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2 1. Introduccién

1.1. Analisis de la distancia extrinseca

Si queremos estudiar la estructura geométrica de una variedad Riemanniana pode-
mos hacerlo investigando las propiedades analiticas de las funciones definidas en ella.
Estas funciones provienen de ecuaciones diferenciales planteadas a través de operadores
diferenciales (como el Laplaciano) que se relacionan con la estructura de la variedad.

Como ejemplo principal tenemos la funcién distancia (desde un punto fijado o desde
una hipersuperficie). Como puede verse en el trabajo clasico de R. E. Greene y H. Wu [18],
cotas inferiores sobre las curvaturas seccionales (o la curvatura de Ricci) de una variedad
determinan cotas superiores del Hessiano (o Laplaciano) de la funcién distancia. Por
tanto construir funciones que sélo dependen de la distancia (resolviendo, por ejemplo,
ecuaciones en derivadas parciales elipticas en espacios rotacionalmente simétricos) nos
da un control sobre el Hessiano y el Laplaciano de dichas funciones.

Este control nos permite relacionar las cotas de las curvaturas con la existencia de
funciones arménicas (o subarménicas) acotadas y no constantes definidas en toda la
variedad. Es decir, por ejemplo, podemos relacionar la curvatura de una variedad con su
caracter parabolico o hiperbdlico.

Debemos notar que estas propiedades tedricas nos proporcionan, a través de infor-
macién estrictamente geométrica, una descripcién analitica de fenémenos fisicos o pro-
babilisticos como el movimiento Browniano definido en una variedad. O también su
conductividad eléctrica si suponemos que la variedad se construye con un material con-
ductor.

El vinculo que une estos conceptos es el llamado criterio de Kelvin-Nevanlinna-
Royden (véanse [19] y [33]).

Nuestro objetivo es el estudio de algunas propiedades tedricas de la teoria de fun-
ciones (y teoria potencial) de una subvariedad P propiamente inmersa en una variedad
Riemanniana N que posee al menos un polo. Su existencia es suficiente para que en N
pueda definirse la distancia desde el polo a cualquier punto de la variedad y establecer
un criterio que decida si la subvariedad es hiperbdlica o parabdlica.

Las técnicas usadas son las del andlisis geométrico de la funcién distancia en la subva-
riedad, relacionando el Hessiano con la curvatura tal como se establecié en el Teorema de
Greene y Wu en [18]. También se controla el Laplaciano, usando el andlisis del Hessiano
y su relaciéon con el indice, de algunas funciones concretas a través de las curvaturas
intrinsecas de N y las curvaturas extrinsecas de P en N. Todo esto con la finalidad de
asegurar la parabolicidad o hiperbolicidad de P.

La conclusion es que las curvaturas extrinsecas de la subvariedad (su curvatura media)
determina en gran medida algunas de las propiedades de las funciones.

Por otra parte, la distancia extrinseca definida en una superficie S, no acotada, pro-
piamente inmersa en la variedad Riemanniana N con un polo, nos permite (con ciertas
condiciones que se traducen en la ausencia de puntos criticos fuera de un compacto
K C S) deducir cuestiones topoldgicas de S. Concretamente, bajo dichas hipétesis, pue-
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de concluirse que la topologia S se encuentra reducida al citado compacto K, ya que
S — K no es mas que una union de cilindros.

1.2. Parabolicidad e Hiperbolicidad de wuna
(sub)variedad

Como hemos comentado anteriormente, podemos, a través del estudio analitico de la
funcién distancia, determinar si una variedad (o subvariedad inmersa en una variedad con
curvatura controlada) es parabdlica o no. En primer lugar definamos variedad parabdlica:

Una variedad Riemanniana M™ se denomina parabdlica si no admite una funcion de
Green positiva y finita.

Una variedad es hiperbdlica sii no es parabdlica. Es decir, es hiperbdlica sii admite
funciones de Green positivas y finitas.

Esta definicion es sélo una de las posibles, concretamente es la usada en [32].

No obstante, en el articulo [33], T. Lyons y D. Sullivan establecen una serie de con-
diciones equivalentes a la hiperbolicidad. Es el llamado criterio de Kelvin-Nevanlinna-
Royden.

En él se establece que la hiperbolicidad de una variedad Riemanniana M equivale a
que:

(a) M admita una funcién superarménica positiva y no constante (o equiva-
lentemente, admita una funcién subarmoénica no constante y acotada).
Esta condicién entronca con el analisis arménico, su enfoque puede estudiarse en
[19] y se relaciona con la propiedad de Liouville. El cldsico Teorema de Liouville
asegura que toda funcion acotada y armoénica definida en R™ debe ser constante. Se
dice que una variedad Riemanniana completa M cumple la propiedad de Liouville
cuando cada funcion armonica y acotada definida en ella es constante. Por tanto
las variedades parabdlicas satisfacen la propiedad de Liouville. Desde este punto
de vista el estudio de la parabolicidad e hiperbolicidad de variedades Riemanniana
abarca el estudio del comportamiento geométrico cuando el Teorema de Liouville
se cumple.

(b) M tenga capacidad positiva, es decir que exista un conjunto precompacto
no vacio D C M tal que Cap(D,M) > 0.
Puede verse la relacion de esta aseveracion con la Teoria Potencial y del Electro-
magnetismo. Para verlo supongamos que una variedad Riemanniana M se fabrica
con material conductor de la electricidad y consideremos que tenemos un capaci-
tor (almacenador de energia eléctrica) compacto K de M, incluido en un dominio
precompacto 2 C M. Ahora imaginemos que se establece una diferencia de po-
tencial igual a 1 entre las fronteras 0K y 0f). Entonces el flujo de corriente de
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electricidad que entra en Q — K a través de 0K estd dado por la capacidad de K
en Q. Puede probarse que esta condicién (b) implica que M es parabdlica sii tiene
capacidad nula, es decir existe una abierto precompacto no vacio D C M tal que
Cap(D, M) = 0.

(c) El movimiento Browniano en M sea transitorio.

Es decir que para todo conjunto abierto y precompacto no vacio {2 se tiene que,
dado z € ) y dada una particula Browniana que inicia su movimiento en x ésta
dejard con probabilidad 1. El movimiento Browniano es el movimiento irregular
de particulas microscépicas suspendidas en un liquido causado por las colisiones
que experimentan estas particulas con las moléculas del liquido. Se trata de un
fenémeno de naturaleza estocastica que fue descrito ya por el sacerdote y botanico
R. Brown en 1828.

Encontrar una descripcién geométrica de la parabolicidad (o hiperbolicidad) de una
variedad Riemanniana es una cuestion central dentro de la teoria de funciones de varie-
dades de Riemann. Dos trabajos en donde se desarrolla esta tarea son [19] y [32]. Esta
descripcion se puede considerar como una caracterizacion, como una condicién sélo sufi-
ciente o como una condicién solo necesaria. La geometria involucrada abarca conceptos
como el crecimiento del volumen de la variedad o la acotaciéon de su curvatura de Ricci
o seccional (véanse [1], [9], [19], [25], [26], [53] o, m&s recientemente, [20]).

Un intento inicial de obtener una descripcién geométrica de la parabolicidad se dio
en 1935. L.V. Ahlfors probd (ver [1]) que una superficie M? rotacionalmente simétrica es
parabdlica sii la integral fooo m es divergente, siendo S, la esfera geodésica de radio
r en M?. Basdndose en este resultado, J. Milnor obtuvo (véase [42]) un criterio para
determinar la parabolicidad/hiperbolicidad de una superficie completa rotacionalmente
simétrica a través de la curvatura de Gauss. P. G. Doyle, demostré (véase [13]) cémo pue-
de extenderse este criterio a superficies completas que tienen un sistema de coordenadas
polares, es decir superficies con un polo.

Este resultado de Ahlfors fue generalizado por varios autores (véase por ejemplo
[19]) a espacios rotacionalmente simétricos con dimensién mayor que 2. Son los llamados
espacios modelo que se presentan en nuestro trabajo. De esta forma tenemos el siguiente
Teorema (véanse [1] y [19])

Teorema (Ahlfors) Sea M un espacio modelo completo y no compacto. Entonces

M? es parabdlico (hiperbdlico) sii

o0 o0 ), respectivamente
) wn71<,’n) )

donde el volumen de las esferas geodésicas S de M estd dado por Vol(S¥) = w" !(r).
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Finalmente, K. Ichihara, demostré (ver [25]) que una variedad Riemanniana com-
pleta y conexa es parabdlica si su curvatura de Ricci estd acotada inferiormente por la
curvatura de un espacio modelo que satisface la condicion de Ahlfors sobre la divergencia
de la integral anterior. Es hiperbdlica si sus curvaturas seccionales estan acotadas supe-
riormente por la curvatura de un espacio modelo que satisfaga la condicion de Ahlfors
de convergencia de la integral mencionada.

Pretendemos dar una interpretacién geométrica sobre la caracterizacién de la para-
bolicidad e hiperbolicidad de una variedad (o superficie).

Esta caracterizacion geométrica puede arrojar luz sobre algunos aspectos de la pa-
rabolicidad e hiperbolicidad de las superficies minimales en R?. En su trabajo [39], S.
Markvorsen y V. Palmer probaron que las subvariedades minimales P™ propiamente in-
mersas en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales
acotadas superiormente por una constante b (K < b) son hiperbdlicas si: o bien b < 0
ym>2obienb=0ym > 3.

Hay que tener en cuenta que las superficies minimales en R? estdn excluidas de este
resultado (en general superficies minimales en R™). Por ejemplo, mientras la catenoide
es parabdlica la superficie de Scherk doblemente periddica (o la triplemente periddica
superficie P de Schwarz) son hiperbdlicas. Sin embargo las superficies minimales en el
3-espacio hiperbodlico son todas hiperbdlicas como hemos comentado.

Para explicar este comportamiento se introdujo en [36] el concepto de radialidad.
Este concepto de radialidad significa lo siguiente:

Si suponemos que el polo o de N también se encuentra en P (la demostracién de
los resultados es independiente de este hecho) y si P es totalmente geodésica entonces
VNr = VPr en todos los puntos y, por tanto, |[VFr|| = 1. Por otra parte, si P no
es totalmente geodésica, dado el punto de partida o € P desde el que se miden las
distancias, sabemos que V¥r(0) = VPr(0) (luego ||VFr(0)|| = 1). Por tanto, en cierta
forma, la diferencia 1 —||VFr(q)|| cuantifica el desvio radial de la subvariedad P respecto
a la variedad ambiente V.

Para el control de este desvio se definen los conceptos de tangencia radial y curvatura
media radial con el que se conforman parte de las hipétesis de los resultados.

Como ejemplo de estos resultados tenemos el siguiente Teorema:

Teorema: Sea N" una variedad Riemanniana y P™ subvariedad completa propia-
mente inmersa en N cumpliendo

Ko,N(Um) S b<0

(1.2.1) — <HP,VN7">I < h(r(z)) < vV —bcoth v —br(x)
para todo x con r(x) > p.
Si

00 62 f: h(r)dr
1.2.2 gt < oo
( ) /p sinh v/ —bt
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entonces P™ is hiperbolica.

Este Teorema se deduce facilmente del Teorema 3.3.9.
Como puede observarse al comparar este resultado con el de Ahlfors, se considera en
sentido amplio un espacio modelo con funcién de alabeo

_ sinh/ =0t
o \/__bef2fh(r)dr

que nos sirve para controlar tanto la curvatura del espacio ambiente como la curvatura
media de la subvariedad. Este espacio modelo se utilizara también en el siguiente capitulo.

W(t)

1.3. Desigualdad de Chern-Osserman

La curvatura de una variedad tiene influencia en su topologia. Como punto de partida
de esta cuestién podemos citar el Teorema de Gauss-Bonnet (1848): Si S es una 2-
variedad compacta y orientada entonces

/ Kgdo =2mx(S5),
S

donde x(S) es el invariante topolégico conocido como la caracteristica de Euler. A la
integral de la curvatura de Gauss (K¢) se le llamara curvatura total.

Posteriormente se generalizé a variedades compactas y orientables de dimension par
(véase [17])

En cuanto a superficies no acotadas, en 1935, S. Cohn-Vossen establecié que: sea
S una variedad 2-dimensional, completa y con curvatura total finita ( [y K Sdo < o)
entonces:

/sta < 2mx(M).
S

En 1957, A. Huber demostrd (ver [23]) que: Si S es una variedad 2-dimensional
completa, conexa y orientable con curvatura total finita entonces

X(8) # —oo,

y, ademas, la superficie es de topologia finita.

En 1967, S. S. Chern y R. Osserman (ver [10]) demuestran para una superficie S mi-
nimal y propiamente inmersa en R”, y usando técnicas de Anéalisis Complejo, la relacién
entre curvatura total y su caracteristica de Euler. Si S es una superficie minimal, orien-
table y propiamente inmersa en el espacio Euclideo, con curvatura total finita, entonces:

1
—x(S) < —— [ K®do — (n° finales)
2T S
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L.P Jorge y W. Meeks III (ver [28]), en 1983, demostraron que la desigualdad anterior
es, en realidad, una igualdad. Ademads identificaron el niimero de finales con el crecimiento
de \Z)(ZESBDS%' Este cociente representa el crecimiento del volumen de las bolas extrinsecas
de la superficie con respecto a las esferas en el Euclideo.

A este respecto B. White (ver [54]) demostré més adelante (1987) su propia version
de este Teorema para superficies en R? y aseguré que basta tener la integral de la parte
negativa de la curvatura finita para concluir que S tiene topologia finita. Mas aun: la
superficie es homeomorfa a una superficie compacta en donde se han quitado una cantidad
finita de puntos (llamados finales de la superficie, realmente son las antiimégenes de
entornos de dichos puntos mediante el homeomorfismo).

En 1984, M.T. Anderson demostré (ver [3]) el mismo resultado pero para subvarie-
dades minimales. Anderson impuso la hipdtesis

/ |AP|™do < oo
P

en vez de curvatura total finita (en el caso de una superficie minimal propiamente inmersa
en R™ ambas son equivalentes), siendo A” la segunda forma fundamental de P en R" y
| AP || su norma de Hilbert-Schmidt.

En este contexto histérico, Qing Chen y Yi Cheng (véanse [7] y [8]) demostraron
en 1999 mediante la siguiente desigualdad de tipo Chern-Osserman para superficies mi-
nimales, completas, propiamente inmersas en H"(b) y con curvatura extrinseca finita

[ 145 |2do < oo

Vol(S? N B%™)
Vol(Bl?)

1
A8 < 3= [ 1491Pdr = Sup,.

donde B%™ denota la r-bola geodésica en H"(b) y %

de los dominios S% N B%" (las bolas extrinsecas) con respecto a 772,

En este trabajo demostramos una desigualdad similar para superficies minimales
completas con curvatura extrinseca finita [ [|A%||?do < oo propiamente inmersas en
una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales acotadas
superiormente por una cantidad negativa b < 0. Si denotamos como K|g a las curvatu-
ras N-seccionales de los planos tangentes 7,5, tenemos [¢(b— K N|g)do < oo. Es decir,
la variedad NNV, fuera de un compacto, no estd curvada en demasia con respecto a H"(b).
Un ejemplo de estas variedades son las variedades asintéticamente hiperbélicas.

Bajo estas hipotesis la topologia de la superficie S es finita y la desigualdad en este
caso (véase Teorema 1.1 en [14]) es:

es el crecimiento del volumen

Vol(S? N BY)

1 1
1.3.1 —x(8) < — [ (b— K" da+—/ AS||*do — Sup,
031 X< 5 [0 Ko+ o [ 14% o s

2
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donde BY denota la r—esfera geodésica en el espacio ambiente N.

Una pregunta aparece en este contexto relacionada con la minimalidad de la superficie
S: ;se puede demostrar la finitud de la topologia de una superficie que no necesariamen-
te es minimal en una variedad de Cartan-Hadamard y, ademés, poder establecer una
desigualdad de tipo Chern-Osserman? Es oportuno referirse a [54], donde se demuestra
la finitud de la topologia para superficies no necesariamente minimales en el espacio
Euclideo R™.

En la parte final de este trabajo mostramos una respuesta parcial a esta cuestion. Con-
sideramos una superficie S completa propiamente inmersa en una variedad de Cartan-
Hadamard N con sus curvaturas seccionales K acotadas superiormente por una cons-
tante b < 0. Como en [14], suponemos que [, [|A%?do < oo y que [¢(b— K™N)do < co.
Por otra parte suponemos que la curvatura media de S en N, H®, est4 controlada por
una funcién radial h(r) (que depende sélo de la distancia de a un punto fijado o € N, polo
de la variedad) y su curvatura media total [ ||H®||do es finita. Entonces obtenemos una
desigualdad de tipo Chern-Osserman, demostrando que la topologia de estas superficies
no minimales es finita y generalizando los resultados de [7], [8] y [14].

En ambos casos, minimal y no minimal, las desigualdades isoperimétricas en las que
se basan son aplicacion del Teorema de la divergencia y el Teorema de comparacion del
operador Laplaciano que proviene del andlisis del Hessiano para variedades con un polo.
Estos resultados pueden consultarse en [18], [35] y [48].

Es particularmente interesante la estimacion de la caracteristica de Euler de una
superficie propiamente inmersa

—x(5) < lim (=x(Dy))

t—o00

para una adecuada sucesién exhaustiva de S mediante bolas extrinsecas conexas { D; };~o.

La demostracion de este resultado estd basado en la demostracién del Teorema de
Huber dada por White en [54]. Este resultado es clave y nos permite proceder de la
misma forma que en [7] y [8] aunque nuestra variedad ambiente no sea de curvatura
constante.

1.4. Conclusion

Los capitulos 3 y 4 constatan la fuerza de las herramientas usadas. En ambos casos
se consiguen mejores resultados gracias a espacios modelo de comparacién especialmente
adaptados a las hipdtesis sobre las curvaturas. Es decir, se construye un espacio modelo
My = [0,400) X SY™" ! donde la funcién de alabeo W (r) incluye los ingredientes
necesarios (cota de la curvatura media de la subvariedad y, en su caso, cota de tangencia
radial) para obtener los resultados deseados.

Estos espacios de comparacion, que pueden consultarse mas extensamente en [36] por
ejemplo, son uno de los vinculos de los capitulos 3 y 4.
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Otro vinculo es el teorema de comparacién del Hessiano y Laplaciano debidos a
Greene y Wu. Originalmente (véase [18]) este teorema imponia condiciones sobre las
dimensiones de las variedades. En el capitulo 2 se demuestra el Teorema de Greene-Wu
suprimiendo esta condicién.

Por otra parte el estudio de la funcién distancia extrinseca y la forma en la que crece
el volumen de las esferas geodésicas nos permitiran estudiar la estructura geométrica de
la subvariedad.
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2.1. Variedades con polo. Bolas extrinsecas. Espa-
cios modelo.

2.1.1. Contexto y restricciones sobre la curvatura

A lo largo de esta memoria consideramos ¢ : P™ — N" una inmersién isométrica
y propia, siendo N™ una variedad Riemanniana completa. Identificaremos (localmente)
P=¢(P)yx=p(x), Yr € P. Llamamos a P subvariedad de N.

Comenzamos definiendo polo en una variedad Riemanniana.

Definicién 2.1.1 (Véase [18]) Dada una variedad Riemanniana N y o € N, diremos
que el punto o es un polo de N si y solo si la aplicacion exponencial exp,: T,N™ — N"
es un difeomorfismo.

Nota 2.1.2 En [12] y [50] se define polo como aquel punto o que no posee puntos conju-
gados a lo largo de ninguna geodésica partiendo de él. El Teorema de Cartan-Hadamard
afirma que si M es una variedad Riemanniana completa y simplemente conexa y o es un
polo, definido como en [12], entonces la aplicacion exponencial exp, es un difeomorfismo.
Es decir, o es un polo tal como se ha definido en 2.1.1.

Teorema 2.1.3 (Cartan-Hadamard) (Véase [12], p.149) Sea N wvariedad Rieman-
niana completa (es decir cualquier geodésica puede extenderse al intervalo [0,+00))
cumpliendo K, < 0, para cualquier plano 0.Sea o € N, entonces exp, es reqular (su
diferencial es de rango mdzimo en todos los puntos). Mds concretamente, si N es sim-
plemente conexa entonces o es un polo y la variedad N es difeomorfa a R™ mediante el
difeomorfismo exp, : T,N ~ R" — N tal que exp,(v) = 7,(1),donde v, es la geodésica
que cumple v,(0) = o0 y 7, (0) = v.
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Definicién 2.1.4 (Véase [18], pdgina 16) Para cada v € N™ \ {o} definimos r(x) =
disty (0, ), y esta distancia se calcula con la longitud de la inica geodésica desde o hasta
x, que es la geodésica radial desde o.

Denotaremos por r también a la restricciéon r|p : P — Ry U {0}. Esta restriccion se
denomina funcién distancia extrinseca desde o en P™.

Los gradientes de 7 en N y P se denotardn por V¥r y VPr, respectivamente. Notemos
que VPr(z) es la componente tangencial en P de V¥r(x), Vo € P. Se cumple siguiente
relacion:

VVr = VP + (V)4
donde (V¥7)+(z) es perpendicular a T}, P para todo x € P.
Recordemos que

Definicién 2.1.5 (Segunda forma fundamental) Sea P una subvariedad de N, va-
riedad Riemanniana. Definimos A" la sequnda forma fundamental de la subvariedad P
en N como

(2.1.1) AP(X,Y) = VY —VEY = (VYY)" VX, Y € X(P).

Definicién 2.1.6 (Véase [5]) Sea v : 1 — S, una curva diferenciable en una superficie
S. Definimos la curvatura geodésica de vy como

<V7/’Y/7 L_’y/l>
(2.1.2) kg = /—'/Ml

)
donde v es el giro de un vector 3 radianes.

Vamos a empezar el estudio del comportamiento de las soluciones de algunas ecuacio-
nes diferenciales ordinarias definidas en un tipo de dominios que se construyen utilizando
la distancia extrinseca. Estos dominios son las llamadas bolas extrinsecas.

Definicién 2.1.7 (Véanse [21] y [46]) Sea P subvariedad propiamente inmersa en una
variedad Riemanniana N. Definimos bola métrica extrinseca de radio R y centro o como:

Dg(0o) = BY(o)N P = {x € P: r(z) < R},

donde B (0) denota la bola geodésica abierta de radio R y centro el polo o en N™.
Definimos el anillo extrinseco en P™ para p < R, centrado en o como:

Apr(0) = Dr(0) \ D,(o),

donde ahora Dg(0) es la componente conexa de BY (0) NS que contiene a D,(0).
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Ejemplo 2.1.8 En R3 consideramos la helicoide, tomamos una bola en el espacio
Euclideo de radio R vy su interseccion con la superficie.

Nota 2.1.9 Si P™ estd propiamente inmersa en una variedad N™ y ésta tiene al menos
un polo, llamado o, podemos asegurar:

1. Dg(o) son precompactos es decir su clausura es un conjunto compacto.

2. Se deduce pues que {Dg(0)}r>0 €s una sucesion ezhaustiva de precompactos y
encajados. Ademds recubren P™ al estar centrados en un polo ya que la aplicacion

exponencial nos da un difeomorfismo entre N y su espacio tangente en el polo
(véase 2.1.1).

3. La funcion distancia restringida a la subvariedad r|, : P — R es diferenciable
(salvo en el polo, si éste estuviera en P). Aplicamos el Teorema de Sard y sabemos
que el conjunto de valores criticos tiene medida nula en R. También, en un valor
no critico R, sabemos por el Teorema del Nivel Regular, que r—*(R) = ODpg es una
subvariedad de P. Con todo ello asequramos que eziste un conjunto de radios denso
en R tales que DR son variedades diferenciables en P (curvas diferenciables, por
tanto). Para consultar el Teorema de Sard y del Nivel Regular véanse [31] y [51],
por ejemplo.

4. Las bolas extrinsecas se pueden considerar conezxas definiendo Dg(0) como cualquier
componente coneza de BY (0)NP. De esta forma, si se fija p > 0 y la subvariedad P
es conexa, se puede obtener una sucesion exhaustiva de P mediante bolas extrinsecas
conexas y encajadas considerando, para cada R > p, Dg(0) como la componente
conezxa de BY (o) N P que contiene a D,(0).

Definicién 2.1.10 (Véanse [36] y [46]) Sea N una variedad Riemanniana y o € N un
punto de ella. Sea x € N\ {0} otro punto de N. La curvatura seccional K™ (o) de un
2-plano o, C T, N se denominard curvatura seccional o-radial de N en x si o, contiene
al vector tangente de una geodésica minimizante desde o hasta x. Estas curvaturas se
denotardn por K, (o).
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Las curvaturas medias H” de P estdn involucradas en el Laplaciano de las funciones
radiales restringidas A” f(r) a través de su componente radial. Definamos esta compo-
nente radial.

Definicién 2.1.11 Sea N una variedad Riemanniana con un polo o € N y P una
subvariedad propiamente inmersa en N. Sea r : N — R la funcion distancia desde el
polo o. Definimos C(x), curvatura media o— radial de P en N , como:

Clx) = —=(VVr(x), H" (2)),
donde x € P y H”(z) denota el vector curvatura media de P en N.

Nota 2.1.12 FEsta nota estd destinada a clarificar la convencion de la curvatura. Con-
sideraremos

R(X, Y) =VyVyxy —VxVy + V[X,Y]

donde R indica el operador curvatura de una variedad Riemanniana M.

Un resultado basico para el estudio de las bolas métricas es el lema de Gauss.

Lema 2.1.13 (de Gauss) (Véase [49], p. 133) Consideramos la aplicacidn exponencial
exp, en una bola B(0,e) C T,N, donde es difeomorfismo en su imagen. Sean las curvas

v#(t) = exp,(tV), donde v € T,M wunitario.
Para cualquier punto q € exp,(B(0,¢)) eziste t, v tal que v3(t) = q. Si definimos el campo
|, = %W(S)L:t entonces
(2.1.3) Vr =0,
siendo Vr el gradiente de la funcion distancia r(q) = d(o, q).

Este lema nos asegura, por tanto, que el normal a la frontera de la bola métrica (que
es una hipersuperficie de la variedad) coincide con el vector tangente de las geodésicas
radiales que parten del centro de la bola.

2.1.2. Productos alabeados (warped products) y espacios mo-
delo

Los productos alabeados (en inglés warped products) son generalizaciones de las su-
perficies de revolucién, véase por ejemplo [44]. Sean (B*, gp) v (F', gr), dos variedades
Riemannianas y sea w: B — R, una funcién positiva real en B. Supongamos que w
es al menos C2. Consideremos la variedad producto M** = B x F y denotamos las
proyecciones sobre ambos factores de la siguiente manera: 7: M — By o: M — F,
respectivamente. La métrica g en M estd definida por la siguiente métrica producto:

(2.1.4) g=1*(g98) + (wom)*c*(gr).
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Definicién 2.1.14 (Véase [44]) La variedad Riemanniana (M, g) = (B* x F', g) se lla-
ma producto alabeado con funcion de alabeo w, variedad base B y fibra F. La denotaremos
como B* x,, F'.

Definicién 2.1.15 (Véase [19], [18]) Un espacio w—modelo M. es el producto ala-
beado [0, A[x, S, con base B! = [0,A[C R (donde 0 < A < o00) y con fibra
Fm=t =81 (es decir, la (m — 1)—esfera unidad con la métrica estandar) y funcion de
alabeo w: [0, A[— R, U {0}, con w(0) =0, w'(0) =1 y w(r) > 0 para todo r > 0. EI
punto o, = 7 1(0), donde 7 denota la proyeccion sobre B, se llamard punto centro del
espacio modelo. St A = oco entonces o,, es un polo de M.

Dado Z un campo tangente a M, la métrica de M viene dada por la expresion
9(Z,Z)1,q) = gr(dn(Z),dn(Z)), + w*(t)gsp-1 (do(Z), do(Z))q,

por comodidad llamaremos gg a s-1-

Lema 2.1.16 (Véase [44]) Sean los campos vectoriales O y X, levantamientos horizon-
tal y vertical respectivamente de 0; € X([0,A]) y X € X(S7""). Entonces:

1. 0y es el inico campo en M. m—relacionado con 0O, es decir el inico que cumple

(2.1.5) 0.l () (O) = 0,%(r, p) € M.

(2.1.6) ),

Lema 2.1.17 (Ver [{4]) Se cumple:
1. [0, X]=0.
2. Si'Y es otro levantamiento vertical entonces [X,Y] es vertical.
Demostracién. Sabemos (véase [44] pagina 25) que
(X, Y] =X, Y]

por lo que la asercion 2 queda clara.
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Por otra parte la m—relacion o la o—relacién se conservan mediante los corchetes de
Lie (véase [44], pagina 14) por lo que (a través de 2.1.5 y 2.1.6) tenemos

[0, X] esté 7 — relacionado con [dy,0] = 0

[0y, X] estd o — relacionado con [0, X] = 0,
como consecuencia [0y, X] = 0 y tenemos la asercién 1. m

Lema 2.1.18 Sea M espacio modelo. Entonces, dado 1o €]0,A[, la esfera geodésica
centrada en o, de radio Ty es S% = w1 (rg).

Demostracién. Veamos la doble inclusién:
Si (r,p) pertenece a la esfera geodésica centrada en o,, de radio ry entonces

f(?", p) =To.

Pero ahora consideramos la hoja [0,r[x{p} que pasa por (r,p), como es totalmente
geodésica (por tanto es una curva geodésica) la distancia de o, a (r, p) seré r. Por lo que
r =1y y el punto es (1o, p) que pertenece por definicién a m(rg).

Veamos la inclusién contraria. Sea (rg, p) € 7 (rg). Las hojas son totalmente geodési-
cas y la distancia de (0,p) a (ro,p) a lo largo de [0,79[x{p} es r¢. Por lo (rg,p) esta en
la esfera geodésica centrada en o, y de radio ro. =

Nota 2.1.19 A partir de ahora, si no hay confusion, denotaremos de la misma forma a
los campos y sus levantamientos.

Proposicién 2.1.20 Sea M w—modelo, entonces, dado 0; levantamiento horizontal del
campo tangente unitario en X([0,A]) y X el levantamiento vertical del campo tangente
X e X(s77),

!/

Vo, X = V0, = %X,

W”

R<X7 8t7X7 at) = _E

donde V y R denotan a la conexion de Levi-Ciwita y el operador curvatura de M),
respectivamente.

Demostracién. Recordemos la férmula de Koszul (véase [12]) que relaciona la métri-
ca con la conexién de Levi-Civita de una variedad: si A, B, C' son tres campos vectoriales
de la variedad, V es la conexién de Levi-Civita y () indica la métrica, entonces

2(V4B,C) = A(B,C)+ B(C,A) — C (A, B)
(2.1.7) —(A,[B,C]) + (B,[C, A]) + (C, [A, B))
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Vamos a hallar V5, X a través de sus proyecciones usando la féormula de Koszul.
Si sustituimos en (2.1.7) A y C por el levantamiento horizontal de 0; y B por el el
levantamiento vertical de X despejamos facilmente:

(2.1.8) 9(Va, X, 0;) =0,

por tanto Vy, X es vertical.

Ahora vamos a sustituir en (2.1.7) A = 0;, B = X, C =Y (donde X,Y son
levantamientos verticales ortogonales entre si en el modelo). Puesto que el corchete de Lie
de dos campos verticales es vertical y el corchete de un campo vertical y otro horizontal
(es decir el campo radial 9;) es cero (véase lema 2.1.6) obtenemos

(2.1.9) 20(Vo, X, Y) = 0ig(X,Y) + Xg(Y,0,) — Yg(8,, X)
(2.1.10) — (8, [X, Y]) + (X, [V, 8]) + ¢(Y, [0, X]) = 0.

Por otra parte hallamos:

29(Vo, X, X) = 0,9(X, X) = 0; (w(t)?9s(do(X),do(X)),) =
2w(t)w'(t )gs(da( ),do(X))q + w(t)?igs(do(X),do (X)), =
(t)

2w(t)w'(t)gs(do(X), do(X))y = 2w(t)w'(t) ——w(t)*gs(do(X), do (X)), =

do
" 1
w(t)?

(2.1.11) 2‘589()(, X),

ya que
9s(do(X), do (X)),

es constante sobre la hoja [0, A[x{p}.
Hemos demostrado que:

1. Vy, X es vertical.
2. SiY esvertical y Y L X entonces Vy, X LY.
3. g(Vo X, X) =21

Por lo que:

(2.1.12) Vo X = X.

Y la primera parte queda demostrada.
Sabemos que Vy,0; = 0 (es una consecuencia inmediata del lema 2.1.18)
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Calculemos la curvatura

R(X7 ata X7 at) - Q(V[X,at]X7 at) - g(vaatX7 at) + g(vathXa at) -
- X (g(vatxv 8t>) + g(vatXa vXat) + g(vathXy at) ==
(¢ 2
(2.1.13) (%) 9(X, X) +0,9(VxX,0,).

Con la férmula de Koszul, sabiendo que [X, X| = [X,0;] = 0, ¢(X,0;) = 0y (2.1.12)
hallamos

(2.1.14) 29(VxX,8) = —09(X, X) = —22((3 (X, X).

Sustituimos en (2.1.13) y tenemos

(w0 W _
(2.1.15)  R(X,0, X,0) = (w<t)) g(X,X)Jr(‘)t( w(t)g(X,X)> _
NON St) ~ WP ) _
(£ sex.x) - SO0 g x x) - L0000 -
SN W et) -0 (D)) _
[ ) mOE 2(50) ]g(X’X>‘
_L:)((;))9<X7X)

Y queda demostrada la segunda parte. m

Corolario 2.1.21 1. La esfera geodésica S tiene curvatura media constante

2. Las o,,-curvaturas seccionales radiales de M™ en cada v € n~*(r) (para r > 0)
estan idénticamente determinadas por

(2.1.16) Koy, (02) = —

Demostracién. Calculemos

g(A(X7X)78r) = g(vXXa at) = _g(VXaraX) =
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Si ahora tomamos una base ortonormal de campos e; del tangente a la esfera de dimension
m — 1 tenemos

1 i _W(r)
Nw(r) = p— ;g(A(ei,ei),ar) = o)

La segunda afirmacién esta demostrada en (2.1.15). =

Proposicién 2.1.22 Un espacio w— modelo donde

\/igsin(\/l_ar) sib>0
(2.1.17) w(r) =wy(r) = rsib=0
= sinh(v/=br) sib <0
es una variedad de Riemann simplemente conexa con curvatura seccional constante b.
Notese que para b > 0 la funcion wy(r) admite extension diferenciable sélo hasta r =

7/v/b.

Demostracién. Por la Proposiciéon 2.1.20 sabemos que la curvatura seccional de un
plano que contiene a la direccién radial es

()
() b.

Por otra parte si consideramos la curvatura seccional de un plano generado por dos
campos ortogonales y unitarios X,Y ambos verticales podemos calcular con la férmula
de Koszul

(2.1.18) 29(VxY,0,) = —-0,9(X,Y) =0.

Por lo que VY es también vertical por lo que si consideramos ¢(VxY, Z), con Z vertical
y ortogonal a ambos, tenemos

(2.1.19) 29(VxY, Z) = 2w(t)’gs(VxY, Z) = g(VxY, Z) = wy(t)’gs(VxY, Z).
Hallemos la curvatura

(2.1.20) RX,)Y,X,Y)=g(VixX,Y) —g(VxVyX,Y) + g(VyVxXY).

Ahora calculemos los tres sumandos:

L g(VixyiX,Y) = w(t)?9s(Vixy)X,Y), puesto que [X,Y] es vertical, y usamos
(2.1.19) con Z = [X,Y].
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2. g(VxVyX)Y) = X(g(VyX,Y)) — g(VyX,VxY) = w(t)*’X(gs(VyX,Y)) —
wp(t)?gs(Vy X, VxY), donde el primer sumando se deduce del razonamiento del
punto anterior y el segundo se deduce de (2.1.18)

3. g(VyVXX,Y) = Y(Q(VXX,YQ) — g(VXX,va> = wb(t)2Y(gs(VxX,Y>> —
wy(t)?9s(Vx X, VyY) — (%) g(0r,0,), por los razonamientos anteriores y
(2.1.14)

Con todo ello, sustituyendo en (2.1.20)

/ t 2
(2.1.21) RX,Y,X,Y) = wy(t)2Rs(X,Y, X,Y) — <WbEt§) .
Wh
Por otra parte Rg es la curvatura en la esfera de radio unidad. Como
1

9<Y7Y) = g(X7X> =1l= gS(Y7Y) :gS(X7X) =

wy(t)?
9(X,Y) =gs(X,Y) =0

tenemos

Rs(X,Y, X,Y)
gS(Xv X)gS(Y7 Y) - gS(X7 Y)2

]_:KS(X,Y): :wb(t>4RS<X7Y7X7Y)7

siendo K(X,Y) la curvatura seccional del plano generado por X e Y en la esfera de
radio unidad. Por tanto

Rs(X,Y,XY) = o

finalmente sustituyendo en (2.1.21)

W} (1) ) -,

1
R(X,Y,X)Y) = O (wb(t) wy(t)?

como queriamos demostrar. m

2.2. Analisis del Hessiano

2.2.1. Férmulas de la primera y la segunda variacion de la
energia. Forma indice

Definicién 2.2.1 Sea 7y : [0,a] — N una curva C* en N. Sea la funcion diferenciable

a:(—e,e)x[0,a] = N
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diremos que es una variacion diferenciable de la curva ~y sii

a(0,t) =~(t),vt € [0, d

Se denotard as(t) = afs,t).

Definicién 2.2.2 Dada 7 : [0,a] = N una curva C* en la variedad Riemanniana N y
a: (—e,e) x [0,a] - N una variacion diferenciable de 7y, definimos energia de la curva
v como

E(s) = /Oag(oz;(t),oz;(t))dt,Vs € (—¢,¢).

Teorema 2.2.3 (Férmula de la primera y segunda variacién de la energia)
(Véase [12]) Sea N wariedad Riemanniana, v : [0,a] — N wuna curva C* en N y
a: (—¢,e) x [0,a] = N wariacion diferenciable de ~y. Entonces

221)  ZEO) =~ [ gV, T ()it = 9(V0).7(0) + 9(V (@), (o)

(2.2.2) SE(0) = - / GV (), Vg Voo V(E) + RO (), V()Y (0,

siendo V (t) = 22(0,t) .

Nota 2.2.4 En [12] se define energia considerando una curva diferenciable a trozos.
Aqui consideramos solo curvas diferenciables en todo el intervalo.

Definicién 2.2.5 (Indice de un campo vectorial) (Ver [12]) Dado X campo vecto-

rial a lo largo de una geodésica vy : [0,a] — M tal que X (0) = 0, se define forma indice
de X como

[5(X) = /Oa {9(Vy X (1), Vi X (1) — g(R(Y (), X(1))7'(1), X (1)) } .

y se denotard forma indice.
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2.2.2. Comparacion de Hessianos en variedades ambiente

El analisis de la funcién distancia r definida en variedades con un polo se resume en
el Teorema de comparacién de Hessiano de la funcién distancia establecido en [18]. Este
resultado esta basado la expresion del Hessiano de dicha funcién en términos del indice
de los campos de Jacobi a lo largo de las geodésicas radiales.

En el enunciado y demostracién de esta comparacion dada en [18] se consideran dos
variedades Riemannianas M™ y N™ con polos oy v oy, asi el Hessiano de la funcién
distancia en N es menor o igual que el correspondiente Hessiano en M siempre que
n > m y las curvaturas radiales de N estén acotadas inferiormente por las curvaturas
radiales de M.

En la comparacion que se va a presentar una de las variedades es un espacio modelo
M como los definidos en la seccién 1.1.2. Vamos a ver que, en virtud de su caracter
simétrico, el utilizar para la comparacion a estos espacios modelo nos permite pasar por
alto la hipotesis sobre la dimensién, y, al mismo tiempo, facilita el calculo directo del
Hessiano de funcién distancia (véase el Teorema 2.2.17).

Cabe destacar, tal como lo hacen Green y Wu en [18], que estos resultados también
se pueden obtener definiendo polo como aquel punto que no tiene puntos conjugados.

Presentaremos en esta seccién unos resultados técnicos concernientes al Hessiano de
una funcién radial (es decir funciones f que dependen tinicamente de la distancia al polo.

Antes veamos las definiciones bésicas (que pueden consultarse con més detalle en [12]

y [50]).

Definicién 2.2.6 (Gradiente) Dada una funcion f: N — R, f € C*°(N), definimos
gradiente de f, y se denotard VY f, al 1inico campo que cumple

(2.2.3) g(V¥ [, X) = X(f).

Definicién 2.2.7 (Hessiano) Dada una funcion f: N — R, f € C*°(N), definimos el
Hessiano de f como el (0,2)—tensor simétrico siguiente

(2.2.4) Hess" f(X,Y) = g(VX(VYF),Y),¥X € X(N)
Un célculo elemental nos lleva a la equivalencia siguiente:
Proposicién 2.2.8
(225) Hess™ f(X.Y) = X(a(VV£.Y) — g(V¥ VYY) = X(V(£)) — (VY) ().

Definicién 2.2.9 (Divergencia) Dado un campo vectorial X en la variedad N, defi-
nimos divergencia de X en un punto p y se denotard div X (p), a

(226) leX(p) = ig<veiX7 ei)?

siendo {e;} base ortonormal de T,N.
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Definicién 2.2.10 (Laplaciano) Dada una funcion f : N — R, f € C*°(N), definimos
el Laplaciano de f, y se denotard AY f, como la divergencia del gradiente de f, es decir

(2.2.7) AN f =divVVy.

Nota 2.2.11 A través de las definiciones del Hessiano, Laplaciano y divergencia se
extrae facilmente la igualdad

AN f = ZHessN f (e, e;).
i=1
Al integrar la divergencia de un campo tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.12 (de la Divergencia II) (Véase [5], p. 152) Sea N wariedad orien-
tada y Q0 un dominio en N con frontera OS2 diferenciable. Si v es un campo vectorial
unitario a lo largo de OS2, ortogonal a la frontera y apuntando hacia el exterior del do-
mainto, entonces

(2.2.8) /divX do—/ (X,v) du,
Q o)

siendo X cualquier campo en N.

Ahora demostraremos el resultado que relaciona el Hessiano con el Indice de un campo
de Jacobi.

Teorema 2.2.13 (Véase [18],/27]) Sea N = N™ una variedad con un polo o. Sea r =
r(z) = disty (o, z) la distancia desde o a v en N. Dado ¢ € N, consideramos Y € T, N,
ortogonal a V™r(q), y consideramos ¥(s), geodésica radial parametrizada por su longitud
de arco, con v(0) = o, v(b) = q, ¥'(0) = v, v/ (b) = V¥r(q). Entonces

b
Hess™ (1],) (Y, Y) = / (T, (1)

(2.2.9) —(R(J(£), 7/ (1) J(£), 7 ()}t = L,(J, )
donde J(t) es el (unico) campo de Jacobi a lo largo de v(t) tal que J(0) =0, J(b) =Y,
y sea L,y el indice de vy, (véase [12] y definicion 2.2.5).

Demostraciéon. Vamos a dar un esquema de la prueba.

Consideremos
f(s,t) = expy(tv(s))
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una variacién diferenciable no propia de 7, con v(0) = v. Entonces

J(t) =~ . expy(tv(s)) = expp.,, (tv'(0))

es un campo de Jacobi (véase [12], pagina 111) cumpliendo J(0)
Ademas vamos a demostrar que (J(t),~'(t)) = 0 Vt.
En efecto, veamos que es constante:

d / d

s =5 (5|
capy(tn(s) jt )+ (5| emln) §0) =
jtexppuv( o)+ (4
\iel..
2

Seamlte(s)) (0 =

17 ()] = 0.

=0, J(b) =Y.

e, 510 =

da
ds

s=0

s=0

| & &|& &|& PN <=

(
.
¥

2.2.1
( 0) 2 ds|,_,

Y, evaluando en t = b,
(J(b),7' (b)) = (Y, VNr(q)) =0

ya que por hipétesis Y 1 V¥r(q).

De lo anterior se deduce que (J(t),~'(t)) = 0, Vt.
v(t) y, fijando s, f(s,t) = expy(tv(s)) = Yus)(t) es una
=Py ’Y;(s)(o) = v(s) Vs.

Notemos que f(0,t) =
geodésica, (parametrizada por su longitud), tal que 7,5 (0)

Consideremos la funcion energia de v, (%)

/||—st||dt

Sea la funcién g : N — R definida como g(z) = 37%(x). Dada a(s) = exp,(bv(s)) =
Yu(s)(b) curva en N, considerando que ( fijado s) la geodésica minimizante que une el
punto p con a(s) es y(s)(t) = exp,(tv(s)) y la desigualdad de Schwarz, tenemos:

<goa><s>:g(a(s»:%r%a(s)):1( [ Intatolar) =

(/ ooiar) =3 ([ 1. opa) -

2.2.11 —E
(22.11) -
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Hemos aplicado la desigualdad de Schwarz en su version de igualdad debido a que 7,5 (%)
es una geodésica minimizante y, por tanto, estda parametrizada por su longitud de arco.
Luego se cumple

(/ b ||v;<s)<t>||dt)2 -(/ b ) ([ b i Ot ) =
o [0

Ahora, usando la férmula de la segunda variacién (véase [12], pdgina 199) para la
funcién energia de 7,5 (),

(2.2.12) %E”(O) =I4(J,J) + <£|s:o(%(s, b))m’(b)> :
tenemos
(2.2.13) (g0 0)"(0) = SE"<0> = b{L,4(J, ) + (V00 (0),7/ (b))}

va que o/(0) = £|,_of(s,b) y, por tanto, Z|s—o(:£ f(s,b)) = Vg(o)a’(()).

Por otra parte, como Y = «/(0), tenemos

(900" (0) = oo (0/(5))) = om0 (T Vgl ()

= <V3]\/[VNQ,Y> + <VNg|¢I7 V;;V/(O)a/(o)>
= Hess" g[(Y,Y) + (V¥glq, V202’ (0))
(2.2.14) = Hess™ g[o(Y,Y) + b (V"7lg, Vi@ (0))

Ademas,

Hess™ g|,(Y,Y) = <VN7“]q7Y>2 +1(q) Hess™ r[,(Y,Y) =
(2.2.15) bHess™ r[,(Y,Y)

va que V¥g|, = +/(b) es ortogonal a Y.
Por tanto, a partir de las ecuaciones (2.2.13), (2.2.14) y (2.2.15), obtenemos

(2.2.16) Hess™ 7|,(Y,Y) = I,,(J, J)
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Teorema 2.2.14 (Véase [18], teorema A) Sea N = N™ una variedad con un polo o,
sea M = M]" un espacio w—modelo con centro o,, y m < n. Supongamos que cada
curvatura seccional o-radial en ¢ € N\ {o} estd acotada inferiormente por las curvaturas
seccionales o,,-radiales en M de la siguiente manera:

(2.2.17) Kon(og) > —

para cada 2—plano radial o, € T,N distante r = r(q) = disty (0, q) desde o en N. Supon-
gamos también que las geodésicas radiales minimizantes desde o y 0, no tienen puntos
congugados de o y o, respectivamente. Entonces los Hessianos de la funcion distancia en
N, r, y la funcion distancia en M, 7, cumplen

(2.2.18) Hess™ r[,(X, X) < Hess™ 7[,(Y,Y)
para cada vector unitario X en T,N y para cada vector unitario Y en T;M con 7(q) =
r(q)=r.
Demostracién. Sabemos que, si X = A\VVr y Y = A\VMv7 entonces
(2.2.19) Hess™ 7(X, X) = Hess™ 7(Y,Y) = 0
porque, en general para cualquier variedad Riemanniana N,
(2.2.20) Hess" r(X, X) = (Van, VVr, V) =0
Por tanto es suficiente probar el Teorema para X e Y ortogonales a VVr and VMup
respectivamente.
Se cumple, a través del Teorema 2.2.13, que

HessNr|q(X,X) =1,(J.J)

(2.2.21) Hess™ 7|(Y,Y) = L5 4(J, J)

donde 7y : [0,b] — N es una geodésica minimizante en N uniendo oy ¢, y J(t) es el

campo de Jacobi a lo largo de ~y tal que J(0) =0, J(b) = X y (J(t),7'(t)) =0Vt € [0,],

y 4 : [0,b] — M, es una geodésica minimizante en M,, uniendo o, y ¢, y J(t) es el

campo de Jacobi a lo largo de ¥ tal que J(0) =0, J(b) =Y, (J(t),7(t)) = 0 Vt € [0,b].
Sea {é;()}72, una referencia ortonormal paralela de T5u M, ,cumpliendo é,,(b) =

w
Y L #'(b). Entonces podemos expresar J respecto a esta base como

(2.2.22) J(t) = i Ji(t)e(t).
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Vamos a construir otra referencia ortonormal en T’ )N siguiendo la pagina 239 de
[4].
Como m < n podemos encontrar una aplicacién inyectiva (isometria) I definida

I: Tﬁ(b)Mw — T’y(b)Na

tal que cumple

es decir I(Y) = X.
Definimos los vectores (linealmente independientes)

e;i(b) :=I(e;(b)),1=1...m

y completamos hasta tener {e;(b)}_,, una base ortonormal de T’ N.

A continuacién trasladamos paralelamente estos vectores a lo largo de la curva ()
y obtenemos {e;(t)}7_; que es una referencia ortonormal paralela de T’ N.

Definimos el campo V(t)

(2.2.23) V()= Ji(t)ei(t)

Veamos que campo vectorial V (¢) definido en (2.2.23) satisface las siguientes propie-
dades:

1. V(0) =0 = J(0), como se sigue facilmente de las definiciones de ambos campos.

0
2. V(b) =X = J(b), ya que

3. V()| = ||j(t)H ,Vt. En efecto, al ser las dos referencias ortonormales
vl = <Z Ti(t)es(t), ) jz(t)el(t)> =
DT = (@), J0) = [T0]
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4. |[V'@)|l = || (t)|| Vt. De forma similar al punto anterior y utilizando que e;(t) son
paralelos tenemos

V') = <% Z Ji(t)e(t), % S Ji(t)ei(t)> _

(3 T0ei0. 3 1o} = 370 -
(J(),J @) =||T®)-
5. (V(t),7/(t)) = 0,¥t. Como

por la definicién del campo de Jacobi J, basta con demostrar que (V (t),v'(t)) es
constante. Derivemos

(2.2.24) 5 V(1) = Z Ji(t) (ei(t),7'(1)) -
Ahora veamos que
(2.2.25) (e;i(t), (1)) = (&;(t), 7' (t)),Vi = 1..n.

En efecto
d

- ({ea(t), ' (8) = (ei(), 7' (1)) = 0

por ser v'(t), 7 (t) y {e;(t)};_, campos paralelos. Por otra parte

(ei(b), (b)) — (&i(b), 7' (b)) =
(I(€:(b)), 1(¥' (b)) — (ei(b),5'(b)) =
(€i(b), 7' (b)) — (ei(b), 7' (b)) = 0.
Hemos probado (2.2.25), sustituyendo en (2.2.24)
%(V(t) V(1) = ij(t) (e:(t),7' (1)) =
Ji(t) (eilt), 7' (1)) = <Z Ji(t)ei(t) 7’(t)> =

por hipotesis.
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Recordemos el lema del indice

Lema 2.2.15 (del Indice) (Véase, por ejemplo, [12]) Sea v : [0,0] — N una geodési-
ca en una variedad Riemanniana N sin puntos conjugados de ~(0) en [0,b]. Sea J(t) un
campo de Jacobi a lo largo de ~y tal que (J(t),7'(t)) = 0 Vt. Sea V (t) un campo a lo largo
de v tal que (V(t),'(t)) = 0 Vt. Supongamos que V(0) = J(0) y V(b) = J(b). Entonces

I%b((L J) < I%b(V, V)
Aplicando este lema a los campos J(t) y V(t), obtenemos

Hess™ 7|,(X, X) = I, 4(J, J) < L,,(V,V)

(2.2.26) b o ) )
= ONVH-%R@THKVHﬁ

Ahora, usando la hipdtesis (2.2.17) de las curvaturas seccionales de planos radiales
que contienen geodésicas radiales como v y 7, tenemos la siguiente desigualdad para las
curvaturas seccionales de los planos radiales generados por {7, V'} y por {¥/, J}:

K,Nv/Lq::<RNUZVUVPV>
S Vi
(2.2.27) (R N) )
T e

Por tanto, segun las propiedades 1,2, 3, 4 y 5 demostradas anteriormente, tenemos

|T|]* = (RM= (J,7)T,7")
(2.2.28) S V- < (V V’ﬂ
luego
Hess? 11,(X,X) < [ {IV'I7 = (ROVY)V ) e
(2229 /HVH (RM(T )Y Y Yt = 17, )
— Hess™™ 7[,(Y,Y)
||

Si cambiamos el signo de la desigualdad que cumplen las curvaturas seccionales, y
suponiendo que la dimensién del modelo M, es mayor que la dimensién de la variedad
N, tenemos el siguiente Teorema:
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Teorema 2.2.16 (Véase [18], Teorema A) Sea N = N™ una variedad con un polo
o, sea M = M un w—modelo con centro oy, y m > n. Supongamos que cada curva-
tura seccional o-radial en ¢ € N \ {o} estd acotada superiormente por las curvaturas
seccionales o,,-radiales en M de la siguiente forma:

(2.2.30) K,n(oy) < —
para cada 2—plano radial o, € TyN a distancia r = r(q) = disty (0, q) desde o en N. Su-
pongamos también que las geodésicas radiales minimizantes desde o y o, no tienen puntos
conjugados de o y o, respectivamente. Entonces el Hessiano de la funcion distancia en
N, r, y de la funcion distancia en M,,, 7, cumplen

(2.2.31) Hess™ 7,(X, X) > Hess™ 7|,(Y,Y)

para cada vector unitario X en T,N y cada vector unitario Y en T;M con 7(q) = r(q) =
T

Demostracién. Vamos a dar un esquema de la demostracién. Comenzamos como en
el Teorema 2.2.14. Ahora consideramos, no obstante, los campos de Jacobi a lo largo de
la geodésica v, J(t), expresando ésta en términos de una referencia paralela ortonormal
de T,y N a lo largo de v, {e;(t)}1;, tal que e, (b) = X.

Tenemos

J(t) = Z Ji(t)e;(t)

Entonces dado {;(t)}, una referencia paralela ortonormal de T5 M., con €,,(b) =
Y, definimos, como m > n,

V(t) = Z Ji(t)ei(t)

Ahora, argumentando como antes, aplicamos el lema del indice y, usando la nueva
hipotesis sobre las curvaturas seccionales radiales, obtenemos,

Hess™w» Fla(V,Y) = L4(J, J) < L4(V, V)

J,
(2.2.32) .
< I,p(J,J) = Hess" r|,(X, X)

Como observabamos en la introduccién, la comparacién con el espacio modelo per-
mite evitar la hipotesis sobre las dimensiones de los espacios, es decir, solo las hipotesis
sobre las curvaturas seccionales radiales nos da la comparacién sobre los Hessianos de



32 2. Preliminares

las funciones distancia, cuando comparamos una variedad Riemanniana de cualquier
dimensién con un espacio modelo de cualquier dimension.

La razén es que Hess™ 7|(Y,Y) no depende de la dimensién m cuando Y es unitario
y ortogonal a VMv7 como puede verse en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.17 Sea M]" un espacio modelo, sea § € M,, un punto tal que 7(q) =r, y
sea'Y € T;M,, un vector unitario ortogonal a V*»¥. Entonces

(2.2.33) Hess™* 7|,(Y,Y) = n,(r)
Demostracién. Tomemos 7(t), geodésica radial en M,, desde el polo o, y
{et), V!

una referencia paralela ortonormal a lo largo de ¥(t) de T5uM,,. Dado Y unitario y
ortogonal a VMv7, tenemos

m—1
(2.2.34) Y =
=1
Por tanto,
m—1
(2.2.35) Ve vMer = (Y g(t)) VIV er

i=1

Pero VMvr|, es ortogonal a la r—esfera geodésica en M,,, S¥. Por tanto, si denotamos
como Ly, y, a la aplicacion de Weingarten de S; asociada al vector normal VMur|
tenemos

(2.2.36) Ve Mei = — Lo, €i(r) = nw(r)é(r)
Por lo que
m—1
(2.2.37) Ve Mer = ", (r) (Y, &(r)) &(r)

=1

Finalmente, como Hess"™ 7[;(Y,Y) = (Vy/*VM7 Y') obtenemos (recordemos que
1Y =1y que (Y, VMvF) = 0):

Hess™» 7 Z N (1) (Y, (1))

= nu(r)(IY]* = (Y, VM“”’> = 1hu(r)
w’(r)

Y Nw(r) = oy 1o depende de la dimension de M, m

(2.2.38)
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Nota 2.2.18 Cuando Y € T;M,, no es unitario ni ortogonal a VM7, entonces
(2.2.39) Hess™* 7l3(Y, Y) = nu (MY = (¥, V7))

En este caso, Hess™ 7;(Y,Y) no depende de la dimension de M™ en el siguiente
sentido: para todo n, existe un espacio w—modelo n—dimensional M;, y existe un vector

tangente Y € TM tal que (Y, VMi'r) = <§N/, VM377> y 1Y = IIY].

Como consecuencia de este resultado los Teoremas 2.2.14 y 2.2.16 pueden fundirse en
el siguiente resultado:

Corolario 2.2.19 Sea N = N" una variedad con un polo o, y sea M = M un espacio
w—modelo con centro o,. Supongamos que cada curvatura seccional o—radial en q €
N\ {o} estd acotada inferiormente (superiormente) por las curvaturas seccionales oy,-
radiales en M) de la siguiente forma:

(2.2.40) Kon(og) = (<) —

para cada 2—plano radial oy € T,N a distancia v = r(q) = disty (0, q) desde o en N. Su-
pongamos también que las geodésicas radiales minimizantes desde o y o, no tienen puntos
conjugados de o y o, respectivamente.Entonces los Hessianos de la funcion distancia en
N, r, y de la funcion distancia en M,,, 7, cumplen

(2.2.41) Hess™ 7|,(X, X) < (>) Hess™ 7|4(Y,Y)
para cada vector unitario X en TyN y para cada vector unitario Y en T;M con 7(q) =
r(q) =r y (VNr(q), X), = (VMr(q),Y),,.

Nota 2.2.20 Destacamos que estos resultados son wvadlidos también si se considera la
definicion de polo mas general, es decir que un punto p es polo si y solo st no tiene
puntos conjugados tal como comentan Greene y Wu en [18].

2.2.3. Analisis del Hessiano y del Laplaciano en subvariedades

Consideremos ahora una subvariedad P inmersa en una variedad Riemanniana N con
un polo 0. Sea r : N — R la funcién distancia r desde el polo 0. Vamos a ver en esta
seccién cémo los Hessianos (en Py N), de una funcién radial definida en la subvariedad
P estan relacionados a través de la segunda forma fundamental de P en N.

Proposicién 2.2.21 Sea N™ una variedad con un polo p, y sea P™ una subvariedad
mmmersa en N. Si f : M — R es una funcion diferenciable entonces, dado q € P y

X,Y € X(P),
(2.2.42) Hess” f|,(X,Y) = Hess" f|,(X,Y) + (AL (X,Y), V¥ f(q))

donde Af; es la sequnda forma fundamental de P en N calculada en el punto q € P.
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Demostracidn. Si aplicamos la definicién de Hessiano (ver 2.2.7) y de segunda forma
fundamental (ver (2.1.1)) para hallar Hess” f obtenemos:

Hess” f[4(X,Y) = (VXV7fY) = (VIVI 1Y) =

(TN (VY7 = (971)7) Y ) = (VA 1Y) = (WX (V75)7.Y)
(2.2.43) Hess" f], (X,Y) — <v§¥ (VPf)* ,Y> .
Por otra parte, como

(VYY) Y ) == (V7). VY ) =

(2.2.44) . <(va')L ,AP(X, Y)> = —(VVFAP(X,Y)),
sustituyendo en (2.2.43) obtenemos
(2.2.45) Hess” f|o(X,Y) = Hess" f| (X,Y) + (VN [, A"(X,Y)),
tal como queriamos. m
Proposicién 2.2.22 Sea N = N" una variedad con un polo o. Sea r = r(z) =

disty(0,2) la funcidn distancia desde o a x en N. Sea F : R — R wuna funcion di-
ferenciable. Entonces, dado g € N y X,Y € T;N,

Hess" For| (X,Y) = F'(r)(V¥r @ VVr)(X,Y)+
(2.2.46) F'(r)Hess" r[,(X,Y)
Demostracion. Aplicando la definicién de Hessiano 2.2.7 tenemos
Hess" For|(X,Y) =(Vx(V¥For),Y) =
(Vx(F'(r)V¥r),Y) = (X(F'(r))VVr + F'(r)\VxVVr,Y) =
X(F'(r)) <VN7“, Y> + F'(r) <VXVN7’, Y> =
(VNF'(r), X) (V1Y) + F'(r) Hess" r(X,Y) =
(2.2.47) F'"(r)(VNr, X) (V1Y) + F'(r)Hess" r(X,Y)
Es conocido que, dados X,Y € T,N y dado el tensor (0,2) V¥r @ V¥r, tenemos
(VVr @ VVr) (X,Y) = V¥ (X)VVr(Y) = X(r)Y(r)
(2.2.48) = (VVr, X) (VYY)
Entonces
(2.2.49)  Hess" For|,(X,Y) = F'(r)(VNr @ VVr)(X,Y) + F'(r) Hess" r(X,Y)
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Proposicion 2.2.23 Sea N = N™ una variedad con un polo o, y sea P™ una subvariedad
inmersa en N. Sea r|p la funcion distancia extrinseca. Sea F' : R — R una funcion
diferenciable. Entonces, dado g€ P y X,Y € T, P,

Hess” For|,(X,Y) = F"(r) <VN T\q,X> <VN r]q,Y> +
(2.2.50) F'(r){Hess™ r|,(X,Y)+
(VN7 AP (X, Y))}

Demostracion. Basta con aplicar la Proposicion 2.2.21 a la funciéon f = r, de esa
forma tenemos

Hess” r|,(X,Y) = Hess" |, (X,Y) + <VN r]q,AP(X, Y)> :
Ahora aplicamos la Proposicién anterior y sustituyendo la igualdad anterior se obtiene

Hess" For|,(X,Y) = F"(r)(VVr @ VVr)(X,Y)+
(2.2.51) F'(r) {HessN rl, (X, Y) + <VN rly, AT(X, Y)>} :

|
Ahora podemos combinar la Proposicién 2.2.23 con el corolario 2.2.19 para obtener:

Proposicién 2.2.24 Sea N = N" una variedad con un polo o, sea M]' un espacio
w—modelo con centro o, y sea P™ una subvariedad inmersa en N. Sea r|p la funcién
distancia extrinseca. Sea ' : R — R una funcion diferenciable.

(A) Supongamos que se satisface uno de los siguientes conjuntos de acotaciones:

{ Konlog) > =58 y F'(r) > 0Vr} 6 {K,n(og) < =48 4 F'(r) <0 Vr}.

Entonces, dado q € P y X € T, P (unitario),

Hess” F o (X, X) < {F"(r) — F'(r)nu(r)} (X, VVr)?

(2.2.52)
+ F' () {nu(r) + (VNr, AT(X, X))}

(B) Supongamos que se satisface uno de los siguientes conjuntos de acotaciones:
(Kon(og) > =0y F(r) <0V} 6 {Kon(o,) < %0y F/(r) >0 Vr}.

w(r) w(r)

Entonces, dado ¢ € P y X € T, P (unitario),

Hess” For(X,X) > {F"(r) — F'(r)n.(r)} <X7 VNT>2

2.2.53
(2:2:53) +F/(r){nu(r) + (Vr, AT(X, X))
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Demostracién. Sea ¢ € M cumpliendo 7(¢) = r(q), donde 7 es la funcién distancia
en el espacio modelo. )
Sea X vector unitario perteneciente a Tz M, tal que <X, VNr> = <X, VM’UF>.
Usando la Proposicién 2.2.23 y el corolario 2.2.19 podemos escribir,
2
Hess” For|,(X,X) = F"(r) <VN 7’|q,X> +
F'(r){Hess"™ r|,(X, X)+
2
(2.2.54) (V™71 A (X, X))} < (2)F"(r) (Y 7, X ) +
F'(r){Hess™ 7(X, X))+
(VN[ AV (X, X))}

Como Hess™" 7(X,Y) = n,(r)(1 — (X, VVr) (Y, VVr)), sustituimos en la desigual-
dad anterior y obtenemos (segin el signo de F” y la versién del corolario 2.2.19)

2
HessPFor‘q(X,X) < (>)F"(r) <VN T"q,X> +

F'(r){n(r)(1 — (X, VV7)")
(2.2.55) + (V| AT(X, X))}

que son las desigualdades queridas. m
Como una consecuencia de este resultado tenemos la siguiente desigualdad de los
Laplacianos:

Proposicién 2.2.25 Sea N = N" una variedad con un polo o, sea M un espacio
w—modelo con centro o, y sea P™ una subvariedad inmersa en N. Sea r|p la funcién
distancia extrinseca. Sea F': R — R una funcion diferenciable.

upongamos que uno ae tos Stquientes Conjunios ae acolaciones se satisjace:
A) S de l quient untos d tact ti
{Kon () > =20y F(r) > 09} 6 {Kon(o,) < —2C) 4 F/(r) < 0¥

w(r) w(r)

Entonces, dado q € P y X € T, P (unitario),
AP(For) < (F'(r) = F'(r)n(r)) [Vr|?
+mF'(r) (n(r) + (VVr, Hp))

(2.2.56)

donde HY denota el vector curvatura media de P en N.

(B) Supongamos que uno de los siguientes conjuntos de acotaciones se satisface:
{Kon(og) 2 =2y F'(r) <0Vr} 6 {K,n(0g) < =55 y F'(r) > 0 r}.

Entonces, dado q € P y X € T, P (unitario),
AP(For) > (F'(r) = F'(r)nu(r)) [VIr|?

(2.2.57) +mE'(r) (nu(r) +(V¥r, Hp))
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donde HY denota el vector curvatura media de P en N.

Demostracién. Simplemente se hallan las trazas de las desigualdades (2.2.52) y
(2.2.53) y se tiene en cuenta la nota 2.2.11. m

Veamos una Proposicién que se obtiene a partir de estos resultados y que se utili-
zard en proximos capitulos:

Proposicién 2.2.26 Sea S? una superficie minimal propiamente inmersa en una varie-
dad de Cartan-Hadamard N. Supongamos que tiene sus curvaturas seccionales acotadas
superiormente por una constante b < 0, es decir

KN <bp<o.

Sea Dy, (t > 0), las bolas extrinsecas en S. La curvatura geodésica de las esferas extrinse-
cas 0Dy, denotada por k;, estd acotada inferiormente de la siguiente forma:

(2.2.58) K> {nwb(t)+<VLr,AS( Vi Vor )> !

IVEr]| [ Ve }IIVSTII’

wy (1)

es la curvatura
wy ()

donde AS es la sequnda forma fundamental de S en N, yn,,(t) =
media de las esferas geodésicas en las formas espaciales reales.

Demostracion. Si calculamos la curvatura geodésica de la curva 0D, usando la
definicion 2.1.6 obtenemos

Vor
2.2.59 k= — (V% ———
(2259 == (2 ee)

. S . . . .
siendo e, Hg—STrH los vectores unitarios tangente y normal (hacia afuera), respectivamente,
a la curva 0D;.

En el grafico siguiente tenemos una superficie S inmersa en R? en donde vemos des-
compuestos los gradientes en un punto de la frontera de la esfera de distancia extrinseca
centrada en p. El polo considerado es el punto p. También se ha representado el vector
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tangente e a la curva 0D;.

BT 41
(V) vy

D;
aD,

A través de la definicién 2.2.7 de Hessiano obtenemos

(2.2.60) Hess” r(e,e) = (VEVor,e)
y al ser V7 y e ortogonales

t 1 s
(2.2.61) k, = WHess (e, e).

Por otra parte N es una variedad de Cartan Hadamard luego sus curvaturas seccio-
nales o—radiales estédn acotadas para todo x € N — {o}:

wy (1)
2.2.62 K,n(o,) <b=—-"2
( ) ,N(U ) = wb(r)
donde
r sib=0
2.2.63 =
( ) () {\/%7 sinh(v/—br) sib<0.

Como <VN T, e> = 0 (al ser las fronteras de las bolas extrinsecas las curvas de nivel de
gradiente V), si aplicamos la desigualdad (2.2.53) sustituyendo F(r) por r, obtenemos

(2.2.64) K>

— r L1, A%(e,e)) 1.
9 = HVSTH{T/WI)( )+<V ;A% (e, )>}
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.. S
Por otra parte como S es minimal y {e, Hg—S:H} es una base ortonormal del tangente
a la superficie tenemos

Vor Vor
2.2.65 AS — 45
( ) (6,6) (HVSTH’ ||VST'H)
y por tanto
(2.2.66) B2 oo () - <wr R >>}.
N A R NZT TR VAR
[}

2.3. Desigualdades isoperimétricas. Variedades de
tipo topoldgico finito

2.3.1. Espacios de comparacion isoperimétrica. Monotonia del
crecimiento del volumen.

La propiedad sobre la monotonia del crecimiento del volumen de las bolas extrinse-
cas es un hecho bien conocido cuando consideramos superficies minimales en espacios
Euclideos e hiperbdlicos (véase [2] y [38]).

Puede probarse una propiedad similar cuando la variedad ambiente no tiene curva-
tura seccional constante o la superficie no es minimal. La demostracién utiliza ciertas
desigualdades isoperimétricas basadas en el Teorema de la divergencia aplicado a estos
contextos geométricos (véanse [24], [38], [37] y [36]).

Vamos a construir un espacio modelo al que llamaremos C2 ,, donde h(r) es una
funcién tal que h o r acota superiormente la curvatura media de la superficie y wy(r) es
la funcién de alabeo descrita en (2.1.17).

Posteriormente estudiaremos como obtener la propiedad clasica de monotonia usando
una comparacién isoperimétrica ligeramente mas general que la establecida en [46]. Esta
comparacion isoperimétrica esta basada, en esta ocasion, en una condiciéon de balance
mas general.

Definicién 2.3.1 (Véanse [24] y [36] ) Dada una funcion radial h : R — R, el espacio
de comparacion isoperimétrico C’jb’h es el espacio W —modelo C’fmh =[0,400) xy S
con base B = [0,400) y funcion de alabeo W (r) definida por:

sinh v/ —bt

(2.3.1) W) = =

donde
(2.3.2) W(0)=0,W(0) = 1.
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Nota 2.3.2 La funcion de alabeo W (r) es la solucion de la ecuacion diferencial:

(2.3.3) o Zié:; — 2h(r)

con la condicion inicial:
(2.3.4) W(0) = 0.

Nota 2.3.3 Observemos que C, ; es en realidad un espacio modelo Cj |, = Mg, bien
definido:

Tiene un polo en r = 0 al que denotaremos oy . Se cumple W(r) > 0 para todo r y
W(r) es 0 sdlo en r=0. También, a partir de (2.3.3),

W'(t) = W(t) (\/—_bcoth V—bt — h(t)) —
sinh v/—bt
W (\/—_bcoth V—bt — h(t)) =
(2.3.5) o2 I3 (s)ds (cosh V/=bt — h(t) sinh \/—_bt> ,

luego se cumple W'(0) = 1.

Por otra parte, dada una funcién de alabeo W (r), introducimos la funcidn cociente
isoperimétrico qw (r) para el correspondiente espacio W—modelo C’jbyh de la siguiente
forma:

_Vol(BY) _ fy Wiyt
T Vol(SW) T W)

(2.3.6) qw ()

donde B)Y denota la r—bola geodésica centrada en el polo de radio r en C, , con borde
la esfera S .

Definicién 2.3.4 Un espacio de comparacion isoperimétrico Cf)bh se llamard fuerte-
mente balanceado sii

1
(2.3.7) bl < 5 (nwb(r) - \/—b> N >0,
donde n, (t) = “bB) Vv —bcoth/—=bt es la curvatura media de las esferas geodésicas de

wp(t)
radio t en el espacio hiperbdlico H™(b).

Ahora presentamos las constelaciones de comparacion isoperimétrica:

Definicién 2.3.5 (Véase [21]) La terna {N",S? CZ ,} recibe el nombre de constelacion
de comparacion isoperimétrica acotada superiormente en el intervalo [0,00) sii
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1. N™ es una variedad de Cartan-Hadamard con curvaturas seccionales acotadas in-
feriormente por una cota negativa KN < b < 0.

2. Sio € N es un polo de N, la curvatura media o—radial de S estd acotada supe-
riormente por una funcion diferenciable radial h(r):

(2.3.8) C(x) < h(r(x)).

3. Cf;b,h es el espacio W-modelo con la funcion de alabeo W' construida en la defini-
cion 2.3.1 a través de wy y h.

Nota 2.3.6 Una posible constelacion de comparacion isoperimétrica corresponderia a la
terna {R?, S? R?} donde S es una superficie minimal (luego h = 0).

Nuestro primer resultado es el siguiente Teorema de comparacion isoperimétrica:

Teorema 2.3.7 Sea {N”,Sm,C’fjhh} una constelacion de comparacion isoperimétrica
acotada superiormente. Supongamos el espacio modelo Cgb,h estd fuertemente balanceado.
Entonces existe un ty > 0 tal que:

Vol(0Dg) - Vol(OBY)
Vol(Dg) — Vol(Dy,) — Vol(BY)

(2.3.9) VR >t

Demostracion. Veamos antes dos lemas:

Lema 2.3.8 Si el espacio de comparacion isoperimétrico C’ib , estd fuertemente balan-
ceado entonces

1. La funcion h(t) cumple

(2.3.10) i h(t) =0
2. La funcion qw(t) = fgvvg((:))ds cumple
1
2.3.11 H<— VtE>0
3.
lim W(t) = 400
t——4o00
, 1
lim gw () =0

t—0t+
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Demostracién. Como 0 < lim; o |h(t)] < %limt%m(nwb(t) —+/=b) = 0, tenemos

que

1i =

Hi 0 =0
Se demuestra (2.3.11) a través de la relacién h(r) < |h(r)] < 3 (9w, (r) — V/—b), para todo
r >0, y la ecuacién (2.3.3).

Para demostrar (2.3.12) basta con considerar que lim;,h(f) = 0 y que
lim; ., W(t) = 400, como se demuestra facilmente, y aplicamos la regla de L“"Hopital
adecuadamente para obtener los limites buscados. m
Lema 2.3.9 Consideremos un espacio de comparacion isoperimétrico C2, . Si C2,
estd fuertemente balanceado en [0,00) entonces existe cierto to > 0 tal que se cumple la
siguiente desigualdad para todo r € [tg,00):

(2.3.13) qw (1) (N, (r) = h(r)) =

donde

(condicion de balance)

N | —

_ VoU(BY (ow)) _ J, W(s)ds

(2.3.14) qw(t)fVOl(aBtW@W))* W)

siendo oy el centro del espacio modelo.
Demostracién. Aplicando las igualdades (2.3.12) del lema 2.3.8 se obtiene
Jitm g (6)(n () — h($)) = Jim qu(¢) lim (n, (8) — h(t)) = 1
Por tanto, aplicando la definiciéon de limite cuando t tiende a infinito con ¢ =

obtenemos que existe ¢y > 0 tal que quw (t) (1., (t) — 2h(t)) > 5. =
Vamos a demostrar el Teorema. Sea R > tg, t € [ty, R]. Construimos la funcién

(2.3.15) o(t) = /iﬁ (/OuW(s)ds) du, Vt > o,

Se cumple

N[ —=

fo) W
W0 = —awlt) =~ <O

WI(t) = =1+ qw () (0., (t) — 2h(1).

Trasplantamos ¢ a S definiendo

(2.3.16) U : Dp — Dy = R/Y(2) = ¢(r(x))
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y aplicamos la desigualdad 2.2.56 puesto que K, x(o(x)) <b< 0y ¢/(¢) < 0:
(2.3.17)

ASP(r(w)) < (8" (r(@)) = O/ (r (@), (@) | V57| + 20 (r(2)) (1, (1 (2)) = B(2)).
Como r(x) > tq se tiene que
(2.3.18) W (r(x)) = &' (r (@), (r(z)) = 0,
por cumplirse el lema 2.3.9 Vt > t,. Luego, al ser HVS7’||2 <1,
A%p(r(z)) <" (r(x)) — o' (r(2)), (r(@)+
<

20/ (r(x)) (n, (r () = h(r(z)))
— 14 qw (r(2)) (1, (r()) = 2h(r(2)))+

qw (7()) 1y, (7(2)) =
(2.3.19) 2qw (r()) (N, (r(2)) — h(r(z))) < —1.
Integramos la desigualdad 2.3.19 en el anillo
(2.3.20) Al = D — Dy,

Para ello vamos a aplicar el Teorema de la divergencia. Como el vector normal (ha-
Vor —VSr

cia afuera) de las curvas dDg y 0D;, en el anillo son, respectivamente, s Y o5

obtenemos:
(2.3.21)

Vol(AR) < /

R
Ay

~S(ra@)dp ==/ (R) [ 9 o) [ d

to

Al cumplirse la desigualdad
(2.3.22) / |V7r|| du < / dp = Vol(0Dy)
8Dt aDt

podemos deducir, sustituyéndola en (2.3.21) y teniendo en cuenta —v'(t) = gw (t) > 0,
Vol(Dg) — Vol(Dy,) <

qw(R) Vol(0Dr) — QW(t(J)/a HVSTH du <

_ Vol(Bg)
Si R >ty podemos despejar
Vol(SF) < Vol(0Dg)
Vol(BY) ~ Vol(Dg) — Vol(Dy,)

y el Teorema queda demostrado. m

(2.3.24)
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Nota 2.3.10 Puede consultarse en [17] que
Vol(B2™) = Vol (S*™ 1) / w1 (s)ds,
0

donde S®™~1 es la esfera de radio 1 en el Euclideo (b = 0).

Como corolario del Teorema 2.3.7 tenemos los siguientes resultados:

Corolario 2.3.11 Dada N" wuna variedad Riemanniana con un polo o y dada
{N, S, szh} constelacion de comparacion isoperimétrica acotada superiormente. Supon-
gamos que el espacio modelo C’ih estd fuertemente balanceado. Sabemos que existe un
valor ty a partir del cual se cumple la condicion de balance (2.3.13). Denotaremos
v(t) = Vol(Dy), el volumen de las bolas extrinsecas y vy = Vol(Dy,). Sea B} (ow) la
bola geodésica en el W -espacio modelo. Entonces la funcion

v(t) —v

(2.3.25) Vel BT (o ((B)tW (O‘V]V))
es no decreciente a partir de t.

Demostracién. Llamemos

ol(Dy) — v

(2.3.26) ft) = %
y
(2.3.27) G(t) = 1In f(¢).

Partiendo de la féormula de la co-area obtenemos que

1
2.3.28 U't:/ —d 2/ dp = Vol(0D,),
( ) () oD, HVSTH 1% oD, 2 ( t)
luego
d

También sabemos (ver, por ejemplo, [19]) que en un producto alabeado, en nuestro
caso con funcién de alabeo W,

(2.3.30) Vol(B}Y) = Vol(dB,").
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Con todo ello calculamos

v'(t)  Vol(0B)Y) - Vol(dD;)  Vol(0B}Y)

(2.3.31) G'(t) = v(t) —vy  Vol(BY) = v(t) —w  Vol(BY)

En esta situacion estamos en condiciones de aplicar el corolario (2.3.7), anteriormente
visto, de esta forma sabemos que

Vol(@D,) _ Vol(9B}Y)

(2.3.32) Vol(Dy) — vy — Vol(B}")

y deducimos que G'(t) > 0.
Ahora G(t) es creciente y, por ende, también la funcién

(2.3.33) et = f(t).
|

Corolario 2.3.12 (Monotonia no minimal) Sea {N,S,C2,} una constelacion de

comparacion isoperimétrica acotada superiormente y supongamos que el espacio modelo
2 < -z 'U(t)—’uo .
G estd fuertemente balanceado. Entonces la funcion 29— es no decreciente en

[to, +00), donde ty es el valor dado por el lema 2.3.9 y la constante C' estd definida como
(2.3.34) C = Inf (cosh Vbt — quw (t)v/—bsinh \/—bt> .

Como consecuencia la funcion 2= es no decreciente en to, +00), donde vy =
cosh v/—bt ’ ’

VOI(Dto) .

Demostracion. Vamos a estudiar la definicion de la constante C, para ello veamos
una consecuencia del lema 2.3.8:

Lema 2.3.13 Consideremos la constelacion de comparacion isoperimétrica {N, S, CZ,h}
acotada superiormente y supongamos que el espacio modelo C’ih esta fuertemente balan-

ceado. Definimos la funcion f(t) := cosh v/ —bt —qw (t)v/—bsinh /—bt ¥Vt > 0. Entonces
f(t) >0Vt>0 ylim, o+ f(t) =1.

Demostracién. Aplicando (2.3.12) del lema 2.3.8 tenemos:

lfim f(t) =1

t—0t

Finalmente como gy (t) < \/%7 Yt > 0 entonces:

f(t) > coshv/—bt — sinhvV—bt >0 Vt >0
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]

Ahora la demostracién del corolario se desarrolla como sigue: aplicando el lema 2.3.9
y el lema 2.3.13 la funcién f(t) es no negativa y lim; ,o+ f(¢) = 1. Por tanto el infimo C
existe y tenemos

(2.3.35) 0<C<L

Notemos que C' depende, en ultima instancia, de las funciones h(r) y wy(r), es decir
C = Ch,b-

Ahora factorizamos:

v(t) —ve  w(t) — v fg W (s)ds
coshv/=bt —C [ W (s)ds cosh v—bt — C

(2.3.36)

fJ W (s)ds

La funcion oy rars b 0 es no decreciente para todo t > 0 si y sélo si, para todo

t>0,

(2.3.37) W (t) (cosh v/=bt — C) — v/—bsinh /=5t / "W(s)ds > 0

lo que equivale a la desigualdad C' < cosh v/ —bt — qw (t)v/—bsinh /—bt ¥t > 0, pero
esto es cierto por la definicién de C'.
Por otra parte, como ijb’h es un espacio fuertemente balanceado, podemos aplicar el

v(t)—vo .
Vol BY (i) (BY (o) es no decreciente en [tg, +00),

corolario 2.3.11 para concluir que al funciéon
para cierto to > 0.

Por lo tanto tenemos el producto de dos funciones positivas y no decrecientes en
[tg, 00), luego el resultado de ese producto es no decreciente en [ty,00) como queriamos
probar.

Por ultimo la funcion % es no decreciente en [ty,+00). Esto se sigue directa-
mente del hecho de que, para todo 0 < C' < 1, y para todo t > tg, se cumple

0 <v'(t)(coshv/=bt — C) — (v(t) — vo)v/—bsinh v/ —bt

(2.3.38) < v/(t) cosh Vbt — (v(t) — vo)\/—_bsinh V—bt

Corolario 2.3.14 (Monotonia minimal) Consideremos una constelacion de compa-
racion isoperimétrica {N", 5% C2 ,}, donde S es minimal (y por tanto h(r) = 0). En-

o(t) /b v(t)

tonces la funcion VOB = 3r coh(vty—1 €5 M0 decreciente en [0, +00)



2.3. Desigualdades isoperimétricas. Variedades de tipo topolégico finito 47

Demostracién. Como h(t) = 0 el espacio C7; , es ahora el espacio hiperbélico H?(b).
En este caso la condicion de balance se satisface a partir de t; = 0 y tenemos la siguiente
desigualdad isoperimétrica (véase [36] y [46])

Vol(dDg) _ Vol(dBY%?)
Vol(Dgr) = Vol(BY) '~

(2.3.39)

como consecuencia de (2.3.39) tenemos la propiedad de monotonia para superficies mini-
males propiamente inmersas en una variedad de Cartan-Hadamard con curvatura estric-
tamente negativa (véase [2] y [36]). Esta propiedad también se satisface para superficies
minimales en el espacio Euclideo (véase [36]). =

2.3.2. Caracteristica de Euler de variedades orientables com-
pactas con borde

En este apartado llamaremos superficie a una variedad Riemanniana conexa de di-
mension 2 y seguiremos, fundamentalmente, [22] (paginas 252-265) y [40] (capitulo 1)

Definicién 2.3.15 Una region A C S se define como una union de conjuntos abiertos
en S, conexos y con frontera.

Una region A C S es reqular si es compacta y su frontera es una union finita de curvas
requlares cerradas y sin autointersecciones.

Diremos que una region reqular A C S es una region simple si es homeomorfa a un disco
y su frontera es la imagen de una curva cerrada y simple diferenciable a trozos.

Definicién 2.3.16 (Véanse [22] y [40])Sea S wvariedad 2-dimensional orientada, una
triangulacion de una region reqular A C S es una familia finita de conjuntos cerrados T;
homeomorfos a tridngulos de R?, T ={T;}, tales que:

2. Sii#jyTinT; #0 entonces los dos triangulos o bien comparten sélo una cara
o bien sélo un vértice.

Definicién 2.3.17 (Véase [22]) Para una triangulacion dada T de una region regular
A C S sean: C' el nimero de tridngulos (en la definicion anterior C' =n), A nimero de
lados de los triangulos y V' el nimero de vértices. Entonces:

C—-—A+V =x

es la caracteristica de Euler de la region.
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Teorema 2.3.18 (Véase [22]) Cada region reqular de una superficie admite una trian-
gulacion.

Teorema 2.3.19 (Véase [22]) Para una region reqular A C S de una superficie, la
caracteristica de Euler de A es independiente de la triangulacion elegida, por tanto puede
denotarse por x(A).

Teorema 2.3.20 (Véase [{0], Teorema 5.1) Toda superficie compacta es homeomorfa a
una esfera, a una suma conexa de toros o a una suma conezxa de planos proyectivos.

Definicién 2.3.21 (Véase [40]) Dadas dos superficies disjuntas Sy y Ss. Sean S; =
Si—D; donde D; son conjuntos cerrados homeomorfos a 2-bolas del Fuclideo. Llamaremos
suma coneza al espacio cociente S; U Sy que identifica los puntos del borde de Dy y Dy
mediante un homeomorfismo.

Definicién 2.3.22 (Véase [40]) Una superficie compacta que sea suma coneza de g toros
0 g planos proyectivos se dice de género g. Una esfera es de género 0.

Teorema 2.3.23 (Véase [40]) Sea S una superficie compacta de género g con borde,
entonces

2 —2g, si S es orientable
X(S) = { I

2—g, si.S es no orientable

Vamos a introducir el concepto de variedad con borde, se utilizara fundamentalmente
para el estudio de las bolas extrinsecas.

Definicién 2.3.24 (Véase [40]) Una superficie con borde es un espacio de Haussdorf
tal que todo punto tiene un entorno abierto homeomorfo a una 2-bola de R? o bien al
espacio

{(z,y) € R?/z > 0}

Nota 2.3.25 Sea S una superficie compacta y con borde 0S. Supongamos que el bor-
de tiene ¢ componentes conexas. Cada componente conexa del borde es una I-variedad
coneza y compacta, por tanto homeomorfa a una circunferencia. Si tomamos c discos
cerrados y pegamos cada componente conexa del borde S con el borde de cada disco
construimos una superficie compacta sin borde a la que denotaremos S*.

Definicién 2.3.26 (Véase [40]) El género de una superficie compacta S y con borde se
define como el género de la superficie compacta S* (sin borde) que se obtiene adhiriendo
discos a las componentes conexas del borde de S.
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Teorema 2.3.27 (Véase [40]) Sea S una superficie compacta son borde 0S. Supongamos
que O0S tiene ¢ componentes conexas. Sea S* la superficie compacta sin borde que se
obtiene a partir de S adhiriendo discos a cada componente conexa del borde 0S (véase
nota 2.3.25). Entonces

X(5) = x(5%) —¢.

Ahora estamos en disposicién de formular el corolario que nos da la caracteristica de
Euler de una superficie compacta con borde (siendo ¢ el nimero de componentes conexas
del borde, que coincide con el nimero de tridngulos quitados a la superficie sin borde)
usando el Teorema anterior y el Teorema 2.3.23:

Corolario 2.3.28 Sea S una superficie compacta con borde entonces

(5) = 2—2g—c, si S es orientable
XW)=91 2- g—c, si S es no orientable

siendo ¢ el numero de componentes conexas del borde OS 1y g el género de la superficie

S.

Teorema 2.3.29 (Gauss-Bonnet) (Véase [22]) Sea A C S una region reqular de una
superficie orientada S cuya frontera 0A es la union de las curvas regqulares a trozos,
cerradas, simples C1, ..., C,. Supongamos que la orientacion en C; es positiva, y sean
aq, ..., 0 los dngulos interiores de las curvas C;. Entonces

(2.3.40) Z /C | ko(s)ds + /A K%do = 2mx(A) — Z(w — ),

donde s es la longitud de arco, k, la curvatura geodésica, K* es la curvatura de Gauss.

Corolario 2.3.30 Si A es una region con frontera suave A (sin vértices) entonces
(2.3.41) / ky(s)ds + / K%do = 2y (A)
0A A

2.3.3. Topologia de tipo finito. Teorema de Huber

Definicién 2.3.31 (Véase [31]) Una coleccion exhaustiva de S es una coleccion de sub-
conjuntos {Dy C St~ tal que cumple las siguientes dos condiciones:

1. D; C Dy cuando s >t

2. Ut>0Dt — S
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Definamos superficie de tipo topoldgico finito

Definicién 2.3.32 (Véanse [45] y [54]) Diremos que una superficie S no compacta es de
tipo topoldgico finito sii es homeomorfa a S* —{p1,ps...pr} siendo S* superficie compacta
sin borde. A los puntos p; se les denomina finales de la superficie S.

Teorema 2.3.33 (Morse) (Véase [43]) Sea M una variedad diferenciable. Sea f :M —

R una funcién diferenciable. Sean a < b y supongamos que f~'[a,b] es compacto y que
no contiene puntos criticos de f. Entonces f~'(—o00,a] es difeomorfo a f=*(—o0c,b]

Como consecuencia del Teorema de Morse anterior tenemos el siguiente resultado
relativo a superficies minimales:

Teorema 2.3.34 Sea S una superficie minimal completa propiamente inmersa en una
variedad de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales acotadas superiormente por
una cantidad negativa KN < b < 0. Supongamos que [ ||A%|*do < co y que ||A%||(q) <
hy(r(q)) fuera de un congunto compacto K C S, donde r(q) = disty(0,q), la distancia a
un polo fijado o € N. Entonces

(i) S es difeomorfo a una superficie compacta S* donde se suprimen un nimero finito
de puntos.

(ii) Para todo valor suficientemente grande t > Ry > 0 se cumple x(S) = x(Dy)
siendo { Dy }i=0 una coleccion exhaustiva de S por bolas extrinsecas centradas en el polo
o € N, y por tanto

—x(S) = lim inf(—x(Dy)) < +o0.

t—o00

Demostracién. Consideremos una coleccién exhaustiva {F;}~o de S por bolas
extrinsecas centradas en el polo o € N. Apliquemos la Proposicion 2.2.26 a las curvas
OF; = I';: Como se cumple

—[|[A%]] < (A%(e,e), Vi) < |47
tenemos, en los puntos de la curva q € I'y,

IV rll(a) - kgt (a) = ho(rp(@) + (A% (e, e), V) (g)

(2.3.42) > T (rp(q)) = 14%]I()

Como sabemos por hipétesis que || A%(|(q) < hy(r(q)) Vg € S\ K obtenemos, para todos
los puntos ¢ € T'y y para t suficientemente grande,

(2.3.43) IV5rll(q) - ky' (@) >0
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Por tanto, [|[Vr|| > 0 en T'y, para valores de ¢ suficientemente grandes. Fijando un radio
Ry suficientemente grande podemos concluir que la funcién distancia extrinseca r no
tiene puntos criticos en S\ Eg,.

La anterior desigualdad implica (a través del Teorema 2.3.33) que existe un difeo-
morfismo

CI)ZS\ERO%FROX[O,OO[

En particular S sélo tiene un nimero finito de finales (componentes no acotadas de
la superficie) cada uno de tipo finito.

Para demostrar esto podemos aplicar 2.3.33 para concluir que el anillo extrinseco
Ap, r(0) = Eg(0)\ Eg,(0) no contiene puntos criticos de la funcién distancia r : S — R
por la desigualdad (2.3.43), entonces Eg(0) es difeomorfo a Fg,(0) para todo R > Ry.

El difeomorfismo anteriormente comentado implica que podemos construir S desde
Eg, adhiriendo anillos y que x(S\ E;) = 0 donde ¢ > R,. Entonces, para todo t > Ry,

X(S) = x(E; U (S\ Ey)) = x(E)

Nota 2.3.35 5@ S es una superficie minimal propiamente inmersa en una variedad Rie-
manniana de curvatura seccional constante iqual a b < 0 sabemos, por los resultados de
Anderson ([3]) y Oliveira ([11]), que se obtiene el Teorema anterior sin necesidad de
imponer || A%]/(q) < hs(r(q)).

Vamos a demostrar una version extrinseca del Teorema clasico de A. Huber dado por
B. White en [54]. Este es un resultado clave que nos permitira usar un argumento como
en [7] y [8].

Teorema 2.3.36 Sea S? una superficie completa y conexa propiamente inmersa en una
variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales acotadas su-
periormente por una cantidad b < 0. Sea {D,, }22, una coleccion exhaustiva de S por bolas
extrinsecas conexas donde {r;}3°, es una sucesion de radios tales que r; — oo cuando

7 — 00. Si tenemos
lim inf({—(D,,)}2,) < +00

1—00

Entonces

1. S? tiene topologia finita

2. —x(S) < Um0 f({—x(D,,)}52,) < +00
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Demostraciéon. Como las bolas extrinsecas D, en una superficie propiamente in-
mersa son precompactas y conexas, se tiene, aplicando el corolario 2.3.28:

—X(Dr) = 2g(r) + c(r) = 2

donde g(r) y ¢(r) son el género y el niimero de componentes conexas del borde de D,,

respectivamente.
8D, 1
et
_— ——— D,
a—
—

Por tanto, si consideramos una sucesién de radios {r;}2, tal que r; — oo cuando
1 — 00, tenemos, tomando limites

Ifm fnf({—x(Dy, }72;)
(2.3.44) e o
=2 lim inf({g(rr) }r2;) + Hm inf({c(rg) o) — 2 < o0
71— 00 71— 00

Por tanto, como lim; . mf({g(rx)}32,;) > 0, lim; o mf({c(rk)}32,) > 0y g(r) es una
funcién de r, con imagenes enteras, no negativas y no decreciente,

(2.3.45) lim inf({g(rx)}pe;) = lim g(r;) = g < o0
11— 00 1— 00
Como ¢(r) también es una funcién de r que toma valores enteros positivos entonces

(2.3.46) lim inf({c(ry) Fre,) < oo.

1—00

Por otra parte, como {c(ry)}s2,; (a la que denotaremos {cj}p2, por comodidad) es
una sucesion de numeros naturales, entonces el infimo se da en el conjunto, llamemos
cigiy, con (i) > i a ese minimo de {c;}72,;, es decir

inf({cr}pz;) = min({c}r;) = Cl(3)
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y como consecuencia la sucesién de nimeros naturales {¢;;)}, 2% es mondtona (es creciente
puesto que se cumple {c;}32,;,; C {c}i2; C N, por tanto ¢i1y = min{ci}i2,,; >
min{c, }32, = cs)) v acotada por lim; . inf({c(ry)}72;) < oo, luego existe un nimero ¢
tal que
lim ¢y = ¢ < 0.
1—00
En consecuencia, existe un nimero natural kg tal que, Vi > ko, ¢;;) = ¢. Luego, para
todo 7 > kg
9(rim) =9
c(ri(i)) = ¢
y cualquier conjunto compacto de

S\ D

Ti(kg)

tiene cero agujeros.

Ahora, identificando 73y = 7, dada la sucesién {r;}i, v para cada r;, sea 4; la
unién de D,, con las componentes conexas de S\ D,, son compactos (si no hubiera
ninguno entonces A; = D,,). Sea g(A;) y ¢(4;) el numero de agujeros y componentes
de la frontera, respectivamente, de A;. Como A; es precompacto entonces, dado j > 1
suficientemente grande

D, C 4 CD,

— aDn—l
ot
| — s 8.,
—
—

Por tanto, como j > i > ko, g = g(ris)) < 9(Aiey) < 9(rii)) = g, luego

y, por la construccion de Ay, tenemos que c(A;) < c(r;) Vi > ko, por lo que podemos
concluir que
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Como consecuencia de (2.3.47) y (2.3.48), tenemos que A; (i > kg) son homeomorfos,
con A1) obtenido desde A; pegando anillos.

Luego, S tiene topologia finita, ya que S = Ag, US \ Ag,, Ak, es compacto y S\ Ag,
es homeomorfo a una union finita de cilindros.

a

8Dy

D5 y(Ai-A) = 0

Homeomorfo a un cilindro
aDg

8D,

Ademas
(2.3.49) X(S) = X((S\ Aigroy) U Aigroy) = X(S\ Aigroy) + X (Agrg)) = X (Aso))
luego, como g(Ax) = g(ri) = gy c(Ax) < c(ry) < ¢,
X(8) =x(A) 2229 —c¢

luego
—x(S) <29 +c—2

y concluimos

—x(S)<29+c—-2=
2 lim inf({g(r)}i) + i if({e(r)},) — 2 =
(2.3.50) lim inf({—x(D,, }32;) < +oo

2.3.4. Formula de la co-area

Consideremos una funcién diferenciable propia (es decir si K C R es un compacto
entonces f~'(K) C M es también compacto) f : M — R definida en una variedad
Riemanniana M. El conjunto de puntos criticos de f es un conjunto de medida nula (véase
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[50], pagina 63) de R y el conjunto de valores regulares O es un conjunto abierto de R.
Entonces parat € O, f~}(t) =T, = {p € M : f(p) =t} es una hipersuperficie compacta
de M y dado q € Ty, VM f(q) es perpendicular a T';. Definimos ; = {p € M : f(p) <t}
y v(t) = Vol(€2;). Entonces

Proposicién 2.3.37 (Férmula de la Co-drea, Teorema 5.8, [50] ) Sea M una variedad
Riemanniana con métrica g. Sea f una funcion C*° definida en M. Para una funcion u
integrable en M se tiene:

1. Si g, es la métrica inducida en Ty := {p € M; f(p) =t} desde g entonces

“+o00
(2.3.51) / uHVf||d1/g:/ dt/ w d,
M —00 Iy

2. Sit~Vi:=vol{p € M; f(p) <t} es una funcion C* con valor reqular t de f tal
que Vi < 400 entonces

d _
(23.52) —Vi= [ IVf]™" dv,
dt r,

Si S es una superficie propiamente inmersa en una variedad Riemanniana N usaremos
esta Proposicién cuando la funcién f(x) es la funcién distancia extrinseca r(z).
Por tanto, aplicando la Proposicién anterior tenemos:

Corolario 2.3.38 Sea S superficie propiamente inmersa en N, variedad Riemanniana
y Dy C S la bola extrinseca de radio t. Si consideramos en la formula de la co-drea la
funcion distancia r(z) tendremos que I'y es ahom 0Dy, el borde de las bolas extrinsecas,
y Vi es ahora Vol(Dy), al que denotaremos v(t). Entonces

(2.3.53) /( ||Vr|\da—/+oo/8Dt )dpdt

(2.3.54) V(1) = /aD HVTH
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3.1. Introduccion

Supondremos en este capitulo que P™ es una subvariedad no compacta propiamente
inmersa en una variedad Riemanniana completa N™. Ademas N" tiene al menos un polo
(véase definicion 2.1.1). Para cada x € N™\{o} definimos r(x) = disty (0, x). Recordemos
que la restriccién a P™ se llamara funcion distancia extrinseca desde o y que tenemos la
siguiente relaciéon entre los gradientes en N y en P:

(3.1.1) VN =V + (VVr) L

Consideraremos el criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden (establecido por Lyons, Su-
llivan (véase [33] y Teorema 3.2.17)) para dar una interpretacién geométrica de la pa-
rabolicidad /hiperbolicidad de las subvariedades a través del crecimiento del volumen y
acotaciones sobre la curvatura seccional (o la de Ricci).

L.V. Ahlfors caracterizé la parabolicidad de los espacios modelo mediante condiciones
sobre el crecimiento del volumen de las esferas geodésicas.

Concretamente:

Teorema 3.1.1 (Ahlfors) (Ver [1]) Un espacio modelo M es parabdlico (hiperbolico)
siy solo si [* wnf’—’{(r) =00 (< ), respectivamente, donde Vol(S¥) = w" ().

K. Ichihara demostré en [25] que una variedad conexa y completa es parabdlica si
su curvatura de Ricci esté acotada inferiormente por las correspondientes de un espacio
modelo en el que se satisface una condicién de divergencia de la integral anterior.

Teorema 3.1.2 (Ichihara) (Ver [25]y [26]) Sea M™ variedad Riemanniana conexa con
su curvatura de Ricci acotada inferiormente (superiormente) por la de un espacio modelo
M, que satisface fpoo w,ﬁqm = 00 (< 00). Entonces M es parabdlica (hiperbolica),
respectivamente.

En este trabajo vamos a exigir acotaciones sobre las curvaturas seccionales radiales
dadas por un espacio modelo. A partir de ello, e intentando generalizar los resultados de
Ahlfors e Ichihara, se estableceran condiciones necesarias y suficientes sobre la paraboli-
cidad o hiperbolicidad de P (Teoremas 3.3.7 y 3.3.9).

Estos resultados amplian los resultados de [37] y [36] usando las mismas técnicas: los
Teoremas de comparacién del Hessiano y Laplaciano establecidos por Greene y Wu, y
el criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden. En particular se demuestra la hiperbolicidad
de P encontrando un compacto con capacidad positiva y la parabolicidad encontrando
un compacto con interior no vacio con capacidad nula. Este método estd inspirado en
el método de los cortes de Rayleigh en la teoria clasica de electricidad, que ya usaron
Milnor y Doyle.
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3.2. Preliminares

Vamos a introducir la definicién de parabolicidad e hiperbolicidad de una variedad.
Los contenidos de esta seccién estan tomados, principalmente, de los trabajos [19] y [32].

3.2.1. Capacidad

Definicién 3.2.1 (Véase [49])Una funcion v : N — R definida en una variedad Rie-
manniana N es armonica sit

(3.2.1) ANy = 0.

Es subarmonica (superarmdnica) sii
(3.2.2) AVu> (<)o

Teorema 3.2.2 (Principio fuerte del maximo) (Véase [49], pdg. 257) Sea v : N —
R, N wvariedad Riemanniana y u € C*(N). Si u es subarmdnica (superarmonica) y tiene
un mdzimo (minimo) global entonces u es constante.

Nota 3.2.3 1. Existe un principio débil del mdzximo por el que toda funcion
subarmdnica u : N — R con soporte (recordemos que el soporte de u es el conjunto
{r € N Ju(z) # 0} ) compacto es constante.

2. Una funcion armonica no constante definida en un abierto precompacto toma el
mazrimo y minimo en el borde.

3. En las variedades compactas, en donde todas las funciones tienen mdximo global,
se deduce que st u : N — R es subarmonica entonces u es constante y por tanto
Au =0 (véase [29], tomo II, pag. 338), es el llamado Principio de Hopf.

Una forma de construir funciones armonicas es resolviendo el problema de Dirichlet en
un conjunto precompacto B de N, es decir, encontrar la tnica funcién v € C(B)NC?*(B)
tal que

Au=0

(3.2.3) o lop f

para cierta funcién continua f dada.
Vamos a definir el concepto de capacidad que acabaré relacionandose con las funciones
de Green y el movimiento Browniano a través del concepto de variedad parabdlica.
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Definicién 3.2.4 Sean dos espacios métricos X,Y siendo dx y dy las métricas en ambos
espacios. Sea ¢ : X — Y wuna funcion, diremos que es localmente de Lipschitz sii para
todo x € X existe un entorno U C X y una constante C' tal que

dy (¢(z),d(2")) < C dx(z,2"),Va' € U.

Si en particular consideramos N una variedad Riemanniana completa y d(p,q) la dis-
tancia entre dos puntos p,q € N, una funcion ¢ : N — R es localmente de Lipschitz sii
Vp € N existe U C N, entorno de p, y una constante C' verificando

lo(p) — o(q)| < C d(p,q),Vq € U.

Definicién 3.2.5 (Capacidad) (Ver [19]) Sea 2 un abierto en N y K un compacto
contenido en €2, definimos:

(3.2.4) Cap(K, Q) = [I:nlgg / IVo||* do

donde L(K,Q) son las funciones localmente de Lipschitz en N con soporte compacto en
Q tales que 0 < <1y ¢ |x=1. B
Si D C ) es precompacto se define Cap(D, Q) = Cap(D, Q).

Nota 3.2.6 Por la definicion de L(K,2) cuanto mayor es 2 mds funciones se conside-
rardn y por tanto el infimo decrecerd. Fs decir

(325) Si € C Q= C&p(K, Ql) > Cap(K, Qg)

Por otra parte, fijado ), cuanto mayor sea K mayor serd el infimo, por tanto
(3.2.6) Si Ky C Ky = Cap(K1,9Q) < Cap(K», ).

Nota 3.2.7 (Véase [52]) Podemos extender la definicion gracias a las propiedades an-
teriores:

1. Si U es un abierto contenido en

(3.2.7) Cap(U,Q) = Sup Cap(K,Q),
KcU

donde K es compacto.
2. Si A es un conjunto cualquiera incluido en )

(3.2.8) Cap(A, Q) = Aclgfcﬂ Cap(U,Q),

donde U es abierto.
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3. i K es un compacto, podemos definir su capacidad en la variedad:

(3.2.9) Cap(K,N) = 'h’in Cap(K, %),

1—+00
siendo {3;};1°° una coleccion exhaustiva de N formada por precompactos tales que
Yo=K y 3, CX; Vj>i. Nodepende de la coleccion exhaustiva (véase [19]).

Nota 3.2.8 (Véase [19]) Sea Q@ C N precompacto, entonces el infimo en 3.2.4 es al-
canzado por la funcion armonica que es solucion del problema de Dirichlet en ) — K
siguiente:

Au=0
(3210) u ‘8Q: 0
u |8K: 1

Por tanto, si ¢ es dicha solucion del problema de Dirichlet, podemos escribir
Cap(1.2) = | V9 do
Q

Proposicién 3.2.9 Seau: Q—K — R, ueL(K,Q), solucion del problema de Dirichlet
anterior en Q—K | siendo €2 precompacto, K compacto y ambos con frontera diferenciable,
entonces:

(3.2.11) C’ap(K,Q):/ |Vul|| du
oK

Demostracién. Por una parte tenemos, al ser u|, = 1y por tanto Vu =0 en K, y
por la nota anterior

(3.2.12) C’ap(K,Q):/||Vu||2dU=/ IVul|® do.
Q K

Por otra si {e;}!_; es una base ortonormal tenemos

n

div (uVu) = Z (Ve, (uVu),e;) =

Z ei(u) (Vu, e;) + u Z (Ve,Vu,e;) =

=1

(3.2.13) (Vu, Vu) + ulAu = ||Vul|* + uAw.
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Y si usamos la férmula (3.2.13), el Teorema de la divergencia 2.2.12, teniendo en cuenta
que Au =0 en Q — K y que v el normal hacia el exterior es —”g—zu en 0Q) y % en 0K,
obtenemos

Cap(K,Q) = / |Vul]* do = / (—ulAu + div (uVu)) do =
-K 0-K

0
—/ uAud0+/ (uVu,v) du =
O-K d(Q—K)
IVl Il
(3.2.14) / u dp — u dp = IVu|| du.
ok |IVull oo [IVul oK

Nota 3.2.10 Sea v = 1 —u, donde u es solucion de (3.2.10). Entonces v es solucion de

Av =0
(3.2.15) v lge=1
v |3KI O

y, por la Proposicion anterior,

Cap(. ) = [ |Vl du.
oK
Una vez definida la capacidad en una variedad Riemanniana vamos a definir capacidad
en anillos de una subvariedad P propiamente inmersa en una variedad Riemanniana
completa N.

Definicién 3.2.11 (Véase [19]) Si P C N es una subvariedad propiamente inmersa en
N, completa, podemos definir la capacidad del anillo extrinseco A, r(0) = Dr(o) — D,(0)
en P como

(3.2.16) Cap(Ap,R(O)) = Cap(Dp(o), DR(O))7

donde p < R y D,(p) es la bola extrinseca centrada en el polo o € N (eventualmente en

P)

Proposicién 3.2.12 (Véase [39], Proposicion 5.1) Sea la forma espacial real K"(b).
Sea también el anillo AZ’E = DY (p) — D%™(p), donde las bolas extrinsecas en las sub-
variedades K™(b) (que son totalmente geodésicas en K"(b), suponiendo m < n) son las
bolas geodésicas . Entonces:

vol (S?’m_l)

3.2.17 Cap(AP?)y = —1 7
( ) ( p,R) prwb(t)l_mdt
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donde
Sin—\/‘ggt sib>0
(3.2.18) wy(t) = t sib=0
—Sm%?t stb<0

Demostracion. Vamos a aplicar la nota 3.2.10. Sea la funcién ¥ : D?,Lm — Dz’m — R
definida como:

S} w7 (s)ds

3.2.19 V() = ,
( ) (@) prw,}_m(s)ds
se cumple

¥ fop,m= 0,

v ‘3DR(P): L

Definimos la funcién ¥ : R — R de la siguiente forma:

_ fpt wy ™(s)ds

U(t) = H———)
O s
luego ¥(r(z)) = ¥(x).
Derivando VU respecto de ¢
B wl_m(t)
(3.2.20) V' (t) = b > 0.

[y (s)ds

Podemos aplicar el Teorema 2.2.25 (en este caso se aplican ambas desigualdades ya que
la variedad es de curvatura seccional constante) considerando K™(b) C K™(b) y como

[V Or|| = ||[VE"®r|| = 1, por ser K™(b) subvariedad totalmente geodésica en K™ (b),
tenemos
K™ (b) T T4 wl/;(t)
(3.2.21) A U ="(t)+ (m—1)¥'(t) :
wy(t)
Calculamos

(1= m)y ™ (D (t)

3.2.22 U’ (t) =
( ) Q pr w;_m(s)ds
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Sustituyendo y operando

AK" Oy —

(1 —gl)ivzim(t)wé(t) Fm—1) szf*m(t) wy(t) _
fp w, " (s)ds

Hemos comprobado que la funcién W es la solucién del problema de Dirichlet, por lo que,
como las bolas geodésicas son precompactos, aplicamos la nota 3.2.10:

(3.2.23)

C’ap(AZ’E%) = /Db’m

R (p)

K™ (b
/ <VK"<b>\Ir, V—()T> do —
aDL™ () [ V& B

/ ) (VE" Oy, vE 0 do = / V' (t)do =
Spymil(p)

5" ()
w, "(p) dy—
R 1-m bm—1 M o
fp wy, " (s)ds JsEm " (p)

vol (Sz’m_l(p)) 1 ol (Sf’m_l(p))

w1 (p) prw;_m(s)ds B prwé_m(s)ds .

[veoulfar= [ e -

A% (p)

(3.2.24)

Ya que Vol(St™ 1) = wi~!(p) Vol(S)™ ). m

3.2.2. Variedades parabdlicas e hiperbdlicas

Vamos a introducir el concepto de variedad parabdlica (y su complementario: variedad
hiperbdlica) segin la Teorfa de Funciones. Este es el enfoque que puede encontrarse en
[32], por ejemplo.

Definicién 3.2.13 (Ntcleo de calor) Sea N wvariedad Riemanniana, se lla-
mard nicleo de calor en N a la menor funcion positiva p : (0,+00) X N x N = R, que
satisface la ecuacion del calor sobre la variedad Riemanniana N

1
(3.2.25) Op — §ANp =0.
Definicién 3.2.14 (Funciones de Green) Definimos la funcion de Green en N como
la funcion G : N x N — R tal que G(x,y) = % 0+°Op(t,cc,y) dt, siendo p el nicleo de

calor en N.
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Definicién 3.2.15 (Parabolicidad e hiperbolicidad) Una wvariedad N se lla-
mard parabolica sit no admite funciones de Green positivas y finitas. En caso contrario,
st admite al menos una funcion de Green positiva y finita se llamard hiperbolica. Fs
decir, N es hiperbolica sit es no parabolica.

Nota 3.2.16 (Ver [19]) Las funciones p pueden considerarse como funciones densidad
de un proceso de Markov. Concretamente la probabilidad de que un movimiento Brow-
niano que actie sobre un punto x de §2 lo mantenga en el abierto 2 en un tiempo t
es

(3.2.26) /Qp(t, , y)dp(y).

3.2.3. Criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden

En el trabajo [33], T. Lyons y D. Sullivan establecieron una lista de condiciones equi-
valentes para la hiperbolicidad de una variedad (el llamado criterio de Kelvin-Nevanlinna-
Royden).

Teorema 3.2.17 (Criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden) (véanse [19] y [33])
Una variedad Riemanniana N es hiperbdlica si una (y por tanto todas) de las siguientes
condiciones equivalentes se cumplen:

1. FExiste una funcion superarmonica no constante y positiva en N, o de forma equi-
valente existe una funcion subarmonica no constante y acotada en N.

2. N tiene capacidad positiva, es decir la capacidad Cap(2, N) > 0 para cierto 2
abierto precompacto de N (véase 3.2.5)

3. El movimiento Browniano en N es transitorio. Es decir, para todo €2 abierto y
precompacto de N se tiene que, dado x € €1, la probabilidad de que una particula
sujeta al movimiento Browniano que parte de x abandone ) es positiva.

Por tanto, segin el criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden, N es hiperbdlica sii
Cap(2, N) > 0 para un precompacto 2 C N. La variedad es parabdlica sii no es hi-
perbdlica, segun la definicion 3.2.15. Entonces N es parabdlica sii para todo abierto
precompacto € tenemos que Cap(€2, N) = 0. Veamos que podemos asegurar que una
variedad es parabdlica encontrando un abierto precompacto €2 con Cap(2, N) = 0.

Proposicién 3.2.18 (Véase Teorema 5.1 de [19]) Una variedad Riemanniana N con un
polo o € N es parabolica sii Cap(K, N) =0 para un conjunto K compacto, con interior
no vacio (o equivalentemente Cap(D, N) = 0 para un conjunto D abierto y precompacto,
no vacio).
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Demostraciéon. Vamos a utilizar el siguiente lema que paso a enunciar:

Lema 3.2.19 (Véase [52], Proposicion 3.2) Sean Dy y Dy compactos tales que Dy CC
Dy CC Q dominio conexo. Entonces

Cap(Dy,9) = 0= Cap(D5,92) =0

Demostremos la implicacién no trivial de la Proposicién. Supongamos que existe
un compacto K C N tal que Cap(K,N) = 0. Vamos a demostrar que dado K; C
N, compacto, entonces Cap(K;, N) = 0. Para ello consideremos {U;}, una coleccién
exhaustiva de N (existe por tener N un polo). Podemos asegura que existe un iy tal que

K C Uio C Uio
K, Cc Uy, C Us,.
Como sabemos Cap(K, N) = 0, usando el lema 3.2.19, tenemos Cap(U;,, N) = 0 y por

tanto, usando (3.2.6), )
Cap(Klv N) < Cap(Uim N) =0,

luego Cap(K1,N) =0. m

3.3. Condiciones necesarias para la parabolicidad e
hiperbolicidad

Definicién 3.3.1 Diremos que una subvariedad P de N cumple la condicion de tangen-
cia radial en un polo o € N cuando existe una funcion positiva diferenciable,

(3.3.1) g:P—R,,
tal que
(3.3.2) T(z) = |[VPr(z)]| > g(r(z)) >0 VzeP.

Recordamos la definicién de curvatura media o-radial.

Definicién 3.3.2 La curvatura media o-radial C(x) de P en N se define en términos
del producto interior de HY y del gradiente en N de la funcién distancia r(z) de la
siguiente forma:

(3.3.3) Clx) = —(V¥r(x), H (z)), x € P,

donde HY (z) denota el vector curvatura media de P en N.

Ndétese que la curvatura media o—radial de una subvariedad minimal es C(x) =
0 Vz e P.
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Relacionado con C(x) podemos definir

Definicién 3.3.3 1. La subvariedad P se llama radialmente 0-convexa sii C(z) >
0 Vx € P. Esta condicion se satisface por las hipersuperficies de un forma espa-
cial real real K™(b) de curvatura constante b (véase [47]) asi como por todas las
subvariedades minimales.

2. La subvariedad P se llama radialmente minimal sii C(x) =0 Va € P. Esta condi-
cion la satisfacen todas las subvariedades minimales.

Veamos unas definiciones previas a los Teoremas principales de este capitulo.

Definicién 3.3.4 Sea N™ una variedad Riemanniana, completa con un polo o € N, y
sea P™ una subvariedad propiamente inmersa en N. Dada una funcion h : P — R que
sélo depende de la distancia extrinseca r en P, h(r(x)) para todo x € P, diremos que la
funcion h(r) estd balanceada superiormente con respecto a la funcidn de alabeo w(r) de
una espacio modelo M si

(3.3.4) M(r) =m(ne(r) —h(r)) >0 Vr
y diremos que h(t) estd balanceada inferiormente si
(3.3.5) M(r) =m(ne(r) —h(r)) <0 Vr

Definicién 3.3.5 Sea N™ una variedad Riemanniana, completa con un polo o € N, y
sea P™ una subvariedad propiamente inmersa en N. Consideramos también el espacio
modelo M.

(i) Definimos A(r) como la funcion

(3.3.6) A(r) = w(r) exp <— /p M) dt) .

(ii) Si suponemos que P cumple la condicion de tangencia radial en o € N, definimos
Ay(r) como la funcion

(3.3.7) Ay(r) = w(r) exp (— /p ' ’;f((f; dt) |

Nota 3.3.6 En los criterios para establecer la parabolicidad e hiperbolicidad juega un
papel fundamental la convergencia o divergencia de las integrales impropias fpoo Ay (t)dt

Y fpoo A(t)dt. Por ello queremos remarcar que si M(r) > 0 para todo r > 0, entonces
SN () dt < [T A(t)dt y, por otra parte, si M(r) < 0 para todo r > 0, entonces
S A ()dt > [ A(t) dt.
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Teorema 3.3.7 (Parabolicidad) Sea N™ una variedad Riemanniana completa con un
polo o, supongamos que

(3.3.8) Kon(0s) > —

para todo x con r = r(z) € [0,00).
Sea P™ una subvariedad completa y propiamente inmersa en N con curvatura media
o-radial C(x) acotada inferiormente por la funcién radial h(r(zx)):

(3.3.9) C(z) > h(r(x)) para todo x € P™ con r(z) € [0,00).

Entonces:

(A) Supongamos que la subvariedad P satisface la condicion de tangencia radial en
0o € N (es decir, existe una funcién diferenciable g : P+ Ry , tal que ||VEr(z)|| >
g(r(x)) > 0 para todo x € P) y que la funcion h(r) estd balanceada superiormente con
respecto a la funcion de alabeo w(r), (M(r) > 0Vr).

Si se cumple
(3.3.10) / A (t) dt = o,
p
entonces P™ es parabdlica.
(B) Supongamos que la funcion h(r) estd balanceado inferiormente con respecto a la

funcion de alabeo w(r) (M(r) < 0Vr).
Si se cumple

(3.3.11) / A(t) dt = oo,
P
entonces P™ es parabolica.

Nota 3.3.8 El apartado (A) del Teorema 4.3.1 fue establecido y demostrado en [36]
(véase Teorema 9.2) bajo condiciones de balance mds restrictivas.

Teorema 3.3.9 (Hiperbolicidad) Sea N™ una variedad Riemanniana completa con
un polo o, y supongamos que

(3.3.12) Kon(o,) < —




3.4. Corolarios de los Teoremas 69

para todo x con r = r(x) € [0,00). Sea P™ una subvariedad completa propiamente
inmersa en N con curvatura media o-radial C(x) acotada superiormente por la funcion
radial h(r(x)):

(3.3.13) C(z) < h(r(x)) para todo x € P™ con r(x) € [0, 00).

Entonces

(A) Supongamos que la subvariedad P satisface la condicion de tangencia radial en el
polo o € P, y que la funcion h(r) estd balanceada inferiormente con respecto a la funcion
de alabeo w(r), (M(r) < 0Vr).

St se cumple
(3.3.14) / A1) dt < oo,
P

entonces P™ es hiperbdlica.
(B) Supongamos que la funcion h(r) estd balanceada superiormente con respecto a la
funcion de alabeo w(r), (M(r) > 0Vr).

Si se cumple
(3.3.15) / A(t)dt < oo,
p

entonces P™ is hiperbolica.

Nota 3.3.10 El apartado (B) del Teorema 3.3.9 fue establecido y probado en [37], con
notacion distinta. Siguiendo la notacion del articulo [37], tenemos

(3.3.16) G(r) = exp( / "h(t) dt)

m

y es fdcil comprobar que fpoo wi_(fa) dr < oo siy sdlo si fpoo A(t) dt < oc.

Nota 3.3.11 Tenemos los siguientes ejemplos de aplicacion directa de los Teoremas
4.8.1y 8.3.9. Con respecto al Teorema 4.3.1, podemos ver que los conos y los paraboloides
(ambos superficies convezas en R3) son parabdlicos (véase [36]). Respecto al Teorema
3.8.9 tenemos que las superficies P? en H3(b) con curvatura media HY (x) < Hy < %\/—_b,
donde Hy es constante, son hiperbdlicos (véase corolario B del trabajo [37]).

3.4. Corolarios de los Teoremas

Veamos los corolarios de los Teoremas anteriores, alguno de los cuales son resultados
anteriores citados en los preliminares de este capitulo.
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Corolario 3.4.1 Sea N™ una variedad Riemanniana completa con polo o, y sea P™ una
subvariedad completa propiamente inmersa en N, satisfaciendo las desigualdades (3.3.8)
y (3.8.9) del Teorema 3.5.7.

(A) Supongamos que M(r) > 0Vr.

St P es hiperbolica entonces

(A.1) O no existe una funcion diferenciable positiva
(3.4.1) g: PR, ,

tal que |V (x)|| > g(r(x)) > 0 para todo x € P

(A.2) O, si P satisface la condicion de tangencia radial en o € P con funcion dife-
renciable positiva g : P — R, entonces fpoo Ay(r)dr < oco.

(B) Supongamos que M(r) < 0Vr.
Si P es hiperbdlica, entonces fpoo A(r)dr < 0.

Demostracién. (A) La variedad ambiente N y la subvariedad P cumplen las hipdte-
sis (3.3.8) y (3.3.9) en el Teorema 4.3.1. Por tanto, si P no es parabdlica entonces tenemos
la negacién de ambos conjuntos de suposiciones fijados en las afirmaciones (A) y (B) del
Teorema 4.3.1. En particular la afirmacién (A) no debe cumplirse. Como M(r) > 0Vr,
entonces concluimos que no puede existir ninguna funcion positiva diferenciable

(3.4.2) g: P—R,

tal que ||[V5r(z)|] > g(r(x)) > 0 para todo x € P o, si existe esta funcién, entonces
fpoo Ay(r)dr < oo.

(B) En este caso, M(r) < 0Vr, y, como la afirmacién (B) del Teorema 4.3.1 no se
cumple, concluimos que fpoo A(r)dr < oo. m

Corolario 3.4.2 Sea P? una superficie completa, propiamente inmersa en R? y radial-
mente 0-conveza. Si P? es hiperbélica, entonces
(i) O no existe una funcion diferenciable positiva

(3.4.3) g: PR, ,

tal que ||VPr(z)|| > g(r(x)) > 0 para todo = € P

(ii) O, en el caso en que P cumpla la condicion de tangencia radial en o € P con

)

., . . . — 72 _dt
una funcion diferenciable positiva g : P +— Ry, entonces fpoo re "7 t*® dr < oo.

Demostraciéon. Se sigue del corolario 3.4.1, si consideramos la variedad ambiente
como R? (lo que implica funcién de alabeo w(r) = r) y, teniendo en cuanta que por
hipétesis h(r(z)) = 0 para todo = € P,y por tanto C(z) = n,(r(z)) — h(r(z)) =+ > 0
paratodox € P. m
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Corolario 3.4.3 Sea N™ una variedad Riemanniana completa con polo o, y sea P™ una
subvariedad propiamente inmersa en N, cumpliendo las desigualdades (3.3.12) y(3.3.13)
del Teorema 3.3.9.

(A) Supongamos que M(r) > 0Vr.

St P es parabolica, entonces

(3.4.4) / TA() dt = oo

(B) Supongamos que M(r) < 0Vr.
Si P es parabolica, entonces

(B.1) O bien no eziste una funcion diferenciable positiva
(3.4.5) g: PR,
tal que [|[Vor(x)| > g(r(z)) > 0  para todo x € P

(B.2) O bien si P satisface la condicion de tangencia radial en o € P con funcion

diferenciable y positiva g : P — R,., entonces fpoo Ay(r)dr = oo.

Demostracién. (A) La variedad ambiente N y la subvariedad P cumplen las hip6te-
sis (3.3.12) y (3.3.13) en el Teorema 3.3.9. Por tanto, si P no es hiperbdlica, entonces
tenemos la negacién de los dos conjuntos de afirmaciones (A) y (B) del Teorema 3.3.9.
En particular, una de las dos, (A) o (B), no se cumple. Como M(r) > 0Vr, tenemos

(3.4.6) /OOA(t) dt = co.

(B) En este caso, M(r) < 0Vr, y so negamos la afirmacién (A) del Teorema 3.3.9 como

antes, tenemos dos posibilidades: la primera es que la subvariedad P no satisfaga la
condicién de tangencia radial en o € P. Por tanto no existe una funcion diferenciable
positiva

(3.4.7) g:P—R,

tal que ||[VPr(z)|| > g(r(x)) > 0 paratodo x € P.
La segunda es que P satisfaga la condicion de tangencia radial para una funcion
diferenciable positiva g : P +— R, en o € P, entonces fpoo Ay(r)dr =o0. m

Corolario 3.4.4 Sea M un espacio modelo, y sea P™ una subvariedad propiamente
inmersa en M. Supongamos que la curvatura media o-radial de P en M es igual a la
funcion n,(r(zx)), es decir

(3.4.8) C(x) = nu(r(x)) para todo x € P™ con r(z) € [0,00).

Entonces P™ es parabdlica si y solo si fpoo w(r)dr = oc.
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Corolario 3.4.5 (K. Ichihara) (Véase [25]) Si M"™ es un una variedad Riemannia-
na completa, conera y con curvaturas seccionales acotadas inferiormente (resp. su-

periormente) por las de un espacio modelo, es decir KM > —%, que satisface
i) poo wnfh{(r) = 00 (<)oo) entonces M™ es parabdlica (hiperbdlica), respectivamente.

Corolario 3.4.6 (Véase [36]) Sea P™ (m > 2) una subvariedad no acotada inmersa
en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard con curvaturas seccionales acotadas
superiormente por una constante b < 0. Si la curvatura media HY de P cumple: HY (x) <
Hy < mT_lx/—_b , Vx € P fuera de algin abierto compacto, siendo Hy constante, entonces
P™ es hiperbdolica.

Corolario 3.4.7 (Véase [37]) Sea N™ una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard
con curvaturas seccionales acotadas superiormente por una constante b < 0. Entonces
cualquier subvariedad minimal P™ propiamente inmersa en N™ es hiperbolica.

Este Teorema se deduce de nuestro Teorema B utilizando un modelo con la funcion

de alabeo wy(t) = M\/‘_Lbj’t

Nota 3.4.8 Veamos algunas superficies a modo de ejemplo:

1. La catenoide:

Hallamos
T(2) = |VPr|, = r(z) + sinh r(x) cosh r(x)
© cosh r(z) \/'r(x)2 + cosh? r(z)
(3.4.9) ifl—% = g(r(2)), Vr(a) > 1

y tenemos [ Ay(t)dt = +oo.
Luego, por Teorema 3.3.7, la catenoide es parabdlica.
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2. La P superficie de Schwarz:.

Es hiperbolica y minimal. Es fdcil deducir que ||VP r||z7 se anula infinitas veces
en determinadas direcciones en donde la superficie es ortogonal a las direcciones
radiales desde el polo. Por tanto no se cumple la condicion de tangencia como
asequra el corolario 3.4.2 para superficies hiperbolicas.

3. La superficie de Scherk doblemente periddica:

POLO

Sabemos que es hiperbdlica (ver [35]), el corolario 3.4.1 nos explica el comporta-
miento de esta superficie. Efectivamente:

VPr es la proyeccién de VEr en los planos tangentes a la superficie. El dngulo
entre VEr y VR en py estd entre =y 0.

Sin embargo en py estd entre =27 y _73” En algin punto p “entre py y p2” el dngulo
serd de = y por tanto ||VP7‘Hp = 0. Como esto ocurrird una infinidad de veces

podemos deducir que no existe una funcién g tal que T (z) = ||[VFr|| = g(r(z)) > 0.
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3.5. Demostracién de las partes (A) de los Teoremas
3.3.7 y 3.3.9

Como la subvariedad P satisface la condicién de tangencia radial para una funcién
positiva y diferenciable g : P — R, podemos definir un operador de segundo orden
para funciones de una variable real como sigue:

(35.) Lyv() =90+ 0/0) (S = nlr))

Resolvemos el problema de Dirichlet-Poisson asociado a L,:

ng =0 en [pv R]
(3.5.2) bp) =0
v(R) =1

a cuya soluciéon vamos a llamar 1, (7).
La expresién explicita de la solucion viene dada por la siguiente Proposicion.

Proposicién 3.5.1 La solucion del problema de Dirichlet 3.5.2 sélo depende de v y es
explicitamente, via la funcion Ay(r) introducida en la definicion 3.8.5 (ii):

B [y Ag(t)dt
(3.5.3) Vp,r(r) = m~

La correspondiente capacidad direccional es

Capy, (A% ) = /8 (VM ) dA
Dw
(3.5.4) ’

-1

— Vol(0D") Ay (p) ( /p A dt)

Demostracion. Basta con comprobar que cumple todas las condiciones del proble-
ma. Calculemos

(3.5.5) Uy r(r) =
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por lo que Ly, r(r) = 0.
Por otra parte

B J7 Ag(t) dt B
Upr(p) = A0 d 0
S Ayt dt
U] = JEA () dt -

Que termina la comprobacién. m
Pasemos a la demostracién de los apartados de los Teoremas:
Afirmacién (A) del Teorema 3.3.7.

Relativo a la demostracion del apartado (A) en el Teorema 3.3.7 es facil ver que, usando
los calculos (3.5.6) y la condicién de balance (3.3.4), que la solucién 1, z del problema
(3.5.2) cumple:

¢;,R(7’) >0
(3.5.7) V) r(1) = ), p(r)nw(r) = —¢;,R(T)'2;l(<:>) <0

Ahora trasplantamos las soluciones 1, r(r) de la ecuacién (3.5.2) en el anillo extrinse-
co Apr = Dg(0) \ D,(0) en P definiendo

(358) \I/ijI Aij — R, \I’pyR(CE) = ¢p,R(T(x))-
Donde la bola extrinseca D, (o) sigue la definicién (2.1.7), y Dg(0) es la componente de
Bgr(o) N P que contiene a D, (o).

Teniendo en cuenta la hipétesis (3.3.8) sobre las curvaturas seccionales y la condicién

(3.3.9) sobre la curvatura media o-radial podemos aplicar la acotacién de la Proposicién
2.2.25 (i) (recordemos que 9, z(r) > 0)

A"y r(r) < (Gpr(r)"(r) = Yor(r) (r)nu(r) V7|

(3:5.9) () (r) (nu(r) — h(r))
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Luego, aplicando la segunda igualdad de (3.5.7) y que ||[VZ(r)|| > g(r), se cumple:

APy p(r(2)) < (Y p(r(2)) = ), g(r(2)n.(r(z))) ¢*(r(z))
(3.5.10) + mapy, p(r(z ))( w(r(z)) = h(r(z)))
=49 ( (2)) Ly p,r(r(z) =0 = APU(@ )

donde v(x) es la funcién potencial de Laplace para el anillo extrinseco A,z = Dg\ D,,
siendo v|sp, = 0y v|sp, = 1.

Ahora aplicamos el principio del méximo a la desigualdad (3.5.10). Ya que

wp,R_UZO

en el borde del anillo extrinseco y al ser la funcién 0 armonica, aplicamos la Proposicién
3.2.1 (¢, r — v es superarmonica) y obtenemos

Y, r(r(z)) — v(x) >0, paratodo z € A, p
y
(3.5.11) Y, r(r(z)) > v(z) , paratodo xz € A, R
Esto implica que en 0D, tenemos
(3.5.12) IV %ol = IV70(@)1p, |

Usando la ecuacién (3.2.9), concluimos
Cap(4y) = [ [9"0(o)] du
oD,
< [ 19"l d
oD,

(3.5.13)
— 4 n(0) / 17| dp

P

Por otra parte D,(0) es precompacto con borde diferenciable y por tanto

(3.5.14) / IVPrl| dp > 0.
oD,
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Ahora usamos las ecuaciones (3.5.4) y (3.3.10) para obtener:

Cap (DP(O), Pm)
]%ijr;o Cap (Dp(o), DR(O))

<[ 1orrian ) Cops, (4,
= ap, N a5 TVoI(ODS)

Como conclusién D,(0) es un conjunto precompacto no vacio con capacidad nula en
P™ y, por tanto, la variedad es parabdlica.

Apartado (A) del Teorema 3.3.9.

(3.5.15)

Respecto a la demostracion del apartado (A) del Teorema 3.3.9 y bajo la condicién de
balance (3.3.5), tenemos que la solucién del problema (3.5.2) satisface:

Wp,R(T) >0
(3.5.16) ) ) M(r)
U r(r) = ¥ p(r)nu(r) = =, p(r) =575 >0
g*(r)
Teniendo en cuenta que [|[VFr||> > gy ¢ z(r) — ¢, g(r)n.(r) > 0 obtenemos, apli-

cando la Proposicién 2.2.25 (ii) al trasplantado de la solucién 1, g,

AP, p(r(z)) > (V) p(r(2)) = ¥, g(r(@)n.(r(z))) ¢*(r(z))
(3.5.17) +m), p(r(x ))( Nw(r(x)) — h(r(z)))
=9 ( () Ly p,r(r(z)) =0 = APU@)

Ahora consideremos la desigualdad (3.5.17) y procedemos como en la demostracion
del Teorema 3.3.7, pero con las desigualdades invertidas. Aplicando el principio del méxi-
mo de la misma manera tenemos en 9D,

~—

(3.5.18) IVl < IV 0(2)),p, |

y usando la ecuacién (3.2.9), tenemos

Capy, (4, r)
5.1 App) > o *r|| dp.
(3.5.19) Cop(4pr) 2 it [ 195 dy

Por 1ltimo, teniendo en cuenta la desigualdad (3.5.14), y la condicién f:o Ay(t)dt <
oo obtenemos
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CapLg (A,UOJ,R)

Prl| du) 1
IVErildp) Jim Vol(9D)

(3.5.20) Cap(D,(0), P™) > (/ >0

oD,

Por tanto D,(0) es un conjunto compacto con capacidad positiva en P™, como con-
secuencia P es hiperbdlica.

3.6. Demostracién de las partes (B) de los Teoremas
3.3.7y 3.3.9

Vamos a definir el operador diferencial de segundo orden L:

(3.6.1) Lo(r) = ¢"(r) + ¢/(r) (M(r) = n.(r)) -

Es la misma definiciéon que en las demostraciones anteriores pero con g(r) = 1, Vr.
Y considerando la solucién explicita ¢, g(r) del problema de Dirichlet-Poisson asociado
al operador L y definido en el intervalo [p, R]. Como en la demostracién de los apartados
(A) (véase la Proposicién 3.5.1), es facil comprobar que

B [, Al dt
(362) ¢p,R(r> = W

donde A(r) es la funcién introducida en la definicién 3.3.5 (i).
La capacidad direccional del operador L es

Capy (A35) = [ (V"0p,0) dA
oDy
(3.6.3) ’

= Vol(dD¥)A(p) ( /p ’ At) dt) N

Apartado (B) del Teorema 3.3.7.

Respecto a la afirmacién (B) en el Teorema 3.3.7, usaremos la ecuacién (3.6.2) y la
condicién de balance (3.3.5) para obtener

0
(3.6.4) Gp.r(r) = &, m(r)n.(r)
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ya que M(r) < 0.
Teniendo en cuenta que [[VFr||> < 1y ¢ z(r) — ¢, p(r)n.(r) > 0 obtenemos, apli-
cando la Proposicién 2.2.25 (i) al trasplantado de la funcién ¢, g,

AP, n(r(2)) < (& p(r(2)) — &) p(r(2))na(r()))
(3.6.5) i, 5(r(2)) (o (r(@)) — h(r())
— Lo, a(r()) = 0 = APv(z)

En esta ultima desigualdad, v(z) es la funcién potencial de Laplace para el anillo extrinse-
co A,r = Dr\ D,, siendo v|sp, = 0y v|sp, = 1.
Ahora para probar la parabolicidad de P se sigue como en la demostracién de apartado
(A) del Teorema 4.3.1.

Apartado (B) del Teorema 3.3.9.

Para demostrar la afirmacién (B) del Teorema 3.3.9 consideremos el operador L definido
anteriormente, con la misma solucién explicita ¢, r(r) del problema de Dirichlet-Poisson
definido en el intervalo [p, R].

Pero ahora se cumple

O.r(r)

3.6.6 20
(3.6.6) 8 n(r) — & n(P)(r) = — ! p(r)M(r) <0

porque M(r) > 0.
Teniendo en cuenta que [[VFr||> < 1y ¢ z(r) — ¢, p(r)n.(r) < 0 obtenemos, apli-
cando la Proposicién 2.2.25 (ii) al trasplantado de la funcién ¢, g,

AP, r(r(x)) > (¢ p(r(x)) = ¢, g(r(2))n.(r(2)))
(3.6.7) +mg), p(r()) (n.(r(z)) — h(r(z)))
=L¢,r(r(z)) =0= APy(x)

Finalmente se demuestra la hiperbolicidad de P como en la afirmacién (A) del Teo-
rema 3.3.9.
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4.1. Introduccion

S.S. Chern y R. Osserman establecieron en [10] que si la curvatura de Gauss K¢ de
una superficie minimal completa M en R" tiene integral finita se cumple

(4.1.1) ~X(M) < o~ | Kedo —k,

donde k es el nimero de finales de M.
Posteriormente L.P. Jorge y W. H. Meeks en [28] obtuvieron la expresion

w12 A0 = 52 [ Ko =S

donde v(t) es el volumen de las bolas extrinsecas de radio ¢ y B%?(t) es la bola geodésica
de dimensién 2 en R”.

El cociente de voliimenes %, cuando estamos considerando una subvariedad
minimal propiamente inmersa en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard, es
una funcién no decreciente, como se puede ver en [2] y en [38].

Concretamente:

Si la subvariedad M se encuentra en una variedad ambiente N de Cartan-Hadamard
cumpliendo

(4.1.3) KN <b<0

entonces la funcién

(4.1.4) o(r) = —20)

~ Vol(BM?Y’

donde Bf 2 es la bola geodésica de radio r en la forma espacial real de curvatura constante
b, es monotona no decreciente.

Apoyéndose en este hecho, Chen Qing y Cheng Yi en [7] generalizan la desigualdad
de Chern-Osserman para superficies minimales completas en el espacio hiperbdlico de
curvatura constante —1.

Si la superficie es minimal en H" se deduce directamente de la ecuacién de Gauss que

2
)

1
(4.1.5) Kg=—1-34%

donde A% es la segunda forma fundamental de la superficie S en H". Por lo que la
curvatura de Gauss K¢ no puede tener integral acotada. De hecho Chen Qing y Cheng
Yi imponen a la superficie la hipotesis

(4.1.6) /HAWW<+%,
M
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(que equivale en el caso de superficies minimales en R™ a curvatura total finita).
Vol(Dy) v(t)
Vol(Btl’2) " 2m(cosht—1

tado (a las superficies con esta caracteristica se le denominara superficie con crecimiento
minimal del drea o minimal area growth) y que

1 2 v(?)
. . - <_ - 9m(cosht — 1)
(4.17) V(M) < 47T/M||A|| R

En este capitulo demostraremos un primer resultado que es una generalizacion del
de Chen Qing y Cheng Yi para superficies minimales completas propiamente inmersas
en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N cuya curvatura seccional K%
estd acotada superiormente por una constante b < 0.

Se trata por tanto de dar una condicién suficiente para que una superficie minimal
completa S propiamente inmersa en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard
sea de tipo topoldgico finito.

También demostraremos un resultado similar al anterior para superficies completas
no minimales con curvatura media y segunda forma fundamental controladas mediante
técnicas desarrolladas por A. Hurtado, S. Markvorsen y V. Palmer, [24], que nos permite
la construccion de un espacio modelo ijh ;, en el que conseguir relaciones isoperimétricas
en nuestra superficie (de forma similar al espacio hiperbdlico en el caso minimal).

Apoyéandose en este hecho demuestran que el cociente ) esta aco-

4.2. Preliminares

Supondremos en todo este capitulo que S? es una superficie completa y no compacta
propiamente inmersa en una variedad Riemanniana N™ de Cartan-Hadamard. Sabemos
que todos los puntos de N™ son polos segin el Teorema 2.1.3. Es decir, podemos asegurar
para cada o punto de N que exp,: T,N™ — N™ es un difeomorfismo. Asi podemos definir
la funcién distancia y la restriccién a S que serd la distancia extrinseca (véase la definicién
2.1.1).

Notemos que el gradiente Vor(z) es la parte tangencial (en S) de V¥r(x) (cuya
norma es 1), para todo € S. Tenemos la relacién:

(4.2.1) VN = V9 + (V)2

donde (VV7)+(z) = V+r(x) es la componente normal a T,.S para todo = € S.
Vamos a definir la norma de Hilbert-Schmidt de la segunda forma fundamental.

Definicién 4.2.1 (Norma de Hilbert-Schmidt) Sea P™ una subvariedad inmersa
en la variedad Riemanniana N™. Si A' es la sequnda forma fundamental de P en N
entonces se deﬁneHAP , la norma de Hilbert-Schmidt de AT, como

m

(12.9) 147] = | 32 9(AP (e es), AT (i),

ij=1
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siendo {e;}*, base ortonormal de T),P.

Nota 4.2.2 Por otra parte, si S es una superficie inmersa en una variedad Riemanniana
M consideramos HHSH definida como

(4.2.3) |H]|, =/ 9(Hy, H),
donde H® es la curvatura media de S en N.

Con estas consideraciones podemos establecer:

Proposiciéon 4.2.3 Sea S? subvariedad de dimension 2 en una variedad N. Si {ey,es}
es una base ortonormal de campos vectoriales en la superficie y o es el plano generado
por ellos, tenemos

_ 1
(4.2.4) RY = K5 +5 (|14%]° 4| #5])
Demostracion. Segin la ecuacién de Gauss para subvariedades:
(4.2.5) KY = K9 + g(A%(e1, e2), A%(eq, €2)) — g(A%(eq, e1), A% (ea, €2)).

Por otra parte se cumple: 2H® = A%(ey,e;) + A%(eq, e3). Consideramos la norma de
Hilbert-Schmidt de A%
(4.2.6)

||ASH2 = g(A%(er, e1), A%(eq, 1)) +29(A%(e1, €2), A (e1, €2)) + g(A% (€2, €2), A% (€2, €2)).

La norma de H® es
(4.2.7)

4| H|” = g(AS(er,e1), AS(er, e1)) +29(A5 (e1, €1), A5 (e2, €2)) +9(A% (€2, €2), A% (e, ¢)).
Si restamos ambas expresiones
(42.8)  ||AS]" — 4||H®||* = 2(g(A5 (€1, 2), AS(e1, €2)) — g(AS(er, e1), AS (€2, €2)))
Y por tanto
_ 1
(4.2.9) KY = K5+ 5 ([[4%)° — 4|1 #%))
]

Definicién 4.2.4 Sea A® la sequnda forma fundamental de S en N, definimos

(4.2.10) R(t) = /D P

donde la norma es la de Hilbert-Schmidt (véase la definicion 4.2.1).
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Definicién 4.2.5 Dada una superficie S inmersa en una variedad Riemanniana N.
Consideremos el cociente

_ Vol(By(0) N'S)
~ Vol(BY)

(4.2.11) W(t)

Y

b,2 . ‘ . :
donde B,” es la bola geodésica de radiot en un forma espacial real de curvatura seccional
constante b.

Nota 4.2.6 (Véase [2]) Si N tiene sus curvaturas seccionales menores que una constante
b < 0 sabemos (véase 2.5.32) que (t) es no decreciente.

Definicién 4.2.7 Sea S una superficie propiamente inmersa en una variedad Rieman-
niana N. Diremos que tiene crecimiento minimal del drea (en inglés minimal area
growth) si

_ Vol(B(o) N S)

v Vol(B?)

estd acotada.

Nota 4.2.8 (Véase [17] y nota 2.5.10) Recordemos los volimenes de las bolas B y
By?

Vol(BP?) = _T%(Cosh(t\/—_b) —1)

; \/__b(sinh(t\/—_b) — 2tv/—b)

(4.2.12) Vol(BP?) =

Nota 4.2.9 Sabemos que las bolas extrinsecas Dr(0) en nuestro caso conjuntos precom-
pactos (véase 2.1.9)

Nota 4.2.10 Como consecuencia también de la nota 2.1.9 la clausura de Dg(o) es una
variedad compacta con borde diferenciable para casi todo R > 0. El Teorema de Gauss-
Bonnet establece en este caso (véase 2.3.41)

(4.2.13) / kidp + K% do = 2mx(Dg(0)),
9Dp(o) Dr(o)

siendo k, la curvatura geodésica de la curva diferenciable 9Dg(o0) y K*® la curvatura de
Gauss de S.
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Nota 4.2.11 Si aplicamos la Proposicion 2.3.38 sustituyendo f por r (la funcion dis-
tancia) tenemos

d d
Nol(D,(0)) = — do =
dr Vo ( T(O)) dr /Dr(o) g

1
‘——W?/ dp = Vol(9D,(0)).
/c’)DT(o) [Var 2D, (o)

Proposicién 4.2.12 Sea S? una superficie minimal propiamente inmersa en una varie-
dad de Cartan-Hadamard N, la cual tiene sus curvaturas seccionales acotadas superior-
mente de esta manera

KY <b<o.

Sean Dy, (t > 0), las bolas extrinsecas en S. El volumen v(t) = Vol(Dy) satisface la
desigualdad

2x(Dy) >

vVir Vor Vor
4.2.14 N, ()0 ( —/ < AS , >du+ K% do
(4.2.14) 0= | AT s e .

donde K% es la curvatura de Gauss de S.

Demostracidén. Si sustituimos en el Teorema de Gauss-Bonnet (4.2.13) la curvatura
geodésica usando (2.2.58) tenemos

2mx(Dy) =
1 vor Vo
(4.2.15) / AN, (1) — <Vlr, AS( , )>}d,u + [ K do.
o, V|| = VS]] [[ Vo7 D,
Sabemos (véase Proposicién 2.3.38)
1
4.2.16 v'(t :/ ——dp.
(4210 O on, T
Luego
1
N, (T)dp = m, (1) (t
| s n = a0
y al sustituir obtenemos
1 Vor Vo
4.2.17 Ny, (1) (t —/ —<VLT,AS , >du—|— K%do,
U210 a0 = | o NG A

que es la desigualdad buscada. =
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Proposicién 4.2.13 Sea S? una superficie minimal propiamente inmersa en una varie-
dad de Cartan-Hadamard N con sus curvaturas seccionales acotadas superiormente por
b <0, es decir:

KN <b<o.

Sea Dy, (t > 0), las bolas extrinsecas en S. Entonces, sit > s >0,

th cosh v/—brdo fDS cosh v/—brdo -

cosh? \/—bt cosh? /—bs

1 . h2 — 1..112
(4.2.18) / L brliverl®
D,—D., cosh” v/ —br

Demostracién. Si usamos la desigualdad (2.2.57) sustituyendo la funcién f(r) =
cosh v/ —br tenemos

A® cosh v/ —br > (—bcosh v/ —br — v/ =bsinh v/ —br n,, ()| V7|2
(4.2.19) + 2V —=bsinh v —br n,,(r) = —2bcosh vV —br.

Sabemos que el unitario normal a 9D, hacia afuera es ng—zin y que
(4.2.20) VEf(r) = f'(r)Ver,

para toda funcién f(r) radial.
Integramos y aplicamos el Teorema de la divergencia

/ A® cosh vV —br do = /
Dy

0Dy

(4.2.21) v/ —bsinh \/—bt/ V57| dp.

0Dy

Vscosh\/—brv—sr du =
AT VA

Y, con la desigualdad anterior,

(4.2.22) Vv —bsinh v/ —bt/ |VEr||du > —21)/ cosh vV —br do.
t Dy

0Dy

. ) hv/—br d i )
Ahora derivemos el cociente M usando la féormula de la co-drea (2.3.38):
cosh® v/—bt

d th cosh /—br do
dt  cosh®’/—bt
(4.2.23)

1 cosh v/ —br
———— ( cosh vV —bt/ ———— do — 2v/—bsi h\/—bt/
cosh® \/—bt < D, VS]] ’ . Dy

cosh v/ —br da) .
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Considerando (4.2.22) y sustituyendo en la igualdad anterior:

d th coshv/—br do -
dt  cosh®’v/—=bt —

1 cosh v —br do
— < cosh —bt/ ——  —sinh —bt/ sinh v —br||V?® d}:
coshw——bt{ A | T T M

1 cosh? /—br
- Y T sinh®V—bt||VOr )d }:
cosh® /—bt {/apt ( IN&al | I)
/ (cosh2 V/—br — sinh® /—bt(1 — ||Vl7“||2)> du —

oD, | V57| cosh® v/—bt :

(4.2.24)
/ ( 1 1+ sinh® \/—bt||Vlr||2)> p
D, NGl cosh® /=0t

Integrando y aplicando co-area (2.3.38) al tltimo término obtenemos la desigualdad
deseada.
|

La siguiente Proposicién es de cardcter general.

Proposicién 4.2.14 Sea S? — N™ una superficie y sea b < 0 y {D;}¢~0 una coleccion
exhaustiva de S por bolas extrinsecas. Sea f : S — R una funcion positiva C.
Se cumple

“+oo
(4.2.25) /e_” b f(x)do < oo = / eV [ f(2) do dt < 400
S 0 Dy

Y, st las integrales convergen,
“+oo
(4.2.26) /e_‘/jbr f(z)do :/ eV f(2) do dt
S 0 Dy

Demostracién. Apliquemos la férmula de la co-drea (2.3.38), por una parte

—br _ ! —v/—bs f(z)
(4.2.27) /Dte f(x)da—/o e /aDS vSTHduds

por otra

(4.2.98) %/DS f(x)da:/aDs J;@Hdu.
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Sustituyendo y aplicando integracién por partes (y teniendo en cuenta que [ Dy fdo =

0)
/Dt eV f(x) do = /t e~V (d%/ f(a:)da> ds

_ f<>da+—¢“/“ 7 [ @) ao

Si ahora tomamos limites cuando ¢ tiende a infinito
(4.2.29)

/Se—ﬁ”“ fz) do = (tgglooe - )/f do+\/_/+oo f( ) do

Con esta relacion se deduce la doble implicacion.
Si[ge 5€ —V/=br f(z) do < 400 entonces se deduce la acotacién de las otras dos (ya que
son las tres posmvas) en particular:

+o0o
(4.2.30) / eV f(x) dodt < +oc.
0 Dy
En sentido contrario, suponemos que
“+oo
/ eV f(x) do dt < +o0
0 Dy
se deduce por tanto que existe una sucesién {t;} divergente tal que

f(w) do "5 0.

Dy,

Como {D;}4~¢ es exhaustiva tenemos que

| o -
S
luego

(4.2.31) (tl{?%eﬁt) /Sf(x) do =

Por tanto de (4.2.29) se deduce

/ FT ) do < 400.
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4.3. Desigualdad de Chern-Osserman para super-
ficies minimales en una variedad Cartan-

Hadamard

Teorema 4.3.1 Sea N" una variedad de Cartan-Hadamard, con curvaturas seccionales
acotadas superiormente de la forma siguiente

KN <b<0.

Sea S? una superficie minimal completa y conexa propiamente inmersa en N, cumplien-
do

(4.3.1) /HASH2d0<+oo Yy /(b—KN)d0<+oo

donde A denota la sequnda forma fundamental de S en N.
Entonces:

VOl(Dt)
b,2
Vol(B;"*)

1. Sup,.q < +o00, es decir S tiene crecimiento minimal del drea.

2. 5% es de tipo topoldgico finito, ademds: —x(S) < 5= [((b — KN)do +

& [ 149 do = Sup,. 289 < 400,

4.3.1. Demostracion del apartado 1

Teniendo en cuenta la desigualdad de la Proposicién 4.2.12, sumando a ambos térmi-

nos b v(t), sustituyendo K por KN —1 |ASH2 y considerando la definicién 4.2.4 de R(t)
se obtiene:

T, (V' (E) + 0 0(t) <

_/ (KN—%HASHQ)daJr

t

1 Vor Vor >
—— (A , VY dp + 2mx(D —I—/ bdo =
/aDt ||v3r||< o= s Lo+ f

(4.3.2)

1 < ( Ve Vo

1
- KN —b)do + =R(t +/ , ,VLT>d + 2mx(Dy).
/Df Jdo 58O+ |, 1o \A oS o) u+ 2mx(Dy)
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Recordemos que

B cosh(v/=bt) — —
(433) ﬁwb(t) == \/—_bm = \/_bCOth(\/_bt),

luego

cosh?(v/=0bt) d v(t)
sinh(y/—0t) Ecosh(\/—_bt)'

(4.3.4) Ny ()0 () 4+ b v(t) = V/—=b

Sustituyendo esta igualdad y despejando en (4.3.2), obtenemos:

d v(t) < 1 sinh(v/—bt)
Ecosh(\/—_bt) - \/—_bcoshQ(\/—_bt)

1 Vor Vo
A , ,VLT> dp +27x(Dy) p .
/aDt |1v3r||< G oo (D)

Por otra parte, siempre se cumple que

(4.3.5) sinh(v—bt) < Qe Vbt

cosh?(v/—bt) ~

{— /Dt(KN — b)do + %R(t)%—

y, si k es el niumero de componentes de 0Dy, que (ver [40], pagina 43):
(4.3.6) X(Dy)<2—k<1

Con estas dos acotaciones tenemos:

d v(t)

- <
dt cosh(v/—bt) —

1
— ze”t/ —KN 4 b)do + eV PR(t)+
e [ crven 0

- — s s
/ smhz(\/ bt) E <AS( VSr ’ Vsr ),Vlr> Ao+ 4oV
op, cosh®(v/=ot) [|Vr|| V|| [[Vor

Integrando los dos términos de la desigualdad entre 0 y t.

. 0 oo
Teniendo en cuenta que -2 = 0 podemos escribir:
cosh 0
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v(t) 1 / \/7 N
s K" +b)dods+
cosh(v/—0bt) \/ { Dg( Jdods

/ Vs () +/ sinh(v/—bt) <AS( Vi Vo )VLT>du)—
D, cosh2 (v =bt) IVSr(|™ V5]

\/___b( } { / Ws/g( KN + b)dods+
(4.3.7) / —V=bs R(s)ds +/D sinh(v/—bs) <AS( Vor  Ver ),vir> dﬂ)}—4—”.

cosh? (v/—bs) V57| (IVSr| b

Por hipétesis (I) sabemos que
(4.3.8) / |45 do < 400,
s

en particular también se cumplird

(4.3.9) / eV (| 45| do < +oo.
S

Si usamos la Proposicién 4.2.14 para f(x HASH , sabiendo la convergencia de la
integral anterior y recordando la deﬁmclon de R(t) tenemos:

+o0
(4.3.10) / e VUR(L) dt < 400
0

De la misma manera, por hipétesis (I1) y si tomamos f(z) = —K¥(z) + b(> 0):

+oo
(4.3.11) / eV [ (—KN 4 b)dodt < 400
0 Dy

Con estas acotaciones tenemos la desigualdad
o)
cosh(v/—=bt) —
1 h(v/=b S §
sin 2( s) <AS( VST | VST ),VLT> .
= p, cosh®(v/=bs) IVor|| " IV or|

donde C' es una constante. Veamos el siguiente lema para la acotacion final.

(4.3.12)
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Lema 4.3.2 FEuxiste una constante Cy tal que
/ sinh(v/—0bt) <AS( Vi Vor
p, cosh®(v/=0bt) V(| [ V7|

v(t)
4.3.13 Coy | ——F——
( ) ? cosh(v/—bt)
Demostracién. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a los productos

escalares [ fgy (X,Y) (y teniendo en cuenta que HASH2 > HAS<U, v)H , para cualquier
vector v)

),VLT> do <

/ sinh(+/—bt) <AS( Vir Vo
p, cosh?(v/=bt) V| Vol

V-r
/ sinh \/_t HAS” cos’}’f \/lt)dag

(4.3.14) / |1AS|P do / sinh®(v/=bt) | VL7 || do
- Dy COSh \/ t D, COSh3 / _t)

|AS|| sinh rt ||VJ' ||)

cosh2 (v/=bt) cosh2 (v/=bt)
Tomando s = 0 en la Proposicién 4.2.13 tenemos

[, cosh(v/=bs)do .
cosh®(v/=bt)
sinh?(v/—bs Lp|? smh2 S Ly
I e I e

),Vlr> do <

(se ha aplicado Cauchy-Schwarz a

Ademas

[, cosh(v/=bs)do _ cosh(vV=h)o(t) _ w(t)
cosh®(v/=bt)  ~ cosh®(v/—bt) cosh(v/—bt)

por ser cosh(v/—bt) creciente. Asi

sinh®(V=0s) [[Vr|" o)
(4317) /Dt COShg(\/—_bs) dCT § COSh(\/—_bt>

(4.3.16)

y sustituyendo en (4.3.14):

: — s s
/ sinh(v/—bs) <AS( Vor | veor ),VLT> <
p, cosh?(v/=bs) VS| [Vl

\/ / ||AS|| ot
p, cosh(v/—b cosh(v/—bs)
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Puesto que se cumple —F < 2e7V7 ¥t > 0 tenemos

AS
(4.3.18) \// A% do H do \// 2e~V=br || AS|? do < +o00,
D, cosh

y tenemos el resultado. m
Volviendo a (4.3.7), y usando el lema, hemos obtenido:

(4.3.19) % < Cy+Cy %

Sig(t) = % la desigualdad puede escribirse

(4.3.20) ¢G> —Chg—C, <0

por tanto los valores de g(t) deben estar entre los puntos de corte de la parabola
(4.3.21) y = 2> — Cor — C)

que son reales y distintos (por ser C; > 0 y no nulos simultdneamente), luego g(t) (y por
tanto g(t)?) estd acotada.

Hemos demostrado que % < C para algin nimero C'.
Luego

(4.3.22) v(t) < C cosh(v/—bt)

y

(4.3.23) o) < O cosh(V=ht) trpe )

cosh(v/=bt) —1 ~ cosh(y/—bt) — 1

Y queda demostrada la primera afirmacién del Teorema.

4.3.2. Demostracion del apartado 2

Sabemos que, ademas de ser no decreciente (por Teorema 1 de [2] y por [38]), el

cociente % esta acotado segun el resultado de la parte anterior de este Teorema.
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Partiremos de la desigualdad (4.3.2), vista en la demostracién del apartado anterior:
1
My (VU (8) + b w(t) < — / (KN ~b)do + SR(1)+
Dy

1 Vor Vor >
A , VA Y dp + 2mx(D
/aDt ||v5r||< o5 e (D)

Definimos, por comodidad:

1 Vor Vor
4.3.24 I(t _/ —<AS( , >,vir> d,
(4.3.24) 0= ) s\ vs v

por lo que nuestra desigualdad queda

1
(4.3.25) —2mx(Dy) < —/D (KN —b)do + éR(t) + I(t) — ne, (V' (t) — b v(t)
Nuestro objetivo es acotar el término de la derecha. Sabemos por hipdtesis que

Jo(b — KN)do y fSHASH do son convergentes. Sélo nos queda, por tanto, acotar
I(t) — nu,(t ) '(t) — b v(t). Para ello demostremos el lema siguiente:

Lema 4.3.3 fot cosh(v/—bs) v'(s)ds > wv(t)

Demostracién. Sabemos, por el no decrecimiento de % (corolario 2.3.14)
que

(4.3.26) <cosh(\/—_bt) - 1) V(1) > o(t)V—bsinh(vV—bt),

luego, integrando por partes:
/0 t cosh(v/—bs) v'(s)ds =
v(t) cosh(v=bt) — v—b s) sinh(v/—bs)ds >
o(t) cosh(v/—bt) — /0 t(cosh(\/—_bs) 1) (s)ds —
o(t)(cosh(v/—bt) + 1) — /O " cosh(v=bs) o/(s)ds.
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Despejando fot cosh(y/—bs) v'(s)ds se obtiene el resultado. m

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la relacion xy < # en I(t) nos
queda:

Ve 1A% [V*r|

_[ S ||

(”S/MHA Rl My & W/ e IV e i e
Ny, 77b

L (120 @]9
- + dp <
2 /m <||v5r|| vse )=

1 [ES / |V
4.3.27 + N, (T 1 d
(4320) /aDt o5 T L

El primer sumando, por la férmula de la co-area (véase la nota 2.3.38), es

L L 4]
(4.3.28) R(t) = / d,
oy (1) Ny () Jop, V57|
[lvr®
Con el tltimo lema vamos a acotar faDt SN dp:

[V 1— || V5r|?
" t/ IV gy — o, t/ LWV g, <
D ) T O ), TV

ey (D0 (£) = 170 (2) / IV5rdo <

R O / cosh(v/=Ds) v/(s)ds < (por (4.2.22))

smh

N (D)0 (£) — (Si)zzbf/)__\;__(cosh V=bt +1) (por (4.3.3))=
(4.3.29) Do (D0 (1) — 1 (£)20(2) — \/:ﬁ?%ft)‘
Por (4.3.27) v (4.3.29) se obtiene:
(4.3.30) 1) < —L Rt + m, (00 (6) - (1)%0(t) — YPeaD0®)

Nwy (t)

sinh v/—bt
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Ahora consideramos (4.3.25), aplicamos (4.3.30) y despejamos 27y (D;) :

1
Ny (1)
_ \/__bnwb (t)v(t) <

sinhv/—bt —

RO+ 00— - () - YUl

_zwngfi/(h—KNMa+%R@%+ R(t)+

Dy

N (DU (£) = 1, (£)*0(8) = (e, ()" () + b 0 (1))

(4.3.31) Aﬁb—KNMa+%R@%%mﬂw

Se cumple

ltm v(t)(—b — n,, (1)?) =

t——+o0

, bu(t) ) ( v(t) b )
lim ———— = lim - - =
t—+ooginh“ \/—bt  t—+oo \ sinh v/ —bt sinh v/ —bt

, v(®) b )
lim =C.0=0,
t—+00 (cosh vV —0bt sinh /-0t

ya que, en la primera parte de este Teorema, se ha demostrado que
acotado.

Puesto que [ HASHZ do = O+°° R'(t)dt < +o0 (véase nota 2.3.38) sabemos que existe
una sucesiéon monoétona creciente {t;}; 7%, tendiendo a infinito, de forma que

v(t)
cosh /—bt

estaba

(4.3.32) lim R'(t;) = 0.

i—400
Por lo que también

1 0
4.3.33 lim ——R'(t;) = — = 0.

Consideramos la familia { Dy, },-% formada por bolas extrinsecas abiertas, con clausura
compacta. Su unién es Sy se cumple Dy, C Dy, ,. Si tomamos limite inferior cuando i
tiende a +o00 en (4.3.31) obtenemos segin las consideraciones anteriores:

lim inf (=27x(Dy,)) <
1—>+400
b-u(t)

_ RN l/’ 5|2 _ bwld)
/S(b K )d0—|—2 SHA H do + Sup,- sinh(\/—_bt)'

Segin el Teorema 2.3.36 tenemos —x(S) < lim;_, ;o Inf (—27x(Dy,)), luego
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(4.3.34) —27mx(S) < /S(b — K™M)do + % /s ||ASH2 do + Sup,- %
Por otra parte sabemos que
m sinh /—bt ~ lm sinh /—bt _
t—+oocosh /—bt  t—+oocosh /—bt — 1
y también que Vol(Bf 2) = _TQW(COSh v/—bt—1) por lo que podemos escribir la desigualdad
(4.3.34) ast:

(4.3.35)

v(t)

1 2
4.3.36 —27x(S g/b—KN da—i——/ A%||" do — 27 Su S S
(4:3.36) (9 < [ b=KNdo+ 5 [ ||4%) 0 o 57

Despejando —x(S) obtenemos el resultado querido.

4.4. La desigualdad de Chern-Osserman para super-
ficies no minimales en una variedad de Cartan-

Hadamard

Teorema 4.4.1 Consideremos una constelacion isoperimétrica {N"™, S?, ijb,h}f donde
b < 0. Supongamos que el espacio modelo C’f}mh = M2, estd fuertemente balanceado.
Supongamos que se cumple

(1) / (b— K™)do < +o0,
S
(11) /SHAS||2d0 < +00

(111) /HHSHda < 400
S

Entonces

1. Sup,. #\t}jbt < 400, donde v(t) = Vol(D;) Vt > 0

2. 52 es de tipo topoldgico finito y, ademds,

1 1 VOI(Dt)
—(8) < — b—KNda—l——/ A%||2do — C' Su — "
X(5) < 2r /S( ) 4 Jg 1471 P>0 Vol(Bf’z)
(441) —V_b/ | HS||do — 1/ |5 2do — 220
T Js TJs 2m

donde C = Inf;-q (cosh/—bt — qw (t)v/—bsinh v/=bt) € [0,1].
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4.4.1. Demostracion del apartado 1

Como K% < b se cumple (segtn la (2.2.57) de la Proposicién 2.2.25), siempre que f’
sea una funcién positiva,

(4.4.2) AS(for) > (f" = fnu) V50| + 2f (nu, + (VN7 HY)),
CcOomo

(4.4.3) (VY 1%)| < || 17

entonces

(4.4.4) — || < (9N B < |1
y tenemos

(4.4.5) AS(for) = (f" = ') [V + 2F (n, — || H5|))-

Sustituyendo f = cosh/—br y al ser
(4.4.6) =+ —=bsinhv—0bt, " = —bcoshv—bt = —bf

obtenemos:

A% cosh vV/—br >
s hv/—

HVSTHQ {—bcosh vV —br — v/ —bsinh v —br _bCOS br} +

sinh v/ —br
v/ —bcosh v/ —br }
2v/—bsinh v —b — || H5]] ¢+ .
S " { sinh v/—br ” H
Simplificando

(4.4.7) A® cosh v/ —br > —2bcosh v/—br — 2¢/—bsinh v/ —br HHSH .

Calculemos ahora la curvatura geodésica de S para un campo e, tangente a 9D,
unitario y utilicemos la comparacién de Greene-Wu (Proposicién 2.2.25) para f = 1

1
W=
v

1
W {_%b <e, VN7“>2 + N, + <As(e, e), VN7“>} -

1
NG {1y + (A%(e,€), V) },

Hess® (e, e) >
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porque <6,VNT> = 0. Como

(4.4.8) s =L [As(e,e) + A5(

Vor Vor
2 )

s oS

sustituyendo en la desigualdad anterior,

vor Vo
k> —— 3, () +2(H, V) — ( A + >
)2 g {02 01,9 — (4 sy V) >
1 Vor  Vor
4.4. e A N, (1) — 2 ||H|| = ( A® Lr) s
149) gy 0 =217 = (4 i g 7))

Por el Teorema de Gauss-Bonnet (ver nota 4.2.10):

(4.4.10) / kédu—i—/ K%do = 2mx(Dy),
BDt Dt

sustituyendo la curvatura geodésica por la expresion anterior

2x(Dy) >

1 Vor Vor
— S, () =2||H?|| = { A° L d /KSd.
|, /o5 {0 =285 = (st ) ) fot p, o

Recordemos la definicién:

Vor V% V-ir
4.4.11 I(t :/ <AS , , >du,
(4.4.11) = ) A\ s s o

aplicando la férmula de la co-area

s : 1727
(4.412) KSdo + 1, ()0 (t) — (n— 2) / I g 1),
Dy 0Dy HV TH
Sumamos y restamos b-v(t)
2x(Dy) >
5 , |1#7]]
(4.4.13) / (KS = b)do + nu, ! (1) + bo(t) — 2 / W 1)
Dy 0Dy ||v TH

Como

(4.4.14) T ()0 (£) + bv(t) = \/__bCOSh2 Vbt d < v )

sinh v/—bt dt cosh v/ —bt
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podemos despejar

d v sinh v/ —bt
- < 21x(Dy) + b— K%do+
dt (cosh \/—bt) ~ /—bcosh? \/—bt{ (D) /Dt( Jdo

2/ HHS” dp + I1(t)
o, Vo7l

Aplicamos la desigualdad

inh v/—bt
(4.4.15) TNV <9V
cosh” v/ —bt

y al ser x(D;) <1 tenemos, si integramos ambos términos de 0 a t,

v 1 t t
< 4 eﬂsczsm/ e”S/ b— K%)dods+
cosh/ =0t \/—b{ 7T/0 0 s( )do
' e ! sinh v/=b
4/ e*\/jbs H SHdluds_i_/ Slnz—sj(s)ds —
o Jop, | Vo7 o cosh?+v/—bs
4 2 ¢
%(e*ﬁ’t —1)+ ———b/o 6”8/3(17— K%)dods+
4 1 t sinh /—bs
- —/—bt HS d + I d }
v/ —=b /Dte H H ’ V—=b Jo cosh?®+v/—bs (5)ds
Como
(4.4.16) 4_”(67\/?# —1)< il
b b
y
(1.4.17) [ eS| < [ a)do < [ |1 do
Dy Dy S
se obtiene:
) 47 2 t
—/=bs S
— < —— 4+ — b— K”)dods+
coshy/—bt = b \/—b/o ‘ /( Jdods

4 S 1 t ginhv/—bs
m/,;”H ldo+ 2= | o vt

I(s)ds.
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Ahora sustituimos K segtin la férmula de la Proposicién 4.2.3:

v A, 2 / v / (b— KM)dods+
v o A2 _ >
coshv/—bt = b /=bJy .

1 t Vb 5112 4 /t e / S112
- vV —0s A - vV —0s H
\/_b/o (& /S H || dods \/_b ; (& SH H dods+

4 S 1 ¢ sinh /—bs
\/——_b/SHH ldo+ = | o vots

471' 2 /t _\/jb / N
_— 4 — e 5 b— K" )dods+
2 = DS( )

— [ e s A”||" dods+
L[ )
4 1 " sinh /—bs
4.4.18 — [ ||H®|| do +
( ) \/__b/SH | v—b Jo cosh®/—bs
Por las hip6tesis (I) y (II), la Proposicién 4.2.14 nos asegura la acotacién de los sumandos

segundo, tercero y cuarto del segundo término de la desigualdad. Vamos a acotar el
ultimo, para ello veamos dos resultados:

I(s)ds >

I(s)ds.

Lema 4.4.2
th (COSh V—=br — ||HS{ %) do - st (COSh\/—_b’I" — HHS|
cosh? \/—bt cosh? \/—bs -
/ 1+ sinh? y/=br || V4r||* — b=l cosh V=l HHSHda
Dy—Ds

inh /—br
Sﬁ) dO'

cosh® v/—br

Demostracién. Integrando y aplicando el Teorema de la divergencia a (4.4.7)
V—bsinh \/—bt/ |V or|| dp >
oDy
(4.4.19) - 2b/ cosh vV —bs do — 2V —b/ HHSH sinh v —bs do,
Dt Dt

despejando

S| o —
/ (cosh\/—_bs— ”H Hj/m_};\/_b8> do <
Dy -

1 sinh v/—bs S
g | I
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Ahora derivemos la siguiente expresion y usemos la desigualdad anterior

N G e Ll - W AW

di cosh? v/—bt >

L1 [ cosh® VT e S| i T [V

o {/BD o] u} i
1 1 + sinh? MT“VLT“z_Slnhr\;Eshnr HHSH

/HDt IvErl { cosh® \/—bt } 0

Integrando y aplicando la férmula de la co-area se obtiene el lema. m

Lema 4.4.3 FExisten dos constantes tales que

/t sinh v/—bs v(t)

4.4.20 ———I(s)ds < Oy | Cy + ———
( ) cosh? v/—bs (s)ds < 1\/ 2 cosh v/ —bt

Demostracion. Aplicando la formula de co-drea y usando el lema 4.4.2 para s = 0
tenemos

¢ — : — S s
/ smh;/ bs 1(5)ds :/ smhzx/ bs <A( VST | VST )7VLT> do <
o cosh®+/—bs p, cosh®y/—bs INGEE A=Al

/Slnh\/_r”ASH Hver
Dy cosh? v/—br

/ HASH / sinh? /—br HVLTH
p, cosh/—b r Dy cosh® v/—br

HAS” v(t) sinh v/ —br
+V- HS|| do <
\//l;t cosh v/— r cosh v/ —bt by coshZ v/—bt bt | HS| do <

(4.4.21) \// 26T || A5 d\/ o) T [ e s o
Dy

shv/—0bt

Luego, aplicando las hipétesis (IT) y (III):

" sinh v/—bs v(t)
4.4.22 ds < Ciy| ————— + C:
( ) /0 cosh? \/—bs Is)ds < 1\/cosh\/—bt 2
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y el lema queda demostrado. m
Retomando (4.4.18) y con todas las acotaciones demostradas

v(t) v(t)
4.4.23 ———— < 3+ (0| ———F=+C:
( ) coshv—bt ’ 1\/cosh vV —bt ?
Si llamamos ¢(t) = #f/)jbt + Cy
(4.4.24) g(t)? — Cy < C5 + Cig(t)

Luego puede expresarse
(4.4.25) g(t)? = Cig(t) —Cy —C3<0; A, BER

por lo que g(t) debe encontrarse entre los puntos de corte de la parabola y = x2? +

Az + B con el eje de las abscisas (existen y son distintos por ser C; positivos) y también

’ .z ’U(t)
lo estara la funcién —="7—-.

Hemos demostrado que #ﬁ% < (Y4, para algin numero C}. Luego

(4.4.26) v(t) < Cy cosh(v/—bt)
y
(4.4.27) o) < 1 cosh(V=bl) e .

cosh(v/—bt) —1 ~ cosh(y/—bt) — 1

La primera parte del Teorema queda demostrada.
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4.4.2. Demostracion del apartado 2
Demostremos el siguiente lema previo:
Lema 4.4.4 f(f cosh /—bt v'(s)ds > ShVbHC \/?Hcv(t) — Yo(cosh y=bt=1) ;/jbtfl)

t sz .
Demostracién. Como —U="_ ¢g una funcién no decreciente en Jto, +00[ (corola-
cosh v/ —bt—C

rio 2.3.12) tenemos
(4.4.28) (cosh v/—bt — C)'(t) > (v(t) — vo) V—bsinh v/ —bt, Vt > t,.

Por otra parte, aplicando la férmula de la co-drea, sabemos que la funcién v(t) es no
decreciente, por tanto se cumple también la desigualdad para ¢ tal que 0 < ¢t < ty. Luego

(4.4.29) (cosh v/—bt — C)'(t) > (v(t) — vo) V/—bsinh vV/—bt, ¥t > 0.

Integrando

t
/ cosh v/ —bt v'(s)ds =

0

v(t) cosh v/—bt — /0 t V=bsinh v/ —btv(s)ds >

v(t) cosh v/—bt — vy (cosh V—bt — 1) —

/0 t(cosh V—=bt — C)'(s)ds =

v(t) cosh v/ —bt — vy (cosh V—bt — 1) +
(4.4.30) Co(t) — /0 " cosh Bt o/ (s)ds

y obtenemos el resultado despejando fot cosh /—bt v'(s)ds. =
Recordemos ahora la desigualdad (4.4.13):

oy (D)) < — /D (K = b)do — v/ (t) — bo(t)+

S
wam [ I

Como ya se hizo en la demostraciéon del Teorema 4.3.1, podemos escribir la desigual-
dad

R(t) 72
(4.4.82) 105G [ g
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Si aplicamos la desigualdad (2.2.57) para f(t) = cosh v/ —bt tenemos

AS(cosh v=br) > 2f'(t) (n,, () — ||H%|)) =
(4.4.33) —2b cosh vV—bt — 2v/=bsinh v=bt || H?||.

Integramos y aplicamos el Teorema de la divergencia, luego

| vl dn=
oD,

2v/—b
(4.4.34) cosh v —bsdo —

e — ] — S
b . sinh \/_bsHH ||da.

2
sinh \/—bt /Dt

Por ser sinh v/ —bs creciente:

2v/—0
4.4, s / b/ _/ 791 do.
waz) [ 9z 2O [ o TRsto -2 [ %o

Y con la férmula de la co-area

| oIvsrdaz
0Dy

2/—b t

4.4.36 _—
( ) sinh v/—0bt Jo

coshv/—bt v'(s)do — 2/ | 27| do.
Dy

Si aplicamos esta desigualdad tenemos

192 |
Nw t/ do S% t/ —d/fl_
A0 ), TS =@

e (2) /8 IVl < 610 0) -

2V—b77w (t) /t
4.4.37 =Y TR hv—=bt v'(s)ds + 2n,, (t H?\|do.
( ) b vt /. Ccos v'(8)ds + 21, (t) . | H||do

Luego, aplicando ahora el Lema 4.4.4 podemos escribir
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IV-2r® :
oy (€ dp < ny, (t)v'(t)—

2v/—bn,, (1) (v(t)(cosh Vbt + C) ~ vp(cosh V—bt — 1)) N
sinh /—bt 2 2

21y (1) / VS do < 1y (00 (£) — 1y (£)20()—

20\/_ wb( ) h(\t/)_t
(4.438) . “‘_“;jffgt "oy 200,0) [ 1E5do.

Dy

Por otra parte, como

v/—b(cosh /—bt — 1)
v = el

obtenemos
Vir|?
nwb(t) /8Dt HHVST’;‘ dp <
M0 (0) = (008 = 20V (0
(4.4.39) N, (£)*V0 + 21, (1) ; | H®||do.
Por tanto
/ / (t)
I(t)émR(thb(t)v () = N, ()%0(t) — 20V =, () ———— PN 7
My (8) 00 + 211, (¢) : 15| do < (t)R’(thb(t)v’(t)+bv(t)+
(4.4.40) 205%\?__& + 7, (1) 200 + 21, () /D t 12| do

Volviendo a la desigualdad (4.4.13) y por la Proposicién 4.2.3,

Ny (1)V' () + D (1)
/D (b— KN)do + R( V=2 [ 1H2do + I(t) + 27x(Dy)

Dy
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y aplicando (4.4.40)

1 1
— 9my(Dy) < / (b= K™N)do + ~R(t) + —— R(1)+
Dy 2 nwb(t)
v(t) 9 s / S |2
4.4.41 2Ch———— + 1y, (£) 200 + 2110y, (t HS\|do —2 | ||H®|?do.
(4.4.41) - My ()00 + 21, () DtH |do . 15 |*do

Con esta desigualdad podemos deducir, despejando convenientemente
2 [ ||H®|]Pdo < / (b— KN)do + 1R(t) + !
Dy 2 T, (t)

Dy
v(t) 2 S
—— 4+, (t) vy + 21, (T H”||do.
sinh\/—_bt n b( ) 0 n b( ) D, || H

Como x(D;) < 1 (las bolas extrinsecas son conexas) y el resto de sumandos también
estan acotados, podemos concluir

R (t)+

2Ch

/ | HS||*do < 4o0.
S

Por otra parte, al cumplirse

AS|2 AS|2
/(“ H +||HS||) do = 1fm (” “ +||HS||) do <
S\ Moy (t) =400 Dy \ Ty (t)

1
lfm (—t | A ||*do + ||HS||da)

t=+00 \ T, (1) Dy Dy

1
4.4.42 = —/ A 2d0+/ H¥||do < 400,
( ) N SH I S|| I

existird una (sub)sucesién mondtona creciente {t;}3°,, cuyo limite es +00 cuando i — oo,
tal que

, sz ES) )
4443 lim ( + dy =0
(4.443) B2 S @IV 1957

luego, como ambos sumandos no son negativos, tenemos

, |A%]?
lfm — = =0
i Jop, T (t) V7|

, |27
4.4.44 hm/ dup =
sy B2 fop, 950
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Consideremos ahora una colecciéon exhaustiva de S formada con bolas extrinsecas
{Dy,}2,. Como en el Teorema 4.3.1, ya que {Dy,}°, es una familia de precompac-
tos abiertos conexos que cubren S, entonces {—x(D,,)}2, es mondétona no decrecien-
te.Entonces tenemos, sustituyendo ¢ por ¢; y tomando limites cuando ¢ — oo en la
desigualdad (4.4.41), que

1
27 Tim mf({—x(Dy)}22) < / (b— K)o + - / 45 2o+

v(t) S S
4.4.45 bC' lim H”||*do + 2v — / H?||do — by,
( ) t—1+ooCOSh vV —=bt — 1 / H ’ ’ |7 ]ldo = by

v(t)

o . v(t)
ya que coinciden el limite de v Y el de

sinh/—bt*
Aplicamos en este momento el Teorema de Huber 2.3.36, S? tiene topologifa finita y

= 2mx(5) < 27 lim mf({—x(Dy,) }32;) <
1
/(b — KN)do + —/ | A%||2do+
S

v(t) s s
4.4.46 bC' lim H”||*do + 2v — / H”||do —b
( ) tﬁl+ooCOSh v —bt — 1 / | || ? |#7[do = buo-

Con esto se termina la demostracion del apartado 2.

Corolario 4.4.5 Sea N™ una variedad de Cartan-Hadamard (K™ < b < 0) completa
y S? una superficie propiamente inmersa. Supongamos que la curvatura media de S
esta acotada de la siguiente forma

(4.4.47) —(H*,V¥r) < va “Wh() vy e S,

donde T > 1.
Ademds supongamos que se cumple

(1) / (b— K™)do < +o0,
S
(1) /HAS||2da < 400
S
(111) /HHSHda < 400
S

entonces
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1. Sup,~ Cosﬁ(—f/)_—bt < 400, donde v(t) = Vol(D;) Vt > 0

2. S? tiene topologia finita y

1 1
—x(S S—/b—KNda—i-—/ AS||2do—
$) < 5 0= K%+ [ 14%)

T

Vol(Dy) —b/ S 1/ S12 bu(to)
4.4.48 Cr Su + H”||do — — H”||*do — ————=
4a48)  Cruweg g+ [ S0 — [ a0 -

donde Cr = ﬁf <2€%ﬁ+ (T — 2)/merf (\%)) :

Demostracién. En este caso la funcién h(t) es

\ _b€f2\/fbt.

(4.4.49) hit) = =

Veamos los siguientes hechos que nos permitiran aplicar el Teorema 4.4.1.

1. Es positiva y tiende a 0.

2. Podemos hallar

f(t) = cosh v/ —bt — qu (t)v/—bsinh v—bt =

e~ 2V bt
e K e—2vV—bt

- eT + 1 Vb
T @VTer + )+

1 e~V
(4.4.50) (T —2)/7 (erf (ﬁ) —erf ( 77 >)),

que es decreciente. Luego el infimo de f(¢) coincide con el limite y:

Cr = lim (COSh vV —bt — qw(t)vV —bsinh v/ —bt) =

t—4o00

(4.4.51) ﬁ (2e%ﬁ + (T = 2)y/Terf (%)) ,
donde
(4.4.52) erf(z) = % /O et
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3. Veamos que qw (t) < \/%
Sabemos que h(t) = @6_2\/jbt <1 (N, (t) = V/=b) (para T > 1) luego

W'(t) = (1, (t) — 2h(8)) W (1) = VbW (t),
integrando
W (t) > V—bIW (),

por lo que

qw(t) <

hils

4. La condicién de balance se cumple para cierto ¢ (siendo este valor dependiente de
T)

En efecto, se cumple

(4.4.53) lm g (1) (., (1) — h(1)) = 1

t——+00

por lo debe existir ese ty de manera que la funcion rebase % a partir de él (ya que
de no ser asi no podria ser el limite igual a 1)

Cumplen, por consiguiente, los requisitos para que {N", 5% CZ ,} sea constelacion
isoperimétrica adaptada, aplicamos el Teorema 4.4.1 y hemos demostrado el corolario.
]

Nota 4.4.6 Si S es una superficie minimal:

1. Podemos tomar la funcion radial h(t) = 0, obviamente, ya que ahora la curvatura
media es (.

2. Obtenemos

t .

hv/—bsd 1 coshy/—bt — 1

(4.4.54) qw (t) = qu, (1) = fo s'm sds _ cos. bt ‘
sinh v/ —bt V—b sinh/—bt

De esta forma C' = Inf~ (Cosh Vv —bt — qw(t)v/—bsinh \/—bt) =Inf,no 1 =1.
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3. Recordemos que la condicién de balance (ver 2.5.13) es: qw (t) (n., (t) — k(1)) > 3.

Sustituyendo h(t) y qw(t) por sus valores en una superficie minimal (segin se ha
comentado en los puntos anteriores) tenemos

1 coshv—bt —1+/—bcosh+/—bt
LV N T s A
cosh? v/—bt — cosh /—bt

sinh? /—bt '

Puede comprobarse que la funcion anterior es creciente y que su limite

1

cuando t tiende a 0 es 5 (aplicando L “Hépital, por ejemplo). Por tanto:

qw (t) (M, (t) — h(t)) > 1,Vt > 0 y el valor ty a partir del cual se cumple el ba-
lance es 0. Se deduce por tanto que vy = 0 en el Teorema 4.3.1.

(4.4.55)

Luego, por todo lo anteriormente dicho, del Teorema 4.4.1 se obtiene como corolario
el Teorema 4.3.1.
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