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2 1. Introducción

1.1. Análisis de la distancia extŕınseca

Si queremos estudiar la estructura geométrica de una variedad Riemanniana pode-
mos hacerlo investigando las propiedades anaĺıticas de las funciones definidas en ella.
Estas funciones provienen de ecuaciones diferenciales planteadas a través de operadores
diferenciales (como el Laplaciano) que se relacionan con la estructura de la variedad.

Como ejemplo principal tenemos la función distancia (desde un punto fijado o desde
una hipersuperficie). Como puede verse en el trabajo clásico de R. E. Greene y H. Wu [18],
cotas inferiores sobre las curvaturas seccionales (o la curvatura de Ricci) de una variedad
determinan cotas superiores del Hessiano (o Laplaciano) de la función distancia. Por
tanto construir funciones que sólo dependen de la distancia (resolviendo, por ejemplo,
ecuaciones en derivadas parciales eĺıpticas en espacios rotacionalmente simétricos) nos
da un control sobre el Hessiano y el Laplaciano de dichas funciones.

Este control nos permite relacionar las cotas de las curvaturas con la existencia de
funciones armónicas (o subarmónicas) acotadas y no constantes definidas en toda la
variedad. Es decir, por ejemplo, podemos relacionar la curvatura de una variedad con su
carácter parabólico o hiperbólico.

Debemos notar que estas propiedades teóricas nos proporcionan, a través de infor-
mación estrictamente geométrica, una descripción anaĺıtica de fenómenos f́ısicos o pro-
babiĺısticos como el movimiento Browniano definido en una variedad. O también su
conductividad eléctrica si suponemos que la variedad se construye con un material con-
ductor.

El v́ınculo que une estos conceptos es el llamado criterio de Kelvin-Nevanlinna-
Royden (véanse [19] y [33]).

Nuestro objetivo es el estudio de algunas propiedades teóricas de la teoŕıa de fun-
ciones (y teoŕıa potencial) de una subvariedad P propiamente inmersa en una variedad
Riemanniana N que posee al menos un polo. Su existencia es suficiente para que en N
pueda definirse la distancia desde el polo a cualquier punto de la variedad y establecer
un criterio que decida si la subvariedad es hiperbólica o parabólica.

Las técnicas usadas son las del análisis geométrico de la función distancia en la subva-
riedad, relacionando el Hessiano con la curvatura tal como se estableció en el Teorema de
Greene y Wu en [18]. También se controla el Laplaciano, usando el análisis del Hessiano
y su relación con el ı́ndice, de algunas funciones concretas a través de las curvaturas
intŕınsecas de N y las curvaturas extŕınsecas de P en N . Todo esto con la finalidad de
asegurar la parabolicidad o hiperbolicidad de P.

La conclusión es que las curvaturas extŕınsecas de la subvariedad (su curvatura media)
determina en gran medida algunas de las propiedades de las funciones.

Por otra parte, la distancia extŕınseca definida en una superficie S, no acotada, pro-
piamente inmersa en la variedad Riemanniana N con un polo, nos permite (con ciertas
condiciones que se traducen en la ausencia de puntos cŕıticos fuera de un compacto
K ⊂ S) deducir cuestiones topológicas de S. Concretamente, bajo dichas hipótesis, pue-
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de concluirse que la topoloǵıa S se encuentra reducida al citado compacto K, ya que
S −K no es más que una unión de cilindros.

1.2. Parabolicidad e Hiperbolicidad de una

(sub)variedad

Como hemos comentado anteriormente, podemos, a través del estudio anaĺıtico de la
función distancia, determinar si una variedad (o subvariedad inmersa en una variedad con
curvatura controlada) es parabólica o no. En primer lugar definamos variedad parabólica:

Una variedad Riemanniana Mn se denomina parabólica si no admite una función de
Green positiva y finita.

Una variedad es hiperbólica sii no es parabólica. Es decir, es hiperbólica sii admite
funciones de Green positivas y finitas.

Esta definición es sólo una de las posibles, concretamente es la usada en [32].
No obstante, en el art́ıculo [33], T. Lyons y D. Sullivan establecen una serie de con-

diciones equivalentes a la hiperbolicidad. Es el llamado criterio de Kelvin-Nevanlinna-
Royden.

En él se establece que la hiperbolicidad de una variedad Riemanniana M equivale a
que:

(a) M admita una función superarmónica positiva y no constante (o equiva-
lentemente, admita una función subarmónica no constante y acotada).
Esta condición entronca con el análisis armónico, su enfoque puede estudiarse en
[19] y se relaciona con la propiedad de Liouville. El clásico Teorema de Liouville
asegura que toda función acotada y armónica definida en Rn debe ser constante. Se
dice que una variedad Riemanniana completa M cumple la propiedad de Liouville
cuando cada función armónica y acotada definida en ella es constante. Por tanto
las variedades parabólicas satisfacen la propiedad de Liouville. Desde este punto
de vista el estudio de la parabolicidad e hiperbolicidad de variedades Riemanniana
abarca el estudio del comportamiento geométrico cuando el Teorema de Liouville
se cumple.

(b) M tenga capacidad positiva, es decir que exista un conjunto precompacto
no vaćıo D ⊂M tal que Cap(D,M) > 0.
Puede verse la relación de esta aseveración con la Teoŕıa Potencial y del Electro-
magnetismo. Para verlo supongamos que una variedad Riemanniana M se fabrica
con material conductor de la electricidad y consideremos que tenemos un capaci-
tor (almacenador de enerǵıa eléctrica) compacto K de M , incluido en un dominio
precompacto Ω ⊆ M . Ahora imaginemos que se establece una diferencia de po-
tencial igual a 1 entre las fronteras ∂K y ∂Ω. Entonces el flujo de corriente de
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electricidad que entra en Ω−K a través de ∂K está dado por la capacidad de K
en Ω. Puede probarse que esta condición (b) implica que M es parabólica sii tiene
capacidad nula, es decir existe una abierto precompacto no vaćıo D ⊆ M tal que
Cap(D,M) = 0.

(c) El movimiento Browniano en M sea transitorio.
Es decir que para todo conjunto abierto y precompacto no vaćıo Ω se tiene que,
dado x ∈ Ω y dada una part́ıcula Browniana que inicia su movimiento en x ésta
dejará con probabilidad 1. El movimiento Browniano es el movimiento irregular
de part́ıculas microscópicas suspendidas en un ĺıquido causado por las colisiones
que experimentan estas part́ıculas con las moléculas del ĺıquido. Se trata de un
fenómeno de naturaleza estocástica que fue descrito ya por el sacerdote y botánico
R. Brown en 1828.

Encontrar una descripción geométrica de la parabolicidad (o hiperbolicidad) de una
variedad Riemanniana es una cuestión central dentro de la teoŕıa de funciones de varie-
dades de Riemann. Dos trabajos en donde se desarrolla esta tarea son [19] y [32]. Esta
descripción se puede considerar como una caracterización, como una condición sólo sufi-
ciente o como una condición sólo necesaria. La geometŕıa involucrada abarca conceptos
como el crecimiento del volumen de la variedad o la acotación de su curvatura de Ricci
o seccional (véanse [1], [9], [19], [25], [26], [53] o, más recientemente, [20]).

Un intento inicial de obtener una descripción geométrica de la parabolicidad se dio
en 1935. L.V. Ahlfors probó (ver [1]) que una superficie M2 rotacionalmente simétrica es
parabólica sii la integral

∫∞
0

1
vol(Sr)

es divergente, siendo Sr la esfera geodésica de radio

r en M2. Basándose en este resultado, J. Milnor obtuvo (véase [42]) un criterio para
determinar la parabolicidad/hiperbolicidad de una superficie completa rotacionalmente
simétrica a través de la curvatura de Gauss. P. G. Doyle, demostró (véase [13]) cómo pue-
de extenderse este criterio a superficies completas que tienen un sistema de coordenadas
polares, es decir superficies con un polo.

Este resultado de Ahlfors fue generalizado por varios autores (véase por ejemplo
[19]) a espacios rotacionalmente simétricos con dimensión mayor que 2. Son los llamados
espacios modelo que se presentan en nuestro trabajo. De esta forma tenemos el siguiente
Teorema (véanse [1] y [19])

Teorema (Ahlfors) Sea Mn
w un espacio modelo completo y no compacto. Entonces

Mn
w es parabólico (hiperbólico) sii∫ ∞

ρ

dr

wn−1(r)
=∞ ( <∞), respectivamente,

donde el volumen de las esferas geodésicas Swr de Mn
w está dado por Vol(Swr ) = wn−1(r).
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Finalmente, K. Ichihara, demostró (ver [25]) que una variedad Riemanniana com-
pleta y conexa es parabólica si su curvatura de Ricci está acotada inferiormente por la
curvatura de un espacio modelo que satisface la condición de Ahlfors sobre la divergencia
de la integral anterior. Es hiperbólica si sus curvaturas seccionales están acotadas supe-
riormente por la curvatura de un espacio modelo que satisfaga la condición de Ahlfors
de convergencia de la integral mencionada.

Pretendemos dar una interpretación geométrica sobre la caracterización de la para-
bolicidad e hiperbolicidad de una variedad (o superficie).

Esta caracterización geométrica puede arrojar luz sobre algunos aspectos de la pa-
rabolicidad e hiperbolicidad de las superficies minimales en R3. En su trabajo [39], S.
Markvorsen y V. Palmer probaron que las subvariedades minimales Pm propiamente in-
mersas en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales
acotadas superiormente por una constante b (KN ≤ b) son hiperbólicas si: o bien b < 0
y m ≥ 2 o bien b = 0 y m ≥ 3.

Hay que tener en cuenta que las superficies minimales en R3 están excluidas de este
resultado (en general superficies minimales en Rn). Por ejemplo, mientras la catenoide
es parabólica la superficie de Scherk doblemente periódica (o la triplemente periódica
superficie P de Schwarz) son hiperbólicas. Sin embargo las superficies minimales en el
3-espacio hiperbólico son todas hiperbólicas como hemos comentado.

Para explicar este comportamiento se introdujo en [36] el concepto de radialidad.
Este concepto de radialidad significa lo siguiente:

Si suponemos que el polo o de N también se encuentra en P (la demostración de
los resultados es independiente de este hecho) y si P es totalmente geodésica entonces
∇Nr = ∇P r en todos los puntos y, por tanto, ‖∇P r‖ = 1. Por otra parte, si P no
es totalmente geodésica, dado el punto de partida o ∈ P desde el que se miden las
distancias, sabemos que ∇Nr(o) = ∇P r(o) (luego ‖∇P r(o)‖ = 1). Por tanto, en cierta
forma, la diferencia 1−‖∇P r(q)‖ cuantifica el desv́ıo radial de la subvariedad P respecto
a la variedad ambiente N .

Para el control de este desv́ıo se definen los conceptos de tangencia radial y curvatura
media radial con el que se conforman parte de las hipótesis de los resultados.

Como ejemplo de estos resultados tenemos el siguiente Teorema:

Teorema: Sea Nn una variedad Riemanniana y Pm subvariedad completa propia-
mente inmersa en N cumpliendo

Ko,N(σx) ≤ b < 0

−
〈
HP ,∇Nr

〉
x
≤ h(r(x)) ≤

√
−b coth

√
−br(x)(1.2.1)

para todo x con r(x) > ρ.
Si

(1.2.2)

∫ ∞
ρ

e2
∫ t
ρ h(r)dr

sinh
√
−bt

dt <∞,
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entonces Pm is hiperbólica.

Este Teorema se deduce fácilmente del Teorema 3.3.9.
Como puede observarse al comparar este resultado con el de Ahlfors, se considera en

sentido amplio un espacio modelo con función de alabeo

W (t) =
sinh
√
−bt√

−be−2
∫
h(r)dr

que nos sirve para controlar tanto la curvatura del espacio ambiente como la curvatura
media de la subvariedad. Este espacio modelo se utilizará también en el siguiente caṕıtulo.

1.3. Desigualdad de Chern-Osserman

La curvatura de una variedad tiene influencia en su topoloǵıa. Como punto de partida
de esta cuestión podemos citar el Teorema de Gauss-Bonnet (1848): Si S es una 2-
variedad compacta y orientada entonces∫

S

KGdσ = 2πχ(S),

donde χ(S) es el invariante topológico conocido como la caracteŕıstica de Euler. A la
integral de la curvatura de Gauss (KG) se le llamará curvatura total.

Posteriormente se generalizó a variedades compactas y orientables de dimensión par
(véase [17])

En cuanto a superficies no acotadas, en 1935, S. Cohn-Vossen estableció que: sea
S una variedad 2-dimensional, completa y con curvatura total finita (

∫
S
KSdσ < ∞)

entonces: ∫
S

KSdσ ≤ 2πχ(M).

En 1957, A. Huber demostró (ver [23]) que: Si S es una variedad 2-dimensional
completa, conexa y orientable con curvatura total finita entonces

χ(S) 6= −∞,

y, además, la superficie es de topoloǵıa finita.
En 1967, S. S. Chern y R. Osserman (ver [10]) demuestran para una superficie S mi-

nimal y propiamente inmersa en Rn, y usando técnicas de Análisis Complejo, la relación
entre curvatura total y su caracteŕıstica de Euler. Si S es una superficie minimal, orien-
table y propiamente inmersa en el espacio Eucĺıdeo, con curvatura total finita, entonces:

−χ(S) ≤ − 1

2π

∫
S

KSdσ − (no.finales)
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L.P Jorge y W. Meeks III (ver [28]), en 1983, demostraron que la desigualdad anterior
es, en realidad, una igualdad. Además identificaron el número de finales con el crecimiento
de V ol(Dr)

V ol(B0,2
r )

. Este cociente representa el crecimiento del volumen de las bolas extŕınsecas

de la superficie con respecto a las esferas en el Eucĺıdeo.
A este respecto B. White (ver [54]) demostró más adelante (1987) su propia versión

de este Teorema para superficies en R3 y aseguró que basta tener la integral de la parte
negativa de la curvatura finita para concluir que S tiene topoloǵıa finita. Más aún: la
superficie es homeomorfa a una superficie compacta en donde se han quitado una cantidad
finita de puntos (llamados finales de la superficie, realmente son las antiimágenes de
entornos de dichos puntos mediante el homeomorfismo).

En 1984, M.T. Anderson demostró (ver [3]) el mismo resultado pero para subvarie-
dades minimales. Anderson impuso la hipótesis∫

P

‖AP‖mdσ <∞

en vez de curvatura total finita (en el caso de una superficie minimal propiamente inmersa
en Rn ambas son equivalentes), siendo AP la segunda forma fundamental de P en Rn y
‖AP‖ su norma de Hilbert-Schmidt.

En este contexto histórico, Qing Chen y Yi Cheng (véanse [7] y [8]) demostraron
en 1999 mediante la siguiente desigualdad de tipo Chern-Osserman para superficies mi-
nimales, completas, propiamente inmersas en Hn(b) y con curvatura extŕınseca finita∫
S
‖AS‖2dσ <∞:

−χ(S) ≤ 1

4π

∫
S

‖AS‖2dσ − Supr>0

Vol(S2 ∩Bb,n
r )

Vol(Bb,2
r )

.

donde Bb,n
r denota la r-bola geodésica enHn(b) y Vol(S2∩Bb,nr )

Vol(B0,2
r )

es el crecimiento del volumen

de los dominios S2 ∩Bb,n
r (las bolas extŕınsecas) con respecto a πr2.

En este trabajo demostramos una desigualdad similar para superficies minimales
completas con curvatura extŕınseca finita

∫
S
‖AS‖2dσ < ∞ propiamente inmersas en

una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales acotadas
superiormente por una cantidad negativa b < 0. Si denotamos como KN |S a las curvatu-
ras N -seccionales de los planos tangentes TpS, tenemos

∫
S
(b−KN |S)dσ <∞. Es decir,

la variedad N , fuera de un compacto, no está curvada en demaśıa con respecto a Hn(b).
Un ejemplo de estas variedades son las variedades asintóticamente hiperbólicas.

Bajo estas hipótesis la topoloǵıa de la superficie S es finita y la desigualdad en este
caso (véase Teorema 1.1 en [14]) es:

(1.3.1) −χ(S) ≤ 1

2π

∫
S

(b−KN |S)dσ +
1

4π

∫
S

‖AS‖2dσ − Supr>0

Vol(S2 ∩BN
r )

Vol(Bb,2
r )

.
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donde BN
r denota la r−esfera geodésica en el espacio ambiente N .

Una pregunta aparece en este contexto relacionada con la minimalidad de la superficie
S: ¿se puede demostrar la finitud de la topoloǵıa de una superficie que no necesariamen-
te es minimal en una variedad de Cartan-Hadamard y, además, poder establecer una
desigualdad de tipo Chern-Osserman? Es oportuno referirse a [54], donde se demuestra
la finitud de la topoloǵıa para superficies no necesariamente minimales en el espacio
Eucĺıdeo Rn.

En la parte final de este trabajo mostramos una respuesta parcial a esta cuestión. Con-
sideramos una superficie S completa propiamente inmersa en una variedad de Cartan-
Hadamard N con sus curvaturas seccionales KN acotadas superiormente por una cons-
tante b < 0. Como en [14], suponemos que

∫
S
‖AS‖2dσ <∞ y que

∫
S
(b−KN)dσ <∞.

Por otra parte suponemos que la curvatura media de S en N, HS, está controlada por
una función radial h(r) (que depende sólo de la distancia de a un punto fijado o ∈ N, polo
de la variedad) y su curvatura media total

∫
S
‖HS‖dσ es finita. Entonces obtenemos una

desigualdad de tipo Chern-Osserman, demostrando que la topoloǵıa de estas superficies
no minimales es finita y generalizando los resultados de [7], [8] y [14].

En ambos casos, minimal y no minimal, las desigualdades isoperimétricas en las que
se basan son aplicación del Teorema de la divergencia y el Teorema de comparación del
operador Laplaciano que proviene del análisis del Hessiano para variedades con un polo.
Estos resultados pueden consultarse en [18], [35] y [48].

Es particularmente interesante la estimación de la caracteŕıstica de Euler de una
superficie propiamente inmersa

−χ(S) ≤ ĺım
t→∞

(−χ(Dt))

para una adecuada sucesión exhaustiva de S mediante bolas extŕınsecas conexas {Dt}t>0.
La demostración de este resultado está basado en la demostración del Teorema de

Huber dada por White en [54]. Este resultado es clave y nos permite proceder de la
misma forma que en [7] y [8] aunque nuestra variedad ambiente no sea de curvatura
constante.

1.4. Conclusión

Los caṕıtulos 3 y 4 constatan la fuerza de las herramientas usadas. En ambos casos
se consiguen mejores resultados gracias a espacios modelo de comparación especialmente
adaptados a las hipótesis sobre las curvaturas. Es decir, se construye un espacio modelo
MW = [0,+∞) ×W S0,n−1

1 donde la función de alabeo W (r) incluye los ingredientes
necesarios (cota de la curvatura media de la subvariedad y, en su caso, cota de tangencia
radial) para obtener los resultados deseados.

Estos espacios de comparación, que pueden consultarse más extensamente en [36] por
ejemplo, son uno de los v́ınculos de los caṕıtulos 3 y 4.
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Otro v́ınculo es el teorema de comparación del Hessiano y Laplaciano debidos a
Greene y Wu. Originalmente (véase [18]) este teorema impońıa condiciones sobre las
dimensiones de las variedades. En el caṕıtulo 2 se demuestra el Teorema de Greene-Wu
suprimiendo esta condición.

Por otra parte el estudio de la función distancia extŕınseca y la forma en la que crece
el volumen de las esferas geodésicas nos permitirán estudiar la estructura geométrica de
la subvariedad.
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Forma ı́ndice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.2. Comparación de Hessianos en variedades ambiente . . . . . . . 23

2.2.3. Análisis del Hessiano y del Laplaciano en subvariedades . . . . 33

2.3. Desigualdades isoperimétricas. Variedades de tipo topológi-
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2.1. Variedades con polo. Bolas extŕınsecas. Espa-

cios modelo.

2.1.1. Contexto y restricciones sobre la curvatura

A lo largo de esta memoria consideramos ϕ : Pm → Nn una inmersión isométrica
y propia, siendo Nn una variedad Riemanniana completa. Identificaremos (localmente)
P ≡ ϕ(P ) y x ≡ ϕ(x), ∀x ∈ P . Llamamos a P subvariedad de N .

Comenzamos definiendo polo en una variedad Riemanniana.

Definición 2.1.1 (Véase [18]) Dada una variedad Riemanniana N y o ∈ N, diremos
que el punto o es un polo de N si y sólo si la aplicación exponencial expo : ToN

n → Nn

es un difeomorfismo.

Nota 2.1.2 En [12] y [50] se define polo como aquel punto o que no posee puntos conju-
gados a lo largo de ninguna geodésica partiendo de él. El Teorema de Cartan-Hadamard
afirma que si M es una variedad Riemanniana completa y simplemente conexa y o es un
polo, definido como en [12], entonces la aplicación exponencial expo es un difeomorfismo.
Es decir, o es un polo tal como se ha definido en 2.1.1.

Teorema 2.1.3 (Cartan-Hadamard) (Véase [12], p.149) Sea N variedad Rieman-
niana completa (es decir cualquier geodésica puede extenderse al intervalo [0,+∞))
cumpliendo K̄σ ≤ 0, para cualquier plano σ.Sea o ∈ N, entonces expo es regular (su
diferencial es de rango máximo en todos los puntos). Más concretamente, si N es sim-
plemente conexa entonces o es un polo y la variedad N es difeomorfa a Rn mediante el
difeomorfismo expo : ToN ≈ Rn → N tal que expo(v) = γv(1),donde γv es la geodésica
que cumple γv(0) = o y γ′v(0) = v.
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Definición 2.1.4 (Véase [18], página 16) Para cada x ∈ Nn \ {o} definimos r(x) =
distN(o, x), y esta distancia se calcula con la longitud de la única geodésica desde o hasta
x, que es la geodésica radial desde o.

Denotaremos por r también a la restricción r|P : P → R+ ∪ {0}. Esta restricción se
denomina función distancia extŕınseca desde o en Pm.

Los gradientes de r en N y P se denotarán por∇Nr y∇P r, respectivamente. Notemos
que ∇P r(x) es la componente tangencial en P de ∇Nr(x), ∀x ∈ P . Se cumple siguiente
relación:

∇Nr = ∇P r + (∇Nr)⊥,

donde (∇Nr)⊥(x) es perpendicular a TxP para todo x ∈ P .
Recordemos que

Definición 2.1.5 (Segunda forma fundamental) Sea P una subvariedad de N, va-
riedad Riemanniana. Definimos AP la segunda forma fundamental de la subvariedad P
en N como

(2.1.1) AP (X, Y ) = ∇N
XY −∇P

XY =
(
∇N
XY
)⊥
,∀X, Y ∈ X(P ).

Definición 2.1.6 (Véase [5]) Sea γ : I → S, una curva diferenciable en una superficie
S. Definimos la curvatura geodésica de γ como

(2.1.2) kg =

〈
∇γ′γ

′, ιγ′

‖γ′‖

〉
〈γ′, γ′〉

donde ι es el giro de un vector π
2

radianes.

Vamos a empezar el estudio del comportamiento de las soluciones de algunas ecuacio-
nes diferenciales ordinarias definidas en un tipo de dominios que se construyen utilizando
la distancia extŕınseca. Estos dominios son las llamadas bolas extŕınsecas.

Definición 2.1.7 (Véanse [21] y [46]) Sea P subvariedad propiamente inmersa en una
variedad Riemanniana N. Definimos bola métrica extŕınseca de radio R y centro o como:

DR(o) = BN
R (o) ∩ P = {x ∈ P : r(x) < R},

donde BN
R (o) denota la bola geodésica abierta de radio R y centro el polo o en Nn.

Definimos el anillo extŕınseco en Pm para ρ < R, centrado en o como:

Aρ,R(o) = DR(o) \ D̄ρ(o),

donde ahora DR(o) es la componente conexa de BN
R (o) ∩ S que contiene a Dρ(o).
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Ejemplo 2.1.8 En R3 consideramos la helicoide, tomamos una bola en el espacio
Eucĺıdeo de radio R y su intersección con la superficie.

Nota 2.1.9 Si Pm está propiamente inmersa en una variedad Nn y ésta tiene al menos
un polo, llamado o, podemos asegurar:

1. DR(o) son precompactos es decir su clausura es un conjunto compacto.

2. Se deduce pues que {DR(o)}R>0 es una sucesión exhaustiva de precompactos y
encajados. Además recubren Pm al estar centrados en un polo ya que la aplicación
exponencial nos da un difeomorfismo entre N y su espacio tangente en el polo
(véase 2.1.1).

3. La función distancia restringida a la subvariedad r|P : P → R es diferenciable
(salvo en el polo, si éste estuviera en P ). Aplicamos el Teorema de Sard y sabemos
que el conjunto de valores cŕıticos tiene medida nula en R. También, en un valor
no cŕıtico R, sabemos por el Teorema del Nivel Regular, que r−1(R) = ∂DR es una
subvariedad de P . Con todo ello aseguramos que existe un conjunto de radios denso
en R tales que ∂DR son variedades diferenciables en P (curvas diferenciables, por
tanto). Para consultar el Teorema de Sard y del Nivel Regular véanse [31] y [51],
por ejemplo.

4. Las bolas extŕınsecas se pueden considerar conexas definiendo DR(o) como cualquier
componente conexa de BN

R (o)∩P. De esta forma, si se fija ρ > 0 y la subvariedad P
es conexa, se puede obtener una sucesión exhaustiva de P mediante bolas extŕınsecas
conexas y encajadas considerando, para cada R > ρ, DR(o) como la componente
conexa de BN

R (o) ∩ P que contiene a Dρ(o).

Definición 2.1.10 (Véanse [36] y [46]) Sea N una variedad Riemanniana y o ∈ N un
punto de ella. Sea x ∈ N \ {o} otro punto de N . La curvatura seccional KN(σx) de un
2-plano σx ⊂ TxN se denominará curvatura seccional o-radial de N en x si σx contiene
al vector tangente de una geodésica minimizante desde o hasta x. Estas curvaturas se
denotarán por Ko,N(σx).
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Las curvaturas medias HP de P están involucradas en el Laplaciano de las funciones
radiales restringidas ∆Pf(r) a través de su componente radial. Definamos esta compo-
nente radial.

Definición 2.1.11 Sea N una variedad Riemanniana con un polo o ∈ N y P una
subvariedad propiamente inmersa en N. Sea r : N → R la función distancia desde el
polo o. Definimos C(x), curvatura media o− radial de P en N , como:

C(x) = −〈∇Nr(x), HP (x)〉,

donde x ∈ P y HP (x) denota el vector curvatura media de P en N .

Nota 2.1.12 Esta nota está destinada a clarificar la convención de la curvatura. Con-
sideraremos

R(X, Y ) = ∇Y∇X −∇X∇Y +∇[X,Y ]

donde R indica el operador curvatura de una variedad Riemanniana M .

Un resultado básico para el estudio de las bolas métricas es el lema de Gauss.

Lema 2.1.13 (de Gauss) (Véase [49], p. 133) Consideramos la aplicación exponencial
expo en una bola B(0, ε) ⊂ ToN , donde es difeomorfismo en su imagen. Sean las curvas

γ~v(t) = expo(t~v), donde ~v ∈ ToM unitario.

Para cualquier punto q ∈ expo(B(0, ε)) existe t, ~v tal que γ~v(t) = q. Si definimos el campo
∂r|q = d

ds
γ~v(s)

∣∣
s=t

entonces

(2.1.3) ∇r = ∂r,

siendo ∇r el gradiente de la función distancia r(q) = d(o, q).

Este lema nos asegura, por tanto, que el normal a la frontera de la bola métrica (que
es una hipersuperficie de la variedad) coincide con el vector tangente de las geodésicas
radiales que parten del centro de la bola.

2.1.2. Productos alabeados (warped products) y espacios mo-
delo

Los productos alabeados (en inglés warped products) son generalizaciones de las su-
perficies de revolución, véase por ejemplo [44]. Sean (Bk, gB) y (F l, gF ), dos variedades
Riemannianas y sea w : B → R+ una función positiva real en B. Supongamos que w
es al menos C2. Consideremos la variedad producto Mk+l = B × F y denotamos las
proyecciones sobre ambos factores de la siguiente manera: π : M → B y σ : M → F ,
respectivamente. La métrica g en M está definida por la siguiente métrica producto:

(2.1.4) g = π∗(gB) + (w ◦ π)2σ∗(gF ).
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Definición 2.1.14 (Véase [44]) La variedad Riemanniana (M, g) = (Bk×F l, g) se lla-
ma producto alabeado con función de alabeo w, variedad base B y fibra F . La denotaremos
como Bk ×w F l.

Definición 2.1.15 (Véase [19], [18]) Un espacio w−modelo Mm
w es el producto ala-

beado [0,Λ[×wSm−1
1 , con base B1 = [0,Λ[⊂ R (donde 0 < Λ ≤ ∞) y con fibra

Fm−1 = Sm−1
1 (es decir, la (m− 1)−esfera unidad con la métrica estándar) y función de

alabeo w : [0,Λ[→ R+ ∪ {0}, con w(0) = 0, w′(0) = 1 y w(r) > 0 para todo r > 0. El
punto ow = π−1(0), donde π denota la proyección sobre B1, se llamará punto centro del
espacio modelo. Si Λ =∞ entonces ow es un polo de Mm

w .

Dado Z un campo tangente a Mm
w , la métrica de M viene dada por la expresión

g(Z,Z)(t,q) = gR(dπ(Z), dπ(Z))t + ω2(t)gSm−1
1

(dσ(Z), dσ(Z))q,

por comodidad llamaremos gS a gSm−1
1

.

Lema 2.1.16 (Véase [44]) Sean los campos vectoriales ∂̃t y X̃, levantamientos horizon-
tal y vertical respectivamente de ∂t ∈ X([0,Λ[) y X ∈ X(Sm−1

1 ). Entonces:

1. ∂̃t es el único campo en Mm
w π−relacionado con ∂t, es decir el único que cumple

π∗|(r,p) (∂̃t) = ∂t|r y

σ∗|(r,p) (∂̃t) = 0,∀(r, p) ∈Mm
w .(2.1.5)

2. X̃ es el único campo en Mm
w σ−relacionado con X, es decir el único que cumple

σ∗|(r,p) (X̃) = X|p y

π∗|(r,p) (X̃) = 0,∀(r, p) ∈Mm
w(2.1.6)

Lema 2.1.17 (Ver [44]) Se cumple:

1. [∂̃t, X̃] = 0.

2. Si Ỹ es otro levantamiento vertical entonces [X̃, Ỹ ] es vertical.

Demostración. Sabemos (véase [44] página 25) que

[X̃, Ỹ ] = [X, Y ]∼

por lo que la aserción 2 queda clara.
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Por otra parte la π−relación o la σ−relación se conservan mediante los corchetes de
Lie (véase [44], página 14) por lo que (a través de 2.1.5 y 2.1.6) tenemos

[∂̃t, X̃] está π − relacionado con [∂t, 0] = 0

[∂̃t, X̃] está σ − relacionado con [0, X] = 0,

como consecuencia [∂̃t, X̃] = 0 y tenemos la aserción 1.

Lema 2.1.18 Sea Mm
w espacio modelo. Entonces, dado r0 ∈]0,Λ[, la esfera geodésica

centrada en ow de radio r0 es Sωr0 = π−1(r0).

Demostración. Veamos la doble inclusión:
Si (r, p) pertenece a la esfera geodésica centrada en ow de radio r0 entonces

r̄(r, p) = r0.

Pero ahora consideramos la hoja [0, r[×{p} que pasa por (r, p), como es totalmente
geodésica (por tanto es una curva geodésica) la distancia de ow a (r, p) será r. Por lo que
r = r0 y el punto es (r0, p) que pertenece por definición a π−1(r0).

Veamos la inclusión contraria. Sea (r0, p) ∈ π−1(r0). Las hojas son totalmente geodési-
cas y la distancia de (0, p) a (r0, p) a lo largo de [0, r0[×{p} es r0. Por lo (r0, p) está en
la esfera geodésica centrada en ow y de radio r0.

Nota 2.1.19 A partir de ahora, si no hay confusión, denotaremos de la misma forma a
los campos y sus levantamientos.

Proposición 2.1.20 Sea Mm
ω ω−modelo, entonces, dado ∂t levantamiento horizontal del

campo tangente unitario en X([0,Λ[) y X el levantamiento vertical del campo tangente
X ∈ X(Sm−1

1 ),

∇∂tX = ∇X∂t =
ω′

ω
X,

R (X, ∂t, X, ∂t) = −ω
′′

ω

donde ∇ y R denotan a la conexión de Levi-Civita y el operador curvatura de Mm
w ,

respectivamente.

Demostración. Recordemos la fórmula de Koszul (véase [12]) que relaciona la métri-
ca con la conexión de Levi-Civita de una variedad: si A,B,C son tres campos vectoriales
de la variedad, ∇ es la conexión de Levi-Civita y 〈〉 indica la métrica, entonces

2 〈∇AB,C〉 = A 〈B,C〉+B 〈C,A〉 − C 〈A,B〉
− 〈A, [B,C]〉+ 〈B, [C,A]〉+ 〈C, [A,B]〉(2.1.7)
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Vamos a hallar ∇∂tX a través de sus proyecciones usando la fórmula de Koszul.
Si sustituimos en (2.1.7) A y C por el levantamiento horizontal de ∂t y B por el el

levantamiento vertical de X despejamos fácilmente:

(2.1.8) g(∇∂tX, ∂t) = 0,

por tanto ∇∂tX es vertical.
Ahora vamos a sustituir en (2.1.7) A = ∂t, B = X, C = Y (donde X, Y son

levantamientos verticales ortogonales entre śı en el modelo). Puesto que el corchete de Lie
de dos campos verticales es vertical y el corchete de un campo vertical y otro horizontal
(es decir el campo radial ∂t) es cero (véase lema 2.1.6) obtenemos

2g(∇∂tX, Y ) = ∂tg(X, Y ) +Xg(Y, ∂t)− Y g(∂t, X)(2.1.9)

− g(∂t, [X, Y ]) + g(X, [Y, ∂t]) + g(Y, [∂t, X]) = 0.(2.1.10)

Por otra parte hallamos:

2g(∇∂tX,X) = ∂tg(X,X) = ∂t
(
ω(t)2gS(dσ(X), dσ(X))q

)
=

2ω(t)ω′(t)gS(dσ(X), dσ(X))q + ω(t)2∂tgS(dσ(X), dσ(X))q =

2ω(t)ω′(t)gS(dσ(X), dσ(X))q = 2ω(t)ω′(t)
1

ω(t)2
ω(t)2gS(dσ(X), dσ(X))q =

2
ω′(t)

ω(t)
g(X,X),(2.1.11)

ya que
gS(dσ(X), dσ(X))q

es constante sobre la hoja [0,Λ[×{p}.
Hemos demostrado que:

1. ∇∂tX es vertical.

2. Si Y es vertical y Y ⊥ X entonces ∇∂tX ⊥ Y.

3. g(∇∂tX,X) = ω′(t)
ω(t)

Por lo que:

(2.1.12) ∇∂tX =
ω′(t)

ω(t)
X.

Y la primera parte queda demostrada.
Sabemos que ∇∂t∂t = 0 (es una consecuencia inmediata del lema 2.1.18)
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Calculemos la curvatura

R(X, ∂t, X, ∂t) = g(∇[X,∂t]X, ∂t)− g(∇X∇∂tX, ∂t) + g(∇∂t∇XX, ∂t) =

−X (g(∇∂tX, ∂t)) + g(∇∂tX,∇X∂t) + g(∇∂t∇XX, ∂t) =(
ω′(t)

ω(t)

)2

g(X,X) + ∂tg(∇XX, ∂t).(2.1.13)

Con la fórmula de Koszul, sabiendo que [X,X] = [X, ∂t] = 0, g(X, ∂t) = 0 y (2.1.12)
hallamos

(2.1.14) 2g(∇XX, ∂t) = −∂tg(X,X) = −2
ω′(t)

ω(t)
g(X,X).

Sustituimos en (2.1.13) y tenemos

R(X, ∂t, X, ∂t) =

(
ω′(t)

ω(t)

)2

g(X,X) + ∂t

(
−ω

′(t)

ω(t)
g(X,X)

)
=(2.1.15) (

ω′(t)

ω(t)

)2

g(X,X)− ω′′(t)ω(t)− ω′(t)2

ω(t)2
g(X,X)− ω′(t)

ω(t)
∂tg(X,X) =[(

ω′(t)

ω(t)

)2

− ω′′(t)ω(t)− ω′(t)2

ω(t)2
− 2

(
ω′(t)

ω(t)

)2
]
g(X,X) =

− ω′′(t)

ω(t)
g(X,X).

Y queda demostrada la segunda parte.

Corolario 2.1.21 1. La esfera geodésica Sωr tiene curvatura media constante

ηω(r) =
ω′(r)

ω(r)
.

2. Las oω-curvaturas seccionales radiales de Mm
ω en cada x ∈ π−1(r) (para r > 0)

están idénticamente determinadas por

(2.1.16) Koω ,Mω(σx) = −ω
′′(r)

ω(r)
.

Demostración. Calculemos

g(A(X,X), ∂r) = g(∇XX, ∂t) = −g(∇X∂r, X) =
ω′(r)

ω(r)
g(X,X).
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Si ahora tomamos una base ortonormal de campos ei del tangente a la esfera de dimensión
m− 1 tenemos

ηω(r) =
1

m− 1

m−1∑
i=1

g(A(ei, ei), ∂r) =
ω′(r)

ω(r)
.

La segunda afirmación está demostrada en (2.1.15).

Proposición 2.1.22 Un espacio ω− modelo donde

(2.1.17) ω(r) = ωb(r) =


1√
b

sin(
√
b r) si b > 0

r si b = 0
1√
−b sinh(

√
−b r) si b < 0

es una variedad de Riemann simplemente conexa con curvatura seccional constante b.
Nótese que para b > 0 la función ωb(r) admite extensión diferenciable sólo hasta r =
π/
√
b.

Demostración. Por la Proposición 2.1.20 sabemos que la curvatura seccional de un
plano que contiene a la dirección radial es

−ω
′′
b (r)

ωb(r)
= b.

Por otra parte si consideramos la curvatura seccional de un plano generado por dos
campos ortogonales y unitarios X, Y ambos verticales podemos calcular con la fórmula
de Koszul

(2.1.18) 2g(∇XY, ∂r) = −∂rg(X, Y ) = 0.

Por lo que ∇XY es también vertical por lo que si consideramos g(∇XY, Z), con Z vertical
y ortogonal a ambos, tenemos

(2.1.19) 2g(∇XY, Z) = 2ωb(t)
2gS(∇XY, Z)⇒ g(∇XY, Z) = ωb(t)

2gS(∇XY, Z).

Hallemos la curvatura

(2.1.20) R(X, Y,X, Y ) = g(∇[X,Y ]X, Y )− g(∇X∇YX, Y ) + g(∇Y∇XX, Y ).

Ahora calculemos los tres sumandos:

1. g(∇[X,Y ]X, Y ) = ωb(t)
2gS(∇[X,Y ]X, Y ), puesto que [X, Y ] es vertical, y usamos

(2.1.19) con Z = [X, Y ].
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2. g(∇X∇YX, Y ) = X(g(∇YX, Y )) − g(∇YX,∇XY ) = ωb(t)
2X(gS(∇YX, Y )) −

ωb(t)
2gS(∇YX,∇XY ), donde el primer sumando se deduce del razonamiento del

punto anterior y el segundo se deduce de (2.1.18)

3. g(∇Y∇XX, Y ) = Y (g(∇XX, Y )) − g(∇XX,∇Y Y ) = ωb(t)
2Y (gS(∇XX, Y )) −

ωb(t)
2gS(∇XX,∇Y Y ) −

(
ω′b(t)

ωb(t)

)2

g(∂r, ∂r), por los razonamientos anteriores y

(2.1.14)

Con todo ello, sustituyendo en (2.1.20)

(2.1.21) R(X, Y,X, Y ) = ωb(t)
2RS(X, Y,X, Y )−

(
ω′b(t)

ωb(t)

)2

.

Por otra parte RS es la curvatura en la esfera de radio unidad. Como

g(Y, Y ) = g(X,X) = 1⇒ gS(Y, Y ) = gS(X,X) =
1

ωb(t)2

g(X, Y ) = gS(X, Y ) = 0

tenemos

1 = KS(X, Y ) =
RS(X, Y,X, Y )

gS(X,X)gS(Y, Y )− gS(X, Y )2
= ωb(t)

4RS(X, Y,X, Y ),

siendo KS(X, Y ) la curvatura seccional del plano generado por X e Y en la esfera de
radio unidad. Por tanto

RS(X, Y,X, Y ) =
1

ωb(t)4
,

finalmente sustituyendo en (2.1.21)

R(X, Y,X, Y ) =
1

ωb(t)2
−
(
ω′b(t)

ωb(t)

)2

=
1− ω′b(t)2

ωb(t)2
= b

como queŕıamos demostrar.

2.2. Análisis del Hessiano

2.2.1. Fórmulas de la primera y la segunda variación de la
enerǵıa. Forma ı́ndice

Definición 2.2.1 Sea γ : [0, a]→ N una curva C∞ en N. Sea la función diferenciable

α : (−ε, ε)× [0, a]→ N
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diremos que es una variación diferenciable de la curva γ sii

α(0, t) = γ(t),∀t ∈ [0, a]

Se denotará αs(t) = α(s, t).

Definición 2.2.2 Dada γ : [0, a] → N una curva C∞ en la variedad Riemanniana N y
α : (−ε, ε)× [0, a]→ N una variación diferenciable de γ, definimos enerǵıa de la curva
γ como

E(s) =

∫ a

0

g(α′s(t), α
′
s(t))dt,∀s ∈ (−ε, ε).

Teorema 2.2.3 (Fórmula de la primera y segunda variación de la enerǵıa)
(Véase [12]) Sea N variedad Riemanniana, γ : [0, a] → N una curva C∞ en N y
α : (−ε, ε)× [0, a]→ N variación diferenciable de γ. Entonces

(2.2.1)
1

2
E ′(0) = −

∫ a

0

g(V (t),∇γ′(t)γ
′(t))dt− g(V (0), γ′(0)) + g(V (a), γ′(a))

y

(2.2.2)
1

2
E ′′(0) = −

∫ a

0

g(V (t),∇γ′(t)∇γ′(t)V (t) +R(γ′(t), V (t))γ′(t))dt,

siendo V (t) = ∂α
∂s

(0, t) .

Nota 2.2.4 En [12] se define enerǵıa considerando una curva diferenciable a trozos.
Aqúı consideramos sólo curvas diferenciables en todo el intervalo.

Definición 2.2.5 (́Indice de un campo vectorial) (Ver [12]) Dado X campo vecto-
rial a lo largo de una geodésica γ : [0, a] → M tal que X(0) = ~0, se define forma ı́ndice
de X como

Ia0 (X) :=

∫ a

0

{
g(∇γ′(t)X(t),∇γ′(t)X(t))− g(R(γ′(t), X(t))γ′(t), X(t))

}
,

y se denotará forma ı́ndice.
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2.2.2. Comparación de Hessianos en variedades ambiente

El análisis de la función distancia r definida en variedades con un polo se resume en
el Teorema de comparación de Hessiano de la función distancia establecido en [18]. Este
resultado está basado la expresión del Hessiano de dicha función en términos del ı́ndice
de los campos de Jacobi a lo largo de las geodésicas radiales.

En el enunciado y demostración de esta comparación dada en [18] se consideran dos
variedades Riemannianas Mm y Nn con polos oM y oN , aśı el Hessiano de la función
distancia en N es menor o igual que el correspondiente Hessiano en M siempre que
n ≥ m y las curvaturas radiales de N estén acotadas inferiormente por las curvaturas
radiales de M .

En la comparación que se va a presentar una de las variedades es un espacio modelo
Mn

ω como los definidos en la sección 1.1.2. Vamos a ver que, en virtud de su carácter
simétrico, el utilizar para la comparación a estos espacios modelo nos permite pasar por
alto la hipótesis sobre la dimensión, y, al mismo tiempo, facilita el cálculo directo del
Hessiano de función distancia (véase el Teorema 2.2.17).

Cabe destacar, tal como lo hacen Green y Wu en [18], que estos resultados también
se pueden obtener definiendo polo como aquel punto que no tiene puntos conjugados.

Presentaremos en esta sección unos resultados técnicos concernientes al Hessiano de
una función radial (es decir funciones f que dependen únicamente de la distancia al polo.

Antes veamos las definiciones básicas (que pueden consultarse con más detalle en [12]
y [50]).

Definición 2.2.6 (Gradiente) Dada una función f : N → R, f ∈ C∞(N), definimos
gradiente de f , y se denotará ∇Nf , al único campo que cumple

(2.2.3) g(∇Nf,X) = X(f).

Definición 2.2.7 (Hessiano) Dada una función f : N → R, f ∈ C∞(N), definimos el
Hessiano de f como el (0, 2)−tensor simétrico siguiente

(2.2.4) HessN f(X, Y ) = g(∇N
X(∇Nf), Y ),∀X ∈ X(N)

Un cálculo elemental nos lleva a la equivalencia siguiente:

Proposición 2.2.8

(2.2.5) HessN f(X, Y ) = X(g(∇Nf, Y ))− g(∇Nf,∇N
XY ) = X(Y (f))−

(
∇N
XY
)

(f).

Definición 2.2.9 (Divergencia) Dado un campo vectorial X en la variedad N , defi-
nimos divergencia de X en un punto p y se denotará divX(p), a

(2.2.6) divX(p) =
n∑
i=1

g(∇eiX, ei),

siendo {ei} base ortonormal de TpN.
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Definición 2.2.10 (Laplaciano) Dada una función f : N → R, f ∈ C∞(N), definimos
el Laplaciano de f , y se denotará ∆Nf , como la divergencia del gradiente de f , es decir

(2.2.7) ∆Nf = div∇Nf.

Nota 2.2.11 A través de las definiciones del Hessiano, Laplaciano y divergencia se
extrae fácilmente la igualdad

∆Nf =
n∑
i=1

HessN f (ei, ei).

Al integrar la divergencia de un campo tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.12 (de la Divergencia II) (Véase [5], p. 152) Sea N variedad orien-
tada y Ω un dominio en N con frontera ∂Ω diferenciable. Si ν es un campo vectorial
unitario a lo largo de ∂Ω, ortogonal a la frontera y apuntando hacia el exterior del do-
minio, entonces

(2.2.8)

∫
Ω

divX dσ =

∫
∂Ω

〈X, ν〉 dµ,

siendo X cualquier campo en N .

Ahora demostraremos el resultado que relaciona el Hessiano con el Índice de un campo
de Jacobi.

Teorema 2.2.13 (Véase [18],[27]) Sea N = Nn una variedad con un polo o. Sea r =
r(x) = distN(o, x) la distancia desde o a x en N . Dado q ∈ N , consideramos Y ∈ TqN ,
ortogonal a ∇Nr(q), y consideramos γ(s), geodésica radial parametrizada por su longitud
de arco, con γ(0) = o, γ(b) = q, γ′(0) = v, γ′(b) = ∇Nr(q). Entonces

HessN(r|q)(Y, Y ) =

∫ b

0

{〈J ′(t), J ′(t)〉

− 〈R(J(t), γ′(t))J(t), γ′(t)〉}dt = Iγ,b(J, J)(2.2.9)

donde J(t) es el (único) campo de Jacobi a lo largo de γ(t) tal que J(0) = 0, J(b) = Y ,
y sea Iγ,b el ı́ndice de γ, (véase [12] y definición 2.2.5).

Demostración. Vamos a dar un esquema de la prueba.

Consideremos
f(s, t) = expp(tv(s))
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una variación diferenciable no propia de γ, con v(0) = v. Entonces

J(t) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(tv(s)) = expp∗tv(tv
′(0))

es un campo de Jacobi (véase [12], página 111) cumpliendo J(0) = 0, J(b) = Y.
Además vamos a demostrar que 〈J(t), γ′(t)〉 = 0 ∀t.
En efecto, veamos que es constante:

d

dt
〈J(t), γ′(t)〉 =

d

dt

〈
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(tv(s)),
d

dt
γ(t)

〉
=〈

d

dt

d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(tv(s)),
d

dt
γ(t)

〉
+

〈
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(tv(s)),
d

dt
γ(t)

〉
=〈

d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt
expp(tv(s)),

d

dt
γ(t)

〉
+

〈
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(tv(s))∇γ′(t)γ
′(t)

〉
=〈

d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt
expp(tv(s)),

d

dt
γ(t)

〉
=

1

2

d

ds

∣∣∣∣
s=0

〈
d

dt
expp(tv(s)),

d

dt
γ(t)

〉
=

1

2

d

ds

∣∣∣∣
s=0

‖γ′(t)‖ = 0.(2.2.10)

Y, evaluando en t = b,
〈J(b), γ′(b)〉 =

〈
Y,∇Nr(q)

〉
= 0

ya que por hipótesis Y ⊥ ∇Nr(q).
De lo anterior se deduce que 〈J(t), γ′(t)〉 = 0,∀t.
Notemos que f(0, t) = γ(t) y, fijando s, f(s, t) = expp(tv(s)) = γv(s)(t) es una

geodésica, (parametrizada por su longitud), tal que γv(s)(0) = p y γ′v(s)(0) = v(s) ∀s.
Consideremos la función enerǵıa de γv(s)(t)

E(s) =

∫ b

0

‖df
dt

(s, t)‖2dt

Sea la función g : N −→ R definida como g(x) = 1
2
r2(x). Dada α(s) = expp(bv(s)) =

γv(s)(b) curva en N, considerando que ( fijado s) la geodésica minimizante que une el
punto p con α(s) es γv(s)(t) = expp(tv(s)) y la desigualdad de Schwarz, tenemos:

(g ◦ α)(s) = g(α(s)) =
1

2
r2(α(s)) =

1

2

(∫ b

0

‖γ′v(s)(t)‖dt
)2

=

b

2

(∫ b

0

‖γ′v(s)(t)‖2dt

)
=
b

2

(∫ b

0

‖df
dt

(s, t)‖2dt

)
=

b

2
E(s)(2.2.11)
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Hemos aplicado la desigualdad de Schwarz en su versión de igualdad debido a que γv(s)(t)
es una geodésica minimizante y, por tanto, está parametrizada por su longitud de arco.
Luego se cumple(∫ b

0

‖γ′v(s)(t)‖dt
)2

=

(∫ b

0

1dt

)(∫ b

0

‖γ′v(s)(t)‖2dt

)
=

b

∫ b

0

‖γ′v(s)(t)‖2dt.

Ahora, usando la fórmula de la segunda variación (véase [12], página 199) para la
función enerǵıa de γv(s)(t),

(2.2.12)
1

2
E ′′(0) = Iγ,b(J, J) +

〈
D

ds
|s=0(

df

ds
(s, b)), γ′(b)

〉
,

tenemos

(2.2.13) (g ◦ α)′′(0) =
b

2
E ′′(0) = b{Iγ,b(J, J) +

〈
∇N
α′(0)α

′(0), γ′(b)
〉
}

ya que α′(0) = d
ds
|s=0f(s, b) y, por tanto, D

ds
|s=0( d

ds
f(s, b)) = ∇N

α′(0)α
′(0).

Por otra parte, como Y = α′(0), tenemos

(g ◦ α)′′(0) =
d

ds
|s=0(dgα(s)(α

′(s))) =
d

ds
|s=0

〈
∇Ng|α(s), α

′(s)
〉

=
〈
∇N
Y ∇Ng, Y

〉
+
〈
∇Ng|q,∇N

α′(0)α
′(0)
〉

= HessN g|q(Y, Y ) +
〈
∇Ng|q,∇N

α′(0)α
′(0)
〉

= HessN g|q(Y, Y ) + b
〈
∇Nr|q,∇N

α′(0)α
′(0)
〉

(2.2.14)

Además,

HessN g|q(Y, Y ) =
〈
∇Nr|q, Y

〉2
+ r(q) HessN r|q(Y, Y ) =

bHessN r|q(Y, Y )(2.2.15)

ya que ∇Ng|q = γ′(b) es ortogonal a Y .
Por tanto, a partir de las ecuaciones (2.2.13), (2.2.14) y (2.2.15), obtenemos

(2.2.16) HessN r|q(Y, Y ) = Iγ,b(J, J)
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Teorema 2.2.14 (Véase [18], teorema A) Sea N = Nn una variedad con un polo o,
sea M = Mm

w un espacio w−modelo con centro ow, y m ≤ n. Supongamos que cada
curvatura seccional o-radial en q ∈ N \{o} está acotada inferiormente por las curvaturas
seccionales ow-radiales en Mm

w de la siguiente manera:

(2.2.17) Ko,N(σq) ≥ −
w′′(r)

w(r)

para cada 2−plano radial σq ∈ TqN distante r = r(q) = distN(o, q) desde o en N . Supon-
gamos también que las geodésicas radiales minimizantes desde o y ow no tienen puntos
conjugados de o y ow respectivamente. Entonces los Hessianos de la función distancia en
N , r, y la función distancia en Mw, r̄, cumplen

(2.2.18) HessN r|q(X,X) ≤ HessM r̄|q̄(Y, Y )

para cada vector unitario X en TqN y para cada vector unitario Y en Tq̄M con r̄(q̄) =
r(q) = r .

Demostración. Sabemos que, si X = λ∇Nr y Y = λ̄∇Mw r̄, entonces

(2.2.19) HessN r(X,X) = HessMw r̄(Y, Y ) = 0

porque, en general para cualquier variedad Riemanniana N,

(2.2.20) HessN r(X,X) =
〈
∇N
∇Nr∇

Nr,∇Nr
〉

= 0

Por tanto es suficiente probar el Teorema para X e Y ortogonales a ∇Nr and ∇Mw r̄
respectivamente.

Se cumple, a través del Teorema 2.2.13, que

(2.2.21)
HessN r|q(X,X) = Iγ,b(J, J)

HessMw r̄|q̄(Y, Y ) = Iγ̄,b(J̄ , J̄)

donde γ : [0, b] −→ N es una geodésica minimizante en N uniendo o y q, y J(t) es el
campo de Jacobi a lo largo de γ tal que J(0) = 0, J(b) = X y 〈J(t), γ′(t)〉 = 0 ∀t ∈ [0, b],
y γ̄ : [0, b] −→ Mw es una geodésica minimizante en Mw uniendo ow y q̄, y J̄(t) es el
campo de Jacobi a lo largo de γ̄ tal que J̄(0) = 0, J̄(b) = Y ,

〈
J̄(t), γ′(t)

〉
= 0 ∀t ∈ [0, b].

Sea {ēi(t)}mi=1 una referencia ortonormal paralela de Tγ̄(t)M
m
w ,cumpliendo ēm(b) =

Y ⊥ γ̄′(b). Entonces podemos expresar J̄ respecto a esta base como

(2.2.22) J̄(t) =
m∑
i=1

J̄i(t)ēi(t).
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Vamos a construir otra referencia ortonormal en Tγ(t)N siguiendo la página 239 de
[4].

Como m ≤ n podemos encontrar una aplicación inyectiva (isometŕıa) I definida

I : Tγ̄(b)Mw → Tγ(b)N,

tal que cumple

I(γ̄′(b)) = γ′(b)

I(J̄(b)) =

∥∥J̄(b)
∥∥

‖J(b)‖
J(b) = J(b),

es decir I(Y ) = X.
Definimos los vectores (linealmente independientes)

ei(b) := I(ēi(b)), i = 1...m

y completamos hasta tener {ei(b)}ni=1, una base ortonormal de Tγ(b)N.
A continuación trasladamos paralelamente estos vectores a lo largo de la curva γ(t)

y obtenemos {ei(t)}ni=1 que es una referencia ortonormal paralela de Tγ(t)N .
Definimos el campo V (t)

(2.2.23) V (t) =
m∑
i=1

J̄i(t)ei(t)

Veamos que campo vectorial V (t) definido en (2.2.23) satisface las siguientes propie-
dades:

1. V (0) = 0 = J(0), como se sigue fácilmente de las definiciones de ambos campos.

2. V (b) = X = J(b), ya que

V (b) =
n∑
i=1

J̄i(b)ei(b) =
n∑
i=1

I(J̄i(b)ēi(b)) =

I(J̄(b)) = J(b) = X.

3. ‖V (t)‖ =
∥∥J̄(t)

∥∥ ,∀t. En efecto, al ser las dos referencias ortonormales

‖V (t)‖2 =

〈
n∑
i=1

J̄i(t)ei(t),
n∑
i=1

J̄i(t)ei(t)

〉
=

n∑
i=1

J̄2
i (t) =

〈
J̄(t), J̄(t)

〉
=
∥∥J̄(t)

∥∥ .
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4. ‖V ′(t)‖ = ‖J̄ ′(t)‖ ∀t. De forma similar al punto anterior y utilizando que ei(t) son
paralelos tenemos

‖V ′(t)‖2
=

〈
d

dt

n∑
i=1

J̄i(t)ei(t),
d

dt

n∑
i=1

J̄i(t)ei(t)

〉
=〈

n∑
i=1

J̄ ′i(t)ei(t),
n∑
i=1

J̄ ′i(t)ei(t)

〉
=

n∑
i=1

J̄ ′2i (t) =〈
J̄ ′(t), J̄ ′(t)

〉
=
∥∥J̄ ′(t)∥∥ .

5. 〈V (t), γ′(t)〉 = 0, ∀t. Como

〈V (b), γ′(b)〉 =
〈
J̄(b), γ′(b)

〉
= 0,

por la definición del campo de Jacobi J̄ , basta con demostrar que 〈V (t), γ′(t)〉 es
constante. Derivemos

(2.2.24)
d

dt
〈V (t), γ′(t)〉 =

n∑
i=1

J̄ ′i(t) 〈ei(t), γ′(t)〉 .

Ahora veamos que

(2.2.25) 〈ei(t), γ′(t)〉 = 〈ēi(t), γ̄′(t)〉 ,∀i = 1...n.

En efecto
d

dt
(〈ei(t), γ′(t)〉 − 〈ēi(t), γ̄′(t)〉) = 0

por ser γ′(t), γ̄′(t) y {ei(t)}ni=1 campos paralelos. Por otra parte

〈ei(b), γ′(b)〉 − 〈ēi(b), γ̄′(b)〉 =

〈I(ēi(b)), I(γ̄′(b))〉 − 〈ēi(b), γ̄′(b)〉 =

〈ēi(b), γ̄′(b)〉 − 〈ēi(b), γ̄′(b)〉 = 0.

Hemos probado (2.2.25), sustituyendo en (2.2.24)

d

dt
〈V (t), γ′(t)〉 =

n∑
i=1

J̄ ′i(t) 〈ei(t), γ′(t)〉 =

n∑
i=1

J̄ ′i(t) 〈ēi(t), γ̄′(t)〉 =

〈
n∑
i=1

J̄ ′i(t)ēi(t), γ̄
′(t)

〉
=〈

J̄(t), γ̄′(t)
〉

= 0

por hipótesis.
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Recordemos el lema del ı́ndice

Lema 2.2.15 (del Índice) (Véase, por ejemplo, [12]) Sea γ : [0, b] −→ N una geodési-
ca en una variedad Riemanniana N sin puntos conjugados de γ(0) en [0, b]. Sea J(t) un
campo de Jacobi a lo largo de γ tal que 〈J(t), γ′(t)〉 = 0 ∀t. Sea V (t) un campo a lo largo
de γ tal que 〈V (t), γ′(t)〉 = 0 ∀t. Supongamos que V (0) = J(0) y V (b) = J(b). Entonces

Iγ,b(J, J) ≤ Iγ,b(V, V )

Aplicando este lema a los campos J(t) y V (t), obtenemos

HessN r|q(X,X) = Iγ,b(J, J) ≤ Iγ,b(V, V )

=

∫ b

0

{‖V ′‖2 − 〈R(V, γ′)V, γ′〉}dt
(2.2.26)

Ahora, usando la hipótesis (2.2.17) de las curvaturas seccionales de planos radiales
que contienen geodésicas radiales como γ y γ̄, tenemos la siguiente desigualdad para las
curvaturas seccionales de los planos radiales generados por {γ′, V } y por {γ̄′, J̄}:

Ko,N(γ′, V ) =

〈
RN(V, γ′)V, γ′

〉
‖V ‖2

≥
〈
RMw(J̄ , γ̄′)J̄ , γ̄′

〉
‖J̄‖2

= Kow,Mw(γ̄′, J̄)

(2.2.27)

Por tanto, según las propiedades 1,2, 3, 4 y 5 demostradas anteriormente, tenemos∥∥J̄ ′∥∥2 −
〈
RMw(J̄ , γ̄′)J̄ , γ̄′

〉
≥ ‖V ′‖2 −

〈
RN(V, γ′)V, γ′

〉(2.2.28)

luego

HessN r|q(X,X) ≤
∫ b

0

{‖V ′‖2 − 〈R(V, γ′)V, γ′〉}dt

≤
∫ b

0

{
∥∥J̄ ′∥∥2 −

〈
RMw(J̄ , γ̄′)J̄ , γ̄′

〉
}dt = Iγ̄,b(J̄ , J̄)

= HessMw r̄|q̄(Y, Y )

(2.2.29)

Si cambiamos el signo de la desigualdad que cumplen las curvaturas seccionales, y
suponiendo que la dimensión del modelo Mw es mayor que la dimensión de la variedad
N , tenemos el siguiente Teorema:
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Teorema 2.2.16 (Véase [18], Teorema A) Sea N = Nn una variedad con un polo
o, sea M = Mm

w un w−modelo con centro ow, y m ≥ n. Supongamos que cada curva-
tura seccional o-radial en q ∈ N \ {o} está acotada superiormente por las curvaturas
seccionales ow-radiales en Mm

w de la siguiente forma:

(2.2.30) Ko,N(σq) ≤ −
w′′(r)

w(r)

para cada 2−plano radial σq ∈ TqN a distancia r = r(q) = distN(o, q) desde o en N . Su-
pongamos también que las geodésicas radiales minimizantes desde o y ow no tienen puntos
conjugados de o y ow respectivamente. Entonces el Hessiano de la función distancia en
N , r, y de la función distancia en Mw, r̄, cumplen

(2.2.31) HessN r|q(X,X) ≥ HessM r̄|q̄(Y, Y )

para cada vector unitario X en TqN y cada vector unitario Y en Tq̄M con r̄(q̄) = r(q) =
r .

Demostración. Vamos a dar un esquema de la demostración. Comenzamos como en
el Teorema 2.2.14. Ahora consideramos, no obstante, los campos de Jacobi a lo largo de
la geodésica γ, J(t), expresando ésta en términos de una referencia paralela ortonormal
de Tγ(t)N a lo largo de γ, {ei(t)}ni=1, tal que em(b) = X.

Tenemos

J(t) =
n∑
i=1

Ji(t)ei(t)

Entonces dado {ēi(t)}mi=1 una referencia paralela ortonormal de Tγ̄(t)M
m
w , con ēm(b) =

Y , definimos, como m ≥ n,

V̄ (t) =
n∑
i=1

Ji(t)ēi(t)

Ahora, argumentando como antes, aplicamos el lema del ı́ndice y, usando la nueva
hipótesis sobre las curvaturas seccionales radiales, obtenemos,

HessMw r̄|q̄(Y, Y ) = Iγ̄,b(J̄ , J̄) ≤ Iγ̄,b(V̄ , V̄ )

≤ Iγ,b(J, J) = HessN r|q(X,X)
(2.2.32)

Como observábamos en la introducción, la comparación con el espacio modelo per-
mite evitar la hipótesis sobre las dimensiones de los espacios, es decir, sólo las hipótesis
sobre las curvaturas seccionales radiales nos da la comparación sobre los Hessianos de
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las funciones distancia, cuando comparamos una variedad Riemanniana de cualquier
dimensión con un espacio modelo de cualquier dimensión.

La razón es que HessMw r̄|q̄(Y, Y ) no depende de la dimensión m cuando Y es unitario
y ortogonal a ∇Mw r̄ como puede verse en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.17 Sea Mm
w un espacio modelo, sea q̄ ∈Mw un punto tal que r̄(q̄) = r, y

sea Y ∈ Tq̄Mw un vector unitario ortogonal a ∇Mw r̄. Entonces

(2.2.33) HessMw r̄|q̄(Y, Y ) = ηw(r)

Demostración. Tomemos γ̄(t), geodésica radial en Mw desde el polo ow y

{ēi(t),∇Mw r̄}m−1
i=1

una referencia paralela ortonormal a lo largo de γ̄(t) de Tγ̄(t)Mw. Dado Y unitario y
ortogonal a ∇Mw r̄, tenemos

(2.2.34) Y =
m−1∑
i=1

〈Y, ēi(t)〉 ēi(t)

Por tanto,

(2.2.35) ∇Mw
Y ∇

Mw r̄ =
m−1∑
i=1

〈Y, ēi(t)〉∇Mw
ēi
∇Mw r̄

Pero ∇Mw r̄|q̄ es ortogonal a la r−esfera geodésica en Mw, Swr . Por tanto, si denotamos
como L∇Mw r̄|q̄ a la aplicación de Weingarten de Swr asociada al vector normal ∇Mw r̄|q̄,
tenemos

(2.2.36) ∇Mw
ēi
∇Mw r̄ = −L∇Mw r̄|q̄ ēi(r) = ηw(r)ēi(r)

Por lo que

(2.2.37) ∇Mw
Y ∇

Mw r̄ =
m−1∑
i=1

ηw(r) 〈Y, ēi(r)〉 ēi(r)

Finalmente, como HessMw r̄|q̄(Y, Y ) =
〈
∇Mw
Y ∇Mw r̄, Y

〉
obtenemos (recordemos que

‖Y ‖ = 1 y que
〈
Y,∇Mw r̄

〉
= 0):

HessMw r̄|q̄(Y, Y ) =
m−1∑
i=1

ηw(r) 〈Y, ēi(r)〉2

= ηw(r)(‖Y ‖2 −
〈
Y,∇Mw r̄

〉2
) = ηw(r)

(2.2.38)

y ηw(r) = w′(r)
w(r)

no depende de la dimensión de Mw
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Nota 2.2.18 Cuando Y ∈ Tq̄Mw no es unitario ni ortogonal a ∇Mw r̄, entonces

(2.2.39) HessMw r̄|q̄(Y, Y ) = ηw(r)(‖Y ‖2 −
〈
Y,∇Mw r̄

〉2
)

En este caso, HessMw r̄|q̄(Y, Y ) no depende de la dimensión de Mm
w en el siguiente

sentido: para todo n, existe un espacio w−modelo n−dimensional Mn
w y existe un vector

tangente Ỹ ∈ TMn
w tal que

〈
Y,∇Mm

w r̄
〉

=
〈
Ỹ ,∇Mn

w r̄
〉

y ‖Y ‖ = ‖Ỹ ‖.

Como consecuencia de este resultado los Teoremas 2.2.14 y 2.2.16 pueden fundirse en
el siguiente resultado:

Corolario 2.2.19 Sea N = Nn una variedad con un polo o, y sea M = Mm
w un espacio

w−modelo con centro ow. Supongamos que cada curvatura seccional o−radial en q ∈
N \ {o} está acotada inferiormente (superiormente) por las curvaturas seccionales ow-
radiales en Mm

w de la siguiente forma:

(2.2.40) Ko,N(σq) ≥ (≤)− w′′(r)

w(r)

para cada 2−plano radial σq ∈ TqN a distancia r = r(q) = distN(o, q) desde o en N . Su-
pongamos también que las geodésicas radiales minimizantes desde o y ow no tienen puntos
conjugados de o y ow respectivamente.Entonces los Hessianos de la función distancia en
N , r, y de la función distancia en Mw, r̄, cumplen

(2.2.41) HessN r|q(X,X) ≤ (≥) HessM r̄|q̄(Y, Y )

para cada vector unitario X en TqN y para cada vector unitario Y en Tq̄M con r̄(q̄) =
r(q) = r y

〈
∇Nr(q), X

〉
N

=
〈
∇Mr(q̄), Y

〉
M

.

Nota 2.2.20 Destacamos que estos resultados son válidos también si se considera la
definición de polo más general, es decir que un punto p es polo si y sólo si no tiene
puntos conjugados tal como comentan Greene y Wu en [18].

2.2.3. Análisis del Hessiano y del Laplaciano en subvariedades

Consideremos ahora una subvariedad P inmersa en una variedad Riemanniana N con
un polo o. Sea r : N → R la función distancia r desde el polo o. Vamos a ver en esta
sección cómo los Hessianos (en P y N), de una función radial definida en la subvariedad
P están relacionados a través de la segunda forma fundamental de P en N .

Proposición 2.2.21 Sea Nn una variedad con un polo p, y sea Pm una subvariedad
inmersa en N . Si f : M → R es una función diferenciable entonces, dado q ∈ P y
X, Y ∈ X(P ),

(2.2.42) HessP f |q(X, Y ) = HessN f |q(X, Y ) +
〈
APq (X, Y ),∇Nf(q)

〉
donde APq es la segunda forma fundamental de P en N calculada en el punto q ∈ P .
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Demostración. Si aplicamos la definición de Hessiano (ver 2.2.7) y de segunda forma
fundamental (ver (2.1.1)) para hallar HessP f obtenemos:

HessP f |q(X, Y ) =
〈
∇P
X∇Pf, Y

〉
=
〈
∇N
X∇Pf, Y

〉
=〈

∇N
X

(
∇Nf −

(
∇Pf

)⊥)
, Y
〉

=
〈
∇N
X∇Nf, Y

〉
−
〈
∇N
X

(
∇Pf

)⊥
, Y
〉

HessN f |q (X, Y )−
〈
∇N
X

(
∇Pf

)⊥
, Y
〉
.(2.2.43)

Por otra parte, como〈
∇N
X

(
∇Pf

)⊥
, Y
〉

= −
〈(
∇Pf

)⊥
,∇N

XY
〉

=

−
〈(
∇Pf

)⊥
, AP (X, Y )

〉
= −

〈
∇Nf, AP (X, Y )

〉
,(2.2.44)

sustituyendo en (2.2.43) obtenemos

(2.2.45) HessP f |q(X, Y ) = HessN f |q (X, Y ) +
〈
∇Nf, AP (X, Y )

〉
,

tal como queŕıamos.

Proposición 2.2.22 Sea N = Nn una variedad con un polo o. Sea r = r(x) =
distN(o, x) la función distancia desde o a x en N . Sea F : R −→ R una función di-
ferenciable. Entonces, dado q ∈ N y X, Y ∈ TqN ,

HessN F ◦ r|q(X, Y ) = F ′′(r)(∇Nr ⊗∇Nr)(X, Y )+

F ′(r) HessN r|q(X, Y )(2.2.46)

Demostración. Aplicando la definición de Hessiano 2.2.7 tenemos

HessN F ◦ r|q(X, Y ) =
〈
∇X(∇NF ◦ r), Y

〉
=〈

∇X(F ′(r)∇Nr), Y
〉

=
〈
X(F ′(r))∇Nr + F ′(r)∇X∇Nr, Y

〉
=

X(F ′(r))
〈
∇Nr, Y

〉
+ F ′(r)

〈
∇X∇Nr, Y

〉
=〈

∇NF ′(r), X
〉 〈
∇Nr, Y

〉
+ F ′(r) HessN r(X, Y ) =

F ′′(r)
〈
∇Nr,X

〉 〈
∇Nr, Y

〉
+ F ′(r) HessN r(X, Y )(2.2.47)

Es conocido que, dados X, Y ∈ TqN y dado el tensor (0,2) ∇Nr ⊗∇Nr, tenemos(
∇Nr ⊗∇Nr

)
(X, Y ) = ∇Nr(X)∇Nr(Y ) = X(r)Y (r)

=
〈
∇Nr,X

〉 〈
∇Nr, Y

〉
(2.2.48)

Entonces

(2.2.49) HessN F ◦ r|q(X, Y ) = F ′′(r)(∇Nr ⊗∇Nr)(X, Y ) + F ′(r) HessN r(X, Y )
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Proposición 2.2.23 Sea N = Nn una variedad con un polo o, y sea Pm una subvariedad
inmersa en N . Sea r|P la función distancia extŕınseca. Sea F : R −→ R una función
diferenciable. Entonces, dado q ∈ P y X, Y ∈ TqP ,

HessP F ◦ r|q(X, Y ) = F ′′(r)
〈
∇N r|q , X

〉〈
∇N r|q , Y

〉
+

F ′(r){HessN r|q(X, Y )+〈
∇Nr|q, APq (X, Y )

〉
}

(2.2.50)

Demostración. Basta con aplicar la Proposición 2.2.21 a la función f = r, de esa
forma tenemos

HessP r|q(X, Y ) = HessN r|q (X, Y ) +
〈
∇N r|q , A

P (X, Y )
〉
.

Ahora aplicamos la Proposición anterior y sustituyendo la igualdad anterior se obtiene

HessN F ◦ r|q(X, Y ) = F ′′(r)(∇Nr ⊗∇Nr)(X, Y )+

F ′(r)
{

HessN r|q (X, Y ) +
〈
∇N r|q , A

P (X, Y )
〉}

.(2.2.51)

Ahora podemos combinar la Proposición 2.2.23 con el corolario 2.2.19 para obtener:

Proposición 2.2.24 Sea N = Nn una variedad con un polo o, sea Mm
w un espacio

w−modelo con centro ow y sea Pm una subvariedad inmersa en N . Sea r|P la función
distancia extŕınseca. Sea F : R −→ R una función diferenciable.

(A) Supongamos que se satisface uno de los siguientes conjuntos de acotaciones:

{ Ko,N(σq) ≥ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≥ 0 ∀r} ó {Ko,N(σq) ≤ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≤ 0 ∀r}.
Entonces, dado q ∈ P y X ∈ TqP (unitario),

HessP F ◦ r(X,X) ≤ {F ′′(r)− F ′(r)ηw(r)}
〈
X,∇Nr

〉2

+ F ′(r){ηw(r) +
〈
∇Nr, AP (X,X)

〉
}

(2.2.52)

(B) Supongamos que se satisface uno de los siguientes conjuntos de acotaciones:

{Ko,N(σq) ≥ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≤ 0 ∀r} ó {Ko,N(σq) ≤ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≥ 0 ∀r}.
Entonces, dado q ∈ P y X ∈ TqP (unitario),

HessP F ◦ r(X,X) ≥ {F ′′(r)− F ′(r)ηw(r)}
〈
X,∇Nr

〉2

+ F ′(r){ηw(r) +
〈
∇Nr, AP (X,X)

〉
}

(2.2.53)
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Demostración. Sea q̄ ∈Mm
w cumpliendo r̄(q̄) = r(q), donde r̄ es la función distancia

en el espacio modelo.
Sea X̄ vector unitario perteneciente a Tq̄M

m
w tal que

〈
X,∇Nr

〉
=
〈
X̄,∇Mw r̄

〉
.

Usando la Proposición 2.2.23 y el corolario 2.2.19 podemos escribir,

HessP F ◦ r|q(X,X) = F ′′(r)
〈
∇N r|q , X

〉2

+

F ′(r){HessN r|q(X,X)+〈
∇Nr|q, APq (X,X)

〉
} ≤ (≥)F ′′(r)

〈
∇N r|q , X

〉2

+

F ′(r){HessMw r̄(X̄, X̄)+〈
∇Nr|q, APq (X,X)

〉
}.

(2.2.54)

Como HessMw r̄(X̄, Ȳ ) = ηw(r)(1 −
〈
X,∇Nr

〉 〈
Y,∇Nr

〉
), sustituimos en la desigual-

dad anterior y obtenemos (según el signo de F ′ y la versión del corolario 2.2.19)

HessP F ◦ r|q(X,X) ≤ (≥)F ′′(r)
〈
∇N r|q , X

〉2

+

F ′(r){ηw(r)(1−
〈
X,∇Nr

〉2
)

+
〈
∇Nr|q, APq (X,X)

〉
}(2.2.55)

que son las desigualdades queridas.
Como una consecuencia de este resultado tenemos la siguiente desigualdad de los

Laplacianos:

Proposición 2.2.25 Sea N = Nn una variedad con un polo o, sea Mm
w un espacio

w−modelo con centro ow y sea Pm una subvariedad inmersa en N . Sea r|P la función
distancia extŕınseca. Sea F : R −→ R una función diferenciable.

(A) Supongamos que uno de los siguientes conjuntos de acotaciones se satisface:

{Ko,N(σq) ≥ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≥ 0 ∀r} ó {Ko,N(σq) ≤ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≤ 0 ∀r}.
Entonces, dado q ∈ P y X ∈ TqP (unitario),

(2.2.56)
∆P (F ◦ r) ≤ (F ′′(r)− F ′(r)ηw(r) ) ‖∇P r‖2

+mF ′(r)
(
ηw(r) + 〈∇Nr, HP 〉

)
,

donde HP denota el vector curvatura media de P en N .

(B) Supongamos que uno de los siguientes conjuntos de acotaciones se satisface:

{Ko,N(σq) ≥ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≤ 0 ∀r} ó {Ko,N(σq) ≤ −w′′(r)
w(r)

y F ′(r) ≥ 0 ∀r}.
Entonces, dado q ∈ P y X ∈ TqP (unitario),

(2.2.57)
∆P (F ◦ r) ≥ (F ′′(r)− F ′(r)ηw(r) ) ‖∇P r‖2

+mF ′(r)
(
ηw(r) + 〈∇Nr, HP 〉

)
,
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donde HP denota el vector curvatura media de P en N .

Demostración. Simplemente se hallan las trazas de las desigualdades (2.2.52) y
(2.2.53) y se tiene en cuenta la nota 2.2.11.

Veamos una Proposición que se obtiene a partir de estos resultados y que se utili-
zará en próximos caṕıtulos:

Proposición 2.2.26 Sea S2 una superficie minimal propiamente inmersa en una varie-
dad de Cartan-Hadamard N. Supongamos que tiene sus curvaturas seccionales acotadas
superiormente por una constante b ≤ 0, es decir

KN ≤ b ≤ 0.

Sea Dt, (t > 0), las bolas extŕınsecas en S. La curvatura geodésica de las esferas extŕınse-
cas ∂Dt, denotada por ktg, está acotada inferiormente de la siguiente forma:

(2.2.58) ktg ≥ {ηωb(t) +

〈
∇⊥r, AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

〉
} 1

‖∇Sr‖
,

donde AS es la segunda forma fundamental de S en N , y ηωb(t) =
ω′b(t)

ωb(t)
es la curvatura

media de las esferas geodésicas en las formas espaciales reales.

Demostración. Si calculamos la curvatura geodésica de la curva ∂Dt usando la
definición 2.1.6 obtenemos

(2.2.59) ktg = −
〈
∇S
e e,

∇Sr

‖∇Sr‖

〉

siendo e, ∇
Sr

‖∇Sr‖ los vectores unitarios tangente y normal (hacia afuera), respectivamente,
a la curva ∂Dt.

En el gráfico siguiente tenemos una superficie S inmersa en R3 en donde vemos des-
compuestos los gradientes en un punto de la frontera de la esfera de distancia extŕınseca
centrada en p. El polo considerado es el punto p. También se ha representado el vector
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tangente e a la curva ∂Dt.

A través de la definición 2.2.7 de Hessiano obtenemos

(2.2.60) HessS r(e, e) =
〈
∇S
e∇Sr, e

〉
y al ser ∇Sr y e ortogonales

(2.2.61) ktg =
1

‖∇Sr‖
HessS r(e, e).

Por otra parte N es una variedad de Cartan Hadamard luego sus curvaturas seccio-
nales o−radiales están acotadas para todo x ∈ N − {o}:

(2.2.62) Ko,N(σx) ≤ b = −ω
′′
b (r)

ωb(r)
,

donde

(2.2.63) ωb(r) =

{
r si b = 0

1√
−b sinh(

√
−b r) si b < 0.

Como
〈
∇Nr, e

〉
= 0 (al ser las fronteras de las bolas extŕınsecas las curvas de nivel de

gradiente ∇Nr), si aplicamos la desigualdad (2.2.53) sustituyendo F (r) por r, obtenemos

(2.2.64) ktg ≥
1

‖∇Sr‖
{ηωb(r) +

〈
∇⊥r, AS(e, e)

〉
}.
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Por otra parte como S es minimal y {e, ∇Sr‖∇Sr‖} es una base ortonormal del tangente
a la superficie tenemos

(2.2.65) AS(e, e) = −AS(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

y por tanto

(2.2.66) ktg ≥
1

‖∇Sr‖
{ηωb(r)−

〈
∇⊥r, AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

〉
}.

2.3. Desigualdades isoperimétricas. Variedades de

tipo topológico finito

2.3.1. Espacios de comparación isoperimétrica. Monotońıa del
crecimiento del volumen.

La propiedad sobre la monotońıa del crecimiento del volumen de las bolas extŕınse-
cas es un hecho bien conocido cuando consideramos superficies minimales en espacios
Eucĺıdeos e hiperbólicos (véase [2] y [38]).

Puede probarse una propiedad similar cuando la variedad ambiente no tiene curva-
tura seccional constante o la superficie no es minimal. La demostración utiliza ciertas
desigualdades isoperimétricas basadas en el Teorema de la divergencia aplicado a estos
contextos geométricos (véanse [24], [38], [37] y [36]).

Vamos a construir un espacio modelo al que llamaremos C 2
ωb,h

, donde h(r) es una
función tal que h ◦ r acota superiormente la curvatura media de la superficie y ωb(r) es
la función de alabeo descrita en (2.1.17).

Posteriormente estudiaremos cómo obtener la propiedad clásica de monotońıa usando
una comparación isoperimétrica ligeramente más general que la establecida en [46]. Esta
comparación isoperimétrica está basada, en esta ocasión, en una condición de balance
más general.

Definición 2.3.1 (Véanse [24] y [36] ) Dada una función radial h : R −→ R, el espacio
de comparación isoperimétrico C 2

ωb,h
es el espacio W−modelo C 2

ωb,h
= [ 0,+∞ )×W S0,1

1

con base B = [ 0,+∞ ) y función de alabeo W (r) definida por:

(2.3.1) W (t) =
sinh
√
−bt

√
−be2

∫ t
0 h(s)ds

,

donde

(2.3.2) W (0) = 0,W ′(0) = 1.
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Nota 2.3.2 La función de alabeo W (r) es la solución de la ecuación diferencial:

(2.3.3)
W ′(r)

W (r)
=
w′b(r)

wb(r)
− 2h(r) .

con la condición inicial:

(2.3.4) W (0) = 0.

Nota 2.3.3 Observemos que C 2
wb,h

es en realidad un espacio modelo C 2
wb,h

= M2
W bien

definido:
Tiene un polo en r = 0 al que denotaremos oW . Se cumple W (r) ≥ 0 para todo r y
W (r) es 0 sólo en r = 0. También, a partir de (2.3.3),

W ′(t) = W (t)
(√
−b coth

√
−bt− h(t)

)
=

sinh
√
−bt

√
−be2

∫ t
0 h(s)ds

(√
−b coth

√
−bt− h(t)

)
=

e−2
∫ t
0 h(s)ds

(
cosh

√
−bt− h(t) sinh

√
−bt
)
,(2.3.5)

luego se cumple W ′(0) = 1.
Por otra parte, dada una función de alabeo W (r), introducimos la función cociente

isoperimétrico qW (r) para el correspondiente espacio W−modelo C 2
wb,h

de la siguiente
forma:

(2.3.6) qW (r) =
Vol(BW

r )

Vol(SWr )
=

∫ r
0
W (t) dt

W (r)
,

donde BW
r denota la r−bola geodésica centrada en el polo de radio r en C 2

wb,h
con borde

la esfera SWr .

Definición 2.3.4 Un espacio de comparación isoperimétrico C2
ωb,h

se llamará fuerte-
mente balanceado sii

(2.3.7) |h(r)| ≤ 1

2

(
ηωb(r)−

√
−b
)
,∀r > 0,

donde ηωb(t) =
ω′b(t)

ωb(t)
=
√
−b coth

√
−bt es la curvatura media de las esferas geodésicas de

radio t en el espacio hiperbólico Hn(b).

Ahora presentamos las constelaciones de comparación isoperimétrica:

Definición 2.3.5 (Véase [21]) La terna {Nn, S2, C2
ωb,h
} recibe el nombre de constelación

de comparación isoperimétrica acotada superiormente en el intervalo [ 0,∞ ) sii
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1. Nn es una variedad de Cartan-Hadamard con curvaturas seccionales acotadas in-
feriormente por una cota negativa KN ≤ b < 0.

2. Si o ∈ N es un polo de N , la curvatura media o−radial de S está acotada supe-
riormente por una función diferenciable radial h(r):

(2.3.8) C(x) ≤ h(r(x)).

3. C2
ωb,h

es el espacio W -modelo con la función de alabeo W construida en la defini-
ción 2.3.1 a través de ωb y h.

Nota 2.3.6 Una posible constelación de comparación isoperimétrica correspondeŕıa a la
terna {R3, S2,R2} donde S es una superficie minimal (luego h = 0).

Nuestro primer resultado es el siguiente Teorema de comparación isoperimétrica:

Teorema 2.3.7 Sea
{
Nn, Sm, C2

ωb,h

}
una constelación de comparación isoperimétrica

acotada superiormente. Supongamos el espacio modelo C2
ωb,h

está fuertemente balanceado.
Entonces existe un t0 ≥ 0 tal que:

(2.3.9)
Vol(∂DR)

Vol(DR)− Vol(Dt0)
≥ Vol(∂BW

R )

Vol(BW
R )

,∀R ≥ t0.

Demostración. Veamos antes dos lemas:

Lema 2.3.8 Si el espacio de comparación isoperimétrico C2
ωb,h

está fuertemente balan-
ceado entonces

1. La función h(t) cumple

(2.3.10) ĺım
t→+∞

h(t) = 0

2. La función qW (t) =
∫ t
0 W (s)ds

W (t)
cumple

(2.3.11) qW (t) ≤ 1√
−b

∀t > 0

3.

(2.3.12)

ĺım
t→+∞

W (t) = +∞

ĺım
t→+∞

qW (t) =
1√
−b

ĺım
t→0+

qW (t) = 0
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Demostración. Como 0 ≤ ĺımt→∞ |h(t)| ≤ 1
2

ĺımt→∞(ηwb(t) −
√
−b) = 0, tenemos

que
ĺım
t→∞

h(t) = 0

Se demuestra (2.3.11) a través de la relación h(r) ≤ |h(r)| ≤ 1
2
(ηwb(r)−

√
−b), para todo

r ≥ 0, y la ecuación (2.3.3).
Para demostrar (2.3.12) basta con considerar que ĺımt→∞ h(t) = 0 y que

ĺımt→∞W (t) = +∞, como se demuestra fácilmente, y aplicamos la regla de L´Hôpital
adecuadamente para obtener los ĺımites buscados.

Lema 2.3.9 Consideremos un espacio de comparación isoperimétrico C2
ωb,h

. Si C2
ωb,h

está fuertemente balanceado en [0,∞) entonces existe cierto t0 ≥ 0 tal que se cumple la
siguiente desigualdad para todo r ∈ [ t0,∞ ):

(2.3.13) qW (r) (ηwb(r)− h(r)) ≥ 1

2
(condición de balance)

donde

(2.3.14) qW (t) =
Vol(BW

t (oW ))

Vol(∂BW
t (oW ))

=

∫ t
0
W (s)ds

W (t)
,

siendo oW el centro del espacio modelo.

Demostración. Aplicando las igualdades (2.3.12) del lema 2.3.8 se obtiene

ĺım
t→∞

qW (t)(ηωb(t)− h(t)) = ĺım
t→∞

qW (t) ĺım
t→∞

(ηωb(t)− h(t)) = 1

Por tanto, aplicando la definición de ĺımite cuando t tiende a infinito con ε = 1
2

obtenemos que existe t0 ≥ 0 tal que qW (t)(ηωb(t)− 2h(t)) ≥ 1
2
.

Vamos a demostrar el Teorema. Sea R > t0, t ∈ [t0, R]. Construimos la función

(2.3.15) ψ(t) =

∫ R

t

1

W (u)

(∫ u

0

W (s)ds

)
du, ∀t ≥ t0.

Se cumple

ψ′(t) = −qW (t) = − Vol(BW
t )

Vol(∂BW
t )
≤ 0

ψ′′(t) = −1 + qW (t)(ηωb(t)− 2h(t)).

Trasplantamos ψ a S definiendo

(2.3.16) ψ̄ : DR −Dt0 → R�ψ̄(x) = ψ(r(x))
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y aplicamos la desigualdad 2.2.56 puesto que Ko,N(σ(x)) ≤ b < 0 y ψ′(t) ≤ 0:
(2.3.17)

∆Sψ(r(x)) ≤ (ψ′′(r(x))− ψ′(r(x))ηωb(r(x)))
∥∥∇Sr

∥∥2
+ 2ψ′(r(x))(ηωb(r(x))− h(t)).

Como r(x) ≥ t0 se tiene que

(2.3.18) ψ′′(r(x))− ψ′(r(x))ηωb(r(x)) ≥ 0,

por cumplirse el lema 2.3.9 ∀t ≥ t0. Luego, al ser
∥∥∇Sr

∥∥2 ≤ 1,

∆Sψ(r(x)) ≤ ψ′′(r(x))− ψ′(r(x))ηωb(r(x))+

2ψ′(r(x))(ηωb(r(x))− h(r(x))) ≤
− 1 + qW (r(x))(ηωb(r(x))− 2h(r(x)))+

qW (r(x))ηωb(r(x))−
2qW (r(x))(ηωb(r(x))− h(r(x))) ≤ −1.(2.3.19)

Integramos la desigualdad 2.3.19 en el anillo

(2.3.20) ARt0 = DR −Dt0

Para ello vamos a aplicar el Teorema de la divergencia. Como el vector normal (ha-

cia afuera) de las curvas ∂DR y ∂Dt0 en el anillo son, respectivamente, ∇Sr
‖∇Sr‖ y −∇Sr

‖∇Sr‖
obtenemos:
(2.3.21)

Vol(ARt0) ≤
∫
ARt0

−∆Sψ(r(x))dµ = −ψ′(R)

∫
∂DR

∥∥∇Sr
∥∥ dµ+ ψ′(t0)

∫
∂Dt0

∥∥∇Sr
∥∥ dµ.

Al cumplirse la desigualdad

(2.3.22)

∫
∂Dt

∥∥∇Sr
∥∥ dµ ≤ ∫

∂Dt

dµ = Vol(∂Dt)

podemos deducir, sustituyéndola en (2.3.21) y teniendo en cuenta −ψ′(t) = qW (t) ≥ 0,

Vol(DR)− Vol(Dt0) ≤

qW (R) Vol(∂DR)− qW (t0)

∫
∂Dt0

∥∥∇Sr
∥∥ dµ ≤

qW (R) Vol(∂DR) =
Vol(BW

R )

Vol(SWR )
Vol(∂DR).(2.3.23)

Si R ≥ t0 podemos despejar

(2.3.24)
Vol(SWR )

Vol(BW
R )
≤ Vol(∂DR)

Vol(DR)− Vol(Dt0)

y el Teorema queda demostrado.
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Nota 2.3.10 Puede consultarse en [17] que

Vol(Bb,m
r ) = Vol(S0,m−1)

∫ r

0

ωm−1
b (s)ds,

donde S0,m−1 es la esfera de radio 1 en el Eucĺıdeo (b = 0).

Como corolario del Teorema 2.3.7 tenemos los siguientes resultados:

Corolario 2.3.11 Dada Nn una variedad Riemanniana con un polo o y dada
{N,S,C2

ω,h} constelación de comparación isoperimétrica acotada superiormente. Supon-
gamos que el espacio modelo C2

ω,h está fuertemente balanceado. Sabemos que existe un
valor t0 a partir del cual se cumple la condición de balance (2.3.13). Denotaremos
v(t) = Vol(Dt), el volumen de las bolas extŕınsecas y v0 = Vol(Dt0). Sea BW

t (oW ) la
bola geodésica en el W -espacio modelo. Entonces la función

(2.3.25)
v(t)− v0

Vol(BW
t (oW ))

es no decreciente a partir de t0.

Demostración. Llamemos

(2.3.26) f(t) =
Vol(Dt)− v0

Vol(BW
t )

y

(2.3.27) G(t) = ln f(t).

Partiendo de la fórmula de la co-área obtenemos que

(2.3.28) v′(t) =

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖
dµ ≥

∫
∂Dt

dµ = Vol(∂Dt),

luego

(2.3.29)
d

dt
Vol(Dt) ≥ Vol(∂Dt).

También sabemos (ver, por ejemplo, [19]) que en un producto alabeado, en nuestro
caso con función de alabeo W,

(2.3.30) Vol(BW
t )′ = Vol(∂BW

t ).
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Con todo ello calculamos

(2.3.31) G′(t) =
v′(t)

v(t)− v0

− Vol(∂BW
t )

Vol(BW
t )
≥ Vol(∂Dt)

v(t)− v0

− Vol(∂BW
t )

Vol(BW
t )

En esta situación estamos en condiciones de aplicar el corolario (2.3.7), anteriormente
visto, de esta forma sabemos que

(2.3.32)
Vol(∂Dt)

Vol(Dt)− v0

≥ Vol(∂BW
t )

Vol(BW
t )

y deducimos que G′(t) ≥ 0.
Ahora G(t) es creciente y, por ende, también la función

(2.3.33) eG(t) = f(t).

Corolario 2.3.12 (Monotońıa no minimal) Sea {N,S,C2
ω,h} una constelación de

comparación isoperimétrica acotada superiormente y supongamos que el espacio modelo
C2
ω,h está fuertemente balanceado. Entonces la función v(t)−v0

cosh
√
−bt−C es no decreciente en

[t0,+∞), donde t0 es el valor dado por el lema 2.3.9 y la constante C está definida como

(2.3.34) C = Inf
t>0

(
cosh

√
−bt− qW (t)

√
−b sinh

√
−bt
)
.

Como consecuencia la función v(t)−v0

cosh
√
−bt es no decreciente en [t0,+∞), donde v0 =

Vol(Dt0).

Demostración. Vamos a estudiar la definición de la constante C, para ello veamos
una consecuencia del lema 2.3.8:

Lema 2.3.13 Consideremos la constelación de comparación isoperimétrica {N,S,C2
ω,h}

acotada superiormente y supongamos que el espacio modelo C2
ω,h está fuertemente balan-

ceado. Definimos la función f(t) := cosh
√
−bt−qW (t)

√
−b sinh

√
−bt ∀t > 0. Entonces

f(t) > 0 ∀t > 0 y ĺımt→0+ f(t) = 1.

Demostración. Aplicando (2.3.12) del lema 2.3.8 tenemos:

ĺım
t→0+

f(t) = 1

Finalmente como qW (t) ≤ 1√
−b ∀t > 0 entonces:

f(t) ≥ cosh
√
−bt− sinh

√
−bt ≥ 0 ∀t > 0
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Ahora la demostración del corolario se desarrolla como sigue: aplicando el lema 2.3.9
y el lema 2.3.13 la función f(t) es no negativa y ĺımt→0+ f(t) = 1. Por tanto el ı́nfimo C
existe y tenemos

(2.3.35) 0 ≤ C ≤ 1.

Notemos que C depende, en última instancia, de las funciones h(r) y ωb(r), es decir
C = Ch,b.

Ahora factorizamos:

(2.3.36)
v(t)− v0

cosh
√
−bt− C

=
v(t)− v0∫ t
0
W (s)ds

∫ t
0
W (s)ds

cosh
√
−bt− C

La función
∫ t
0 W (s)ds

cosh
√
−bt−C > 0 es no decreciente para todo t ≥ 0 si y sólo si, para todo

t ≥ 0,

(2.3.37) W (t)(cosh
√
−bt− C)−

√
−b sinh

√
−bt

∫ t

0

W (s)ds ≥ 0

lo que equivale a la desigualdad C ≤ cosh
√
−bt− qW (t)

√
−b sinh

√
−bt ∀t ≥ 0, pero

esto es cierto por la definición de C.
Por otra parte, como C2

ωb,h
es un espacio fuertemente balanceado, podemos aplicar el

corolario 2.3.11 para concluir que al función v(t)−v0

Vol(BWt (pW ))
es no decreciente en [t0,+∞),

para cierto t0 ≥ 0.
Por lo tanto tenemos el producto de dos funciones positivas y no decrecientes en

[t0,∞), luego el resultado de ese producto es no decreciente en [t0,∞) como queŕıamos
probar.

Por último la función v(t)−v0

cosh
√
−bt es no decreciente en [t0,+∞). Esto se sigue directa-

mente del hecho de que, para todo 0 ≤ C ≤ 1, y para todo t ≥ t0, se cumple

(2.3.38)
0 ≤v′(t)(cosh

√
−bt− C)− (v(t)− v0)

√
−b sinh

√
−bt

≤ v′(t) cosh
√
−bt− (v(t)− v0)

√
−b sinh

√
−bt

Corolario 2.3.14 (Monotońıa minimal) Consideremos una constelación de compa-
ración isoperimétrica {Nn, S2, C2

wb,h
}, donde S es minimal (y por tanto h(r) = 0). En-

tonces la función v(t)

Vol(Bb,2t )
=
√
−b

2π
v(t)

cosh(
√
−bt)−1

es no decreciente en [0,+∞)
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Demostración. Como h(t) = 0 el espacio C2
wb,h

es ahora el espacio hiperbólico H2(b).
En este caso la condición de balance se satisface a partir de t0 = 0 y tenemos la siguiente
desigualdad isoperimétrica (véase [36] y [46])

(2.3.39)
Vol(∂DR)

Vol(DR)
≥ Vol(∂Bb,2

R )

Vol(Bb,2
R )

,∀R ≥ 0.

como consecuencia de (2.3.39) tenemos la propiedad de monotońıa para superficies mini-
males propiamente inmersas en una variedad de Cartan-Hadamard con curvatura estric-
tamente negativa (véase [2] y [36]). Esta propiedad también se satisface para superficies
minimales en el espacio Eucĺıdeo (véase [36]).

2.3.2. Caracteŕıstica de Euler de variedades orientables com-
pactas con borde

En este apartado llamaremos superficie a una variedad Riemanniana conexa de di-
mensión 2 y seguiremos, fundamentalmente, [22] (páginas 252-265) y [40] (caṕıtulo 1)

Definición 2.3.15 Una región A ⊂ S se define como una unión de conjuntos abiertos
en S, conexos y con frontera.
Una región A ⊂ S es regular si es compacta y su frontera es una unión finita de curvas
regulares cerradas y sin autointersecciones.
Diremos que una región regular A ⊂ S es una región simple si es homeomorfa a un disco
y su frontera es la imagen de una curva cerrada y simple diferenciable a trozos.

Definición 2.3.16 (Véanse [22] y [40])Sea S variedad 2-dimensional orientada, una
triangulación de una región regular A ⊂ S es una familia finita de conjuntos cerrados Ti
homeomorfos a triángulos de R2, T ={Ti}ni=1 tales que:

1. ∪ni=1Ti = A

2. Si i 6= j y Ti ∩ Tj 6= ∅ entonces los dos triángulos o bien comparten sólo una cara
o bien sólo un vértice.

Definición 2.3.17 (Véase [22]) Para una triangulación dada T de una región regular
A ⊂ S sean: C el número de triángulos (en la definición anterior C = n), A número de
lados de los triángulos y V el número de vértices. Entonces:

C − A+ V = χ

es la caracteŕıstica de Euler de la región.
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Teorema 2.3.18 (Véase [22]) Cada región regular de una superficie admite una trian-
gulación.

Teorema 2.3.19 (Véase [22]) Para una región regular A ⊂ S de una superficie, la
caracteŕıstica de Euler de A es independiente de la triangulación elegida, por tanto puede
denotarse por χ(A).

Teorema 2.3.20 (Véase [40], Teorema 5.1) Toda superficie compacta es homeomorfa a
una esfera, a una suma conexa de toros o a una suma conexa de planos proyectivos.

Definición 2.3.21 (Véase [40]) Dadas dos superficies disjuntas S1 y S2. Sean S
′
i =

Si−Di donde Di son conjuntos cerrados homeomorfos a 2-bolas del Eucĺıdeo. Llamaremos
suma conexa al espacio cociente S

′
1 ∪ S

′
2 que identifica los puntos del borde de D1 y D2

mediante un homeomorfismo.

Definición 2.3.22 (Véase [40]) Una superficie compacta que sea suma conexa de g toros
o g planos proyectivos se dice de género g. Una esfera es de género 0.

Teorema 2.3.23 (Véase [40]) Sea S una superficie compacta de género g con borde,
entonces

χ(S) =

{
2− 2g, si S es orientable

2− g, si S es no orientable
.

Vamos a introducir el concepto de variedad con borde, se utilizará fundamentalmente
para el estudio de las bolas extŕınsecas.

Definición 2.3.24 (Véase [40]) Una superficie con borde es un espacio de Haussdorf
tal que todo punto tiene un entorno abierto homeomorfo a una 2-bola de R2 o bien al
espacio

{(x, y) ∈ R2/x ≥ 0}

Nota 2.3.25 Sea S una superficie compacta y con borde ∂S. Supongamos que el bor-
de tiene c componentes conexas. Cada componente conexa del borde es una 1-variedad
conexa y compacta, por tanto homeomorfa a una circunferencia. Si tomamos c discos
cerrados y pegamos cada componente conexa del borde ∂S con el borde de cada disco
construimos una superficie compacta sin borde a la que denotaremos S∗.

Definición 2.3.26 (Véase [40]) El género de una superficie compacta S y con borde se
define como el género de la superficie compacta S∗ (sin borde) que se obtiene adhiriendo
discos a las componentes conexas del borde de S.
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Teorema 2.3.27 (Véase [40]) Sea S una superficie compacta son borde ∂S. Supongamos
que ∂S tiene c componentes conexas. Sea S∗ la superficie compacta sin borde que se
obtiene a partir de S adhiriendo discos a cada componente conexa del borde ∂S (véase
nota 2.3.25). Entonces

χ(S) = χ(S∗)− c.

Ahora estamos en disposición de formular el corolario que nos da la caracteŕıstica de
Euler de una superficie compacta con borde (siendo c el número de componentes conexas
del borde, que coincide con el número de triángulos quitados a la superficie sin borde)
usando el Teorema anterior y el Teorema 2.3.23:

Corolario 2.3.28 Sea S una superficie compacta con borde entonces

χ(S) =

{
2− 2g − c, si S es orientable

2− g − c, si S es no orientable

siendo c el número de componentes conexas del borde ∂S y g el género de la superficie
S.

Teorema 2.3.29 (Gauss-Bonnet) (Véase [22]) Sea A ⊂ S una región regular de una
superficie orientada S cuya frontera ∂A es la unión de las curvas regulares a trozos,
cerradas, simples C1, ..., Cn. Supongamos que la orientación en Ci es positiva, y sean
α1, ..., αp los ángulos interiores de las curvas Ci. Entonces

(2.3.40)
n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫
A

KSdσ = 2πχ(A)−
p∑
i=1

(π − αi),

donde s es la longitud de arco, kg la curvatura geodésica, KS es la curvatura de Gauss.

Corolario 2.3.30 Si A es una región con frontera suave ∂A (sin vértices) entonces

(2.3.41)

∫
∂A

kg(s)ds+

∫
A

KSdσ = 2πχ(A)

2.3.3. Topoloǵıa de tipo finito. Teorema de Huber

Definición 2.3.31 (Véase [31]) Una colección exhaustiva de S es una colección de sub-
conjuntos {Dt ⊆ S}t>0 tal que cumple las siguientes dos condiciones:

1. Dt ⊆ Ds cuando s ≥ t

2. ∪t>0Dt = S
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Definamos superficie de tipo topológico finito

Definición 2.3.32 (Véanse [45] y [54]) Diremos que una superficie S no compacta es de
tipo topológico finito sii es homeomorfa a S∗−{p1, p2...pk} siendo S∗ superficie compacta
sin borde. A los puntos pi se les denomina finales de la superficie S.

Teorema 2.3.33 (Morse) (Véase [43]) Sea M una variedad diferenciable. Sea f :M →

R una función diferenciable. Sean a < b y supongamos que f−1[a, b] es compacto y que
no contiene puntos cŕıticos de f . Entonces f−1(−∞, a] es difeomorfo a f−1(−∞, b]

Como consecuencia del Teorema de Morse anterior tenemos el siguiente resultado
relativo a superficies minimales:

Teorema 2.3.34 Sea S una superficie minimal completa propiamente inmersa en una
variedad de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales acotadas superiormente por
una cantidad negativa KN ≤ b < 0. Supongamos que

∫
S
‖AS‖2dσ <∞ y que ‖AS‖(q) ≤

hb(r(q)) fuera de un conjunto compacto K ⊂ S, donde r(q) = distN(o, q), la distancia a
un polo fijado o ∈ N . Entonces

(i) S es difeomorfo a una superficie compacta S∗ donde se suprimen un número finito
de puntos.

(ii) Para todo valor suficientemente grande t > R0 > 0 se cumple χ(S) = χ(Dt)
siendo {Dt}t>0 una colección exhaustiva de S por bolas extŕınsecas centradas en el polo
o ∈ N , y por tanto

−χ(S) = ĺım
t→∞

ı́nf(−χ(Dt)) < +∞.

Demostración. Consideremos una colección exhaustiva {Et}t>0 de S por bolas
extŕınsecas centradas en el polo o ∈ N . Apliquemos la Proposición 2.2.26 a las curvas
∂Et = Γt: Como se cumple

−‖AS‖ ≤ 〈AS(e, e),∇⊥r〉 ≤ ‖AS‖

tenemos, en los puntos de la curva q ∈ Γt,

(2.3.42)
‖∇S r‖(q) · kΓt

g (q) ≥ hb(rp(q)) + 〈AS(e, e),∇⊥ r〉(q)
≥ hb(rp(q))− ‖AS‖(q)

Como sabemos por hipótesis que ‖AS‖(q) ≤ hb(r(q)) ∀q ∈ S \K obtenemos, para todos
los puntos q ∈ Γt y para t suficientemente grande,

(2.3.43) ‖∇Sr‖(q) · kΓt
g (q) > 0
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Por tanto, ‖∇Sr‖ > 0 en Γt, para valores de t suficientemente grandes. Fijando un radio
R0 suficientemente grande podemos concluir que la función distancia extŕınseca r no
tiene puntos cŕıticos en S \ ER0 .

La anterior desigualdad implica (a través del Teorema 2.3.33) que existe un difeo-
morfismo

Φ : S \ ER0 → ΓR0 × [0,∞[

En particular S sólo tiene un número finito de finales (componentes no acotadas de
la superficie) cada uno de tipo finito.

Para demostrar esto podemos aplicar 2.3.33 para concluir que el anillo extŕınseco
AR0,R(o) = ER(o)\ER0(o) no contiene puntos cŕıticos de la función distancia r : S −→ R
por la desigualdad (2.3.43), entonces ER(o) es difeomorfo a ER0(o) para todo R ≥ R0.

El difeomorfismo anteriormente comentado implica que podemos construir S desde
ER0 adhiriendo anillos y que χ(S \ Et) = 0 donde t ≥ R0. Entonces, para todo t > R0,

χ(S) = χ(Et ∪ (S \ Et)) = χ(Et)

Nota 2.3.35 Si S es una superficie minimal propiamente inmersa en una variedad Rie-
manniana de curvatura seccional constante igual a b ≤ 0 sabemos, por los resultados de
Anderson ([3]) y Oliveira ([11]), que se obtiene el Teorema anterior sin necesidad de
imponer ‖AS‖(q) ≤ hb(r(q)).

Vamos a demostrar una versión extŕınseca del Teorema clásico de A. Huber dado por
B. White en [54]. Este es un resultado clave que nos permitirá usar un argumento como
en [7] y [8].

Teorema 2.3.36 Sea S2 una superficie completa y conexa propiamente inmersa en una
variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N con curvaturas seccionales acotadas su-
periormente por una cantidad b ≤ 0. Sea {Dri}∞i=i una colección exhaustiva de S por bolas
extŕınsecas conexas donde {ri}∞i=1 es una sucesión de radios tales que ri → ∞ cuando
i→∞. Si tenemos

ĺım
i→∞

ı́nf({−χ(Drk)}∞k=i) < +∞

Entonces

1. S2 tiene topoloǵıa finita

2. −χ(S) ≤ ĺımi→∞ ı́nf({−χ(Drk)}∞k=i) < +∞
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Demostración. Como las bolas extŕınsecas Dr en una superficie propiamente in-
mersa son precompactas y conexas, se tiene, aplicando el corolario 2.3.28:

−χ(Dr) = 2g(r) + c(r)− 2

donde g(r) y c(r) son el género y el número de componentes conexas del borde de Dr,
respectivamente.

Por tanto, si consideramos una sucesión de radios {ri}∞i=1 tal que ri → ∞ cuando
i→∞, tenemos, tomando ĺımites

(2.3.44)
ĺım
i→∞

ı́nf({−χ(Drk}∞k=i)

= 2 ĺım
i→∞

ı́nf({g(rk)}∞k=i) + ĺım
i→∞

ı́nf({c(rk)}∞k=i)− 2 <∞

Por tanto, como ĺımi→∞ ı́nf({g(rk)}∞k=i) ≥ 0, ĺımi→∞ ı́nf({c(rk)}∞k=i) ≥ 0 y g(r) es una
función de r, con imágenes enteras, no negativas y no decreciente,

(2.3.45) ĺım
i→∞

ı́nf({g(rk)}∞k=i) = ĺım
i→∞

g(ri) = g <∞

Como c(r) también es una función de r que toma valores enteros positivos entonces

(2.3.46) ĺım
i→∞

ı́nf({c(rk)}∞k=i) <∞.

Por otra parte, como {c(rk)}∞k=i (a la que denotaremos {ck}∞k=i por comodidad) es
una sucesión de números naturales, entonces el ı́nfimo se da en el conjunto, llamemos
cl(i), con l(i) ≥ i a ese mı́nimo de {ck}∞k=i, es decir

ı́nf({ck}∞k=i) = mı́n({ck}∞k=i) = cl(i),
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y como consecuencia la sucesión de números naturales {cl(i)}+∞
i=1 es monótona (es creciente

puesto que se cumple {ck}∞k=i+1 ⊂ {ck}∞k=i ⊂ N, por tanto cl(i+1) = mı́n{ck}∞k=i+1 ≥
mı́n{ck}∞k=i = cl(i)) y acotada por ĺımi→∞ ı́nf({c(rk)}∞k=i) <∞, luego existe un número c
tal que

ĺım
i→∞

cl(i) = c <∞.

En consecuencia, existe un número natural k0 tal que, ∀i ≥ k0, cl(i) = c. Luego, para
todo i ≥ k0

g(rl(i)) = g

c(rl(i)) = c

y cualquier conjunto compacto de
S \Drl(k0)

tiene cero agujeros.
Ahora, identificando rl(i) = ri, dada la sucesión {ri}∞i=k0

y para cada ri, sea Ai la
unión de Dri con las componentes conexas de S \ Dri son compactos (si no hubiera
ninguno entonces Ai = Dri). Sea g(Ai) y c(Ai) el número de agujeros y componentes
de la frontera, respectivamente, de Ai. Como Ai es precompacto entonces, dado j ≥ i
suficientemente grande

Dri ⊆ Ai ⊆ Drj

Por tanto, como j > i ≥ k0, g = g(rl(i)) ≤ g(Al(i)) ≤ g(rl(j)) = g, luego

(2.3.47) g(Ai) = g ∀i ≥ k0

y, por la construcción de Al(i), tenemos que c(Ai) ≤ c(ri) ∀i ≥ k0, por lo que podemos
concluir que

(2.3.48) c(Ai) ≤ c ∀i ≥ k0
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Como consecuencia de (2.3.47) y (2.3.48), tenemos que Ai (i ≥ k0) son homeomorfos,
con Al(i+1) obtenido desde Ai pegando anillos.

Luego, S tiene topoloǵıa finita, ya que S = Ak0 ∪ S \Ak0 , Ak0 es compacto y S \Ak0

es homeomorfo a una unión finita de cilindros.

Además

(2.3.49) χ(S) = χ((S \ Al(k0)) ∪ Al(k0)) = χ(S \ Al(k0)) + χ(Al(k0)) = χ(Al(k0))

luego, como g(Ak) = g(rk) = g y c(Ak) ≤ c(rk) ≤ c,

χ(S) = χ(Ak) ≥ 2− 2g − c

luego
−χ(S) ≤ 2g + c− 2

y concluimos

− χ(S) ≤ 2g + c− 2 =

2 ĺım
i→∞

ı́nf({g(rk)}∞k=i) + ĺım
i→∞

ı́nf({c(rk)}∞k=i)− 2 =

ĺım
i→∞

ı́nf({−χ(Drk}∞k=i) < +∞(2.3.50)

2.3.4. Fórmula de la co-área

Consideremos una función diferenciable propia (es decir si K ⊂ R es un compacto
entonces f−1(K) ⊂ M es también compacto) f : M −→ R definida en una variedad
RiemannianaM . El conjunto de puntos cŕıticos de f es un conjunto de medida nula (véase
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[50], página 63) de R y el conjunto de valores regulares O es un conjunto abierto de R.
Entonces para t ∈ O, f−1(t) = Γt = {p ∈M : f(p) = t} es una hipersuperficie compacta
de M y dado q ∈ Γt, ∇Mf(q) es perpendicular a Γt. Definimos Ωt = {p ∈M : f(p) ≤ t}
y v(t) = Vol(Ωt). Entonces

Proposición 2.3.37 (Fórmula de la Co-área, Teorema 5.8, [50] ) Sea M una variedad
Riemanniana con métrica g. Sea f una función C∞ definida en M. Para una función u
integrable en M se tiene:

1. Si gt es la métrica inducida en Γt := {p ∈M ; f(p) = t} desde g entonces

(2.3.51)

∫
M

u ‖∇f‖ dνg =

∫ +∞

−∞
dt

∫
Γt

u dνgt

2. Si t Vt := vol{p ∈M ; f(p) < t} es una función C∞ con valor regular t de f tal
que Vt < +∞ entonces

(2.3.52)
d

dt
Vt =

∫
Γt

‖∇f‖−1 dνgt

Si S es una superficie propiamente inmersa en una variedad Riemanniana N usaremos
esta Proposición cuando la función f(x) es la función distancia extŕınseca r(x).

Por tanto, aplicando la Proposición anterior tenemos:

Corolario 2.3.38 Sea S superficie propiamente inmersa en N , variedad Riemanniana
y Dt ⊂ S la bola extŕınseca de radio t. Si consideramos en la fórmula de la co-área la
función distancia r(x) tendremos que Γt es ahora ∂Dt, el borde de las bolas extŕınsecas,
y Vt es ahora Vol(Dt), al que denotaremos v(t). Entonces∫

S

u(x) ‖∇r‖ dσ =

∫ +∞

0

∫
∂Dt

u(x)dµdt(2.3.53)

v′(t) =

∫
∂Dt

1

‖∇r‖
dµ(2.3.54)
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3.1. Introducción

Supondremos en este caṕıtulo que Pm es una subvariedad no compacta propiamente
inmersa en una variedad Riemanniana completa Nn. Además Nn tiene al menos un polo
(véase definición 2.1.1). Para cada x ∈ Nn\{o} definimos r(x) = distN(o, x). Recordemos
que la restricción a Pm se llamará función distancia extŕınseca desde o y que tenemos la
siguiente relación entre los gradientes en N y en P :

(3.1.1) ∇Nr = ∇P r + (∇Nr)⊥.

Consideraremos el criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden (establecido por Lyons, Su-
llivan (véase [33] y Teorema 3.2.17)) para dar una interpretación geométrica de la pa-
rabolicidad/hiperbolicidad de las subvariedades a través del crecimiento del volumen y
acotaciones sobre la curvatura seccional (o la de Ricci).

L.V. Ahlfors caracterizó la parabolicidad de los espacios modelo mediante condiciones
sobre el crecimiento del volumen de las esferas geodésicas.

Concretamente:

Teorema 3.1.1 (Ahlfors) (Ver [1]) Un espacio modelo Mn
ω es parabólico (hiperbólico)

si y sólo si
∫∞
ρ

dr
ωn−1(r)

=∞ (<∞), respectivamente, donde Vol(Sωr ) = ωn−1(r).

K. Ichihara demostró en [25] que una variedad conexa y completa es parabólica si
su curvatura de Ricci está acotada inferiormente por las correspondientes de un espacio
modelo en el que se satisface una condición de divergencia de la integral anterior.

Teorema 3.1.2 (Ichihara) (Ver [25] y [26]) Sea Mn variedad Riemanniana conexa con
su curvatura de Ricci acotada inferiormente (superiormente) por la de un espacio modelo
Mω que satisface

∫∞
ρ

dr
ωn−1(r)

= ∞ (< ∞). Entonces M es parabólica (hiperbólica),
respectivamente.

En este trabajo vamos a exigir acotaciones sobre las curvaturas seccionales radiales
dadas por un espacio modelo. A partir de ello, e intentando generalizar los resultados de
Ahlfors e Ichihara, se establecerán condiciones necesarias y suficientes sobre la paraboli-
cidad o hiperbolicidad de P (Teoremas 3.3.7 y 3.3.9).

Estos resultados ampĺıan los resultados de [37] y [36] usando las mismas técnicas: los
Teoremas de comparación del Hessiano y Laplaciano establecidos por Greene y Wu, y
el criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden. En particular se demuestra la hiperbolicidad
de P encontrando un compacto con capacidad positiva y la parabolicidad encontrando
un compacto con interior no vaćıo con capacidad nula. Este método está inspirado en
el método de los cortes de Rayleigh en la teoŕıa clásica de electricidad, que ya usaron
Milnor y Doyle.
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3.2. Preliminares

Vamos a introducir la definición de parabolicidad e hiperbolicidad de una variedad.
Los contenidos de esta sección están tomados, principalmente, de los trabajos [19] y [32].

3.2.1. Capacidad

Definición 3.2.1 (Véase [49])Una función u : N → R definida en una variedad Rie-
manniana N es armónica sii

(3.2.1) ∆Nu = 0.

Es subarmónica (superarmónica) sii

(3.2.2) ∆Nu ≥ ( ≤ )0

Teorema 3.2.2 (Principio fuerte del máximo) (Véase [49], pág. 257) Sea u : N →
R, N variedad Riemanniana y u ∈ C∞(N). Si u es subarmónica (superarmónica) y tiene
un máximo (mı́nimo) global entonces u es constante.

Nota 3.2.3 1. Existe un principio débil del máximo por el que toda función
subarmónica u : N → R con soporte (recordemos que el soporte de u es el conjunto
{x ∈ N /u(x) 6= 0} ) compacto es constante.

2. Una función armónica no constante definida en un abierto precompacto toma el
máximo y mı́nimo en el borde.

3. En las variedades compactas, en donde todas las funciones tienen máximo global,
se deduce que si u : N → R es subarmónica entonces u es constante y por tanto
∆u = 0 (véase [29], tomo II, pág. 338), es el llamado Principio de Hopf.

Una forma de construir funciones armónicas es resolviendo el problema de Dirichlet en
un conjunto precompacto B de N , es decir, encontrar la única función u ∈ C(B̄)∩C2(B)
tal que

(3.2.3)
∆u = 0
u |∂B= f

para cierta función continua f dada.
Vamos a definir el concepto de capacidad que acabará relacionándose con las funciones

de Green y el movimiento Browniano a través del concepto de variedad parabólica.



60 3. Parabolicidad de una variedad

Definición 3.2.4 Sean dos espacios métricos X, Y siendo dX y dY las métricas en ambos
espacios. Sea φ : X → Y una función, diremos que es localmente de Lipschitz sii para
todo x ∈ X existe un entorno U ⊂ X y una constante C tal que

dY (φ(x), φ(x′)) ≤ C dX(x, x′),∀x′ ∈ U.

Si en particular consideramos N una variedad Riemanniana completa y d(p, q) la dis-
tancia entre dos puntos p, q ∈ N, una función φ : N → R es localmente de Lipschitz sii
∀p ∈ N existe U ⊂ N , entorno de p, y una constante C verificando

|φ(p)− φ(q)| ≤ C d(p, q),∀q ∈ U.

Definición 3.2.5 (Capacidad) (Ver [19]) Sea Ω un abierto en N y K un compacto
contenido en Ω, definimos:

(3.2.4) Cap(K,Ω) = Inf
φ∈L(K,Ω)

∫
Ω

‖∇φ‖2 dσ

donde L(K,Ω) son las funciones localmente de Lipschitz en N con soporte compacto en
Ω̄ tales que 0 ≤ φ ≤ 1 y φ |K= 1.
Si D ⊂ Ω es precompacto se define Cap(D,Ω) = Cap(D̄,Ω).

Nota 3.2.6 Por la definición de L(K,Ω) cuanto mayor es Ω más funciones se conside-
rarán y por tanto el ı́nfimo decrecerá. Es decir

(3.2.5) Si Ω1 ⊂ Ω2 ⇒ Cap(K,Ω1) ≥ Cap(K,Ω2).

Por otra parte, fijado Ω, cuanto mayor sea K mayor será el ı́nfimo, por tanto

(3.2.6) Si K1 ⊂ K2 ⇒ Cap(K1,Ω) ≤ Cap(K2,Ω).

Nota 3.2.7 (Véase [52]) Podemos extender la definición gracias a las propiedades an-
teriores:

1. Si U es un abierto contenido en Ω

(3.2.7) Cap(U,Ω) = Sup
K⊂U

Cap(K,Ω),

donde K es compacto.

2. Si A es un conjunto cualquiera incluido en Ω

(3.2.8) Cap(A,Ω) = Inf
A⊂U⊂Ω

Cap(U,Ω),

donde U es abierto.
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3. Si K es un compacto, podemos definir su capacidad en la variedad:

(3.2.9) Cap(K,N) = ĺım
i→+∞

Cap(K,Σi),

siendo {Σi}+∞
i=1 una colección exhaustiva de N formada por precompactos tales que

Σ0 = K y Σi ⊂ Σj ∀j ≥ i. No depende de la colección exhaustiva (véase [19]).

Nota 3.2.8 (Véase [19]) Sea Ω ⊂ N precompacto, entonces el ı́nfimo en 3.2.4 es al-
canzado por la función armónica que es solución del problema de Dirichlet en Ω − K
siguiente:

(3.2.10)


∆u = 0
u |∂Ω= 0
u |∂K= 1

.

Por tanto, si φ es dicha solución del problema de Dirichlet, podemos escribir

Cap(K,Ω) =

∫
Ω

‖∇φ‖2 dσ

Proposición 3.2.9 Sea u : Ω−K → R, u∈L(K,Ω), solución del problema de Dirichlet
anterior en Ω−K , siendo Ω precompacto, K compacto y ambos con frontera diferenciable,
entonces:

(3.2.11) Cap(K,Ω) =

∫
∂K

‖∇u‖ dµ

Demostración. Por una parte tenemos, al ser u|K = 1 y por tanto ∇u = 0 en K, y
por la nota anterior

(3.2.12) Cap(K,Ω) =

∫
Ω

‖∇u‖2 dσ =

∫
Ω−K
‖∇u‖2 dσ.

Por otra si {ei}ni=1 es una base ortonormal tenemos

div (u∇u) =
n∑
i=1

〈∇ei (u∇u) , ei〉 =

n∑
i=1

ei(u) 〈∇u, ei〉+ u
n∑
i=1

〈∇ei∇u, ei〉 =

〈∇u,∇u〉+ u∆u = ‖∇u‖2 + u∆u.(3.2.13)
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Y si usamos la fórmula (3.2.13), el Teorema de la divergencia 2.2.12, teniendo en cuenta
que ∆u = 0 en Ω−K y que ν el normal hacia el exterior es − ∇u

‖∇u‖ en ∂Ω y ∇u
‖∇u‖ en ∂K,

obtenemos

Cap(K,Ω) =

∫
Ω−K
‖∇u‖2 dσ =

∫
Ω−K

(−u∆u+ div (u∇u)) dσ =

−
∫

Ω−K
u∆udσ +

∫
∂(Ω−K)

〈u∇u, ν〉 dµ =∫
∂K

u
‖∇u‖2

‖∇u‖
dµ−

∫
∂Ω

u
‖∇u‖2

‖∇u‖
dµ =

∫
∂K

‖∇u‖ dµ.(3.2.14)

Nota 3.2.10 Sea v = 1− u, donde u es solución de (3.2.10). Entonces v es solución de

(3.2.15)


∆v = 0
v |∂Ω= 1
v |∂K= 0

.

y, por la Proposición anterior,

Cap(K,Ω) =

∫
∂K

‖∇v‖ dµ.

Una vez definida la capacidad en una variedad Riemanniana vamos a definir capacidad
en anillos de una subvariedad P propiamente inmersa en una variedad Riemanniana
completa N.

Definición 3.2.11 (Véase [19]) Si P ⊂ N es una subvariedad propiamente inmersa en
N , completa, podemos definir la capacidad del anillo extŕınseco Aρ,R(o) = DR(o)−Dρ(o)
en P como

(3.2.16) Cap(Aρ,R(o)) = Cap(Dρ(o), DR(o)),

donde ρ < R y Dr(p) es la bola extŕınseca centrada en el polo o ∈ N (eventualmente en
P )

Proposición 3.2.12 (Véase [39], Proposición 5.1) Sea la forma espacial real Kn(b).
Sea también el anillo Ab,mρ,R = Db,m

R (p) −Db,m
ρ (p), donde las bolas extŕınsecas en las sub-

variedades Km(b) (que son totalmente geodésicas en Kn(b), suponiendo m < n) son las
bolas geodésicas . Entonces:

(3.2.17) Cap(Ab,mρ,R) =
vol
(
S0,m−1

1

)∫ R
ρ
ωb(t)1−mdt

,
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donde

(3.2.18) ωb(t) =


sin
√
bt√
b

si b > 0

t si b = 0
sinh
√
−bt√
−b si b < 0

Demostración. Vamos a aplicar la nota 3.2.10. Sea la función Ψ : Db,m
R −Db,m

ρ → R
definida como:

(3.2.19) Ψ(x) =

∫ r(x)

ρ
ω1−m
b (s)ds∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

,

se cumple

Ψ |∂Dρ(p)= 0,

Ψ |∂DR(p)= 1.

Definimos la función Ψ̄ : R→ R de la siguiente forma:

Ψ̄(t) =

∫ t
ρ
ω1−m
b (s)ds∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

,

luego Ψ̄(r(x)) = Ψ(x).
Derivando Ψ̄ respecto de t

(3.2.20) Ψ̄′(t) =
ω1−m
b (t)∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

≥ 0.

Podemos aplicar el Teorema 2.2.25 (en este caso se aplican ambas desigualdades ya que
la variedad es de curvatura seccional constante) considerando Km(b) ⊂ Km(b) y como∥∥∇Kn(b)r

∥∥ =
∥∥∇Kn(b)r

∥∥ = 1, por ser Km(b) subvariedad totalmente geodésica en Km(b),
tenemos

(3.2.21) ∆Km(b)Ψ = Ψ̄′′(t) + (m− 1)Ψ̄′(t)
ω′b(t)

ωb(t)
.

Calculamos

(3.2.22) Ψ̄′′(t) =
(1−m)ω−mb (t)ω′b(t)∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

.
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Sustituyendo y operando

∆Km(b)Ψ =

(1−m)ω−mb (t)ω′b(t)∫ R
ρ
ω1−m
b (s)ds

+ (m− 1)
ω1−m
b (t)∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

ω′b(t)

ωb(t)
= 0.(3.2.23)

Hemos comprobado que la función Ψ es la solución del problema de Dirichlet, por lo que,
como las bolas geodésicas son precompactos, aplicamos la nota 3.2.10:

Cap(Ab,mρ,R) =

∫
Db,mR (p)

∥∥∇Kn(b)Ψ
∥∥2
dσ =

∫
Ab,mR (p)

∥∥∇Kn(b)Ψ
∥∥2
dσ =∫

∂Db,mρ (p)

〈
∇Kn(b)Ψ,

∇Kn(b)r

‖∇Kn(b)r‖

〉
dσ =∫

Sb,m−1
ρ (p)

〈
∇Kn(b)Ψ,∇Kn(b)r

〉
dσ =

∫
Sb,m−1
ρ (p)

Ψ′(t)dσ =

ω1−m
b (ρ)∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

∫
Sb,m−1
ρ (p)

dµ =

vol
(
Sb,m−1
ρ (p)

)
ωm−1
b (ρ)

1∫ R
ρ
ω1−m
b (s)ds

=
vol
(
S0,m−1

1 (p)
)∫ R

ρ
ω1−m
b (s)ds

.(3.2.24)

Ya que Vol(Sb,m−1
ρ ) = ωm−1

b (ρ) Vol(S0,m−1
1 ).

3.2.2. Variedades parabólicas e hiperbólicas

Vamos a introducir el concepto de variedad parabólica (y su complementario: variedad
hiperbólica) según la Teoŕıa de Funciones. Este es el enfoque que puede encontrarse en
[32], por ejemplo.

Definición 3.2.13 (Núcleo de calor) Sea N variedad Riemanniana, se lla-
mará núcleo de calor en N a la menor función positiva p : (0,+∞)×N ×N → R, que
satisface la ecuación del calor sobre la variedad Riemanniana N

(3.2.25) ∂tp−
1

2
∆Np = 0.

Definición 3.2.14 (Funciones de Green) Definimos la función de Green en N como
la función G : N × N → R tal que G(x, y) = 1

2

∫ +∞
0

p (t, x, y) dt, siendo p el núcleo de
calor en N .
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Definición 3.2.15 (Parabolicidad e hiperbolicidad) Una variedad N se lla-
mará parabólica sii no admite funciones de Green positivas y finitas. En caso contrario,
si admite al menos una función de Green positiva y finita se llamará hiperbólica. Es
decir, N es hiperbólica sii es no parabólica.

Nota 3.2.16 (Ver [19]) Las funciones p pueden considerarse como funciones densidad
de un proceso de Markov. Concretamente la probabilidad de que un movimiento Brow-
niano que actúe sobre un punto x de Ω lo mantenga en el abierto Ω en un tiempo t
es

(3.2.26)

∫
Ω

p(t, x, y)dµ(y).

3.2.3. Criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden

En el trabajo [33], T. Lyons y D. Sullivan establecieron una lista de condiciones equi-
valentes para la hiperbolicidad de una variedad (el llamado criterio de Kelvin-Nevanlinna-
Royden).

Teorema 3.2.17 (Criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden) (véanse [19] y [33])
Una variedad Riemanniana N es hiperbólica si una (y por tanto todas) de las siguientes
condiciones equivalentes se cumplen:

1. Existe una función superarmónica no constante y positiva en N , o de forma equi-
valente existe una función subarmónica no constante y acotada en N .

2. N tiene capacidad positiva, es decir la capacidad Cap(Ω, N) > 0 para cierto Ω
abierto precompacto de N (véase 3.2.5)

3. El movimiento Browniano en N es transitorio. Es decir, para todo Ω abierto y
precompacto de N se tiene que, dado x ∈ Ω, la probabilidad de que una part́ıcula
sujeta al movimiento Browniano que parte de x abandone Ω es positiva.

Por tanto, según el criterio de Kelvin-Nevanlinna-Royden, N es hiperbólica sii
Cap(Ω, N) > 0 para un precompacto Ω ⊂ N. La variedad es parabólica sii no es hi-
perbólica, según la definición 3.2.15. Entonces N es parabólica sii para todo abierto
precompacto Ω tenemos que Cap(Ω, N) = 0. Veamos que podemos asegurar que una
variedad es parabólica encontrando un abierto precompacto Ω con Cap(Ω, N) = 0.

Proposición 3.2.18 (Véase Teorema 5.1 de [19]) Una variedad Riemanniana N con un
polo o ∈ N es parabólica sii Cap(K,N) = 0 para un conjunto K compacto, con interior
no vaćıo (o equivalentemente Cap(D,N) = 0 para un conjunto D abierto y precompacto,
no vaćıo).
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Demostración. Vamos a utilizar el siguiente lema que paso a enunciar:

Lema 3.2.19 (Véase [52], Proposición 3.2) Sean D1 y D2 compactos tales que D1 ⊂⊂
D2 ⊂⊂ Ω dominio conexo. Entonces

Cap(D1,Ω) = 0⇒ Cap(D2,Ω) = 0

Demostremos la implicación no trivial de la Proposición. Supongamos que existe
un compacto K ⊂ N tal que Cap(K,N) = 0. Vamos a demostrar que dado K1 ⊂
N, compacto, entonces Cap(K1, N) = 0. Para ello consideremos {Ui}, una colección
exhaustiva de N (existe por tener N un polo). Podemos asegura que existe un i0 tal que

K ⊂ Ui0 ⊂ Ūi0
K1 ⊂ Ui0 ⊂ Ūi0 .

Como sabemos Cap(K,N) = 0, usando el lema 3.2.19, tenemos Cap(Ūi0 , N) = 0 y por
tanto, usando (3.2.6),

Cap(K1, N) ≤ Cap(Ūi0 , N) = 0,

luego Cap(K1, N) = 0.

3.3. Condiciones necesarias para la parabolicidad e

hiperbolicidad

Definición 3.3.1 Diremos que una subvariedad P de N cumple la condición de tangen-
cia radial en un polo o ∈ N cuando existe una función positiva diferenciable,

(3.3.1) g : P 7→ R+ ,

tal que

(3.3.2) T (x) = ‖∇P r(x)‖ ≥ g(r(x)) > 0 ∀x ∈ P .

Recordamos la definición de curvatura media o-radial.

Definición 3.3.2 La curvatura media o-radial C(x) de P en N se define en términos
del producto interior de HP y del gradiente en N de la función distancia r(x) de la
siguiente forma:

(3.3.3) C(x) = −〈∇Nr(x), HP (x)〉, x ∈ P,

donde HP (x) denota el vector curvatura media de P en N .
Nótese que la curvatura media o−radial de una subvariedad minimal es C(x) =

0 ∀x ∈ P .
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Relacionado con C(x) podemos definir

Definición 3.3.3 1. La subvariedad P se llama radialmente 0-convexa sii C(x) ≥
0 ∀x ∈ P . Esta condición se satisface por las hipersuperficies de un forma espa-
cial real real Km(b) de curvatura constante b (véase [47]) aśı como por todas las
subvariedades minimales.

2. La subvariedad P se llama radialmente minimal sii C(x) = 0 ∀x ∈ P . Esta condi-
ción la satisfacen todas las subvariedades minimales.

Veamos unas definiciones previas a los Teoremas principales de este caṕıtulo.

Definición 3.3.4 Sea Nn una variedad Riemanniana, completa con un polo o ∈ N , y
sea Pm una subvariedad propiamente inmersa en N . Dada una función h : P −→ R que
sólo depende de la distancia extŕınseca r en P , h(r(x)) para todo x ∈ P , diremos que la
función h(r) está balanceada superiormente con respecto a la función de alabeo ω(r) de
una espacio modelo Mm

ω si

(3.3.4) M(r) = m(ηω(r)− h(r)) ≥ 0 ∀r

y diremos que h(t) está balanceada inferiormente si

(3.3.5) M(r) = m(ηω(r)− h(r)) ≤ 0 ∀r

Definición 3.3.5 Sea Nn una variedad Riemanniana, completa con un polo o ∈ N , y
sea Pm una subvariedad propiamente inmersa en N . Consideramos también el espacio
modelo Mm

ω .
(i) Definimos Λ(r) como la función

(3.3.6) Λ(r) = ω(r) exp

(
−
∫ r

ρ

M(t) dt

)
.

(ii) Si suponemos que P cumple la condición de tangencia radial en o ∈ N, definimos
Λg(r) como la función

(3.3.7) Λg(r) = ω(r) exp

(
−
∫ r

ρ

M(t)

g2(t)
dt

)
.

Nota 3.3.6 En los criterios para establecer la parabolicidad e hiperbolicidad juega un
papel fundamental la convergencia o divergencia de las integrales impropias

∫∞
ρ

Λg(t) dt

y
∫∞
ρ

Λ(t) dt. Por ello queremos remarcar que si M(r) ≥ 0 para todo r > 0, entonces∫∞
ρ

Λg(t) dt ≤
∫∞
ρ

Λ(t) dt y, por otra parte, si M(r) ≤ 0 para todo r > 0, entonces∫∞
ρ

Λg(t) dt ≥
∫∞
ρ

Λ(t) dt.
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Teorema 3.3.7 (Parabolicidad) Sea Nn una variedad Riemanniana completa con un
polo o, supongamos que

(3.3.8) Ko,N(σx) ≥ −
ω′′(r)

ω(r)

para todo x con r = r(x) ∈ [0,∞).
Sea Pm una subvariedad completa y propiamente inmersa en N con curvatura media

o-radial C(x) acotada inferiormente por la función radial h(r(x)):

(3.3.9) C(x) ≥ h(r(x)) para todo x ∈ Pm con r(x) ∈ [0,∞).

Entonces:

(A) Supongamos que la subvariedad P satisface la condición de tangencia radial en
o ∈ N (es decir, existe una función diferenciable g : P 7→ R+ , tal que ‖∇P r(x)‖ ≥
g(r(x)) > 0 para todo x ∈ P ) y que la función h(r) está balanceada superiormente con
respecto a la función de alabeo ω(r), (M(r) ≥ 0∀r).

Si se cumple

(3.3.10)

∫ ∞
ρ

Λg(t) dt =∞,

entonces Pm es parabólica.

(B) Supongamos que la función h(r) está balanceado inferiormente con respecto a la
función de alabeo ω(r) (M(r) ≤ 0 ∀r).
Si se cumple

(3.3.11)

∫ ∞
ρ

Λ(t) dt =∞,

entonces Pm es parabólica.

Nota 3.3.8 El apartado (A) del Teorema 4.3.1 fue establecido y demostrado en [36]
(véase Teorema 9.2) bajo condiciones de balance más restrictivas.

Teorema 3.3.9 (Hiperbolicidad) Sea Nn una variedad Riemanniana completa con
un polo o, y supongamos que

(3.3.12) Ko,N(σx) ≤ −
ω′′(r)

ω(r)
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para todo x con r = r(x) ∈ [0,∞). Sea Pm una subvariedad completa propiamente
inmersa en N con curvatura media o-radial C(x) acotada superiormente por la función
radial h(r(x)):

(3.3.13) C(x) ≤ h(r(x)) para todo x ∈ Pm con r(x) ∈ [0,∞).

Entonces
(A) Supongamos que la subvariedad P satisface la condición de tangencia radial en el

polo o ∈ P , y que la función h(r) está balanceada inferiormente con respecto a la función
de alabeo ω(r), (M(r) ≤ 0∀r).

Si se cumple

(3.3.14)

∫ ∞
ρ

Λg(t) dt <∞,

entonces Pm es hiperbólica.
(B) Supongamos que la función h(r) está balanceada superiormente con respecto a la

función de alabeo ω(r), (M(r) ≥ 0∀r).
Si se cumple

(3.3.15)

∫ ∞
ρ

Λ(t) dt <∞,

entonces Pm is hiperbólica.

Nota 3.3.10 El apartado (B) del Teorema 3.3.9 fue establecido y probado en [37], con
notación distinta. Siguiendo la notación del art́ıculo [37], tenemos

(3.3.16) G(r) = exp(

∫ r

ρ

h(t) dt)

y es fácil comprobar que
∫∞
ρ

Gm(r)
ωm−1(r)

dr <∞ si y sólo si
∫∞
ρ

Λ(t) dt <∞.

Nota 3.3.11 Tenemos los siguientes ejemplos de aplicación directa de los Teoremas
4.3.1 y 3.3.9. Con respecto al Teorema 4.3.1, podemos ver que los conos y los paraboloides
(ambos superficies convexas en R3) son parabólicos (véase [36]). Respecto al Teorema
3.3.9 tenemos que las superficies P 2 en H3(b) con curvatura media HP (x) ≤ H0 <

1
2

√
−b,

donde H0 es constante, son hiperbólicos (véase corolario B del trabajo [37]).

3.4. Corolarios de los Teoremas

Veamos los corolarios de los Teoremas anteriores, alguno de los cuales son resultados
anteriores citados en los preliminares de este caṕıtulo.
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Corolario 3.4.1 Sea Nn una variedad Riemanniana completa con polo o, y sea Pm una
subvariedad completa propiamente inmersa en N , satisfaciendo las desigualdades (3.3.8)
y (3.3.9) del Teorema 3.3.7.

(A) Supongamos que M(r) ≥ 0∀r.
Si P es hiperbólica entonces

(A.1) O no existe una función diferenciable positiva

(3.4.1) g : P 7→ R+ ,

tal que ‖∇Sr(x)‖ ≥ g(r(x)) > 0 para todo x ∈ P
(A.2) O, si P satisface la condición de tangencia radial en o ∈ P con función dife-

renciable positiva g : P 7→ R+, entonces
∫∞
ρ

Λg(r)dr <∞.

(B) Supongamos que M(r) ≤ 0 ∀r.
Si P es hiperbólica, entonces

∫∞
ρ

Λ(r)dr <∞.

Demostración. (A) La variedad ambiente N y la subvariedad P cumplen las hipóte-
sis (3.3.8) y (3.3.9) en el Teorema 4.3.1. Por tanto, si P no es parabólica entonces tenemos
la negación de ambos conjuntos de suposiciones fijados en las afirmaciones (A) y (B) del
Teorema 4.3.1. En particular la afirmación (A) no debe cumplirse. Como M(r) ≥ 0 ∀r,
entonces concluimos que no puede existir ninguna función positiva diferenciable

(3.4.2) g : P 7→ R+ ,

tal que ‖∇Sr(x)‖ ≥ g(r(x)) > 0 para todo x ∈ P o, si existe esta función, entonces∫∞
ρ

Λg(r)dr <∞.

(B) En este caso, M(r) ≤ 0 ∀r, y, como la afirmación (B) del Teorema 4.3.1 no se
cumple, concluimos que

∫∞
ρ

Λ(r)dr <∞.

Corolario 3.4.2 Sea P 2 una superficie completa, propiamente inmersa en R3 y radial-
mente 0-convexa. Si P 2 es hiperbólica, entonces

(i) O no existe una función diferenciable positiva

(3.4.3) g : P 7→ R+ ,

tal que ‖∇P r(x)‖ ≥ g(r(x)) > 0 para todo x ∈ P
(ii) O, en el caso en que P cumpla la condición de tangencia radial en o ∈ P con

una función diferenciable positiva g : P 7→ R+, entonces
∫∞
ρ
re
−

∫ r
ρ

2
tg2(t)

dt
dr <∞.

Demostración. Se sigue del corolario 3.4.1, si consideramos la variedad ambiente
como R3 (lo que implica función de alabeo ω(r) = r) y, teniendo en cuanta que por
hipótesis h(r(x)) = 0 para todo x ∈ P , y por tanto C(x) = ηω(r(x)) − h(r(x)) = 1

r
> 0

para todo x ∈ P .
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Corolario 3.4.3 Sea Nn una variedad Riemanniana completa con polo o, y sea Pm una
subvariedad propiamente inmersa en N , cumpliendo las desigualdades (3.3.12) y(3.3.13)
del Teorema 3.3.9.

(A) Supongamos que M(r) ≥ 0∀r.
Si P es parabólica, entonces

(3.4.4)

∫ ∞
ρ

Λ(t) dt =∞.

(B) Supongamos que M(r) ≤ 0 ∀r.
Si P es parabólica, entonces

(B.1) O bien no existe una función diferenciable positiva

(3.4.5) g : P 7→ R+ ,

tal que ‖∇Sr(x)‖ ≥ g(r(x)) > 0 para todo x ∈ P
(B.2) O bien si P satisface la condición de tangencia radial en o ∈ P con función

diferenciable y positiva g : P 7→ R+, entonces
∫∞
ρ

Λg(r)dr =∞.

Demostración. (A) La variedad ambiente N y la subvariedad P cumplen las hipóte-
sis (3.3.12) y (3.3.13) en el Teorema 3.3.9. Por tanto, si P no es hiperbólica, entonces
tenemos la negación de los dos conjuntos de afirmaciones (A) y (B) del Teorema 3.3.9.
En particular, una de las dos, (A) o (B), no se cumple. Como M(r) ≥ 0 ∀r, tenemos

(3.4.6)

∫ ∞
ρ

Λ(t) dt =∞.

(B) En este caso, M(r) ≤ 0∀r, y so negamos la afirmación (A) del Teorema 3.3.9 como

antes, tenemos dos posibilidades: la primera es que la subvariedad P no satisfaga la
condición de tangencia radial en o ∈ P . Por tanto no existe una función diferenciable
positiva

(3.4.7) g : P 7→ R+ ,

tal que ‖∇P r(x)‖ ≥ g(r(x)) > 0 para todo x ∈ P .
La segunda es que P satisfaga la condición de tangencia radial para una función

diferenciable positiva g : P 7→ R+ en o ∈ P , entonces
∫∞
ρ

Λg(r)dr =∞.

Corolario 3.4.4 Sea Mn
ω un espacio modelo, y sea Pm una subvariedad propiamente

inmersa en Mn
ω . Supongamos que la curvatura media o-radial de P en Mn

ω es igual a la
función ηω(r(x)), es decir

(3.4.8) C(x) = ηω(r(x)) para todo x ∈ Pm con r(x) ∈ [0,∞).

Entonces Pm es parabólica si y sólo si
∫∞
ρ
ω(r) dr =∞.
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Corolario 3.4.5 (K. Ichihara) (Véase [25]) Si Mn es un una variedad Riemannia-
na completa, conexa y con curvaturas seccionales acotadas inferiormente (resp. su-

periormente) por las de un espacio modelo, es decir KM
sec ≥ −

ω′′(t)
ω(t)

, que satisface∫∞
ρ

dr
ωn−1(r)

=∞ (<)∞) entonces Mn es parabólica (hiperbólica), respectivamente.

Corolario 3.4.6 (Véase [36]) Sea Pm (m ≥ 2) una subvariedad no acotada inmersa
en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard con curvaturas seccionales acotadas
superiormente por una constante b < 0. Si la curvatura media HP de P cumple: HP (x) ≤
H0 <

m−1
m

√
−b , ∀x ∈ P fuera de algún abierto compacto, siendo H0 constante, entonces

Pm es hiperbólica.

Corolario 3.4.7 (Véase [37]) Sea Nn una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard
con curvaturas seccionales acotadas superiormente por una constante b < 0. Entonces
cualquier subvariedad minimal Pm propiamente inmersa en Nn es hiperbólica.

Este Teorema se deduce de nuestro Teorema B utilizando un modelo con la función
de alabeo ωb(t) = sinh

√
−bt√
−b .

Nota 3.4.8 Veamos algunas superficies a modo de ejemplo:

1. La catenoide:

Hallamos

T (x) =
∥∥∇P r

∥∥
x

=
r(x) + sinh r(x) cosh r(x)

cosh r(x)
√
r(x)2 + cosh2 r(x)

>

√
2 ln r(x)

1 + 2 ln r(x)
= g(r(x)), ∀r(x) > 1(3.4.9)

y tenemos
∫ +∞

1
Λg(t)dt = +∞.

Luego, por Teorema 3.3.7, la catenoide es parabólica.
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2. La P superficie de Schwarz:.

Es hiperbólica y minimal. Es fácil deducir que
∥∥∇P r

∥∥
x

se anula infinitas veces
en determinadas direcciones en donde la superficie es ortogonal a las direcciones
radiales desde el polo. Por tanto no se cumple la condición de tangencia como
asegura el corolario 3.4.2 para superficies hiperbólicas.

3. La superficie de Scherk doblemente periódica:

Sabemos que es hiperbólica (ver [35]), el corolario 3.4.1 nos explica el comporta-
miento de esta superficie. Efectivamente:
∇P r es la proyección de ∇R3

r en los planos tangentes a la superficie. El ángulo
entre ∇P r y ∇R3

r en p1 está entre −π
2

y 0.
Sin embargo en p2 está entre −2π y −3π

2
. En algún punto p “entre p1 y p2” el ángulo

será de −π
2

y por tanto
∥∥∇P r

∥∥
p

= 0. Como esto ocurrirá una infinidad de veces

podemos deducir que no existe una función g tal que T (x) =
∥∥∇P r

∥∥ ≥ g(r(x)) > 0.
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3.5. Demostración de las partes (A) de los Teoremas

3.3.7 y 3.3.9

Como la subvariedad P satisface la condición de tangencia radial para una función
positiva y diferenciable g : P −→ R+, podemos definir un operador de segundo orden
para funciones de una variable real como sigue:

(3.5.1) Lg ψ(r) = ψ′′(r) + ψ′(r)

(
M(r)

g2(r)
− ηω(r)

)
.

Resolvemos el problema de Dirichlet-Poisson asociado a Lg:

(3.5.2)


Lg ψ = 0 en [ρ,R]

ψ(ρ) = 0

ψ(R) = 1

a cuya solución vamos a llamar ψρ,R(r).

La expresión expĺıcita de la solución viene dada por la siguiente Proposición.

Proposición 3.5.1 La solución del problema de Dirichlet 3.5.2 sólo depende de r y es
expĺıcitamente, v́ıa la función Λg(r) introducida en la definición 3.3.5 (ii):

(3.5.3) ψρ,R(r) =

∫ r
ρ

Λg(t) dt∫ R
ρ

Λg(t) dt
.

La correspondiente capacidad direccional es

(3.5.4)

CapLg(A
w
ρ,R) =

∫
∂Dwρ

〈∇Mψρ,R, ν〉 dA

= Vol(∂Dw
ρ )Λg(ρ)

(∫ R

ρ

Λg(t) dt

)−1

.

Demostración. Basta con comprobar que cumple todas las condiciones del proble-
ma. Calculemos

(3.5.5) ψ′ρ,R(r) =
1∫ R

ρ
Λg(t) dt

Λg(r)
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y

ψ′′ρ,R(r) =

1∫ R
ρ

Λg(t) dt

(
ω′(r) exp

(
−
∫ r

ρ

M(t)

g2(t)
dt

)
− ω(r)

M(r)

g2(r)
exp

(
−
∫ r

ρ

M(t)

g2(t)
dt

))
=

(
ω′(r)

ω(r)
− M(r)

g2(r)

)
ψ′ρ,R(r) =

(
ηω(r)− M(r)

g2(r)

)
ψ′ρ,R(r),

(3.5.6)

por lo que Lgψρ,R(r) = 0.
Por otra parte

ψρ,R(ρ) =

∫ ρ
ρ

Λg(t) dt∫ R
ρ

Λg(t) dt
= 0

ψρ,R(R) =

∫ R
ρ

Λg(t) dt∫ R
ρ

Λg(t) dt
= 1.

Que termina la comprobación.
Pasemos a la demostración de los apartados de los Teoremas:
Afirmación (A) del Teorema 3.3.7.

Relativo a la demostración del apartado (A) en el Teorema 3.3.7 es fácil ver que, usando
los cálculos (3.5.6) y la condición de balance (3.3.4), que la solución ψρ,R del problema
(3.5.2) cumple:

(3.5.7)

ψ′ρ,R(r) ≥ 0

ψ′′ρ,R(r)− ψ′ρ,R(r)ηw(r) = −ψ′ρ,R(r)
M(r)

g2(r)
≤ 0

Ahora trasplantamos las soluciones ψρ,R(r) de la ecuación (3.5.2) en el anillo extŕınse-
co Aρ,R = DR(o) \ D̄ρ(o) en P definiendo

(3.5.8) Ψρ,R : Aρ,R → R, Ψρ,R(x) = ψρ,R(r(x)).

Donde la bola extŕınseca Dρ(o) sigue la definición (2.1.7), y DR(o) es la componente de
BR(o) ∩ P que contiene a Dρ(o).

Teniendo en cuenta la hipótesis (3.3.8) sobre las curvaturas seccionales y la condición
(3.3.9) sobre la curvatura media o-radial podemos aplicar la acotación de la Proposición
2.2.25 (i) (recordemos que ψ′ρ,R(r) ≥ 0)

∆Pψρ,R(r) ≤ (ψρ,R(r)′′(r)− ψρ,R(r)′(r)ηω(r)) ‖∇P r‖2

+mψρ,R(r)′(r) (ηω(r)− h(r)) .
(3.5.9)
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Luego, aplicando la segunda igualdad de (3.5.7) y que ‖∇P (r)‖ ≥ g(r), se cumple:

(3.5.10)

∆Pψρ,R(r(x)) ≤
(
ψ′′ρ,R(r(x))− ψ′ρ,R(r(x))ηω(r(x))

)
g2(r(x))

+mψ′ρ,R(r(x)) (ηω(r(x))− h(r(x)))

= g2(r(x)) Lg ψρ,R(r(x) = 0 = ∆Pv(x) ,

donde v(x) es la función potencial de Laplace para el anillo extŕınseco Aρ,R = DR \Dρ,
siendo v|∂Dρ = 0 y v|∂DR = 1.

Ahora aplicamos el principio del máximo a la desigualdad (3.5.10). Ya que

ψρ,R − v = 0

en el borde del anillo extŕınseco y al ser la función 0 armónica, aplicamos la Proposición
3.2.1 (ψρ,R − v es superarmónica) y obtenemos

ψρ,R(r(x)) − v(x) ≥ 0 , para todo x ∈ Aρ,R

y

(3.5.11) ψρ,R(r(x)) ≥ v(x) , para todo x ∈ Aρ,R .

Esto implica que en ∂Dρ tenemos

(3.5.12) ‖∇Pψρ,R‖ ≥ ‖∇Pv(x)|∂Dρ‖

Usando la ecuación (3.2.9), concluimos

(3.5.13)

Cap(Aρ,R) =

∫
∂Dρ

‖∇Pv(x)‖ dµ

≤
∫
∂Dρ

‖∇PΨρ,R‖ dµ

= ψ′ρ,R(ρ)

∫
∂Dρ

‖∇P r‖ dµ

=
CapLg(A

ω
ρ,R)

Vol(∂Dω
ρ )

∫
∂Dρ

‖∇P r‖ dµ.

Por otra parte Dρ(o) es precompacto con borde diferenciable y por tanto

(3.5.14)

∫
∂Dρ

‖∇P r‖ dµ > 0.
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Ahora usamos las ecuaciones (3.5.4) y (3.3.10) para obtener:

(3.5.15)

Cap
(
D̄ρ(o), P

m
)

=

ĺım
R→∞

Cap
(
D̄ρ(o), DR(o)

)
≤ (

∫
∂Dρ

‖∇P r‖ dµ)

(
ĺım
R→∞

CapLg(A
ω
ρ,R)

Vol(∂Dω
ρ )

)
= 0

Como conclusión Dρ(o) es un conjunto precompacto no vaćıo con capacidad nula en
Pm y, por tanto, la variedad es parabólica.

Apartado (A) del Teorema 3.3.9.

Respecto a la demostración del apartado (A) del Teorema 3.3.9 y bajo la condición de
balance (3.3.5), tenemos que la solución del problema (3.5.2) satisface:

(3.5.16)

ψ′ρ,R(r) ≥ 0

ψ′′ρ,R(r)− ψ′ρ,R(r)ηω(r) = −ψ′ρ,R(r)
M(r)

g2(r)
≥ 0

Teniendo en cuenta que ‖∇P r‖2 ≥ g y φ′′ρ,R(r) − φ′ρ,R(r)ηω(r) ≥ 0 obtenemos, apli-
cando la Proposición 2.2.25 (ii) al trasplantado de la solución ψρ,R,

(3.5.17)

∆Pψρ,R(r(x)) ≥
(
ψ′′ρ,R(r(x))− ψ′ρ,R(r(x))ηω(r(x))

)
g2(r(x))

+mψ′ρ,R(r(x)) (ηω(r(x))− h(r(x)))

= g2(r(x)) Lg ψρ,R(r(x)) = 0 = ∆Pv(x) .

Ahora consideremos la desigualdad (3.5.17) y procedemos como en la demostración
del Teorema 3.3.7, pero con las desigualdades invertidas. Aplicando el principio del máxi-
mo de la misma manera tenemos en ∂Dρ

(3.5.18) ‖∇Sψρ,R‖ ≤ ‖∇Pv(x)|∂Dρ‖

y usando la ecuación (3.2.9), tenemos

(3.5.19) Cap(Aρ,R) ≥
CapLg(A

ω
ρ,R)

Vol(∂Dω
ρ )

∫
∂Dρ

‖∇Sr‖ dµ.

Por último, teniendo en cuenta la desigualdad (3.5.14), y la condición
∫∞
ρ

Λg(t) dt <
∞ obtenemos
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(3.5.20) Cap
(
D̄ρ(o), P

m
)
≥ (

∫
∂Dρ

‖∇P r‖ dµ) ĺım
R→∞

CapLg(A
ω
ρ,R)

Vol(∂Dω
ρ )

> 0

Por tanto D̄ρ(o) es un conjunto compacto con capacidad positiva en Pm, como con-
secuencia P es hiperbólica.

3.6. Demostración de las partes (B) de los Teoremas

3.3.7 y 3.3.9

Vamos a definir el operador diferencial de segundo orden L:

(3.6.1) Lφ(r) = φ′′(r) + φ′(r) (M(r)− ηω(r)) .

Es la misma definición que en las demostraciones anteriores pero con g(r) = 1, ∀r.
Y considerando la solución expĺıcita φρ,R(r) del problema de Dirichlet-Poisson asociado
al operador L y definido en el intervalo [ρ,R]. Como en la demostración de los apartados
(A) (véase la Proposición 3.5.1), es fácil comprobar que

(3.6.2) φρ,R(r) =

∫ r
ρ

Λ(t) dt∫ R
ρ

Λ(t) dt
,

donde Λ(r) es la función introducida en la definición 3.3.5 (i).
La capacidad direccional del operador L es

(3.6.3)

CapL(Aωρ,R) =

∫
∂Dωρ

〈∇Pφρ,R, ν〉 dA

= Vol(∂Dω
ρ )Λ(ρ)

(∫ R

ρ

Λ(t) dt

)−1

.

Apartado (B) del Teorema 3.3.7.

Respecto a la afirmación (B) en el Teorema 3.3.7, usaremos la ecuación (3.6.2) y la
condición de balance (3.3.5) para obtener

(3.6.4)

φ′ρ,R(r) ≥ 0

φ′′ρ,R(r)− φ′ρ,R(r)ηω(r)

= −φ′ρ,R(r)M(r) ≥ 0
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ya que M(r) ≤ 0.
Teniendo en cuenta que ‖∇P r‖2 ≤ 1 y φ′′ρ,R(r) − φ′ρ,R(r)ηω(r) ≥ 0 obtenemos, apli-

cando la Proposición 2.2.25 (i) al trasplantado de la función φρ,R,

(3.6.5)

∆Pφρ,R(r(x)) ≤
(
φ′′ρ,R(r(x))− φ′ρ,R(r(x))ηω(r(x))

)
+mφ′ρ,R(r(x)) (ηω(r(x))− h(r(x)))

= Lφρ,R(r(x)) = 0 = ∆Pv(x) .

En esta última desigualdad, v(x) es la función potencial de Laplace para el anillo extŕınse-
co Aρ,R = DR \Dρ, siendo v|∂Dρ = 0 y v|∂DR = 1.
Ahora para probar la parabolicidad de P se sigue como en la demostración de apartado
(A) del Teorema 4.3.1.

Apartado (B) del Teorema 3.3.9.

Para demostrar la afirmación (B) del Teorema 3.3.9 consideremos el operador L definido
anteriormente, con la misma solución expĺıcita φρ,R(r) del problema de Dirichlet-Poisson
definido en el intervalo [ρ,R].

Pero ahora se cumple

(3.6.6)
φ′ρ,R(r) ≥ 0

φ′′ρ,R(r)− φ′ρ,R(r)ηω(r) = −φ′ρ,R(r)M(r) ≤ 0

porque M(r) ≥ 0.
Teniendo en cuenta que ‖∇P r‖2 ≤ 1 y φ′′ρ,R(r) − φ′ρ,R(r)ηω(r) ≤ 0 obtenemos, apli-

cando la Proposición 2.2.25 (ii) al trasplantado de la función φρ,R,

(3.6.7)

∆Pφρ,R(r(x)) ≥
(
φ′′ρ,R(r(x))− φ′ρ,R(r(x))ηω(r(x))

)
+mφ′ρ,R(r(x)) (ηω(r(x))− h(r(x)))

= Lφρ,R(r(x)) = 0 = ∆Pv(x) .

Finalmente se demuestra la hiperbolicidad de P como en la afirmación (A) del Teo-
rema 3.3.9.
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4.1. Introducción

S.S. Chern y R. Osserman establecieron en [10] que si la curvatura de Gauss KG de
una superficie minimal completa M en Rn tiene integral finita se cumple

(4.1.1) −χ(M) ≤ −1

2π

∫
M

KGdσ − k,

donde k es el número de finales de M .
Posteriormente L.P. Jorge y W. H. Meeks en [28] obtuvieron la expresión

(4.1.2) −χ(M) =
−1

2π

∫
M

KGdσ − Supt>0

v(t)

Vol(B0,2(t))
,

donde v(t) es el volumen de las bolas extŕınsecas de radio t y B0,2(t) es la bola geodésica
de dimensión 2 en Rn.

El cociente de volúmenes v(t)
Vol(B0,2(t))

, cuando estamos considerando una subvariedad
minimal propiamente inmersa en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard, es
una función no decreciente, como se puede ver en [2] y en [38].

Concretamente:
Si la subvariedad M se encuentra en una variedad ambiente N de Cartan-Hadamard

cumpliendo

(4.1.3) KN ≤ b ≤ 0

entonces la función

(4.1.4) ψ(r) =
v(t)

Vol(Bb,2
t )

,

donde Bb,2
t es la bola geodésica de radio r en la forma espacial real de curvatura constante

b, es monótona no decreciente.
Apoyándose en este hecho, Chen Qing y Cheng Yi en [7] generalizan la desigualdad

de Chern-Osserman para superficies minimales completas en el espacio hiperbólico de
curvatura constante −1.

Si la superficie es minimal en Hn se deduce directamente de la ecuación de Gauss que

(4.1.5) KG = −1− 1

2

∥∥AS∥∥2
,

donde AS es la segunda forma fundamental de la superficie S en Hn. Por lo que la
curvatura de Gauss KG no puede tener integral acotada. De hecho Chen Qing y Cheng
Yi imponen a la superficie la hipótesis

(4.1.6)

∫
M

‖A‖2 dσ < +∞,
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(que equivale en el caso de superficies minimales en Rn a curvatura total finita).

Apoyándose en este hecho demuestran que el cociente Vol(Dt)

Vol(B1,2
t )

= v(t)
2π(cosh t−1)

está aco-

tado (a las superficies con esta caracteŕıstica se le denominará superficie con crecimiento
minimal del área o minimal area growth) y que

(4.1.7) −χ(M) ≤ 1

4π

∫
M

‖A‖2 dσ − Supt>0

v(t)

2π(cosh t− 1)
.

En este caṕıtulo demostraremos un primer resultado que es una generalización del
de Chen Qing y Cheng Yi para superficies minimales completas propiamente inmersas
en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard N cuya curvatura seccional KN

está acotada superiormente por una constante b < 0.
Se trata por tanto de dar una condición suficiente para que una superficie minimal

completa S propiamente inmersa en una variedad Riemanniana de Cartan-Hadamard
sea de tipo topológico finito.

También demostraremos un resultado similar al anterior para superficies completas
no minimales con curvatura media y segunda forma fundamental controladas mediante
técnicas desarrolladas por A. Hurtado, S. Markvorsen y V. Palmer, [24], que nos permite
la construcción de un espacio modelo C2

ωb,h
en el que conseguir relaciones isoperimétricas

en nuestra superficie (de forma similar al espacio hiperbólico en el caso minimal).

4.2. Preliminares

Supondremos en todo este caṕıtulo que S2 es una superficie completa y no compacta
propiamente inmersa en una variedad Riemanniana Nn de Cartan-Hadamard. Sabemos
que todos los puntos de Nn son polos según el Teorema 2.1.3. Es decir, podemos asegurar
para cada o punto de N que expo : ToN

n → Nn es un difeomorfismo. Aśı podemos definir
la función distancia y la restricción a S que será la distancia extŕınseca (véase la definición
2.1.1).

Notemos que el gradiente ∇Sr(x) es la parte tangencial (en S) de ∇Nr(x) (cuya
norma es 1), para todo x ∈ S. Tenemos la relación:

(4.2.1) ∇Nr = ∇Sr + (∇Nr)⊥,

donde (∇Nr)⊥(x) = ∇⊥r(x) es la componente normal a TxS para todo x ∈ S.
Vamos a definir la norma de Hilbert-Schmidt de la segunda forma fundamental.

Definición 4.2.1 (Norma de Hilbert-Schmidt) Sea Pm una subvariedad inmersa
en la variedad Riemanniana Nn. Si AP es la segunda forma fundamental de P en N
entonces se define

∥∥AP∥∥ , la norma de Hilbert-Schmidt de AP , como

(4.2.2)
∥∥AP∥∥

p
=

√√√√ m∑
i,j=1

g(APp (ei, ej), APp (ei, ej)),
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siendo {ei}mi=1 base ortonormal de TpP.

Nota 4.2.2 Por otra parte, si S es una superficie inmersa en una variedad Riemanniana
M consideramos

∥∥HS
∥∥ definida como

(4.2.3)
∥∥HS

∥∥
p

=
√
g(HS

p , H
S
p ),

donde HS es la curvatura media de S en N.

Con estas consideraciones podemos establecer:

Proposición 4.2.3 Sea S2 subvariedad de dimensión 2 en una variedad N . Si {e1, e2}
es una base ortonormal de campos vectoriales en la superficie y σ es el plano generado
por ellos, tenemos

(4.2.4) K̄N
σ = KS

σ +
1

2

(∥∥AS∥∥2 − 4
∥∥HS

∥∥2
)

Demostración. Según la ecuación de Gauss para subvariedades:

(4.2.5) K̄N
σ = KS

σ + g(AS(e1, e2), AS(e1, e2))− g(AS(e1, e1), AS(e2, e2)).

Por otra parte se cumple: 2HS = AS(e1, e1) + AS(e2, e2). Consideramos la norma de
Hilbert-Schmidt de AS

(4.2.6)∥∥AS∥∥2
= g(AS(e1, e1), AS(e1, e1)) + 2g(AS(e1, e2), AS(e1, e2)) + g(AS(e2, e2), AS(e2, e2)).

La norma de HS es
(4.2.7)

4
∥∥HS

∥∥2
= g(AS(e1, e1), AS(e1, e1))+2g(AS(e1, e1), AS(e2, e2))+g(AS(e2, e2), AS(e2, e2)).

Si restamos ambas expresiones

(4.2.8)
∥∥AS∥∥2 − 4

∥∥HS
∥∥2

= 2(g(AS(e1, e2), AS(e1, e2))− g(AS(e1, e1), AS(e2, e2)))

Y por tanto

(4.2.9) K̄N
σ = KS

σ +
1

2

(∥∥AS∥∥2 − 4
∥∥HS

∥∥2
)

Definición 4.2.4 Sea AS la segunda forma fundamental de S en N, definimos

(4.2.10) R(t) =

∫
Dr(o)

∥∥AS∥∥2
dσ

donde la norma es la de Hilbert-Schmidt (véase la definición 4.2.1).
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Definición 4.2.5 Dada una superficie S inmersa en una variedad Riemanniana N .
Consideremos el cociente

(4.2.11) ψ(t) =
Vol(Bt(o) ∩ S)

Vol(Bb,2
t )

,

donde Bb,2
t es la bola geodésica de radio t en un forma espacial real de curvatura seccional

constante b.

Nota 4.2.6 (Véase [2]) Si N tiene sus curvaturas seccionales menores que una constante
b < 0 sabemos (véase 2.3.32) que ψ(t) es no decreciente.

Definición 4.2.7 Sea S una superficie propiamente inmersa en una variedad Rieman-
niana N . Diremos que tiene crecimiento minimal del área (en inglés minimal area
growth) si

ψ(t) =
Vol(Bt(o) ∩ S)

Vol(Bb,2
t )

está acotada.

Nota 4.2.8 (Véase [17] y nota 2.3.10) Recordemos los volúmenes de las bolas Bb,2
t y

Bb,3
t

Vol(Bb,2
t ) =

−2π

b
(cosh(t

√
−b)− 1)

Vol(Bb,3
t ) =

−π
b
√
−b

(sinh(t
√
−b)− 2t

√
−b)(4.2.12)

Nota 4.2.9 Sabemos que las bolas extŕınsecas DR(o) en nuestro caso conjuntos precom-
pactos (véase 2.1.9)

Nota 4.2.10 Como consecuencia también de la nota 2.1.9 la clausura de DR(o) es una
variedad compacta con borde diferenciable para casi todo R > 0. El Teorema de Gauss-
Bonnet establece en este caso (véase 2.3.41)

(4.2.13)

∫
∂DR(o)

ktgdµ+

∫
DR(o)

KS dσ = 2πχ(DR(o)),

siendo ktg la curvatura geodésica de la curva diferenciable ∂DR(o) y KS la curvatura de
Gauss de S.
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Nota 4.2.11 Si aplicamos la Proposición 2.3.38 sustituyendo f por r (la función dis-
tancia) tenemos

d

dr
Vol(Dr(o)) =

d

dr

∫
Dr(o)

dσ =∫
∂Dr(o)

1

‖∇Sr‖
dµ ≤

∫
∂Dr(o)

dµ = Vol(∂Dr(o)).

Proposición 4.2.12 Sea S2 una superficie minimal propiamente inmersa en una varie-
dad de Cartan-Hadamard N , la cual tiene sus curvaturas seccionales acotadas superior-
mente de esta manera

KN ≤ b ≤ 0.

Sean Dt, (t > 0), las bolas extŕınsecas en S. El volumen v(t) = Vol(Dt) satisface la
desigualdad

2πχ(Dt) ≥

ηωb(t)v
′(t)−

∫
∂Dt

〈
∇⊥r
‖∇Sr‖

, AS(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

〉
dµ+

∫
Dt

KS dσ(4.2.14)

donde KS es la curvatura de Gauss de S.

Demostración. Si sustituimos en el Teorema de Gauss-Bonnet (4.2.13) la curvatura
geodésica usando (2.2.58) tenemos

2πχ(Dt) ≥∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖
{ηωb(r)−

〈
∇⊥r, AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

〉
}dµ+

∫
Dt

KS dσ.(4.2.15)

Sabemos (véase Proposición 2.3.38)

(4.2.16) v′(t) =

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖
dµ.

Luego ∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖
ηωb(r)dµ = ηωb(t)v

′(t)

y al sustituir obtenemos

2πχ(Dt) ≥

ηωb(t)v
′(t)−

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖

〈
∇⊥r, AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

〉
dµ+

∫
Dt

KSdσ,(4.2.17)

que es la desigualdad buscada.
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Proposición 4.2.13 Sea S2 una superficie minimal propiamente inmersa en una varie-
dad de Cartan-Hadamard N con sus curvaturas seccionales acotadas superiormente por
b < 0, es decir:

KN ≤ b < 0.

Sea Dt, (t > 0), las bolas extŕınsecas en S. Entonces, si t > s > 0,

∫
Dt

cosh
√
−brdσ

cosh2
√
−bt

−
∫
Ds

cosh
√
−brdσ

cosh2
√
−bs

≥∫
Dt−Ds

1 + sinh2
√
−br‖∇⊥r‖2

cosh3
√
−br

dσ(4.2.18)

Demostración. Si usamos la desigualdad (2.2.57) sustituyendo la función f(r) =
cosh

√
−br tenemos

∆S cosh
√
−br ≥ (−b cosh

√
−br −

√
−b sinh

√
−br ηωb(r))‖∇Sr‖2

+ 2
√
−b sinh

√
−br ηωb(r) = −2b cosh

√
−br.(4.2.19)

Sabemos que el unitario normal a ∂Dt hacia afuera es ∇Sr
‖∇Sr‖ y que

(4.2.20) ∇Sf(r) = f ′(r)∇Sr,

para toda función f(r) radial.
Integramos y aplicamos el Teorema de la divergencia

∫
Dt

∆S cosh
√
−br dσ =

∫
∂Dt

〈
∇S cosh

√
−br, ∇

Sr

‖∇Sr‖

〉
dµ =

√
−b sinh

√
−bt

∫
∂Dt

‖∇Sr‖dµ.(4.2.21)

Y, con la desigualdad anterior,

(4.2.22)
√
−b sinh

√
−bt

∫
∂Dt

‖∇Sr‖dµ ≥ −2b

∫
Dt

cosh
√
−br dσ.

Ahora derivemos el cociente
∫
Dt

cosh
√
−br dσ

cosh2
√
−bt usando la fórmula de la co-área (2.3.38):

d

dt

∫
Dt

cosh
√
−br dσ

cosh2
√
−bt

=

1

cosh3
√
−bt

(
cosh

√
−bt

∫
∂Dt

cosh
√
−br

‖∇Sr‖
dσ − 2

√
−b sinh

√
−bt

∫
Dt

cosh
√
−br dσ

)
.

(4.2.23)
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Considerando (4.2.22) y sustituyendo en la igualdad anterior:

d

dt

∫
Dt

cosh
√
−br dσ

cosh2
√
−bt

≥

1

cosh3
√
−bt

{
cosh

√
−bt

∫
∂Dt

cosh
√
−br dσ

‖∇Sr‖
− sinh

√
−bt

∫
∂Dt

sinh
√
−br‖∇Sr‖dµ

}
=

1

cosh3
√
−bt

{∫
∂Dt

(
cosh2

√
−br

‖∇Sr‖
− sinh2

√
−bt‖∇Sr‖

)
dµ

}
=∫

∂Dt

(
cosh2

√
−br − sinh2

√
−bt(1− ‖∇⊥r‖2)

‖∇Sr‖ cosh3
√
−bt

)
dµ =

∫
∂Dt

(
1

‖∇Sr‖
1 + sinh2

√
−bt‖∇⊥r‖2)

cosh3
√
−bt

)
dµ.

(4.2.24)

Integrando y aplicando co-área (2.3.38) al último término obtenemos la desigualdad
deseada.

La siguiente Proposición es de carácter general.

Proposición 4.2.14 Sea S2 ↪→ Nn una superficie y sea b ≤ 0 y {Dt}t>0 una colección
exhaustiva de S por bolas extŕınsecas. Sea f : S → R una función positiva C∞.
Se cumple

(4.2.25)

∫
S

e−
√
−br f(x)dσ < +∞ ⇐⇒

∫ +∞

0

e−
√
−bt
∫
Dt

f(x) dσ dt < +∞

y, si las integrales convergen,

(4.2.26)

∫
S

e−
√
−br f(x)dσ =

∫ +∞

0

e−
√
−bt
∫
Dt

f(x) dσ dt

Demostración. Apliquemos la fórmula de la co-área (2.3.38), por una parte

(4.2.27)

∫
Dt

e−
√
−br f(x)dσ =

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
∂Ds

f(x)

‖∇Sr‖
dµds

por otra

(4.2.28)
d

ds

∫
Ds

f(x)dσ =

∫
∂Ds

f(x)

‖∇Sr‖
dµ .
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Sustituyendo y aplicando integración por partes (y teniendo en cuenta que
∫
D0
fdσ =

0) ∫
Dt

e−
√
−br f(x) dσ =

∫ t

0

e−
√
−bs
(
d

ds

∫
Ds

f(x)dσ

)
ds

= e−
√
−bt
∫
Dt

f(x) dσ +
√
−b
∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Dt

f(x) dσ.

Si ahora tomamos ĺımites cuando t tiende a infinito
(4.2.29)∫

S

e−
√
−br f(x) dσ =

(
ĺım
t→+∞

e−
√
−bt
)∫

S

f(x) dσ +
√
−b
∫ +∞

0

e−
√
−bs
∫
Dt

f(x) dσ.

Con esta relación se deduce la doble implicación.
Si
∫
S
e−
√
−br f(x) dσ < +∞ entonces se deduce la acotación de las otras dos (ya que

son las tres positivas), en particular:

(4.2.30)

∫ +∞

0

e−
√
−bt
∫
Dt

f(x) dσdt < +∞.

En sentido contrario, suponemos que∫ +∞

0

e−
√
−bt
∫
Dt

f(x) dσ dt < +∞

se deduce por tanto que existe una sucesión {ti} divergente tal que∫
Dti

f(x) dσ
i→+∞→ 0.

Como {Dt}t>0 es exhaustiva tenemos que∫
S

f(x)dσ = 0

luego

(4.2.31)

(
ĺım
t→+∞

e−
√
−bt
)∫

S

f(x) dσ = 0.

Por tanto de (4.2.29) se deduce∫
S

e−
√
−br f(x) dσ < +∞.
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4.3. Desigualdad de Chern-Osserman para super-

ficies minimales en una variedad Cartan-

Hadamard

Teorema 4.3.1 Sea Nn una variedad de Cartan-Hadamard, con curvaturas seccionales
acotadas superiormente de la forma siguiente

KN ≤ b < 0.

Sea S2 una superficie minimal completa y conexa propiamente inmersa en N , cumplien-
do

(4.3.1)

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ < +∞ y

∫
S

(b−KN)dσ < +∞

donde AS denota la segunda forma fundamental de S en N.
Entonces:

1. Supt>0
Vol(Dt)

Vol(Bb,2t )
< +∞, es decir S tiene crecimiento minimal del área.

2. S2 es de tipo topológico finito, además: −χ(S) ≤ 1
2π

∫
S
(b − KN)dσ +

1
4π

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ − Supt>0

Vol(Dt)

Vol(Bb,2t )
< +∞.

4.3.1. Demostración del apartado 1

Teniendo en cuenta la desigualdad de la Proposición 4.2.12, sumando a ambos térmi-

nos b v(t), sustituyendo KS por KN − 1
2

∥∥AS∥∥2
y considerando la definición 4.2.4 de R(t)

se obtiene:

ηωb(t)v
′(t) + b v(t) ≤

−
∫
Dt

(KN − 1

2

∥∥AS∥∥2
)dσ+∫

∂Dt

1

‖∇Sr‖

〈
A(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ+ 2πχ(Dt) +

∫
Dt

b dσ =

−
∫
Dt

(KN − b)dσ +
1

2
R(t) +

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖

〈
A(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ+ 2πχ(Dt).

(4.3.2)
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Recordemos que

(4.3.3) ηωb(t) =
√
−bcosh(

√
−bt)

sinh(
√
−bt)

=
√
−b coth(

√
−bt),

luego

(4.3.4) ηωb(t)v
′(t) + b v(t) =

√
−bcosh2(

√
−bt)

sinh(
√
−bt)

d

dt

v(t)

cosh(
√
−bt)

.

Sustituyendo esta igualdad y despejando en (4.3.2), obtenemos:

d

dt

v(t)

cosh(
√
−bt)

≤ 1√
−b

sinh(
√
−bt)

cosh2(
√
−bt)

{
−
∫
Dt

(KN − b)dσ +
1

2
R(t)+∫

∂Dt

1

‖∇Sr‖

〈
A(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ+ 2πχ(Dt)

}
.

Por otra parte, siempre se cumple que

(4.3.5)
sinh(

√
−bt)

cosh2(
√
−bt)

≤ 2e−
√
−bt

y, si k es el número de componentes de ∂Dt, que (ver [40], página 43):

(4.3.6) χ(Dt) ≤ 2− k ≤ 1

Con estas dos acotaciones tenemos:

d

dt

v(t)

cosh(
√
−bt)

≤

1√
−b

{
2e−

√
−bt
∫
Dt

(−KN + b)dσ + e−
√
−btR(t)+∫

∂Dt

sinh(
√
−bt)

cosh2(
√
−bt)

1

‖∇Sr‖

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ+ 4e−

√
−btπ

}
.

Integrando los dos términos de la desigualdad entre 0 y t.

Teniendo en cuenta que v(0)
cosh 0

= 0 podemos escribir:
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v(t)

cosh(
√
−bt)

≤ 1√
−b

{
2

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(−KN + b)dσds+∫ t

0

e−
√
−bsR(s)ds+

∫
Ds

sinh(
√
−bt)

cosh2(
√
−bt)

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ)−

4π√
−b

(e−
√
−bt − 1)

}
≤ 1√
−b

{
2

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(−KN + b)dσds+∫ t

0

e−
√
−bsR(s)ds+

∫
Dt

sinh(
√
−bs)

cosh2(
√
−bs)

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ)

}
− 4π

b
.(4.3.7)

Por hipótesis (I) sabemos que

(4.3.8)

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ < +∞,

en particular también se cumplirá

(4.3.9)

∫
S

e−
√
−br ∥∥AS∥∥2

dσ < +∞.

Si usamos la Proposición 4.2.14 para f(x) =
∥∥AS∥∥2

x
, sabiendo la convergencia de la

integral anterior y recordando la definición de R(t) tenemos:

(4.3.10)

∫ +∞

0

e−
√
−btR(t) dt < +∞

De la misma manera, por hipótesis (II) y si tomamos f(x) = −KN(x) + b(≥ 0):

(4.3.11)

∫ +∞

0

e−
√
−bt
∫
Dt

(−KN + b)dσdt < +∞

Con estas acotaciones tenemos la desigualdad

v(t)

cosh(
√
−bt)

≤

C +
1√
−b

∫
Dt

sinh(
√
−bs)

cosh2(
√
−bs)

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ.(4.3.12)

donde C es una constante. Veamos el siguiente lema para la acotación final.
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Lema 4.3.2 Existe una constante C2 tal que∫
Ds

sinh(
√
−bt)

cosh2(
√
−bt)

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dσ ≤

C2

√
v(t)

cosh(
√
−bt)

(4.3.13)

Demostración. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a los productos

escalares
∫
fg y 〈X, Y 〉 (y teniendo en cuenta que

∥∥AS∥∥2 ≥
∥∥AS(v, v)

∥∥ , para cualquier
vector v) ∫

Ds

sinh(
√
−bt)

cosh2(
√
−bt)

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dσ ≤∫

Dt

sinh(
√
−bt)

∥∥AS∥∥ ∥∥∇⊥r∥∥
cosh2(

√
−bt)

dσ ≤√∫
Dt

‖AS‖2 dσ

cosh(
√
−bt)

√∫
Dt

sinh2(
√
−bt) ‖∇⊥r‖2 dσ

cosh3(
√
−bt)

(4.3.14)

(se ha aplicado Cauchy-Schwarz a
‖AS‖

cosh
1
2 (
√
−bt)

y
sinh(

√
−bt)‖∇⊥r‖

cosh
3
2 (
√
−bt)

).

Tomando s = 0 en la Proposición 4.2.13 tenemos∫
Dt

cosh(
√
−bs)dσ

cosh2(
√
−bt)

≥∫
Dt

1 + sinh2(
√
−bs)

∥∥∇⊥r∥∥2

cosh3(
√
−bs)

dσ ≥
∫
Dt

sinh2(
√
−bs)

∥∥∇⊥r∥∥2

cosh3(
√
−bs)

dσ.(4.3.15)

Además

(4.3.16)

∫
Dt

cosh(
√
−bs)dσ

cosh2(
√
−bt)

≤ cosh(
√
−bt)v(t)

cosh2(
√
−bt)

=
v(t)

cosh(
√
−bt)

por ser cosh(
√
−bt) creciente. Aśı

(4.3.17)

∫
Dt

sinh2(
√
−bs)

∥∥∇⊥r∥∥2

cosh3(
√
−bs)

dσ ≤ v(t)

cosh(
√
−bt)

y sustituyendo en (4.3.14):∫
Dt

sinh(
√
−bs)

cosh2(
√
−bs)

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
≤√∫

Dt

‖AS‖2

cosh(
√
−bs)

√
v(t)

cosh(
√
−bs)

.
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Puesto que se cumple 1
cosh

√
−bt ≤ 2e−

√
−bt,∀t > 0 tenemos

(4.3.18)

√∫
Dt

‖AS‖2 dσ

cosh(
√
−bs)

≤

√∫
S

2e−
√
−br ‖AS‖2 dσ < +∞,

y tenemos el resultado.

Volviendo a (4.3.7), y usando el lema, hemos obtenido:

(4.3.19)
v(t)

cosh(
√
−bt)

≤ C1 + C2

√
v(t)

cosh(
√
−bt)

.

Si g(t) =
√

v(t)

cosh(
√
−bt) la desigualdad puede escribirse

(4.3.20) g2 − C2g − C1 ≤ 0

por tanto los valores de g(t) deben estar entre los puntos de corte de la parábola

(4.3.21) y = x2 − C2x− C1

que son reales y distintos (por ser Ci ≥ 0 y no nulos simultáneamente), luego g(t) (y por
tanto g(t)2) está acotada.

Hemos demostrado que v(t)

cosh(
√
−bt) < C para algún número C.

Luego

(4.3.22) v(t) ≤ C cosh(
√
−bt)

y

(4.3.23)
v(t)

cosh(
√
−bt)− 1

≤ C cosh(
√
−bt)

cosh(
√
−bt)− 1

t→+∞−→ C.

Y queda demostrada la primera afirmación del Teorema.

4.3.2. Demostración del apartado 2

Sabemos que, además de ser no decreciente (por Teorema 1 de [2] y por [38]), el

cociente v(t)

cosh(
√
−bt)−1

está acotado según el resultado de la parte anterior de este Teorema.
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Partiremos de la desigualdad (4.3.2), vista en la demostración del apartado anterior:

ηωb(t)v
′(t) + b v(t) ≤ −

∫
Dt

(KN − b)dσ +
1

2
R(t)+∫

∂Dt

1

‖∇Sr‖

〈
A(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dµ+ 2πχ(Dt)

Definimos, por comodidad:

(4.3.24) I(t) =

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖

〈
AS
(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖

)
,∇⊥r

〉
dµ,

por lo que nuestra desigualdad queda

(4.3.25) −2πχ(Dt) ≤ −
∫
Dt

(KN − b)dσ +
1

2
R(t) + I(t)− ηωb(t)v′(t)− b v(t)

Nuestro objetivo es acotar el término de la derecha. Sabemos por hipótesis que∫
S
(b − KN)dσ y

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ son convergentes. Sólo nos queda, por tanto, acotar

I(t)− ηωb(t)v′(t)− b v(t). Para ello demostremos el lema siguiente:

Lema 4.3.3
∫ t

0
cosh(

√
−bs) v′(s)ds ≥ cosh(

√
−bt)+1
2

v(t)

Demostración. Sabemos, por el no decrecimiento de v(t)

cosh(
√
−bt)−1

(corolario 2.3.14)
que

(4.3.26)
(

cosh(
√
−bt)− 1

)
v′(t) ≥ v(t)

√
−b sinh(

√
−bt),

luego, integrando por partes:∫ t

0

cosh(
√
−bs) v′(s)ds =

v(t) cosh(
√
−bt)−

√
−b
∫ t

0

v(s) sinh(
√
−bs)ds ≥

v(t) cosh(
√
−bt)−

∫ t

0

(cosh(
√
−bs)− 1)v′(s)ds =

v(t)(cosh(
√
−bt) + 1)−

∫ t

0

cosh(
√
−bs) v′(s)ds.
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Despejando
∫ t

0
cosh(

√
−bs) v′(s)ds se obtiene el resultado.

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la relación xy ≤ x2+y2

2
en I(t) nos

queda:

I(t) ≤
∫
∂Dt

∥∥AS∥∥ ∥∥∇⊥r∥∥
‖∇Sr‖

dµ =

∫
∂Dt

∥∥AS∥∥√
ηωb(t)

√
‖∇Sr‖

∥∥∇⊥r∥∥√
ηωb(t)

√
‖∇Sr‖

dµ ≤

1

2

∫
∂Dt

(∥∥AS∥∥2

‖∇Sr‖
+
ηωb(t)

∥∥∇⊥r∥∥2

‖∇Sr‖

)
dµ ≤

1

ηωb(t)

∫
∂Dt

∥∥AS∥∥2

‖∇Sr‖
+ ηωb(t)

∫
∂Dt

∥∥∇⊥r∥∥2

‖∇Sr‖
dµ.(4.3.27)

El primer sumando, por la fórmula de la co-área (véase la nota 2.3.38), es:

(4.3.28)
1

ηωb(t)
R′(t) =

1

ηωb(t)

∫
∂Dt

∥∥AS∥∥2

‖∇Sr‖
dµ,

Con el último lema vamos a acotar
∫
∂Dt

‖∇⊥r‖2

‖∇Sr‖ dµ:

ηωb(t)

∫
∂Dt

∥∥∇⊥r∥∥2

‖∇Sr‖
dµ = ηωb(t)

∫
∂Dt

1− ‖∇Sr‖2

‖∇Sr‖
dµ ≤

ηωb(t)v
′(t)− ηωb(t)

∫
∂Dt

‖∇Sr‖dσ ≤

ηωb(t)v
′(t)− 2ηωb(t)

√
−b

sinh(
√
−bt)

∫ t

0

cosh(
√
−bs) v′(s)ds ≤ (por (4.2.22))

ηωb(t)v
′(t)− v(t)ηωb(t)

√
−b

sinh
√
−bt

(cosh
√
−bt + 1) (por (4.3.3))=

ηωb(t)v
′(t)− ηωb(t)2v(t)−

√
−bηωb(t)v(t)

sinh
√
−bt

.(4.3.29)

Por (4.3.27) y (4.3.29) se obtiene:

(4.3.30) I(t) ≤ 1

ηωb(t)
R′(t) + ηωb(t)v

′(t)− ηωb(t)2v(t)−
√
−bηωb(t)v(t)

sinh
√
−bt

.
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Ahora consideramos (4.3.25), aplicamos (4.3.30) y despejamos 2πχ(Dt) :

− 2πχ(Dt) ≤
∫
Dt

(b−KN)dσ +
1

2
R(t) +

1

ηωb(t)
R′(t)+

ηωb(t)v
′(t)− ηωb(t)2v(t)− (ηωb(t)v

′(t) + b v(t))−
√
−bηωb(t)v(t)

sinh
√
−bt

≤∫
Dt

(b−KN)dσ +
1

2
R(t) +

1

ηωb(t)
R′(t) + v(t)(−b− ηωb(t)2)−

√
−bηωb(t)v(t)

sinh
√
−bt

,(4.3.31)

Se cumple

ĺım
t→+∞

v(t)(−b− ηωb(t)2) =

ĺım
t→+∞

bv(t)

sinh2
√
−bt

= ĺım
t→+∞

(
v(t)

sinh
√
−bt

b

sinh
√
−bt

)
=

ĺım
t→+∞

(
v(t)

cosh
√
−bt

b

sinh
√
−bt

)
= C·0 = 0,

ya que, en la primera parte de este Teorema, se ha demostrado que v(t)

cosh
√
−bt estaba

acotado.
Puesto que

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ =

∫ +∞
0

R′(t)dt < +∞ (véase nota 2.3.38) sabemos que existe
una sucesión monótona creciente {ti}+∞

i=1 , tendiendo a infinito, de forma que

(4.3.32) ĺım
i→+∞

R′(ti) = 0.

Por lo que también

(4.3.33) ĺım
i→+∞

1

ηωb(ti)
R′(ti) =

0√
−b

= 0.

Consideramos la familia {Dti}+∞
i=1 formada por bolas extŕınsecas abiertas, con clausura

compacta. Su unión es S y se cumple D̄ti ⊂ Dti+1
. Si tomamos ĺımite inferior cuando i

tiende a +∞ en (4.3.31) obtenemos según las consideraciones anteriores:

ĺım
i→+∞

ı́nf (−2πχ(Dti)) ≤∫
S

(b−KN)dσ +
1

2

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ + Supt>0

b·v(t)

sinh(
√
−bt)

.

Según el Teorema 2.3.36 tenemos −χ(S) ≤ ĺımi→+∞ ı́nf (−2πχ(Dti)) , luego
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(4.3.34) −2πχ(S) ≤
∫
S

(b−KN)dσ +
1

2

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ + Supt>0

b·v(t)

sinh(
√
−bt)

.

Por otra parte sabemos que

(4.3.35) ĺım
t→+∞

sinh
√
−bt

cosh
√
−bt

= ĺım
t→+∞

sinh
√
−bt

cosh
√
−bt− 1

= 1

y también que Vol(Bb,2
t ) = −2π

b
(cosh

√
−bt−1) por lo que podemos escribir la desigualdad

(4.3.34) aśı:

(4.3.36) −2πχ(S) ≤
∫
S

(b−KN)dσ +
1

2

∫
S

∥∥AS∥∥2
dσ − 2π Supt>0

v(t)

Vol(Bb,2
t )

.

Despejando −χ(S) obtenemos el resultado querido.

4.4. La desigualdad de Chern-Osserman para super-

ficies no minimales en una variedad de Cartan-

Hadamard

Teorema 4.4.1 Consideremos una constelación isoperimétrica {Nn, S2, C2
ωb,h
}, donde

b < 0. Supongamos que el espacio modelo C2
ωb,h

= M2
W está fuertemente balanceado.

Supongamos que se cumple

(I)

∫
S

(b−KN)dσ < +∞,

(II)

∫
S

‖AS‖2dσ < +∞

(III)

∫
S

‖HS‖dσ < +∞

Entonces

1. Supt>0
v(t)

cosh
√
−bt < +∞, donde v(t) = Vol(Dt) ∀t > 0

2. S2 es de tipo topológico finito y, además,

−χ(S) ≤ 1

2π

∫
S

(b−KN)dσ +
1

4π

∫
S

‖AS‖2dσ − C Supt>0

Vol(Dt)

Vol(Bb,2
t )

+

√
−b
π

∫
S

‖HS‖dσ − 1

π

∫
S

‖HS‖2dσ − bv(t0)

2π
(4.4.1)

donde C = Inft>0

(
cosh

√
−bt− qW (t)

√
−b sinh

√
−bt
)
∈ [0, 1].
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4.4.1. Demostración del apartado 1

Como KN ≤ b se cumple (según la (2.2.57) de la Proposición 2.2.25), siempre que f ′

sea una función positiva,

(4.4.2) ∆S(f ◦ r) ≥ (f ′′ − f ′ηωb)
∥∥∇Sr

∥∥2
+ 2f ′(ηωb +

〈
∇Nr,HS

〉
),

como

(4.4.3)
∣∣〈∇Nr,HS

〉∣∣ ≤ ∥∥HS
∥∥

entonces

(4.4.4) −
∥∥HS

∥∥ ≤ 〈∇Nr,HS
〉
≤
∥∥HS

∥∥
y tenemos

(4.4.5) ∆S(f ◦ r) ≥ (f ′′ − f ′ηωb)
∥∥∇Sr

∥∥2
+ 2f ′(ηωb −

∥∥HS
∥∥).

Sustituyendo f = cosh
√
−br y al ser

(4.4.6) f ′ =
√
−b sinh

√
−bt, f ′′ = −b cosh

√
−bt = −bf

obtenemos:

∆S cosh
√
−br ≥∥∥∇Sr

∥∥2
{
−b cosh

√
−br −

√
−b sinh

√
−br
√
−b cosh

√
−br

sinh
√
−br

}
+

2
√
−b sinh

√
−br

{√
−b cosh

√
−br

sinh
√
−br

−
∥∥HS

∥∥} .
Simplificando

(4.4.7) ∆S cosh
√
−br ≥ −2b cosh

√
−br − 2

√
−b sinh

√
−br

∥∥HS
∥∥ .

Calculemos ahora la curvatura geodésica de S para un campo e, tangente a ∂Dr

unitario y utilicemos la comparación de Greene-Wu (Proposición 2.2.25) para f = 1

ktg =
1

‖∇Sr‖
HessS r(e, e) ≥

1

‖∇Sr‖

{
−ηωb

〈
e,∇Nr

〉2
+ ηωb +

〈
AS(e, e),∇Nr

〉}
=

1

‖∇Sr‖
{
ηωb +

〈
AS(e, e),∇Nr

〉}
,
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porque
〈
e,∇Nr

〉
= 0. Como

(4.4.8) HS =
1

2

[
AS(e, e) + AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
)

]
,

sustituyendo en la desigualdad anterior,

ktg ≥
1

‖∇Sr‖

{
ηωb(t) + 2

〈
HS,∇Nr

〉
−
〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉}
≥

1

‖∇Sr‖

{
ηωb(t)− 2

∥∥HS
∥∥−〈AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉}
.(4.4.9)

Por el Teorema de Gauss-Bonnet (ver nota 4.2.10):

(4.4.10)

∫
∂Dt

ktgdµ+

∫
Dt

KSdσ = 2πχ(Dt),

sustituyendo la curvatura geodésica por la expresión anterior

2πχ(Dt) ≥∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖

{
ηωb(t)− 2

∥∥HS
∥∥−〈AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉}
dµ+

∫
Dt

KSdσ.

Recordemos la definición:

(4.4.11) I(t) =

∫
∂Dt

〈
AS(

∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),
∇⊥r
‖∇Sr‖

〉
dµ,

aplicando la fórmula de la co-área

2πχ(Dt) ≥∫
Dt

KSdσ + ηωb(t)v
′(t)− (n− 2)

∫
∂Dt

∥∥HS
∥∥

‖∇Sr‖
dµ− I(t).(4.4.12)

Sumamos y restamos b·v(t)

2πχ(Dt) ≥∫
Dt

(KS − b)dσ + ηωbv
′(t) + b·v(t)− 2

∫
∂Dt

∥∥HS
∥∥

‖∇Sr‖
dµ− I(t)(4.4.13)

Como

(4.4.14) ηωb(t)v
′(t) + b·v(t) =

√
−bcosh2

√
−bt

sinh
√
−bt

d

dt

(
v

cosh
√
−bt

)
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podemos despejar

d

dt

(
v

cosh
√
−bt

)
≤ sinh

√
−bt√

−b cosh2
√
−bt

{
2πχ(Dt) +

∫
Dt

(b−KS)dσ+

2

∫
∂Dt

∥∥HS
∥∥

‖∇Sr‖
dµ+ I(t)

}

Aplicamos la desigualdad

(4.4.15)
sinh
√
−bt

cosh2
√
−bt
≤ 2e−

√
−bt

y al ser χ(Dt) ≤ 1 tenemos, si integramos ambos términos de 0 a t,

v

cosh
√
−bt
≤ 1√
−b

{
4π

∫ t

0

e−
√
−bsds+ 2

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(b−KS)dσds+

4

∫ t

0

∫
∂Dt

e−
√
−bs

∥∥HS
∥∥

‖∇Sr‖
dµds+

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds

}
=

4π

b
(e−
√
−bt − 1) +

2√
−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(b−KS)dσds+

4√
−b

∫
Dt

e−
√
−bt ∥∥HS

∥∥ dσ +
1√
−b

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds

}
Como

(4.4.16)
4π

b
(e−
√
−bt − 1) ≤ −4π

b

y

(4.4.17)

∫
Dt

e−
√
−bt ∥∥HS

∥∥ dσ ≤ ∫
Dt

∥∥HS
∥∥ dσ ≤ ∫

S

∥∥HS
∥∥ dσ,

se obtiene:

v

cosh
√
−bt
≤ −4π

b
+

2√
−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(b−KS)dσds+

4√
−b

∫
S

∥∥HS
∥∥ dσ +

1√
−b

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds.
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Ahora sustituimos KS según la fórmula de la Proposición 4.2.3:

v

cosh
√
−bt
≤ −4π

b
+

2√
−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(b−KN)dσds+

1√
−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

∥∥AS∥∥2
dσds− 4√

−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

∥∥HS
∥∥2
dσds+

4√
−b

∫
S

∥∥HS
∥∥ dσ +

1√
−b

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds ≥

− 4π

b
+

2√
−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

(b−KN)dσds+

1√
−b

∫ t

0

e−
√
−bs
∫
Ds

∥∥AS∥∥2
dσds+

4√
−b

∫
S

∥∥HS
∥∥ dσ +

1√
−b

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds.(4.4.18)

Por las hipótesis (I) y (II), la Proposición 4.2.14 nos asegura la acotación de los sumandos
segundo, tercero y cuarto del segundo término de la desigualdad. Vamos a acotar el
último, para ello veamos dos resultados:

Lema 4.4.2∫
Dt

(
cosh

√
−br −

∥∥HS
∥∥ sinh

√
−br√
−b

)
dσ

cosh2
√
−bt

−

∫
Ds

(
cosh

√
−br −

∥∥HS
∥∥ sinh

√
−br√
−b

)
dσ

cosh2
√
−bs

≥∫
Dt−Ds

1 + sinh2
√
−br

∥∥∇⊥r∥∥2 − sinh
√
−br cosh

√
−br√

−b

∥∥HS
∥∥

cosh3
√
−br

dσ

Demostración. Integrando y aplicando el Teorema de la divergencia a (4.4.7)

√
−b sinh

√
−bt

∫
∂Dt

∥∥∇Sr
∥∥ dµ ≥

− 2b

∫
Dt

cosh
√
−bs dσ − 2

√
−b
∫
Dt

∥∥HS
∥∥ sinh

√
−bs dσ,(4.4.19)

despejando ∫
Dt

(
cosh

√
−bs−

∥∥HS
∥∥ sinh

√
−bs

√
−b

)
dσ ≤

1

2

sinh
√
−bs√
−b

∫
∂Dt

∥∥∇Sr
∥∥ dµ
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Ahora derivemos la siguiente expresión y usemos la desigualdad anterior

d

dt

∫Dr
(

cosh
√
−br −

∥∥HS
∥∥ sinh

√
−br√
−b

)
dσ

cosh2
√
−bt

 ≥
1

cosh3
√
−bt

{∫
∂Dt

cosh2
√
−br − sinh

√
−br cosh

√
−br√

−b

∥∥HS
∥∥− sinh2

√
−br

∥∥∇Sr
∥∥2

‖∇Sr‖
dµ

}
=

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖

{
1 + sinh2

√
−br

∥∥∇⊥r∥∥2 − sinh
√
−br cosh

√
−br√

−b

∥∥HS
∥∥

cosh3
√
−bt

}
dµ

Integrando y aplicando la fórmula de la co-área se obtiene el lema.

Lema 4.4.3 Existen dos constantes tales que

(4.4.20)

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds ≤ C1

√
C2 +

v(t)

cosh
√
−bt

Demostración. Aplicando la fórmula de co-área y usando el lema 4.4.2 para s = 0
tenemos ∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds =

∫
Dt

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

〈
A(
∇Sr

‖∇Sr‖
,
∇Sr

‖∇Sr‖
),∇⊥r

〉
dσ ≤∫

Dt

sinh
√
−br

∥∥AS∥∥∥∥∇⊥r∥∥
cosh2

√
−br

dσ ≤√∫
Dt

‖AS‖2

cosh
√
−br

dσ

√∫
Dt

sinh2
√
−br ‖∇⊥r‖2

cosh3
√
−br

dσ ≤√∫
Dt

‖AS‖2

cosh
√
−br

dσ

√
v(t)

cosh
√
−bt

+
√
−b
∫
Dt

sinh
√
−br

cosh2
√
−bt
‖HS‖ dσ ≤√∫

Dt

2e−
√
−br ‖AS‖2 dσ

√
v(t)

cosh
√
−bt

+
√
−b
∫
Dt

e−
√
−br ‖HS‖ dσ(4.4.21)

Luego, aplicando las hipótesis (II) y (III):

(4.4.22)

∫ t

0

sinh
√
−bs

cosh2
√
−bs

I(s)ds ≤ C1

√
v(t)

cosh
√
−bt

+ C2
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y el lema queda demostrado.
Retomando (4.4.18) y con todas las acotaciones demostradas

(4.4.23)
v(t)

cosh
√
−bt
≤ C3 + C1

√
v(t)

cosh
√
−bt

+ C2

Si llamamos g(t) =
√

v(t)

cosh
√
−bt + C2

(4.4.24) g(t)2 − C2 ≤ C3 + C1g(t)

Luego puede expresarse

(4.4.25) g(t)2 − C1g(t)− C2 − C3 ≤ 0; A,B ∈ R

por lo que g(t) debe encontrarse entre los puntos de corte de la parábola y = x2 +
Ax+B con el eje de las abscisas (existen y son distintos por ser Ci positivos) y también

lo estará la función v(t)

cosh
√
−bt .

Hemos demostrado que v(t)

cosh(
√
−bt) ≤ C4, para algún número C4. Luego

(4.4.26) v(t) ≤ C4 cosh(
√
−bt)

y

(4.4.27)
v(t)

cosh(
√
−bt)− 1

≤ C4 cosh(
√
−bt)

cosh(
√
−bt)− 1

t→+∞−→ C4.

La primera parte del Teorema queda demostrada.
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4.4.2. Demostración del apartado 2

Demostremos el siguiente lema previo:

Lema 4.4.4
∫ t

0
cosh

√
−bt v′(s)ds ≥ cosh

√
−bt+C
2

v(t)− v0(cosh
√
−bt−1)

2

Demostración. Como v(t)−v0

cosh
√
−bt−C es una función no decreciente en ]t0,+∞[ (corola-

rio 2.3.12) tenemos

(4.4.28) (cosh
√
−bt− C)v′(t) ≥ (v(t)− v0)

√
−b sinh

√
−bt, ∀t ≥ t0.

Por otra parte, aplicando la fórmula de la co-área, sabemos que la función v(t) es no
decreciente, por tanto se cumple también la desigualdad para t tal que 0 ≤ t ≤ t0. Luego

(4.4.29) (cosh
√
−bt− C)v′(t) ≥ (v(t)− v0)

√
−b sinh

√
−bt, ∀t ≥ 0.

Integrando ∫ t

0

cosh
√
−bt v′(s)ds =

v(t) cosh
√
−bt−

∫ t

0

√
−b sinh

√
−btv(s)ds ≥

v(t) cosh
√
−bt− v0

(
cosh

√
−bt− 1

)
−∫ t

0

(cosh
√
−bt− C)v′(s)ds =

v(t) cosh
√
−bt− v0

(
cosh

√
−bt− 1

)
+

Cv(t)−
∫ t

0

cosh
√
−bt v′(s)ds.(4.4.30)

y obtenemos el resultado despejando
∫ t

0
cosh

√
−bt v′(s)ds.

Recordemos ahora la desigualdad (4.4.13):

−2πχ(Dt) ≤ −
∫
Dt

(KS − b)dσ − ηωbv′(t)− bv(t)+

2

∫
∂Dt

‖HS‖
‖∇Sr‖

dµ+ I(t)(4.4.31)

Como ya se hizo en la demostración del Teorema 4.3.1, podemos escribir la desigual-
dad

(4.4.32) I(t) ≤ R′(t)

ηωb(t)
+ ηωb(t)

∫
∂Dt

‖∇⊥r‖2

‖∇Sr‖
dµ.



106 4. Desigualdad de Chern-Osserman

Si aplicamos la desigualdad (2.2.57) para f(t) = cosh
√
−bt tenemos

∆S(cosh
√
−br) ≥ 2f ′(t)

(
ηωb(t)−

∥∥HS
∥∥) =

− 2b cosh
√
−bt− 2

√
−b sinh

√
−bt

∥∥HS
∥∥ .(4.4.33)

Integramos y aplicamos el Teorema de la divergencia, luego

∫
∂Dt

∥∥∇Sr
∥∥ dµ ≥

2
√
−b

sinh
√
−bt

∫
Dt

cosh
√
−bsdσ − 2

sinh
√
−bt

∫
Dt

sinh
√
−bs

∥∥HS
∥∥ dσ.(4.4.34)

Por ser sinh
√
−bs creciente:

(4.4.35)

∫
∂Dt

∥∥∇Sr
∥∥ dµ ≥ 2

√
−b

sinh
√
−bt

∫
Dt

cosh
√
−bsdσ − 2

∫
Dt

∥∥HS
∥∥ dσ.

Y con la fórmula de la co-área

∫
∂Dt

∥∥∇Sr
∥∥ dµ ≥

2
√
−b

sinh
√
−bt

∫ t

0

cosh
√
−bt v′(s)dσ − 2

∫
Dt

∥∥HS
∥∥ dσ.(4.4.36)

Si aplicamos esta desigualdad tenemos

ηωb(t)

∫
∂Dt

‖∇⊥r‖2

‖∇Sr‖
dσt ≤ ηωb(t)

∫
∂Dt

1

‖∇Sr‖
dµ−

ηωb(t)

∫
∂Dt

‖∇Sr‖dµ ≤ ηωb(t)v
′(t)−

2
√
−bηωb(t)

sinh
√
−bt

∫ t

0

cosh
√
−bt v′(s)ds+ 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ.(4.4.37)

Luego, aplicando ahora el Lema 4.4.4 podemos escribir



4.4. La desigualdad de Chern-Osserman para superficies no minimales en una variedad
de Cartan-Hadamard 107

ηωb(t)

∫
∂Dt

‖∇⊥r‖2

‖∇Sr‖
dµ ≤ ηωb(t)v

′(t)−

2
√
−bηωb(t)

sinh
√
−bt

(
v(t)(cosh

√
−bt+ C)

2
− v0(cosh

√
−bt− 1)

2

)
+

2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ ≤ ηωb(t)v
′(t)− ηωb(t)2v(t)−

2C
√
−bηωb(t)

v(t)

sinh
√
−bt

+

ηωb(t)

√
−b(cosh

√
−bt− 1)

sinh
√
−bt

v0 + 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ.(4.4.38)

Por otra parte, como √
−b(cosh

√
−bt− 1)

sinh
√
−bt

≤ ηωb(t)

obtenemos

ηωb(t)

∫
∂Dt

‖∇⊥r‖2

‖∇Sr‖
dµ ≤

ηωb(t)v
′(t)− ηωb(t)2v(t)− 2C

√
−bηωb(t)

v(t)

sinh
√
−bt

+

ηωb(t)
2v0 + 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ.(4.4.39)

Por tanto

I(t) ≤ 1

ηωb(t)
R′(t) + ηωb(t)v

′(t)− ηωb(t)2v(t)− 2C
√
−bηωb(t)

v(t)

sinh
√
−bt

+

ηωb(t)
2v0 + 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ ≤ 1

ηωb(t)
R′(t) + ηωb(t)v

′(t) + bv(t)+

2Cb
v(t)

sinh
√
−bt

+ ηωb(t)
2v0 + 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ(4.4.40)

Volviendo a la desigualdad (4.4.13) y por la Proposición 4.2.3,

ηωb(t)v
′(t) + b v(t)

≤
∫
Dt

(b−KN)dσ +
1

2
R(t)− 2

∫
Dt

‖HS‖2dσ + I(t) + 2πχ(Dt)
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y aplicando (4.4.40)

− 2πχ(Dt) ≤
∫
Dt

(b−KN)dσ +
1

2
R(t) +

1

ηωb(t)
R′(t)+

2Cb
v(t)

sinh
√
−bt

+ ηωb(t)
2v0 + 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ − 2

∫
Dt

‖HS‖2dσ.(4.4.41)

Con esta desigualdad podemos deducir, despejando convenientemente

2

∫
Dt

‖HS‖2dσ ≤
∫
Dt

(b−KN)dσ +
1

2
R(t) +

1

ηωb(t)
R′(t)+

2Cb
v(t)

sinh
√
−bt

+ ηωb(t)
2v0 + 2ηωb(t)

∫
Dt

‖HS‖dσ.

Como χ(Dt) ≤ 1 (las bolas extŕınsecas son conexas) y el resto de sumandos también
están acotados, podemos concluir ∫

S

‖HS‖2dσ < +∞.

Por otra parte, al cumplirse∫
S

(
‖AS‖2

ηωb(t)
+ ‖HS‖

)
dσ = ĺım

t→+∞

∫
Dt

(
‖AS‖2

ηωb(t)
+ ‖HS‖

)
dσ ≤

ĺım
t→+∞

(
1

ηωb(t)

∫
Dt

‖AS‖2dσ +

∫
Dt

‖HS‖dσ
)

=
1√
−b

∫
S

‖AS‖2dσ +

∫
S

‖HS‖dσ < +∞,(4.4.42)

existirá una (sub)sucesión monótona creciente {ti}∞i=1, cuyo ĺımite es +∞ cuando i→∞,
tal que

(4.4.43) ĺım
i→∞

∫
∂Dti

(
‖AS‖2

ηωb(ti)‖∇Sr‖
+
‖HS‖
‖∇Sr‖

)
dµ = 0

luego, como ambos sumandos no son negativos, tenemos

ĺım
i→∞

∫
∂Dti

‖AS‖2

ηωb(ti)‖∇Sr‖
dµ = 0

ĺım
i→∞

∫
∂Dti

‖HS‖
‖∇Sr‖

dµ = 0.(4.4.44)
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Consideremos ahora una colección exhaustiva de S formada con bolas extŕınsecas
{Dti}∞i=1. Como en el Teorema 4.3.1, ya que {Dti}∞i=1 es una familia de precompac-
tos abiertos conexos que cubren S, entonces {−χ(Dri)}∞i=1 es monótona no decrecien-
te.Entonces tenemos, sustituyendo t por ti y tomando ĺımites cuando i → ∞ en la
desigualdad (4.4.41), que

2π ĺım
i→∞

ı́nf({−χ(Drk)}∞k=i) ≤
∫
S

(b−KN)dσ +
1

2

∫
S

‖AS‖2dσ+

bC ĺım
t→+∞

v(t)

cosh
√
−bt− 1

− 2

∫
S

‖HS‖2dσ + 2
√
−b
∫
S

‖HS‖dσ − bv0,(4.4.45)

ya que coinciden el ĺımite de v(t)

cosh
√
−bt−1

y el de v(t)

sinh
√
−bt .

Aplicamos en este momento el Teorema de Huber 2.3.36, S2 tiene topoloǵıa finita y

− 2πχ(S) ≤ 2π ĺım
i→∞

ı́nf({−χ(Drk)}∞k=i) ≤∫
S

(b−KN)dσ +
1

2

∫
S

‖AS‖2dσ+

bC ĺım
t→+∞

v(t)

cosh
√
−bt− 1

− 2

∫
S

‖HS‖2dσ + 2
√
−b
∫
S

‖HS‖dσ − bv0.(4.4.46)

Con esto se termina la demostración del apartado 2.

Corolario 4.4.5 Sea Nn una variedad de Cartan-Hadamard (KN ≤ b < 0) completa
y S2 una superficie propiamente inmersa. Supongamos que la curvatura media de S
está acotada de la siguiente forma

(4.4.47) −
〈
HS,∇Nr

〉
x
≤
√
−b
T

e−2
√
−br(x),∀x ∈ S,

donde T > 1.
Además supongamos que se cumple

(I)

∫
S

(b−KN)dσ < +∞,

(II)

∫
S

‖AS‖2dσ < +∞

(III)

∫
S

‖HS‖dσ < +∞

entonces
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1. Supt>0
v(t)

cosh
√
−bt < +∞, donde v(t) = Vol(Dt) ∀t > 0

2. S2 tiene topoloǵıa finita y

− χ(S) ≤ 1

2π

∫
S

(b−KN)dσ +
1

4π

∫
S

‖AS‖2dσ−

CT Supt>0

Vol(Dt)

Vol(Bb,2
t )

+

√
−b
π

∫
S

‖HS‖dσ − 1

π

∫
S

‖HS‖2dσ − bv(t0)

2π
(4.4.48)

donde CT = 1
4
√
T

(
2e

1
T

√
T + (T − 2)

√
π erf

(
1√
T

))
.

Demostración. En este caso la función h(t) es

(4.4.49) h(t) =

√
−b
T

e−2
√
−bt.

Veamos los siguientes hechos que nos permitirán aplicar el Teorema 4.4.1.

1. Es positiva y tiende a 0.

2. Podemos hallar

f(t) = cosh
√
−bt− qW (t)

√
−b sinh

√
−bt =

e−
e−2
√
−bt

K

4
√
T

(2
√
T (e

1
T + e

e−2
√
−bt

T
−
√
−bt)+

(T − 2)
√
π

(
erf

(
1√
T

)
− erf

(
e−
√
−bt
√
T

))
),(4.4.50)

que es decreciente. Luego el ı́nfimo de f(t) coincide con el ĺımite y:

CT = ĺım
t→+∞

(
cosh

√
−bt− qW (t)

√
−b sinh

√
−bt
)

=

1

4
√
T

(
2e

1
T

√
T + (T − 2)

√
π erf

(
1√
T

))
,(4.4.51)

donde

(4.4.52) erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt.
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3. Veamos que qW (t) ≤ 1√
−b .

Sabemos que h(t) =
√
−b
T
e−2
√
−bt ≤ 1

2

(
ηωb(t)−

√
−b
)

(para T ≥ 1) luego

W ′(t) = (ηωb(t)− 2h(t))W (t) ≥
√
−bW (t),

integrando

W (t) ≥
√
−bIW (t),

por lo que

qW (t) ≤ 1√
−b

.

4. La condición de balance se cumple para cierto t0 (siendo este valor dependiente de
T )

En efecto, se cumple

(4.4.53) ĺım
t→+∞

qW (t)(ηωb(t)− h(t)) = 1

por lo debe existir ese t0 de manera que la función rebase 1
2

a partir de él (ya que
de no ser aśı no podŕıa ser el ĺımite igual a 1)

Cumplen, por consiguiente, los requisitos para que {Nn, S2, C2
ωb,h
} sea constelación

isoperimétrica adaptada, aplicamos el Teorema 4.4.1 y hemos demostrado el corolario.

Nota 4.4.6 Si S es una superficie minimal:

1. Podemos tomar la función radial h(t) = 0, obviamente, ya que ahora la curvatura
media es 0.

2. Obtenemos

(4.4.54) qW (t) = qωb(t) =

∫ t
0

sinh
√
−bsds

sinh
√
−bt

=
1√
−b

cosh
√
−bt− 1

sinh
√
−bt

.

De esta forma C = Inft>0

(
cosh

√
−bt− qW (t)

√
−b sinh

√
−bt
)

= Inft>0 1 = 1.
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3. Recordemos que la condición de balance (ver 2.3.13) es: qW (t) (ηωb(t)− h(t)) ≥ 1
2
.

Sustituyendo h(t) y qW (t) por sus valores en una superficie minimal (según se ha
comentado en los puntos anteriores) tenemos

qW (t) (ηωb(t)− h(t)) =
1√
−b

cosh
√
−bt− 1

sinh
√
−bt

√
−b cosh

√
−bt

sinh
√
−bt

=

cosh2
√
−bt− cosh

√
−bt

sinh2
√
−bt

.(4.4.55)

Puede comprobarse que la función anterior es creciente y que su ĺımite
cuando t tiende a 0 es 1

2
(aplicando L´Hôpital, por ejemplo). Por tanto:

qW (t) (ηωb(t)− h(t)) ≥ 1
2
,∀t ≥ 0 y el valor t0 a partir del cual se cumple el ba-

lance es 0. Se deduce por tanto que v0 = 0 en el Teorema 4.3.1.

Luego, por todo lo anteriormente dicho, del Teorema 4.4.1 se obtiene como corolario
el Teorema 4.3.1.
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