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a) A medida que aumenta el radio y/o el vencimiento del factor de descuento la aproximacion
triangular es cada vez peor. Aunque en la mayor parte de casos aceptariamos, la
aproximacion triangular si adoptaramos una escala endecadaria o una menos detallada,
podemos comprobar que para un vencimiento de 50 afios y un radio del 2% la aproximacion
triangular no puede ser aceptada con dicha escala.

b) A medida que aumenta la magnitud del interés de valoracion, si entendemos como medida de

dicha magnitud su centro, y para un radio y vencimiento dados, aumenta la validez de la
aproximacion de f, mediante un nimero borroso triangular, esto es, disminuye el error que

se comete en el nivel de presuncion de un valor por el hecho de tomar como factor de

descuento su ntimero borroso triangular aproximado.

4.3. VALORACION DE RENTAS FINANCIERAS CON CUANTIAS Y NUMERO DE
TERMINOS CIERTOS CON INTERESES ESTIMADOS A TRAVES DE NUMEROS
BORROSOS

4.3.1. Planteamiento general

Definimos como renta a un conjunto de capitales financieros que devengan segun una
periodicidad predeterminada, P, expresada en afios. En este epigrafe, aunque supondremos que el
interés o intereses de valoracion son borrosos, consideraremos que las cuantias seran ciertas y que

las rentas seran, en cualquier caso, temporales y con un nimero conocido de términos.

Podemos notar al conjunto de capitales financieros que conforman una renta como

{(C t )}rzl , , donde t.-t; = P Vr=1,2,...,n-1, siendo n el nimero de términos de la renta. Si

r>r
descomponemos el diferimiento del r-ésimo capital que conforma la renta como t, = d+(r-1)]P,
denotamos como dP al “diferimiento de la renta”. Obsérvese que hemos supuesto, en cualquier
caso, que las rentas son de naturaleza, prepagables, ya que este es el supuesto mas usual en las
rentas actuariales. Asimismo, ello nos permitira no distinguir entre rentas anticipadas y vencidas.
Asi, si la renta es inmediata y anticipada tomamos d=0 y si es inmediata y vencida, basta con
tomar d=1. Asimismo, cualquier renta diferida, pueden tratarse con un diferimiento determinado.
Para un diferimiento de d periodos, con d>1, una renta puede ser, desde el punto de vista clasico,

diferida d peridos anticipada o bien diferida d-1 periodos y vencida.

A la hora de determinar las expresiones correspondientes al valor actual de las rentas,

supondremos que el diferimiento de ésta es un numero entero de periodos. Si bien es cierto que
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no habria problema en considerar el diferimiento de la renta como un nimero no entero de
periodos, creemos que lo Unico que conseguiriamos es cargar mas la notacion sin aportar ningin

aspecto relevante desde el punto de vista metodologico y conceptual..

De esta forma, como el interés o los intereses de valoracion seran borrosos, el valor actual de una

renta serd un nimero borroso el cual simbolizaremos como V' donde d indica el diferimiento
en periodos de la renta y n su nimero de términos. Dicho valor se hallara como la suma del valor
actual de los n capitales que conforman la misma. Asi, si el interés estimado a través de un tanto

efectivo de la misma periodicidad y frecuencia para cada uno de los periodos de los que consta el

horizonte planificador es:

I = {x, By (X)}Z {iru = [11r (oc),ir2 (oc)], 0<a< 1}, r=1,2,...,d+n-1.

el valor actual de la renta se obtiene como:

n d+(r-1

d|\~/(;1 = zzr = zcr;‘dﬂr—l) = Zcr H(l + Ts)
r=1 r=1 r=1

s=l1

Siendo entonces la funcion de pertenencia del valor actual, p ¢, (X):
d Yo

t
=V (/\1 M, (Xr)J
X=H(1+xr)7l
r=1

n
y sus a-cortes, 4V,

n d+r-1 1
d\V(;L :[d\V(;j )7d\V ] {ZC f(}+r 1 ZC fd+r 1 } { C, (1+i§(0°))

08§ (SR (R I8 § (SR A8 (LS o § (RS

donde 1_[21r =1 si n<m.

r=m

En el caso particular de una renta unitaria, es decir, C, = 1 Vr, notaremos al valor de una renta de

n términos como a- , siendo entonces sus o-cortes, a8

n|? nlg
i L@@ T2 ST ) T e ST )
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Asimismo, si la renta presenta un diferimiento d=1 —que en el estudio clasico de rentas

calificariamos de inmediata y vencida-, notamos a su valor actual como Eal , siendo sus a.-cortes,

njg

y si es inmediata y anticipada (d=0), notamos al valor actual de dicha renta como Z‘H‘ , siendo

entonces sus a cortes, ﬁﬁ\
o

i, B )| i)

o

Por supuesto, si se trata de una renta constante, C,=C Vr, supuesto muy usual en la practica

financiero, para hallar d‘\N/O“ bastard con multiplicar la cuantia de la renta por el valor actual de la

renta unitaria, es decir, C q 55\ .

4.3.2. Valor actual de rentas temporales valoradas a través de niimeros borrosos constantes

a lo largo de todo el periodo de valoracion

A continuacion presentamos las expresiones del valor actual de aquellas rentas para las cuales el

numero borroso que cuantifica el interés correspondiente a cada afio se mantiene constante, es
decir, i =1i,, =1 Vr. De forma mas particular, estudiaremos las expresiones del valor actual

correspondientes a las rentas constantes (C..;=C, Vr) y a las que sus cuantias son variables en

progresion geométrica (C.1=C,q V).

De forma general, la expresion de leé‘ para un interés constante y borroso:

Vo = Z Z = Z CfMH) = ZCr (1 + T)_d_m
r=1 r=1 r=1

siendo entonces sus a-cortes, 4V :
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aVe, =laVo" (@) V" (@) ] ZC £y, ( ZC £ (o } {ZC (1+1 )dm,icr(ljti‘(a))dm =
{(m )“Zc (1+i2 (o)) ,(1+i1(oc))dH;Cr(Hil((x))r}

De esta forma, para una renta constante y unitaria, su valor actual, dq éﬁl , vendra dado a través de

sus o-cortes como:

ady, = [euéi';,(“)ad\é"i’\(“)]= [d@iiﬂiz(a)%ﬂéiin‘(a)]:{(1“2(0‘))d+1

- [(1+12 (o) %,@w ()] " %1 - [alw Wl (@) az, i (a))*d“}

Si dicha renta unitaria es inmediata y vencida, entonces los o-cortes de EH\ , EHI vendran dados

por:

n n

B = :ala(“)’a%(“)]= [aw(aramv(a)]:{; [+ @) >+ (a))r} =

r=1

y si es inmediata y anticipada, entonces los a-cortes de éi;‘ , éﬁl vendran dados por:

n n

TN ) T, {(1“2(&))2 (148 () "+ ()3 (a))-f} _

r=1 r=1

i'(a)

= (1+i2(0c))1_(1.+i—2(a))na(1+i‘(a))l_(m—l(a))n]:[(Hiz(a))aniz(a)’(”il(O‘))amﬂ(a)]

Por supuesto, para hallar el valor actual de una renta constante, bastara con multiplicar la cuantia
constante de la renta por el valor actual de la renta unitaria con la misma duracion y diferimiento.

De forma general, se obtiene:

~n
aVo =Cqay
y si es inmediata y vencida o inmediata y anticipada, obtenemos, respectivamente:
~n
1Vo =C a;

o
0|Vo =C aj
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siendo por tanto la determinacion de los a-cortes de 4 Vi, |V 0 |V, inmediata.

En el caso de rentas variables en progresion geométrica, las cuantias de la renta, al ser ciertas,
varia segin una progresion geométrica de razéon >0 cierta. Asi, el r-ésimo término de la renta, C,

puede ser escrito a través del primero, C;, como C,=C;q"". Entonces, el conjunto de capitales

financieros que conforman la renta es {(Clqr Lld+(r —1)]P)}

=12,

actual:

d\\N]n ZZZ chq d+(r 1 —chq (1+ )d "
r=1

r=1

Entonces los a-cortes de Vg, 4V, son:
a

Vo =V (@) ver (@)= {( (o)) chq (o))" ,(1+il(ot))’d”Zn:cqu*‘(ui‘(oc))’r

r=1

obteniéndose finalmente:

. q#1+i'(a)1+i%(a)

l+i2((x)—q 1+ () q

fi+260) ", 2 qn(.l )" 1+ i‘(a)TdH] q=1+i(a)

e |

G

1+i2(oc) 1+1l(a)—q

Cll—qﬂ(1+12(0t)yn <1+i2(a) d+1’C11+.1;( )(Hil(a)ydﬂi q=1+i'(a)

n —
aVo, =1k

o

1+i2((x)—q

_clm(uiz(a)f ,clm(ni‘(aﬂ }:clm(nil(a)f q=1+i"(a)=1+i*(cx)

En el caso particular, en que la renta sea inmediata y vencida, (d=1) el resultado que obtenemos

para sus o-cortes es:

(@) 1-q (i (@)
C, a (H (a)) ,C a (+1 (a)) q#l+i'(a)l+i*(a)
1+i2(oc)—q 1+i1((x)—q
I 1=q"(1+i' ()™ |
c,—n ¢4 (144" w) q=1+i(c)
- 1+i2(0c) 1+i1((x)—q
1Yo, =\F =
1-q"(1+i%(a)) "
G Mg a=1+1'(0)
1+i2(oc)—q 1+i1(oc)
n n n -1 22
C ,C =C =1 =1
1% (a) 11+i'(a)} "1+i%(a) a=1+i(0)=1+i(a)
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Y si es inmediata y anticipada, entonces los a-cortes son:

1—q“(1+i2(oc))7n 1—q“(l+il(ot))7n

(1+i'(@)| q=1+i (a)1+i%(c)

(1+i2(a)lcl

RO g
| =g+ @) .
o\V(i _ Cn,C, 1+i1((x)—q (1+1 ((x))] q=1+1 ((x)

C, l_qn(l-’-iz(a))in (1+i2((x))C1n] q:1+i1((x)

1+i%(a)—q
[-Cln,Cln]:Cln q=1+i"(a)=1+i*(a)

4.3.3. Valor actual de rentas temporales con intereses de valoracion estimados a través de

numeros borrosos triangulares

En este apartado supondremos que los intereses a aplicar durante los d+n-1 periodos de los que
consta el horizonte de valoracion vienen dados a través de un tanto efectivo de la misma

periodicidad de la renta, P, que expresamos como:
=i )r=12,.d+n-1

roroor

Para hallar los a-cortes de las expresiones del valor actual de las rentas con niumero de términos y

cuantias ciertas, bastard con sustituir la expresion correspondiente a los extremos inferior y
superior de los a-cortes correspondientes al tanto efectivo de periodicidad P de cada periodo, i,
r=1,2,...,d+n-1 en los extremos superior e inferior de los a-cortes del wvalor actual,

respectivamente. De forma general, la expresion de los a-cortes del valor actual de una renta son,

bajo la hipdtesis de triangularidad en el interés de valoracion:

aVo, = [d\Vé"n (a)ad\voz’n (0‘)]: li[(”ii —(ii _isz)o‘)il " Crdﬁ(lﬂi —(ii _isz)o‘)ilﬂ
s=1 r=1 s=d+1
Thoit+@ i) Se, Tl + 62—t )
il <l
5= r= s=d+

Asimismo, en el caso en que las rentas sean valoradas mediante intereses estimados como
numeros borrosos triangulares constantes, es decir, i.=1 =(i', i*, i’) Vr, las expresiones de los o-

cortes del valor actual son:
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Vo =gV (@) ver (oc)]z{(lﬂ3 ~ i —iz)a)d“rznl:cr(uﬁ —[ =i,

(i + 6 - S,

r=1

1+ +(i2—i')oc)r}

De esta forma, para una renta constante, sus a-cortes toman la siguiente expresion:

aVo, = [Cd|é%‘(a)’cd\é%|(a)]: [C(IHS _(13 —iz)Ot)idﬂa;‘i37(i37i2)a,C(l+il +(i2 —il)on)fdﬂaaiu(izii])a}

Si esta es inmediata y vencida, entonces sus a-cortes se hallan como:

Vo, = lCa

).CaZ ( )J [Can“ e iz)(,scaaiu(iu')aj

Y si es inmediata y anticipada, entonces el resultado que obtenemos es:

vy =|cil (w).ca2

o)|= o+ =7 =i ek o

cli+i'

+ (iz —i' h%;\iu(iz—il)aj

Para rentas cuyas cuantias son ciertas y varian segin una progresion geométrica de razon q, que

tamnbién suponemos cierta, la expresion de los a-cortes del valor actual para cualquier

diferimiento d es:

g et
1+i° —(1 -i’ ( ( )(J 1+ +( 1)0‘

(1+1 +( —1)&) ] q¢1+1 1+1()

(e (ms_(is_l Lo, c11-1q+f1:1(1+( )ZT i+ (2 il)ayd“] am1+7(0)
e e IR V] IR
G

=C

1 ;
1+i° =i =i

B T e
I SN

q:1+i2(a):l+i1((x)

Si la renta es inmediata y vencida (d=1), entonces los oa.-cortes de d‘\Nfo" > Vo, son:

o lmaler - —l)af

1+ - 13—1

RETuE i
k-

1+i' +i2

q#l+i (a),1+i2((x)

w Cll+i _E,l - h C11_1+(11:1(+( Ll )JT ‘| q=1+i2((x)
1Yo, =
< 1_1+E1+—1(13_—(1 50: )[XT 1+1 +( —1l)oc] q=1+i1((x)

C

n
11+i3—(i3—i2)oc’ 1+1 +( _11)["}
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Si la renta es inmediata y anticipada (d=0), entonces el resultado que obtenemos para los a-cortes

del valor actual es:

el M@Aqmw*WWﬂM@q )| g1+ (o + (o)

1+1° (371 1+1+(

Cln,Cll (1+1 +( 1)(1 )OJ (1+1 +( _l)a)] q=1+i(a)

1+i! +(

no_
oxvoa =

1+13 (371

[Cin,Cin]=Cpn q=1+i2(a)=1+i' (o)

c,1=d (1“ (2 )O‘T (14— i )a)Cln] a=1+i'(a)

4.3.4. Aproximacién triangular del valor actual de una renta valorada con intereses

estimados por numeros borrosos triangulares

Ya comprobamos al analizar los valores actuales de los capitales financieros valorados con
intereses cuantificados por nimeros borrosos triangulares, que el resultado que obtenemos para su
valor actual no es un numero borroso triangular. Por tanto, tampoco lo sera si valoramos rentas
financieras. Sin embargo, si aceptamos que el valor actual del r-ésimo capital financiero que

forma parte de la renta puede ser aproximado mediante un niimero borroso triangular, es decir:

Z ~(caiL00c L 0)=Ctl L (0).c 8, 0)

como de la suma de nimeros borrosos triangulares se obtiene un nimero borroso triangular de la
misma naturaleza, si utilizamos la aproximacion triangular de cada uno de los sumandos,

obtendremos que el valor actual de la renta es aproximadamente un nimero borroso triangular,

aVo '» cuyo valor es:

dl Vo Rl Vy'= (d\ Vé’n (O)’d\ Vé’n (l):d\ Voz’n (l)’d\ Voz’n (O))=

(ZC fd+r 1 ZC fd+r 1 ZC fd+r 1 ZC fd+r 1 J

De esta forma, las aproximaciones triangulares propuestas son, de forma general:

S v [[10) S TT0w) ) Se 108 110 Se 110

Si el interés a aplicar durante todos los periodos es un ntimero borroso triangular constante,

entonces proponemos:

. V(;u:[(ms)dﬂicr(m):(mz)d”icr(mz)f,(lﬂl)d“icr(uu)f}
r=1

r=l1 r=l1
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Por otra parte, si la renta es contante y el interés es también constante y triangular, la

aproximacion de la misma naturaleza propuesta es:

. C(] +i2 )—d+1 aiiz , C(l +i1 )*dﬂ a;‘i] )

n|i n|

g V= (c(m3 )

y si la renta fuera constante, inmediata y vencida, entonces la aproximacion propuesta seria:

Vo =g Vi'=(Ca . Caz, Ca )

n|

Asimismo si la renta fuera constante, inmediata y anticipada, la aproximacion que se propone es:

oVi =leleit o clivitho . clrithe, )

Por otra parte, para rentas variables en progresion geométrica, la aproximacion triangular

propuesta para cualquier diferimiento y suponiéndose interés constante y triangular es:

=g +)" =g+ 1-gn+i' )" , Qo
C, 4 .3+1 (1+13)d+1,C, 4 .2+1 (1+12 dH,Cl 4 .]+1 (1+11yd+] siqzl+it1+i%, 1+
1+i° —q 1+i"—q I+1i —q
n 3 )d+ 1—q"!1+i2 , AR 1—q"!1+i] ' Y v . 3
C 1+1 ,C 1+1 ,C 1+1 sig=1+1
- ‘1+i3( J"e 1+i*—q i)™ 1+i' —q bei) d
Vo ~
aro n 30 n A
1-q !1+1 ’ 3 )d+ n oYyda+ o 1—q !1+1 ' 1 )+ . 2
C 1+1 ,C 1+1 ,C 1+1 sig=1+1
"1+t —q =) ‘1+12( )" 1+i' —q bei) d
1-q"1+2)" [ 5\asn 1—q"!1+i2 ’ " v n )+ . 1
CJ—L1+1 ,C 1+1 ,C 1+1 sig=1+1
'+t -q )" 1+i—q ( ‘1+i'( J d

Hemos supuesto, en cualquier caso, que el interés aplicado corresponde, como es lo mas habitual,

a un nimero borroso triangular para el cual se da la relacién estricta i’ <i* <i’.

Por supuesto, para explicitar la aproximacion triangular al valor actual de rentas variables en
progresion geométrica inmediatas, sean vencidas o anticipadas, bastard con sustituir en la

expresion anterior d=0 6 d=1 respectivamente.

Respecto a la calidad del ajuste triangular del valor actual de la renta, debemos remarcar, tal
como se ha comentado en anteriores epigrafes, que aunque en su calculo sean empleados nimeros
borrosos aproximados —los que cuantifican el valor actual de cada una de las cuantias que forman
parte de la renta-, debido a las caracteristicas de los operadores maximo y minimo, el error que
podemos cometer como maximo en el nivel de presuncion de un valor no sera superior al error
que se comete en la aproximacion triangular del factor de descuento sobre el que producen

mayores errores.
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Por otra parte, y si seguimos la metodologia de evaluacion de la aproximacion triangular expuesta

en el apartado 1.4.2., deberemos conocer las desviaciones maximas que se cometen en los

extremos de los a-cortes por tomar la aproximacion triangular de ‘VO , d‘V para conocer los

errores que podemos cometer en las funciones de pertenencia. Dichas desviaciones maximas las
denotaremos como D, para los extremos inferiores —a la izquierda- y como Dy si se cometen en
los extremos superiores — a la derecha-. Para su determinacidn sera necesario conocer los niveles
de presuncién o; y ap en los que se producen. Estos seran los valores que minimicen las
funciones del argumento o desviacion a la izquierda de los a-cortes Di(ac) y desviacion a la
derecha Dp(a), la cuales pueden hallarse como combinacion lineal convexa de las desviaciones a
la izquierda y a la derecha de los factores de actualizacion que intervienen en la determinacion del
valor actual de las rentas, que fueron hallados en el apartados 4.2.3.1. si el interés triangular era
variable a lo largo de toda la duracién de la renta y en el apartado 4.2.3.2. si dicho interés era
constante. Las desviaciones asociadas al r-ésimo capital —de diferimiento d+r-1 — las notamos

como Dy(a) para la desviacion a la izquierda y Dp,(a) para la desviacion a la derecha.

De esta forma, las desviaciones a la izquierda y a la derecha de los a-cortes por tomarse una
aproximacion triangular al valor actual de (C; , (d+r-1)P) vendran dadas por C.Dy(a) y C.Dp(ct).
Asi, las desviaciones que se producen en un determinado a-corte del valor actual de una renta en
su extremo inferior y el superior por tomar su aproximacién triangular sera la suma de las
desviaciones correspondientes a cada uno de los valores actuales de los capitales que la
componen. Dichos errores son, respectivamente:

Dy (@)=Y C,D, (e) y Dy ()= C,Dp (@)

r=1 r=l1

De esta forma, la expresion general de los errores a la izquierda y a la derecha son:

d n d+r-1
n d+r-l H(1+i82)_1;cr51:£(1+i3)_1 -

Dl(oc)zlsil[(uiﬁ)_1 C, (1+if)_1+521d b e

“T0+i)" Zc [10+i)"

s=1 r=I1 s=d+1

d n d+r-1
=1

(+i2 - -ia) e, [Tl+i -2 -i2)a)'
r=1

s = s=d+1
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o [10+i)" > e [T0+i)" -
c, [Tl - =
1 s=d+l _ H(l + isz )*1

s=1 r=

d n d+r—1

r=I1 s=d+1
a —
n d+r-1

¢, [10+i2)"
1

s=d+1

d
Dy(e) = Jl+il)"
s=1 r

d n d+r-1
=1

(1+il +d2—iha) > e, [T0+i -d2 -iha)’
r=1

IS = s=d+1

Tanto si el interés de valoracion es el mismo niimero borroso triangular para todos los periodos,
como si es variable a lo largo del horizonte temporal que comprende la valoracion, podemos
comprobar que no podemos hallar una expresion analitica de a;” y ap igualando las primeras
derivadas de Di(a) y Dp(a) a cero y por tanto, no podemos hallar D;" y Dp'. Asi pues, deberiamos
implementar la solucion en cada caso mediante algiin método numérico al efecto. Sin embargo, y
siguiendo un razonamiento analogo al del apartado 4.2.3.1., si que podemos asegurar la existencia
de maximos locales y globales o y ap en 10, 1[. En concreto, podemos comprobar que:

a) Dy(0) = Dy(1)=Dp(0) = Dp(1)=0. Dado que tanto Di(ct) y Dp(a) cumplen las condiciones de
continuidad y derivabilidad exigidos por el teorema de Rolle —son continuas en [0,1] y
derivables en ]0,1[-, podemos asegurar la existencia de un punto estacionario para ambas en
10,11.

b) Podemos comprobar que tanto Dj(at) como Dp(a) son funciones estrictamente concavas
(segunda derivada negativa), ya que Di(at) y Dp(a) se obtienen como combinacion lineal no
negativa de las funciones de desviacion a la izquierda y derecha de los factores de descuento
que intervienen en la valoracién de la renta, Di(a), r=1,2,....,n y Dpi(a), r=1,2,...,n,
respectivamente, que son coéncavas. Asi, el coeficiente ponderador de Di(a) y Dpila),
r=1,2,...,n es la cuantia con diferimiento en d+r-1, C,, la cual es siempre positiva. Asimismo,
los valores o," y ap seran entonces los valores estacionarios de Dy(a) y Dpda) que

asimismo seran maximos locales estrictos y unicos en virtud del teorema local global.

A pesar de que no es posible obtener la expresion analitica de o y ap , y por tanto, no es posible
conocer D;'= Dy(oy’) y Dp = Dp(ap ), si que podemos proponer varias alternativas para su

aproximacion, sin que sea necesario recurrir a la utilizacion de métodos numéricos en su calculo.

La primera de ellas, se basa en el andlisis de las diferencias de d‘Vé’“ (a)y leoz " (a), para valores

de o equidistantes, tal como fue propuesto en el apartado 4.2.4.1. Comprobaremos que

normalmente la magnitud de las diferencias de un orden mas alld de dos no son significativas, por

lo que d‘Vé’" (oc)y d‘VOZ’" (oc) quedan ajustados de forma “perfecta” por una funcion cuadratica que
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tome sus valores en =0, 0’5 y 1. Si tomamos una aproximacion triangular a ,Vg', 4Vy'", los

. . . 1 2 . .
extremos inferiores y superiores de sus o-cortes d‘VO’n'((l) Yy aVo "'(a) son funciones lineales

que, tal como hemos definido dicha aproximacion triangular, toman los mismos valores que

leol’“ (a)y d‘VOZ’“ (a) en =0y a = 1. De esta forma, las desviaciones méximas a la derecha y a

la izquierda deben producirse, aproximadamente, en los niveles de presuncién oy = ap = 0’5,y
por tanto D/~ Di(0’5) y Dp ~ Dp(0°5). La relacion entre los valores reales de D, y DD*, que son
los méaximos globales Di(a) y Dp(at) con su aproximacioén son evidentemente:

D, >Dy(0°5) y Dp > Dp(0°5)

Es decir, en este caso hemos acotado inferiormente las desviaciones que se producen en los

extremos de 4 V' por tomar su aproximacion triangular.

En este caso, las aproximaciones a las expresiones de D;” y Dy vienen dadas, tal como se
demuestra en el ya mencionado trabajo de Terceno et al. (1995) por:

* 1 n n/nt n * 1 n n ne n
D, zE d\Vé’ (1)_2d\Vé’ 0 5)+d|V(§’ (OX y Dp zE d\Voz’ (1)_2(1\\/02’ 0 5)+d\V02’ (01

Resefiamos que utilizando también una metodologia, que aunque no idéntica, se basa en el
analisis de la tabla de diferencias de los extremos de los ca-cortes del nimero borroso que
queremos aproximar, Tercefio et al. (1997) proponen un método para la evaluacion del ajuste
triangular de los valores actuales y finales de rentas unitarias inmediatas y vencidas cuando el

interés de valoracion es un unico nimero borroso triangular.

La segunda alternativa consiste en obtener una expresion analitica de la cota superior de las
desviaciones maximas en los a-cortes del valor actual de la renta a través de las desviaciones
maximas correspondientes a los factores de actualizacion de cada uno de los capitales que forman
parte de la renta. Solo realizaremos la demostracion para la desviacion a la izquierda, ya que para
la desviacion a la derecha seria analoga. Para ello, partiremos de que la desviacion maxima a la
izquierda en el valor actual de la renta, se produce en un nivel de presuncién dado a;, de forma
que:

Dj=>.C.Dy(a)

r=lI
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Entonces, como se cumple que para la desviacion que se comete a la izquierda del r-ésimo factor

* . . . . .7 o
de descuento en o es inferior o igual la desviacion maxima que se produce por tomarse su

. ., . * .
aproximacion triangular, la cual notamos como D (r), se debe cumplir que:

CrDi(r) 2 CrDhr (0“;;)

Y de esta forma:

D} <) C,Dj(r)
r=1

Con un razonamiento analogo podremos acotar superiormente la desviacion que se comete en los

extremos superiores de los o-cortes por tomar para 4Vy', 4V,'. Dicha acotacion vendra dada

por:

D}, <) .C, Dy (r)

r=1

De esta forma, y partiendo de los resultados expuestos en el apartado 1.4.2., el error maximo que
se puede cometer en el nivel de presuncion de un valor por tomar la aproximacion triangular del

valor actual de la renta vendra dado por:

D] D;
B (X) = o (X)) < Max — : = =g
a% a*o d\VS’ (D‘d\vé’n (O) d\Voz’n (O)_d|voz’[1 (l)

Donde asimismo, dicha acotacion, €, esta limitada superior ¢ inferiormente por:

Yepit)  YeD)

D) D05 | ) &

Max s R
d\Vé’n (1)_d|V(;’n (O) d|Vo2’n (0)_(”\,02,11 (1) d\Vol’n (D‘d\vé’n (0) d|Vo2’n (0)_<1|Vo2’n (1)

A continuacion presentamos los resultados obtenidos aplicando ambas formas de aproximacion

de la acotacion del error en el nivel de pertenencia de un valor, € por tomarse la aproximacion
triangular al valor actual de la renta, ,Vg'. En la aplicacion que presentamos se ha supuesto las

rentas anuales con 3, 5, 15 y 50 términos, y que pueden ser constantes o variables en progresion

geométrica con una razén q=1"1 y q=0’9. Los diferimientos posibles de éstas son d=0,1,10 y 20

afios y los tantos efectivos anuales de valoracion son los nimeros borrosos triangulares i =
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(0°025, 0°03, 0°035), i=(0°01, 0°03, 0°05), i=(0°065, 0°07, 0°075) ¢ 1= (0°05, 0°07, 0°09).

Respecto a las rentas constantes, los resultados que obtenemos son:

i=(0025,0°03, 0°035)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,002 0,002 0,006 0,018 0,002 0,002 0,006 0,018
5 0,002 0,003 0,007 0,019 0,002 0,003 0,007 0,019
15 0,007 0,008 0,011 0,022 0,007 0,008 0,011 0,022
50 0,013 0,014 0,017 0,027 0,013 0,014 0,017 0,027

i=(0°01,0°03, 0°05)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,007 0,010 0,026 0,076 0,007 0,010 0,026 0,076
5 0,008 0,011 0,027 0,077 0,008 0,011 0,027 0,077
15 0,029 0,032 0,046 0,092 0,030 0,032 0,046 0,093
50 0,054 0,056 0,069 0,112 0,054 0,056 0,069 0,113

i=(0°065, 0’07, 0°075)

Acotacion inferior Acotacidn superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,002 0,002 0,006 0,014 0,002 0,002 0,006 0,014
5 0,002 0,003 0,006 0,014 0,002 0,003 0,006 0,014
15 0,007 0,008 0,010 0,017 0,007 0,008 0,010 0,017
50 0,013 0,013 0,016 0,022 0,013 0,013 0,016 0,022

i=(0°05,0°07, 0°09)

Acotacidn inferior Acotacidn superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,006 0,009 0,023 0,059 0,006 0,009 0,023 0,059
5 0,008 0,011 0,025 0,060 0,008 0,011 0,025 0,060
15 0,028 0,031 0,042 0,072 0,028 0,031 0,043 0,073
50 0,052 0,054 0,065 0,091 0,052 0,054 0,065 0,092

Los resultados que obtenemos si las rentas varian en progresion geométrica segiin una razén

g=1"1 son:
i= (0°025, 0°03, 0°035)

Acotacidn inferior Acotacidn superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,002 0,002 0,007 0,025 0,002 0,002 0,007 0,025
5 0,002 0,003 0,007 0,025 0,002 0,003 0,007 0,025
15 0,007 0,008 0,012 0,031 0,007 0,008 0,012 0,031
50 0,013 0,014 0,018 0,036 0,013 0,014 0,018 0,036

i= (0°01, 0°03, 0°05)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,007 0,010 0,028 0,100 0,007 0,010 0,028 0,101
5 0,008 0,012 0,030 0,103 0,008 0,012 0,030 0,103
15 0,030 0,033 0,050 0,122 0,030 0,033 0,050 0,123
50 0,054 0,057 0,073 0,144 0,054 0,057 0,073 0,146
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i=(0°065, 0’07, 0°075)
Acotacion inferior Acotacion superior

d\n 3 5 15 50 3 5 15 50

3 0,002 0,002 0,006 0,022 0,002 0,002 0,006 0,022
5 0,002 0,003 0,007 0,022 0,002 0,003 0,007 0,023
15 0,007 0,008 0,011 0,027 0,007 0,008 0,011 0,027
50 0,013 0,014 0,017 0,032 0,013 0,014 0,017 0,032

i=(0°05,0°07,0°09)

Acotacion inferior Acotacion superior

d\n 3 5 15 50 3 5 15 50

3 0,006 0,010 0,026 0,090 0,006 0,010 0,026 0,090
5 0,008 0,011 0,028 0,091 0,008 0,011 0,028 0,092
15 0,028 0,031 0,046 0,109 0,028 0,031 0,046 0,110
50 0,052 0,054 0,069 0,130 0,052 0,055 0,069 0,131

Por otra parte, los resultados que obtenemos si la renta es variable en progresion geométrica con

una razoén de variacion qg=09:

1=(0°025,0°03, 0°035)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,002 0,002 0,005 0,010 0,002 0,002 0,005 0,010
5 0,002 0,003 0,006 0,010 0,002 0,003 0,006 0,010
15 0,007 0,008 0,010 0,013 0,007 0,008 0,010 0,013
50 0,013 0,014 0,016 0,018 0,013 0,014 0,016 0,018

i=(0°01,0°03, 0°05)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,006 0,009 0,022 0,040 0,006 0,009 0,022 0,040
5 0,008 0,011 0,023 0,040 0,008 0,011 0,023 0,040
15 0,029 0,032 0,041 0,053 0,029 0,032 0,041 0,053
50 0,054 0,056 0,064 0,074 0,054 0,056 0,065 0,075

i=(0°065,0°07, 0°075)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,002 0,002 0,005 0,007 0,002 0,002 0,005 0,007
5 0,002 0,003 0,005 0,007 0,002 0,003 0,005 0,007
15 0,007 0,008 0,009 0,011 0,007 0,008 0,009 0,011
50 0,013 0,013 0,015 0,016 0,013 0,013 0,015 0,016

i=(0°05,0°07,0°09)

Acotacion inferior Acotacion superior
d\n 3 5 15 50 3 5 15 50
3 0,006 0,009 0,020 0,031 0,006 0,009 0,020 0,031
5 0,008 0,010 0,021 0,031 0,008 0,010 0,021 0,031
15 0,028 0,030 0,038 0,045 0,028 0,030 0,038 0,045
50 0,052 0,053 0,061 0,066 0,052 0,054 0,061 0,066

Podemos realizar las siguientes apreciaciones sobre los resultados obtenidos:
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a)

b)

d)

A medida que aumenta la duracién, el diferimiento o ambas magnitudes en una renta, la
validez de la aproximacion triangular empeora, pudiendo darse el caso, si la duracion de la

renta y/o el diferimiento es muy alejado, que para una escala endecadaria, la aproximacion

triangular a d‘\N/O" debe ser rechazada. Ello es debido a que a medida que aumentamos la

duracion de la renta, el diferimiento, o ambas magnitudes se incorporan en la valoracion
factores de actualizacion mas alejados, para los cuales, la aproximacion triangular
proporciona mayor error en el nivel de presuncion.

Si el interés de actualizacion es mas incierto —tiene mayor radio-, el error que se comete por
aproximar triangularmente el valor actual de una renta es también superior, ya que los
errores que se cometen en los factores de actualizacion que intervienen en el calculo del
valor actual de la renta aumentan. Asimismo, a medida que aumenta la magnitud del interés
de valoracién, entendiéndose por magnitud su centro, el error cometido disminuye. Ello es
debido a que el error cometido en los factores de descuento de cada uno de los capitales que
conforman la renta también disminuye.

Si comparamos el error cometido en las rentas inmediatas y vencidas (d=1), que en nuestro
caso finalizan, respectivamente dentro de 3, 5, 15 y 50 afos y para un tipo de interés de
valoracion dado, con el error cometido en un capital financiero con dicho vencimiento —los
resultados fueron obtenidos en el apartado 4.2.3.2.-, podemos comprobar que el error que se
comete en la aproximacion triangular del valor actual del capital es superior. Ello es debido a
que en una renta el error viene dado como una media ponderada de los errores que se
cometen en los factores de actualizacion que intervienen en el calculo de su valor actual, y
por tanto, el error cometido para aquéllos capitales con vencimientos mas alejados —que es
mas elevado- queda contrarrestado por el bajo error cometido en la aproximacion triangular
del valor actual de los capitales con vencimiento mas cercano.

Podemos ver que, a igualdad de intereses de valoracion, diferimientos y numero de términos,
el error que se comete al aproximar triangularmente el valor actual variable en progresion
geométrica de razén g>1 —las cuantias son crecientes-, es superior al que se comete al
aproximar triangularmente el valor actual de una renta constante, y, asimismo, dicho error en
la funcidn de pertenencia es superior al error que se comete al aproximar triangularmente el
valor actual de la renta variable en progresion geométrica con cuantias decrecientes. Ello es
debido a que en el caso de que las cuantias sean crecientes, los factores de actualizacion con
vencimientos mas alejados tienen mayor peso en el calculo del valor actual de la renta, ya
que las cuantias que les multiplican son superiores. Por tanto, si aceptamos que el error que
podemos cometer como maximo en el nivel de pertenencia de un valor al aproximar
triangularmente el valor actual de una renta viene dado por una media ponderada de dichos

errores para los factores de actualizacion que intervienen en su valoracion, en las rentas con
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términos crecientes el error que se comete en los factores de actualizacion con vencimientos
mas alejados toma mayor importancia frente a los errores cometidos por la aproximacién
triangular de los factores de actualizacion con vencimientos menos alejados. Por supuesto, si
las cuantias son decrecientes, en la determinacion del error maximo que se comete en el
nivel de pertenencia de un valor por la aproximacion triangular del valor actual de la renta,
toman mayor peso los errores cometidos por la aproximacion de los factores de descuento
mas cercanos en el tiempo, que son los errores mas pequefios, ya que los coeficientes
ponderadores de dichas cuantias —los capitales- asociados a vencimientos cercanos toman

mayores valores que las cuantias de los capitales mas alejados.
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