Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

1.4. APROXIMACION DE NUMEROS BORROSOS

En este apartado proponemos diversas formas de aproximar nimeros borrosos mediante numeros
borrosos como los L-R de Dubois y Prade, y, de forma mas particular como nimeros borrosos
triangulares o trapezoidales. Ello viene motivado porque, normalmente, en un determinado

problema, cuando los datos de partida vienen estimados a través de unos numeros borrosos
ALA,,...,A,, suelen estar asociados a estimaciones subjetivas de un experto o un conjunto de

expertos, y por tanto, no son datos que puedan ser considerados como objetivos, modelizables
mediante nimeros ciertos o mediante variables aleatorias. Dada la naturaleza subjetiva de los
datos de partida, no es necesaria una extrema precision en su representacion, y por tanto se suele
utilizar en su cuantificacion expresiones relativamente sencillas, de forma mas general nimeros
L-R de Dubois y Prade, y de forma particular, nimeros borrosos trapezoidales o triangulares, ya
que permiten en muchos casos una facil operatoria, y adicionalmente admiten una interpretacion

muy intuitiva.

Sin embargo, cuando inferimos una magnitud B resultante de aplicar una determinada funcion

B=f (Kl,gz,...,gn), el resultado no sera normalmente un nimero L-R de Dubois y Prade

aunque los datos estimados inicialmente, A ,A,,..., A, si lo sean. Por otra parte, en muchos

n
casos no sera posible hallar la funcion de pertenencia de B, 1y (x), aunque si podamos hallar sus
a-cortes, By, para una escala de verdad prefijada. Creemos que ambas cuestiones plantean ciertos

problemas. En primer lugar, al no conocerse la funcion de pertenencia de B, se produce una

pérdida de informacidén respecto a la que disponemos de partida. En segundo lugar, la

interpretacion que podamos realizar del nimero borroso B no es tan sencilla e intuitiva como la

interpretacion que se podia realizar de los nimeros borrosos de los que partimos. En tercer lugar,

si deseamos realizar posteriores transformaciones sobre B, su manipulacion puede ser mas

complicada que si este fuera L-R de Dubois y Prade o trapezoidal, por ejemplo.

Por todo ello, creemos que puede ser de interés aproximar B a través de un niimero borroso B'
que tenga la misma naturaleza que los nimeros borrosos de partida, A ,A,,...,A,, ya que el
posible error que se cometa, puede ser compensado por las ventajas que proporcionara el nimero

borroso aproximado, B'. Asimismo, tal como se demuestra en Jiménez y Rivas (1996), si
posteriormente trabajamos con numeros borrosos aproximados, debido a la naturaleza de los

operadores maximo y minimo, el error de partida no va aumentando.
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Concretamente, analizaremos tres enfoques distintos para la aproximaciéon de numeros borrosos:

1) En primer lugar, e inspirandonos en Dubois y Prade (1993), generalizaremos a funciones de n
numeros borrosos L-L de Dubois y Prade la propuesta que ellos realizan para aproximar
funciones de dos variables.

2) Expondremos la metodologia propuesta en Jiménez y Rivas (1996) para medir la calidad de
la aproximacion de funciones de nimeros borrosos triangulares por un niimero borroso
triangular que mantenga el mismo soporte y nucleo.

3) Expondremos un método propuesto por Delgado et al. (1998a) para aproximar cualquier

numero borroso a través de un nimero borroso triangular o trapezoidal.

1.4.1. Aproximaciéon a través de un nimero L-L. de Dubois y Prade de una funciéon de

numeros L-L de Dubois y Prade

Sea una funcion y=f(x;, X,,...,X,), suponemos que el valor de las n variables ha sido estimado

mediante nimeros L-L de Dubois y Prade, de forma que la i-ésima la podemos representar como

A= (a cislaisTai )L ,1=1,2,...n. El valor de la funcion, si ésta es continua, sera un nimero borroso

B=f (AI,AZ,...,An ) Supondremos asimismo, que la relacion funcional que induce a B, y=f(x,,
Xa, ... ,X5), €8 mondtona creciente respecto a las m primeras variables, donde m<n, y monotona

decreciente respecto al resto, es decir:

N 50, i=12,m <0, i=ml.me2,..n
OX. OX.

De esta forma, los a-cortes de B , By son:
B, = lBl(a)’Bz(a)Jz lf(alc _1A1L_1((x)="'=amC _lAmL_l((x)ﬂa(mH)C + rA(m+l)L_l ((x),...,anc + rAnL_l(a))’

f(a'lC + I-AlL_1 ((X),..., amC + I‘AmL_l (a)’ a(m-%—l)C - lA(m-H)L_l (a)""’ anC - 1AnL—1 (0“))]

Normalmente, B no sera un numero L-L de Dubois y Prade. Sin embargo, si podemos aproximar
sus o-cortes con un desarrollo en serie de Taylor, a partir del valor de f(aic,...,amc,3m+1)Cs---»ancC)-
Asimismo, para simplificar notamos como ac al vector ac =(aic,...,Amc,am+1)Cs---»anc). D€ esta

forma, el extremo inferior del a-corte de B puede ser aproximado por:

- lAlL_1 (0‘)

(@)= rec)svilac| 1) oS 3 M),

rA(m+1)I:l (a)

rAn L71 (G’)
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y el superior por:

rAlLf1 (0‘)

)= rlacevioc] U0 |t 3 e 3 ), g

- 1A(m+1)L_l (0‘)

- lAnL_l ((X)

de esta forma, es razonable aproximar a B mediante un niumero borroso B' = (bg, I, rg). donde:

v of - of & of S
bt o= S50 - 3 ol e 317, - 51 0,

i=1 i i=m+1 i i=1 i i=m+1 i

Graficamente, la relacion entre B y B' es, suponiendo que éste tltimo es triangular:

/

X
Obsérvese que si aceptamos que dos de las caracteristicas mas significativas de un numero
borroso son el nucleo y el soporte; el nlimero borroso que aproxima a B, B' mantiene el nicleo
pero no mantiene el soporte. Asimismo, para niveles de presuncion de a bajos, el error cometido

en los a-cortes por el hecho de tomarse la aproximacion triangular puede ser muy elevado.

1.4.2. Una metodologia para medir la calidad de la aproximacién a través de un nimero
borroso triangular de una funcién de niimeros borrosos triangulares que mantenga su

mismo soporte y niicleo

En este apartado, para una funcién de numeros borrosos triangulares B=f (Kl,Kz,...,Kn),

propondremos aproximar B a través de un numero borroso triangular que tenga su mismo
soporte y nucleo. Por otra parte, unicamente analizaremos el caso de nimeros borrosos
triangulares, ya que para el caso mas general de trapezoidales, la transposicion de los resultados

es inmediata.
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Una vez aproximado B=f (le,gz,...,gn) deberemos evaluar dicha aproximacion, para ello

propondremos como metodologia la desarrollada por Jiménez y Rivas (1996).

Estos autores consideran que un nimero borroso B estd bien representado por otro B', si el error

maximo que en el nivel de pertenencia de un determinado valor x se comete por tomar pg (x) en
lugar de pg(x) es pequefio. Matematicamente, diremos que la aproximacion de B mediante un

namero borroso B' sera admisible si:

g () —pg ([ <e Vx

donde € es un valor convenientemente pequeio. Respecto al maximo error admisible, podemos
interpretar que € vendra dado por el grado de matizacion de la verdad que adopte el decisor, es
decir, por la escala de verdad por la que opte. Si se distinguen pocos matices de verdad —por
ejemplo, se toma una escala pentaria-, el decisor aceptara que se comentan errores mas elevados
que si se adopta una escala mas detallada —por ejemplo, una escala endecadaria-. En concreto, si
denominamos como p los grados de verdad de la escala lingiiistica adoptada, hallamos € como:

1

E=——-

p-1
de forma que, si adoptamos una escala endecadaria, que es el caso mas habitual, e=0’1.

Bien es cierto que en muchas ocasiones, no conoceremos la funciéon de pertenencia del niimero

borroso que aproximamos B, por lo que el maximo de ‘ug(x) - ME,(X)‘ tampoco sera conocido.

Sin embargo, en el mencionado trabajo de Jiménez y Rivas se da una cota superior a
‘uﬁ(x) - uE,(x)‘ a través de los a-cortes de B y B, B.=[B'(a),B*(a)] y B’.=[B’'(),B’*(0)]. En

concreto, si denominamos como o al valor que maximiza la distancia | Bl(oc)-B’l(a)| y ap al
que lo hace para |B2(oc)—B’2(oc)|, y dichos niveles de presuncion son conocidos, podemos hallar las
desviaciones maximas en los extremos izquierdos y derechos de los a-cortes que con la
aproximacion de B, B', se cometen. Estos seran notados como Dy’ y Dp’, respectivamente y se
calculan como:

Dl* = |B1((11*)'B’1(0(1*)\

Dy’ = [B*(aip )-B (o))
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De esta forma, el error que podemos cometer en el nivel de presuncion de un valor X por tomar

como funcién de pertenencia de B la de su aproximacion B' viene acotado por:

D; D;
‘Mg(x)—uﬁ-(x)‘SMaX Bl(l _I D

En Kaufmann (1986) se dan las expresiones de D, y Dy’ para diversas operaciones binarias o
monarias, B=f (Kl,gz) y B=f (K) respectivamente, donde los datos de partida son nimeros
borrosos triangulares, las cuales expondremos a continuacion. Si se trata de una operacion
binaria, notaremos a los datos de partida como Kl =(ai,a12,a13) y 112 =(a12,a§,a;). Si la
operacion es monaria, el valor inicial es un inico niumero borroso A= (a', a%, a®). En todos los

casos supondremos que los numeros borrosos de partida son positivos, es decir, que su soporte

estd formado por reales positivos.

a) Para B=A, ®A,, B’=(a% -ab,a; -az,a; -az), y las desviaciones a la izquierda y a la

derecha son:

4
o _lal—atJai -a2)
P 4
~ ~, = (1 1 1 o
b)Para B=A"", B'=| —,—,— |,y las desviaciones son:
a’ a” a
. 1 1
D] =——-—
Vva? a’
. 1 1
D} =—-
Va' a2
1.2 3
c)Para B=A, +A,, B'= a—;,a—lz,a—} ,yDI*yDD* son
a; a; a,
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donde:
3 3 2 1 2 1
a*—az_ a -aj »  yay-a; —a,
L= 3 2 b ™ 2 1
a; —a; a; —a,

c) Si B=InA, B'= (In(a"), In(a’), In(a®)) y las desviaciones D, y Dp’ son:
D, =ln(a1 +(a2 —ell)ocf)—lnal1 —(lna2 —lnal)(x;

D, =1n(a3 —(a3 —az)oc;)—lna3 +(1na3 —lnaz)oc;

donde:

1 3
% 1 a * a 1
= — (04 = —
I 2 1 2 1 ¥y dp 2 2
Ina“ —1Ina a“—a a’-a Ina®> -Ina

d) Si B=e? , B'= (e“‘l , e ,633 ) y las desviaciones son:
% 1 2 | « U (2 1),*
D] —e? +(ea _e? L[ _e? +(a :;1)01I

D,;) :eas _(eas _eaz }1; _ea3—(a3—a2)a};

42 a1 .3 2
. 1 e’ —e | 1 ;3 e’ -¢?

a —a a —a a —a a —a

e) Si B=A", distinguimos dos casos:

Caso 1
Si keR"-{0,1}, el ajus‘[e2 propuesto es 1N3'=((al)n,(a2)n,(a3)nj. Asi, si n>1, las desviaciones

maximas son:

o1 [l il b

y sine(0,1)

2 No consideramos n=0, porque sino obtenemos el nimero cierto 1, ni n=1, ya que en este caso B es triangular, y asi no hace falta
aproximarlo
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D1 -l ootk - <[l -
D -~ b - o[ -

En ambos casos:

. (az)“ _(al n )\ n-1 al
o = n(az _al)n B al_al
o
. a3 ) (33)11 _(az)n n-1
" a’-a n(213—212)n

. . : 1 Y b~ .,
Adicionalmente, si asumimos que n=—, donde k=2,3...., es decir, B=VA , la expresion de los
niveles de presuncion en los que se produce mayor desviacion en los a-cortes es:

ko
1/k 17k T\ 1k
Jor
. a

oy =
I
(az—al)l/k a —a

Caso 2

. . .y = 3 \n 2 \n 1\0 . . ;.
Si n<0, la aproximacion propuesta es B'=((a ) ,(a ) ,(a ) j Las desviaciones maximas a la

izquierda y a la derecha son, en este caso:

Dy =) - @) -] Jop -7 -7 -0
Dy =o' +[ @) ') Joi ~' + o7 -2l

donde:
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. . . 1 ~ 1 .,
Adicionalmente, si asumimos que n =——, donde k=2,3,..., y por tanto, B=—, la expresion de
k VR
los niveles de presuncion en los que se produce mayor desviacion en los o-cortes es:
_k
-1/k -1k ) 1k
o (e

a’_a2 (a3 _az)—l/k

k

N

op = -
—1/k 2 1
(az—al) a —a

1.4.3. Una metodologia para la aproximacion de cualquier nimero borroso a través de un

numero borroso trapezoidal o triangular

Delgado et al. (1998a) consideran que las caracteristicas basicas de un nimero pueden ser
resumidas en un valor representativo, y un coeficiente que cuantifique la incertidumbre de dicho

nimero borroso —caracteristicas basadas en los conceptos estadisticos de la media y la varianza-.

Como consecuencia, cualquier nimero borroso A puede ser aproximado por otro A' que sea

trapezoidal o triangular, que permite el mismo valor representativo y la misma incertidumbre del

numero borroso A .

Si el nimero borroso a aproximar viene dado por:

A=fou, (0)=1A =[A" (@) A% @) 0<a<f,i=12,.n.

estos autores definen como valor de A , V[ /K] al valor cierto:

VA= [s(efa @)+ A (o)}

Por otra parte, definen como ambigiiedad del nimero borroso X, A[K], a un valor que

cuantificara la amplitud de los a-cortes de A . Dicha ambigiiedad vendra dada por:
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s()A? (@)~ A (o)}

A[K]:

o —_—

Asimismo a la funcion s(a) que interviene en el calculo del valor y la ambigiiedad de un niimero
borroso la definen como s:[0,1]—[0,1] a la que se exige:
a) s(0)=0y s(1)=1,
b) La funcion s(a) es creciente respecto o€[0,1], de forma que se da mayor peso en la
determinacion de V[:&] y A[K] a aquellos o-cortes que presenten un mayor nivel de
presuncion.

c) js(a}ia 1

0 2

Por otra parte, dichos autores proponen tomar s(o)=c.. De esta forma, para el numero borroso A',

que pretendemos que aproxime a A, y que por tanto es trapezoidal o triangular, es decir, que
queda representado por: A= (a', a>, a°, a*), las medidas de valor y ambigiiedad son:

a' +2a° +2a’ +a*
6

V[K']zia a' +(a’—ao+a* —(a* —a3)a}1a=
0

a*+2a° -2a%-a'
6

A|;Z’]=jlot[a4 ~(@*-a’)o—-a' —(a’ —al)a}laz
0

Por supuesto, si se trata de un nimero borroso triangular, como el centro es un tinico nimero, si

, : ~ < 1,2 3
notamos al nimero borroso que aproximaa A como A' =(a,a’, a’):

VRSN

Asi, para aproximar a un numero borroso A su equivalente trapezoidal, A', este tltimo debe

mantener el mismo valor que A y mantener su ambigiiedad. Es decir, se debe cumplir si A' es

trapezoidal que:

~] a' +2a° +2a’ +a*

V[A ~]_ at+2a’—2a%-a'
. =

: A[A -

y si el que pretendemos aproximara A, A', es triangular, las condiciones son:

_a4—a1

~]_ a' +4a’ +a’
6

v[A > AlA]
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Podemos hacer las siguientes apreciaciones respecto a este planteamiento:
a) De forma general, si el numero borroso que pretendemos aproximar es trapezoidal, quedan

dos grados de libertad después de plantear la igualdad entre valores y ambigiiedades. Asi

pues, existen infinitos numeros borrosos trapezoidales que puedan aproximar a A . Ocurre lo
mismo si el nimero borroso que pretendemos aproximar es triangular o trapezoidal

simétrico, pero en este caso queda tinicamente un grado de libertad.
b) Unicamente el nimero borroso aproximado a A, A', estd perfectamente determinado si

pretendemos que A' sea triangular y simétrico.

Asi pues, excepto en el caso en que A' sea triangular y simétrico, el decisor puede seguir varias

vias para determinar el nimero borroso aproximado.

La primera consistiria en afiadir nuevas restricciones para acabar planteando un sistema de

ecuaciones determinado. Estas dependeran del problema que esté tratando el decisor, quedando

pues, a su arbitrio. Por ejemplo, se puede forzar que el trapezoidal aproximado a A tenga su

. . y , . . ’ r 3
mismo soporte o su mismo nticleo, hacer uso de algun coeficiente de asimetria o de entropia’, etc.

El segundo de ellos consistiria en minimizar la distancia entre A y A'. Para ello sera necesario
plantear un programa matematico con restricciones de igualdad, que si suponemos que el nimero
borroso aproximado A' es trapezoidal sera:

Miny =f(a, a,..., a,)

sujeto a:

~]_ a' +2a% +2a’ +a*

V[A ~]_ a'+2a’-2a%-a'
. =

AR -

Donde f (a, a,..., a,) vendria dado por una distancia (euclidea, de Hamming, etc.) entre A y Al ,
o bien la suma de distancias de unos determinados a-cortes que toma en consideracion, cuyo
numero vendra dado por la escala semantica que el decisor adopte sobre los grados de verdad, que
por supuesto, puede ser mas o menos detallada. Asimismo, hacemos notar que en este programa,
el conjunto factible es convexo —se trata de la interseccion de dos hiperplanos-, por lo que
posiblemente su resolucion sea relativamente sencilla. El concepto clave sobre el que se asienta
esta segunda alternativa es la nocioén de distancia entre nimeros borrosos o entre intervalos de

confianza, el cual viene desarollado con detalle en Kaufmann et al. (1994, p.221-253).

* Para consultar sobre el concepto de entropia, ver por ejemplo Kaufmann et al. (1994, p. 253-266).
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