Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

f(x) a,<x<a,
u~(x)=0t= 1 a, <x<a,
g(x) a;<x<ay,

0 en otro caso

El intervalo de confianza [a;, a4] es el soporte del nimero borroso y [a;, as] es el nicleo del
niamero borroso. Asimismo, f(x) es creciente en [a;, a;] y g(X) es decreciente en [a3, a4].

Graficamente podriamos representar, de forma general, un numero borroso como:

H;(X)

a| a az aq

Sin embargo, en muchas ocasiones sera mas practico operar con su representacion a través de sus
conjuntos de nivel o o-cortes, que notamos como A,. Estos son intervalos de confianza que

podemos representar como:

A, =R (02 af=[AN @) A @)= (@)e ™ (o)

Como ejemplo que permita mostrar la utilidad de los niimeros borrosos en la modelizacion
econdémica, supongamos que un individuo estima un determinado flujo de un proyecto de
inversion real que desea iniciar. Seguramente no pueda modelizarlo como una variable aleatoria
si dicho proyecto no es de reemplazo, ya que es casi seguro que no existe ningin antecedente de
un proyecto de inversion igual. Sin embargo, por su experiencia en proyectos similares, sus
conocimientos etc., si que podria intuir, por ejemplo, que los ingresos correspondientes al primer
afio puede ser “aproximadamente 3.000 unidades monetarias”. Una forma de representar

razonablemente esta cuantia seria cuantificarla a través de un namero borroso

A =“aproximadamente 3.000 unidades monetarias”, cuya funcion de pertenencia podria ser:
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

x=2500 5 500« x <3.000
500
3750 -x
~(X)=a={——— 3000<x <3750
u (x) =50
0 en otro caso

Siendo entonces la representacion grafica de “aproximadamente 3.000”:

2500 3000 3750
1.2.2. Operaciones con ntiimeros borrosos

Como comprobaremos a continuacion, el Principio de Extension de Zadeh, y su facilidad de
aplicacion a través de los a-cortes permite extender las operaciones algebraicas mas habituales
realizadas con numeros reales a los nimeros borrosos. Los conjuntos de nivel del ntimero borroso
imagen, pueden ser hallados a través de la aritmética de intervalos de confianza, pues los a-cortes
de los del conjunto antiimagen lo son. Sefialamos que una descripcion detallada de la aritmética

de intervalos de confianza, puede ser consultado Kaufmann ef al. (1994, p. 57-78).
1.2.2.1. Operaciones monarias

En este caso, bastara aplicar el principio de extension de Zadeh expuesto en 1.1.4.2. teniendo en

cuenta que la aplicacion f a evaluar es f: R—>R. Asimismo, el nimero borroso sobre el que se
realiza la operacion, A, sera:

~

A= {X,HX(X)}Z {AOL = [A1 (oc),Az(oc)]| 0<ac< 1}

Opuesto: Sea un nimero borroso A . Su opuesto B=—A tendra como funcion de pertenencia:

ME(X)ZH;(_X)
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Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

y a-cortes:

B, =[B'(a)B?(a)]= |- A% (a)-A" (o))

Producto por un escalar: Sea un nimero borroso A y un escalar keR. Su producto B=kA

tendra como funcion de pertenencia, si k=0:

ME(X)W;(S

B, =[B' (0} B*(o)]=[0.0]

) ~ X ~ , ~ o~ )
Inverso: Sea un numero borroso A, tal que sop(A)e R". Su inverso B=A"" tendrda como

funcidn de pertenencia:

HE(X):M;(lj

X

y sus o-cortes, seran:

Logaritmo: Para un nimero borroso A tal que sop(g)e R™, su logaritmo neperiano B= ln(g)

tendrd como funcion de pertenencia:

“E(X)=“;(ex)

' Entendemos por R” a aquéllos niimeros reales estrictamente mayores que 0.
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

y a-cortes:

B, =[B'(c). B()|=[in[A" (c)] In[a? ()]

Exponencial: Para un nimero borroso A, el nimero borroso B=e” tendra como funcion de

pertenencia:

Hy (X) =Hz (ln(x))

Potencia: Sea un numero borroso A tal que sop(K)e R™, y un escalar keR-{0}. Su potencia

B=A" tendra como funcidn de pertenencia:

B, =[B'(0) B*(0)|=[11]

1.2.2.2. Operaciones binarias

A continuacion analizamos las operaciones binarias entre dos numeros borrosos A y B,
operaciones que notaremos como “*” y cuya resultante serd un nuevo niumero borroso C. Es

decir, podemos escribir C= A *B. Dentro de las operaciones binarias analizaremos las mas

32



Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

usuales: suma, resta, multiplicacion y division. Si los a-cortes y la funcion de pertenencia de los
numeros borrosos sobre las que se realizan, A y B vienen dados por:

A={x/u; 0)=1{a, =[A" (@) A2 (@) 0<a <)

B= {x/uﬁ(x)}z {Ba = [B1 (oc),Bz(oc)]/O <a< 1}

para hallar la funcion de pertenencia de C deberemos utilizar el principio de extension

generalizado, enunciado en 1.1.4.1., y aplicarlo teniendo en cuenta que estamos evaluando una

aplicacion f: RxR—R. De forma general, y si suponemos que 0¢ sop(g) y 0¢g sop(ﬁ):

He (X)= x:>/*x (“,X,(Xl) A Hg(xz))

Siendo los a-cortes de C , Cot
¢, =[c'(@)c* (@)= [minia’(@)* B'( }
max{A1 (0)*B' (), A' (@) *B* (), A% () * B' (), A% () * B (a)}]

2
>
—_
R
~
*
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=
R
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*
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>
=
R
*
s}
=
R

a) Suma de numeros borrosos

Sea C= A +B, la funcion de pertenencia de C, He (x) se halla como:

HE(X)ZX \/+ (H;(X1)/\H§(Xz))

=X +X3

y Sus o-cortes:

C, =[C"(@).C?(a)]=[A" (o) + B () A% (a) + B2(at)]
Propiedades:

L (& +B)=(A)+[B)
2. Conmutativa: A +B=B+A

3. Asociativa: (A + ~)Jr C=A+ (INB + (NJ)

4. Existe elemento neutro, 0, cuya funcion de pertenencia es u(x) = {0 0 tal que:
X #

A+0=A
5. No existe elemento opuesto ya que: K+(— K)ia, donde —A ya ha sido anteriormente

definido. Por esta razén a — A se le denomina pseudo-opuesto.
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

b) Resta de numeros borrosos

Sea C= A-B, la funci6n de pertenencia de C, He (x) se halla como:

pa(x)= V(13 (x) Apg(x,))

X=X|—X;

Y sus o.-cortes:

C, =[c'(@).c?(0)|=[a"(0)- B2 (c). A%(0))- B'(01)]
ya que C= X+(—}N3).
¢) Producto de numeros borrosos

Sea C= A ®B, la funcién de pertenencia de C, He (x) se halla como:

HE(X): X=¥x2(u;(xl)/\ HE(Xz))

y sus o.-cortes:
C, =[C" (@) C? (@)= [minfA' () B' (). A" () B (o). A% (cr) - B' (o). A% (0r) - B (ct)}
rnax{A1 (a)-B'(a), A'(

e
vy
=
2
>
S
Q
3
T
.
Q
wl\)
T

y si sop(g), sop(ﬁ) €R’, se obtiene:

C, = [C1 (oc), C? (a)]z [A1 (oc)‘ B' (a), A’ (cx)- B’ (oc)]

Propiedades:

1. A)oB=-(A®B)
2. Conmutativa: A ®

3. Asociativa: (K ® I~3)® C=A® (]§ ® 6)

~ o~ e~ I x=1
4. Existe el elemento neutro 1: A ® 1=A, cuya su funcion caracteristica es p(x)= {0 R
X #

5. No existe elemento inverso: A® A~ =1, donde A™ ya ha sido definido. Por esa razon, a

v -1 . .
A~ muchos autores le denominan pseudo-inverso.
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Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

6. Distributividad del producto respecto a la suma: C® (:& + ]§)= (Zx ® (~3)+ (§ ® (~J), que

unicamente se cumple si sop (A) y sop(B) son positivos o negativos simultdneamente.
d) Division de numeros borrosos

Sea C= A +B, en los cuales 0¢ sop(g) y 0¢ sop(}N3): La funcién de pertenencia de C, H@(X)

se halla como:

Ha(x)z \él (Hg(xl)/\llg(xz))

x=
X

Y sus o-cortes:

1.2.2.3. Evaluacion de funciones reales de numeros borrosos.

Sea una funcion de varias variables:
f: R">R.

x=( X1, X, ... ,Xn)>YV=1( Xy, X2, ... ,Xy)

donde el vector xeR" pertenence al conjunto resultante del producto cartesiano de n conjuntos de

numeros reales RxRx...xR. Si definimos en cada uno de los conjuntos R que forman R" los

numeros borrosos A, A,,..., A, , de forma que el i-ésimo viene dado por:

A=y c)f=1a, =[Al@)lA?(@)]0<a<t}i=12..n

podemos definir en R" un subconjunto borroso A , para el cual los elementos de dicho conjunto

son vectores x =( Xy, Xp, ... ,X,). Su funcion de pertenencia es:

Hy(x)= M3, (xp)A M3, (X2) A Mz, (X5)
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

En este caso, A también es un subconjunto borroso normal y convexo, donde sus a-cortes son

rectangulos de dimensién n, y por tanto, son cerrados y acotados.

Asimismo, la funcién f induce a un subconjunto borroso B=f (Al,Az,...,An), que sera un

namero borroso, si f es continua en R". La funciéon caracteristica de B, pn (y), se hallara

B
aplicando el principio de extension de Zadeh:
ug(y)=yz\f/(x)u;(><)=y LV )(H;l () Ag () A Ay (X))

= (Xl,Xz,-u,Xn

Ya hemos comentado que en muchas ocasiones no es operativo utilizar el principio de extension

de Zadeh a través de la funcion de pertenencia, ya que no podemos hallar la expresion analitica de
uﬁ(y). Sin embargo, partiendo de los a-cortes de Kl , Kz ,...,Kn podemos hallar los conjuntos

de nivel de B , By, de forma que:

B, :{yeR|y=f(x1,x2,...,xn),xi eAia,izl,Z,...,n}

Si la funcion f es continua en R", B, serd un conjunto convexo en R, es decir, un intervalo de

confianza de R, B, = [B1 (oc), B’ (a)]=[min y, max y], que se obtendra como:

Minimizar (Maximizar) y = f( X, Xa, ... ,Xp)

X; € [Ai (a),Aiz(oc)], i=1,2,...,n.

Los programas matematicos (el de maximizacién y el de minimizacién) que deberemos resolver
para hallar el extremo inferior o el extremo superior de B, son de facil implementacion, dadas las
caracteristicas del conjunto factible. Sus soluciones, o bien se encuentra en los vértices de Ag, 0
bien son un minimo (maximo) local de f( x;, X, ... ,X,), debiéndose cumplir la condicion
necesaria VI( xy, X, ... ,X,)=0 —ver Dong y Wong (1989)-, y la suficiente: Hf( x4, x,, ... ,x,) debe

ser semidefinida positiva para minimos y semidefinida negativa para maximos.

Por otra parte, debemos indicar que si notamos como C, a los a-cortes de un niamero borroso C
que se obtienen aplicando la aritmética de intervalos de confianza al evaluar f, B,cC,. Asi, C es

una solucion que aproxima a B -lo incluye-, pero que también presenta mayor incertidumbre.
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Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

Para mostrar esta aseveracion, proponemos un sencillo ejemplo que puede encontrarse en

Buckley y Qu (1990b). Supongamos que y RS

X

, y las variables x; y X, son estimadas a
través de unos niimeros borrosos Kl y Kz cuyos 0’5-cortes son A; =A, = [0'5, 1'5]. Asi, el

~ 4 . ~ .
0’5 corte de B, Bys = [5,4}. Sin embargo, el 0’5-corte de C se obtiene como:

o5, 105)+ [ors,105] F 6}
“ 0 os,s] 130

de forma que Bysc Cy's

Podemos comprobar que C es una aproximacion de B, para la cual, en muchas ocasiones sus o-

cortes pueden ser hallados mas facilmente que los de B pero a costa de incrementar su

incertidumbre.

Por otra parte, en el analisis econémico muchas relaciones funcionales entre variables suelen ser
continuas y derivables, siendo ademas monotonas crecientes o decrecientes respecto a dichas

variables —es decir, el signo de las derivadas parciales es conocido-. En este caso es facil evaluar
los a-cortes de B=f (AI,AZ,...,AH). Supongamos que la relacion funcional que induce a B,

y=f(x1, Xz, ... ,Xn), €8 mondtona creciente respecto a las m primeras variables, donde m<n, y

mondtona decreciente respecto al resto, es decir:

oy oy _

—2>0,1=1,2,...m; — <0, i=m+l,m+2,...,n
OX ox

i i

En este caso, hallamos B, como:

B, =[B'() B> (@)= [f[Al (@)... AL (@) A2 (o) A2 (@)] AT (). A2 (@) ALy ().

1.2.3. Algunos tipos especiales de niimero borrosos

A continuacion repasamos las formas mas usuales de modelizacion de niimeros borrosos que se
utilizan. Estas representaciones vienen motivadas porque los nimeros borrosos son la resultante
de estimaciones subjetivas sobre magnitudes. Asi, al nimero borroso que las cuantifica se le debe
poder dar una interpretacion facilmente intuitiva, a la vez que debe permitir una facil
manipulacion. De forma mas precisa, Kaufmann y Gil Aluja (1986, p. 229) apuntan “Con la

utilizacion de numeros borrosos triangulares (v si es necesario los numeros borrosos L-R de
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

Dubois y Prade que los generalizan) el experto puede establecer las correspondientes
operaciones en lo incierto, en el supuesto de realizaciones que deben encadenarse en el tiempo
(especialmente convoluciones maxmin para la suma de numeros borrosos). Se recomienda la
utilizacion de numeros borrosos triangulares por su simplicidad y buena percepcion por parte de
los que no son matemdticos (...). Este instrumento es simple y se adaptan bien a los medios de

tratamiento de la informacion”.

Como comprobaremos, los numeros borrosos que analizaremos a continuacion, los L-R de

Dubois y Prade, los trapezoidales y los triangulares, permiten conseguir ambos objetivos.
1.2.3.1. Numeros borrosos L-R de Dubois y Prade

Dubois y Prade (1980), proponen la parametrizacion de ntimeros borrosos, lo cual facilitard en
muchos casos las operaciones realizadas con éstos, asi como su interpretacion. Para la
construccion de un nimero L-R de Dubois y Prade debemos partir, en primer lugar, de dos
funciones L(x) y R(x), las cuales se denominan funciones forma a la izquierda y a la derecha
respectivamente, que estan definidas como R—[0,1] y que cumplen las siguientes propiedades:

1. Son simétricas, es decir L(x) = L(-x) y R(x) = R(-x) VxeR.

2. L(0)=R(0)=1 y L(1)=R(1)=0

3. L(x) y R(x) son monoétonas crecientes en (-co0, 0] y mondtonas decrecientes en [0, o).

En segundo lugar, para construir un numero borroso A deberemos establecer su nticleo [a;c, axc],
que también llamaremos centro y las desviaciones que estimamos razonables sobre dicho nticleo a

la izquierda, es decir, su radio izquierdo 1, y a la derecha, su radio derecho, ra, de forma que:

SOP(K): [alc —ly,a,c + rA]

De esta forma, si A es L-R de Dubois y Prade, su funcion de pertenencia, p 5 (%), viene dada

por:

alC_X
L( j a;c —1ly <x<a

1IN
1 ac <X<a,e
M;(X):
Rl —==| a,c<x<a)c+r1,
LN
0 en otro caso
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Parte I: Instrumentos matemadticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

Y sus o.-cortes:

A, = [aIC _IAL_l (a)’azc +rAR_l (0‘)]

notandose a este nimero como A =(aic, ac, la, ra)Lr. Por convencion, si Ix=ry =0, A es el

intervalo crisp [aic, axc], y sl ajc = ac=ac A es el nimero cierto ac.

En el caso en que nucl(A) sea un unico numero cierto, ac, notaremos al niumero borroso A como

A =(ac, la, ra)Lr , siendo su funcién de pertenencia y de sus a-cortes, respectivamente:

ac —Xx
L " ac -1, <x<a,
A
X—a
pg(x)z R €1 ap<x<ag+r1,
Tp
0 en otro caso

A, =[aC —IAL_I(OL),aC +1,R” ((x)]

Asimismo, si las funciones formas izquierda y derecha son iguales, L(x)=R(x), diremos que A es

un nimero borroso L-L de Dubois y Prade, notandose este como A =( a,c, axc, la, ra)L. En el caso
en que el nicleo sea un Gnico numero borroso, ac, notaremos a éste como A =(ac, la, ra)L. Por

otra parte, si L(x)=R(x) y 1a= r, =ar y el nicleo es un tnico valor ac decimos que A esun

numero borroso simétrico L-L. de Dubois y Prade. A dicho ntimero borroso lo notaremos como

A = (ac, ar)L. La funcion de pertenencia de A sera entonces:
[ac —x|

c
L r =~ 1

H;(X)Z ag

0 en otro caso

ao —ag <x<a; +ay

Y sus o.-cortes:

A, = [ac - aRL’1 (a),ac + aRL’1 (a)]
1.2.3.2. Operaciones con numeros L-R de Dubois y Prade

A continuacion expresamos los resultados de algunas operaciones aritméticas con nimeros —o

intervalos- L-R de Dubois y Prade. Si la operacion es monaria, utilizaremos un numero L-R de
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

Dubois y Prade A =(ajc, ayc, 1, Ta)Lr ¥ Si es binaria, notaremos a los dos niimeros borrosos L-R

de Dubois y Prade que intervienen como A =(aic, ac, la, TA)LR Y B =( byc, bac, I, 1B)LR
1. Opuesto: B=-A= (-axc, -aic, I, la)ir

2. Multiplicacion por un escalar: B=kA, con keR.
2.1.Si k>0, B= (kaic, kasc, kla, kra)ir
2.2.Si k<0, B= (kaxc, kaic, [K|ra, [k|la)ir
2.3.Si k=0, B=(0, 0, 0, O)x, es decir, el nimero cierto 0.

3. Pseudo-nverso: B=A"". En este caso B no conserva su condicion de L-R de Dubois y Prade.

. . ~ 1 1 r 1 .
Sin embargo podemos aproximar a B = ( ,—,—2 = A > . En cualquier caso
e ac (aye) (a) LR

suponemos que 0 ¢ sop(/NX).

4. Suma: Para C = A + B se obtiene:

C= (aic, ac, la, 1a)ir + (bic, bac, s, 8)Lr = (a1c + bic, axc + bac, 1o + 1, 1A + 1811

5. Resta: Para C=A — B se obtiene:

C= (aic, ac, la, Ta)ir - (bic, bac, I, 18)ir = (ic - bac, @xc - bic, 1a + 18, Ta + 1)ir

6. Multiplicacion. Para C=A®B, el resultado que obtenemos no es un nimero borroso L-R de

Dubois y Prade. Sin embargo, Dubois y Prade proponen la siguiente aproximacion, suponiéndose
que sop(}N3)y sop(g)c R":
C= (a1c,220,1a,rA)LR ®(bic,bac, B, rB)LR™ (a1c ‘bicsasc “byes

saiclg +bict1x,a,0 1 + by 'rA)LR

Puede comprobarse que la aproximacion propuesta, aunque mantiene la naturaleza de los
numeros borrosos de partida, no conserva, lo que a nuestro entender, es una importante
informacién de C: su soporte. Sin embargo, si los radios toman un valor relativamente pequefio
respecto a los que contiene el nucleo, y si sop(ﬁ)y sop(g)c R", Dubois y Prade proponen como
aproximacion:

~

Cz(alC “bicsase bycsage lg +byc 1y =1, tlg,a,c crp +bye 1, — 1y 'rB)LR
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