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Introduccid

El treball d’aquesta tesi ha estat dirigit des d’un principi a ’estudi del pro-
blema, ja classic, de descomposicions de grafs en arbres. En el marc general
de la teoria de grafs, els problemes de descomposicions constitueixen una linia
de recerca extensament tractada i abordada des d’optiques molt diverses.

Per descomposicié d'un graf hom entén una familia de subgrafs branca-
disjunts, les branques dels quals recobreixen totes les branques del graf. Els
tipus de descomposicions varien en funcié de Pexigéncia o no, de certes ca-
racteristiques en els subgrafs. En concret, en el cas de les descomposicions
en arbres s’exigeix que els subgrafs siguin aciclics i connexos. Un altre tipus
de descomposicions, d’obligada referéncia per la seva proximitat a les descom-
posicions en arbres, sén les descomposicions en boscos, és a dir, en subgrafs
aciclics no necessariament connexos. Tradicionalment, els problemes de des-
composicié s’han classificat al voltant de tres eixos basics: 1’estudi sobre la
presencia de determinats subgrafs com a elements d’una descomposicid, 1'es-
tudi de les descomposicions minimals, centrades en trobar el nombre minim
de subgrafs, de caracteristiques préviament determinades, que constitueixen la,
descomposicid, i finalment, ’estudi de descomposicions en subgrafs isomorfs a
un graf donat. Des de sempre, una pega clau en el plantejament d’aquest tipus
de problemes ha estat la relacié entre diversos pararietres, com ara els graus
i la connectivitat, dels grafs i subgrafs implicats.

La presencia de subgrafs de caracteristiques fixades en un graf, s’emmarca
dins d’'un problema for¢a ampli i classic com és 'empaquetament de grafs.
Reduint-nos al cas de subgrafs aciclics, des del resultat que diu que tot graf
de grau minim n conté tot arbre de tamany n, han estat molts els resultats
que s’han donat en aquest sentit. E. Dobson [23] conjectura que donat un
graf G amb gir ¢ > 2t + 1, i un arbre T de tamany k, si el grau minim
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9 Introduccid

del graf §(G) > max{k/t, A(T)} aleshores G conté a T. Aquesta conjectura
per a t = 1 representa una generalitzacié del resultat anterior. S’ha provat
per a t < 3, veure [9], [91], i es pot veure com un cas especial d’una altra
conjectura més general plantejada per P. Erdés i V. Sés, veure [9], referent
a grafs que contenen cada arbre d'un determinat tamany. Saclé i Wozniak
proven la Conjectura d’Erdos-Sés que estableix que si G és un graf d’ordre n
i tamany e(G) > n(k — 1)/2, aleshores G' conté qualsevol arbre de tamany &,
per a grafs que no contenen cicles de longitud 4. Altres autors [103],[78], [13]
i [105] utilitzant diferents parametres han obtingut condicions suficients per a
que un graf contingui arbres generadors amb graus acotats. Caro i Roditty en
[14], i Yuster en [104] estudien 'empaquetament d’una seqiiéncia d’arbres de
tamany creixent en els grafs bipartits complets, seguint conjectures anteriors
de A.Gyérfés-Lehel [46] i Fishburn [33].

Tutte [98] i Nash-Williams {76], obtenen de manera independent i gairebé
al mateix temps, un teorema que déna condicions necessaries i suficients per
a lexisténcia de k arbres generadors disjunts en branques en un graf (veure
Teorema 3.2 del Capitol 3). Una generalitzacié d’aquest resultat en el context
de matroides el déna Edmonds en [25]. Kundu en [62] estableix que tot graf
n-branca connex té almenys [(n — 1)/2] arbres generadors branca-disjunts.
Per altra banda, Hedetniemi, Hedetniemi i Slater [52] proven que, excepte
Pestrella, tota parella d’arbres d’ordre n pot ser empaquetada en el graf com-
plet del mateix ordre. Wang i Sauer [101] demostren que, excepte per 1’estrella
d’ordre n i ’arbre obtingut a partir de V'estrella d’ordre n — 1 afegint un nou
vertex en una de les branques, tot arbre d’ordre n > 7 pot empaquetar-se tres
vegades en el graf complet d’ordre n. L’empaquetament de tres arbres presenta
més dificultats i ha estat completament resolt per Maheo, Saclé i Wézniak en
[74]. Garcfa, Hernando, Hurtado, Noy i Tejel en [39] estudien el problema de
dibuixar dos arbres de n vertexs en un poligon convex, sense encreuaments i
fent servir el minim nombre de branques del poligon.

Amb aquests precedents, aquest treball tracta problemes de descomposici-
ons de grafs en arbres les linies generals dels quals descrivim a continuacid.

En el Capitol 2 es tracta el problema de determinar en quines condicions un
arbre arbitrari pot apareixer en una descomposicié minimal de certes classes
de grafs. Per descomposicions minimals d’un graf en arbres entenem aquelles
en les que el nombre d’arbres és el més petit possible. L’estudi que es presenta
tracta les classes de grafs maximalment planaris, maximalment planaris i bi-
partits i la dels grafs regulars. L’eleccié d’aquestes tres classes estd motivada
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pel fet que en aquestes classes és coneix els nombres d’arbres d’una descompo-
sicié minimal i, fins a cert punt, també la seva estructura. En el cas dels grafs
regulars aquest estudi esta lligat amb el que tracta el Capitol 3 d’aquesta tesi.

Es prova que, donat un arbre qualsevol T', sempre existeix un graf maxi-
malment planari i un graf maximalment planari i bipartit que admet 7" en una
descomposicié minimal en arbres. A més, excepte en un cas, es pot exigir que
T sigui un arbre generador. S’obté el mateix resultat exigint les condicions
necessaries en els graus, que es prova que també son suficients, quan es vol
construir un graf regular d’ordre i grau minims, que admeti 7" en una descom-
posicié minimal en arbres. En particular, es veu com tot arbre d’ordre n forma
part d’una descomposicié minimal del graf complet de n vertexs.

Les demostracions en el cas planari sén de tipus constructiu, mentre que
en el cas dels grafs regulars, les demostracions es basen en dos teoremes sobre
seqiiencies grafiques, el primer degut a Erdds i Gallai [29] que en déna una
caracteritzacid, i un segon degut a Kleitman i Wang [60] que déna les condi-
cions per tal que una seqiliencia grafica pugui ser realitzada en un graf que
admeti k arbres generadors disjunts. La demostracié d’aquest darrer teorema
es complementa en [60] amb un algorisme que permet construir el graf a partir
de les seqiiéncies.

Un aspecte important de les descomposicions minimals i que ha estat ob-
jecte de diversos articles, gira al voltant de l'estudi dels diferents tipus de
descomposicions minimals que poden haver-hi i les relacions entre dues d’elles.
Un cas especialment tractat sén les descomposicions en arbres de grafs pla-
naris. Kampen [57] prova que tot graf maximalment planari (mp) d’ordre n
descomposa en tres arbres d’ordre n — 1. Ringel [86] prova que tot graf maxi-
malment planari i bipartit (mpb) d’ordre n descomposa en dos arbres d’ordre
n — 1, i conjectura que un dels dos arbres es pot triar generador. Més tard,
Petrovié¢ {83] demostra també el resultat de Ringel i especifica que es pot triar
qualsevol parella de vértexs no adjacents en el graf com a vértexs singulars
(que només pertanyen a un arbre) d’aquesta descomposicié. Ou Yang i Liu
demostren la conjectura plantejada per Ringel en [81]. Finalment, Shi, Li i
Tian [94] introdueixen classes generals de grafs, denotades Py, que en el cas
k = 2 inclouen els grafs maximalment planaris i bipartits, tot demostrant que
aquests grafs admeten dos tipus de descomposicions i que a més cadascuna
d’elles potser transformada en una descomposicié de l'altre tipus via un in-
tercanvi de branques. En el mateix article analitzen el cas k = 3, que inclou
els grafs maximalment planaris, demostrant que tot graf de Ps; admet els tres
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tipus possibles de descomposicions i que a partir d’'una d’elles es pot obtenir
una descomposicié de ’altre tipus.

En el Capitol 2 d’aquesta tesi s’inclouen demostracions alternatives de la
Conjectura de Ringel i de 'existencia dels tres tipus de descomposicions en
el cas dels grafs maximalment planaris. La seva presencia esta justificada,
ja que per una banda, al restringir-se a una familia més reduida de grafs, les
demostracions sén molt més senzilles que les que apareixen en [94], i per I'altra,
suposen una introduccié al problema invers d’obtenir a partir d’un arbre T" un
graf G maximalment planari o maximalment planari i bipartit, que admeti T
en una descomposicié minimal en arbres de G.

Un gruix important dels articles que s’han publicat sobre descomposicions
es dediquen a calcular el nombre minim de subgrafs que formen una descom-
posicié amb condicions prefixades d’un graf, i esdevé d’aquesta manera un
dels molts parametres que s’associen al graf. L’arboricitat a(G) és el nombre

minim de boscos en una descomposicié en boscos del graf. Es Idnic parametre
d’aquestes caracteristiques pel que existeix una férmula coneguda, donada per
Nash-Williams en [77]. Harary en [50] introdueix el concepte d’arboricitat
lineal, la(G) com el nombre minim de boscos on cada component connexa és
un cami, i conjectura que per a tot graf d-regular G, la(G) = [(d+1)/2]. Tot i
que encara no s’ha provat, si que s’han donat resultats a favor d’ella. Aixi, per
ad<6,d=2381d=10 (veure [42]) la conjectura és certa. L’arboricitat lineal
és un cas particular de T,.(G), el nombre minim de boscos amb grau maxim r,
introduida per Truszczynisky en [97], en el context de multigrafs. En el mateix
article l’autor presenta una conjectura sobre el valor d’aquest parametre per
grafs amb grau maxim A(G) i la prova per r > A(G) + 1 — a(G).

En els Capitols 3 i 4 d’aquesta tesi estudiein el nombre minim d’arbres en
una descomposicié d’un graf G donat, que es denota per 7(G). Dit d’una altra
manera, 7(G) es el nombre minim d’elements d’una particié de E(G) de manera
que cada part indueix un arbre. El problema es suggerit inicialment per M.
Foregger i T. Foregger [34] quan donen una cota superior pel nombre minim
d’elements d’una particié de V(G), de manera que els subgrafs induits per
aquests sén arbres. El concepte d’arbre, admet moltes definicions equivalents.
En una d’elles s’estableix que un arbre és un graf connex amb mida igual a
una unitat inferior al seu ordre. També es pot dir que un arbre és un bosc
connex. D’aquests dos fets s’obtenen les primeres cotes, de caracter trivial,
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sobre el nombre d’arbres,
[E@GI/(IV(G)] = 1)] < a(G) £ 7(G).

A diferéncia de 'arboricitat, no existeix una férmula pel calcul del nombre
d’arbres, i tots els treballs publicats fins al moment s’adrecen a donar cotes per
aquest parametre o a calcular-lo per a determinades families de grafs. F.R.K
Chung en [19] és la primera en donar una cota superior no trivial, en termes
de Pordre del graf. Prova que 7(G) < [|V(G)]/2], tot mostrant que a més,
aquesta cota s’assoleix en els grafs complets, al coincidir amb la cota inferior
trivial que hem citat previament. Truszczynski [96] estableix per a grafs amb
gir g > 5, 7(G) < [|V(G){/g] + 1, i calcula el nombre minim d’arbres en
que descomposen els grafs bipartits i complets, i els hipercubs. Pel que fa-
a resultats relatius al calcul del nombre d’arbres d’algunes families d’arbres,
recordem en primer lloc els ja comentats. Kampen en [57] demostra que si G és
un graf maximalment planari aleshores 7(G) = 3. El mateix resultat apareix
com a conclusié en el treball sobre conjunts parcialment ordenats de Schnyder

[93]. Ringel en [86] demostra que per a grafs maximalment planaris i bipartits
T(G) = 2.

Els grafs regulars constitueixen una altra familia on s’ha estudiat el valor de
7(G). Lladé, Ringel i Serra [68] demostren per a grafs d-regulars amb d parell i
maxima branca-connectivitat, que 7(G) = d/2, produint-se d’aquesta manera
la igualtat entre 'arboricitat i el nombre d’arbres. Ara bé, en el mateix treball
construeixen una familia de grafs regulars amb grau senar que els permet
demostrar que, tot i mantenir la condicié de maxima branca-connectivitat, la
diferéncia entre aquests dos parametres pot ser tant gran com es vulgui.

En el Capitol 3 d’aquesta tesi considerem ’extensié d’aquest resultat per
grafs regulars amb grau senar. Provem que tot graf d-regular amb d > n/2
verifica a(G) = 7(G). La demostracié en la situacié critica d = n/2 quan d és
senar exigeix resultats més contundents sobre V'estructura dels conjunts amb
reduit nombre de branques en la frontera. Aquests resultats, que provenen de
I’estudi de les r-branca-connectivitats per r > 2 introduides per Hamidoune,
Lladé, Serra i Tindell [49], van més enlla de la branca-connectivitat classica
i tenen interes per si sols, per la informacié que es pot obtenir relativa a les
connectivitats dels grafs densos. L’exemple de dos grafs complets menys una
branca, units per dues branques ens mostra com la cota inferior sobre el grau
és Optima. En la part final del Capitol 3 estenem I’aplicacié de les tecniques
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que s’han fet servir per grafs regulars amb grau d < n/2 que tenen bones
propietats de connectivitat. Es prova que la igualtat a(G) = 7(G) es pot
estendre per grafs regulars amb grau d > 2+/n i ordre n que satisfan certes
condicions sobre les r-branca connectivitats, o per grafs que tenen un nombre
isoperimetric prou gran, que d’acord amb un resultat de Bollobés [7], es donen
en gairebé tots els grafs regulars.

La cota inferior sobre el grau minim del graf 6(G) > |V(G)|/2 ha suposat
condicié suficient per a la certesa de diversos resultats de Teoria de Grafs. Un
cop més aquesta condicié es revela com a suficient per a garantir la igualtat
entre Parboricitat i el nombre minim d’arbres en el cas de grafs en general.
Més precisament, en el Capitol 4 d’aquesta tesi provem que tot graf amb grau
minim §(G) > |n/2] i ordre n verifica a(G) = 7(G). Com en el cas regular,
provem a partir d’una familia de grafs, que aquesta cota inferior en el grau és
optima. En aquest cas les tecniques d’analisi sén diferents de les que s’han fet
servir al capitol anterior i no s’estenen a grafs amb grau minim més petit que
n/2.

La descomposicié en grafs isomorfs, ja sigui a una familia de grafs o a un
graf en concret, constitueix el tercer eix fonamental al voltant del qual s’han
estudiat una gran collecci6 de problemes. Com en els paragrafs anteriors farem
referéncia exclusivament a aquells que impliquen descomposicié en arbres o en
boscos. Caro en [12] introdueix técniques d’algebra lineal per, a través del
vector de branques, establir una condicié necessaria per a la descomposicié
d'un arbre en subarbres, cadascun isomorf a un arbre de la familia. També
déna la caracteritzacié dels arbres per als quals aquesta condici6 és suficient.
Lonc en [70] presenta la conjectura en qué afirma que a partir de dos arbres
qualssevol, amb mides primers entre si, existeix una constant, depenent dels
arbres, de manera que tot graf amb grau miu:im major o igual que la constant
admet una descomposicié en grafs isomorfs als arbres donats, tot provant la
conjectura per a estrelles, camins i per a arbres que es diferencien en una
fulla. Més tard, en [71], el mateix autor estudia la complexitat del problema de
descomposicié d’un graf en subgrafs isomorfs a una familia d’estrelles, establint
que si la familia només conté estrelles de 3 branques com a minim, decidir si
un graf bipartit admet una descomposicié d’aquest tipus és un problema NP.
En el mateix article, déna una caracteritzacié dels grafs, no necessariament
bipartits, que admeten descomposicions d’aquests tipus quan la familia conté
estrelles de dues branques.
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En aquest context, un dels problemes més tractats és la descomposicié de
grafs regulars. Les condicions de divisibilitat (és a dir, si H descomposa un
graf d-regular G, aleshores |E(H)| divideix |E(G)| i el maxim comd divisor
dels graus de H divideix d) es compleixen trivialment quan es consideren ar-
bres de mida adequada. En [32] Fink demostra que si S és un conjunt minimal
de generadors d’un grup G, aleshores el graf de Cayley Cay(G, S) admet una
branca-descomposicié en |G| arbres isomorfs a T on T' és qualsevol arbre ori-
entat amb mida igual al cardinal del conjunt. Un resultat similar per arbres
i boscos que descomposen grafs i digrafs de Cayley és obtingut per Gutiérrez
i Llad6 [44]. Pero sens dubte, el problema per excelléncia és el que sorgeix
arran de la conjectura plantejada per Ringel en 1963 relativa a la descompo-
sici6 del graf Ks,,1 en copies isomorfes de qualsevol arbre de mida n. Rosa
en [87] recull la suggeréncia de Kotzig, que exigeix que la descomposicié sigui
ciclica (aleshores la conjectura passa a anomenar-se la conjectura de Ringel-
Kotzig), i estudia per primer cop els etiquetaments de vertexs, i els induits a
les branques. En un primer article, introdueix quatre tipus d’etiquetaments
de vertexs, un dels quals és anomenat per Golomb en [41] com a graceful. A
partir d’aleshores la conjectura hereta aquest nom.

Tenint en compte Pestructura bipartida dels arbres, en el Capitol 5 de la
tesi estudiem el problema de descomposicié del graf bipartit i complet K, ,
en copies isomorfes d’un arbre T de tamany n, tot recollint 'afirmacié que en
forma de conjectura planteja Haggkvist en [47]. El tractament que seguim per
estudiar-la manté un estret parallelisme amb el seguit per tractar la conjectura
de G.Ringel, on de la recerca de solucions cicliques es deriva la introduccié
dels etiquetaments de vertexs. En la primera part del capitol introduim un
tipus d’etiquetament, que anomenem bigraceful, que s’adapta a l'estructura
bipartida dels arbres. Donem eines per la construccié d’arbres bigraceful, és
a dir, d’arbres pels que es coneixen aquests tipus d’etiquetaments, a partir
d’altres que ja ho sén. Fent servir aquestes construccions, provem el caracter
bigraceful de diverses families d’arbres. Aquestes families estenen en general
aquelles en que el seu caracter graceful ha estat provat. Malgrat tot, i tal
com passa amb d’altres problemes similars d’etiquetaments, no trobem a una
solucié definitiva. L'objectiu aleshores, es modifica i s’adreca a trobar el menor
n' que permeti assegurar que un arbre donat 7" descomposa K, . En aquest
linia, i millorant resultats coneguts, provem que tot arbre T' amb n branques i
radi r descomposa Koppn orn, 00 h és com a molt, [r/4]. Fent s de técniques
similars, provem que si existeix un vértexs z en T, amb |Vi(z)| > v2|Vi_1(2)),
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per atot i > 1 amb |V;(z)| # 0, on Vi(z) és el conjunt de vértexs a distancia i de
x, aleshores T' descomposa Ky, 2,. També s’obté aquest resultat quan I'arbre
base de T (obtingut a partir de T" eliminant les seves fulles) és bigraceful, o si
el nombre de fulles és prou gran.

En la introducci6 de cada capitol s’exposen de manera precisa les contribu-
cions d’aquesta tesi en relacié a l'estat de ’art de cadascun dels problemes que
s’han descrit aqui de forma generica. Cada capitol es tanca amb una seccié de
conclusions i problemes oberts.

Per acabar, aclarir que tot i que les aplicacions practiques de les descompo-
sicions de grafs sén molt amplies, en quant que aquests representen els models
naturals en xarxes de comunicacid, aquesta vessant s’ha deixat de banda en la
tesi, més centrada en l'obtencié de resultats teorics que en la seva aplicacid.
Entre les multiples aplicacions practiques en mencionem per exemple dues
relatives a problemes de comunicacions i de fiabilitat de xarxes. El survey [36]
ofereix una extensa relacié dels metodes que actualment existeixen en comu-
nicacid. En concret, 'apartat dedicat al broadcasting destaca 1'is de camins
disjunts entre ’emissor i el receptor quant els missatges sén prou llargs. En
particular trobar arbres generadors amb arrel al mateix node i branca-disjunts
permet definir un algorisme de broadcasting rapid sota determinat model de
comunicacié (‘half-duplex’). En aquest model, el missatge es talla en blocs
de la mateixa longitud i cada bloc es enviat per broadcasting a través d’un
arbre diferent. D’aqui la necessitat d’estudiar les descomposicions minimals
en arbres. D’altra banda, en el survey de Colbourn [20] es fa una descripcié
de ’aplicacié de problemes de descomposicié a ’analisi de fiabilitat de xarxes,
amb els que s’obtenen millors resultats en general que els que es deriven de
tecniques d’enumeracié de grafs.

Gran part de les contribucions d’aquest treball han estat presentades a
diversos congressos de ’area i sotmesos a revistes especialitzades per a la seva,
publicacié. Els resultats del Capitol 2 es troben a [66], els del Capitol 3 a [45],
els del Capitol 4 a [65] i els de I’dltim capitol a [67].

Al lector

En el primer capitol de la tesi s’introdueixen les definicions i notacions
basiques que es faran servir al llarg d’aquesta tesi. Tots els capitols sén auto-
continguts i poden llegir-se sense necessitat de seguir un ordre concret. Si bé
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tots ells tenen com a nexe d’unié la descomposicié en arbres, els tres primers
estudien descomposicions minimals, mentre que en el darrer s’estudia descom-
posicions en arbres isomorfs a un arbre donat.
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Introduccié



Capitol 1

Notacions i definicions basiques

Resum

En aquest capitol introduim les definicions i i aspectes de notacié basics que es faran servir al llarg

d’aquesta tesi.

11
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1.1  Definicions basiques

En aquesta seccié definim els conceptes de Teoria de Grafs que utilitzarem al
llarg d’aquesta tesi. El referent basic ha estat el llibre del Bollobds [6], i per la
traducci6 en catala de les paraules més utilitzades s’han seguit els llibres [21]
i [40].

Graf. Subgraf

Un graf G és una parella ordenada de conjunts (V, E) de manera que els ele-
ments de F sén parells d’elements distints de V.

Als elements de V = V(G) els anomenem veértezs i als elements de E = F(G)
branques. Una branca {u,v} direm que uneiz els vértexs u i v, i la denotem
per uv. Aixi, uv i vu representen la mateixa branca. Si e = uv € E(G) direm
que u i v sén vertexs adjacents, 1 també que la branca e és incident amb els
vertexs u i v. Altrament, els vertexs s’anomenen independents. Dues branques
son adjacents, si tenen exactament un vertex en comi. Altrament, s’anomenen
independents.

Direm que G’ = (V', E') és un subgrafde G =(V,E)siV' CV i E'C E. En
aquest cas, escriurem G’ C G. Si G’ conté totes les branques de G que uneixen
dos vértexs de V', direm que G’ és el subgraf induit o generat per V', i ho
denotarem per G' = G[V']. Si V! =V, direm que G’ és un subgraf generador
de G.

Resta o suma de vertexs o branques

Donat un graf G = (V, E), si W C V, aleshores G—W = G[V\W] és el subgraf
de G obtingut eliminant els vertexs -le W i totes les branques incidents amb
ells. De manera semblant, si E' C E, aleshores G — E' = (V,E \ E'). Si
W = {w} i E' = {uv}, aleshores simplifiquem la notacié escrivint G — w,
G — uv respectivament. Per altra banda, si u i v sén vertexs no adjacents en
G, aleshores G + uv és el graf que s’obté a partir de G unint els vertexs v i v.

Ordre. Mida

El nombre de vertexs d’un graf, n = |V(G)|, és ordre del graf i el nombre de
branques, m = |E(G)|, la seva mida. Denotem per G(n,m) la familia de tots
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els grafs d’ordre n i mida m.

Grafs isomorfs

Dos grafs sén isomorfs si existeix una bijeccid entre els conjunts de vértexs que
preserva les adjacéncies. Aixi, G = (V, E) és isomorf a G' = (V’, ') si existeix
una bijeccié ® : V. — V' tal que, uv € E si i només si, (u)P(v) € E'.

Dos grafs isomorfs només es diferencien per la retolacié dels vertexs (i en
general, per la seva representaci6 grafica). D’acord amb aquest fet, si G 1 H
sén grafs isomorfs, escriurem G ~ H, o bé, simplement, G = H.

Graf Vertex transitiu

Un graf G és vertex transitiv o vertex simétric, si per a tota parella u,v € V(G)
existeix un automorfisme @, és a dir, un isomorfisme del graf en ell mateix tal
que P(u) = v.

Graf complet. Graf nul

n

La mida m d’un graf d’ordre n és com a minim 0 i com a maxim (2

es cumpleix la relacid,
n
0<m< .
<ns(3)

Sim = ('2‘) el graf s’anomena graf complet d’ordre n, i es denota per K, mentre
que si m = 0, parlem del graf nul N,,.

), és a dir,

Graf complementari

Donat un graf G = (V, E), el graf complementari de G és G = (V, E), aixi,
dos vertexs sén adjacents en G si i només si, no sén adjacents en G.

Grau d’un veértex

Donat u € V(G), I'g(u), denota el conjunt de vértexs adjacents amb wu, i el
seu nombre, dg(u), és el grau del vértex u. Sino hi ha possibilitat de confusié,
escriurem simplement, I'(u) i d(u), respectivament.

Aquest criteri sobre el subindex, ’aplicarem sobre altres parametres del
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graf.

Grau maxim. Grau minim

Els vertexs de grau 0 s’anomenen vértezs aillats i els vertexs de grau 1, vértexs
terminals. El grau més petit dels vertexs d’un graf G Panomenem grau minim
i el denotem per 6(G). Similarment, denotem per A(G) el més gran dels graus
dels vertexs de G i 'anomenem grau mdzim.

Graf regular

Si §(G) = A(G) = d, direm que el graf és d-regular o regular de grau d. Un
graf és regular, si és regular per algun d.

Seqiiencia de graus

Si V(G) = {vy,...,vs} , aleshores (d(v1),...,d(vs)) és la segiéncia de graus
de G. Normalment, ordenarem els vertexs de manera que la seqiiencia de graus
sigui monotona creixent o monotona decreixent.

Com cada branca és incident a dos vertexs, la suma de graus és dos cops el
nombre de branques:

S d(v) = 2/EG)].

En particular, d’aquesta relacié és dedueix que

e El nombre de vertexs de grau senar és parell.

e Les cotes trivials segiients pel graus minim i maxim, respectivament

2|FE 2|F
s < 22G) ag > 2EG
e I que si G és un graf d—regular, aleshores
dn
B(G)] = 5-

Cami. Cicle

Un cami de longitud | és un graf P de la forma

V(P)={a:0,x1,...,:vl, xﬁéxj, 1SZ<] Sl},
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E(P) = {zoz1, 12, - . ., 1121 }-

Habitualment, diem que un cami P = {xq,...,z;} és un zox;-cami.

El graf que s’obté a partir d’'un cami de longitud [, unint els vértexs ter-
minals, s’anomena cicle de longitud |. Habitualment, utilitzarem el simbol P,
per denotar un cami arbitrari de longitud [, i C; per denotar un cicle arbitrari
de longitud [.

El gir d’'un graf G, g(G) és la menor longitud d’un cicle contingut a G.

Cami o cicle hamiltonia. Graf hamiltonia

Un cami hamiltonia d’'un graf G és un cami que conté tots els veértexs de G.
Urn cicle hamiltonia d’un graf G és un cicle que conté tots els veértexs de G.
Un graf hamiltonia és aquell que conté un cicle hamiltonia.

Un resultat classic en la teoria de grafs és la condicié suficient seglient,
donada per Dirac.

Teorema 1.1 (Dirac, 1952) Un graf G de n vértexs tal que el seu grau
minim satisfa 6(G) > n/2 és hamiltonia.

Graf connex. Vertex de tall. Branca pont

Un graf G és connez si per a tota parella {u,v} de vértexs diferents, existeix
un cami de u cap a v. Si G no és connex, s’anomena component connera
de G a tot subgraf maximalment connex. Un wvertexr de tall és un vertex,
I’eliminacié del qual, provoca un increment del nombre de components con-
nexes. Analogament, una branca pont és una branca l’eliminacié de la qual,
incrementa el nombre de components connexes.

k-connectivivitat. k-branca-conncctivititat

Si G és un graf connex i, per algun conjunt W de vertexs o branques de G,
G — W no és connex, direm que W separa G. Sien G — W, s it es troben en
diferents components direm que W separa s de t. Per a k > 1, direm que un
graf G és k—connez si o bé, G és el graf complet Ky, 1, o bé, si té almenys k+2
vertexs i no existeix cap conjunt de k — 1 vértexs que el separi. Analogament,
per a k > 2, direm que un graf G és k-branca-connez si té almenys dos vertexs
i no existeix cap conjunt de k — 1 branques que el separi. El maxim valor de
k per al qual, G és k-connex s’anomena la connectivitat del graf, i es denota
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per k(G). Si no és connex, posem k(G) = 0. La branca-connectivitat, \(G), es
defineix de manera analoga.

Bosc. Arbre

Un graf sense cicles és un bosc, i un arbre és un bosc connex. Es a dir, un bosc,
és un graf on cada component connexa és un arbre.

En el teorema segiient es déna una caracteritzacié dels arbres.

Teorema 1.2 Per a un graf G = (V, E) d’ordre n, les afirmacions segiients
son equivalents -

i) G és un arbre.
it) Entre cada parell de vértexs existeiz un tnic camd.

iti) G és un graf minimalment connex, és a dir, G €s connezr i si e € E,
aleshores G — e no és connex.

i) G és mazimalment aciclic, és a dir, G és aciclic i per a tota e € E,
aleshores G + e conté un cicle.

v) G és connex i té com a mazrim n — 1 branques.

vi) G és aciclic 1 té com a minim n — 1 branques.

Del teorema anterior s’obtenen els resultats que ara segueixen.
Corollari 1.3 Un arbre d’ordre n té mida n — 1.

Corol'lari 1.4 Tot graf connex conté un arbre generador, és a dir, un arbre
que conté tots els vertexs del graf.

Corollari 1.5 Un arbre d’ordre n > 2, conté almenys dos vértexs de grau 1.

Els vertexs terminals d’un arbre també s’anomenen fulles.

Distancia. Diametre. Excentricitat. Radi

Donats dos vertexs u,v d'un graf G, la seva distancia, d(u,v) es defineix com
la minima longitud de tots els uv camins. Si no existeix un uv cami, escriurem
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d(u,v) = co. Aquesta distancia, defineix una métrica en el conjunt de V(G),
en el sentit propi, ja que és definida positiva, simetrica i satisfa la desigualtat
triangular per a tot trio de vertexs del graf.

A partir de la nocié de distancia, es defineixen altres parametres del graf.

El diagmetre d'un graf G = (V, E), D(G) és la maxima de les distancies
entre els vertexs de G, és a dir,

D(G) = max{d(u,v) | u,v € V'}.

L’ezcentricitat d’un vertex v de G, que denotem per e(v), és la distancia
més gran entre v i els altres vertexs de G. En particular, el diametre és igual a
maxima de les excentricitats. El radi, que denotem per 7(G), és la més petita
de les excentricitats.

D(G) = max{e(v) |veV} ¢ 7(G)=min{e(v)|veV}.

El centre de G, que denotem per Z(G), és el conjunt de vértexs amb excen-
tricitat igual al radi. Als elements de Z(G) els anomenem veértexs centrals.

Graf bipartit i r-partit

Un graf G és bipartit amb classes de vértezs (o bé, conjunts estables) Vy i Va,
siV=ViUVW, ViNnV, =0 i cada branca de G uneix un veértex de V; amb
un vertex de V,. També es diu que G té biparticié (V1,Vs) i es denota per
G(V1,V,). Analogament, G és r-partit amb vértexs classes V1,Va,...,V, (o
bé, r-particic (Vi,...,V;) si V(G) = ViUV, U...V,, V;NV; = §, sempre que
1<i<j<r,ino hi ha branques que uneixin dos vertexs de la mateixa classe.
El stmbol K, . ». denota un graf r-partit i complet que conté n; vértexs en la
classe 7 i totes les branques que uneixen vertexs de classes diferents.

Multigraf

Per definicié un graf no conté autoenllacos, és a dir, branques que uneixen un
vértex amb si mateix. Tampoc conté branques maltiples, és a dir, més d’una
branca unint una mateixa parella de vértexs. S’anomena multigraf 1’estructura
que s’obté a partir d’un graf admeten autoenllagos i branques miltiples. En
aquells casos, on pugui donar-se la confusid, els grafs es denoten com grafs
simples.
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Digraf o graf dirigit

Quan les branques sén parelles ordenades de vertexs, obtenim la nocié de digraf
o graf dirigit (en el context de multigraf multigraf dirigit). En aquest cas, les
parelles ordenades de vertexs a = (u,v) les anomenem arcs, i diem que u és
adjacent cap a v o bé, que v és adjacent des de u. També diem que I'arc a €s
incident des de u cap a v. Els conceptes d’ordre i mida d’un digraf es defineixen
de manera analoga als d’un graf.

Si v és un vertex d’un digraf G = (V, E), el grau de sortida de v, que
denotarem per d*(v), és el nombre d’arcs incidents des de v, i el grau d’entrada
de v, d~(v), és el nombre d’arcs incidents cap a v.

Graf orientat. Graf Subjacent

Un graf orientat G és un graf dirigit obtingut a partir d’un graf G orientant
les seves branques, és a dir, assignant a la branca wuv, l'orientacié (u,v) o
bé, (v,u). D’altra banda, a tot digraf G = (V, E} podem associar-li un graf
G = (V,{uv | (u,v) € E o (v,u) € E}) que anomenem graf subjacent.

Graf de Cayley

Sigui (G, +) un grup i S un conjunt de generadors de G, el digraf de Cayley de
G respecte de S, g} = Cay(G,S), és el digraf que té per conjunt de vertexs els
elements del grup i per conjunt d’arcs {(z,z+3s), € G, s€ S}. Si S = -G,
i identifiquem cada digon (parella d’arcs incidents als mateixos dos vértexs)
del digraf amb una branca, obtenim el graf de Cayley de G respecte de S.

1.2 Operacions entre grafs

Producte cartesia

El producte cartesia de dos grafs G i H, que denotem per G X H, és el graf
amb conjunt de vertexs

V(G x H)=V(G) x V(H),
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i adjacencies (g, h)(¢',h') ,siobé, g =g ihh € E(H), o bé, g¢ € E(G) i
h=h.

Producte tensorial o lexicografic

El producte tensorial o lexicografic de dos grafs G i H, G® H, és el graf amb
conjunt de vertexs
’ V(G® H) =V (G) x V(H),

i adjacéncies (g,h)(g', 1) ,siobé, g=¢ i hh € E(H), o bé, g9’ € E(G).

Realitzacié d’un graf en un altre

Una realitzacid d'un graf H en un altre G, és un injeccié de V(H) en V(G)

que preserva les adjacéncies. Es a dir, és un isomorfisme entre H i un subgraf
H 1 de G.

Empaquetament d’un graf en un altre

Donat un conjunt de grafs Hy, ..., H,, diem que poden ser empaquetats en el
graf G, si aquest conté subgrafs H, ~ H,, 1 <i < m tal que

OE(IL) CEG) i EH)NEMH)=01<i#j<m.

1=1

Si U~; E(H,) = E(G), aleshores s’obté una branca-descomposicid del graf
G, i la denotem com
G=H1@@Hm

Siamés, per atot 1 <1 <m, H, ~ H, diem que GG és H-descomposable,
que G és branca-decomposable per H, o bé, simplement, que H descomposa
G. En aquest cas, ho denotem per H|G.

El grafs que considerem en la tesi sén grafs finits, és a dir, grafs G = (V, E)
amb V finit.
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Capitol 2

Descomposicions minimals de
grafs amb un arbre donat

Resum

En aquest capitol estem interessats en Pestudi de ’estructura dels arbres implicats en decomposi-
cions en el minim nombre d’arbres. Mostrem com donat un arbre qualsevol, aquest pot aparéixer
en descomposicions minimals de grafs maximalment planaris, maximalment planaris i bipartits, i

finalment de grafs regulars.

21
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2.1 Introduccidé

Sigui G = (V, E)) un graf simple connex. Una branca-descomposicid de G és
una familia de subgrafs Gy,...,Gy les branques dels quals constitueixen els
elements d’una particié de E. Escriurem

G=G1& DG

Quan cada subgraf G, és aciclic, obtenim una descomposicid en boscos de G.
L’arboricitat de G és el nombre minim de boscos en una descomposicié en
boscos de G, i es denota per a(G). Quan cada bosc és connex, obtenim una
descomposicid en arbres. El nombre minim d’arbres en una descomposicié en
arbres de G el denotem per 7(G).

Com cada bosc de n veértexs té com a maxim n—1 branques, ao(G) =
[|E}/(IV|-1)] és una cota inferior trivial per a ambdés, 'arboricitat i el nombre
minim d’arbres.

Existeixen moltes classes de grafs per a les quals 7(G) assoleix el seu valor
minim ao(G). Kampen [57] prova que tot graf maximalment planari pot ser
descomposat en 3 arbres branca-disjunts. Com tot graf maximalment planari
G d’ordre n té 3n — 6 branques, obtenim que 7(G) = ao(G) = 3. Ringel
[86] prova que tot graf maximalment planari i bipartit té 7(G) = ao(G) = 2.
Chung [19] obté una cota superior no trivial, 7(G) < [|V]/2], per a grafs
connexos sense branques multiples. En particular, per als grafs complets es
compleix 7(K,) = ao(K,) = [n/2]. Truszczyiiski [96] mostra com la igualtat
ag(G) = 7(@G) és déna en els hipercubs i en els grafs complets i bipartits. Lladd,
Ringel i Serra [68] mostren com també per a grafs regulars de grau parell i
maxima branca-connectivitat ag(G) = 7(G). Shi, Li i Tian [94] introdueixen
una, classe de grafs Py, amb branca densitat uniforme. Proven que per a tot graf
G € P, U P3, una classe on estan continguts els grafs maximalment planaris i
els maximalment planaris i bipartits, també es déna la igualtat ao(G) = 7(G).

En alguns casos, ’estructura de les descomposicions amb nombre minim
d’arbres també ha estat estudiada. Ringel ja assenyala que una descomposicié
minimal d’un graf maximalment planari i bipartit, admet dos tipus de descom-
posicions: un arbre generador i un arbre amb n — 2 veértexs, o bé dos arbres
amb n — 1 vértexs. Conjectura que tot graf maximalment planari i bipartit
admet descomposicions d’ambdoés tipus. La conjectura es provada per Ouyang
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i Liu en [80].

En aquest capitol estem interessats en ’estructura dels arbres implicats en
descomposicions en arbres. Direm que una descomposicié G =T, @ --- DT} és
de tipus (as,...,ax) si T; té n — a; vertexs, per ai=1,...,k, on n és l'ordre
de G. Una descomposicié en arbres d’un graf maximalment planari pot ser de
tipus (1,1, 1), (0,1,2) o bé, (0,0,3). Shi, Li i Tian [94] proven que aquests tres
tipus de descomposicions existeixen per a una classe general de grafs P; que
inclou els grafs maximalment planaris.

Com veurem en els capitols 3 i 4 d’aquesta tesi, les descomposicions en
- arbres de grafs regulars i grafs densos obtingudes en [68],[45],(65] sén de tipus
©,...,0,1).

Una de les aportacions d’aquest capitol consisteix en mostrar com donat
un arbre, aquest pot aparéixer en una descomposicié minimal en arbres de
qualsevol tipus. De manera més precisa, en aquest capitol provem els resultats
seglients. En el primer d’aquests denotem per S5°, I'arbre obtingut a partir
de 'estrella S5, afegint » > 1 fulles a un dels vertexs terminals i s > 1 fulles a

Paltre.

Teorema 2.1 Sigui T un arbre. Aleshores, existeix un graf mazimalment pla-
nari ¢ bipartit G que admet T' com a factor en una descomposicié minimal del
tipus (0,2) o (1,1). A més, T pot ser triar com larbre generador en la des-
composicid del tipus (0,2), si i només si, T no és ni lestrella S, per an > 3,
ni l’arbre S3°, r,s > 1.

Teorema 2.2 Sigui T un arbre. Aleshores, existeir un graf mazimalment pla-
nari G que admet T com a factor en una descomposicid del tipus (a,b,c) per
a qualsevol eleccio de c > b > a > 0 complinta+b+c=3. A més, T es pot
triar generador en una descomposicid del tipus (0,0,3) si T no és Uestrella Sy,
per an > 2.

A més dels Teoremes 2.1 i1 2.2, s’inclouen demostracions de la Conjectura
del Ringel i de ’existéncia dels tres tipus de descomposicions minimals en
arbres dels grafs maximalment planaris. Aquestes demostracions sén molt
més simples que les que apareixen en [94], necessaries per a provar el resultat
per la classe general Py, k = 2, 3.
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El problema d’obtenir descomposicions minimals en arbres que continguin
un arbre donat es considera també en grafs regulars. En aquest cas, obtenim
el resultat que segueix. Denotem per S* 'estrella doble formada per dues
estrelles amb m vertexs terminals cada una, i amb els vertexs centrals units
per una branca.

Teorema 2.3 Sigui d > 2 un enter 1 sigui T un arbre d’ordre n > d 4+ 1 amb
nd parell i grau mazim A(T) < [$] 4+ 1. Aleshores, ezisteir un graf reqular G
d’ordre n i grau d tal que

G=ToT,® - - &1, & T

és una descomposicid minimal del tipus (0,...,0,1), onk = |d/2], | =n—k—1
sid és parell il = (n/2) — k —1 si d és senar, excepte sid=mn—3 és senar 1
T =385 0béd=n—1 és senar i A(T) =k + 2.

2.2 Grafs Planaris

Un graf G és planari quan es pot dibuixar en el pla sense que les seves branques
es creuin. Més rigorosament, direm que un graf G és planari quan es pot
representar per un dibuix en el pla on els vertexs son punts i les branques sé6n
corbes de Jordan simples. Cada extrem d’una corba és un punt, de manera que
dos punts sén extrems d’una mateixa corba quan representen vertexs adjacents
del graf. En el dibuix, dues corbes o s6n disjuntes o es troben només en un punt
extrem comu. Aquesta representacio en el pla s’anomena realitzacié plana.

Les components connexes que apareixen en suprimir els vertexs i les bran-
ques d’una realitzacié plana d’un graf G s’anomenen regions. Tota realitzacid
plana d’un graf planari G ié exactament una regié no acotada.

El nombre de regions 7(G) no depén de la realitzacié plana de G que es
consideri, sind que esta fixat per la caracteristica d’Euler, que en cas del pla
és dos.

Teorema 2.4 (Férmula d’Euler) . Sigui r el nombre de regions d’una rea-
litzacid plana d’un graf connex d’ordre n i mida m. Aleshores,

n—m+r=2
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Un graf planari G és mazimalment planari quan deixa d’ésser planari en
afegir-li una branca; és mazimalment planari 1+ bipartit quan en afegir-li una
branca, deixa d’ésser planari o bipartit.

G. Ringel [86] prova que tot graf maximalment planari bipartit por ser
descomposat en dos arbres, i conjectura que un dels dos arbres es pot triar
generador.

Aquesta conjectura és 'origen de la feina desenvolupada en la primera part
d’aquesta seccid, centrada inicialment en l'estudi dels diferents tipus de des-
composicions minimals de grafs maximalment planaris o planaris bipartits en
arbres, per després, estudiar el conseqiient problema de determinar quins ar-
bres poden apareixer com a elements en aquestes descomposicions.

2.2.1 Grafs maximalment planaris i bipartits

Les fronteres de totes les regions d’una realitzacié plana d’un graf G ma-
ximalment planari i bipartit, mpb, son cicles de longitud quatre, i per tant és
facil comprovar la segilent relacié entre la mida m i Pordre n del graf G

m = 2n — 4.

Aquesta relacié limita les possibles descomposicions minimals en arbres a
dos tipus, o bé, (1,1) o bé, (0,2). En el primer els dos arbres tenen ordre igual a
una unitat inferior a I'ordre del graf, mentre que en el segon un dels dos arbres
és generador. A continuaci6 presentem una demostracié curta de la Conjectura
del Ringel [86], sobre l'existéncia d’ambdés tipus de descomposicions en un graf
maximalment planari i bipartit.

De fet, provem que tot graf maximalment planari i bipartit G admet des-
composicions en arbres del tipus (1,1) i descomposicions en arbres bones del
tipus (0,2). Diem que la descomposicié (0,2) és bona si els dos vértexs de G
que pertanyen només a un dels arbres estan en classes diferents de la biparticié

de G.

Teorema 2.5 Tot graf mazximalment planari ¢ bipartit admet descomposicions
minimals del tipus (1,1) i bones del tipus (0,2).
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Demostracié. La demostracié és per induccié sobre P'ordre n del graf
mpb. Aquestes descomposicions quan n = 4 es mostren en la Figura 2.1.

-1

I
I
|
————0 ——-0

(0,2)-bona (1,1)

Figura 2.1: Els dos tipus de decomposicions minimals per a n = 4.

Sigui G un graf mpb d’ordre n > 4. Sigui C un 4-cicle contingut en una
de les regions d’una realitzacié plana de G. Siguin vy, v1, g, v3 els vertexs de
C on v; és adjacent cap a Vi1 (mod 4) €n el cicle. Com G és planari, una de
les dues parelles de vertexs, {vg,v2} 0 bé, {vy,v3}, no té altres veins comuns
en G, llevat {vi,v3} o {vo, v2} respectivament. Assumim doncs, que el tnics
veins comuns de vy 1 v en G s6n vy 1 vs.

Sigui G’ el graf obtingut a partir de G tot identificant els vertexs vg i vy cap
a un unic vertex v i identificant les parelles de branques vivg, v1vs 1 vgUs, Vovs.
Aleshores, G’ és també un graf mpb. Per la hipotesi d’induccié, G’ admet
descomposicions de tipus (1,1) i bones de tipus (0,2). Sigui G' = T| & T},
una descomposicié en arbres d’un d’aquests tipus. A partir d’ella, acolorim les
branques de G’ amb ¢ € {1,2} d’acord amb l’arbre al que pertanyen. Acolorim
també, les branques de G — C tal com estan acolorides en G’. A fi d’acolorir
les 4 branques restants de C, considerem dos casos (veure la Figura 2.2.)

U1 V1 v

U1
AN
AN
v - Vo o\ /o (%) v > Vo @ \o V2
AN / \ /
U3 V3

Figura 2.2: Illustracié dels casos 1 i 2 de la demostracié del Teorema, 2.5.

| N
b N

VU3 V3

Cas 1. Si les branques v1v i vvs tenen color diferent, posem per cas 1
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i 2 respectivament. Aleshores, acolorim les branques vvg, viv, amb 1 i les
branques vyvs, vov3 amb 2.

Cas 2. Si les branques vjv i vvz tenen el mateix color, posem per cas 1.
Com els vertexs vy, vs pertanyen a la mateixa classe de biparticié del graf G’ i
la descomposicié estem suposant que és bona en el cas que sigui de tipus (0,2),
ambdds vertexs no poden pertanyer simultaniament a V (77)\ V(73). Suposem
que vy pertany a V(I7) N V(Ty). Siv e V(T]) NV (T}), aleshores existeix un
cami unic en T3 que connecta vy amb v. Per tant, existeix un cami tnic, o bé
des de vy o des de v, cap a v; en G amb totes les branques acolorides amb
2. Assumim que aquest cami connecta vy amb v;. Aleshores, acolorim amb el
color 1 les branques vy, Vo3, Uav3 1 assignem el color 2 a la branca viv,. En
cas que v &€ V(T7) NV (T}), fem la mateixa assignacié de colors.

Sigui T, el subgraf de G generat per les branques acolorides amb ¢, ¢ =
1,2. D’aquesta manera, obtenim una branca-descomposicié G =T & T. En
ambdés casos, s’ha produit un increment en un vértex i una branca en 77 i en
T3, a més els grafs resultants sén clarament connexos. Per tant, ambdéds grafs
construits sén arbres i, G = T1 & T3 és una descomposicié minimal en arbres
del mateix tipus que G’ = T] @ T}. La demostracié segueix per induccié sobre
n. a

Tot seguit considerem el problema de completar un arbre T fins obtenir un
graf mpb que admeti T" en una descomposicié minimal en arbres. Notem que
Pestrella S, amb n branques no pot assumir el paper d’arbre generador en una
descomposicié minimal, cal un altre vertex en la mateixa classe de biparticié
que el vertex central per tal de completar totes les regions. Per altra banda,
sigui per S5°, r,s > 1, Parbre obtingut a partir de l'estrella S, amb dues
branques afegint 7 fulles a un dels vértexs terminals i s fulles a laltre (veure
Figura 2.3). El lema segiient mostra com S5 no pot ser simultaniament factor
i arbre generador d’'un mpb graf.

T) : 3)

Figura 2.3: L’arbre S3°°.
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Lema 2.6 Sigui G un graf mpb tal que G = S3° & T per algun arbre T.
Aleshores, S3° no és un arbre generador de G.

Demostracié. Suposem que S5° sigui un arbre generador d'un graf G mpb.
En aquest cas, en una de les classes de la biparticié de G hi ha exactament
dos vertexs, u, v, de la mateixa manera que hi sén en S5°, 1 a més, es troben a,
distancia dos en 'arbre. Com G és un mpb, tots els vertexs en S3° adjacents
cap a u han de ser adjacents cap a v en G, i viceversa, pero, per altra banda,
v i v no poden ser adjacents en G, i per tant, T' no potser connex. Una
contradiccio. O

Denotem per F la classe de les estrelles i els Sy*-arbres, r, s > 1.

Teorema 2.7 (2.1) Sigui T un arbre. Aleshores, existeix un graf maximal-
ment planari @ bipartit G que admet T com a factor en una descomposicié
minimal del tipus (0,2) o (1,1). A més, T pot ser triar com l'arbre generador
en la descomposicid del tipus (0,2), si i només si, T no és ni Uestrella S, per
an >3, nilarbre S3°, r,s > 1.

Demostracié. La demostracié és per induccié sobre 'ordre n de ’arbre T'
donat. Com en la demostracié del Teorema 2.5, provem que les descomposici-
ons del tipus (0, 2) poden ser assumides com a bones. Per a n = 4, grafs mpb
que admeten 'estrella S3 o el cami P35 com a factors en una descomposicié
minimal en arbres es mostren en la Figura 2.4.

(1,1) (0,2)-bona (1,1
(a) (b)

Figura 2.4: Grafs mpb que admeten (a) S3 i (b) P; en una descomposicié minimal.

Sigui T" un arbre donat d’ordre n > 4. Notem que, per a qualsevol arbre
T ¢ F, amb Pexcepci6 de Ps, existeix una fullalen T tal que TV =T — | & F.
Sigui [ una fulla en T tal que 7" =T — [ ¢ F, o un vertex terminal qualsevol
siT € F, isigui vl una branca en T.
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Per la hipotesi d’induccid, existeix un graf mpb G’ que admet 7" com a
factor en una descomposicié miniminal G' = 7" @& T d’ambddés tipus, llevat
que T" € F. A més, si la descomposicié és del tipus (0,2), els vertexs que
pertanyen només a un dels arbres es troben en diferents classes de la biparticié

de G".

Sigui R el conjunt de regions incidents amb v en una realitzacié plana de
G', i sigui U el conjunt de vertexs incidents a les regions de R que es troben
en la mateixa classe que v en la biparticié de G'.

Suposem que existeix un vertex u € UNV(Ty). Aleshores, afegint el vertex [
i les branques vl, ul a G’ produim un graf mpb G que admet una descomposicié
G=Ta&T,, on Ty =T,+ul. Ambdds, T, T, s’obtenen a partir de 7", T}, tot
afegint un vertex i una branca. D’aqui que, la descomposicié de G obtinguda
és del mateix tipus que la de G’. A més, si la descomposicié és del tipus (0, 2),
els vertexs que pertanyen només a un dels arbres es troben en diferents classes
de la biparticié de G.

Suposem ara que UNV(Ty) = 0. Per la hipotesi d’induccid, podem assumir
que si la descomposicié és del tipus (0, 2), aleshores és bona, i per tant, existeix
un unic vertex v € U. Aix0 implica en particular, que v i v sbén els tnics
vertexs d’una de les classes de la biparticié de G’ i que tenen els mateixos veins
wy, ..., ws t > 2. Un d’aquest, posem per cas, wi, ha d’estar necessariament
en el cami en TV que connecta v amb u. En particular, ambdés u i w; pertanyen
a V(T ; )t \1V(T2I) i la descomposicié és del tipus (0,2). A més, en aquest cas,
T=5"".

Sigui v, wy, wy, v una regié en una realitzacié plana de G'. Sigui G el graf
obtingut a partir de G’ afegint [, un nou vértex z i les branques vl, we2, 21, lu.
Aleshores, G és un graf mpb i G = T @ T, on Ty = Ty +{u, 2,1} +{wsz, 21, lu},
és una descomposicié del tipus (1,1). La Figura 2.5 ens mostra ’extensié en
aquesta darrera situacid.

Si T = Ps, la Figura 2.6 mostra grafs mpb que admeten el cami de cinc
branques com a factor en descomposicions minimals d’ambdés tipus. O

Observacié 2.8 En el Lema 2.6 hem vist que si G = S;° @ T és un graf
mpb, aleshores 55° no potser un arbre generador. De fet, hem vist que donat
un arbre de la familia F sempre es pot completar a un graf mpb que admet
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(1,1) (0,2)-bona

Figura 2.6: Grafs mpb amb Ps en una descomposicié minimal.

descomposicions minimals del tipus (1,1). En la Figura 2.7 es mostra una
manera possible de completar un arbre de la familia 7 a un graf mpb que
admet descomposicions del tipus (0,2).

2.2.2 Grafs maximalment planaris

En [57] Kampen demostra que tot graf maximalment planari, mp, pot ser
descomposat en tres arbres d’ordre una unitat inferior a ’ordre del graf. Aquest
resultat es pot deduir també del treball que presenta Schnyder en [93].

Sigui G un graf mp que admet una descomposicié minimal en arbres G =
Ty & T & T3, de manera que [V(T1)| > |V(T2)| = |V(T3)], com el nombre
total de branques en un graf mp és 3n — 6, si escrivim |V(T;)| = n — 4, per
k =1,2,3, aleshores es verifica i; +i5 + i3 = 3. D’aqui que, una descomposicié
minimal en arbres d’un graf G maximalment planari mp ha de ser d’un aquests
tres tipus (0,0,3), (0,1,2) o (1,1,1).
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Figura 2.7: Construccié d'un graf mpb a partir de T' € F.

Donada la descomposicié en arbres G =T @ T & T3, direm que un vertex
v és no singular per aquesta descomposicié si pertany a tots tres arbres. En
cas contrari, direm que v és singular.

Com en la seccié anterior comencem demostrant que tot graf mp admet
els tres tipus de descomposicions. La demostracié que presentem és molt més
senzilla que la donada per Shi, Li i Tian en [94].

Teorema 2.9 Sigui G un graf mazimalment planari d’ordre n > 5 @ sigui x
un vértex donat en G. Aleshores, existeix una descomposicié minimal de G de
tipus (a,b,c) per a cada eleccid c > b>a >0 amba+b+c=3, tal que x és
un vértex no singular.

Demostracié. La demostracié és per induccié sobre 'ordre n de G.

El resultat clarament és cert per a n = 5, tal com mostra la Figura 2.8, on
en cada tipus apareix un vertex no singular de grau 3 i de grau 4.

Sigui G un graf mp d’ordre n > 5. Una branca zy de G es diu que és
contractil si z 1 y comparteixen exactament dos veins comuns, posem per cas
u, w. Sota aquesta condicid, la contraccié de zy, i la identificacié de les parelles
de branques uz, uy i zw, yw déna lloc a un graf mp G’ d’ordre n — 1. Kampen
prova en [57] que tot vértex z d’un graf mp d’ordre n > 3 és incident amb una
branca contractil.

Sigui 0 < a <b<ctal que a+ b+ c= 31sigui z un vertex qualsevol en
G. Sigui v1vo una branca contractil incident amb z = v;. Denotem per u,w
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o
/ T
/ — L
K>
(1,1,1) 0,1,2)

Figura 2.8: Descomposicions del graf mp d’ordre n =5, K5 — e.

els veins comuns de v; i vy en G. Sigui ara, G’ el graf mp obtingut a partir
de G per la contraccié de-viv, cap v. Per la hipotesi d’induccid, existeix una
descomposicié minimal G' = T & T}, & T3 de tipus (a,b,¢) tal que v és un
vértex no singular d’aquesta descomposicié.

Sigui H el subgraf de G induit pels quatre veértexs u, vy, vg, w. Acolorim cada
branca e de G — H amb el color ¢(e) =i € {1, 2,3} si la branca corresponent
en G’ pertany a l'arbre T}.

Per acolorir H considerem dos possibles casos.

Cas 1. Suposem que uv i vw pertanyen al mateix arbre, posem per cas T;.
Podem assumir que w € V(T3), b < 1. L'inic cami que connecta v i w en T es
correspon amb un cami de branques acolorides amb el color 2 en G, que uneix
v, amb w. Aleshores, acolorim les sis branques de H seguint I'esquema

cluvy) = c(uvy) = c(vyw) = 1,
C(’Ug’tb‘) = 2, C(’Ul’b’g) = 3,

tal com mostra la Figure 2.9 (i).

Cas 2. Suposem ara que uv i vw pertanyen a arbres diferents, posem per
cas, uwv € E(T}) i vw € E(T}). Aleshores, les sis branques de H les acolorim
segons 'assignacié

c(uvy) = c(uvg) = 1,
c(vyw) = c(vow) = 2,
C(’Ul’Ug) = 3,
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(i) (i1)
Figura 2.9: Coloracié de H en (i) cas 1, i (ii) cas 2.

veure Figura 2.9 (ii).

Finalment, denotem per T; ’arbre generat per les branques acolorides amb
el color i en G, ¢ = 1,2,3. Cada T; s’obté a partir de 7} tot afegint una
vertex i una branca de manera connexa. Per tant, cadascun d’ells és un arbre
iG =T ®T,®T; és una descomposicié de G de tipus (a, b, c). A més, ambdds
vertexs vy, v2 sO6n no singulars per aquesta descomposicié. La demostracié
segueix per induccié. D

Tot seguit plantegem el problema invers, que és un dels objectius principals
d’aquest capitol. Provem que tot arbre es pot veure com a factor en una
descomposicié minimal d’'un graf mp de qualsevol tipus.

Teorema 2.10 (2.2) Sigui T un arbre qualsevol d’ordre n > 5. Aleshores,
eristeix un graf mazimalment planari G que admet T com a factor en una
descomposicié minimal en arbres de tipus (a, b, c), per a qualsevol eleccid ¢ >
b>a>0amba+b+c=3. A més T pot ser escollit arbre generador en una
descomposicid del tipus (0,0,3) si i només si T no és lestrella Sp—1.

Demostracié. La demostracié és per induccié sobre l'ordre n de T'. La
Figura 2.10 mostra com el resultat és cert per a tots els arbres amb n = 5
vertexs. (En la descomposicié (1,1,1) de la figura apareixen tots els arbres
d’ordre 5).

Sigui T" un arbre d’ordre n > 5i¢c>b>a > 0amba+ b+ c = 3. Sigui
[ un veértex terminal de T, de manera que 7" = T — [ no sigui una estrella, o
un vertex terminal qualsevol si no n’hi ha cap que verifiqui aquesta condicié.
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Figura 2.10: Construccié d’un graf mp a partir d’un arbre d’ordre 5.

Sigui vl la branca incident amb .

Per la hipotesi d’induccid, existeix un graf mp G' = T" @ T; & T3 i la
descomposicié és del tipus (a,b,c). Sigui W = {wo, ..., wg_1} el conjunt de
veins de v en una realitzacié plana del graf en G’ numerats en sentit horari.

A continuacié provarem l’existencia de 4 tal que w; € V(T3) i Wiy1 (moda k) €
V(T}) (o viceversa). Denotem per C = V(G")\V(T3). Per construccié W C C,
no pot donar-se, ja que aleshores obtindriem |W/| = 3 i, en particular v € C,
contradient ¢ < 3. Podem assumir doncs que w; € W\ C. Com b < ¢, obtenim
b < 1. D’aqui, o bé, wy € V(T3), o bé, wy € V(T3). Suposem que wy € V(T3).

Sigui G el graf mp obtingut a partir de G’ afegint un nou vértex [ i les
branques vl, wol, wql. Aleshores, Tp = T4+ wol i T3 + wyl sén ambdds arbres, i
G = T®T,®T;3 és una descomposicié minimal de tipus (a, b, ¢). La demostracié
segueix per induccié. O
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2.3 Grafs regulars

Les descomposicions minimals en arbres de grafs regulars han estat estudi-
ades en [68],[45], de fet el tercer capitol d’aquesta tesi es dedica a exposar els
treballs de descomposicions minimals en arbres que s’han fet fins al moment,
amb 'objectiu d’introduir 'estudi corresponent a grafs regulars de grau senar.
Aquesta seccid, pot interpretar-se, per una banda, com la continuacié de les
seccions anteriors, en tant que veurem, donat un arbre, com aquest es pot
completar fins a obtenir un graf regular. Per altra banda, el tractament amb
grafs regulars es pot veure també com una introduccié al capitol segiient.

A destacar, com ja veura el lector al llarg de la seccié que ara comenga,
que el problema de completar a un graf regular apareix tractat amb unes
eines diferents a les presentades en la seccié anterior, basades en un procés de
construccié de tipus inductiu.

Ara bé, aix0 no vol dir que inicialment el problema no fos abordat des
d’aquest punt de vista. De fet, un dels problemes oberts que es presenten en
aquesta tesi, dins la seccié segiient, exposa un resultat, que en cas que sigui
cert, permetria fer una construccié alternativa del graf regular.

Donat un graf d-regular G d’ordre n, el nombre de branques verifica

o,

(n—1)+¢ si d parell
|E(G)| === (2.1)

d-1 ntd-1 :
—2‘—(71 — 1) + o S1 d senar

1 per tant,

7(G) 2 ao(G) = Lg-J + 1.

Cota que, com veurem en el Capitol 3, s’assoleix per a grafs regulars den-
sos (d > |n/2]) i per grafs amb bones connectivitats d’ordre superior que
s'introduiran en aquell capitol.

El problema que considerem aqui planteja, donat un arbre T d’ordre n,
lexistencia d’un graf regular G d’ordre minim que admeti 7" com a element
d’una descomposicié minimal en arbres, és a dir, amb |d/2] + 1 arbres.
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La condicié d’ordre minim en G queda garantida si imposem que T sigui
un arbre generador. En particular, dn ha de ser parell per tal que es compleixi
la regla de paritat.

La gran varietat de descomposicions minimals que es poden donar en el
cas de grafs regulars, aconsella restringir la recerca a decomposicions del tipus
(0,...,0,1), per al < n. En aquest cas, tenint en compte (2.1) es veu que el
nombre d’arbres generadors és |d/2] 4+ 1, només en el cas que | = 0. Es a dir,
si d = n — 1 és senar, per tant, si es tracta del graf complet d’ordre parell. En
els altres casos, [ > 01 el nombre d’arbres generadors és [d/2], d’on es dedueix
que el grau del graf ha de complir, d > A(T) + |d/2] — 1, o equivalentment,

d>2A(T) - 3.

En aquesta seccié veurem com la condicié sobre el grau i la regla de paritat
sén condicions suficients en tots els casos llevat que l’arbre de partida sigui
Pestrella doble S7* formada per dues estrelles amb m vertexs terminals cada
una, i amb els veértexs centrals units per una branca, veure Figura 2.11. Su-
posem que G és un graf d-regular que admet ST com a arbre generador en una,
descomposicié del tipus (0, ...,0,1). Com el grau maxim de Si* és n/2, G ha
de tenir grau com a minim d > 2A(T) -3 =n—3. Ara bé, si d =n — 3, per
(2.1), 1 =1, i un dels dos veértexs procedents dels vértexs centrals de estrella
ha de tenir grau com a minim A(T)+(]{d/2] —1)+1 > n—2, una contradiccié.
Aquest fet justifica a més, que estrella doble S¥ no pot aparéixer en una des-
composici6 en arbres de cap tipus, ja que pel seu nombre de branques aquesta
descomposicié seria necessariament del tipus (0,0,...,0,1) que hem provat
que no existeix.

Teorema 2.11 (2.3) Siguid > 2 un enter i sigui T un arbre d’ordren > d+1
amb nd parell i grau mazim A(T) < [£] + 1. Aleshores, ezisteir un graf d-
reqular G d’ordre n tal que

G=TOLo - BT, ®Tin

és una descomposicid minimal en arbres del tipus (0,...,0,1), on k = |d/2],
n—l=k+1sidésparellin—1l=n/2+k+1 sid és senar, excepte si
d=n—3 éssenariT = Si*!, 0 béd=n—1 és senar i A(T) =k + 2.

A continuaci6é presentem dos resultats que s’usaran en la demostracié del
Teorema 2.11. Recordem que una seqiiencia d; > dy > --+ > d,, > 1 es diu que
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Figura 2.11: L’estrella doble S7*.

és grafica si existeix un graf G d’ordre n que la té com a seqiiéncia de graus.
Les seqiiencies grafiques estan caracteritzades pel Teorema d’Erdés-Gallai [29].

Teorema 2.12 (Erdds, Gallai [29]) Swui dy > dy > -+ > d, > 1 una
seqiéncia d’enters tal que Y ., d, és un nombre parell. Aleshores, ezistewz un
graf G, amb conjunt de vértexs {zq,...,z,} tal que d(z,) = d, si i només si,

l n
Zd’ <l(I-1)+ Z min{l,d,} peracada 1=1,2,...,n (2.2)
1=1 1=l+41

L’altre resultat partint d’una seqieéncia dy > dy > -+ > d,, > 1 que és
grafica, i tal que Y . d, > 2k(n — 1) explora la possibilitat que pugui ser
realitzada en un graf contenint k-arbres generadors disjunts. Aquest problema
fou resolt inicialment pels valors k = 2 i k = 3 (veure [63] i [64]). El teorema
seglient déna la solucié en el cas general.

Teorema 2.13 (Kleitman, Wang [60]) Siguid; > dy > -+ > d, > k una
seqiiéncia grifica tal que, Y . d, > 2k(n—1). Aleshores, la segiiéncia pot ser
realitzada per un graf G que té k arbres generadors branca-disjunts.

Els autors utilitzen un procés que alhora que demostra el Teorema 2.13
introdueix un algorisme que permet construir el graf.
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L’estrategia que seguirem en la demostracié del Teorema 2.11 consisteix en
veure que l'arbre T" juntament amb un 7}, apropiat, pot ser realitzat amb un
graf (31, en un graf regular G, és a dir, G =T @ Ti+1 ® G,, 1 que Gy admet
per la seva banda, una descomposicié k£ — 1 arbres generadors disjunts.

Per comprovar 'existéncia de G, cal que es doni la concurréncia de dos fets,
que condicionarem a la caracteritzacié de les seqiiencies grafiques. Per una
banda, l'existéncia de G en el complementari de T @ T, 1 per altra banda,
la. descomposicié de Gy en k — 1 arbres generadors. Cal pero, en primer lloc,
justificar ’existéncia de Ty a partir de 7.

En el lema segiient donem una condicié suficient que garanteix l’existencia
d’un cam{ Tj,; com a primer pas cap a l'extensi6 a un graf d-regular.

Lema 2.14 Sigui T un arbre d’ordre n i k > 2 un enter.

(i) Sin>2k+11A(T) < k+1 aleshores existeiz una realitzacié de T
amb un cami P d’ordre k + 1 tal que A(T® P) < k+ 1.

(is) Sin > 2k +4, n és parell, A(T) < k+2 i T # S5 aleshores,
existeiz una realitzacid de T amb un cami P d’ordre (n/2) + k + 1 tal que
A(T® P)<k+2.

Demostracié. Sigui 1 =d; =dy < --- < d, la seqiiencia de graus de T.

(i) En aquest cas, dg42 < 2, ja que en cas contrari 2(n — 1) =Y " d; >
k+143(n—k—1), que a la seva vegada implica n < 2k.

Si k = 2, el subgraf T induit per z;,Z7,z3 té grau maxim 1. Per tant,
podem trobar un cami P d’ordre 3 que pot ser realitzat amb T'[z1, z2, 23], d’on
A(T & P) <3. ‘

Si k > 3 aleshores el subgraf de T generat per {z1,...,Zre1} t€ grau maxim
2 < (k+1)/2. D’aqui, deduim que el seu complementari és hamiltonia. En par-
ticular, existeix un cami P d’ordre k+1 en el complementari de T'[zy, . . ., Tg41]-
Per tant, A(T® P) < k+1.

(ii) Vegem ara qued; < kperaj < §+k—1id; <k+1lperj < Z+k+1.
Suposem el contrari, ie d; > k+1 per j = 5 +k—1. Aleshores, 2(n—1) > & +
k—2+(k+1)(%—k+2) que implica n < 2k. De manera semblant, si d; > k+2
per j = (n/2)+k+1. Aleshores, 2(n—1) =3 "  d; > 2+ k+ (2 —k)(k+2),
que implica (2k)(k+ 1) — 4 > n(k — 1). D’aqui, n = 2k + 4 i la seqiiéncia de
grkalis és1,...,1,k+2 k42, és adir, la seqiiéncia de graus de I'estrella doble
Satl.
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D’aquif deduim que el complementari del subgraf induit per {z1, ..., Tn 24541}
té un cami hamiltonia P amb vertexs terminals Tp o4k, Tn/o4k+1 1 AT ® P) <
k+ 2. O

A continuacié presentem un lema que permet assegurar ’existéncia de Gy
en el complementari de T @ Ty41

Lema 2.15 Swgut 2k > dy > --- > d, > k— 1, k > 2, una seqiiéncia d’enters
tals que Y. d, = 2(k — 1)(n — 1). Aleshores, la seqiéncia és grifica per a
n > 2k + 4.

A més, s1 2k — 1 > dy, la seqiiencia és grafica per an > 2k + 2.

Demostracié. Si k = 2 aleshores ) . d, = 2(n — 1) i existeix un arbre
que admet la seqiiéncia com a seqiiéncia de graus.
Suposem que k > 3. Sigui

o) =1(1-1)+ me{ld} Zd

1=l4+1

D’acord amb el Teorema 2.12, hem de demostrar que ¢(I) > 0 per a | =
1,...,n. Sil > d; + 1 aleshores (I) > I(l — d; — 1) > 0. Assignem els valors
d0=’nidn+1=0.

Per a cada [ = 1,...,d,, sigui s = s; el més petit dels subindexs complint
la condicié dgyq < L.

Suposem que s < [. Aleshores

l
o) =1(1—-1)+ Zd > d.
1=1

1=[+1

Si [ = d; aleshores, obtenim ¢(l) > (n —dy)d, —d; > 3(k—1) — 2k > 0.
Suposem que [ < dy. Sidy <2k —101<2k—2 quan d; = 2k, aleshores

il

l
o(l) (-1 +2(k-1)(n-1)-2> d >

Uk —1)(n—1)—1(2dy — 1+ 1)
92(k — 1)(n — 4 — 2k — 2d;) > 0.

v v

Finalment, si | = 2k — 1, i per tant, d; = 2k, n > 2k + 4, usem que
Yovii1d > (n—1)(k — 1) per tal de provar que ¢(l) > 0.
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Suposem ara que s > [. Aleshores,

n l
e =1s—-1)+ > _ di—> du
i=s+1 i=1
Si s > dy + 1 aleshores ¢(l) > (s — dy — 1) > 0. Si s = d; aleshores obtenim,
o(l) > (n—d;)d,—1 > 3(k—1)—(2k—1) > 0. De manera semblant, si s = d;—1.
Finalment, si s < d;—1, com () = I(s—1)+2(k—1)(n—1)—>_;_, di—Zﬁzl d;,
aleshores

ey = l(s—=1)+2(k—-1D(n—-1)—(s+1)d;
> (dy—3)*+2(k—1)(n—1) — (2d; — 5)dy
> —d*—di+9+2(k-1)(n-1)>0.
Hem demostrat per tant, que per a tot [ = 1,...,n, ¢(l) > 0, i la seqiiéncia és
grafica. |

A continuacié, presentem la demostracié del resultat principal d’aquesta
seccio.

Demostracié del Teorema 2.11. Sigui 1 = d; = dy < --- < d, la
seqiiencia de graus de I'arbre T

Suposem primer que d és parell. En aquest cas, d, < k+1on k = d/2. Pel
Lema 2.14, existeix un cami Ty d’ordre k£ + 1 tal que A(T @ Tpyy) < k+ 1.
Sigui 1 <df <dj <..-<d! <k+1 laseqiiencia de graus de T' & Tyy;. La
seqiiencia

2k—-12dy>2dy > 2dy 2k~ 1,
ond, =d-—d/, satisfa >,  dj =dn—2(n—-1)—2k =2(k-1)(n—1). Si
d = n — 1 aleshores, la seqiiéncia correspon al complementari de T @ Ty, i
per tant, és grafica. Sid < n — 1 aleshores, n > 2k + 2 i, pel Lema 2.15, la
seqiiencia també és grafica. Pel Teorema 2.13 és realitzable per un graf G,
amb (k—1) arbres branca-disjunts. Per construccié, el graf G = G1 ®T & T4
és d-regular i admet una descomposicié minimal del tipus (0,...,0,n —k —1).

La demostracié és similar quan d és senar. Aleshores, A(T) < k+ 2 on
d = 2k+11n és parell. Pel Lema 2.14 existeix un cami Ty d’ordre (n/2)+k+1
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tal que A(T@®Tk41) < k+2. Sigui 1 <df <dj <--- <d! < k+1 laseqgiiéncia
de graus de T' @ Ty, 4. La seqiiencia

h—12di2dy> - 2d, > k-1,

ond; = d—d,satisfa ) - d} = dn—2(n—1)—2((n/2)+k) = 2(k—1)(n—1). Si
d = n—1, aleshores la seqiiencia correspon al complementari de T'® Ty i per
tant, és grafica. Si d < n—1 aleshores n > 2k+4 i, pel Lema 2.15, la seqiiéncia
també és grafica. Pel Teorema 2.13 és realitzable per un graf G; amb (k — 1)
arbres branca-disjunts. Per construccid, el graf G = Gy T & Tr4+1 és d-regular
i admet una descomposicié minimal en arbres del tipus (0,...,0,(n/2)—k—1).
O

Com a conseqiiencia del Teorema 2.11, obtenim el corollari segiient.

Corollari 2.16 Tot arbre d’ordre n amb grav mazim A(T) < |253] 4+ 1 és
factor d’una descomposicio minimal en arbres de K.

El treball presentat en aquest capitol apareix recollit en article [66].

2.4 Conclusions i problemes oberts

En les seccions anteriors hem estudiat quins arbres poden apareixer en les des-
composicions minimals en arbres dels grafs maximalment planaris, dels grafs
maximalment planaris i bipartits i dels grafs regulars. El problema conside-
rat en aquest capitol és P'inici d’una série de gilestions que suggereix estudis
posteriors.

Una primera qiiestié oberta apareix quan enlloc de partir d’un arbre, es
consideren dos arbres, posem per cas 71, 75 i es planteja la construccié d’un graf
de caracteristiques fixades que els contingui en una descomposicié minimal.
Una primera aproximacié a aquesta qiiestié passa per assegurar ’existencia
dels grafs de caracteristiques fixades i el fet que continguin els arbres donats
com a subgrafs. Precedents sobre aquest aspecte, en trobem tant en el cas
planar com en el cas regular. Garcia, Hernando, Hurtado, Noy y Tejel [39]
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donen métodes per a dibuixar un arbre amb n vertexs en un poligon convex
i els apliquen per a obtenir realitzacions planes de dos arbres, mentre que
Hedetniemi, Hedetniemi i Slater estudien ’empaquetament de dos arbres en
K,. El problema en el cas planar sembla més complex que en el cas regular.
Un resultat que permetria ’extensié a un graf regular, passaria per estudiar la
qiiestio segiient.

Problema 2.17 Donats dos arbres Ty, Ty de n vértezs amb A(T;) < k, per a
i =1,2. Poden ser empaquetats en K, de manera que A(Ty ®Ty) < k+27?

La segona qiiestié sorgeix arran d’un problema que es va plantejar quan
estudiavem la construccié d’un graf regular a partir d’un arbre, mitjangant un
procediment de tipus inductiu similar al dels grafs planaris

Problema 2.18 Sigui G un graf que descomposa en r arbres generadors, i
sigui M = {ey,ey,...,e,} un conjunt de r branques independents. Existeiz
una descomposicio G = T1 @ ... ® T, de G en r arbres generadors tal que
e el peri=1,...,17



Capitol 3

Descomposicions minimals de
grafs regulars

Resum

L’arboricitat, a(G), representa una cota inferior de 7(G), el nombre minim d’arbres en una
descomposicié en arbres. En aquest capitol demostrem, fent s de mesures de connectivitat d’ordre
superior, que a(G) = 7(G) per a tot graf regular d’ordre n i grau d > |2 ]. A partir d’'un exemple,
provem que aquesta cota és optima. En la part final del capitol considerem 1’estudi anterior per a
grafs regulars no densos. Provem que tot graf regular d’ordre n amb grau 2v/n € d < n/2 i bona
connectivitat manté la igualtat a(G) = 7(G).

43



44 CAPITOL 3. DESCOMPOSICIONS MINIMALS DE GRAFS REGULARS

3.1 Introduccio

Entre totes les families de grafs, la dels grafs regulars sobresurt per la seva
preséncia en els diferents estudis sobre descomposicions [56], destacant en par-
ticular els corresponents a descomposicions del graf complet.

Un resultat ben conegut és el que fa referencia a la descomposicié en camins
del graf complet.

Teorema 3.1 Per an > 2 K, descomposa en n/2 camins hamiltonians, si n
és parell, i descomposa en (n—1)/2 camins hamiltonians i un cami de longitud
(n—1)/2 sin és senar.

Les bones propietats que té el graf complet fa que el resultat anterior,
aparentment simple, el puguem veure com a cas particular d’un tipus de des-
composicié minimal que donarem en aquest capitol; les descomposicions en
arbres de grafs regulars, lligats a l’eleccié d’'un cami de mida adequada.

Els estudis sobre descomposicions minimals en arbres s’inicien en els anys
70 i 80 amb l'estudi de les descomposicions dels grafs maximalment planaris
[67], [93] i amb l'estudi de cotes sobre el nombre minim d’arbres [19], [96].
L’aplicacié d’aquestes descomposicions en grafs regulars comenca en el treball
[68] on es prova que tot graf d-regular amb d parell i branca-connectivitat
maxima admet una descomposicié en d/2 arbres.

Els estudis sobre descomposicions minimals en boscos sén anteriors, com
és natural, a les descomposicions en arbres. El nombre minim de boscos en
una descomposicié en boscos, 'arboricitat a(G), es pot calcular utilitzant la
férmula donada per Nash-Williams en [77], generalitzada més tard per Ed-
monds [25] en el context de matroides. En el cas de grafs d-regulars 'arbori-
citat és igual [d/2], (veure per exemple [55]).

Tutte [98] i Nash-Williams [76] obtenen de manera independent i gairebé al
mateix temps el teorema segiient

Teorema 3.2 (Tutte [98], Nash-Williams [76]) Un multigraf G conté k-
arbres generadors branca-disjunts, si i només si, per a tota particié P del
conjunt de vertexs de G es compleiz

|Ep| > k(1P| - 1),
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on Ep denota el conjunt de branques de G que no estan contingudes en cap de
les parts de P.

En aquest capitol ens formulem la qiiesti6é segiient: Sota quines condicions
cada bosc és un arbre. Anomenem 7(G) al nombre minim d’arbres en una
descomposicié en arbres.

Gairebé tots els intents que s’han fet per obtenir una férmula tancada per
aquest parametre (nombre minim) han estat frustrats. Els resultats sobre
el tema s’adrecen a calcular el valor d’aquest parametre en el context d’una
familia determinada. Com exemple destaquem arboricitat lineal, és a dir, el
nombre minim de camins en qué pot descomposar-se un graf, i una generalit-
zaci6é d’ella, quan en la descomposicié enlloc de camins s’admeten subgrafs de
grau maxim acotat.

Harary en [50] introdueix el concepte d’arboricitat lineal la(G) com el nom-
bre minim de boscos, on cada component connexa és un cami, i conjectura que
per a tot graf d-regular G, es verifica

1a(G) = [(d+ 1)/2].

Tot i que s’ha provat per a d < 6, d = 8 i d = 10 (veure [42]) la conjectura
encara esta oberta. L’arboricitat lineal es pot veure com una descomposicié en
boscos de grau maxim 2. Truszczyiisky en [97] proposa la generalitzacié de la
férmula de P’arboricitat quan els boscos de la descomposicié tenen grau maxim
fixat . El nombre minim de boscos en aquesta descomposicid el denota per
T,(G), i conjectura

Conjectura 3.3 (Truszczynisky [97]) Per a cada multigraf G i per a cada
r> 2,

AS,G) o 9@ +1 si o(G) = ——AS,G)

T.(G) =

max{a(G), é(r—c;—)]} en cas contrari

Aquesta conjectura, que en el cas de grafs regulars es simplifica dient
T, (G) = a(G), ha estat provada pel mateix autor per a r > A(G) + 1 — a(G).

Un altre resultat en aquesta linia és el degut a Kundu [62], en ell introdueix
la branca-connectivitat per a garantir ’existéncia d’un cert nombre d’arbres
generadors disjunts.
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Teorema 3.4 (Kundu [62]) Tot graf n-branca-connezr admet |(n—1)/2] ar-
bres generadors branca-disjunts.

L’objectiu d’aquest capitol es demostrar que el nombre minim d’arbres d’un
graf d-regular d’ordre n, amb d > |n/2] iguala també la seva arboricitat,
qiiestié que vincularem a la presencia d’un determinat nombre d’arbres gene-
radors disjunts i a un cami de longitud adequada. Fent servir les mateixes
idees donem condicions suficients en termes de les connectivitats d’ordre su-
perior per obtenir la igualtat a(G) = 7(G) per grafs regulars G que no sén
densos.

3.2 Nombre d’arbres

Una adaptacié del Teorema 3.2 de la féormula per al calcul de I’arboricitat d’un
graf en termes de les branques dels subgrafs induits per un conjunt de vertexs,
és el seglient:

a(G) = max{[-—@-'—], X cVv(G), |X|> 2}, (3.1)

on Ex és el conjunt de branques del subgraf de G induit per X. En [27] es
déna una demostracié senzilla de (3.1).

A diferéncia del que passa amb l'arboricitat, per al calcul del nombre
minim d’arbres d'un graf, no es troba cap férmula en la literatura Els re-
sultats coneguts en aquesta linia consisteixen, o bé, en donar cotes per aquest
paraiuetre, o bé, en calcular el seu valor per a determinades families de grafs.
El treball que presentem en aquest capitol s’emmarca en aquesta segona ves-
sant, plantejada des de ’estudi de les propietats de connectivitat del graf.

Com tot bosc de n vertexs té com a maxim n—1 branques, [|E|/(n~1)] re-
presenta un cota inferior trivial per ambdds, ’arboricitat i el nombre d’arbres,
i per tant, es pot considerar la relacié

|E(G)]
7(G) > a(G) > {WG_)I__T]
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F.R.K Chung en [19] obté la segiient cota superior

CHE

No és dificil provar, veure per exemple [55], que un graf d regular G té
arboricitat a(G) = [(d + 1)/2]. En particular, pel graf complet K, les dues
cotés anteriors coincideixen, i per tant a(K,) = 7(K,) = [n/2].

Truszezynisky en [96] déna una cota superior en termes del gir g del graf G,
obtenint per a g > 5,
V(G
a(G) < 7(G) < ['—M] 41
g
En el mateix article demostra que el nombre d’arbres dels grafs bipartits i
complets i dels hipercubs coincideix amb la seva arboricitat.

Per altra banda, en quant a resultats relatius al calcul del nombre d’arbres
per a algunes families de grafs, recordem els presentats en el primer capitol.
Kampen en [57] demostra que el nombre d’arbres dels grafs maximalment
planaris és 3. El mateix que apareix com a conclusié en el treball sobre conjunts
parcialment ordenats de Schnyder en [93]. Ringel en [86] prova que el nombre
d’arbres dels grafs maximalment planaris i bipartits és 2.

Lladé, Ringel i Serra [68], fent s de la branca-connectivitat del graf, de-
mostren que, per a grafs d-regulars, amb d parell i maxima branca-connectivitat
existeix una descomposicié minimal aciclica on tots els boscos sén arbres.

Teorema 3.5 (Lladd, Ringel, Serra [68]) Sigui G un graf d-regular, d parell
i M(G) = d. Aleshores,

En el mateix treball demostren que tot i mantenir la condicié de maxima
branca-connectivitat, la diferéncia entre el nombre d’arbres i I’arboricitat pot
ser arbitrariament gran quan es consideren grafs regulars de grau senar. En
concret, demostren el resultat segiient.

Teorema 3.6 (Lladd6, Ringel, Serra [68]) Per a d senar, existeizen infinites
families de grafs d-regulars G, amb A\(G) = d verificant 7(Gp) = 5.
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Un exemple de construccié d’aquestes families el déna el procés segiient.
Sigui G un graf regular de grau d, denotem per G[K] el graf que s’obté en
substituir cada vertex de G per una copia de Ky, de manera que el graf aixi
obtingut és regular de grau d.

La familia {H,, n > 1} definida a partir de la recurréncia G; = Kyyi 1
G; = Gi—1[K4), per a i > 2, verifica 7(G,) = g5 — 00 per n — 00 si d és senar.

Mentre que la mateixa construccié per a d parell verifica 7(G,) = % + 1

En aquest capitol estudiem l'extensié del Teorema 3.5, per a grafs d-regulars
amb d senar. En aquest sentit, provem que la igualtat a(G) = 7(G) s’assoleix
per tots els grafs regulars densos, és a dir, amb grau d > |n/2]; tot demostrant
que G admet una descomposici6 en un cami i a(G) — 1 arbres generadors.

A més, justifiquem que la cota en el grau és del tot ajustada, ja que per a
tot d =n/2 — 1> 3 donem una familia de grafs amb 7(G) > 2a(G) — 2.

La demostracié en la situacié critica d = n/2, quan d és senar, exigeix
resultats més contundents en I'estructura dels conjunts amb reduit nombre de
branques incidents dins i fora de cada conjunt. Aquests resultats provenen de
Pestudi de mesures de connectivitat més precises que la branca-connectivitat
classica, 1 tenen interes per si sols, per la informacid que es pot obtenir relativa
a les connectivitats dels grafs densos.

La seccié que continua conté les definicions i els resultats basics sobre
branca-connectivitats d’ordre superior a u. Aquests parametres sén introduits
per Hamidoune, Lladd, Serra i Tindell en [49] i estan relacionats amb el con-
cepte d’extraconnectivitat estudiat per Fabrega i Fiol en [30].

3.2.1 Propietats de connectivitat

Com ja hem vist en la seccié anterior, en el cas de grafs d-regulars amb d
senar, que la branca-connectivitat sigui maxima, no garanteix la igualtat entre
Parboricitat i el nombre minim d’arbres. Per aquest motiu, introduim Pestudi
de connectivitats d’ordre superior, que permeten obtenir informacié valuosa
sobre 'estructura interna dels subgrafs critics.

Sigui X 5# 0 un subconjunt de vertexs del graf G. La branca-frontera de
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X, que denotem per X, és el conjunt de branques que uneix X amb el seu
complement X.

Per 1 < r < n/2 la r-branca-connectivitat de G, es defineix com
A =min{[0X]|: r < |X|<n—r}.

bbservem que, Ay < Ag <. < Apnyapy 00 Ay = A és la branca-connectivitat
usual de G.

Un subconjunt F' C V es diu que és un r-fragmentde Gsir < |F|<n-—r
i |0F| = A-(G). Un fragment de cardinal minim s’anomena r-atom.

Es ben conegut que tots els grafs regulars amb grau d > |n/2] tenen maxima,
branca-connectivitat A = d [16]. En aquesta seccié donem resultats més forts
relatius a les branca-connectivitats d’ordre dos i tres.

En un graf d-regular per a cada X C V, 1 < |X| < n/2, obtenim de manera
trivial B
0X| = 10X| = |X|(d - |X[+1), (3.2)

la igualtat es ddna, si i només si, el subgraf Gx induit per X és un graf complet.
Lema 3.7 Sigui G un graf d-reqular amb d > n/2, aleshores \(G) = 2d — 2.

Demostracié. Via la desigualtat (3.2), per a cada subconjunt X C V,
tal que 2 < |X| < d — 1, obtenim [9X| > 2d — 2. Com d > n/2, aquesta
desigualtat es compleix per a tots els subconjunts X amb 2 < |X| <n/2. O

Per a d = n/2, sigui G el graf obtingut per la unié de dues copies de Ky
amb un aparellament perfecte. En aquest cas, d = Ay = Ay = ... = A|p/2), ja

que el conjunt de vertexs d’una de les dues copies, posem que sigui X, verifica
|1X|=diloX|=d.

El resultat principal que presentem en aquesta seccié, afirma que en els
grafs regulars amb grau senar d = n/2, els conjunts amb branca-connectivitat
petita sén molt propers a un 3-atom, el qual és a la seva vegada, essencialment
unic. El teorema que segueix ens en parla.
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Teorema 3.8 Sigut G un graf reqular de grau senmar d=n/2 > 5 tal que
A3(G) <€ 2d — 2 i sigui A un 3-atom de G. Aleshores, cada subconjunt X C 'V
amb 3 < |X| < n/2 tal que |0X| < 2d—2 satisfa d > | X| >d—1. A més, o
bé, X C A, o bé, X C A.

Demostracid. Via la desigualtat (3.2), |0A| < 2d — 2 implica d > |A| >
d — 1. El mateix argument, permet assegurar d > |X| > d — 1. Suposem ara,
que la conclusi6 del resultat és falsa, en particular, |[A N X| > 1.

Com la funcié Y — |8Y], Y C V, és submodular,
|0X |+ |0A] > |0(ANX)| + [0(AUX)| = |0(ANX)|+[8(ANn X)|. (3.3)

Suposem primer que |A] = d—1. Aleshores per la desigualtat (3.2), obtenim
A3(G) = 2d — 2 i per tant, X és un 3-fragment. Com

0X| = d|X]| - 2|Ex| = 2(d — 1),

i d és un nombre senar, deduim |X| = d—1. En particular, |ANX| = |ANX|+2.
Si3 < JANX| < |A|—-1, com A és un 3-atom, obtindriem |0(ANX)| > |04|+1
i aleshores la desigualtat (3.3) implicaria

[0X| > 0(ANX)| + 1,

contradient el fet que X és un 3-fragment. Per tant, 1 < |[AN X| < 2.
Reemplacant X per X que, al tenir la mateixa frontera que X, també és un
3-fragment, en la desigualtat (3.3), i seguint un argument semblant, deduim
1<|]ANX| <2 Dond—1=|A|=|ANnX|+|ANX]| < 4, que implica d < 5.

Suposem ara que |A] = d. Intercanviant A i A, si és necessari, podem
assumir que [ANX| > |ANX|. Observem que |ANX| > |X|/2 > (d~1)/2 > 2,
id>|ANX]| ja que en cas d’igualtat X = A. Per altra banda, |AN X| =
|[ANX|+e¢ one=d—|X| Pertant, |ANX]|> 2, també d > |[ANX]|, ja que
la igualtat implicaria, X C A. Per la desigualtat (3.2), |9(AN X)| > 2d — 2,
com A és un 3-atom, |A N X| > |0A| + 1. Combinant aquesta desigualtat amb
(3.3) obtenim |0X| > 2d — 1, una contradiccié. O

Observacié 3.9 Quan d = n/2 = 5 existeixen poques excepcions del Teorema
3.8. La demostracié anterior funciona de manera semblant si el 3-atom té
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cardinal |A| = 5. Ja que, mantenint el suposit d — 1> [ANX]| > [ANX], es
dedueix |[AN X| > 21]|ANX]| > 3,1 per tant, s’arriba a un contradiccié.

Per altra banda, si {A| = 4 tal i com figura en la demostracié del teorema
anterior, via un argument de paritat, X també és un 3-atom i G4 ~ Gx ~ Kj.
Per tant, un vértex no pot estar en tres atoms diferents i |[A N X| o bé és
zero, o bé és 2. Ja que si X ¢ A, sabem per la demostracié anterior que
1 < |ANX]| < 2. Arabé, si ANX = {z}, aleshores dg(z) = 6, una contradiccid.
D’aqui es dedueix que G, o bé, té dos 3-atoms disjunts, o bé, cinc 3-atoms. La
Figura 3.1 mostra un graf 5-regular amb dos 3-atoms, un d’ells és el format
pels vértexs encerclats.

[

Figura 3.1: Exemple de graf 5-regular amb dos 3-atoms.

El lema segiient sera utilitzat en la seccié que segueix.

Lema 3.10 Sigui G un graf d-regular de grau senar d=n/2 i sigui A un 3-atom
de G. Si|A| > 3, aleshores G4 1 G5 sdn tots dos hamiltonians. '

Demostracié. Sigui z € A. Del fet que |A| > 3, obtenim
10A] <|0(A\ {z})| = [0A] + 10z 0 E4| — |0z N OA].

De |0zNE4|+|0xNOA| = d, i de Panterior desigualtat, deduim |8z N Ea| >
d/2. Per altra banda, com |A| < |A| i |0A] = |04] < |0(A\ {z}|, un argument
similar quan z € A ens condueix a |0z N E4| > d/2. Per tant, G4 i G4 tenen
grau minim § > [d/2] > max{|A]|/2,]A]/2}, aquest fet és clar perque, |A| > 3,
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implica per (3.2) que d—1 < |A| < d. Aleshores, pel teorema de Dirac (Capitol
1, Teorema 1.1) ambdés, G4 i G4, sén hamiltonians. a

3.2.2 Descomposicions en arbres de grafs regulars densos

En aquesta seccié demostrem que els grafs regulars densos poden ser descom-
posats en el nombre minim d’arbres.

Provem que, donat un graf d-regular dens G existeix un cami 7', de manera
que G és la uni6 branca-disjunta de T'i |d/2] arbres generadors. En particu-
lar, deduim que tot graf regular dens és la unié branca-disjunta d’un nombre
d’arbres igual a ’arboricitat.

Les propietats de connectivitat estudiades en la seccié anterior sén claus
en els casos critics. Per altra banda, per demostrar el resultat fonamental
d’aquesta seccid, usem el lema que segueix, adaptacié de la férmula sobre
l'arboricitat (3.1) obtinguda per Nash-Williams en [77].

Lema 3.11 Sigui G un graf d-regular. Donat T un cami de G de longitud
|E(T)| = |E| - |d/2](n — 1), G — T descomposa en |d/2] arbres generadors,
st i només st,

|Ex| < |d/2](1X] - 1)+ |E(T)NEx|, VXCV, [X|>1  (34)

Demostracié. Es trivial, ja que per una banda, el nombre de branques
de G — T és |d/2](]V] — 1) i per altra-banda, la condicié (3.4), garanteix
a(G—T) < |d/2]. Una descomposicié en |d/2]| boscos de E(G — T'), és una
descomposicié en arbres generadors. m]

El teorema que continua és el resultat principal d’aquesta seccié.
Teorema 3.12 Sigui G un graf reqular d’ordre n i grau d > |n/2]|. Aleshores,
a(G) = 7(G).

Demostracié. Sigui T un cami de longitud |E(T)| = |E| — {d/2](n — 1).
Aquest cami existeix perque, pel teorema de Dirac, G és hamiltonia. El graf
G —T té |d/2](|E| — 1) branques.
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Fent s del Lema 3.11, per tal de provar que G—T admet una descomposicié
en |d/2] arbres generadors disjunts, comprovem que per a qualsevol subconjunt
X # 0 de V, es verifica la desigualtat

2|Ex| < (d—)(IX] - 1) +2|E(T) N Ex]|, (3.5)

on € = d(mod 2).

Usant 2|Ex| = d|X|— |0X| en (3.5), per qualsevol subconjunt X 5 @ de V,

I’expressié anterior és equivalent a

19X| > d +e(|X| — 1) — 2| E(T) N Ex]. (3.6)

En particular, quan d és parell, 'anterior desigualtat és una conseqiieéncia
del fet que AM(G) =d.

A partir d’aquest punt, assumim que d és senar, i per tant, que n és parell.
Notem que aleshores, |E(T)| = (d —1+n)/2.

En la Figura 3.2 mostrem una descomposicié en forma d’un cami i un arbre
generador dels grafs cubics d’ordre com a molt sis, és a dir, Ky, K331 K3 X Ka.
Per tant, assumim que d > 5.

Figura 3.2: Descomposicions dels grafs K4, K33 i K3 X K.

La desigualtat (3.6) es satisfa de forma trivial quan 1 < |X| < d —~ 1. Per
altra banda, com cada vertex és incident com a maxim a dues branques de T,
obtenim |E(T) N Ex| > |E(T)| — 2|X|. D’on, usant (3.2), la desigualtat (3.6)
es satisfa sempre que,

1X|(d = [X[+1) > (d+ |X]| - 1) = 2(| B(T)] — 2|X]),
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perd, introduint 'expressié |E(T)| = (d — 1+ n)/2, la desigualtat anterior és
certa, si i només si, |X|(d — |X|—2) > 0, és a dir, quan 0 < |X| < d — 2.
Aquest interval de valors, acaba la demostracié per d > n/2. A més pel valor
d = n/2, hem de considerar només subconjunts amb d < |X| < d+ 1.

Suposem que |[0X]| > 2d — 1. Aleshores, la desigualtat (3.6) es satisfa
trivialment quan |X| = d. Si |X| =d+1, com d és senar, |0X| = d|X|—2|Ex]|
és parell, en particular |0X| > 2d, i (3.6) també es verifica.

Suposem ara que |0X| < 2d — 2. En aquest cas, el cam{ T Pescollim d’una
manera particular. Sigui A un 3-atom de G. Com A3 < |0X]| < 2d — 2,
necessariament |A| > 3. Pel Lema 3.10, els grafs G4 1 G4 sén hamiltonians, i
podem considerar per tant, un cami T en G amb |(|E(T")| — 1)/2] branques
en Gai[(|E(T)] —1)/2] en Gj.

Quan d > 5, el Teorema 3.8 aplicat a X implica, o bé, X C 4, 0bé X C A,
ésadir,obé, AC X,obé AC X . Per tant,

2|B(T) N Ex| 2 2[(IE(T)| - 1)/2] 2 (n+d —5)/2

i, com |0X| > d, la desigualtat (3.6) es compleix.

Finalment, quan d = 5, 'argumentacié anterior també funciona quan G té
exactament dos atoms disjunts. De no ser aquest el cas, per ’Observacié 3.9,
G té cinc 3-atoms de tamany quatre. Aleshores, T' pot ser escollit de manera
que tingui, com a minim, una branca en cada 3-atom, d’on, també en aquest
cas, la desigualtat (3.6) es satisfa. Aixd completa la demostracié. |

En la Figura 3.3 apareix un graf 5-regular amb cinc 3-atoms de tamany
quatre i un cami que permet la descomposicid, ja que conté una branca en
cadascun d’ells.

Observaci6 3.13 Notem que, quan d > n/2, el cam{ T de la demostracié
de Panterior teorema, pot ser arbitrariament escollit entre tots els camins de
longitud |E| — |d/2](n — 1). Aquesta llibertat es pot perdre en el cas critic
d = n/2 quan d és senar i les connectivitats sén pobres. Un exemple d’aquesta
restriccid el trobem en el graf segiient: sigui G el graf regular obtingut per la
unié de dues copies de Ky per un aparellament perfecte. Sigui T' un cami de
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Figura 3.3: Eleccié de T en un graf 5-regular amb cinc 3-atoms.

longitud (3d — 1)/2 que utilitza com a minim (d + 3)/2 branques de 1'apar-
ellament. Es obvi, que el graf G — T no potser descomposat en |d/2] arbres
generadors. La Figura 3.4 mostra aquesta construccié quan d = 5.

Figura 3.4: Elecci6é de T que no permet una descomposicié minimal.

En I'exemple segiient es mostra com la cota d > n/2 del Teorema 3.12 no
pot ser millorada, sense introduir altres limitacions.

Exemple Sigui d = n/2 — 1, considerem el graf d—regular G obtingut per
la unié de dues copies del graf complet K;,; menys una branca. Cadascun dels
dos subgrafs induits utilitza |(d 4 1)/2] arbres en una descomposicié minima.
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Com només hi ha dues branques unint les dues copies, una descomposicid
minima en arbres de G té almenys d — 1 arbres. Per tant, 7(G) > 2a(G) — 2.
O

P as

Figura 3.5: Graf (n/2 — 1)-regular amb o(G) = 4, 7(G) = 6.

3.3 Extensid a grafs regulars no densos

Les tecniques que s’han fet servir fins ara per obtenir la igualtat a(G) = 7(G)
per a grafs regulars densos tenen 'interés de poder ser esteses a grafs regulars de
grau més petit sempre i quan es garanteixin bones propietats de connectivitat.
En aquesta seccié presentem dos resultats en aquesta direccié que illustren
aquest punt de vista.

Un graf regular de grau d es diu que és maximalment branca-connex si
MG) = d. De forma similar, G és maximalment r-branca-connex si \(G) =
di(G) perai=1,...,7, on d;(G) és el grau i-essim que es defineix com

4;(G) = min{|6X|, X C V(G), |X| = i}.

De manera equivalent, un graf és maximalment r-branca-connex si els i-atoms
de G tenen cardinal ¢ per a ¢ = 1,...,r. A [68] es demostra que si G és
d-regular amb d parell i A(G) = d aleshores 7(G) = a(G). Quan d = 4, la
condicié de branca-connectivitat maxima és també necessaria. A més, pel cas
de grau imparell es veu que la condici6é de branca-connectivitat maxima no és
suficient. Aqui provem el segiient.
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Teorema 3.14 Sigui G un graf reqgular d’ordre n i graud > n/(r—1)+r—1,
per algun enter 3 < r < [d/2]. Si G és mazimalment r-branca-connex i té un
cami de llargada almenys (n+ d — 1)/2, aleshores 7(G) = a(G).

Demostracid. La demostracié segueix les mateixes linies que la del Teo-
rema 3.12. Sigui T un cami de longitud |E(T)| = |E| — |d/2](n — 1) i sigui
G' = G — T. El resultat sera cert si provem que G’ és la unié disjunta de
|d/2] arbres generadors. Aquesta sera la conclusié si es compleix la desigual-
tat (3.6). Seguint la demostracié del Teorema 3.12, sabem que la desigualtat
(3.6) es compleix per a tots els subconjunts X amb o bé, 1 < |X| <d—-1,0
bé, 0 < |X| < d — 2. Per altra banda, el fet que els r-atoms tinguin cardinal
r, implica que A\.(G) > r(d — r + 1). Per tant, de donar-se r < |X| < n —r,
aleshores, )

0X|—d>rd—r+1)—d>d-r)(r-1)>n—r+1>|X| L

D’on la desigualtat (3.6) es verifica per a tots els subconjunts X C V. O

En particular, quan 7 = [d/2], el teorema anterior déna condicions sufi-
cients per estendre el Teorema 3.12 a tot graf regular d’ordre n, amb grau
d > 2+/n. Aquestes condicions es poden verificar, per exemple, en els grafs
vertexs transitius, com proven Hamidoune, Lladd, Serra i Tindell en [49]. En
aquest treball es veu que si un graf vertex transitiu no és r-maximalment con-
nex, aleshores té una certa estructura rigida que en fa ’analisi simple. A més,
a [99] es prova que en aquest darrer cas, els grafs sén hamiltonians.

Una mesura global de la branca-connectivitat és el nombre isoperimétric.
El nombre isoperimetric d'un graf G es defineix com

. . |0X n
i(G) = mm{'—lX—II,l <Xl < 5}

De la definicié tenim clarament que A.(G) > #(G)r per acada 1 <r < 3.

El segiient teorema déna cotes inferiors per i(G) suficients per a garantir
que 7(G) = a(Q).
Teorema 3.15 Sigui G un graf reqular de grou d.

1. Sid és senar, i(G) > 2 i G conté un cami de llargada almenys (n+d—1)/2,
aleshores 7(G) = a(G).
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2. Svd és parell 11(G) > 1, aleshores 7(G) = a(G).

Demostracié. Com en demostracions anteriors provem que la desigualtat
(3.6) es compleix per a tots els subconjunts X C V, on T' un cami de longitud
|E(T)| = |E|—1d/2](n—1). Si X és un subconjunt amb o bé, 1 < |X| < d—-1,
o bé, 0 < |X| £ d— 2, la desigualtat es verifica de manera trivial. Per altra
banda, si d < |X| < n —d+ 2, aleshores

0X] 2 (G)IX]| 2 (1+ | X| 2 d+e(|X]| - 1),

per € = d(mod 2). O

Bollob4s estudia en [7] el nombre isoperimetric de grafs regulars aleatoris.
Del seu estudi es dedueix que les condicions sobre el nombre isoperimeétric del
teorema anterior es satisfan gairebé per tots els grafs regulars amb grau d > 9
quan d és senar i amb grau d > 6 quan d és parell. Aixo suggereix que aquestes
condicions sén relativament febles. D’altra banda, les cotes inferiors per +(G)
no poden ser gaire millorades. Els exemples segiients donen families de grafs
d-regulars amb +(G) = (2 — ﬁ—l) quan d és senar i ¢(G) = (1 — d—fﬁ) quan és
parell, per les quals el resultat del teorema anterior no és cert, en el sentit que
hi ha camins que no poden pertanyer a una descomposicié minimal.

Pel cas d senar, construim un graf G4 de la manera segiient. Considerem
dues copies del graf K obtingut a partir de K443 en suprimir les branques
d’un cicle hamiltonia. El graf Gy s’obté en unir les dues copies de K amb un
cicle hamiltonia C construiit com segueix. Si z1,...,Zg441 191, --,Ydsr1 SON els
vertexs de cada copia numerats en sentit horari seguint els cicles hamiltonians
que s’han suprimit, aleshores

C = {&1,%2,Y1,Y2: L3, Y31 -+, Lo, Yur + « - 1 Td—1, Yd—1, Ly Td+1 Yds Ydt1, T1 }

El graf G4 és d-regular. La Figura 3.6 illustra la construccié per a d = 9 (només
hi ha dibuixades les branques del cicle i d’un dels conjunts de la particid).

Anomenem X iY els conjunts de vertex de cadascuna de les copies de K a
Ggy. Tots els vertexs de X son incidents amb dues branques de 0X llevat de 4,
que sén incidents amb una. Aix{ doncs, 1(G4) < % = Qdd—j =(2- ﬁi)' Es
pot comprovar que de fet es satisfa la igualtat. Si 7' és un cami de longitud
(3d + 1)/2 que prén les branques del cicle de llargada 2d + 2 comencant en y;,
aleshores |E(T) N Ex| = 01 X no satisfa la desigualtat (3.6), de manera que
T no pot pertanyer a una descomposicié minimal de G.
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Figura 3.6: Exemple amb d = 9.

N
-

Figura 3.7: Exemple ambd =4i H = C}4

Per a d parell, sigui H un graf (d — 2) regular i K el graf obtingut a partir
d'un graf complet K41 en suprimir les branques d’un aparellament de mida
(d/2) —1. Considerem el graf G4 obtingut a partir de H insertant una copia de
K en cada vertex de H de manera que s’obtingui un graf d-regular. La Figura
3.7 mostra un exemple amb H = Cy. Si X és el conjunt de veértexs d’un dels
grafs insertats, aleshores i(Gy) < '—%{)—(ll = ﬁ i, per a d > 4, es pot escollir H
perque hi hagi igualtat. En aquest cas, qualsevol subarbre de mida d/2 deixa
intacta alguna de les copies de K. Per tant, sempre hi ha algun conjunt X
amb |0X| < d i la equaci6 (3.6) no es satisfa. El graf G; no admet per tant
una descomposicié minimal que contingui d/2 arbres generadors.

El treball presentat en aquest capitol apareix recollit en l’article [45].
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3.4 Conclusions i problemes oberts

En aquest capitol hem provat que tot graf regular G amb grau d > [|V(G)|/2],
admet una descomposicié en a(G) — 1 arbres generadors i un cami, assegurant
d’aquesta manera la igualtat entre l'arboricitat i el nombre d’arbres per a tot
graf regular dens. A més, hem justificat a partir d'un contraexemple que la
cota sobre el grau és optima.

Un fet clau en 'estudi seguit ha estat l'existencia d’'un cami de longitud
adequada, fet que en el cas general, no sempre es déna. Sota aquest plante-
jament, Pexisténcia de descomposicions minimals queda condicionada a P'exis-
tencia d’aquest cami. A partir d’un resultat de Zhenhong i Baoguang [105],
es dedueix que tot graf vertex transitiu, admet un arbre generador amb grau
maxim acotat per 3. Dirigir el problema cap a una familia concreta de grafs
regulars és una manera de seguir aquest treball. En aquesta linia, una opcié
que no sembla facil, és la de plantejar el problema en els grafs vertexs transi-
tius, ja que en aquest cas, a més de l'existencia d’aquest arbre generador de
grau com a molt tres, es té un bon coneixement de I'estructura interna.

Conjectura 3.16 Si G és un graf vertex transitiu, aleshores

a(G) = 7(G).

En aquest capitol hem provat la rellevancia de les connectivitats d’ordre
superior per a resoldre el problema de les descomposicions minimals. Queda
pendent, pero, el donar una solucié contundent als grafs regulars poc densos.
En aquesta linea proposem el problema segiient.

Problema 3.17 Donar condicions necessaries i suficients per assequrar a(G) =
7(G) quan G és un graf cubic.
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Resum

En aquest capitol estudiem les descomposicions minimals per grafs densos en general. Provem que

a(G) = 7(G) per a tots els grafs amb grau minim § > {n/2] i ordre n. La cota és dptima.
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4.1 Introduccid

Donat un graf G, la cota inferior sobre el seu grau minim 6(G) > |V(G)|/2
ha suposat condicié suficient per a la certesa de diversos resultats en Teoria
de Grafs. El fet de tractar amb grafs amb grau minim elevat fa que a més de
considerar grafs amb gran nombre de branques, es pugui comptar amb bones
condicions de connectivitat i amb 'existencia de camins o cicles hamiltonians.
Dirac en 1952, estableix que tot graf G amb grau minim §(G) > |V (G)|/2 és
hamiltonia. Més tard, Pdsa en 1962 déna una generalitzacié (veure Teorema
4.6 de la Secci6 4.2), que assegura l'existencia d'un cami de longitud com
a minim igual a la suma de graus de tota parella de vertexs independents
(quant aquesta és menor que 'ordre del graf). De manera semblant, Berman
[4] prova que si G és un graf tal que la suma dels graus de tota parella de
vertexs independents és com a minim ’ordre del graf augmentat en una unitat,
aleshores tot conjunt de branques independents es pot incloure en un cicle. Es
clar que tot graf hamiltonia conté un cami de longitud una unitat inferior a
Pordre del graf i que tot graf no hamiltonia conté camins de longitud com
a minim la circumferéncia del graf. Recentment Enomoto, Van den Heuvel,
Kaneko i Saito [28] i Saito [92] han estudiat la relacié entre ’ordre del cam{
més llarg p(G) i la circumferéncia del graf ¢(G) en termes del nombre minim
que s’obté en sumar els graus de tres vertexs independents. Aixi, els primers
proven que si aquest nombre és com a minim 'ordre del graf, aleshores, o el
graf conté un cami hamiltonia o es verifica ¢(G) > p(G) — 1.

L’estudi de camins de longitud elevada ve motivat per la forma com plan-
tegem la descomposicié de grafs densos en arbres, a través de eleccié d’un
cami de longitud adequada que permeti descomposar la resta de branques en
arbres generadors branca-disjunts. Recordem que la familia de grafs on es
déna la igualtat ao(G) = 7(G) inclou entre d’altres, els grafs maximalment
planaris [57], els maximalment planaris i bipartits [86], els grafs regulars amb
maxima branca-connectivitat i grau parell [68], els grafs regulars amb grau
d > [|V(G)]/2] i els hamiltonians amb d > 2y/n. L'objectiu d’aquest capitol
és provar que aquest darrer resultat es pot estendre als grafs en general, amb
una Unica condici6 sobre el grau minim, tal com diu el teorema que segueix

Teorema 4.1 Sigui G un graf d’ordre n > 157 i grau minim 6 > |n/2).
Aleshores,
ao(G) = 7(G).
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La mateixa familia presentada en el capitol anterior, amb §(G) =(n/2) —1
ens permet assegurar que aquesta cota sobre el grau minim és optima.

Per tal de provar el Teorema 4.1, en la seccié que continua introduim una
funcié entera A (veure (4.1)) definida sobre els subconjunts de vertexs del
graf. Utilitzant aquesta funcié A i una versié adaptada de la férmula de
I'arboricitat (3.1) caracteritzem l'existéncia d’una branca-descomposicié d'un
graf G del tipus

CG=ToT&..0T & T,

on T, per a1 = 1,...,k sén arbres generadors i Ty,; és un subgraf amb
AV < n — 2 branques, a la verificacié d’una condicié necessaria i suficient

AX < |Ex N E(Tk)l,

per a tot conjunt X C V.

Comprovem que la descomposicié existeix per a tot graf d’ordre n amb grau
minim 6(G) > [n/2], quant Tj4; és un cami de AV branques.

En la Secci6 4.3 estudiem els grafs amb grau minim [n/2] < 6(G) < [n/2]
i els conjunts pels que la desigualtat anterior pot fallar quan Ty és un cami,
aquest conjunts els anomenem conjunts critics. Seguint un raonament parallel
al considerat en el cas regular, definim els conjunts extremals com els conjunts
critics de cardinalitat minima que assoleixen el maxim per a la funcié A.
En base a ells, comprovem 1'existéncia d’'un cami que permet assegurar que
la condicié anterior és compleix per a tots els subconjunts de vertexs, i que
demostra que la igualtat ao(G) = 7(G) es dona en tot graf dens.

4.2 Grafs densos

Sigui G = (V, E) un graf simple d’ordre n i amb grau minim § > |n/2].
Donat X C V, denotem amb Gx el subgraf induit per X i per Ex, el conjunt
de branques de Gx. El complement en V de X el denotem amb X. Utilitzarem
la notacié segiient

AX = |Ex|- k(|X]|-1), (4.1)
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on k = ||E|/(n—1)], que és ao(G) si |E| és multiple de n — 1, 0 ag(G) — 1 en
altre cas.

Fent us d’aquesta notacid, 'arboricitat a(G) = k si i només si AX < 0 per a
tots X C V.

En el lema segiient recollim algunes propietats elementals que es dedueixen
de la definicié de la funcié A.

Lema 4.2 1. St X =V, obtemam AV =|E|-k(n—1) <n-2.
2. 59X =0, AX=k; 15X ={v}, AX=0.

3. A més, per a qualsevol parella de subcongunts X, Y CV, es verifica

AXUY)=AX +AY -A(X NY) +e(X\Y, Y\X), (4.2)

on, per a dos subcomgunts disyunts U W C V, e(U, W) denota el nombre
de branques amb exactament un extrem en U 1 l’altre en W. O

En particular, de la darrera propietat del Lema 4.2, deduim que la funcié
A és supermodular, ie, VXY € V,

AXUY) > AX + AY -A(X NY). (4.3)

Al llarg d’aquest capitol, denotarem amb € =n—20 i per a tot subconjunt
X CV, escriurem z = |X|, Z = |X|, i ap = z—2k.

El lema que segueix proporciona cotes superiors de AX en termes d’'una
parella de funcions simples que seran utilitzades més endavant.

Lema 4.3 Per a cada subconjunt X CV,
AX < min {fi(|X]), AV=f2(]X])}

on
Oy

fi(z) = ——2—(32—1) 1 folz) == (az—e+1).

o &
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Demostracié. Obtenim clarament,

AX = |Ex|—k(z—1) < <;> —k(z—1) = %(w—l),

Per altra banda,

AV = |El-k(n-1) = |Ex|+|E\Ex|-k(n-1) 2 AX—k(n—m)-}-(S(n—x)—(n_x) =

=AX +Z(6—k)— @) = AX+§ (az—e+1).

En el lema segiient presentem una versi6 adaptada de la férmula (3.1).

Lema 4.4 Sigui S un subgraf de G, amb AV branques. Aleshores, el conjunt
de branques E\ E(S) descomposa en k arbres generadors disjunts, si i només
st, per a cada subconjunt X C V,

AX < |Ex N E(S)|.

Demostracié. Sigui G' = (V,E\ E(S)). Com |E(G')| = k(n—-1), G’
descomposa en k arbres generadors si i només si, a(G') = k. Per la férmula de
Parboricitat (3.1), aix0 és equivalent a provar que, |Ex\E(S)| < k(|X|—1) per
a cada subconjunt X C V. Ara bé, usant que |Ex| = |Ex\E(S)|+|Ex NE(S)]
i la definicié de AX, la desigualtat anterior queda garantida, si i només si,
AX < |Ex NE(S)|. O

Observacié 4.5 En particular, si la condicié anterior es satisfa per al tots
els subconjunts de V, quan S és un arbre, la descomposici6é en arbres que es
dedueix del Lema 4.4 garanteix que el graf té a(G) = 7(G) = k+ 1 (o bé,
a(G) = 7(G) = k quan AV =0).

Notem que, quan S és un cami,

AV—2|X| < |Ex 0 E(S)], (4.4)

ja que el nombre minim de branques de S en Ex, es déna en el cas extrem que
cada vertex de X és incident a dues branques del cami.
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Amb l'objectiu de trobar un arbre S, que permeti la descomposicié minimal
en arbres d’un graf, utilitzarem el resultat segiient, degut a Posa (veure per
exemple [6]),

Teorema 4.6 (Posa) Sigui G un graf connex d’ordre n >3 tal que per a tota
parella de vértexs independents u 1 v es té

d(u) + d(v) > c.

St ¢ = n aleshores G és hamiltonia 7 si ¢ < n aleshores G conté un cami de
longitud ¢ i un cicle de longitud com a minim (c + 2)/2.

Pel teorema anterior, tot graf amb grau minim ¢ > [n/2] té un cam{ hamil-
tonia que ens permet considerar un subgraf S amb AV branques.

En el lema segiient es caracteritzen els conjunts pels quals la desigualtat del
Lema 4.4 pot fallar quan S és un cami.
Lema 4.7 Sigut P un cami en G de longitud AV ¢+ X CV tal que AX >
|Ex N E(P)|. Aleshores, 2k+1<|X|<2k+2+(n—-28)i 6< [n/2].

Demostracié. Si a, = z — 2k<0 aleshores f1(|X])=%%(|X]|-1)<0iel
Lema 4.3 implica AX <0.

Per altra banda, si a; >3 +e€ aleshores fo(|X|)=£ (o, —e+1) > 2|X]|.
Novament pel Lema 4.3 i la desigualtat (4.4), obtenim
AX < AV-f(|1X]|) <AV=2|X| <|Ex N E(P)).
Deduim que, donat X C V amb AX >|Ex N E(P)|, necessariament,
1<, <2 +e.

En particular, a, > 1, implica e=n — 2§ > —1. Aix0 prova el Lema.
0

La cota inferior sobre el grau minim § permet deduir els resultats segiients.

Corollari 4.8 Sigui G un graf d’ordre n i grau minim 6 > [n/2]. Aleshores,
G és la unié branca disjunta d’un cami i ag(G)—1 arbres generadors. O
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Corollari 4.9 Sigui G un graf d’ordre n i grau minim §>[n/2]. Aleshores,

4.3 Grafs critics

D’acord amb el Corollari 4.9 i el contraexemple presentat en el capitol anterior
per a § = 5 — 1, només resta provar el Teorema 4.1 per grafs d’ordre n amb
grau minim

[n/2) <6 < [n/2],
és a dir, per valors e=n—26€{-1,0,1}.
El nombre de branques d’un graf G = (V, FE) d’ordre n amb grau minim

8, verifica les desigualtats: dn/2 < |E| < (') + 8, d’'on es dedueix que

k= }|E|/(n—1)], esta acotada entre els valors

[2(37—11)J <k< {Q;)__TEJ |

De la cota inferior sobre k, i tenint en compte § > (n — 1)/2, obtenim que
n < 4k + 3. Analogament, fent s de la cota superior sobre k, obtenim que
2k +1 < n, és a dir,

2k+1<n<4k+3.

Els conjunts del Lema 4.7, estan inclosos en la familia F definida com

F={XCV: AX> max {0, AV-2|X|}}.

Als elements de F els anomenen conjunts critics. Un conjunt critic A € F
és extremal si satisfa,

(i) AA=max {AX, X € F} =m,

(ii) |A| <|B| per a tot B € F tal que AB = m.
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Notem que, si F = @, per la desigualtat (4.4) i pel Lema 4.4, E(G) des-
composa en qualsevol cami P de longitud AV i en k arbres generadors, i per
tant, el Teorema 4.1 es compleix. Aquesta situacié es déna clarament, quan
n = 2k + 1 i per tant, podem restringir-nos als valors

2k+2<n<4k+ 3.

Quan F # (, caldra fer una eleccié particular de P condicionada per un conjunt
extremal.

La condicié de conjunt extremal, permet deduir cotes inferiors sobre el grau
minim dels subgrafs induits tant per A € F, com pel seu complementari.

Lema 4.10 Sigui A € F un conjunt extremal. Aleshores,

§(Ga) 2k+11 6(Gg) >5—k—1.

Demostracié. Donat qualsevol v € A, quan apliquem la igualtat (4.2), als
conjunts X = A\ {v}, Y = {v}, obtenim AA = A(A\ {v})-k+e({v}, A\ {v}).
Ara bé, A(A\ {v}) > AA implicaria, en particular, A\ {v} € F, tot plegat,
una contradiccié amb Vextremalitat de A. D’aqui, e({v}, A\ {v}) >k + 1.

De manera semblant, per a qualsevol v € A, quan apliquem (4.2) als con-
junts X = A, Y = {v} obtenim, A(AU {v}) = AA—k + e({v}, A). Si
e({v}, A) > k+1, aleshores A(AU{v}) > AA+2 > max {0, AV~-2(|A]-1)}
i en particular, AU {v} € F, contradient l’extremalitat de A. D’aqui,
e({v},A) <k+11i 6(Gz) >6—-k—1. O

Aquestes fites sobre els graus minims dels subgrafs induits, tant per un
conjunt extremal A € F com pel seu complementari, sén claus en la construccié
d’un cami P, amb un nombre de branques suficientment gran en G4 i en G 4.

Corollari 4.11 Sigui A un conjunt extremal. Ezisteiz un cami P4 en G amb
|A|—1 branques en G4 i com a minim |A|—2 branqgues en G 4.

Demostracié. Com G és connex, el resultat és clar si G4 i G5 s6n tots
dos hamiltonians. Assumim doncs, que aquest no és el cas.
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Pel Lema 4.10, sabem que §(G4) >k+1 i 6(G;) 20—k—1=1(l4|+a—

g—1> Lf;—' — 1, on a=|A|-2k. Utilitzant el Teorema 4.6, si @ <2, G4 té un
cicle hamiltonia Cj 1 existeix un cami P, de longitud com a minim |A|—-2 en

G

Siguin v; 1 vq els vértexs terminals de P, i suposem que e({v,}, A) =0 per
a cada valor ¢ € {1,2}. Com G4 no és hamiltonia, e({v,}, A) <|A|-2 , per
i€{1,2}. Ara bé, de les desigualtats '—’;‘l +k<d<e({v.},A)| < A|-2 deduim,
|A] > 2k + 4, una contradiccié6 amb n <4k + 3. D’aqui, e({v,}, A) >0 per
algun € {1, 2} i per tant, podem connectar P, amb C; per tal d’obtenir Pj4.

Suposem ara que G 4 no és hamiltonia. Necessariament, a=3 i, pel Teorema
4.6 existeix un cami hamiltonia P; in G4 amb vertexs terminals u; 1 up. A més,
G 7 té un cicle hamiltonia Cy. Aquesta situacid, com a=3, pot donar-se només
quan n > 2k + 4, en particular > k +2. Si e({u,}, A)=0 per a cada i€ {1, 2}
aleshores, com en la demostracié del Teorema de Dirac, podrem construir un
cicle hamiltonia en G4, ja que si P és el cami uywpw; . . . wors, com 6 > k42,
necessariament, existira j, amb 0 < 7 < 2k—1, tal que vyw, 41, wyuy € E. Per
tant, e({u,}, A)>0 per algun i€ {1,2} i podem utilitzar una de les branques
incidents en u; i en Cy, per connectar P, amb C, i obtenir P,. La demostracié
queda aixi completada. ]

Recordem, pel Lema 4.7, que si X € F aleshores 2k + 1 <|X| <2k + 2+e.
Més encara, pel Lema 4.3, obtenim

k o slap=1
AX < ¢ AV —IX]  si oy =2 (4.5)
AV = 3|X| si ap=3

Lema 4.12 Sigui X € F. El grau mig dg dels vértezs en X satisfa

Demostracié. Aplicant la igualtat (4.2) als conjunts X i X, obtenim
AV=AX+AX-k+e(X,X)=AX—k|X|+|E\Ex|.
Si X €F, AX>AV-2|X|+1 que, amb la igualtat anterior, determina,
|E\ Ex|<(k +2)|X|—1. Per altra banda, utilitzant el grau mig dels vértexs
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de X, obtenim, |E\Ex|> |X|dz— (I);('). Combinant les dues desigualtats
anteriors,

- 1 1 1 1
e < = 3—ay) — —= = =(2 3—a,) — —.
X—Z(n+ Q) X 2( +e+3—ay) B4

D’aqui, com € + 3 < 4, deduim el resultat desitjat. O

Lema 4.13 Sigui A un conjunt extremal i sigui X € F amb B = | X\ A|.
Aleshores, per a k> 11, 0 bé < a, 0 b€ B2>2k—1. A més, si B=qa, o
B=k—1, aleshores AX < ay(a, +1)/2.

Demostracié. En la demostracié del Lema 4.10 es dedueix que, per a tot
veE A, e({v}, A) < k+1. Utilitzant aquest fet, e(X\A4, X NA) <e(X\4, A) <
B(k +1). Aleshores,

AX +k(1X]=1) = [Ex| = |Exul + [Exoa| + e(X\A4, X N4) <

< (g) + ('X|2_ ﬁ) + 08k +1),
i per tant,

20X < B(B - 1) + (|X[-0)(IX]-B~1) +2B(k +1) —2k(|X| - 1) =

— 6(8+1) + (X]-B)(1X| -6 1) —2Kk(X| - 5 1),
és a dir,

20X < (IX|=A-1)(1X|-6-2k) + B(B + 1) = (IX[-B—1)(ae—B) + BB+ 1).
D’aqui, per a tot o,+1< G <k—2,(k>11),esté AX<0. A més, sio bé,

B=a, obé, B=k—1, es verifica,

AX <ag(a, +1)/2.
a

Per tal de demostrar el resultat principal d’aquesta seccié ens cal introduir
una nova funcio.

Donats dos subconjunts X,Y CV denotem r=|XNY|, s=|X UY| i definim
f(r,s) = fa(s)—fulr).
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Pel Lema 4.3, A(X NY) < fi(r) 1 A(X UY) < AV — fy(s). Utilitzant
aquests fets i la supermodularitat de A (4.3), es té,

AX +AY+f(r,s) SAX +AY -A(X NY) + fus) <
SAXUY) + fos) < AV

D’aquesta manera, AX + AY + f(r,s) < AV. En particular, si A és un
conjunt extremal,

2AX < AX + AA < AV —f(r, s). (4.6)

Finalment, presentem el teorema que ens permet concloure la demostracié
del resultat que presentavem en la introduccié d’aquest capitol.

Teorema 4.14 Sigui G un graf d’ordre n > 157 i grau minim |n/2] < § <
[n/2]. Aleshores, G és la unid branca disjunta d’un cami ¢ ag(G)—1 arbres
generadors.

Demostracid. Pel Teorema 4.6, la condicié sobre el grau minim garanteix
Pexisténcia d’un cami en G de longitud com a minim n — 2. Sigui P be un
cami de longitud AV. Denotem per

Fp={XCV:AX > |Ex NE(P)|}.

Pel Lema 4.4, si existeix un cam{ P tal que Fp = (} aleshores, G descomposa
en P ik arbres generadors. Notem que, per la desigualtat (4.4), Fp C F per
a cada cami P de longitud AV. Demostrarem que sempre existeix un cami P
tal que Fp = {.

Assumim que F # (. Sigui A un conjunt extremal, notem per a=|A|—2k.
Sigui P, un cami de longitud AV amb min{|A|-1, AV} branques en G 4. Tal
cami existeix pel Corollari 4.11.

Pel Lema 4.3 1 (4.5) si @ =1 aleshores, AA < min {k, AV — f2(A])} <
min {|4] — 1, AV}. Si 2 <a <3 aleshores, AA < min {|A| — 1, AV —|A4|} <
min {|A|—1, AV}. En tots aquests casos, AA <|E4N E(P)|. D’aqui que, si
|| =1 aleshores Fp, = 0, i el teorema queda demostrat.
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Assumim que |F| > 2 isigui X € F \ {A}. De leleccié de P, es té
|[Ex N E(P)| 2|EaN E(P)|—24" > min {|A|-26'-1, AV-25'},  (4.7)

on (' =]A\X|. Notem que si f' =0 aleshores, pel fet de ser A un conjunt
extremal, es verifica AX < AA < |E4NE(P)| < |ExNE(P)], 1 X ¢ Fp,.
Per tant, cal considerar només, conjunts X €F, amb [A\ X| > 0.

Considerem dos casos.

Cas 1. 2k+2<n<2k+12.

Escrivim n = 2k +1, 2 <[ <12. Definim L={z €V :d(z)<d+ [+ 4}.

Demostrarem que tot conjunt de F conté L i, a més, que L té pocs elements.

Suposem que X € Fi XNL #§. En aquest cas, un dels vértexs de X té
grau com a minim § + [ + 4 i el grau mig del X verifica,

. 1 - l+4
Ara bé, com |X|=n—|X|=1-aq, <11,
[+4 oy 1 ap [+5
d+-—==9¢ -z —924 —
| X1 2 |X]| 2 X
Oy Oy Oyt O o' 1
TR TRTTRT IR TR

contradient el Lema 4.12. D’aqui, XNL =0, L C X, i per tant,

L CNxerX. (4.8)

Per altra banda, si |[L|>2({ 4+ 3), comn > 15716 < k+1,

21E| = d(z) < (n—|L)(n—1) + |L|(§ + 1+3) <

eV
<2k(n—1)—(+6)(n—1) 4+ 2(l + 3)(d +1+3) < 2k(n—1),
contradient AV > 0.

Cas 1.1. AV<n—|L|.
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Com el grau de tots els vertexs en Gy és com a minim 6 + 1+ 4— |L] >
(n—1)/24+1+4—-21—6>(n—20—5)/2>|L|/2, el graf G} és hamiltonia.
Per tant, existeix un cami P, de longitud AV amb totes les seves branques en
Gi. Utilitzant (4.8), per a tot X € F, obtenim |Ex N E(R,)|=|E; NE(R)|=
AV >AX. Daqui, Fp, = 0.

Cas 1.2. AV >n—|L|.

Vegem com en aquest cas, Fp, = ). Suposem el contrari i sigui X € Fp,, és
adir, AX > |ExNE(P;)|. Com = |X\A| <n—|A| <2k+12—|A4| < k-1
(per a k > 12), el Lema 4.13 implica § < a,. Per tant, 1 < g/ = A\ X| =
a — oy + f < o Utilitzant ara, la desigualtat (4.7), .

AX > min{2k — o, AV —2a+ 1} > 2k — | — 2a — 4.

Per la desigualtat (4.6), obtenim 2AX < AV — f(r,s), on r = |X N A| i
s =|X UA| Sir < 2k+1, aleshores f(r,s) > —fi(r) > —k. D’on deduim,
AV >2AX —k > 3k — 2] — 4a — 8, contradient, AV < n—2 < 2k+ 10 (quan
k > 54). Necessariament, r = 2k + 2, fet que implica |[A| = 2k +3, f/ =1, i
que 7 sigui un enter senar. Usant ara (4.5) i la condicié de conjunt extremal
de A, obtenim

AXSAAgAV—%VHSmmﬂM—&AV—2L

quan |A| > 2, una contradiccié amb (4.7), i per tant, X & Fp,. Es a dir,
X € Fp,, només pot donar-se, quan |A| = 0, |X| = 2k + 2. Ara bé, pel Lema
4.3, AX <min{2k+1,AV -1} = AV —1,id’acord amb (4.7), AX = AV —1,
perd de la definicié de A, aixo implicaria e(X, A\ X) = 4, i que el cami és
adjacent amb dues branques a A\ X. Ara bé, tot seguit provem que en aquestes
circumstancies, n =2k +3 ({ = 3), AV>n—|L| > 2k +3 — (2l + 5) = 2k — 8,
només pot haver un vertex amb grau minim é = (n — 1)/2.

Aquest fet és clar, ja que si suposem que hi ha més de dos vértexs amb grau
minim, aleshores

2k+1

2k —8+k(2k+2) <AV +E(E|-1)=|E| < ( 5

)+uk+n,

una contradiccid pels valors de £ > 11. En cas que, n = 2k+3,1 AV > 2k -8,
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n’hi haurd prou, en triar el cami de manera que sigui adjacent al vertex de
grau minim com a maxim en una branca.

Cas 2. 2k+13 <n <4k + 3.

Sigui X € Fir =|ANX]|. De la desigualtat (4.6), per a 6 < r < 2k — 5,
obtenim

AV > AA+AX + f(r,s) > 2= fi(r) > 5k —13 > n — 2,

una contradiccié. D’aqui que, necessariament, o bé, r < 5o0bé, r > 2k —4. A
partir d’aquests valors, classifiquem els conjunts critics. Introduim

Fi={XeF: |[AnX|<5} i FH=F\A.
Pel Lema 4.13, si X € F, \ {A}, aleshores

B =A\X|= A~ |X| +|X\ A =a—a, +f<a.  (49)

Cas 2.1. F; =0.

Vegem com Fp, = (), i per tant, el cami construit a partir de A també
serveix en aquest cas. D’acord amb (4.9), per a cada X € F,

|Ex N E(P)| > min{|4] — 1,AV} ~ 2a.
Pel Lema 4.3, com |A| = n — |A| > 2k + 13 — (2k + 3) = 10 > 4, aleshores
AX < AA <AV - fo(|A]) < AV — %a < AV - 2a.
Per altra banda, de (4.5), si a, =1 (0 bé, a = 1),

AX <k<|A|-7<|A -2 -1,
mentre que, per o = 3, usant | X|=n—|X| > 10

AXSAV—%|X|5n—2—g|X’|=|X|—2—%|X|§
<|X|-7T=|Al-a+0, —7T<|A] = 2a — 1.
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De forma semblant, si @ = 3, es t¢, AX < AA < AV —2|A| < [A|-7. D’aqui
que, necessariament, AA > AX > |A| — 2« — 1, implica o, = o = 2 i, com
estem considerant, només X € F amb [A\ X| > 1, r=]|ANX| <2k+1,i
s =|AUX| > 2k + 3. Ara bé, la desigualtat (4.6), ens porta

3
4k —4 =2|A| —da < AA+AX <AV — f(r,8) < n—2+k—§(n—2k—3),
és a'dir, n < 13, una contradiccid. X & Fp, es compleix en tots els casos.
Cas 2.2. F; # 0.

Sigui B € F;, amb AB = maxxer, AX. Aleshores,
n > |A|+|B|—-|ANB| > 4k - 3.

Afirmem que
si X € Fo\{A} aleshores AX <k+4. (4.10)

En efecte, ja que per la desigualtat (4.5), si @, = 1 0 bé, si @ = 1, aleshores
AX < k,isia, =3, com |[X|=n—|X]|>2k—6, implica

3, 5 3, 5 1 -
AXSAV—§|X| Sn—2~§|X| = |X|—2—§|X| <k+4.
De forma semblant, si « = 3, es té, AX < AA< AV — %|A| <k-+4.
D’aqui que, necessariament, AA > AX > k + 4, implica o, = o = 2. Pel
Lema 4.13, | X \ A] = |A\ X| < o = 2. Més encara, si |4\ X| = 2, aleshores
AX <3 < k+4. Per tant, |A\ X| = 1. Aleshores, usant (4.6),
n—22> AV > AA+AX + f(|IXNA|, | XUA|) > 2k+10+g(n——(2k+3))—k,

que implica n < 4k — 15, una contradiccié. Aixo prova (4.10).

Cas 2.2.1 AV > AA + AB+ 34.

Obtenim AB < |A| — 14, ja que en cas contrari,

n—2>AV >2AB+ 34 > 2(|A] — 13) + 34 = 2n — 2|A| + 8,
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i aleshores n < 4k —4, una contradiccié. Per tant, existeix un enter h, satisfent
les desigualtats

min{AA +6,|A| — 1} < h <]4| -1
AB+12< AV —-h—-1 <|4] -2

Pel Corollari 4.11 existeix un cami P; amb h branques en G4 1 AV —h—1
branques en G4. A continuaci6é provem que Fp, = . Clarament, A ¢ Fp,.

Pel Lema 4.13 1 (4.10), si X € F, \ {4},
|Ex N E(R)| > |[EaN E(Ps)| —2]A\ X| > min{AA +6,|4] -1} -6 > AX.

Per altra banda, si"X € Fi, aleshores |[A\ X| =n — |A] — | X|+[|AN X]| < 6.
Per tant,

|Ex N E(Py)| > |[ExNE(Ps)] —2|A\ X| > AB > AX.
En tots dos casos deduim X & Fp,.

Cas 2.2.2 AV < AA + AB + 34.

Vegem en primer lloc, que la condicié que caracteritza aquest cas, es pre-
senta només en un parell de situacions. Aixi, per una banda, per (4.6), si
2 < |ANn B| <5, aleshores AV > AA+ AB — f1(2) = AA+ AB +k — 1.
Per una altra banda, si |[AN B} = 11 |AU B| < n, novament per (4.6),
AV > AA+AB+ fo{ln—1)> AA+ AB+k—2.

Finalment, suposem que |ANB| =0. Com 6§ > (n—1)/2 > (|A| + |B]| -
1)/2 > (2min{|A[,|B|} — 1)/2, i 6 és un enter, aleshores § > min{|4|, |B|}.
Fet que implica que, o bé e(A4,A) > |A|, o bé, e(B,B) > |B]. A més, 0 <
n—|AUB| < 4k + 3 — (4k + 2) = 1. Per (4.2), introduint X = AiY = B, si
|AU B| = n, és a dir, B = A, obtenim

AV =AA+AB-A(ANB)+e(A,B)> AA+AB+k+1,

mentre que si |[AU B| = n — 1, en particular , |A] = |B| =2k +1 < 6, i usant
(4.2) dues vegades, obtenim

AV =A(AUB)+A(ANB)—k+e(AUB,ANB) =
=AA+AB—-2k+e(A,B)+e(AUB,ANB) >
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2AA+AB—2]§+—2—62AA+AB—H€.

D’aqui, com k > 36, "inica alternativa compatible amb AV < AA+AB + 34
es déna quan AN B = {xp} i |AU B| = n. En particular, n > 4k + 1. A més,
per (4.2), AV = AA+AB+e(A\ B,B\ A),one(A\ B,B\ A) < 33. D’aqui,
necessariament, 6 < min{|A|,|B|}. Ara bé, tenint en compte, |A N B| = 1,
|A U B| = n ens surten sis combinacions per als cardinals de A i B, i una o
dues opcions en cadascuna d’elles per a 6,

A B n )
2k +1 2k +1 4k +1 2k o 2k + 1
2k +1 2k + 2 4k + 2 2k + 1
2k +1 2k + 3 4k+3 | 2k+102k+2
2k+2 | 2k+1 | 4k+2 2k+1
2k + 2 2k + 2 4k +3 | 2k+102k+2
2k +3 2k +1 4k +3 |2k +1 0 2k + 2.

D’aquestes, només dues respecten la condicié 6 < min{|A|,|B|}, o bé, § +
1=|A|=|B|=2k+1,0bé 5 +1=|A| = |B| = 2k +2.

Per altra banda, si denotem per ¢ = e(A\ B, B\ A), com a minim |A| — ¢
vertexs en A, tenen totes les seves adjacéncies en A, i en particular, d(zo) >
|A] — c. D’on el grau minim en G4 és més gran que |A| —c > 2k — 32 > |A|/2.
Per tant, G4 és un graf hamiltonia. El mateix, pot aplicar-se a B, per veure
que també G és hamiltonia.

Sigui ara un cami P, amb com a minim AA branques en G4 i com a minim
AB branques en G, contenint zo. De la construcci6 de Py, clarament A & Fp,
i B¢ Fp,.

Tot seguit, veiem con donat X € F, X & Fp,. A tal fi denotem per X; = XA
i per Xy = X N B, aleshores,

AX < <|);1l> + (I);ﬂ) fe—k(X|-1)=

1 1
Xl (Xa] = 26 = 1) + S1X[(1X5] = 2k — 1) + e+ k(1 + X1 0 X5]), (4.11)

on | X; NX,| és, 0bé, 1sixzy€ X, obé, 0, en cas contrari.
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Suposem que | X,| < |Xi], altre cas es fa de manera similar. Per (4.11), si
2 <|X,| < |X1] € 2k—1, aleshores AX < —(4k—2)+c+2k <c+2-2k <O0.
En particular, | Xa| < |Xj].

Vegem ara, com |A\ X| < a < 2. Suposem el contrari, |A\ X| > «a.
Si o € X, aleshores 2 < |X3| < |X1| < 2k. Per (4.11), obtenim AX <
—3k+14c+2k<c+1—k<0. De manera semblant, si g &€ X, aleshores,
1< |Xs| < |X1| €2k, 1(4.11) déna AX < -2k+1+c+k=c—-k<O.

Si |[A\ X| = 0, aleshores |Ex N E(Py)| > |EaN E(Py)| > AA > AX.
Finalment, sigui {u} = A\ X, en particular o = 2. Com el grau minim en G4
és com a minim § — ¢, e(u, X;1) > 6 — c. Aplicant (4.2) als conjunts X; i {u},
obtenim

AA:AXl—k+€(U,X1)ZAXl—kI+5“CZAX1+2

Arabé, si X # X, aleshores | X5| < 21, usant novament (4.2), amb conjunts
X1 i XQ \ Xl, obtenim AX = AX1 + A(Xg \ Xl) -k + 6(X1,X2 \ Xl) S
AXT+AX\X1)—k+c<AX;—k+c < AXy, jaque A(X2\ X;) <0. Per
tant, |Ex NE(Py)| > |[EaANE(R)]—2>AA-22> AX; > AX.

Es a dir, en aquest cas, Fp, = ). Aix0 completa la demostracié. O

El treball presentat en aquest capitol apareix recollit en 1'article [65].

4.4 Conclusions i problemes oberts

En aquest capitol hem provat que la igualtat ao(G) = 7(G) es déna en tots
els grafs amb grau minim 6 > |n/2], estenent d’aquesta manera e} resultat
obtingut en el capitol anterior per a grafs regulars. També com passava en
el cas regular, la demostraci6 en els casos limits, [n/2] < § < [n/2], ens ha
portat a estudiar ’estructura interna dels conjunts que hem anomenat critics,
i entre ells, els extremals ens han permes construir un cami de mida adequada.
En pro de la claredat hem deixat per resoldre els casos limit dels grafs amb
ordre n < 156. La sospita en aquests casos, és que el resultat també és cert, ja
que en les demostracions inicials, quan consideravem grau minim parell, ens
sortien valors propers a 25. El trobar una demostracié que inclogui aquests
casos, és una de les qiiestions pendents.
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Problema 4.15 Donat un graf G amb ordre n < 156 1 grau minim § > [n/2],
és cert que ap(G) = 17(G)?

El graf d’arbres d’un graf és connex, és a dir, es pot passar d’un arbre
generador a un altre via una seqiiencia d’intercanvis de branques. Farber,
Ritchter i Shank proven en [31] que tota parella d’arbres generadors disjunts
pot obtenir-se a partir de tota altra parella d’arbres generadors, a través d’una
seqiiencia de canvis, que en cada cas, afecten a dues branques. Els mateixos
autors en [31] proposen estendre el problema augmentant el nombre d’arbres
generadors implicats. En aquesta linia plantegem la qliestié segiient.

Problema 4.16 Donades dues descomposicions minimals d’un graf, determi-
nar quines condicions ha de complir el graf, per tal que existeizi una seqiiéncia

de descomposicions minimals que ens permeti passar d’una descomposicié a
Paltra?
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Capitol 5

Descomposicions de grafs
bipartits i complets

Resum

En aquest capitol estudiem un tipus de descomposicions diferents a les estudiades en els capitols
anteriors, concretament, ens centrem en la descomposicié del graf bipartit i complet K, » cu n copies
d’un arbre donat, qiiestié que abordem des del concepte d’etiquetaments bigraceful, ja que si un
arbre admet un etiquetament d’aquest tipus, aleshores descomposa K, .. Presentem eines per a
la construccié d’etiquetaments bigraceful, que ens permeten provar €l caracter bigraceful d’algunes
families d’arbres. En aquells casos on aquesta tasca no ha estat encara factible, provem que tot
arbre T' amb n branques i radi r, descomposa Kapn,2nn, on h és com a molt [r/4]. Més encara, si
arbre base de T és bigraceful o existeix un vértex « en T', tal que |V;(z)| > v/2|Vi—1(z)], per a tot
1 > 1 amb |Vi(z)| # @, on |V;(z)] és el conjunt de vértexs a distancia ¢ de z, aleshores T' descomposa

Kaon,on.

81
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5.1 Introduccid

En els capitols anteriors d’aquesta tesi hem exposat resultats sobre descom-
posicions minimals en arbres, que estudiaven per una banda, la presencia de
determinats arbres en descomposicions minimals, i per altra, el nombre d’ar-
bres, és a dir, el nombre minim de subgrafs aciclics i connexos que constituien
la descomposicié.

Quan en una descomposicié d’un graf en subgrafs, el graf induit per cada
part de la descomposicié és isomorf a un graf H, diem que H descomposa G i es-
crivim H|G. En aquest capitol, pretenem estudiar les branca-descomposicions
del graf bipartit i complet en grafs isomorfs a un arbre donat. En particular,

estem interessats en la conjectura que segueix, plantejada per Héaggkvist en
[47].

Conjectura 5.1 (Haggkvist [47]) El graf bipartit i complet K, descom-
posa en n copies de qualsevol arbre amb n brangues.

El tractament que seguim per estudiar aquest tipus de descomposicié segueix
un parallelisme amb el rebut per una famosa conjectura, plantejada en 1963
per G. Ringel.

Conjectura 5.2 (Ringel [85]) Si T és un arbre amb n branques, aleshores
el graf complet Kony1 €s branca-descomposable en 2n+1 copies de T.

La manera natural d’enfocar ambdds problemes radica en cercar una solucié
simeétrica i ciclica, tal com suggereix Kotzig en 1966, plantejant una aproxi-
macié a la conjectura de Ringel com un problema d’etiquetament.

Rosa [87] en 1966 introdueix diversos models d’etiquetaments dirigits a tro-
bar descomposicions cicliques dels grafs complets. Un d’aquests etiquetaments
és popularitzat com graceful per Golomb [41] i des d’aleshores la conjectura
Ringel-Kotzig, es coneix amb el nom de conjectura dels arbres graceful.

Conjectura 5.3 ([87]) Tot arbre és graceful.

Si H és un graf amb n branques, un etiquetament graceful de H és una
injeccié f : V(H) — [0, n], tal que els valors | f(z)— f ()] per a totes les parelles
de vertexs adjacents sén, dos a dos, diferents. Si H admet un etiquetament
graceful aleshores, H descomposa Kon1 [87].
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Malgrat el gran nombre d’articles que s’han publicat al respecte, la con-
jectura és encara oberta, si bé, s’ha demostrat el caracter graceful de moltes
families d’arbres. Recentment, Gallian [38] ha publicat un ampli i complert
survey sobre grafs graceful i problemes d’etiquetaments similars.

A continuacié presentem una versié bipartida del problema, introduint un
tipus d’etiquetament que s’adapta a 'estructura bipartida dels arbres.

Sigui H = H(A, B) un graf bipartit amb n branques i conjunts estables A i
B. Direm que una parella d’aplicacions injectives f4 : A — [0,n—1]i fg: B —
[0,n — 1] és un etiquetament bigraceful de H (respecte la particié ordenada
(A, B)), si Petiquetament induit en les branques zy € E(H), fe(zy) == fu(y)—
falz), on z € A, y € B és bijectiu en [0,n — 1]. En aquest cas, diem que H
és un graf bigraceful. La Figura 5.1 mostra un etiquetament bigraceful d’un
arbre.

01 4 5
=
0 2 3

Figura 5.1: Etiquetament bigraceful.

La connexié entre els etiquetaments i les branca-descomposicions queda
recollida en el lema seglient.

Sigui (G, +) un grup d’ordre n i sigui S un conjunt de generadors de G.
Notem per G = Gs(2) el graf bipartit amb conjunt de vértexs V(G) = Gx {0, 1}
i conjunt de branques E(G) = {(9,0)(9 +s,1), g € G, s € S}. El graf G esta
equipat amb una branca-coloracid en el sentit propi que assigna el color s € S
a la branca (g,0)(g +s,1), pera g € G.

Lema 5.4 Sigui H un subgraf de Gs(2). Si no hi ha dues branques de H amb
el mateiz color, aleshores |G| copies de H poden ser empaquetades en Gs(2).
En particular, si H té |S| branques, aleshores H|G.

Demostracié. Donat g € G, considerem ¢,(z,?) = (z + g¢,1), per a cada
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z € Giiec {0,1}. Clarament, ¢, representa un automorfisme de Gs(2), que
preserva els colors de les branques i, a més, si g # 0, no té punts fixos. D’aqui
deduim que els |G| subgrafs ¢,(H), per a g € G, sén isomorfs i disjunts en
branques. O

En cas que, G = Z, 1 S = {0,1,...,n — 1}, el graf Gs(2) que s’obté és el
graf bipartit i complet K, , amb una branca-coloracié. Si f = (fa, fg) és un
etiquetament bigraceful de H(A, B), aleshores H pot injectar-se en Gs(2), de
manera que no hi hagi dues branques amb el mateix color. D’aqui pel Lema
5.4, H descomposa Kp, ,,.

A manera d’exemple, considerem ’arbre T" de la Figura 5.2. Si el traslladem
ciclicament tres cops, obtenim una branca descomposicié de Ky 4.

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

e o . ot o o . . O

| / R / N / N

[ NP N ST

& ¢ J o o ¥ o ¥ o o o ¥

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
T ¢1(T) ¢2(T) ¢3(T)

Figura 5.2: Descomposicié ciclica de Ky 4 en copies de T

Observacid 5.5 L’arbre de la Figura 5.2 es mostra amb un etiquetament bi-
graceful. El fet que l'etiqueta zero aparegui en una de les branques implica que
els dos conjunts estables comparteixen almenys una etiqueta. Analogament,
Petiqueta n — 1 en una branca obliga que en un dels conjunts estables aparegui
Petiqueta zero, alhora que en I'altre aparegui 'etiqueta n — 1.

Diem que un etiquetament bigraceful f de H(A, B) és consecutiusi f4(A) =
[0,|A] —1] i fB(B) = [|A| — 1,n — 1]. En aquest cas, redefinint fg per fp+1,
f esdevé un o-etiquetament, és a dir, un dels tipus d’etiquetaments graceful
introduit per Rosa [87]. En particular, si un graf H admet un etiquetament
bigraceful consecutiu, aleshores descomposa Kjni1 i Kppn. Snevily [95] sug-
gereix que qualsevol arbre T' amb n branques descomposa tot graf graceful G
amb n? branques. Com K, , admet a-etiquetaments [87], aquesta afirmacié
implicaria la conjectura de Haggkvist [47].
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En la seccid segiient, descrivim unes operacions que ens permetran assignar
etiquetaments bigraceful a algunes families d’arbres. La supressié de les fulles
d’un arbre déna lloc al seu arbre base de T

Un arbre amb arbre base un cami s’anomena caterpillar, i s’anomena lobster,
si la seva base és un caterpillar. Malgrat alguns resultats parcials obtinguts
per HK.Ng en [79] i Wang, Jin, Lu and Zhang [100], encara no ha estat
provat que els lobsters siguin graceful. Per altra banda, és conegut que els
arbres de didmetre com a maxim 4 sén graceful, veure per exemple [38]. En
[87] Rosa mostra que les estrelles amb almenys tres potes de longitud 2, no
admeten a-etiquetaments. Els meétodes presentats per Bloom en [8] permeten
trobar etiquetaments graceful per aquests arbres, i també pels arbres d-aris i
complets, perd no poden ser utilitzats per construir etiquetaments bigraceful.

En aquesta linia, provem el teorema segiient.

Teorema 5.6 Les families d’arbres segiients son bigraceful.
1. Els lobsters.

2. Les estrelles amb potes de longitud k > 1.

8. FEls arbres d-aris 1 complets, amb d senar.

Com a conseqiiencia del teorema anterior obtenim el resultat segiient.
Corollari 5.7 Els arbres de diametre com a molt 5 sén bigraceful.

En la linia de reforgar conjectures similars, plantejades en ’area des de fa
temps, conjecturem el segiient.

Conjectura 5.8 Tots els arbres son bigraceful.

Amb els métodes coneguts actualment, sembla dificil que es pugui arribar a
provar la conjectura (o la seva negacié), tal com passa amb altres conjectures
similars d’etiquetaments. En qualsevol cas, un arbre qualsevol, no esta gaire
lluny de ser un arbre bigraceful. Kotzig [61] prova que si una branca d’un arbre
qualsevol és substituida per una cami suficientment llarg, I’arbre que resulta
admet un ao—etiquetament, i per tant, és alhora un arbre graceful i bigraceful.
Per reforcar la Conjectura 5.8 provem que al afegir certa quantitat de vertexs
terminals a un arbre qualsevol, I’arbre esdevé bigraceful.
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Teorema 5.9 Donat T un arbre qualsevol. Ezisteix un vertex v de T 1 un
enter k > 0 tal, que afeqint k fulles a v arbre esdevé bigraceful.

En la darrera seccié d’aquest capitol plantegem resultats més generals. La
quiestid que s’estudia és, donat un arbre T', del que es desconeix el seu caracter
bigraceful, quin és el valor més petit de n tal que T|K,,. En la literatura
trobem diversos resultats que van en aquesta direccié. Haggkvist prova en [47)
que tot arbre amb n branques i almeys (n + 1)/2 fulles descomposa Koy, op.
Estenent aquest resultat aqui provem el segiient.

Teorema 5.10 Sigur T un arbre amb n branques @ k fulles. Si k > b — 2,
on b és el cardinal del comyunt estable més gran de l’arbre base, aleshores T
descomposa Kop on.

Si enlloc de la condicié k > b— 2, s’exigeix que l'arbre base sigui bigraceful,
s’arriba al mateix resultat. En particular, podem afirmar que tot arbre amb
arbre base igual a un lobster descomposa Kjp, on.

Corollari 5.11 Swgur T un arbre amb n branques tal que el seu arbre base
és un lobster. Aleshores, T|Kopo,. En particular, un arbre amb n branques 1
dvametre com a molt 7 descomposa Koy 2n.

Kézdy i Snevily proven en [59] que tot arbre amb n branques i radi r des-
composa Kjpy1, amb h < (r 4+ 4)n?. En el teorema segiient presentem una
versié bipartida d’aquest resultat.

Teorema 5.12 Swgur T un arbre amb n branques ¢ rady v. Aleshores, T des-
composa Kopn onn, per algun h < [r/4].

Les idees utilitzades en els teoremes anteriors permeten obtenir resultats
addicionals. Un exemple d’aquests és el que es presenta a continuacis.
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La rad de creizement d’un graf G respecte un vértex ¢ € V(G) es defineix
com,
Vil

pz(G) = min { VT 1<i< e(w)} ,

on V,(z) denota el conjunt de vertexs a distancia ¢ de z, i e(x) I'excentricitat
de z.

Teorema 5.13 Sigui T un arbre amb n branques i rad de creivement p,(G) > /2
per algun vértex x. Aleshores, T'|Kop on.

5.2 Arbres bigraceful

En aquesta seccié presentem algunes construccions senzilles que permetem
obtenir arbres bigraceful a partir d’altres arbres que ja ho sén. Aquestes cons-
truccions son semblants a les presentades en el context de grafs graceful, i
també a les considerades per Rosa i Sirdii [88] pels a-etiquetaments.

A partir d’aquest punt, assumim que

falz siz€ A
f(m):{ fggx)) sizxe B

Sigui f un etiquetament bigraceful d'un arbre T'(A, B) amb n branques,
aleshores

fe(z)=n—f(z)—-1, z€AUB,

és també un etiquetament bigraceful de T', que intercanvia els papers dels
conjunts estables. Direm que f. és el complementari de f. Un etiquetament
bigraceful i el seu complementari, indueixen el mateix etiquetament en les
branques. Ja que,

(fo)B(zy) = flt) — fe0) = f) — f@),
per a cada z € A, y € B tal que zy € E(T).
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De manera semblant, donat f un etiquetament consecutiu d’un arbre T'(A, B)
amb n branques, aleshores

A - f(z) -1 €A
fr(m)“‘{ n+|Al - f(@)—2 zeB

defineix també un etiquetament bigraceful (consecutiu), que anomenarem re-
vers de f. En aquest cas, el revers de f preserva el paper dels conjunts es-
tables, perd canvia les etiquetes de les branques: (f.)p(zy) = f(v) — fi(z) =
n—1-(f(y) — f(z)), per acadaz € Aiy € B. En la Figura 5.3 es mostra
un exemple d’aquests etiquetaments, construits a partir d'un etiquetament ja
existent de l’arbre T

0 33 0 3 9 2 3
0 1 2 3 2 1 0 1 2 2 1 0
f fe f fr

Figura 5.3: Etiquetaments f. i f, a partir d’un etiquetament f de 7.

Siguin T, 7" dos arbres. Denotem per T'(uv)T" 'arbre obtingut identificant
el vértex u de T i el vertex v de T”. El lema segilient ens mostra com, sota
certes condicions, aquest nou arbre hereta el caracter bigraceful de T'i T".

A partir d’aquest punt, denotem per T'(A, B, f) un arbre T' amb n branques
i conjunts estables A i B, dotat d’un etiquetament bigraceful f.

Lema 5.14 Sigui T(A, B, f) i T'(A’, B, f') dos arbres bigraceful. Suposem
que f' és consecutiu i sigui u € A el vértex amb f(u) =0 1iv € A’ el vérter en
T amb f'(v) = |A'| — 1. Aleshores, T(uv)T" és bigraceful.

Demostracié. Sigui n el nombre de branques de T. Vegem com !'eti-
quetament que figura a continuacio, constitueix un etiquetament bigraceful de
T(uwv)T’, amb conjunts estables A= AUA i B=BUB.

3 f(z) ze A
flz)=<¢ flz)+]|A]-1 z€ AUB
fl(x)+n re B
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5 4 3 2 1 3 2 1
T / T
] v U 1

9 8 7 6 5 4 3 2
[ L
W T (uv)T”
o
. 0 w 2

Figura 5.4: Etiquetament bigraceful de T'(uv)T".

f és injectiva en A, ja que, pel fet de ser f’ un etiquetament consecutiu,
fi(z'") < |A'| — 1 per a tot 2’ € A', i "inica possibilitat que concideixi amb
algun f(z)+|A'| — 1, per z € A, es déna quan f'(z') = |A| - 11 f(z) =0, és
a dir, justament els dos vertexs que estem identificant. També, és injectiva en
B, ja que en aquest cas,

max{f(z)+|A| -1 |Vz € B} =n—-2+ |A| <min{f'(z) +n | z € B'}.

_ Per altra banda, pel que fa als etiquetaments de les branques, fe(zy) =
fly) = flz) = (f(v) + |A] = 1) = (f(2) + |A] = 1) = f(y) — f(z) per a tot
1€ A,y e B, mentre que si z € A,y € B, fnlay) = Fy) — F(z) = ((y) +
n)— f'(z) = fy)— f(z)+n. BEsadir, fg(E)={0,...,n—1,n,...,n+n" -1},
on n’ és el nombre de branques de 7. O

Notem que, quan f és un etiquetament consecutiu, ’etiquetament resultant
també és consecutiu, ja que aleshores, es donen les desigualtats segiients:

max{f'(z) | z € A} < |A'| -1 <min{f(z) +|4| - 1|z € 4} <
< max{f(z) +|A'|—1|z € A} = min{f(z) + |A'| - 1| z € B}

per tant, max{f(z) | z € A} = min{f(z) | € B}. Un exemple d’aquest tipus
de juxtaposicié es mostra en la Figura 5.4.

Una lleugera modificacié de 'anterior procediment, aporta un etiquetament
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bigraceful en el cas que Parbre result1 de la unié de dos arbres per una nova
branca En aquest cas, 'arbre resultant el denotarem per T{uv}T’. Aquest
fet, és el que apareix enunciat en el lema que segueix.

Lema 5.15 Swgw T(A, B, f) + T'(A', B', f') dos arbres higraceful Suposem
que f' és consecutwu 1 sigur u € A el vértex amb f(u) =0 1v € A" el vértex en
T' amb f'(v) = |A'| = 1. Aleshores, T{uv}T" és bigraceful

Demostracié. Sigui n el nombre de branques de T. Com en el cas ante-
rior, comprovem que l'etiquetament que ve a continuacié és un etiquetament
bigraceful de 'arbre T{uv}T", amb conjunts estables A= A'UBi1 B = AUB'.
Aquest etiquetament utilitza l'etiquetament f, sobre T, que recordem, inter-
canviava els papers dels conjunts estables.

} f(z) ze A
f@)={ f(z)+]|A| =z€AUB
flizy+n+1 zc B

Com en la demostracié del Lema 5.14 cal veure que l'etiquetament esta
ben definit, que és injectiu sobre els conjunts estables de T{uv}7” 1 que l'e-
tiquetament fr que indueix sobre les branques representa una bijeccié del
conjunt E(T{uv}T") en el conjunt [0,n + n'], on n és el nombre de branques
de T'. La injectivitat sobre A queda garantida pel fet que, per una banda,
flz') < |A| -1, per a tot 2’ € A, ja que f' és un etiquetament consecutiu,
i per laltra |4} — 1 < |A'| € fo(z) + |A|, per a tot z € B. De la mateixa
manera, les desigualtats

max{f.(z) +|A'| |z € A} <n—-1+|4| <n+1+min{f'(z) | z € B'},

garanteixen la injectivitat sobre B. Pel que fa als etiquetaments de les bran-
ques, fp(zy) = f(z) - f(y) = (n -1 - f(z) + |A]) = (n —1— f(y) + |4]) =
f(y) — f(z) per a tot = € A, y € B, mentre que si z € A, y € B,
fe(zy) = f(y)—f(z) = (f'(y)+n+1) - f'(z) = f(y) - f(z)+n+1. Finalment,
la nova branca, té etiqueta fp(uv) = f(u)—f(v) = (n—1+|4'|)~(|4|-1) = n.
D’on es dedueix, fg(F) = [0,n+ n/]. 0

Notem que, quan f és un etiquetament consecutiu, I’etiquetament de T{uv}T”
que apareix en la demostracié del lema anterior és també consecutiu.

Un exemple de la construccié anterior el donem en la Figura 5.5.
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5 4 3 2 1 u 1
T’ T
0 v 3 2 1
19 8 7 6 u 4 10 9 8 7 6 uwu 4
) o
/]
/
— 7/
/
0 v 2 3 4 0 v 2 3 4
fir (T") fir(T) T{uw}T"

Figura 5 5 Etiquetament bigraceful de T{uv}T”

El procediment que considerem tot seguit ens permet reemplagar vertexs
d’un arbre T" per copies d’un arbre bigraceful T. Més concretament, sigui
X = {z1,...,zx} un conjunt de vertexs de T" i sigui u un vertex distingit
de T'. Denotem per T'(u, X)T" Parbre obtingut afegint una copia de I’arbre T’
en cada vertex z, de X, tot identificant z, amb el vertex u. El lema segiient
garanteix que, sota certes condicions, ’arbre T'(u, X )T" admet un etiquetament
bigraceful.

Lema 5.16 Swui T(A, B, f) «+T'(A', B', f') dos arbres bigraceful © sigur u € A
el vértezr amb f(u) = 0. Sv f' és consecutiu 1 k = |A'| és un enter senar,
aleshores T'(u, A")T" és bigraceful.

Demostracié. Sigui n la mida de T i T,(A,, Bz), per 1 <1 < k, k copies
idéntiques de 'arbre T'. Vegem com ’etiquetament f que definim a continuacid,
representa un etiquetament bigraceful de I'arbre T'(u, A")T", amb conjunts es-

tables A=A, U...UA,iB=B' UB,U...UB,.

f'(z) ze A

) kfx)+ (1) z€A,
(@) =19 kfx)+26-1) z€B,
f(z) +kn z€ B

f

Com en demostracions anteriors, cal comprovar que f esta ben definida, que
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en cada conjunt estable és injectiva i que tenim una bijeccié entre el conjunt
de branques de I'arbre i el conjunt [0, kn +n' — 1], on n' és el tamany de T".

SixEA,OSf(ﬂt) <k(n—1)+k—1=kn—1, mentre que si z € B\B’,
0< f(z) < k(n—1)+2k—1) = kn+ k — 2. Finalment, si z € B, es
té k — 1+ kn < f'(z) < n'— 1+ Ekn, iletiquetament esta ben definit. En
particular, les etiquetes de B’ sén més grans que les de la resta d’elements de
B. Per altra banda, f és clarament injectiva en cada A,, i en cada B,, per a
1 =1,...,k, injectivitat que es conserva en estendre f a cada conjunt estable,
ja que, les etiquetes de A, s6n congruents amb (: — 1) modul £ i les de B, sén
congruents amb 2(7 — 1), ara bé, com k és un enter senar, es té

2(i—1)~2({—1) (modk) siinomessi ¢—1~j—1 (modk).

Finalment, pel que fa a l'etiquetament induit a les branques, es té, per a
tota zy € B, = E(T,), fe(zy) = f(y) — f(z) = kfe(zy) +i—1, i per tant,
es té una bijeccié del conjunt de branques ' = F1 U ... U Ej en el conjunt
{0,...,k(n—1)+k—1=kn—1}, mentre que en les branques de T", fp agafa
tots els valors del conjunt [kn, kn +n' — 1]. Aixd prova que 'etiquetament és
bigraceful. a

Un exemple de l'etiquetament que apareix en 'anterior demostracié, el
donem en la Figura 5.6.

Observaci6 5.17 Notem que, en 'anterior procediment, no cal que els arbres
Ti,..., T} siguin idéntics. De fet, el mateix procés funciona quan s’utilitzen ar-
bres diferents pero, amb el mateix nombre de branques. Un exemple d’aquesta
situacié es déna en la Figura 5.7.

Per altra banda, es pot fer servir un procediment semblant, per obtenir
etiquetaments bigraceful de T'(u, Ay)T”, quan Ay C A’, és de cardinal senar i
els seus vertexs tenen les etiquetes més grans, tal com indica el lema segiient.

Lema 5.18 Sigui T(A, B, f) i T(A', B', f') dos arbres bigraceful ¢ sigui u € A
el vértex amb f(u) =0. Si f' és consecutiu i assigna les etiquetes més grans a

’

Ay C A, amb k = |Af| un enter senar, aleshores T(u, Ap)T" és bigraceful.

Demostracié. Sigui n la mida de T'i T,(4,, B,), per 1 < i < k, k copies
idéntiques de 'arbre T. Notem s=|A"\ Aj|. L’etiquetament f que definim a
continuacid, representa un etiquetament bigraceful de I'arbre T'(u, A;)T’, amb
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0
/1
S3 2 1 O——eo—— T
0 3 1\
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- 3
0 9 3/
o—e——F~——e §
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14 —

Figura 5.6: Juxtaposicié de ’estrella S3 amb Parbre T

conjunts estables A = (A’\A})UA,U...UA, i B=B UBU...UB;.

f!(z) z€ A
2 ) kf@)+(GE~-1)+s z€A
f(z) = kf(i)+2(i—1)+3 r € B;
f'(@) + kn ve b

Un exemple d’aquest etiquetament, el donem en la Figura 5.8.

93

Els procediments presentats fins ara permeten construir etiquetaments bi-
graceful de diferents families d’arbres. Recordem que la base Ty d’un arbre T

fa referencia a I’arbre que s’obté quan s’eliminen els vértexs terminals de T

El cami F,, és bigraceful, un etiquetament bigraceful és per exemple, el que

assigna als vertexs les etiquetes: 0,m — 1,1, m — 2, ... al llarg del cami.

L’estrella Sy amb k fulles, admet un tnic etiquetament, modul complemen-
tari, que és també consecutiu. Aquest etiquetament, assigna a les fulles les

etiquetes, 0,...,k — 11 al vertex central 'etiqueta 0 0 k — 1.

Un caterpillar és un arbre que té per base un cami. Els caterpillars poden
obtenir-se com una successié de juxtaposicions d’estrelles com les descrites en
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0 3 1 1
0 o . . T
3 \-
/ 2
Sz 2 1 o - ‘o) Ty
0\1 1
2
2 @ & L ] T3
0\:3 1 1
3
0 9 3 3
O L 2 O 2 ]
11 \
/ 6
14 O— . O
1\5 4
8
O \ ]
2\19 5 7
13

Figura 5.7: Juxtaposicié de Pestrella S3 amb els arbres T1,7% i T5.

el Lema 5.14, i per tant, sén bigraceful. Un exemple d’aquesta construccié
apareix en la Figura 5.9.

Observacié 5.19 Notem que, 'etiquetament bigraceful que s’obté, admet un
algorisme bonic que consisteix en resseguir les branques de ’arbre de la mateixa
manera que es fa quan s’aplica P'algorisme DFS -depth first search o cerca en
fondaria prioritaria-, i etiquetar de forma consecutiva les branques encara no
etiquetades. L’etiquetament que resulta és consecutiu i es correspon al tipus
d’etiquetament o introduit per Rosa [87] per aquest tipus d’arbres.

Un arbre és un lobster si el seu arbre base és un caterpilar. Malgrat al-
guns resultats generals, obtinguts per H.K.Ng en [79], encara es desconeix si
els lobsters sén arbres que admeten un etiquetament graceful. A continuacié
presentem una série de resultats que ens permetran mostrar com els lobters



5.2. ARBRES BIGRACEFUL 95
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Figura 5.8: Juxtaposicié de 'estrella S5 amb tres copies d’un arbre T'.

també pertanyen a la familia d’arbres bigraceful.

Lema 5.20 Sigui T(A, B;’f) un arbre bigraceful, i sigui T' l’arbre obtingut a
partir de T afegint un conjunt L de fulles als vértexs d’un subconjunt Ag C A.
Si

max{f(z) | z € A} < min{f(z) | z € B},

aleshores T' és bigraceful.
Demostracié. Sigui n el nombre de branques de 7. Establim z,,...,z,

una ordenacié dels vertexs de Ag, de manera que f(z1) < f(z2) < ... < f(z,).
Sigui L, el subconjunt de vertexs en L adjacents a z;, per 1 < ¢ < 7, i sigui
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Figura 5.9: Etiquetament d’un caterpillar.

l1,...,lx una ordenacié dels vértexs de L de manera que, [; € Ly, [; € Lg, amb
i < j, implica 1 < oo < B < r, per a tota parella ¢,j de valors 1 < ¢,7 < r.
Considerem 'etiquetament f segilient amb conjunts estables A’ = A i B’ =
BUL,

3 f(z) zeA
flz)=<¢ flz)+k z€B
flaza) +i—1 z=10il€ L,

Provem que f defineix un etiquetament bigraceful de T". f esta ben definit,
jaque f(A) C [0,n—1]i f(B') C [0,n+k—1]. Per altra banda, f és clarament
injectiuen A, en L i en B. A més,

fl) <max{f(z) |z € AgHk~1<min{f(z) |z € BHk-1<min{f(z) |z € B},

d’on deduim que f també és injectiva en B'. Pel que fa a etiquetament induit
en les branques, si denotem per E; el conjunt de branques de T” incidents
amb L i per E el conjunt de branques de T', es té una bijeccid entre el conjunt
fe(E) iel conjunt [k, k + n — 1] per una banda, i una bijeccié entre fg(Er) i
el conjunt [0, k — 1], per laltra. O

En el lema que segueix afirmem com, en el cas de partir d’un etiquetament
consecutiu, el resultat anterior pot generalitzar-se a qualsevol conjunt de fulles.
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N

3 10 9

12 11 10

Figura 5.10: Etiquetament d’un lobster.

Lema 5.21 Sigui T un arbre que admet un etiquetament bigraceful consecutiu.
Aleshores, Uarbre obtingut a partir de T afegint qualsevol conjunt L de fulles
és bigraceful.

Demostracié. Sigui f un etiquetament consecutiu de l’arbre 7' = T'(A, B)
amb n branques. Denotem per L4 i Lp els subconjunts de vértexs de L
adjacents a vertexs de A i B respectivament. Com f és un etiquetament
consecutiu, el Lema 5.20 garanteix 'existéncia d'un etiquetament bigraceful
f. de Varbre T, obtingut a partir de T afegint fulles de L,4. Considerem ara
sobre T, 'etiquetament complementari de f,, que intercanvia els papers dels
conjunts estables de T;,. Les etiquetes de B per (f,),. verifiquen la condicié del
Lema 5.20, ja que,

max{(fa)e(z) | =€ B} <n+|Lal ~1— (Al = 1+ |La]) = n— 4] <

<n+|La| — A < min{(fu)e(z) | = € A},

D’aqui, fent servir de nou el Lema 5.20, les fulles de Lg poden afegir-se a
T,, donant lloc a un arbre bigraceful. O
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La Figura 5.10 mostra un exemple dels passos que es segueixen en la de-

mostracié anterior per a donar un etiquetament bigraceful del nou arbre.

Utilitzant els resultats anteriors provem el teorema segiient.

Teorema 5.22 (5.6) Les seguents families d’arbres son bigraceful.
1. Els lobsters.
2. Les estrelles amb potes de longitud k > 1.

3. Els arbres d-aris 1 complets, amb d senar.

Demostracié

1. Es una conseqiiéncia directa del Lema 5.21 i del fet que els caterpilars

admeten etiquetaments consecutius.

2. L’estrella Sy i el cami P, admeten etiquetaments bigraceful consecutius.

Considerem l'etiquetament consecutiu que assigna a un dels vertexs ter-
minals del cami, anomenem-lo u, 'etiqueta 0 (per exemple, l'etiquetament
que utilitza les etiquetes 0,m — 1,1, m — 2,... al llarg del cami). Sigui
A’ el conjunt de fulles de Pestrella Si. En cas que k sigui un enter senar,
el Lema 5.16 garanteix que 'arbre P, _i(u, A")Sy = Skm ¢és bigraceful.
De manera semblant, quant &k és parell, Pp_1(u, A")Sk—1 = Sk—1m és bi-
graceful, amb un etiquetament f que assigna l'etiqueta més gran al vértex
central v de l'estrella. Vegem ara com, a partir d’aquest i del cami P,,,
Sk,m €s bigraceful. A tal fi, considerem I'etiquetament complementari fc
sobre Sk_1m, 1 per tant, que assigna l'etiqueta zero al vértex central. Per
altra banda, considerem l’etiquetament revers del cami, i per tant, que
assigna a u ’etiqueta més gran entre tots els vertexs del conjunt estable
A on es troba u. Pel Lema 5.14, 'arbre Sg_j m(vu) Py, és bigraceful.

En la Figura 5.11 mostrem I'etiquetament de les estrelles Sk ., que resulta
de seguir els passos de la demostracio.

. L’arbre d-ari i complet de profunditat i, Ty, pot ser definit recursivament

com Typ = Typ-1(u, A')Sq, on u és l'arrel de Typ—y 1 A el conjunt de
fulles de Vestrella. En T;; = Sh considerem l'etiquetament consecutiu
que assigna al vertex central, en A, l'etiqueta zero. Via la demostracié
del Lema 5.16, T2 admet un etiquetament en queé 'arrel, en B, agafa
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Figura 5.11: Etiquetament bigraceful de S33 i Sy 3.

Petiqueta més gran, i per tant, I'etiquetament complementari, li assigna
I'etiqueta zero. Aquest procés iterat, ens mostra el caracter bigraceful de
Tun, per a qualsevol valor de h, amb d senar. O

El resultat d’aquest procés en T3 1, T2 1 T3 3, pot veure’s en les Figures 5.12
i5.13.

Per a d parell, els arbres d-aris i complets de profunditat 2 sén lobsters,
i per tants, sén bigraceful. Tot i que no és dificil obtenir etiquetaments ad
hoc amb d parell i una h moderada, no hem trobat un meétode general per a

etiquetar-los. En la Figura 5.14 presentem un d’aquests etiquetaments per a
Tog.

Conjecturem que tots els arbres admeten etiquetaments bigracefuls, perd
tal com passa amb conjectures similars sobre el tema, la demostracié sembla
inaccessible amb els meétodes actuals. Ara bé, podem afirmar que almenys en
cert sentit, tot arbre és molt proper a ser un arbre bigraceful. Kotzig [61] prova
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Figura 5.12: Etiquetament bigraceful de T5; i T3 5.

que si un branca d’un arbre qualsevol, es remplaga per un cami suficientment
llarg, D’arbre resultant, admet a-etiquetaments, i per tant, esdevé d’aquesta
manera una arbre que és alhora graceful i bigraceful. A continuacié mostrem
com, afegint un cert nombre de vértexs terminals a un arbre qualsevol, aquest
esdevé bigraceful.

Teorema 5.23 (5.9) Sigui T un arbre qualsevol. Aleshores, ezisteix un vértex
v eT iun enter k > 0 tal que l'addicid de k fulles a v ddéna lloc a un arbre
bigraceful.

Provem primer el lema segiient.

Lema 5.24 Sigui T(A, B, f) un arbre bigraceful amb n > 1 branques tal que
f(A) € [0,n—2) isiguiv e B amb flv) =n—1. Siguu Ty = T +1, on
[ €s un vertex terminal de Ty. Aleshores, existeir un enter k, amb 0 < k <
n — 1, tal que Uarbre T' = Ti(vc)Sk, on Sy és Uestrella de centre ¢, admet
un etiguetament bigraceful f' amb f'(A") C [0,n' —2] ¢ f'(v) = n' =1, on
n'=|E(T)|=n+k+1.

Demostracié. Sigui w el vertex de T adjacent a la nova fulla [, i sigui
m = f(w). Denotem per L = {ly,...,l;} el conjunt de fulles de Sy.( Si L =0,
considerem k = 0).

Assumim en primer lloc w € B\ {v}. En aquest cas, posem k = n—m — 2.
Aleshores, I'etiquetament

f(z) z€A
iy ) fle)+k+1 z€B
=)= n+i—1 x=1

n—1 x =1
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Figura 5.13: Etiquetament bigraceful de T3 3.

és un etiquetament bigraceful de 7', amb fp(wl) = 0 i on 'etiqueta més gran
en A = AULU{l}, és com amolt ' — 2, per ' =|V(T")| =n+k+ 1.
Suposem ara que w € A. En aquest cas, posem k& = m. Aleshores,

f(z) reA
vy ) fley+k+1 zeB
@)= avi-1  z=1
k r=1
defineix clarament, un etiquetament bigraceful de 7", amb fp(wl) = 0 i

f,(A/) - [O: n' — 2]'
Finalment, si w = v, posem k = 0 i definim
iy _J flx)+1 z€ AUB
f (CIJ) - { O T = l

En aquest cas, totes les branques conserven les etiquetes i la nova branca v
reb la nova etiqueta n.

Notem, que en tots els casos, ’etiquetament resultant, verifica f'(v) = n'—1.
0O
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81 8 77 78 T4 15 T1 72

64 67 60 62 102 103 90 91

43 45 47 48 19 22 17 35 44 46 41 42 54 55 50 51

68 67

Figura 5.14: Etiquetament bigraceful de 13 ¢.
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Demostracié del Teorema 5.23. El resultat es compleix clarament per
l’arbre amb dues branques posant k = 0. Com aquest arbre admet un etique-
tament bigraceful amb f(A) = 0, el teorema es prova utilitzant el Lema 5.24 i
fent induccié sobre n = |E(T)|. O

5.3 Alguns resultats generals sobre descomposicions

En la seccié anterior donem eines per construir etiquetaments bigraceful d’ar-
bres amb n branques, que asseguren la descomposicid ciclica de K, , en arbres
isomorfs. El problema queda obert quan es desconeixen etiquetaments d’aquest
tipus de I’arbre de partida, i s’adreca aleshores a trobar quin és el minim n’ > n
pel qual I'arbre descomposa K, . Precedents d’aquest nou plantejament els
trobem a la literatura. Roland Haggkvist demostra que tot arbre amb n bran-
ques i almenys (n + 1)/2 veértexs terminals descomposa Kop 2. Aqui, provem
el resultat segiient.

Teorema 5.25 (5.10) Sigui T un arbre amb n branques i k vértexs terminals.
Stk >b—2, onb és el cardinal del conjunt estable més gran de l’arbre base,
aleshores T descomposa Kop 5.

En la demostracié d’aquest teorema farem servir el lema segiient.

Lema 5.26 Sigui G un graf bipartit i d-reqular amb una branca-coloracid, en
el sentit propi. Sigui T(A, B) un arbre amb n branques i |[A] < |B| = b. S
d > n+b— 2, aleshores T pot ser realitzat en G, de manera que totes les
branques de T son de colors, dos a dos, diferents.

Demostracié. La demostracid és per induccié sobre el nombre n de branques
de T. El resultat és clar per n = 2. Sigui T un arbre amb n > 2 branques i
[ un vértex terminal de T. Sigui 7" ~ T — [ un subgraf de GG, amb totes les
branques de diferents colors i sigui v el vertex adjacent a [ en T. El nombre
de colors ja usats per T és n — 1, i de la resta com a molt b — 2 poden ser
branques de G — 7", unint v amb algun altre vértex en 7. Com d > n+4b— 3,
existeix un vertex ¢ € G —T" adjacent a v en G per una branca d’un color no
utilitzat. Assignant [ a z obtenim I'empaquetament desitjat. O

Farem servir també, una versié més simple d'un resultat de Haggkvist [47].
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Teorema 5.27 (Haggvist,[47], Corollari 2.8) Swgur G un graf bipartit + d-
reqular amb conjunts estables A, B.

Swgurc: A — [0,d]", c(z) = (a(z),. ., ca(z)) tal que Y o c(z) = d, per
cadax € A. S1 Yy c(x) < dperacadar=1,...,n, aleshores G admet
una coloracid de les branques amb n colors, de manera que cada color-classe
és un bosc d’estrelles 1 cada vérter x € A €s mcident amb precisament ¢, (z)
branques acolorides amb ¢ per a cadar=1,...,n. O

Demostracié del Teorema 5.25. Considerem el digraf de Cayley Q_:g on
G =7y Xx7Z4yiS =7Zyx {1}. En aquest cas, Gs és un digraf regular de grau
n, que té per graf subjacent (isomorf) Koy, on.

Sigui H el subgraf induit per (Z, x {1}) U(Z, x {2}), obtingut en suprimir
Porientacid dels arcs, tot i mantenir la coloracié heretada en les branques, on
la branca (z,1)(z + s, 2) esta acolorida amb s.

L’arbre base Ty de T' té n — k < n — b+ 2 branques, i per tant, d’acord
amb la hipotesi del Teorema, es déna la condicié del Lema 5.26, que permet
realitzar Ty en H de manera que no hi ha dues branques amb el mateix color. El
mateix principi que s’aplicava en el Lema 5.4, garanteix que n copies disjuntes
de Ty, T1,...,Ty, poden ser empaquetades en H, via translacions de (z,0),
per a z € Z,. L’empaquetament és uniforme, en el sentit que cada vértex
del conjunt estable Ay de Ty, (i respectivament de By), apareix exactament
un cop, en una copia empaquetada de Tp, en cada vertex del conjunt estable
Zn, x {2} (respectivament Z, x {1}) de H.

Sigui S" C Z,, el conjunt de n — E(Tp) colors no utilitzats en la realitzacié
de Tp. Siguin A; C A, i By C B, els conjunts de vertexs terminals de T.
Sigui S’ = S, U S} una particié dels colors de S’, amb la condicié |S%] = |4,] i
)| = Bl )

Considerem el subgraf subjacent Hy de Gs amb conjunt de vertexs (Z, x
{0}) U (Z,, x {1}), i les branques amb colors en S.. El graf Hy és regular de
grau |A;|.

Assignem a cada vertex « € Z, x {1} la n-tupla {¢i(z),...,c.(z)}, on cada
c.(z) representa el nombre de vértexs terminals de T’ adjacents a z en la copia,
T,. Com lempaquetament és uniforme, >, ¢,(z) = |Ai|, ja que cada vertex
T € Zy x {1}, s’identifica amb cada vértex de T en una de les copies, i per
tant, la suma anterior, ens déna el total de vértexs terminals. Per altra banda,
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com |S)| = >, alz), 1 [Ai] = |S.], pel Teorema 5.27, existeix una coloracié
de les branques, (no relacionada amb la de Hp), associada a ¢, en el sentit que
cada color genera un bosc d’estrelles i cada vertex ¢ € Z, x {1} és incident a
precisament, ¢,(z) branques de color 1.

De manera similar, sigui H, el subgraf subjacent de Gs amb conjunt de
vertexs (Z, x {2}) U (Z, x {3}), 1 les branques amb colors en S;. El graf H,
és regular de grau |B;|. Assignem ara a cada vertex y € Z, x {2} la n-tupla
{ci(y),...,c,(y)}, on cada c/(y) representa el nombre de vértexs terminals de
T adjacents a y en la copia T,. Com 'empaquetament és uniforme, aleshores
Yo.aly) =Bl =S| = X, ci(y). Novament, pel Teorema 5.27, existeix una
coloracié de les branques, amb colors en S} associada a ¢'.

Ara, considerant per a cada 1 < ¢ < n el conjunt de branques de T, i les
acolorides amb ¢ i ¢ de color %, obtenim un arbre 7, isomorf a T', de manera
que els arbres 77, ..., T;, s6n dos a dos disjunts.

Finalment, la translacié ¢ definida per
¢ gs - gs
(z,7) = (2,7 +1),
és un isomorfisme que preserva els colors. A partir d’ella el conjunt

{¢7(T)))Ir € Z4, v =1,...,n},

defineix una branca-descomposicié del graf subjacent de Q”:g, és a dir, de Kyp op.
O

Notem que la condicié del Teorema 5.25 es déna clarament quan el nombre
de vértexs terminals és més gran que (n + 1)/2, ja que aleshores, b < n -+
1—-k < (n+1)/2 < k. En particular, com ja s’assenyalava en [47], un arbre
sense vértexs de grau 2, descomposa Kopo,. En aquest cas, si denotem per
n, = {v € T : degp(v) = i}| es verifica: a nivell de vértexs, . n; =n+1
i a nivell de branques, Y . in, = 2n. Restant les dues expressions anteriors
s’obté > " (¢ —1)n, =n — 1, i per tant,

n

2%k =2n=2(n4+1)=2) n>22n+1)=> (i—Ln,=n+3.

1=3 1=3
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Com una aplicacié del Teorema 5.25, obtenim el resultat seglient.

Corollari 5.28 Sigui T = T(A, B) un arbre amb n branques.
1. Si 2]A| < |B| aleshores, T descomposa Kop on.

2. St un dels conjunts estables de T' no té vertexs de grau 2, aleshores
T|K2n,2n-

Demostracié. Sigui To(Ag, Bo) 'arbre base de T i k el seu nombre de
vertexs terminals.

1. Sigui 7" Parbre obtingut a partir de T en suprimir els vertexs de By =
B\ By. Com cada vertex de By té grau com a-minim 2 en 7", aleshores,

| Al + |Bol — 1 = |E(T")| 2 2|Bol,

i deduim |A| > |Bo|+1. D’aqui, 2{A} < |B| = |Bo| +|B1| < |A|+|B1] -1,
i per tant |B;| > |A]| + 1. Desigualtats que garanteixen la condicié del
Teorema 5.25, ja que aleshores,

k > |Bi| > |A| > max{|Ao|, | Bo|}

2. Per altra banda, si A no té vertexs de grau 2, aleshores, o bé, T és una
estrella i, com és bigraceful, descomposa K, ,, 0 bé, Ag = A\ A4; # 0,
on A; denota el conjunt de vertexs terminals de T en A. Aleshores,
|Ag| + |B| — 1 > 3|Aq|, implica |B| > 2|Ap|. Utilitzant ara la darrera
desigualtat del primer punt, 'arbre 7" induit per Ao U B té un nombre k'
de vértexs terminals satisfent k' > |Ag| > |Bo|. Com k > K/, la condicié
del Teorema 5.25 es satisfa. )

Observacié 5.29 Notem que el fet clau en la demostracié del Teorema 5.25, és
la realitzaci6 de l'arbre base de T, To = To(Ao, Bo), en Gs(2), on G = S = Z,,
de manera que no hi ha dues branques amb el mateix color. Fet que sempre es
déna quan Ty és un arbre bigraceful, ja que aleshores, si f és un etiquetament
bigraceful de Ty, assignant (f(z),2)az € Ao, 1(f(y),1)) ay € By, obtenim una
realitzaci6é de arbre en Gs(2) que no repeteix colors. D’aqui que, la condicié
sobre el nombre de vertexs terminals, pugui substituir-se per la condicié que
T} sigui un arbre bigraceful. En particular, obtenim el corollari segiient.
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Corollari 5.30 (5.11) Sigut T un arbre de n branques amb arbre base un lob-
ster. Aleshores, T descomposa Kop on. En particular, un arbre amb n branques
i diametre com a molt 7, descomposa Kop on. a

Tot seguit presentem un resultat en la mateixa direccié. Haggkvist [47],
prova que tot arbre amb n branques i diametre com a molt 2k, descomposa tot
graf n-regular i bipartit, de gir com a molt k. Kézdy i Snevily [59] estudien el
problema de descomposicié de Kop,1. Proven que tot arbre amb n branques i
radi r descomposa Kopy1, amb h < (r +4)n?. Fent servir la mateixa técnica,
donem una demostracid del resultat segiient.

Teorema 5.31 (5.12) Sigui T un arbre amb n branques ¢ radi r. Aleshores,
T descomposa Konponn, per algun h < [r/4].

En la demostracié d’aquest teorema utilitzem una altra versié del Lema 5.4.

Recordem que, en el graf de Cayley dirigit Gs podem assumir que existeix
una arc-coloracid, que assigna a 'arc (z,z + s) el color s, per a cada z € G i
cada s € S.

Lema 5.32 Sigui I;T_’un subdigraf del digraf de Cayley Cs. Swguin G i H els
grafs subjacents de Gs © H, respectivament. Si no hi dos arcs de H amb el
mateix color, aleshores existeiz un empaquetament de |G| copies de H en G.

Demostracié. Per cada element a € G, la translacié ¢,(z) = a+z defineix
un automorfisme del digraf de Cayley Gs, que preserva els colors dels arcs,
clarament ja que ¢o(z, z+3) = (z+a, z+s+a). A més, sia # 0, Pautomorfisme,
no té punts fixos. Per tant, per a cada parella d’elements a,b € G diferents, els
subdigrafs ¢,(H) i ¢»(H) sén arc disjunts. En particular, |G| copies del graf
subjacent H de H poden ser empaquetades en G. O

L’empaquetament donat en el Lema 5.32 és uniforme, en el sentit que, cada
vertex de H apareix exactament una vegada en cada vértex de G en una de
les copies de I'empaquetament. En particular, quan H té mida |S|, obtenim
una branca-descomposicié de G per H.

En la demostracié del Teorema 5.31 farem servir el teorema segiient, degut
a Kézdy i Snevily [59].
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Teorema 5.33 (Kézdy, Snevily ,[59], Teorema 2) Donadaay,...,a; una
seqiiéncia d’elements (no necessariament diferents) de Z,, amb 2k < n. Alesho-
res, emisterr una permutacid © de {1,...,k} tal que les sumes ar) -+ son, dues
a dues, diferents. ]

Recordem que el producte tensorial G® H de dos grafs G i H, també conegut
com producte lexicografic, denota el graf amb conjunt de vertexs V(G) x V(H)
i adjacencies (g,h)(g',h'), sto bé, g = ¢ 1 hh' € E(H), o bé, g9’ € E(G). A
continuacid, farem servir només productes del tipus G ® N,,, on N,, és el graf
nul, format per m vertexs i sense cap branca.

Demostracié del Teorema 5.31. Sigui z un vertex de T' d’excentricitat
minima. Per a ¢ = 1,...,7, denotem per V, el conjunt de vertexs de T a
distancia ¢ de z. Si’arbre té almenys (n + 1)/2 vértexs terminals, aleshores
el resultat és cert pel Teorema 5.25. D’aqui que, podem assumir que 'arbre
té m < (n + 1)/2 vertexs terminals. En particular, per a cada ¢ = 1,...,r,
obtenim |V;| < m.

Sigui h = [(r — 1)/4], en particular r < 4h + 1. Considerem el digraf de
Cayley Gs amb G = Zp X Zuap, i S = Zy ¥ {1}. El graf subjacent és isomorf
a Cyp ® N,. Com Cly, descomposa Kopon, aleshores Cy, ® N, descomposa
Konn ohn = Konon @ Ny. D’aqui deduim que per provar el teorema, és suficient
comprovar que T' descomposa C’4h ® Nn. A tal fi, considerarem una orientacié
en T, T i una realitzacié f : T — QS, de manera que els arcs de T tinguin
colors diferents, aleshores pel Lema 5.32, haurem provat el resultat. Resta
veure com, a partir de 'orientacié de T, definim la realitzacié en Q:g, que
compleix la condicié sobre els colors dels arcs.

Sigui T" el subarbre de T generat pels vértexs en U2 V,. Pel Teorema
5.22 T'(A’, B') és bigraceful. Podem assumir que V, C B’. Assignem una
direccié a les branques de T, de manera que els arcs resultants sén incidents
des de A’ cap a B’. Aleshores, T” pot ser realitzat en el subdigraf generat per
(Z, x {0}) U(Z, x {1}), de manera que els arcs tenen colors [0, |E(T’)| —1]i
Vi C Zy x {1}. Es a dir, hem definit f per a tots els vértexs en U2V,

Suposem que r > 2. Assignem a la resta de branques una orientacié de ma-
nera que els arcs resultants estan dirigits des de 1’arrel cap a les capes inferiors.
Considerem ara, una particié Lo, ..., L,_; del conjunt [|E(T")|, |E(T)| — 1] en
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conjunts d’enters consecutius de cardinal |L,| = |Vi41], peract=2,...,7 - L
Notem que, 7 — 3 < 4h — 2.

Suposem que ja hem definit la realitzacié f de V; en Z, x {1+ — 1} per

2 <1 < r, de manera que tots els arcs de T incidents cap a VpU.. .UV, tenen
colors, dos a dos, diferents. Estudiem 'ampliaci6é de f als elements de V,,;.

Sigui (z1,%1),- -, (Tu, Yu) €l conjunt d’arcs en T incidents des de V, cap a
V,+1, on els elements zy, . .., Z, no sén necessariament diferents, 1 u = [V,41] <
(n+1)/2. Sigui f(z;) = (a;,2 — 1), per a 1 < 7 < u. Pel Teorema 5.33,
existeix una permutacié 7 de {1, ..., u} tal que les sumes o,y + % sén, dues a
dues, diferents. D'aqui, si la seqiiencia L, és {s,s+1,...,s+u — 1}, podem
considerar un desplagament de les sumes anteriors de (s — 1) unitats

Or1) + 8,0y Q) T8 +u—1

i reorganitzant per «, obtenim una permutacié fy, ..., 3, dels elements de L,,
de manera que les sumes «, + (,, 1 < 7 < u son, dos a dos, disjuntes. Aquest
fet, permet 'extensi6 de f a V,,,. La realitzacié dels vertexs d’aquest conjunt
ve definida aleshores per f(y,) = (a; + f,,¢). Novament, la definicié de f,
permet mantenir la condicié sobre els colors dels arcs. O

Les idees utilitzades en els teoremes anteriors, poden ser usades per obtenir
altres resultats. Un exemple d’aquests es presenta a continuacid.

La rad de creizement d’un graf G en el vértex € V(G) es defineix com,

0u(C) =mm{ Vil i <i< e<x>},
1= ‘

on V,(z) denota el conjunt de veértexs a distancia ¢ de z, i e(z) ’excentricitat
de z.

Teorema 5.34 (5.13) Sigut T un arbre amb n branques i rad de creizement
02(G) > /2 per algun vértes x. Aleshores, T|Kon on.

En la demostracié d’aquest resultat farem servir el lema segiient.
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Lema 5.35 Swgur x1, ...,z una seqiéncia d’elements, no necessariament di-
ferents de Z,, amb 2k < n. Sigur U C Z, amb |U| = 2k. Aleshores, existerx
un subconjunt U' C U de cardinal k ¢ una ordenacié dels vertexs uy, ..., us
dels elements de U’ tal que les sumes x1 + uq,..., Tk + ux son, dues a dues,
disjuntes.

Demostracid. Suposem que ¢ elements de U han estat ordenats, 1 <1 < £k,
de manera que les sumes x; + uy,...,Z, + %, so6n, dues a dues, disjuntes.
Aleshores, u,4; por ser triat entre 2k — @ possibilitats, i almenys una d’elles
compleix T,p1 + U1 & {z1 + U1, ..., 2, +u,}. Aquest fet és clar, perque

Hzo +ujue U\ {ug,...,u,}} =2k —2 >4

Demostracié del Teorema 5.34. Podem assumir que 7 > 2, ja que en
cas contrari, I'arbre seria bigraceful, i per tant, T|K, | K2y 2n. També podem
assumir que, 2|V,| < n, ja que en cas contrari, el nombre de vertexs terminals
m verificaria m > |V;| > (n + 1)/2 i pel Teorema 5.25, T'| Koy, on.

Com en la demostracié del Teorema 5.25, denotem per g’; el digraf de Cayley
amb G = Z, X Z4 i conjunt de generadors S = {(z, 1)|z € Z,}. El subgraf
subjacent, Gs és isomorf a Koy, op.

La idea de la demostracié és empaquetar n copies del subarbre Ty de T,
induit pels vertexs de V(T') \ V;, de manera uniforme en Gs — (Z, x {3}) i
utilitzar el Teorema 5.27, com en la demastraci6 del Teorema 5.25. La primera
part de la demostracid, la farem seguint dos passos.

Sigui Ty = To(Ao, Bo) el subarbre de mida ng de T induit pels vértexs en
UrZ2Vv;, assumim que zo € Ay, amb p,,(G) > v/2.
Suposem que r = 2k és un enter parell. Aleshores,
k-1 1 k-1
1Bol = 3 [V | < —= Y [Vaul < |Adl.
i=1 \/§ =1

A més,

il S 1/2
Aql = < — )|V, ——|V,| = |V,].
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D’aqui deduim,
2U—2

no+ Aol < > Vil + [Vi| < m.

1=0

Sir =2k — 1 és un enter senar. Aleshores,

k-2 k-1
1
. A‘= E Vo, S—E V21_1|<|B].
. | ’ 1=0 ' 2’ \/_2_ 1=1 l ’

[ analogament, |By| = Z Vo | < 12| < 1/2 |Vi| = |V.|. En

V2 1-(1/2)
aquest cas,
2k-2
no+ [ Bol < Y [Vl + Vi <.
1=0

Com a conseqiiencia del Lema 5.26, existeix una realitzaci6 fo d’una versié
orientada Ty de Tp, en el subdigraf Gs, induit pels vertexs en (Z, x {0}) U
(Z,, x {1}), de manera que no hi ha dos arcs amb el mateix color. Assumim
que els vertexs de V;_y sén injectats en Z, x {1}, per aquesta realitzacid.

Assignem ara, a les branques de T incidents simultaniament als vértexs de
Vi._5 1 V,_1 una direccid, de manera que l'arc resultant, sigui incident des de
Ve_gcap a V,_y. Sigui {{z;,4,), i = 1,...,|Vi_1|}, els arcs obtinguts per aques-
ta orientacio, on els zy,...,Z}y,_,) no sén necessariament disjunts. Denotem
per T I'arbre orientat obtingut a partir de Ty en afegir el nou conjunt d’arcs
i els vertexs terminals incidents a ells.

Sigui U C S el conjunt de colors que no ha estat utilitzat en la realitzacié
de Ty. En particular, |U| = |V;| 4+ |Vs_1| > 2|V;_1|. Aleshores, pel Lema 5.35,
existeix una ordenacid uy, ..., u; de [ elements de U, tal que les sumes

fO(xl) + (ul) 1)7 ey fO("I;l) + (uh 1)
sén, dues a dues, disjuntes, on | = |V, _4|.
Sigui f; la realitzacié de T que estén fo, tot assignant als vertexs de V,_;:

f(yl) = fo(z,) + (u,,1). Com no hi ha dos arcs que tinguin el mateix color
en Gs, per aquesta realitzaci6 de Tl, via el Lema 5.32, podem empaquetar n
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copies de Ty, les denotem per T}, ..., T7, en el graf subjacent Gs. Aquest em-
paquetament, de tipus uniforme, s’obté per translacions generades per (a,0),
amb a € Z,.

A continuacid, procedim a afegir les branques de T' que connecten vertexs
en V,_, amb vertexs en V,, en cada copia T}, per : = 1,...,n. A tal fi,
usem el Teorema 5.27. Sigui G5 el graf subjacent de Gs induit pels vertexs en
(Zn x {2}) U (Zy, x {3}), i el conjunt U; de colors, no usats per f;. Assignem
a cada vertex z € Z, x {2} la n-tupla {¢;(z),...,c(z)}, on cada ¢,(z) és el
nombre de vertexs en T adjacents a z en la copia T7. Com 'empaquetament
és uniforme, Y ¢, (z) = |Ui] = >, c(z).. Pel Teorema 5.27, existeix una
coloracié de les branques en G3 (no necessariament relacionada amb la de G‘S)
tal que cada color-classe genera un bosc d’estrelles i cada z € Z, x {2} és
incident a exactament ¢,(x) branques de color 1.

Finalment, per a cada ¢ = 1,...,n el conjunt de branques de 7}, juntament
amb les branques de color ¢ de G3, genera un arbre T, isomorf a T', de manera
que per a cada parella i 5 7, T* 1 T? sén branca-disjunts. La descomposicié és
completa en considerar el conjunt {¢"(T*), r € Zy4, i =1,...,n}, on ¢ denota
la traslacié generada per (0, 1). O

5.4 Conclusions i problemes oberts

En aquest capitol hem estudiat les descomposicions de K, ,, en copies isomorfes
d’un arbre qualsevol amb n branques. La recerca d’una descomposicié ciclica
I’hem plantejat a partir de la introduccié dels etiquetaments bigraceful sobre
els vertexs de l'arbre. Hem provat el caracter bigraceful de diferents families
d’arbres, i hem donat eines per a la construccié d’arbres bigraceful, a partir
d’arbres que ja ho eren. En la linia de reforgar conjectures similars en el
contexte d’etiquetaments, conjecturem el segiient.

Conjectura 5.36 Tots els arbres sdn bigraceful

Amb el mateix grau de creenga que conjecturem que tots els arbres admeten
etiquetaments bigraceful, sospitem que la demostracié és inaccessible amb els
metodes actuals. En la part final del capitol, hem treballat amb aproximacions
d’aquesta conjectura dirigint els esforgos cap a dues direccions. Per una banda,
en el Teorema 5.9, hem provat que tot arbre no esta gaire lluny de ser bigraceful,
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ja que al afegir-li un determinat nombre de branques a un dels vertexs, aquest
esdevé bigraceful. Per altra banda, hem donat resultats en els que, sota certes
condicions, es prova la descomposicié de Ky, en copies isomorfes d’un arbre
T amb n branques, per a cert n’ > n, que en alguns casos és 2n i en els d’altres,
sempre es pot acotar en termes del radi de l'arbre, (veure Teorema 5.12). La
qiiestié que plantegem a continuacié sorgeix arran d’aquests darrers resultats.

Problema 5.37 Trobar cotes el més ajustades possibles pels parametres seglients.
o) bg =min{k | VI,3T" 2 T, amb |E(T")| < |E(T)|+k ¢ T’ bigraceful}.

b) Bg(n) definit com el mazim de les mides entre tots els arbres empaqueta-
bles n vegades en Ky .

De ser certa la Conjectura bigraceful, necessariament bg = 0 i Bg(n) = n.
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