Capitulo 7

Transversalidad de segmentos
con cunas

En este capitulo estudiamos la transversalidad de segmentos con cunas. En la
seccion 7.2 se analizan cotas para el orden del niimero posible de cunias transversales
separadoras, cuilas T'S, en funcién del tipo de la misma (dngulo fijo o variable).
En la seccion 7.3 se describen algoritmos de existencia y construccion de cunas T'S,
para conjuntos de segmentos que no admiten recta transversal: para una coleccion de
segmentos en posicion general, para segmentos verticales y para segmentos verticales
de la misma longitud.

7.1. Introduccién

Este capitulo se enmarca dentro de los llamados problemas de transversalidad.
Dada una coleccién finita de objetos geométricos en el plano se plantea el problema
de encontrar otro objeto que los interseca a todos.

Para colecciones de segmentos se empezaron estudiando problemas de transver-
salidad con rectas. Cortar segmentos con rectas es un importante subproblema en
la vectorizacién de imdgenes escaneadas, en el campo de la visién computarizada
mediante graficos y la localizacion de los caminos mas cortos para la planificacion
de movimientos.

Dado un conjunto de segmentos paralelos, O’'Rourke [O’R1](81) proporciona un
algoritmo para encontrar, si existe, una recta transversal. El caso de segmentos ar-
bitrarios es analizado por Edelsbrunner en [EMP]|(82). Edelsbrunner y Guibas en
[EG](86) encuentran, en O(n?), la recta que corta un ntimero méximo de segmentos
en el plano.

Una. variante natural es la de considerar otro tipo de transversales diferentes a las
rectas. Quizas los primeros en considerar otro tipo de transversal fueron Goodrich y
Snoeyink resolviendo el problema de calcular un poligono convexo transversal a una
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coleccién de segmentos paralelos, en O(nlogn), [GS](90).

Dentro de una misma clase de transversal también se han planteado problemas
de optimizacion. Bhattacharya et al. encuentran el segmento transversal mas corto
en [BCE] (91) para conjuntos de rectas, para conjuntos de segmentos y también
para conjuntos de poligonos convexos. Lyon et al. estudiaron el problema de calcular
un poligono convexo de perimetro minimo que interseca a un conjunto de segmentos
isotéticos [LMR](90). Para un conjunto de segmentos paralelos, se calcula el poligono
convexo de drea minima que los interseca a todos en [BKM](93).

En esta scccidén nos centramos en el caso de conjuntos de segmentos y se consid-
eran las cunas como los elementos transversales.

Obsérvese que una recta transversal a un conjunto de segmentos divide al plano
en dos regiones en las que cada segmento sitiia uno de sus extremos, permitiendo el
caso en que éste se sitie sobre la misma recta. Definiremos una cuifia transversal a una
coleccion de segmentos manteniendo esta misma propiedad, es decir, la cuna divide
al plano en dos regiones (véase la definicién 3.3.4) y cada segmento deberd tener
un extremo en cada una de ellas (o sobre las semirrectas de la cuia) para que sea
transversal.

-

N

Cuia TS
Figura 7.1: Cunas transversales. La de la derecha es también cuna T'S.

Definicion 7.1.1. Se define cuna transversal separadora de un conjunto de segmen-
tos S como una cufia que corta a todos los segmentos de S, sin que ambos extremos
de un mismo segmento sean interiores a la regidn complementaria de la cunia. Se ad-
mite pues el caso en que ambos extremos estén uno sobre cada una de las semirrectas
que definen la cuna. La notaremos abreviadamente por cuna T'S (figura 7.1).

Definicion 7.1.2. Diremos que dos cuiias T'S son equivalentes para S si, y sélo si,
proporcionan la misma particion de S en dos conjunitos de segmentos: los cortados
por cada una de las semirrectas. La particion no es necesariamente disjunta, pues
se admite el caso en que un segmento de S tenga un extremo en cada una de las
semirrectas de la cunia.
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FEn la seccién 7.2, para conjuntos de segmentos en el plano, se analizan cotas para
el orden del ntimero posible de cuiias T'S, en funcién del tipo de cuiia (dngulo fijo o
variable).

Se plantea el problema de estudiar la existencia y, en caso afirmativo, la con-
struccion de cunas T'S. En la seccién 7.3, se obtienen algoritmos en primer lugar
para una coleccién de segmentos en posicion general y después para algunos casos
particulares.

7.2. Estudio del orden de magnitud

A continuacion se estudia, para un conjunto de segmentos S, el nimero de clases
de equivalencia de cuiias T'S en funcién del dngulo de la cuna.

Llamamos a-cuna a una cuila cuyas semirrectas forman un dngulo «. Notamos
por a-cufnia TS, las cufias T'S que sean a-cunas. Un subconjunto C de cardinal & de
un conjunto E de n puntos del plano diremos que es un («, k)-set de E si C es la
interseccién de F con una a-cuila (véase definicién 3.3.5).

7.2.1. Angulo fijo

En este apartado consideramos a-cufias con « fija. Dado un conjunto F de 2n
puntos del plano, se demostré que para todo (a, k)-set de E existe una a-cufia que
lo determina tal que una de las semirrectas de su frontera contiene dos puntos de F
(teorema 4.2.1). De aquf la siguiente proposicién.

Proposicién 7.2.1. El nimero mdzimo de (a,n)-sets de E, con o constante es

O(n?).
Demostracion. Demostracién andloga al teorema 4.2.1. O

En el siguiente ejemplo se muestra una familia de n segmentos, no paralelos y sin
cortes, para los cuales es posible obtener un niimero 6ptimo, cuadratico, de a-cunas
con o constante.

Proposicién 7.2.2. Eristen familias de segmentos que admiten un nimero ©(n?)
de a-cunias T'S con o constante.

Demostracion. Considérense dos medias circunferencias, no necesariamente iguales,
tales que las rectas soporte de sus didmetros formen angulo a.

Situamos en orden antihorario un extremo p; de cada segmento en una de las
semicircunferencias y el otro p; en la otra del siguiente modo: la distribucién de
los puntos en ambas es la misma, los puntos p1 y p, cstdn a la misma distancia,
no necesariamente nula, de la recta soporte del didmetro y, entre ellos, el resto
de puntos se sitian equiespaciados. La distancia de p; (o p,) al didmctro puede
escogerse de modo que, trazando las rectas por p1,p2 ¥ por Pn_1; Pn_2, los extremos
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de los segmentos se sitlen en sectores opuestos y, al unir p; con p; los segmentos
resultantes no se corten (figura 7.2).

Esta tltima condicién nos permite también afirmar que cualquier recta pasando
por p;,p; junto con la recta por p;+1,p;._1 forman una cuiia T'S. Esto es asi pues la

recta por p;, p; corta a los segmentos anteriores al pjp; y los posteriores al pip; (deja

a todos los p;c, k=1,---,n aun lado de la misma); andlogamente las rectas pasando
por p; 15 p;-_l cortan a los segmentos comprendidos entre pip; y pjp; (figura 7.3).

Figura 7.2: Los extremos de los segmentos se sitian en sectores opuestos definidos
por las rectas pasando por pi1,P2 ¥V Pn—1;Pn-

Descripcién de las a-cunas: cualquier recta pasando por un par de puntos p;, p;

situados sobre una de las semicircunferencias puede ser una recta soporte de una
~ ! !

a-cufia, la otra recta debe pasar por los puntos de la forma. Pit1>Pj1- De este modo,
se construyen O(n?) a-cufias.

Hemos visto que estas cuias son T'S, veamos que el angulo es constante igual a a.
La distribucién de los puntos sobre las semicircunferencias es idéntica o la misma a

. , ’ '

diferente escala. Obsérvese que la recta que pasa por los puntos p, 1, p;_; es paralela

a la que pasa por p;, p;. Por otra parte, la recta por p;, p; forma con la recta soporte

. . . . . , 1 ]
de la correspondiente semicircunferencia el mismo dngulo que la recta por p;, p; con
la otra recta soporte. Asi pues, el dngulo entre ellas coincide con el que forman las
rectas soporte, que es precisamente « (figura 7.3). O

A continuacién se describen familias de segmentos, todas ellas con un nimero
cuadritico de cunas T'S, con dngulo variable.

7.2.2. Angulo variable

En este apartado demostramos que O(n?) sigue siendo cota del nimero de clases
de cunas T'S cuando « es variable, siendo ajustada incluso en el caso de segmentos
paralelos.

Proposicién 7.2.3. El niimero mdzimo de (a,n)-sets de E, con o variable es O(n?).
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i+l

Figura 7.3: Fijado el dngulo pueden colocarse los puntos de modo que se consigue
un numero cuadréatico de a-cunas siguiendo el modelo de la figura.

Demostracion. Se ha visto que el nimero maximo de cunas 7'S con dngulo fijo es
O(n?) lo que nos da una cota inferior para el caso de dngulo variable. Sin embargo,
también se trata de una cota superior pues el arreglo dual del conjunto de segmentos
tiene a lo sumo O(n?) caras (véase la formulacién dual de cufias T'S a un conjunto
de segmentos, en el apartado 7.3.1). O

Proposicién 7.2.4. Ezisten familias de segmentos que admiten un nimero ©(n?)
de a-cunias T'S, con a variable: los conjuntos de segmentos pueden ser no paralelos,
tanto st admiten recta transversal como si no la admiten, o conjuntos de segmentos
paralelos con o sin recta transversal.

Demostracion. Se tienen ejemplos para cada uno de los casos.
1. Los segmentos no son paralelos:

- Si el conjunto de segmentos admite recta transversal:

Considérense dos circunferencias disjuntas. Cada una de ellas contenien-
do la mitad del conjunto de los segmentos, situados con los extremos
diametralmente opuestos. Cualquier par de rectas no paralelas que sean
soporte de dos didmetros, uno de cada circunferencia y que no coincidan
con ningun segmento, forman una cuiia 7'S (figura 7.4). Cada una de estas
rectas tiene |n/2| posiciones combinatoriamente diferentes y, por tanto,
se obtienen O(n?) a-cufas T'S con « variable.

- Si el conjunto de segmentos no admite recta transversal:
Cosidérense dos circunferencias disjuntas con centro en el eje de orde-
nadas. Colocamos la mitad de los segmentos, con los extremos diame-
tralmente opuestos, en cada circunferencia salvo uno de ellos, s,, que se
sitia vertical fuera de ambas (figura 7.5). Para que ahora no exista recta
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2.

Figura 7.4: Cuna TS de dngulo « variable.

transversal al conjunto de segmentos, éstos se reparten en un sector de la
correspondiente circunferencia de modo que la recta que une el extremo
superior de la recta de mayor pendiente en una con el inferior de la de
mayor pendiente en la otra, no corte a s,. Como en el ejemplo anterior,
se tienen O(n?) a-cuiias con « variable.

Los segmentos son paralelos:

- Si el conjunto de segmentos admite recta transversal:

Se sitda un extremo de cada segmento en orden antihorario sobre una
semicircunferencia de modo que el segmento p1p, sea el didmetro. Con-
siderando las rectas por los puntos pi,p2 Vv Pn_1,Pn,; Se colocan en el
interior del sector opuesto al de los puntos p1, - - -, pn, los extremos pl1 y p;l
formando un segmento paralelo al p1p,. El resto de puntos p;, ‘.- ,p/n_1
se disponen también ordenadamente sobre una circunferencia que tenga
al segmento p/lp/n como cuerda no diametral.

Con esta construccidn, las rectas pasando por los puntos p;, p; y p; 115 p;-_l
no son paralelas y forman una a-cuna 7'S, con « variable dependiendo de
los puntos (figura 7.6). Hay O(n?) a-cuia T'S.

Si el conjunto de segmentos no admite recta transversal:

Al conjunto del caso anterior le anadimos un segmento con el extremo in-
ferior en el interior de la region limitada por la circunferencia que contiene
P1,-++,Pn ¥ la recta que une py,, ;9| con pi, 941 (figura 7.7).

Con este nuevo segmento no todas las cuilas 7'S construidas en el caso
anterior lo seguirdn siendo en este. Sea ry la semirrecta por p;p;, entonces
deberd ser p; < p|n/2] ¥ Pj = P|nj2) Para cortar al nuevo segmento. A
pesar de esta restriccion sigue habiendo un nimero cuadréatico de cunas

TS.



7.3 Algoritmos 141

Figura 7.5: Cunia T'S, de dngulo « variable, para un conjunto de segmentos que no
admite recta transversal.

7.3. Algoritmos

A continuacién se describen algoritmos para determinar la existencia y, en su
caso, obtener todas las cuifias T'S combinatoriamente diferentes. Se estudia el caso
en que el conjunto de segmentos es arbitrario y luego algunos casos particulares.

Dado un conjunto de n segmentos no siempre existe una cuna que los atraviese
a todos. En el caso de que exista recta transversal es inmediata la existencia de
cunia 7'S. En los siguientes algoritmos se parte de la hipétesis de que el conjunto de
segmentos no admite recta transversal.

7.3.1. Existencia y construccién de cunas 7'S. Caso general

Analicemos la traduccion del problema. en el espacio dual.

Los segmentos pip; en el primal son dobles cunias W; en el dual, consistiendo en
los puntos situados entre p; y p;* rectas duales de p; p}. En el caso particular de
segmento vertical, su dual es la interseccién de dos semiplanos.

Una recta no vertical r corta al segmento pip; en el primal si y sélo si r* estd dentro
de W; en el dual. Luego una recta t atraviesa todos los segmentos de S en el primal
siy sélo si t* en el dual estd en la interseccién de todas las dobles cuias (figura 7.8).

Asi pues, el problema de determinar la existencia de cuiia T'S al conjunto de
segmentos S es equivalente a: encontrar en el arreglo dual inducido por los segmentos
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Figura 7.6: Segmentos paralelos con O(n?) a-cuiias T'S,« variable.

(esto es, la unién de las dobles cufias), dos caras cuyos conjuntos de cuiias con
interseccion no vacia sean complementarios.

El niimero de caras en el arreglo dual inducido por los segmentos es O(n?).
Cualquier punto de una misma cara representa, en el primal, una recta transversal
al mismo subconjunto de S. A la lista de los segmentos de este subconjunto le
llamamos la lista asociada a la correspondiente cara del arreglo dual.

Las parejas de rectas transversales son posibles cufias T'S y, por tanto, hay un
méaximo de O(n*). La comprobacién de si cada pareja de rectas transversales forman
o no cuna T'S cuesta O(n) por lo que un primer algoritmo fuerza bruta nos sugiere
un coste O(n®). Sin embargo, no toda pareja de rectas transversales es admisible, los
conjuntos de segmentos cortados por cada una de las rectas transversales (o listas
asociadas a un par de caras en arreglo dual) deben ser complementarios.

Algoritmo 7.3.1. EXISTENCIA Y CALCULO DE CUNA T'S PARA UN CONJUNTO
DADO S DE n SEGMENTOS EN EL PLANO QUE NO ADMITE RECTA TRANSVERSAL.

1. Obtener en el dual, el arreglo inducido por los n segmentos.
2. Obtener un drbol generador del grafo dual.

8. Mediante un recorrido del drbol, para cada cara del arreglo dual,

3.1 obtener la lista de las dobles cunias con interseccion no vacta y su com-
plementaria.

3.2 examinar la eristencia de recta transversal para la lista complementaria.

3.8 si 3.2 es afirmativo, comprobar si es cuna T'S':
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Figura 7.7: Segmentos paralelos que no admiten recta transversal con O(n?) a-cufas
TS, a variable.

Figura 7.8: Si los segmentos no admiten recta transversal, las correspondientes dobles
cuflas en el dual no tienen interseccién comun no vacia.

estudiar las soluciones del sistema de ecuaciones que resultan de imponer

la posicion relativa de los extremos y las semirrectas.

Proposicién 7.3.1. Sea S un conjunto de n segmentos en el plano que no admite
recta transversal. El algoritmo 7.3.1 determina la existencia y calcula todas las posi-
bles cunas TS en tiempo O(n®logn).

Demostracion. En el arreglo dual inducido por los segmentos, la existencia de dos
caras, cuyas listas asociadas sean complementarias, se corresponde con la existencia
de cuna transversal, aunque no necesariamente 7'S.

El coste del algoritmo 7.3.1 es O(n?logn):

Paso 1. Aplicando un algoritmo incremental obtenemos el arreglo dual de los
extremos de los segmentos en O(n?). En esta construccién las rectas se introducen
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ordenadamente de modo que a cada paso se actualiza, para cada cara del arreglo, la
lista ordenada de las rectas que la delimitan.

Paso 2. Obtencién de un 4rbol generador del grafo dual es O(n?).

Paso 3. En el arreglo dual, unién de las dobles cuilas, hay O(n?) caras. Cada cara
tiene asociada la lista ordenada de las rectas que la delimitan; en O(n) se obtiene
su complementaria. Cualquier punto de una cara representa en el primal una recta
transversal de los segmentos de su lista asociada. Comprobar si también existe recta
transversal para la correspondiente lista complementaria es O(nlogn), mediante la
construccién de la stabbing region en el dual [Ed](87). Esto nos lleva a un coste
O(nlogn).

Finalmente, para cada biisqueda satisfactoria (como mucho O(n?)) se tiene una
biparticion del conjunto de segmentos pero, ademas, debe comprobarse si las rectas
transversales forman cufia 7'S. Mediante programacién lineal puede hacerse en O(n),
luego la comprobacién es a lo sumo O(n?). O

7.3.2. Existencia y construcciéon de cunas 7'S. Casos particulares

A continuacién, para conjuntos de segmentos que no admiten recta transversal,
se analiza el caso particular de segmentos verticales: en primer lugar, arbitrarios y
luego de longitud fija.

En este primer caso, se puede adaptar el algoritmo del caso general obteniendo
una complejidad O(n?).

Algoritmo 7.3.2. EXISTENCIA Y CALCULO DE CUNA T'S PARA UN CONJUNTO
DADO S DE n SEGMENTOS VERTICALES EN EL PLANO QUE NO ADMITE RECTA
TRANSVERSAL.

1. Obtener en el dual, el arreglo inducido por los segmentos.
2. Obtener un drbol generador del grafo dual.

3. Mediante un recorrido del drbol, para cada cara del arreglo dual,

8.1 actualizar la lista de los segmentos cortados en el primal y la lista com-
plementaria.

3.2 hacer el mantenimiento dindmico en el dual de la interseccion de los semi-
planos correspondientes a los segmentos de la lista complementaria.

Si la interseccidn es no vacta, comprobar si se es cuna T'S.

Proposicién 7.3.2. Sea S un conjunto de n segmentos verticales en el plano que no
admite recta transversal. El algoritmo 7.3.1 determina la existencia y calcula todas
las posibles curias T'S en tiempo O(n?).
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Demostracion. En el espacio dual, los extremos de un segmento vertical son dos
rectas paralelas. Asi pues, la existencia de recta transversal a un subconjunto de S
equivale, en este caso, a la existencia de un poligono interseccién de los correspon-
dientes semiplanos. Como en el caso general (algoritmo 7.3.1), si existe cufia, debe
verificarse si es T'S.

El coste del algoritmo 7.3.2 es O(n?):

Paso 1. Aplicando un algoritmo incremental obtenemos el arreglo dual de los
extremos de los segmentos en O(n?). En esta construccién las rectas se introducen
ordenadamente de modo que a cada paso se actualiza, para cada cara del arreglo, la
lista ordenada de las rectas que la delimitan.

Paso 2. Obtencién de un drbol generador del grafo dual es O(n?).

Paso 3. En el arreglo dual, hay a lo sumo O(n?) caras. Cada cara tiene asociada la
lista ordenada de las rectas que la delimitan; en O(n) se obtiene su complementaria.

Un segmento vertical se dualiza en la interseccion de dos semiplanos. El manten-
imiento dindmico de la interscecién de semiplanos es O(logn). Para que haya cuila
la interseccién debe ser no vacia y, en ese caso, se comprueba en O(n) si se trata de
una cuna T'S. Este proceso se realiza a lo sumo un nimero cuadratico de veces luego
en total O(n?) - O(logn + n) = O(n?). O

Estudiamos ahora los conjuntos de segmentos verticales en el plano, de la misma
longitud, que no admiten recta transversal.

Las cunas pueden clasificarse en alguno de los tres tipos siguientes y el algoritmo
difiere en funcién de ellos.

Tipo 1: la cufia tiene una semirrecta r{ de pendiente positiva y otra ra de pen-
diente negativa, tipo 2: las pendientes de las semirrectas de la cuila T'S tienen el
mismo signo, tipo 3: la cuna TS contiene a la direccién vertical.

Tipo 1. La cuia tiene una semirrecta r; de pendiente positiva y otra ro de
pendiente negativa.

Para este tipo de cuila, el algoritmo empieza discriminando los segmentos que
forzosamente deben ser cortados por cada una de las semirrectas y estudia el resto
de los segmentos para obtener, si hay, todas las posibles cunas T'S al conjunto total.

Cualquier poligono convexo se descompone en dos cadenas verticalmente mondétonas
a las que llamamos envolvente convexa superior e inferior respectivamente.

Dado un conjunto de segmentos S = {s1,--, s, } donde s; = a;b;, con y(a;) >
y(b;), 7 =1,---,n notamos por A(S) = {a1,---,a,} el conjunto de extremos supe-
riores y por B(S) = {b1,---, by} los inferiores.

Asimismo notamos U7 a la envolvente convexa superior de B. Sea L; la envolvente
convexa inferior de A.

Notamos por Sy, los segmentos de S cortados por U; y no por Ly; por St,,, los
cortados por Li y no por Uj.

Sea Uj la envolvente convexa superior de los extremos inferiores de Sr,. Sea Lo
la envolvente convexa inferior de los extremos superiores de Sy, .
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Notamos por Sy, los segmentos de S cortados por Uz y no por La; por Sp,,
cortados por Lo y no por Us.

Sea Us la envolvente convexa superior de los extremos superiores de Sy,. Y sea
L3 la envolvente inferior de los extremos inferiores de Sy, .

Sea W = Uy U L;. La interseccién U1 N Ly estd formada por dos puntos (es no
degenerada), esto es as{ pues el conjunto S no admite recta transversal.

En el siguiente lema no se explicita la condicidén de verticalidad e igualdad de
longitud entre los segmentos pues es valido en general.

Lema 7.3.1. Sea S un conjunto de segmentos que no admiten recta transversal. St
existe curia T'S de semirrectas r1 de pendiente positiva y ro de pendiente negativa,
entonces: 11 estd por encima de U1 y Us y por debajo de La; ro estda por debajo de
L1 y Ls y por encima de Us.

Demostracion. El hecho de que S no admita recta transversal nos permite asegurar
que la interseccién Ui N L estd formada por dos puntos (es no degenerada).

Figura 7.9: Hay segmentos que sélo cortan a Ui, otros sélo a L; y puede haberlos
que corten a ambas envolventes.

Hay pues segmentos con un extremo sobre U; y, por tanto, por encima de ella a
los que hemos notado por Sy, y los hay que tienen un extremo sobre Ly, por debajo
de la misma Sr,,. Tenemos una primera particion disjunta de los segmentos de S:

S:SU1 USL1 USU1L1

El conjunto Sy, 1, estd formado por los segmentos que atraviesan tanto U; como L.

Asi pues, si existe cuiia T'S, r1 debe situarse por encima de Uj y ser recta transver-
sal de U;. Andlogamente ro por debajo de Lo y ser transversal de Us.

Dado que r1 debe ser transversal de Sy, , debe situarse por debajo de La. Analoga-
mente ro por encima de Us.

Los segmentos de Sy, 1, cortados por Lg también lo son por r1 de modo que 2
debe situarse por debajo de Ls. Andlogamente r; por encima de Us. U
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Figura 7.10: La semirrecta r debe estar por encima de Uy y Uz y por debajo de Lo.
Anidlogamente r2 por debajo de Ly y Lg y por encima de Us.

Lema 7.3.2. Sea S un conjunto de segmentos que no admiten recta transversal. St
uno de los segmentos de S estd contenido en el interior de W o bien corta a Lo y a
Us entonces no es posible la existencia de cuna TS.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema anterior. O

Como consecuencia de los anteriores lemas, se tiene la siguiente particién disjunta
de S (en caso contrario, no habria cuiia T'S): S = Sy, U St U Sy, 1,

En Sy, 1, puede haber elementos cortados por Us, que deben tener a r; como
transversal, o por Lo y entonces es 2, o bien no es cortado por ninguna de las ante-
riores envolventes y todavia queda. por decidir cudl va a ser su semirrecta transversal.
A este ltimo conjunto de segmentos le llamaremos D.

Siguiendo la misma notacién, Sy, r, = Svu, U Sr, U D. Obsérvese que D admite
recta transversal pues la recta que pasa por los dos puntos de U; N L es transversal.

En la siguiente proposicion se demuestra que para obtener las cunas T'S del tipo
1 para D, basta analizar un nimero lineal de posibilidades pues se prueba que una
de las semirrectas puede tomarse horizontal.

Notamos por h,, la recta horizontal pasando por p;. Sea H,, el conjunto de
segmentos cortados por hy,.

Proposicién 7.3.3. Sea D un conjunto de segmentos verticales de la misma lon-
gitud, que admite recta transversal tp. St ademds D admite curia TS del tipo 1,
entonces existe cuna TS equivalente con una de las semirrectas horizontal.
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Demostracion. Por reduccién al absurdo.

Supongamos que D admite cufa T'S del tipo 1 de semirrectas r1 (de pendiente
positiva) y 72 (de pendiente negativa), pero no admite cuia T'S equivalente con una
de las semirrectas horizontal.

Sea a; el extremo més bajo de los superiores de 71 y sea a; el extremo mas alto de
los superiores de ra. Supongamos que y(a;) < y(a;), entonces (véase la figura 7.11):

-Si z(a;) < z(a;), o bien ry no puede ser transversal de s; sin serlo de s;, 0 71y
r9 no forman cufia T'S.

-Si z(a;) > z(a;), o bien r1 no puede ser transversal de s; sin serlo de s, 071y
ro no forman cuna T'S.

Figura 7.11: Si y(a;) < y(a;) no es posible colocar los segmentos de manera que rq
(pendiente positiva) corte sélo a s; y r2 (pendiente negativa) sélo a s;. En las figuras
se muestra los diferentes casos segtn la posicién relativa de s; y s;.

Como consecuencia y(a;) > y(a;). Luego la recta horizontal pasando por a;, hq;,
no corta a ninguno de los segmentos cortados por ra. Asi pues, si hq, cortara a los
mismos segmentos que 1 tendriamos una cuila 7'S equivalente a la cufia inicial, lo
cual es imposible por hipotesis.

Por tanto, existe un extremo inferior by con y(bg) > y(a;). Ademds, dado que
es transversal a s; y a s, con pendiente positiva, s; esta situado a la derecha de s;.

Analogamente hp, no puede cortar a los mismos segmentos que r2 por lo que
existe un extremo superior a; con y(a;) < y(b;). Como 73 es transversal a s; y a s,
con pendiente negativa, s; se sitila a la derecha de s;.

Ahora bien, la posicién relativa de s; y s; fuerza a que cualquier recta transversal
a ellos deba ser de pendiente estrictamente positiva. La posicion relativa de s; y s;
fuerza a que cualquier recta transversal a ellos deba ser de pendiente estrictamente
negativa.

Por tanto, no existe recta transversal al conjunto D lo cual es contradictorio.

Luego no es posible que haya ningtin extremo inferior por encima de h,, ni
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superior por debajo de hp,. En consecuencia, r1 es equivalente a hy, (cortan a los
mismos segmentos); andlogamente ra es equivalente a hy .

La cuiia inicial es equivalente a una cuiia 7'S con una de las semirrectas horizon-
tal. O

Figura 7.12: El segmento s debe estar por encima de h,; a la derecha de s; y s
por debajo de hp, y a la derecha de s;. En la figura se muestran las dos posibles
situaciones en funcién de la posicién relativa de s; y s;. En ningin caso hay recta
transversal a s;, $;, Sk ¥ 5.

Algoritmo 7.3.3. EXISTENCIA Y CALCULO DE TODAS LAS CUNAS T'S DEL tipo 1,
PARA UN CONJUNTO DADO S DE 1 SEGMENTOS EN EL PLANO, VERTICALES, DE LA
MISMA LONGITUD, QUE NO ADMITE RECTA TRANSVERSAL.

1. Para S construir las envolventes Uy y L.

1.1 si eriste s € S tal que pertenece al interior de W, entonces no hay solu-
cion.
1.2 en caso contrario, obtener la particion S = Sy, U St, U Sy, L, -

2. Para Sy, construir Lo y para Sg, construir Us.

2.1 Si existe s € S tal que es cortado simultdneamente por Lo y Us, entonces
no hay solucion.

En caso contrario, obtener la particion Sy, r, = Sy, U Sr, U D.
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3. Ordenar por ordenadas los extremos de los segmentos de D, sean di, -- -, d,,
de menor a mayor.

4. Considerar hq, y el conjunto de segmentos cortados Hy, en orden creciente
desde dy hasta llegar al extremo opuesto de dy:

para cada d; calcular las envolventes convezas CH{SIY, C’HZ%, C'HZ%

CHS = CH(B(Sr,) UB(Sy,) U B(Hy,))

CHZ = CH(A(Sy,)U A(Sz,) UA(D\ Hy,))

CHZ = CH(S\{B(SL,)UB(Sy,)UB(H.)UA(Sy, JUA(SL, ) UA(D\ Hg,)}
- si CHS N CHiS3 #0 0o CHZN CHiS3 # 0, pasar a la siguiente horizontal.

- en caso contrario, calcular tangentes internas para obtener ri y ra.

5. Considerar hq, y el conjunto de segmentos cortados Hy,
en orden decreciente desde d,, hasta llegar al extremo opuesto de dp,:

para cada d; calcular las envolventes convezas CH{SIY, C’HZ%, C'HZ%

CHS = CH(A(Sp,) U A(Sr,) U A(Hy,))

CHZ = CH(B(SL,) U B(Sy,) UB(D\ Hy,))

CH = CH(S\{A(St,)UA(SL,)UA(Ha,)UB(SL, UB(St,)UB(D\Hy,)}
- si CHNCH #0 o CHSNCHE # 0, pasar a la siguiente horizontal.

- en caso contrario, calcular tangentes internas para obtener ri y ra.

Proposicién 7.3.4. Sea S un conjunto de n segmentos en el plano, verticales, de
la misma longitud, que no admite recta transversal. El algoritmo 7.3.8 determina la
existencia y calcula todas las posibles cunias T'S del tipo 1, en tiempo O(n log? n).

Demostracion. Veamos que el algoritmo determina la existencia de cuna 7'S de tipo
1y, en caso de haberla, construye todas las posibles.

En primer lugar, por el lema 2.1, debe ser posible (en caso contrario no existe
cuia T'S) una particién de S en la cual el conjunto de segmentos para los que no se
sabe por cudl de las semirrectas van a ser cortados, es un conjunto (D) que admite
recta transversal.

S =Sy, USr,USr, USy, UD

donde Sy, USL, deben ser cortados por 1 y Sr, U Sy, por ra.

Si existe cuna T'S del tipo 1 para S, también existe para el conjunto a D. Ahora
bien, por la proposicion 2.2, para dicha cuna hay otra combinatoriamente equivalente
para el conjunto D, con una de las semirrectas horizontales. Basta pues examinar
todas las biparticiones que generan las rectas horizontales en D para encontrar todas
las posibles soluciones para S.
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Para cada horizontal hg, los segmentos de D se clasifican en dos conjuntos: los
cortados por hg; esto es, Hy,, y el resto (D \ Hy,).

Suponiendo que existe cuiia. TS del tipo 1 para D con la anterior biparticién,
ésta podria corresponderse o no a una cunia 7S de S. En todo caso, la biparticion
en S estarfa unfvocamente determinada:

-si hq, =1 a Hy, le anadimos Sy, USL, v a (D \ Hy,) le afiadimos Sr, U Sy,.

-si hg, = ro a Hy, le anadimos Sz, U Sy, y a (D \ Hy,) le anadimos Sy, U SL,.

Entonces, si hg, = r1, por encima o sobre r; deben estar los extremos superiores:
{A(Sp,) U A(SL,) U A(Hg,)}-

Y si si hq, = 72, por debajo o sobre ra deben estar los extremos inferiores:
{B(5L,) U B(Sy,) UB(Hq,)}.

Luego si existe cuna T'S del tipo 1 para .S se tienen tres conjuntos de extremos
seguin se situcn por encima o sobre rq, por debajo o sobre ro y el resto. Por tanto,
si existe solucidn, las envolventes convexas de estos conjuntos deben ser disjuntas,
salvo el caso extremo en que sean tangentes.

El algoritmo estudia la interscecion entre las correspondientes envolventes. Si es
no vacia no hay solucién para la biparticién de S considerada. Si es vacia, queda
probada. la existencia de solucion.

Finalmente, en caso de haber solucién, las semirrectas r1 y r2 pueden obtenerse
calculando las tangentes internas a las anteriores envolventes: témese r; como la
tangente interna de pendiente positiva y 7o la de pendiente negativa.

El coste del algoritmo es O(nlog?®n):

FEn los pasos 1. y 2., el coste de construir las envolventes convexas U;, L;, ¢ = 1,2
es O(nlogn).

El cardinal del conjunto D puede ser lineal por lo que el coste de ordenarlos en
el paso 3. es O(nlogn).

En los pasos 4. y 5. se analizan a lo sumo 20(n) biparticiones de S. El cédlculo de
las envolventes C'H 15] j=1,2,3 es O(nlogn). Estas envolventes se van actualizando
con un mantenimiento dindmico en O(log®n), dando lugar a las C’Hg para ¢ > 1.
Coste total para la construccién de todas las envolventes: O(nlog®n).

El estudio de cada una de las intersecciones entre las correspondientes envolventes
convexas es O(logn). Esto es asi pues basta ver si la envolvente inferior de una corta
con la superior de la otra y, al tratarse de cadenas de diferente convexidad, el estudio
puede realizarse mediante una busqueda binaria. En los casos que corresponda, la
obtencidn de las tangentes internas es también O(logn). Todo ello, puede hacerse un
nimero lineal de veces.

Finalmente el coste total del algoritmo 7.3.3 es O(nlog?n). O

Tipo 2. Las pendientes de las semirrectas de la cuna 7'S tienen el mismo signo.
En este caso puede haber un nimero cuadréitico de cunias T'S del tipo 2 para D,
véase la figura 7.13.
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Figura 7.13: Hay familias de segmentos verticales de la misma longitud que admiten
un numero cuadratico de cunas T'S.

Algoritmo 7.3.4. EXISTENCIA Y CALCULO DE CUNA TS DEL tipo 2, PARA UN
CONJUNTO DADO S DE n SEGMENTOS EN EL PLANO, VERTICALES, DE LA MISMA
LONGITUD, QUE NO ADMITE RECTA TRANSVERSAL

1. Para S construir las envolventes Uy y Lq.
- si existe s € S tal que pertenece al interior de W, entonces no hay solu-
cion.
- en caso contrario, obtener la particion S = Sy, U St, U Sy, 1, -
2. Para Sy, construir Ly y para Sp, construir Us.
- si existe s € S tal que es cortado simultaneamente por Lo y Us, entonces

no hay solucion.

- en caso contrario, obtener la particion Sy, r, = Sy, U St, U D.

3. Sean {dy, -+, dm} los extremos de los segmentos de D,

para cada par d;d; considerar la recta por ellos 14,4, y el conjunto de
segmentos cortados Rg,q,

calcular las envolventes convezas CHED CHS-Q, CH53.‘
CH;, = CH(B(SL,)U B(5y,) U B(Rq,4,))
CHpj = CH(A(St,) U A(SL,) UA(D\ Ryya,))
CHiS3 = CH(S\{B(SL,)UB(Sy,) UB(Rg,q;) UA(Sy,) UA(SL,)UA(D\
Ria;)}

- i C]iTiS]'-1 N CH5-3 #0 o C’I—Ig2 N CH5-3 # (), pasar al siguiente par.

- en caso contrario, calcular tangentes internas para obtener v y ra.
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Proposicién 7.3.5. Sea S un conjunto de n segmentos en el plano, verticales, de
la misma longitud, que no admite recta transversal. El algoritmo 7.3.4 determina la
ezistencia y calcula todas las posibles cusias TS del tipo 2, en tiempo O(n?log”n).

Demostracién. Demostracién analoga a la del algoritmo 7.3.3, con la diferencia que
ahora el cardinal del conjunto D es O(n?). O

Tipo 3. La cuiia T'S contiene a la vertical.

Algoritmo 7.3.5. EXISTENCIA Y CALCULO DE CUNAS 7'S DEL tipo 3, PARA UN
CONJUNTO DADO S DE n SEGMENTOS EN EL PLANO, VERTICALES, DE LA MISMA
LONGITUD, QUE NO ADMITE RECTA TRANSVERSAL

1. Ordenar los segmentos por abscisa.

2. Hacer la construccion incremental en el dual:
mientras queden segmentos por dualizar y la interseccion en el dual sea no
vacta,
2.1 actualizar la interseccion de los semiplanos inducidos por los segmentos
en orden creciente.
2.2 simultdneamente en orden decreciente.
- 81 se han dualizado todos los segmentos, sequir.

- en caso contrario, no existe cuna T'S del tipo 3.

3. Obtener el segmento inducido en el primal, por las tangentes internas a los
poligonos de 2.

3.1 -si el segmento se sitia entre el dltimo segmento de 2.1 y el de 2.2, se
tiene cuna T'S del tipo 3.

3.2 -en caso contrario, mientras queden segmentos,

- anadir un segmento en 2.1 y eliminar en 2.2
- paralelamente, eliminar uno en 2.1 y anadirlo en 2.2,

- hacer un mantenimiento dindmico de las tangentes en cada caso y
volver a 3.

Proposicién 7.3.6. Sea S un conjunto de n segmentos en el plano, verticales, de
la misma longitud, que no admite recta transversal. El algoritmo 7.3.5 determina la
existencia y calcula todas las posibles cunas T'S del tipo 3, en tiempo O(nlogn).

Demostracion. Para que la cuiia sea del tipo 3, las semirrectas son tales que si el
vértice es un punto de abscisa zg, los segmentos cortados por una de ellas tienen
puntos de abscisa menor a g y todos los otros son de abscisa mayor. Supongamos
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que existe cuna 7'S de S. Cada semirrecta de la cuiia corta a un subconjunto de S, sea
r1 la semirrecta que corta a S; y ro la transversal a So, con S = S;USs (figura 7.14).
En el dual, cada segmento es la interseccién de dos semiplanos y el conjunto de rectas
transversales a S7 forman un poligono convexo interseccion de los correspondientes
semiplanos (andlogamente con S3). Pero el corte de las rectas transversales a S; y a
S92 debe tener su abscisa entre las de 57 y las de S para que sea el vértice de una
cuna T'S. Cualquier recta que une dos puntos de estos poligonos tiene una pendiente
comprendida entre las pendientes de las tangentes internas (figura 7.15). Luego si
calculamos las rectas tangentes a los poligonos convexos en el dual, el segmento que
representa en el primal, ¢1f2, contiene al punto de corte de las transversales y debe
estar entre el 1iltimo segmento de S; y el primero de Sy (figura 7.14).

i1 ’t

Figura 7.14: Las semirrectas en trazo discontinuo lo son de rectas transversales a los
conjuntos S7 y Se pero no forman cuila 7T'S para esta particién de S. Las de trazo
continuo forman cuia 7T'S para. la particién S1, So.

t4

Figura 7.15: En el dual, cualquier recta uniendo dos puntos de los correspondientes
poligonos tiene una pendiente comprendida entre la de las tangentes internas.

El coste del algoritmo 7.3.5 es O(nlogn). O

Aplicando los algoritmos 7.3.3, 7.3.4 y 7.3.5 se determina la existencia y con-
struccién de todas las posibles cunas T'S para un conjunto de segmentos verticales
de longitud fija en O(n?log®n).



