Capitulo 4

(a, k)-sets

En este capitulo se realiza un estudio combinatorio del conjunto de (a, k)-sets
para nubes de puntos en el plano. Tras una introduccién en la scccién 4.1, en cada una
de las siguientes secciones se considera uno de los cuatro casos posibles, en funcién
de los pardmetros o y k: estudio de los (, k)-sets con ambos pardmetros [ijos en la
seccién 4.2, con « fija y k variable en la 4.3, con k fija y « variable en la 4.4 y con
ambos variables en la scccion 4.5. En cada caso se proporcionan cotas inferiores y
superiores para el niimero méximo de (a, k)-sets y también se describe un algoritmo
de construccién de todos los (a, k)-sets.

4.1. Introduccion

Sea S un conjunto de n puntos en el plano y sea C una familia de curvas no
acotadas, topologicamente equivalentes a una recta en el plano.

Definicién 4.1.1. Dada una curva ¢ € C, un c-k-set es la interseccion de S con una
de las regiones abiertas definidas por ¢ de cardinalidad k.

Si ¢ es una recta orientada, el c-k-set se corresponde con la definicién usual de
k-set (definicién 3.1.1), es decir, un k-set de S es un subconjunto de S con cardinal
k separable del resto por una recta a la que se denomina k-recta (definicién 3.1.2).

El problema de determinar el nimero maximo de k-sets para conjuntos de n
puntos en el plano ha sido ampliamente abordado por diversos autores, en parte
debido a su importancia en el andlisis de algoritmos geométricos.

Inicialmente Lovész [Lo](71) obtuvo una cota superior de O(n+/n) para el nimecro
maximo de rectas bisectoras de un conjunto de n puntos dado. Este resultado fue
generalizado por Erdés et al. [ELS](73) estableciendo una cota superior de O(nv/k)
para el nimero maximo de k-sets. Posteriormente, Pach et al. [PSS](92) consiguen
una cota superior de O(nvk/log* k). Més recientemente, Dey [De2 ](98) la estable-
ci6 en O(nk'/3).
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Para la cota inferior, Lovész [Lo](71) construy6 familias de conjuntos con Q(nlogn)
rectas bisectoras de una nube de n puntos, resultado generalizado por Erdos et al.
en [ELS](73) obteniendo una cota inferior de Q(nlogk)para el nimero méximo
de k-sets. Edelsbrunner y Welzl también probaron que cualquier cota inferior de la
forma Q(nf(n)) para rectas bisectoras implica Q(nf(k)) como cota inferior para
k-sets [EW](85). La cota inferior fue posteriormente mejorada por Téth en [Tot](01)
construyendo conjuntos de puntos en el plano con netVIogk) _sets para cualquier
n,k conn > 2k > 0.

Se pueden considerar los k-sets definidos por una curva cualquiera ¢ € C, no
siendo ¢ una recta. El caso mds simple que podemos considerar es el de los c-k-sets
siendo ¢ una cuna, region abierta del plano definida por dos semirrectas con un origen
comun (definicién 3.3.4).

Nétese que, segin la definicién de (a, k)-set (definicién 3.3.5), esto es, subcon-
junto de S con cardinal k separable del resto por una a-cufia (cufia de dngulo a no
superior a 7), todo k-set es trivialmente un (7, k)-set. Sin embargo, también puede
afirmarse que todo k-set es un (a, k)-set cualquiera que sea el valor de a, como se
demuestra en el lema siguiente.

Lema 4.1.1. Todo k-set es un (o, k)-set.

Demostracion. Sea | la recta que define un k-set. Siempre es posible encontrar una
recta I’ que forme un dngulo o, 0 < a < 7, con [ tal que la a-cufa definida por [ y
I contenga al k-set (figura 4.1a). O

1V

k-recta R K-recta

b)

Figura 4.1: Todo k-set es un (a,k)-set, b) todo (a,k)-set puede obtenerse de un
k'-set, con k' > k.

Lema 4.1.2. Si k' > k, todo (a,k)-set puede obtenerse de un k'-set y todo k'-set
obtenido por una recta orientada l genera a lo mds dos (a, k)-sets tales que una de
las semirrectas de lo curia estd contenida en [.
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Demostracion. Para demostrar la primera parte del lema basta con prolongar una
de las semirrectas de la cuna y eliminar la otra semirrecta obteniéndose un k'-set
con k' > k. Para demostrar la segunda parte del lema procedemos de la siguiente
manera: dado el k’-set definido por una recta orientada [, considerar la recta I’ que
forma un dngulo « con ! (dos posibilidades) de forma que las rectas [ y I definan un
(a, k)-set (figura 4.1 b). O

Observacion. Nétese que cada par de puntos de S da lugar como mucho a cuatro
(a, k)-sets distintos con una de las semirrectas de la cuiia pasando por ellos: con-
sidérense las dos regiones que define la recta que une los puntos y los dos (a, k)-sets
posibles para cada una de las regiones (figura 4.2).

Figura 4.2: Tres («, k)-sets asociados a una recta.

En este capitulo realizaremos un estudio combinatorio de los («, k)-sets para
nubes de puntos en el plano. Se proporcionan cotas inferiores y superiores para
el nimero méximo de («, k)-sets en cada uno de los cuatro casos posibles: ambos
parametros a y k fijos, uno de ellos fijo y el otro variable o ambos variables. También
para cada caso, se describen algoritmos de construccién de todos los (a, k)-sets.

4.2. (a,k)-sets con «a fija y k fija

En esta seccién estudiamos los (o, k)-sets en el caso en que los pardmetros «
y k son fijos. Determinamos cotas superiores e inferiores del nimero maximo de
(a, k)-sets y mostramos un algoritmo que genera todos los (a, k)-sets de una nube de
puntos. También se estudian ciertas configuraciones de puntos en las que el nimero
de (o, k)-sets puede pasar de lineal a cuadritico segin sean los dngulos tomados.

Teorema 4.2.1. (Cota superior) El nimero de (a, k)-sets para valores fijos de « y
k es a lo sumo O(n?).
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Demostracidn. Dado un (a, k)-set, trasladamos paralelamente una de las semirrectas
de la cuiia hasta que toque al menos un punto del (a, k)-set. En caso de haber
alcanzado dos puntos del (o, k)-set giramos ligeramente la cufla, manteniendo la
semirrecta sobre uno de los dos puntos, para dejar al otro punto en su interior. Se
procede andlogamente con la otra semirrecta. Sean pues a y b los puntos de contacto
de las semirrectas (figura 4.3 a). Consideramos el segmento ab y el arco capaz definido
por el segmento ab y el dngulo «. El vértice de la cuna esta en este arco capaz y lo
desplazamos sobre ¢l hasta que una de las semirrectas toque un nuevo punto de S
(en el caso en que a = b este punto serfa el vértice de la cufla sobre el que girarfamos
hasta que una de las semirrectas tocase un nuevo punto). Pueden darse los siguientes
casos:

1. sélo una de las rectas soporte de la cuifia alcanza un nuevo punto y éste es del
(a, k)-set (figura 4.3 b), la recta pasando por el punto a alcanza el punto r).
Cambiamos por el nuevo punto el extremo del segmento situado en la misma
recta, sobre el cual definimos el arco capaz de angulo a. Giramos ligeramente
el vértice de la cuna sobre el nuevo arco capaz para que el punto inicial pase
al interior de la cuina y nuevamente cada una de las semirrectas pase sélo por
un punto del (a, k)-set.

2. simultdncamentc cada una de las rectas soporte de la cuila alcanza un pun-
to perteneciente al (a, k)-set. Escogemos la recta de menor pendiente y nos
remitimos al caso anterior.

3. simultdneamente cada una de las rectas soporte de la cufla alcanza un punto
no perteneciente al (o, k)-set. Se toma como recta asociada al («, k)-set la de
menor pendiente (figura 4.3 b) la recta pasando por el punto a alcanza el punto
p y la recta pasando por el punto b alcanza el punto q.)

4. sdblo una de las rectas soporte de la cuila alcanza un nuevo punto y éste no es
del (v, k)-set. Asociamos dicha recta al (a, k)-set.

Es claro que procediendo de este modo, una de las rectas soporte de la cuila pasando
por un punto del (a, k)-set alcanzard un punto fuera del mismo. Esto es asi pues
dichas rectas van girando entorno a puntos de la envolvente convexa del («, k)-set,
haciendo un barrido del plano. Luego a cada («, k)-set le podemos asociar una recta
pasando por dos puntos tales que uno sea del (a, k)-set y el otro no.

Por otra parte, dada una recta pasando por dos puntos de los cuales sabemos
que uno de ellos es del (a, k)-set y el otro no, puede ser la recta asociada a lo sumo
a ocho (a, k)-sets (cuatro por punto). Por tanto, el nimero de (o, k)-sets es menor
o igual que ocho veces el nimero de rectas que pasan por dos puntos de S, es decir
a lo mas O(n?). O

Una cota inferior del nimecro de (e, k)-sets para valores fijos de a y k nos la
proporciona la cota inferior del ntimero de k-sets. Erdos et al. en [ELS](73) la
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Figura 4.3: Obtencién de la recta asociada al (a, k)-set.

establecié en Q(nlogk). Recientemente, Téth [Tot](01) construye un conjunto de
n puntos en el plano con net(VIogk) k_gets para cualquier n,k con n > 2k > 0,
mejorando la anterior cota inferior.

A continuacién veremos que para cualquier angulo « fijo, existen familias de n
puntos en las que el nimero de («, k)-sets es O(n). Aunque podria pensarse que cada
dos puntos de S se tiene un («, 2)-set para valores pequefios de ¢, vamos a ver que
existen conjuntos tales que esto no sucede por pequenio que sea el dngulo « fijado.

Lema 4.2.2. Sea S un conjunto de n puntos equiespaciados sobre una circunferen-
cia. El supremo de los & para el que es posible formar un (a,2)-set con dos puntos
no consecutivos es 2.

n

Demostracion. Se tienen n puntos equiespaciados sobre una circunferencia. Sean x
e y dos de estos puntos, no consecutivos. Buscamos una cuila con dngulo maximo o
que les contenga sélo a ellos. Es claro que el vértice de la cuna ha de ser exterior a
la circunferencia. Con esta restriccidn se sitian inicialmente las dos semirrectas de
la cuiia sobre z e y (o = 0). El dngulo puede aumentarse hasta que cada una de las
semirrectas alcance un punto de S (a = ag) (figura 4.4 a).

Sea, por ejemplo, = el punto mas proximo al vértice de la ag-cufia. Si se trazan
paralelas a las semirrectas de la cuiia desde x, se observa que podemos aumentar el
aq (figura 4.4 b). El 4ngulo depende también del par de puntos escogidos. La eleccién
que da el mayor « posible es aquella en la que el dngulo de la cuila forma un dngulo
inscrito en la circunferencia, esto es, & = %’r (figura 4.5). De hecho, el vértice no
puede ser = (pues x ha de pertenecer a la cufia) y, como ya se observd, ha de ser
exterior a la circunferencia. Luego « scrd menor que 27” pero tan préximo a dicho
valor como se quiera. O

Proposicién 4.2.1. Para cualquier dngulo « fijo, existen familias de n puntos en
las que el nimero de (a,2)-sets es O(n).

Demostracion. Fijado «, basta tomar n > %’r y los n puntos equiespaciados en una
circunferencia como en el lema 4.2.2. Con cualquiera de estos valores de n es imposible
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O

a)

Figura 4.4: a) Cuiia con vértice exterior a la circunferencia que sélo contiene a x e
y; b) si el vértice se acerca a z, el dngulo aumenta.

Figura 4.5: En la figura se indican los dngulos destacados.

obtener un (, 2)-set de dos puntos que no sean consecutivos. Luego el ntimero de
(a, 2)-sets es O(n). O

Este resultado se generaliza a cualquier k& constante en la forma siguiente.

Lema 4.2.3. Sea S un conjunto de n puntos equiespaciados sobre una circunferen-
cia. El supremo de los v para el que es posible formar un (a, k)-set con puntos no
consecutivos es &

n -

Demostracion. Se considera S un conjunto de n puntos equiespaciados sobre una
circunferencia. Se quiere ahora formar (o, k)-sets con puntos de S no todos consec-
utivos y, ademas, con el mayor angulo posible. Nétese que si los k& puntos no son
consecutivos, el vértice de la cufia ha de ser exterior a la circunferencia. Entonces
necesariamente los & puntos forman dos grupos diferentes (y no més) de puntos con-
secutivos que notamos por A y B. Sea A el grupo de puntos mas préximo al vértice
de la cuna y t su cardinal; B es el otro conjunto de puntos con cardinal k£ — t. Sea
xg el punto de S anterior al primero de A, a1, en orden horario, y sea xsy1 el sigu-
iente al dltimo, a;; andlogamente Ty, ¥ Tyy4 (k1)1 10s adyacentes a by y by 4 de B
(figura 4.6).
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Considérese una. cufia conteniendo los k& puntos de A U B. Si sus semirrectas no
pasan por ningun punto de S, se puede aumentar el angulo entre ambas. Veamos
que el supremo de los dngulos posibles se consigue cuando una de las semirrectas es
la recta que une a1 con T,y (k)11 ¥ la otra a; con .

En primer lugar, giramos cada una de las semirrectas sobre los puntos de corte
con la circunferencia adyacentes a by y by_; hasta alcanzar a; y a1, respectivamente.
De este modo se acerca el vértice de la cufla a la circunferencia y se aumenta el
angulo. En segundo lugar, fijando las semirrectas en a; y a; respectivamente, se
puede aumentar el angulo entre ellas mientras no se incorporen nuevos puntos en el
interior de la cuiia, esto es, hasta alcanzar &, y Ty (k—t)+1-

Figura 4.6: a1 es el supremo de los dngulos conteniendo los & puntos de A U B.

El mayor dngulo posible para una («, k)-cuiia va a depender del ntimero de puntos
de los conjuntos A y B y la situacién de los mismos, (estamos suponiendo A y B
no vacios). En este sentido, el supremo se alcanza cuando A tiene un sélo punto y
forma un dngulo inscrito en la circunferencia, esto es, a = %k (figura 4.7). O

Proposicién 4.2.2. Para cualquier dngulo o fijo, erxisten familias de n puntos en
las que el nimero de (o, k)-sets es O(n).

Demostracion. Fijado o, basta tomar n > %’r como en el lema 4.2.3. Con cualquiera
de estos valores de n es imposible separar & puntos que no sean consecutivos. Luego
el nimero de (a, k)-sets es O(n). O
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Figura 4.7: En la figura se indican los dngulos inscritos tomando A de cardinal 1 y
B de cardinal k£ — 1.

Noétese que para cualquier conjunto de n puntos, dos cualesquiera de ellos pueden

separarse con una cuia si el dngulo es suficientemente pequefio, y entonces, la cota
s{ es cuadrdtica. Para nubes de puntos equiespaciados sobre la circunferencia en-
contramos a continuacién cotas inferiores cuadraticas, sensibles a k, para dngulos
menores a ka—”
Lema 4.2.4. Sea S una nube de n puntos equiespaciados sobre una circunferencia.
Dos subconjuntos disjuntos cualesquiera, de puntos consecutivos de S y de cardinales
k1 y ko con ki + ko = k, pueden siempre formar un (a, k)-set para cierta o, donde
o depende de los cardinales ky, ko, pero no de la posicion de los subconjuntos.

Demostracidn. Se tienen n puntos, el conjunto S, equiespaciados sobre una circunfer-
encia S = {s1, -, 8n} (el orden horario de los puntos se corresponde con el subindice
de los mismos).

En primer lugar demostraremos el lema para ky =1y ka =k — 1.

Sea por ejemplo 26 el valor del dngulo con vértice sobre ¢, el centro de la cir-
cunferencia, y pasando por los puntos s;,5; € S (figura 4.8). Es conocido que el
dngulo inscrito a un dngulo es siempre la mitad de éste (para 26 el inscrito es 6).
Manteniendo el vértice del inscrito (llamémosle ), aumentamos este dngulo girando
la semirrecta que pasa por s; hasta alcanzar s;_1 y la que pasa por s; hasta alcanzar
5j+1- BEste nuevo dngulo es el inscrito del que con vértice en ¢ pasa por los mismos
puntos s;_1 y s;j41 y vale 20 + 47. Por tanto, el inscrito vale # + 27 de lo que se
deduce que el dngulo con vértice en = que pasa por s; y sj41 es &y, ademas, no
depende de la posicién de los puntos s; y s;41 puesto que el razonamiento ha sido
independiente de la cleccién de s; (figura 4.8).

Hemos demostrado que el angulo con vértice en un punto de S y cuyas semirrectas
pasan respectivamente cada una de ellas por un punto y su contiguo en S es siempre el
mismo. Es inmediata la siguiente generalizacién: el angulo con vértice en un punto de
S v cuyas semirrectas pasan respectivamente cada una de ellas por sendos extremos
de cualquier subconjunto de puntos contiguos de S, del mismo cardinal, es constante.
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Figura 4.8: El sector barrido con un dngulo de centro la circunferencia siempre es el
doble del barrido por el inscrito.

El lema queda pues demostrado para el caso ki1 =1y ko =k — 1.

Consideremos ahora dos subconjuntos de puntos contiguos de S, A = {a1,---,ax, }
y B ={b1,---,by, } (el orden horario de los puntos se corresponde con el subindice
de los mismos), con AN B =01y ki + ko = k (figura 4.6). El dngulo formado por la
semirrecta que pasa por los primeros puntos de A y de B a1, b1 y la que pasa por los
ultimos ag,, b,, llamémosle o, depende del cardinal de ambos conjuntos. Se quiere
demostrar que « no depende de la posicién de los conjuntos A y B para formar el
(e, k)-set (recuérdese que ya cstd probado para el caso ki1 =1y ko = k — 1). Basta
pues tomar otro subconjunto de S, B' = {bll, e b;w}, del mismo cardinal que B y

demostrar que el dngulo formado por la semirrecta que pasa por a; y b/1 y la que
pasa por ag, y b;cg es también a.

Sea ¥y el punto a1b1 N aklb;m; llamemos p al punto alb/1 N yar, ¥y g al punto
0k, br, N yb1. Se quiere demostrar que con vértice en p el dngulo que pasa por los
extremos de B’ es el mismo que el de vértice g pasando por los extremos de B. El
primer dngulo es uno de los del tridngulo de vértices ai, p, ¥ v el segundo es uno de
los del tridngulo ay,, ¢, y, de hecho, vamos a ver que los dngulos de ambos tridngulos
son iguales dos a dos.

El dngulo correspondiente al vértice y en ambos tridngulos es el mismo ya que
estan formados por las mismas rectas. Veamos ahora que el dangulo con vértice a;
en un tridngulo es el mismo que el de vértice ag, en el otro. Si tomamos las rectas
soporte del primero, con vértice en a1 tenemos un angulo equivalente que pasa por
por los primeros puntos (sentido horario) de B y B’ respectivamente. Si tomamos
las rectas soporte del segundo, con vérticc en a, tenemos un dngulo equivalente que
pasa por los ultimos puntos (sentido horario) de B y B’ respectivamente. Ambos
angulos tienen su vértice en S y pasan por los extremos de subconjuntos disjuntos
de S del mismo cardinal, luego son iguales. Hemos visto que dos dngulos de uno de
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los tridngulos son iguales a los del otro tridngulo, asi pues, también lo son los terceros
como se queria demostrar.

Luego se concluye que « es independiente de la posicidén de los conjuntos, esto
es, es posible formar un (a, k)-set con dos subconjuntos cualesquiera disjuntos de S,
de cardinales k1 y k2 con ki 4+ ko = k, donde los cardinales son dependientes de .

Figura 4.9: La posicién de los k puntos es distinta pero el dngulo es el mismo.

(]

Teorema 4.2.5. (Cota inferior) Para o y k fijos, con = < a < %’r

a < 5T sik es par, el mimero de (v, k)-sets es Q(n(n — k + 1)).

st k es impar y

Demostracion. Témese el ejemplo dado en la proposicion 4.2.2, esto es n puntos
equiespaciados sobre una circunferencia, con € = k—; Si & < € es posible formar un
(c, k)-set, no siendo necesario que los puntos sean consecutivos.

Los (o, k)-sets pueden pues construirse repartiendo los k& puntos en dos conjuntos
de cardinales no nulos, k1 y k2, con k1+ko = k. Dichos cardinales no son cualesquiera
sino que vienen determinados en funcién del dngulo o, (o < %’r)

En el conjunto de puntos equiespaciados sobre la circunferencia, podemos formar
n subconjuntos diferentes de puntos contiguos, de cardinal ki; cada uno de ellos
puede completarse con otro subconjunto de cardinal k9, disjunto con él, den—k+1
maneras distintas: basta tomar subconjuntos de puntos contiguos, el lema 4.2.4 nos
asegura que cada uno de los conjuntos de cardinal k& que estamos construyendo
pueden separase del resto con una cufia del mismo angulo para todos. Por tanto,
para cada valor posible de « se consigue Q(n(n —k + 1)) (o, k)-sets siempre que los
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cardinales ky y ko sean distintos. Si k1 = ko entonces cada (a, k)-set ha sido contado
dos veces pero asintéticamente la cota sigue siendo Q(n(n — &k + 1)).

Buscamos los valores mas proximos entre k1 y ko pero con k1 # ko, v k1+ka = k.
Estos valores son: k1 = |51 ] y ko = [£] + 1 (o viceversa).

Obsérvese que esta reparticién de los k& puntos es vilida para cualquier « con
T<a< ?’ﬂ—” con k impar (figura 4.10 a)) y para cualquier « con 2"—” <a< 477—”) en el
caso de k par (figura 4.10 b)).

En el caso de k impar no es posible que k1 = k2 con lo cual, si @ < = no se
puede formar ningin (a, k)-set, salvo que sean todos sus puntos consecutivos, y si
T < o < hemos visto que es Q(n(n — k + 1)).

Si a < 2T con k par, entonces el nimero de (a, k)-sets es Q(n(n — k + 1)).

B2~

",

/ H_\u"2]+i -\

a) k impar

Figura 4.10: a) Si @ < T y k impar, no hay ningin (a, k)-set. b) Si a < %’r y k par,
todo (o, k)-set tiene k = k1 + ko con ki = ko.

O

En el siguiente teorema establecemos otras cotas inferiores en funcién del dngulo

fijado a, con o < 7. Si bien las cotas obtenidas a continuaciéon quedan por debajo de
las establecidas en el teorema 4.2.5 donde « era menor a %’r, cubre nuevos valores

de «, concretamente %’r <a< %

Teorema 4.2.6. (Cota inferior) Para o y k fijos, con « < % < T, el nimero
de (a,k)-sets es  Q((n —k)?) . Si % < a < §, el nimero de (o, k)-sets es
Qk(Z —(n— "))

(a4 o1
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Demostracion. Se realiza la siguiente construccién. Se colocan los n puntos sobre dos
rectas paralelas r y s (r sobre s) de la siguiente manera: trazamos una vertical y en
su interseccién con r ponemos el primer punto p y el resto de puntos situados sobre r
muy juntos, a la derecha de p, formando el conjunto A (figura 4.11). Al conjunto de
puntos situados sobre s le llamamos B. Para obtener B, ponemos en la interseccion de
s con la vertical un punto ¢ y el resto a su izquierda del siguiente modo: inicialmente
se distribuyen equiespaciados con angulo 270‘ sobre la semicircunferencia de didmetro
pg a partir de q, después se proyectan sobre s desde p. Se observa que en esta

construccién, |B| < 7.
A r
il p

O

/]
Mok

2k k - 21

Figura 4.11: Los puntos de A estidn concentrados a la derecha de p y los de B

distribuidos como en la figura.

El ntimero de puntos es n, luego para cierta t, |[A| =n—k—ty |B| = k+t.
El nimero de (a,k)-sets es (n — k — t)t pues para cada punto de A se pueden
construir ¢ (k — 1)-sets de puntos contiguos en B (si contamos a los puntos extremos
de B formando parte de algin («, k)-set, entonces son ¢ +2 sin que ello modifique los
resultados establecidos a continuacién). Debemos buscar el valor de ¢ para maximizar
el numero de (a, k)-sets, teniendo en cuenta la restriccién: |B| = k+t < %’r, esto es,
t < k(I —1). El ntmcero de (o, k)-sets es (n — k — )¢, una funcién parabdlica en ¢
(0 <t <n—k) que tiene su mdximo en ¢t = 25
Si la cota superior de ¢, k(L — 1), es mayor o igual al miximo de la funcién

n—k 2k entonces podemos tomar t = ”T_k alcanzando el

parabdlica, *5~, esto es si @ < P—
niimero maximo de (a, k)-sets Q((n — k)?). Obsérvese que en este caso, como o < 3

resulta k < %

Sik(Z—-1) < ”T_k, esto es si a > HQLJ:,;, no podemos alcanzar el maximo de la

funcién parabdlica pero el mdximo ndmero de (a, k)-sets lo obtendremos tomando la
mayor t posible en este caso, es decir t = k(T —1), por lo que el niimero de (a, k)-sets
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es Q(k(Z —1)(n — Em)). O

o

4.2.1. Algoritmo de construccién

Nos ocupamos ahora del problema. de la enumeracién de todos los (a, k)-sets, con
a 'y k fijos.

Por el lema 4.1.2 y el teorema 4.2.1, se tiene que todo («, k)-set es separable por
una. c-cuia en la que una de las rectas que la define pasa por dos puntos de la nube.
Tales rectas se toman como k'-rectas, (k' > k).

Dada una nube S de n puntos, la obtencién de todos los («, k)-sets, con o y k
fijos puede realizarse segin el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.2.1. (o, k)-SETS CON « FIJA Y k FIJA (aFkF)
Dado un conjunto S de n puntos:

1. Obtener las O(n?) rectas orientadas ryj, i,7 € {1,---,n}, i # j, pasando por
los pares de puntos de S.

2. Para cada 7i;, identificar qué puntos de S quedan en el semiplano derecho,
definiendo el conjunto S’jjf.

Seleccionar k puntos arbitrarios de Sj]'. y ordenarlos segin o un barrido con
una de las dos rectas que forma dngulo o con ri; (andlogamente con la otra
recta). Sean pi,---,pr el conjunto de los k puntos ordenados segin el criterio
anterior.

Para cada punto p de Sj;., analizar su posicion relativa con el conjunto de k
puntos ordenados que se tiene y que inicialmente es p1 < p2 < - -« < P, siendo
< el orden de barrido anterior. Los pasos a seguir son:

2.1. Sip < pg, eliminar pg y realizar una bisqueda binaria para la insercion
de p en el conjunto. El nuevo conjunto tiene k puntos ordenados a los que
volvemos a notar por pi,- -+, Pk-

2.2. Sip > pg, proceder al andlisis de otro punto de S’i‘;. Si no quedan mds
puntos, el conjunto resultante de puntos ordenados son los k primeros
puntos de S’i"]'., segun a un barrido con una recta que forma dngulo o con

Tij-
De este modo se obtienen los (o, k)-sets asociados a r;.

3. Eliminar los (a, k)-sets repelidos.

Coste del algoritmo 4.2.1: En el paso 2, la identificacion del conjunto S’i‘; es O(n).
Para cada recta orientada r;;, se seleccionan k puntos arbitrarios de S;; y se ordenan

en O(klogk). Recorriendo la lista de puntos de S;j'. , O(n), mediante la correspon-
diente insercién y borrado si éstos son precisos, O(log k), se obtiene el conjunto de
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los k primeros de S;; segin el barrido de una de las dos rectas que forma dngulo
a con 1;; en O(nlogk). Andlogamente se procede con la otra recta. Esta tarea de
coste O(klogk + nlogk) se realiza para cada recta r;; luego supone un coste total
de O(n®logk).

En el paso 3, el ntimero de k-sets obtenidos es O(n?). Con objeto de elimi-
nar los (a, k)-sets repetidos, ordenamos cada (a, k)-set lexicograficamente en tiempo
O(nklog k) y después los ordenamos entre sf eliminando los repetidos en O(n%klogn).
Luego el coste del algoritmo es O(n3logk) + O(n?klogn) = O(nlogk).

Proposicién 4.2.3. Sea S una nube de n puntos. El coste de obtencion de un (o, k)-
set de S es O(nlogk).

Demostracion. Considérese una recta cualquiera pasando por dos puntos de la nube.
En O(n) se establece qué semiplano, definido por la anterior recta, contiene al menos
k puntos. Se procede a la aplicacién del algoritmo aFkF, para dicha recta y semiplano
(paso 2) con coste O(nlogk).

Se ha obtenido un («, k)-set de S en O(nlogk).

4.3. (a,k)-sets con « fija y k variable

En esta seccién estudiamos los («, k)-sets en el caso en que el pardmetro « es fijo
y el k variable. Determinamos cotas superiores e inferiores del ntimero méaximo de
(a, k)-sets y mostramos un algoritmo que genera todos los (a, k)-sets de una nube
de puntos.

Teorema 4.3.1. (Cota superior) El nimero de (o, k)-sets, con « fija y k variable,
es a lo sumo O(n?).

Demostracidn. Por el lema 4.1.2 sabemos que todo (a, k)-set puede obtenerse de un
E'-set con k' > k. El niimero de k'-sets con &k’ variable es a lo mis O(n?), ya que
cada k'-set viene definido por una recta que pasa por dos puntos de la nube. Basta
ahora observar que para cada k’-set a lo sumo pueden obtenerse O(n) (a, k)-sets con
a fijo y k variable. Por tanto, la cota superior obtenida es O(n?). O

Observacion. Nétese que utilizando el resultado de Dey sobre la cota superior del
ntimero de k'-sets, esto es, nk’ 1/3 y haciendo %' variable, el nimero total de k'-sets
serfa a lo mds n7/3. Ademds, si de cada k'-set se obtienen &’ (a, k)-sets, entonces el
ntimero total de (a, k)-sets con k variable serfa a lo mds n'%/3,

Teorema 4.3.2. (Cota inferior) El nimero de (a,k)-sets, con «a fija y k variable,
es al menos Q(n?).
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Demostracion. A continuacién se construye un ejemplo en el que se alcanza la cota.
Se consideran dos rectas paralelas horizontales cortadas por una tercera recta for-
mando un dngulo igual al minimo entre & y 7 — o (figura 4.12). Se situtian % puntos
en la recta superior a la derecha de la recta secante (conjunto A), y otros tantos en
la recta inferior a la izquierda de la recta secante (conjunto B) (figura 4.12). Para
cada intervalo A’ de ¢ puntos de A, 0 <t < k, sea p; el punto anterior al primero de
Ay p; el posterior al tltimo. Considérese el arco capaz de dngulo « y extremos p;
Y Pj-

El dngulo tomado para la recta secante nos asegura que con vértice préximo a p;
se tiene una cuiia conteniendo todos los puntos de A’ y ninguno de B y, con vértice
en p; se tiene otra cuia con todos los de A y todos los de B. De este modo, por
continuidad, se asegura la existencia de una cuia de dngulo «, con vértice en el arco
capaz, tal que contiene ¢ puntos de 4, los de A', y k—t de B. El ndmero de (a, k)-sets
obtenidos es:

k
n n+1 k2 n+2
——(t-1) =k - —

Dado que k no era fija, la suma para todos sus posibles valores es:

an+1 B k_2+ n+2 (n+2)(n+3)?
2 2 2 24
k=0
Fs decir, el niimero de (a, k)-sets es Q(n?). O
A

* 5 s 8 .’J’ mm(a,rrfot]

k-t

Figura 4.12: La a-cuiia con vérticc en el arco capaz de dngulo o y extremos p;, pj,
contiene ¢t puntos de Ay k—t de B.

A partir de los teoremas 4.3.1 y 4.3.2, se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.3.3. El niimero mdzimo de (o, k)-sets con « fija y k variable es ©(n?).
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4.3.1. Algoritmo de construccién

Dada una nube S de n puntos, la obtencién de todos los («, k)-sets, con « fija y
k variable puede realizarse segun el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.3.1. (o, k)-SETS CON « FIJA Y k VARIABLE (aFkV)
Dado un conjunto S de n puntos:

1. Obtener las O(n?) rectas orientadas 7y, i,j € {1,---,n}, i # j, pasando por
los pares de puntos de S.

2. Para cada r;j, identificar qué puntos de S quedan en el semiplano derecho,
definiendo el conjunto S;

Se consideran las dos rectas que forman dngulo o con r;;, lgj,l%. Los puntos
de S} se ordenan mediante un barrido de la recta lj; (andlogamente con Ij};).
Obtener los (o, k)-sets asociados a ri;, donde k ird variando desde uno hasta
el cardinal del conjunto S;

3. Eliminar los (a, k)-sets repetidos.

Coste del algoritmo 4.2.1: En el paso 2, la identificacién del conjunto Si'g es O(n).
Para cada conjunto S;j'. , la ordcnacidn de sus puntos segin a un barrido con una

de las dos rectas (j; o l%) es O(nlogn). Dado que k es variable, cada conjunto S;
genera a lo mds O(n) («a, k)-sets. El paso 2 se realiza para cada una de las rectas rj; y
el niimero total de (a, k)-sets obtenidos es O(n?)O(n) = O(n?). Podemos generar los
(c, k)-sets correspondientes a una misma recta en una lista ordenada que contenga
los puntos de S’i‘; ordenados segiin un barrido de la recta I;; (o I;). De esta manera,
el (a, k)-set de tamafio m estarfa formado por los primeros m puntos. Bastaria una
estructura de tamafio O(n?) para almacenar todos los (o, k)-sets (aunque no elimina
las posibles repeticiones) y que requiere tiempo O(n?®logn).

En el paso 3, con el objeto de eliminar los («, k)-sets repetidos y generarlos
separadamente segin su tamaifio, procedemos de la siguiente manera. Almacenamos
los (a, k)-sets en listas separadas segtn el tamaiio del (, k)-set. Dado que los (¢, k)-
sets pueden ser de cualquier tamaiio (entre 1 y n), tendremos n listas. Cada uno de
los (a, k)-sets generados se ordena lexicograficamente. Mantendremos también cada
lista ordenada lexicograficamente de forma que la insercién de un nuevo (a, k)-set
dentro de una lista pueda efectuarse eficientemente.

Los a lo mis n (a, k)-sets generados por una recta orientada se ordenan cada uno
de ellos lexicograficamente en tiempo total O(n?logn). Estos se insertan en las listas
correspondientes a cada tamafio (si no aparecen en ellas) en tiempo total O(n?logn).
Este proceso se realiza para cada recta orientada, por tanto, el coste total en tiempo
es O(n%(n+nlogn+2n?logn)) = O(n*logn). Nétese que el espacio usado es O(n?).
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4.4. (a,k)-sets con a variable y k fija

En esta seccién estudiamos los (a, k)-sets en el caso en que el pardmetro « es
variable y el k fijo. Determinamos cotas superiores e inferiores del nimero maximo
de (a, k)-sets y mostramos un algoritmo que genera todos los (a, k)-sets de una nube
de puntos.

Una. primera cota superior para este caso se obtiene de la siguiente manera.
Recordemos que cualquier (o, k)-set puede obtenerse de un k’-set de S con k¥’ > k.
Aplicando esta obscrvacion y la cota superior conocida para el ntmero de k-sets de
un conjunto S de n puntos, se obtiene una cota superior de («a, k)-sets. Esto es, para
cada subconjunto de cardinal ¢, & <t <n de S se tienen, como mucho, nt'/3 t-sets;
sumando sus posibles k-sets resulta

Znt1/3(tk1/3) — O(n10/3k1/3).
t=k

En el caso de ser £ = 6(n), el anterior cdlculo da una cota superior de («, k)-sets
O(nn/ 3). Sin embargo, la cota superior puede ajustarse mis como demuestra el
siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. (Cota superior) El nimero de («, k)-sets, para o variable y k fijo
es como mucho O(n®k'/3).

Demostracidn. Cualquier (o, k)-set puede obtenerse de un k’-set de S con k' > k.
El orden de éstos es O(n?) y, cada uno de ellos tiene, a lo sumo, n elementos. Luego
O(n?nk'/3) = O(n3k'/3) es la cota superior de (a, k)-sets obtenida. O

Teorema 4.4.2. (Cota inferior) El nimero de (o, k)-sets, para o variable y k fijo
es al menos de Q(n’k).

Demostracion. Construimos un conjunto de n puntos alcanzando dicha cota. Se con-
sideran dos rectas paralelas situando § puntos sobre cada una de ellas (figura 4.13).
Los (a, k)-sets se obtienen separando 7 puntos consecutivos de la primera recta y
(k — 1) de la segunda con una a-cuiia, « variable.

Z((g—t+1)(g—k+t+1))+2(g_k+1):

t=1
= n2k —nk® 4+ k3 = Q(nk).

De este modo resultan Q(n2k) (a, k)-sets diferentes.
Observacién. Una. disposicion circular de los puntos no modifica el orden asintético
del nimero de (a, k)-sets. Recuérdese que en el caso de o y k fijos, (teorema 4.2.5)
se obtenfan Q(n(n — k+ 1)) (a, k)-sets para un conjunto de puntos situados sobre
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una circunferencia, repartiéndose los k puntos en dos conjuntos de cardinal fijo,
funcién de a; ahora bien, si & es variable, los dos conjuntos de puntos pueden ser
de cualquier cardinal con suma igual a k, de modo que el ndmero de (a, k)-sets es
ahora Q(kn(n — k+ 1)).

O

Figura 4.13: En la figura, para k = 8 se muestran dos («, 8)-sets con dngulos distintos
(c variable).

4.4.1. Algoritmo de construccién

Por el teorema 4.2.1, todo (a, k)-set estd asociado a una recta r pasando por dos
puntos de S. Si se considera una de estas rectas, al ser « variable, cualquier k-set
de los puntos que quedan a un lado de la misma es un («, k)-set y reciprocamente,
cualquier («, k)-set tal que una de sus semirrectas cstd contenida en r es un k-set de
una. de las dos nubes que define r.

Asi pues, en primer lugar se describe un algoritmo general para la obtencién de
los k-sets de una nube de puntos M. La enumeracién de k-sets es equivalente a. la
obtencidn del k-nivel en el arreglo dual. Un primer algoritmo para su obtencion,
sensible a la salida, fue dado por Edelsbrunner y Welz en [EW](86) con coste en
tiempo O(nlogn + blog®n), donde b es el tamafo de la salida (luego b < nVk
méxima complejidad del k-nivel) y coste en espacio O(n + b). Cole, Sharir y Yap en
[CSY](87) calculan una k-hull, o regién de separabilidad k, en O(nlogn +blog?(k +
1)), mejorando el anterior algoritmo para k pequena. Agarwal et al. en [AMB](94)
obtienen un algoritmo de tiempo esperado O(n+/(k + 1) logn +nlog? n). Andrzejak
y Fukuda en [AF](99) presentan un algoritmo mds facil de implementar que los
anteriores, de memoria eficiente pero de mayor coste en tiempo: O(anl/ 3 logn).

El siguiente algoritmo construye los (o, k)-sets, con k fija y « variable de una
nube de puntos. Dada una nube de n puntos S:

Algoritmo 4.4.1. (o, k)-SETS CON @ VARIABLE Y k FIJA (aVKF)
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Figura 4.14: Considerando la nube de puntos situados a un lado de una recta,
cualquier k-set es un (a,k)-set (a variable) contenido en una cuifia con un lado

sobre dicha recta, y viceversa.

Dado un conjunto S de n puntos:

1. Obtener las O(n?) rectas orientadas rij, i,7 € {1,---,n}, i # j, pasando por
los pares de puntos de S.

2. Para cada r;j, identificar qué puntos de S quedan en el semiplano derecho,
definiendo el conjunto S;;

Para cada uno de los conjuntos Sj]'-,
sets. Estos son todos los posibles (a, k)-sets con o variable y k fija.

aplicar un algoritmo de obtencion de k-

3. Eliminar los (a, k)-sets repelidos.
Coste del algoritmo 4.4.1: En el paso 2, para cada recta r;;, la identificacién del con-
junto S;; es O(n) y para cada conjunto S;;= la construccién de los k-sets O(nlogn +
blog?(k+ 1)), (donde b < nv/k), aplicando el algoritmo de Cole et al. [CSY](87). El
paso 2 se realiza para cada recta r;;, por tanto, supone un coste O(ng)O(n logn +
blog?(k + 1)). El algoritmo genera un niimero méximo de O(nk/?) k-sets por rec-
ta, en total O(n3k:1/ 3). En el paso 3, la eliminacién de los k-sets repetidos, previa
ordenacion de los mismos, cuesta O(n3k4/ 3logn). Luego el coste total del algoritmo

€8s:
O(n?)O(nlogn + blog*(k + 1)) + O(n*k*3logn) = O <n3k4/3 log n) .
4.5. (a,k)-sets con a variable y k variable

En esta scccidén estudiamos los (a, k)-sets en el caso en que los pardmetros o y
k son variables. Determinamos cotas superiores e inferiores del niimero méaximo de
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(a, k)-sets y mostramos un algoritmo que genera todos los (a, k)-sets de una nube
de puntos.

Teorema 4.5.1. (Cota superior) El nimero de (a, k)-sets es a lo sumo O(n?).

Demostracidn. En el lema 4.1.2 vimos que todo (a, k)-set puede obtenerse de un k'-
set, k' > k. Sin fijar k se tienen O(n?) k-sets. Los conjuntos que estamos calculando
son (a, k)-sets con « y k variables. Toda recta pasando por dos puntos determina un
k-set del cual, como mucho, se pueden obtener O(n?) (a, k)-sets diferentes. Luego la
cota superior obtenida es O(n?). O

Teorema 4.5.2. (Cota inferior) El nimero de (o, k)-sets es al menos Q(n?).

Demostracion. A continuacion construimos un ejemplo en el que se alcanza. la cota.
Se consideran dos rectas paralelas sobre cada una de las cuales se situan 5 puntos
(figura 4.15). Para cada pareja de puntos sobre una misma recta, ademds de ellos
se toma el conjunto de puntos comprendidos entre ambos. Juntando las parejas de
conjuntos asf formados, uno sobre cada recta, obtenemos un (a, k)-set diferente (o 'y
k variables). En cada recta hay tantos subconjuntos posibles como parejas de puntos,

0O((n/2)?). Luego considerando ambas rectas, O(n*). O

Figura 4.15: Los (a, k)-sets se construyen tomando puntos consecutivos sobre ambas
rectas, siendo « y k variables.

A partir de los teoremas 4.5.1 y 4.5.2, se concluye el siguiente resultado.

Corolario 4.5.3. El nimero de (a,k)-sets es ©O(n?).

4.5.1. Algoritmo de construccién

Dada una nube S de n puntos, la obtencién de todos los (a, k)-sets, con a y k
variables puede realizarse segin se muestra en el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 4.5.1. (o, k)-SETS CON & VARIABLE Y k VARIABLE (aVkV)

Dado un conjunto S de n puntos:

1. Obtener las O(n?) rectas orientadas rij, i,7 € {1,---,n} i # j, pasando por
los pares de puntos de S.

2. Para cada par de rectas, obtener los cuatro (a,k)-sets que determinan (véase

figura 4.16).
3. Eliminar los (a, k)-sets repetidos.

Coste del algoritmo 4.5.1: Se tienen O(n?) pares de rectas. En O(n) se obtienen los
cuatro (a, k)-sets que determina cada par de rectas. Por tanto se generan los O(n?)
(a, k)-sets en tiempo O(n®). Para eliminar los repetidos, se ordena cada (a, k)-set
lexicograficamente en tiempo O(nlogn) y a continuacién se ordenan lexicografica-
mente entre si, eliminando repeticiones, en tiempo O(n5 logn). Luego el coste total

es O(n%logn).

Figura 4.16: Cada par de rectas determina 4 (a, k)-sets con « y k variables.

4.6. Conclusiones

En la siguiente tabla se resumen las cotas obtenidas en cada uno de los casos,
segun los valores de « y k. Asimismo se muestran los costes de los diferentes algo-

ritmos generadores de los (a, k)-sets.
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Cota sup. Cota inf. Algoritmo
aFkFkimpar T<a<?h O(n?) Qn(n—k+1)) O(n3logk)
OéFk:Fk’par Oéfk% ? ? ?
aFkF §§a§%<% K Q(n — k)?) . "
aFEF SE<a<3i K QE(Z-1)(n-"52)) 7
aFkEV O(n?) Q(n?) O(n*logn)
aVkF Om3EY3)  Q(nk) O(n3k*/3logn)
aVEkV O(n*) Q(n?) O(n%logn)

Nétese que en los casos en que la k es variable las cotas superior e inferior son
ajustadas y el coste de obtencién de los correspondientes (a, k)-sets tiene un factor
logaritmico con respecto al espacio utilizado para generarlos debido a la eliminacion
de los repetidos.



