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3.3. Analisi d'una linia finline en curt-circuit.

Amb el procediment esmentat a l'apartat 3.1 i el métode de la ressonancia transversal
generalitzat presentat al capitol 2.5 (tenint en compte en les expressions dels productes
escalars g' que ara la superficie d'integracio és un rectangle de dimensions £>xw) s'ha
analitzat un finline en curt-circuit en guia WR-28.

Ara, pero, hem de considerar modes TEn, i TMm, en lloc de TE;, 1 TMi, que feiem
servir per analitzar linies uniformes finline. Aixd comporta el problema de quans i quins
modes hem d'agafar en cada zona (guia i obertura o "slot").

En el capitol dedicat al métode de la ressonacia transversal generalitzat s'havia
presentat una relacid Optima per al nombre de modes en cada zona de l'estructura:
R=N/Q =1,5 b/w , essent N el nombre de modes a la zona de la guia i Q el nombre de
modes al "slot". En aquest cas I'index n maxim dels modes TE i TM a la guia és (N-1)/2 i
l'index q maxim dels modes TE i TM al "slot" és (Q-1)/2 (N i Q son nombres senars).
Aixi també es compleix la relacio R anterior si considerem I'index maxim dels modes a les
diferents zones de l'estructura. Tenint en compte aixo i considerant I'estudi de Shih i
Gray [127] apliquem la regla anterior al nostre cas:

R1=NN/QQ=1,5bw ; R2=MM/PP=15 ¢/t, (33.1)

en qué MM i NN son, respectivament, els index m i n maxims dels modes TE i TM a la
guia; PP i QQ son, respectivament, els index p i ¢ maxims dels modes al slot.
Els resultats obtinguts no eren precisament satisfactoris.

A continuacio, 1 tenint en compte les dimensions de l'estructura, es va introduir un
procediment que ordenava els modes TE i TM a les diferents zones atenent a les seves
freqiiéncies de tall. D'aquesta manera s'eperava que al truncar les séries modals (que, en
definitiva son séries de Fourier bidimensionals), els modes no considerats serien "els més
superiors" i, previsiblement les seves amplituts relatives serien forga menys significatives
que els modes amb freqiiéncies de tall menors.

S'ha de tenir en compte que és dificil fer complir la condicié R2 anterior donat que el
metode el que vol calcular és, precisament, £2. A l'ordenar els modes es podra considerar
la relacio atenent al nombre de modes i no a l'index.

Com s'aprecia a les grafiques segiients, els resultats obtinguts posen de manifest el
problema de la convergéncia relativa:
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Per a relacions b/w grans calen pocs modes al "slot" i, si bé s'aprecia la convergéncia
relativa, les diferéncies son de l'ordre de 2°. Per relacions b/w menors la convergéncia
relativa €s més acusada.

Errors de l'odre de 3° poden ser acceptables en molts casos. Pero si comparem els
resultats obtinguts amb els presentats a la bibliografia les coses son molt pitjors. Aixi,
per una finline en curt en guia WR-28 amb b/w=5, metal-litzacio i slot centrats, dieléctric
de permitivitat 2,2 i gruix 0,356 mm, a 31,6367 GHz, Knorr [162] dona una reactancia
equivalent normalitzada de 0,35 que equival a una fase de coeficient de reflexio de 140°.
El métode de la ressonancia transversal generalitzat, amb una relacio entre el nombre de
nodes a la guia i al "slot" de 1,5 b/w, proporciona un resultat de 157°. Tenim una
diferéncia de 17° que pot molt ben ser no acceptable.

El fenomen de la convergéncia relativa en el métode de I'adaptacid modal ha sigut
tractat per alguns autors , posant-se de manifest que pot ser degut a la violaci6 de la
condicié de cantell o a que les matrius a tractar estan mal condicionades. Les solucions
adoptades ha estat utilitzar relacions optimes en el nombre de modes a considerar per a
un problema determinat . També s'han presentat procediments de validaci6 dels resultats
obtinguts, com ara considerar el nimero de condicié de les matrius, dibuixar els camps a
ambdos costats d'una discontinuitat i comprovar les condicions de continuitat o calcular
la poténcia complexa a ambdos costats de la discontinuitat 1 veure la possible
discrepancia.

En el nostre cas, la matriu [H] a manipular no és d'un tamany excessiu, és real i
simétrica i acostuma a estar ben condicionada. El dibuix dels camps a la guia en el pla del
finline i al "slot" manifesten una bona coincidéncia. Es fa necessari, per tant, un estudi de
l'arrel del problema: la condicio de cantell.
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3.4. La condici6 de cantell.

Les equacions de Maxwell ens modelen qualsevol sistema electromagnétic i ens
proporcionen una solucié unica sempre i quan les funcions que descriuen els
comportaments dels camps siguin continues i "suaus" (derivables). Si en alguns punts o
zones de l'estructura sota analisi els camps agafen valors singulars (tendeixen a infinit) i
per tant no son derivables en aquest punts, les equacions de Maxwell no tindran una
solucio Unica.

Camps singulars apareixen al cantell d'una estructura metal-lica perfecta com la de la
figura:

Conductor

~ perfecte

Cantell

Fig 3.4.1

Per analitzar problemes electromagnétics en els que aparéixen estructures com la de la
figura, a part de les equacions de Maxwell ens fa falta una altra condici6 fisica que
s'anomena la condicié de cantell i es basa en un principi energétic. La condicié de cantell
especifica que I'energia eléctrica i l'energia magnética enmagatzemada en un entorn finit
del cantell ha de ser finita:

-2 -2
va (alE' + ,ulHl )dv =K x — 0 quan V es contrau a ['entorn del cantell

(3.4.1)

El problema del cantell va ser estudiat per Meixner, Mittra i Lee 1 Leroy. Segons
aquests autors la condicié de cantell imposa que cap component de camp eléctric ni de
cap magnétic pot créixer més rapidament que p " ambr >0quan p >0. p ¢és la
component radial de les coordenades cilindriques locals del cantell:

’ ¢ / / )
Conductor

Fig 3.4.2
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Expressant els camps en coordenades cilindriques, desenvolupant aquestes
components en séries de poténcies de p, igualant els coeficients amb la mateixa poténcia
de p s'obté un conjunt d'equacions diferencials. Resolvent-les tenint en compte les
condicions de continuitat dels camps i considerant tres regions diferents a l'entorn del
cantell, s'obté¢ un sistema de trenta equacions amb trenta incognites. Després d'un
laboriés procés d'eliminaci6 s'obtenen dues equacions en t. Resolvent-les per a una
geometria determinada i agafant dels valors de t obtinguts el que proporcioni una
condicié més restrictiva, s'obté el comportament assimptotic de les components de camp
a l'entorn del cantell (). Aixi, per exemple en un cantell com el de la figura:

Ko, €08 Mo, €o
- : y
cantell Ho , €0
Fig3.4.3

és:

E; - O(p~l+ r)

H, =0(p™) p—0 (3.4.2)

Esz - O(pmin(l/Z,r))
amb:

V2
T= —2—siﬂ‘l —3-3117 (3.4.3)
L4 2(e, +1)

La notaci6 f{x) = O (g(x) ) quan x—X, significa que f{x) no creix més de pressa que
g(x) quanx—x0. E, =E_p+E, ¢ ; H =H_p+H,p (coordenades cilindriques).

Si g, =1 (tot el medi que rodeja al cantell homogeni) llavors és T = 1/2 i d6na lloc al
cas en que el camp és més singular.

Per al cas d'una bifurcacié en guia de plaques paral-leles analitzada amb el métode de
l'adaptacié modal, Mittra i Lee , aplicant la condicio de cantell, varen obtenir el segiient
comportament assimptotic per als coeficients de totes les séries modals involucrades:
A.=0(n*?), n-—>. El mateix comportament han de tenir els coeficients de I'expansid
modal en la zona de la guia corresponents a modes TE;, en l'analisi per ressonancia
transversal generalitzat d'una linia finline uniforme amb un dieléctric de €, = 1 . En la
figura segiient es representen les amplituds d'aquests coeficients modals:
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Q.01 an

- n

Q.001

0.0001

Es pot observar clarament que tenen el comportament assimptotic esperat, si bé hi ha
alguns modes que sobrepassen lleugerament la cota de n->?.

Fins aqui, pero, només disposem d'eines de validacio dels resultats obtinguts. Seria
forga convenient disposar d'alguna técnica que permetés assegurar a priori la validesa
dels resultats que s'obtinguin.
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3.5. Inclusié de les condicions de cantell en les expansions modals.

En el metode de la ressonancia transversal generalitzat (axi com en el de I'adaptacio
modal), s'han de realitzar una série de productes escalars entre les funcions modals que

=i

representen els camps a la guia €' i les funcions modals del "slot" € :

g=<&,8 >=[[¢ & ds i=e(TE) 6 m(IM)  (357)
sl

S, és la superficie de I'obertura o "slot".

No hi ha cap inconvenient en que generalitzem aquest producte escalar introduint-hi
una funcié de pes que tingui en compte l'efecte de cantell, és a dir, el comportament
singular dels camps a la seva proximitat:

gy =[[8 8 Wds (3.5.2)
5,

Per a una finline uniforme:;

cantells

'

w / b
3 ¥
by

+ v

< ¢ »
z
Fig 3.5.1

podem fer servir la segiient funcio de pes per incloure l'efecte dels cantells (de forma
semblant a les utilitzades en el métode del domini espectral):

W= ! (3.5.2)
1_(y—b,—wlzj2
w/2

Aixi el s productes escalars calculats en el capitol 2.5 (equacions 2.5.20) queden
modificats canviant les funcions Q i T per Q, i T, respectivament, essent:
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o - bjgv sinCy sin[A(y - bl)] dy =

R
“ffe-nian]ife w3 oferny o] fems]

(3.5.3)

- * cosCy cos[A(y —b,)] d

1= 2
b 1__(y—b,—w/Zj
w/2

ol n2-0] e n3oficon-o] 3]

(3.5.4)
en que Jo(x) és la funcié de Bessel de primera espécie i ordre O.

Fixem-nos que, de fet, el considerar la funcié de pes equival a tenir unes funcions base
al "slot" que inclouen la condici6 de cantell:

E,=) Ue[—qu (—AcosBzsinAy' z-+W BsinBz cos Ay’ 9]+ (3.5.5)
+Y U'“[—P;q (BcosBzsinAy' z+ W AsinBz cos Ay’ 9]
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forme tenint en compte 1'efecte de cantell.

ine uni

3.6. Analisi d'una finl

0 anterior dona excel-lents resultats com es pot apreciar

a les grafiques que es presenten a continuacio:

L'implementacié de la condici
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En aquestes grafiques es pot apreciar la molt bona correspondeéncia entre els valors de
la component E, en el pla del finline avaluat amb les expansions modals a la guia i al slot
(en el dibuix a partir de les expressions al slot no s'ha inclés la funcio de pes per

claredat).

En la grafica segiient s'aprecia el comportament singular de la component E, en els
cantells metallics dels "fins" (es dibuixa Ey en un pla transversal a la finline)

Fig 3.6.3

Les grafiques segiients mostren un tall de I'anterior (E,(y) per z fixe i x=x, -pla del
finline-) comparant-ho amb el que s'obté a partir de les funcions base del slot sense
incloure-hi en elles la funci6 de pes.

500 > | 500
0 ,\,\,\,\M,\/\,\r-‘:\;‘\_."\‘l‘. S ‘.‘.lﬂ'\f',i‘v"v"v‘*"-'\"""“"‘"‘ 0
500 F : -500
! ﬁ,ﬁ/\k
-1000 |- ,.,' ' % -1000
4 \
-1500 { : ” -1500
i
2000 F . !‘ ‘) -2000
|
-2500 | . ‘ J -2500 |-
-3000 ) 1 TP ! 1 I 3000
0 05 1 15 2 25 3 35 4y

Fig 3.6.4

i

1 | Lo i |

0 05 1 15 2 25 3 35 4y
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Les grafiques segiients son la repeticio de les anteriors per a la component E,

Fig 3.6.6
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Les figures segiients mostren com varia la component Ey en un pla perpendicular al
finline al variar la relacio entre el nombre de modes fet servir per representar el camp a la
guia i al slot
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o S o o

151 modes a la guia. 31 modes al slot 151 modes a la guia. 41 modes al slot

Fig 3.6.9

Es pot apreciar que si bé les diferéncies son petites, com més petita és la relacio entre
el nombre de modes a la guia i al slot, pitjors resultats s'obtenen. Aixo es veu molt més
clar en les grafiques segiients, en les quals es presenta la constant de fase obtinguda per a
la mateixa linia finline analitzada al capitol 2.5
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6% L
: +R=0,75b/w
685 | ~R=1bjw
: —R=15b/w
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865 |
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Com es pot apreciar a la grafica, per relacions R entre el nombre de modes a la guia i
el nombre de modes al "slot" que compleixin la condicio R > b/w no existeix el fenomen
de la convergeéncia relativa i les corbes per aquesta relacio coincideixen i tendeixen al
valor correcte (comparant els resultats amb els que proporciona el métode del domini
espectral i de la bibliografia). La grafica anterior s'ha obtingut per a una relacio b/w =5 .
El mateix comportament s'aprecia per a altres relacions b/w com ara b/w =2 i b/w = 10:

70
70
725
7258
720 /-u-v.s;:'/’w
[ ~Ras b,
0 Rets bjw 1. _4\n-sb/w
o e T a 715 -
« 715 [ RS = U i /
. Y ANt b,
3 % R M 710
70 /Y [\-nears bfw \
e 708 7
705 \;
700 Lot
NN Lo, 2 40 60 80 100 120 140 180 180 200 b "
2 40 60 80 100 120 140 160 180 200 Nombye total de modes a la guia i

Nombre total de modes a la gula bjw =10

Fig 3.6.11
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615 815
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Fig 3.6.12

Podem aixi afirmar que a l'incloure una funci6é pes que representa el comportament
singular dels camps en els cantells o, el que és equivalent, el considerar funcions base al
"slot" que inclouen l'efecte de la condicid de cantell, desaparéixen els problemes de la
convergeéncia relativa al calcular la constant de fase d'una linia finline uniforme si es
compleix la segiient condicio:

R EZI,SP— (3.6.1)

QT Tw

en qué NN és el nombre de modes utilitzat per representar els camps a la guia i QQ el
nombre de modes per a representar el camp al "slot”". b és l'algada de la guia i w l'algada
del "slot" o obertura.
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3.7. Analisi d'una finline en curt tenint en compte I'efecte de cantell.

Apliquem la mateixa técnica anterior a l'analisi d'una discontinuitat finline,
concretament un linia finline en curt. Ara pero tenim un nou cantell:

< 14 » '

y _ /_ Paret metal-lica
‘ b w \ /
YA b1 \\/ ‘

/ 22 V el
Paret metal-lica
cantells

Fig3.7.1

Fem servir dues funcions de pes: Wy i W, . (W, és la mateixa funcié de pes que per al
cas uniforme).

W, = 1 : (3.7.1)
1_(y—b1 —w/2)
w/2
1
Weee— 3.7.2)

Llavors els productes escalars g' vindran donats per:

g' =P,P, {CAc,Q,+DBJ, T}

g"=P,P/ {-CBe,Q,+ DA, T,} (3.7.3)
g™ =P, P {~ADq, Q,+CBd, T}
& - PLP,{DBa, Q, +CAG,T)

Q1i T1 venen donats per les expressions 3.5.313.5.4 . Les funcions o, 1 61 son:
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I4
,f cosDz cosBz

d2="2 {1, [(D+B), ]+ 3,[(D- By, ]}

2
1_(1] (.7.4)
£2
£y . .
5, = fS‘“DZ S‘“‘iz dz = "jz {-1.[D+B), ]+ 1,[(P-B)e, ]}
o 1_(_z_j (3.7.5)
EZ
(recordemqueés:A:q—ir ; B=22 ; c=2ZL ; D="% s Y=y-b)
w ¢, b

Jo(x) és la funcio de Bessel de primera espécie i odre zero ().

En Ia taula segiient es comparen els resultats de l'analisi tenint en compte o no l'efecte
de cantell (les dimensions de l'estructura son les mateixes de l'apartat 3.6 )

Realitzacié £, (mm) Reactincia equivalent Fase del coeficient de
normalitzada reflexié (°)
Sense considerar W, i W, | 430644 0,20301 157,05
Considerant només W, 4,30599 0,20333 157,01
Considerant només W, 4,10402 0,35211 141,21
Considerant W, i W, 4,10913 0,34819 141,61
Taula 3.7.1

S'han considerat 13 modes al slot i 97 modes a la guia. b/w =5 . R=1,5 b/w. {; =4 mm.
Segons Knorr [162] per aquesta estructura i freqiiéncia, la reactancia equivalent
normalitzada és 0,35 aproximadament.

Es pot observar que si no es té en compte l'efecte de cantell, els resultats
proporcionats pel metode (¢») difereixen en un 5 % dels obtinguts a lincloure les
funcions de pes. Aquesta diferéncia es tradueix en un error del 43 % a l'evaluar la
reactancia equivalent normalitzada i de un 11 % al calcular la fase del coeficient de
reflexio.

Fixem-nos també que en aquest cas l'efecte de cantell predominant es dona en el curt-
circuit finline. Aixi, si només es considera Wy (efecte de cantell només als "fins"), els
resultats obtinguts amb prou feines es diferencien dels corresponents al cas de no
considerar cap efecte de cantell. Si només es considera W, (efecte de cantell només al
curt-circuit finline) els resultats obtinguts son practicament iguals als que proporciona la
consideracio dels efectes de cantell en els "fins" i en el curt-circuit. Aixo s'aprecia en les
figures segiients, a on es posa de manifest que la singularitat més acusada de camp
eléctric és al curt-circuit finline, i es compara amb el cas de no considerar I'efecte de
cantell.
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oo e =

Amb efecte de cantell : ] Sense efcte de cantell

e < o o

Amb efecte de cantell Sense efecte de cantell

Fig 3.7.2

El temps de calcul necessari per a l'analisi de discontinuitats és petit i permet
implementar 'algorisme en un ordinador PC. En la grafica segiient es presenta el temps
de calcul necessari per a l'analisi d'una finline en curt amb b/w = 5 en un ordinador PC-
486 (66 MHz de frequeéncia de rellotge, 8 MB RAM; amb el compilador "Microsoft
FORTRAN Power Station for Windows" -32 bits-).
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El nombre de modes a la guia en aquest cas és 7,5 vegades el nombre de modes al

"slot".

Per a obtenir resultats acurats n'hi ha prou en considerar 13 modes al "slot", el qual
suposa 8 segons de temps de CPU.

La relacié R 2 1,5 b/w es continla complint en el cas de discontinuitats. Pero és
aconsellable fer servir una relacié R = 1,5 b/w o lleugerament superior per evitar que el
nombre de modes a considerar en la zona de la guia sigui molt elevat, cosa que si bé no
augmenta considerablement el temps de calcul, si pot donar problemes d'arrodoniment i

de memoria necessaria.

En resum, la incorporacié de funcions que inclouen el caracter singular dels camps als
cantells de l'estructura juntament amb la condicio R > 1,5 b/w minimitza (i fins i tot
elimina) el fenomen de la convergéncia relativa observat en les estructures estudiades,
permetent analisis acurats i rapids utilitzant un minim de recursos informatics (ordinador

PC).
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Capitol 4. Conclusions

El desenvolupament de set métodes numérics (métode de les linies, dels elements
finits, de la matriu de linies de transmissio, de la matriu S generalitzada, de la ressonancia
transversal generalitzat, del domini espectral i del circuit planar) ha permés apreciar
molts detalls caracteristics dels mateixos dificilment obtenibles de les dades
bibliografiques, cosa que ha permés apreciar el segiient:

Que no hi ha cap "métode universal" apte per a la majoria de problemes
electromagnétics. Tots tenen avantatges i inconvenients que els fan més o menys aptes
per a determinats problemes.

Pot ser millor saber quin métode s'ha d'aplicar per a analitzar determinat problema,
que, a partir d'una profunda especialitzacio en un métode determinat, intentar aplicar-lo a
problemes per als que hi ha métodes millors.

També ha permés posar a disposicio dels membres de la comunitat universitaria una
série d'eines software potents que ja s'estan utilitzant per al desenvolupament de
subsistemes d'ones mil-limeétriques. :

L'assoliment del objectius fixats (analitzar discontinuitats finline i estructures planars
de forma acurada i amb un minim de recursos informatics) ha comportat el
desenvolupament del métode de la ressonancia transversal generalitzat. Aquest és un
metode rapid i que necessita poca memoria d'ordinador per a obtenir resultats acurats (de
fet s'ha implementat sobre un ordinador PC). La quantitat de preprocessament necessari
(manipulacions matematiques per a obtenir un algorisme programable) no és excessiu -de
fet 1'anica part del codi que s'ha de modificar per a estudiar una estructura diferent és la
que fa referéncia a un seguit de productes escalars de funcions que es calculen
analiticament-. No és un métode general (no pot analitzar de forma sistematica un gran
nombre d'estructures diferents), pero si apropiat per a analitzar les estructures que ens
haviem proposat. L'inconvenient principal que presenta €s una heréncia de la técnica de
l'adaptacié modal que utilitza: el fenomen de la convergencia relativa (convergéncia cap
a solucions diferents segons quina sigui la relacio entre el nombre de modes que es fan
servir per a representar els camps a les diferents parts de l'estructura sota analisi).

El fenomen de la convergéncia relativa s'ha analitzat en detall i s’ha presentat una
solucié consistent en I'adopcié de funcions pes que incorporen el caracter singular dels
camps als cantells en els productes escalars de funcions que s'han de calcular, (que
equival a incorporar el caracter singular dels camps en les funcions modals que
representen els camps en una obertura), juntament amb una relacié optima en el nombre
de modes que s'han de fer servir per a les expansions modals a les diferents zones de
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l'estructura. D'aquesta manera s'ha minimitzat (i en molts casos s'ha eliminat) el fenomen
de la convergeéncia relativa, proporcionant el métode resultats forga acurats i fiables com
s'ha comprovat al comparar-los amb les mesures sobre guies coplanars efectuades.

El métode té en compte el gruix de les metallitzacions perd pot ser objecte de
desenvolupaments futurs la consideracié de pérdues al dieléctric i a les metal-litzacions.
El primer no es probable que doni problemes, el segon perd pot ser molt més
problematic al tenir que calcular els autovalors corresponents a les expansions modals
dels camps (ja no seran de la forma nn/a). Es pot plantejar I'estudi aproximat a partir de
la consideracio de pérdues només en les zones de l'estructura en les que el camp és més
intens (parets de l'obertura). En aquest cas forgosament s'ha de considerar el gruix de la
metallitzacio, i la guia rectangular equivalent que resulta des del punt de vista transversal
es pot tractar com una guia amb pérdues i aplicar les expressions aproximades provinents
d'analisis perturbacionals. Ens evitariem aixi els problemes de calcul numeric inherents al
calcul d'autovalors i autovectors necessari per a l'obtencié de les expressions de les
funcions del desenvolupament modal.

Una altra possible linia d'estudi seria la consideracio d'altres tipus de funcions per al
desenvolupament dels camps a l'obertura, intentant adoptar funcions que s'adaptin de
forma "automatica" a contorns complicats, com séries de "wavelets" bidimensionals.
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Sigui una estructura multicapa com l'assenyalada a la figura

y

En cada capa dieléctrica o substracte s'ha de verificar I'equacié de Helmholtz:

7k o’ o’
5::+a;;+a;":+k2y/=Ly/=0 (A‘()

En queé:
k’=¢gks k,=ayu, s,

(Al)

e
y = {h’ : Components axials dels camps (escalars).

amb les condicions de contorn adients:

Zh
z -0
on ™)

- Paret eléctrica: e,=0 D) ;

Je,
on

- Paret magnética: =0 \N) ; h,=0 D)

La lletra n representa la component normal a la paret eléctrica o magnética, la D
correspon a la condicio de Dirichlet i la N a la de Neumann.

Les components transversals dels camps (e, ey, hy, hy) s'obtenen a partir de les axials
amb les expressions segiients:



[i+kzIe,)= Axdz K B ez] (A \ )

y | 9 5 d \*%
oyoz ]k"ax
ko @
(32+k2 hx: noy dxdfe (el
)| ko 2
n dx Jdyoz

en que:

= Ho _ . = |t A
’7 £ \/Z » 770 J; ( Y)

En referéncia a la figura AL discretitzem e, i h, en la direccid x. (Les capes son
homogeénies en la direccio y).

y
hn
paret eldctrica ' - h n+1 =0
l__—_"_\? IT1 _P_z_)
Ir paret magnética
S —
T X
A\ 42 42
eo=0 ©1

Obtenim un vector EZ les components del qual representen el valor de e, en cada punt
de discretitzacio:

e, ¢, E ; e, =1(y) (A 6/

z

RN

Analogament per h;:



h, » h =H, ; h, =f(y) (47')

h ZN-1

Amb el decalatge entre les linies de discretitzacio de e, i h, s'aconsegueix fer complir
les condicions de contorn. En el cas que ens ocupa és:

eZN = Zn+t (N)
bk ) (&V)
thﬂ =0 (D)

Fixem-nos que l'estructura exemple de la figura representa la "meitat" d'un microstrip
suspés. Es molt convenient en aquest métode utilitzar simetries per reduir a la meitat el
nombre de linies de discretitzacio.

Aproximem les derivades per diferéncies finites:

5 c, - ezi —ezi-l : hﬁez
ox h 17

X

—>€, — ¢,

Vie[l, N-1] (4]

h és el pas de discretitzaci6. Tenint en compte Ez ho podem posar de la forma segiient:

de - )
h £ > |DIE L0
> > D], (4
amb:
[ 1
-1 .
[D]- (att)
-1 1]
Analogament:
nhe ., o] A,
gx

CAl2)

Discretitzant la segona derivada:



aze‘z%(E 2B +E, ) (A 3)

També la podem posar en funcio de la matriu [D]:

Fe, . o(ae
=5 h > [ 6x} [DY[DIE =-(P],E,

. o

20h, 3 ch " 3
h 3;2——,2 X(Bf]hlbl[D]'sz‘[P]Nsz

S'ha introduit una nova matriu [P]. El subindex DN significa que, en aquest cas, satisfa
la condicié de Dirichlet a la paret de I'esquerra i la de Neumann a la paret de la dreta (e,).
El sulindex ND significa que satisfa la condici6 de Neumann a la paret de I'esquerra i la
de Dirichlet a la de la dreta (h,). En forma genérica, aquesta matriu [P] té la forma
seguent:

(PI -1
-1 2 . pi: paret esquerra
o p.. paret dreta /4 /s )
[P]= p=2 per condici6 de Dirichlet /
R pi.=1 per condicié de Neumann
2 -1
_1 p’

Assumint una variacié amb z de les components axials dels camps de la forma e+ (la
variacié temporal és del tipus e’ ), tenint en compte que e, i h, son funcions només

de y i la relacié entre [D] i [P], aplicant les discretitzaciona anteriors a l'equacidé de
Helmbholtz, obtenim:

d’ 2 -2 = _ A
@—w[(k ~k)[-A? [Py =0

(416)

-

z

enqué: ¥ = {ﬂ ; [1] és la matriu identitat
H

z

Degut a la natura tridiagonal de [P] tindrem tres components de EZ o de ﬁz
acoblades. Per tant no podem trobar directament una solucié. Ara bé, [P] és real i
simetrica, i per tant sempre es pot diagonalitzar: podem obtenir una matriu [T] tal que:
[TT'[PI[TI=[A?] en qué [A%] és una matriu diagonal. A més a més podem escollir [T] de
manera que sigui una matriu ortogonal: [T]'=[T]'. El problema de diagonalitzaco de
matrius és equivalent al de canvi de base o d'eixos, i ens trobarem devant d'un problema



d'autovalors i autovectors: La k-ésima columna de la n?t'riu de la transformaci6 [T] sera
el k-ésim autovector; la matriu diagonal [A?] estara formada pels autovalors. S'obtenen
de resoldre l'equacio caracteristica Det{([P]-A*[W])T}=0 , en qué [W] és una matriu
pes (normalment la matriu identitat), A* un autovalor associat a l'autovector Ti [P] és la
matriu original. La relaci6 entre els vectors referits a la base primitiva ¥ i els referits a la
nova base transformada ¢ és:  =[T]¢ ; ¥ =[T] ¥ . Amb tot aixd podem establir

la relacio:

{( d: +k? - ki)[l]—h"z[,lz]}ﬁzﬁ
dy

La i-ésima equacié d'aquest sistema matricial €s:

2
(dd ~+k’ ~kf]¢7/‘i -h?2y,=0
y

La soluci6 d'aquesta equacié diferencial és:

v.=Ae +B; e

que podem posar com:
¥; = A, cosh(k,y)+Bsinh(k, y)

amb:

2 _ 2,72 k; ) A
ki =ko(4'—¢, +¢,) ; €.=—2% ; A =—1
Y 0( i T rc) k(z) (kg hZ)

(4rk)

(A1)

(A4

(A 20

(ATl

En la majoria dels casos, les components dels camps i les seves derivades es necessiten
només en les superficies de separaci6 de les capes de l'estructura. La relaci6 entre els
camps i les seves derivades en les superficies de separacié ens servira per calcular les
constants d'integracio A; i B; . Fixant-nos en una capa arbitraria de gruix d (figura) , a
partir de l'expressio de {7, , derivant-la respecte a y, particularitzant per y=y; i per y=y2,

obtenim:

pA°

A, = ~(sinh (k, 4" [7(y2)sinh (6, 3) - P simh k3201 (g )
B, = (sinh (kyﬁd))'l [7:(y,) cosh (kya y,)—¥.(y,) cosh (kYi y2)l
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D'una forma més compacta:
[E'(yl)}z [ki] [o] {[}’] [a]][ v (y, } ( 415)
7'(v)] | [0] []|Uel PLé(yn)
Amb:
_ _ K a K a
l/_/"=iil/7 [a]=diag) —Z-sinhk,d| ; [r]=diag|—tghk, d
k,dy ko Y k, I
(aig)

Els autovalors A i els autovectors associats Tk de la matriu [P] s'obtenen resolvent
l'equacio ([P]— ﬂi[l]) T, =0 analiticament (ref. ), obtenint-se: ([P] és una matriu
diagonal que depén de les condicions de contorn laterals)

Per condicions Dirichlet-Neumann;

k- 1/2

k=12,..,N
“ENR” (4u
A =4sin’(p, /2)
T = =2 —ni®UDT iy N
& N+1/2 N+1/2

Per condicions Neumann-Dirichlet:
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L =

N

/4 k=12,...,
N+1/2

A =4sin’(p, /2)

Ty = / 2 cos(l_l/z)(k—”z)” i,k=12_. N
* N+1/2 N+1/2

Per condicions Dirichlet-Dirichlet:

(g27)

_k=x
N+1
A =4sin’(@, /2)

Ty :JLsin k7 ik=12..N
* N+1 N+1

Per condicions Neumann-Neumann:

@, k=12,...,N

_knx
e N+1
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Nie YN +1
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A continuaci6 donem una série d'expressions que interrelacionen les diferents
components dels camps. v

A partir de les equacions A 3,’assumint variacions de totes les components dels camps en
z de la forma e *+, discretitzant segons x (les components dels camps seran funci6
només de y) i operant obtenim:

k=012,...,N

g1 |[ExD S g .
k € x = j » / A 3 },
0 d - a S -l ‘ OH ‘\\ ’
noH, ell— \[e DI | [N
oy
s Je > RUDY [ g
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A partir d'aquestes expressions, considerant [T.] la matriu de transformacié per a Ez i

[Ts] la matriu de transformacio per a ﬁz , tenint en compte el caracter ortogonal de les
matrius [T] 1 operant obtenim la segiient relacid entre les components dels camps
transformades:

8 -
| /€, 18] [1] 5
=J

nof, [11—’—3— e, B
ky 9y e J

|

AT

€4

oﬁz

E, kﬂﬁ% o E, Y
gl 7l Ve 3 | InoH
Moty R o
en qué:
[61=[T]'[DI[T] ; [6=[L] [DI'[T,] Ay
[S]:k:h

[8] és una matriu diagonal o quasi-diagonal (diagonal amb la primera fila de zeros)
depenent de les condicions de contorn laterals. En el cas de la figura és [T.]=[Tpn]
Dirichlet-Neumann 1 [Ty] és el dual: [Ty]=[Txp]. En aquest cas [8] és diagonal. Per als
casos DD 1 NN, [0] és quasi-diagonal.

A partir de l'equacié , tenint en compte l'equacié , recordant els valors de les matrius
[ky], [o] i [Y] i que al ser diagonals el seu producte és conmutatiu, després de nombroses
manipulacions algebraiques podem obtenir la segiient relacid entre les components
tangencials dels camps transformats en els interfaces Ai B (ﬁguraA)

it

A, [-efv]d MIB] -efe] [olB)][ E, |
BI,] v Blle] [ ||-E, Y uN4
Gl |-ede] (o8] -efv] [v,I8]||-E,

1[ ill

Ble) (o Bllvd [ ||Es]
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enqué:
Bl=Ve. ] ; la)=[R1-sllla] ; [nl=Rl-smp]  A3F

(Els subindex e 6 h fan referéncia a si, en l'equacié ¥ juga el paper de Ez ode ﬁz )



L'expressio anterior es pot escriure d'una forma més compacta:

__Ef‘ - [f‘] [%] '_if‘ A3S
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en que:
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D'aquest expressié podem derivar les segiients, les quals ens relacionen els camps als
diferents interfaces:

BHRHE) MR~
] ([Y] VA, ¥l ¥
A partir de l'equaci6  , tenint en compte que, com es pot comprovar a partir de la

definici6 de [3], es verifica: [5]1[6] =[A,]1 ; [61 [61=[4x] ; [6]1=[An]=[Aw]
s'obté:

[V]=[?1][§72]“:[[[T(;‘]] [[2]]} . [r]=diagcosh k, d) ; [r,]=diag(cosh k. d) ~ At7

N (% 7 L I FO5 I € ey
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Ara només ens resta aplicar les condicions de continuitat en el domini transformat i a
l'espacial original.

Considerem l'interface nimero O una paret metallica (la cara inferior de la guia

rectangular que conté l'estructura). Aqui les components tangencials de camp eléctric han



de ser nules, i per tant, les components transversals del camp eléctric en el domini
transformat també ho seran: Eo =0 . Aplicant I'equaci6 (amb A linterface nimero 0 i B

l'nterface nimero 1):
) - R

A-[T0E [-[VIE] -5 Att

D'on obtenim:

Substituint aquest resultat de nou en l'equacid aplicada als interfaces 1 i 2 obtenim ﬁz

en funci6 de E, i repetint el procés s'obté la segiient relacié de recurréncia per a
l'interface k-ésim:

[29]= %]+ [V W)+ [z ) y
H, =[TV]E,

[Y*] ve de manipulacions algebraiques de matrius de submatrius diagonals, per tant
també sera una matriu de submatrius diagonals. Procediriem de forma andloga pel cas de
que la paret inferior fos magnética.

Podem també comengar per la paret superior i anar considerant els interfaces de dalt a
baix. A partir de l'expressi6 i seguint el mateix procediment utilitzat per calcular
obtenim:

[70]= {Z]+ VI {1 2T
i =-[YO)E,

1 fa referéncia al 1-ésim interface comptat des de dalt.
Si a linterface m comptat des d'abaix hi ha una metal-litzaciéo (de gruix nul), les
condicions de contorn en el domini transformat seran:

= A4S

La densitat de corrent superficial en la metal-litzacié de l'interface m en el domini

transformat J  és:

ASO



(el terme n, apareix degut a les abreviatures utilitzades a les expressions )
Substituint en  obtenim les components dels camps transformats a l'interface m+1
(comptat des d'abaix):

] 4|

Operant obtenim:

— - - 1
I_:Imﬂ = [?t(mﬂ) ] Emﬂ + {[?t(mﬂ) ] [zmﬂ ] - [Vmﬂ ]} ‘_fm M

Les expressions trobades ens serveixen per a fer complir les condicions de continuitat a
tots els interfaces de l'estructura en el domini transformat.
Considerem primerament que només tenim metal-litzacié a l'inteface k comptat des
d'abaix, que és el mateix que l'interface | comptat des de dalt, llavors podem establir les
segiients relacions de les components tangencials dels camps transformats:

A5

bl

E,=E =Ey > H, -H, =]y
A partir de les expressions  que relacionen els camps eléctrics i magnétics discretitzats
en el domini transformat a l'interface k comptat des d'abaix i a l'interface I comptat des de
dalt, obtenim:

[Z] ) =T,

Ay
{[—Y_t(k)]+ [?t(l)]}—l :fM = EM

Segons quina una d'aquestes dues equacions es faci servir, es pot aconseguir un sistema
d'equacions més petit. Aixo depén de I'amplada relativa de les metal-litzacions respecte a
la dels slots. Ara bé, com es presenta al capitol aquesta reduccio del tamany de les
matrius pot provocar resultats poc acurats o totalment erronis. En la majoria dels casos
provats l'equacid  dona millors resultats. (L'inversio de la matriu de l'equaci6 no és
problematica, doncs estem tractant amb matrius de submatrius diagonals i sha
desenvolupat un algorisme especial que inverteix aquest tipus de matrius d'una forma
molt rapida i acurada (ref. )).
Ens interessa reescriure l'equacié  de la forma segiient:

{[?‘(k)] _‘_[?ta)]}“ ?M _ EM N [211] [%u] fo _ :M Ay
Z,) [Z,]]|] | | TEm
[Zj] so6n submatrius diagonals

Si tenim dos interfaces amb metal-litzaci6 (fig 4§
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Aplicant I'equacié , combinant-la amb les expressions 1 les condicions de continuitat:
T1 _§o )
E,=E, =E, >

A -Af=7,

T es 1}

obtenim;
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Ens interessa també reescriure l'equacié de la forma segiient:

I Ev4 (0! —I -1 = - ‘[[—Zu] [Zz] [213] [—Z—uﬂ H E
[77]-[%"] [5:] Tl B s iz 2 B BT ~E
B v | A I e | Il N S B
- B . [2311 [232] l-Z33] [Z34] .l -‘xB —Exﬂ
Zul Eql gl )| T, | |E,
[Zj] son submatrius diagonals
Per poder resoldre els sistemes o hem de considerar les condictons de contorn

en el domini espacial: les components tangencials de camp eléctric en les tires
metal-liques i les densitats de corrent eléctric als slots han de ser zero:

E,,E,=0 ; J_,I =0 457

Xk Z

i agafa els valors dels numeros de les linies de discretitzaci6 que contenen les
metal-litzacions i k son els nimeros de les linies que cauen fora de les metal-litzacions.
Considerant un tnic interface M amb metal-litzacio (figura ), tindrem:

- E - E - 0 - 0
Ex = E_f' . Ez - E_'z. : J == : J . /4/ C()
M 0 M O M Jxm M sz



(El subindex s fa referencia al slot i el m a la metal-litzacio)
Essent, en el cas que ens ocupa (fig ):

Com g

Ex = [Th ] Ex
I—:Ix = [Te]I—:Ix
‘_fx = [Th _x

Fent una transformacio inversa sobre el sistema per passar del domini transformat a
l'espacial:

[7111 [2121 [7,)' (0] Jom ExM ,G{Z

(7,1 [0
01 [T]

—

[Z,1 12|01 [T |T, | |JEu

que podem reescriure de la forma segiient:

-

E

2] 2| (0] | Eu 463

xM
[Z12]t [222] jLM _jE;M

(Les submatrius [Z;] no son diagonals!)
Introduint en aquesta expressio les condicions de continuitat

5 [z
[Z,,]1 [Z,)] jfx,,, . 0 /}((/
[Z.) 1Z,)]| 0 | |[4E,

| |6 ]

En aquest sistema d'equacions, les columnes de les submatrius [Z;] que es multipliquen
amb el subvector Odonen una contribucié nula, per tant no és necessari calcular-les.
Omitint aquestes columnes obtindrem submatrius reduides [Z;'] rectangulars, a les quals
es pot aplicar una descomposicié L-U d'acord amb la particié del vector camp eléctric:



[z 23 (£ |
Z 2| [T, | § Al
iz 1z | L. |JE.
1z 123)] | 0 |

Per al cas d'un microstrip, la matriu amb 4 submatrius [Zij] de I'equacié es divideix en
16 submatrius, atés que s'ha de multiplicar pel vector de densitats de corrent i s'ha
d'igualar al vector de camps eléctrics tangencials en l'interface. Aquests dos vectors tenen
quatre elements, els dos superiors fan referéncia a les components x i els dos inferiors a
les components z. En cadascun d'aquests elements el primer fa referéncia al slot i el
segon a la metal-litzacio. Les submatrius reduides seran les que ocupen les posicions
seglients:

[Z:,™] [Z1,"]
[lerl] [Z 121'1
[Z1™ [Z2"] %
[Z2"] [Z2"

r fa referéncia a "la dreta", u a "a dalt" i1 a "a baix".
Si tenim una slotline, al fer 'analisi de la meitat de l'estructura, obtenim un interface amb
tres parts: slot, metal-litzacié i slot una altra vegada. LLavors els vectors de camp
electric i densitats de corrent esmentats al paragraf anterior tenen sis components. La
matriu de submatrius [Z;] de l'equacid s'ha de dividir en aquest cas en 36 submatrius.

El sistema d'equacions el dividim en dos sistemes:

o el

) el

El sistema homogeni €s un problema indirecte d'autovalors. Les submatrius [Z ] son

A¢#

funcié de la constant de propagacio (concretament de la constant de propagacio
normalitzada &.). Variant €. fins que el determinant del sistema homogeni sigui nul,
obtindrem la constant de propagacié normalitzada de l'estructura. Aixé ho realitza una
subrutina de calcul de zeros basada en el métode de Miiller, doncs és necessari tractar
amb nombres complexes.

Les densitats de corrent s'obtenen trobant l'autovector associat a l'autovalor nul del
sistema . A partir d'aquestes, amb el sistema es pot obtenir el camp eléctric als slots.



Amb les densitats de corrent podem trobar el corrent total que circula per una tira
metal-lica i amb el camp eléctric als slots podem obtenir el voltatge entre dues tires
metal-liques. Aix0 ens servira per calcular la impedancia caracteristica de les diferents
estructures, definides per relacions poténcia-tensio o poténcia-corrent segons el cas.

De forma semblant, per a una estructura amb tres capes i dos interfaces A i B amb
metal-litzacions tipus microstrip, a partir de l'expressié , fent una transformacio inversa
per passar al domini espacial:

[0 {73 [0] (o]
0] [0 (7] (0]

(1) 01 © [0

1Z,] 1Z,] 1Z,] [Z,]
[Z,] [Z,) (2] [Z,)

o [0 [ 1)

que podem reescriure de la forma segiient:

Introduint-hi les condicions de contorn:

E =

XA

XB

s'obté:

~| ;, E, = E.." ;
0 | * 10|
El" ; E, = F:." ;
0 ® 0]

Z,)] 1Z,) 2] (2]

Zg] 1Zo) (2] (2]

1Z,) (2] 123 1Z,]
(2,1 [Z,,] [Z,5] [Z,,]
(Z,] 1Z,,] (23] [Z,]
jLJ[LJ[LJ[%J

(T,¥ 01 [ (0]

O Ly o1 ©ff 7,
01 (01 [T,) [O]||i,
0] 01 [0 [TF}|J, |
s £, |

‘ju i —E ”

fjxg RE —.xB

T | |JEs)

AC 8

A6 T



o] [E4]
9 |6
-[Zn] (Z,] 1Z;5) [Zm]1 0 K. —'2
(Z,) 1Z,) Z)) B |- To| | © Arl
(Zy] 1Z,) 123 Z|| & | |-E2
12,) 12, 1Z) 2] |7, 0
0 JE,
L jl?" L 0 .]

La matriu de submatrius [Z;] es divideix en 64 submatrius de les quals considerem només
les que tenen una contribucié no nula al multiplicar-se pel vector de densitats de corrent,
obtenint: \

[z 1z3) 12731 (23] 3
[zl (23 Z5) 127 g
2z 2z 2 || E,

2] Z3] (2] (]| -T2 6
Z3] [Z3) (Z3) (230 |7, -E,,

[z 125 123 2z | J, | | ©
) .~B
(Zal 125 [Zg) (23] JE,
Zi) 1Zg) Za) 12 L 0 ]
Aquest sistema el podem dividir en dos:
Zi1 23 25 12| |Th )

[z 1) 1% (24| -T,,
Z3l [Z3] (23 (Z3) |0,
a1 123 (Zgl 1z | 7,

A3

!
&
===




z 2z 2y ||t |

Z 12 25 50|, |E Aty
Z21 123 1z 1zl gt | -EE

3 1z 12 2| T, | |ES

que resoldrem igual que el
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