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Als meus pares






And now the end is near

and so I face the final courtain

My friend, I'll say it clear

I'll state my case of which I'm certain.
I've lived a life that’s full

Dve travelled each and every highway
but more, much more than this -

1 did it my way

P. Anka, "My way"
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"Go for it, Jordi! You've got it! You've got it!

Good hands! Don’t choke!"

A tots aquells que han ajudat, o al menys
animat, a que aquesta tesi hagi arribat a bon
terme, i molt especialment (per ordre
d’aparicid) al Viceng, es Miquel, U'Albernt,

la Mariam i la & lar.
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1
INTRODUCCION

Dentro del mundo de la diagnosis médica existen multitud de técnicas de exploracion que
permiten la obtencién de imdgenes, de mayor o menor calidad, del interior del cuerpo
humano. La complejidad de algunas de las técnicas y de los equipos necesarios hace que su
instalacién sea posible tnicamente en grandes centros sanitarios, siendo su mantenimiento
muy costoso. En general, el pardmetro coste/calidad se mantiene constante o creciente. Por
ejemplo, los aparatos de ecografia son baratos y sencillos, pero las imé4genes son a veces de
dificil interpretacion. Por contra, las imdgenes mediante resonancia magnética nuclear tienen
un nivel de calidad casi comparable a la inspeccién visual de un ci.rujano, pero el precio de

los equipos es enorme.

En los afios 80 se empez6 a hablar de la tomografia de microondas. Esta técnica permitiria,
en teoria, la obtencién de equipos baratos (la tecnologia necesaria ya se habia desarrollado
ampliamente para equipos de comunicaciones), de ficil mantenimiento, y seguros para el
usuario (las ondas electromagnéticas a frecuencias de microondas a niveles bajos de potencia
no son peligrosas). Las imédgenes a obtener con esta técnica debfan proporcionar mapas de
permitividad de las distintas secciones del cuerpo. Se construyeron con éxito prototipos
experimentales ‘que mostraron su viabilidad desde el punto de vista instrumental.
Lamentablemente, y dado que las frecuencias a utilizar tienen longitudes de onda del mismo
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orden de magnitud que los cuerpos a medir, aparecen fen6menos de difraccién en la
interacci6n de la onda incidente y los tejidos bajo exploracién. Los algoritmos desarrollados,
al no poder abordar directamente la inversidn de las ecuaciones electromagnéticas, necesitaban
realizar aproximaciones de bajo contraste (dispersién débil), que en la mayoria de los casos
introducian errores en las iméigenes. Estos algoritmos, llamados de primer orden, tinicamente
habjan conseguido buenos resultados en la obtencién de imégenes diferenciales o
reconstruyendo objetos sencillos de muy bajo contraste (de permitividad muy parecida a la

del medio que rodea al cuerpo bajo exploracién).

Las posibles aplicaciones de la tomografia de microondas son muchas, desde su utilizacion
como herramienta de diagnosis en la deteccién de tumores de mama, pasando por el
seguimiento y monitorizacién de actividades fisiol6gicas que comporten alteraciones del riego
sanguineo, hasta llegar a la monitorizacién y planificacién de tratamientos de hipertermia.
Quizés esta ultima aplicacién es la més prometedora.

En el tratamiento de cdncer mediante hipertermia, consistente en el calentamiento localizado
del tumor para provocar la mortandad de sus células, es indispensable la monitorizacién de
las distribuciones de temperatura en el interior de los pacientes. La permitividad de los tejidos
es muy sensible a variaciones térmicas, y por ello, la tomografia de microondas es una técnica
particularmente 1til para esta aplicacién. Al mismo tiempo, disponer de herramientas que
permitan calcular la distribucién de los campos en el interior del cuerpo, y determinar la
disipacién de potencia en los distintos tejidos, permitiria una adecuada planificacién de los
tratamientos y la mejora en el disefio de los aplicadores. Se observa que existen claramente
dos problemas distintos, a los que llamaremos problema directo (c4lculo de distribuciones de
campo) y problema inverso (reconstruccién de imigenes), pero sin embargo complementarios.

La gran limitaci6n en la aplicabilidad de la tomografia de microondas reside en los algoritmos
de reconstruccién de imédgenes que, a partir de los campos dispersados medidos en la vecindad
del cuerpo para distintas direcciones de incidencia, permiten la obtenci6n de las distribuciones
de permitividad. El avance en la tecnologia informética ha permitido la aparicién de
ordenadores con una capacidad de célculo enorme, en comparacién con los existentes diez
afios atrds. Con ellos, es posible el desarrollo de algoritmos méis complejos que permitan

superar las limitaciones de los de primer orden.

El objetivo bésico de la tesis ha sido el desarrollo de algoritmos de reconstruccién que
permitan obtener imégenes de cuerpos biolégicos a partir de medidas de campo, tanto
simuladas como obtenidas en prototipos experimentales, es decir, la resolucién del llamado
problema inverso. Para ello, ha sido necesario estudiar y modelar la interaccién entre los
cuerpos biol6gicos y las ondas electromagnéticas. Ademds, para poder probar los métodos
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inversos y como paso intermedio de alguno de ellos, se han desarrollado algoritmos para el
célculo de los campos dispersados por modelos numéricos, o resolucion del problema directo.
La aplicabilidad de los algoritmos que lo resuelven es mucho més extensa, ya que también
pueden usarse para calcular la disipacién de potencia en los tejidos en funcién de la onda
incidente, interaccién de cuerpos biol6gicos con sistemas de telefonia celular, seccién recta
radar (RCS), etc.

La tesis se estructura en dos partes claramente diferenciadas: la resolucién del problema
directo electromagnético, que tiene un cardcter general y cuyos algoritmos tienen un margen
de aplicacién muy amplio, y la resolucién del problema inverso, orientada a la tomografia de

microondas.

El segundo capitulo es introductorio y trata, de forma general, de la interaccidn entre la
radiacion electromagnética y los cuerpos biolégicos. Primero se presentan las ecuaciones de
Maxwell que caracterizan matemiticamente el comportamiento de los campos
electromagnéticos. Esos campos interaccionan con los tejidos bioldgicos, por lo tanto, serd
imprescindible conocer su comportamiento eléctrico en funcién de la frecuencia de la onda
incidente. Se incluye también una breve presentacién de los métodos numéricos més utilizados
en la resolucién de los problemas directo e inverso. Finalmente, el capitulo concluye con una
presentacion de posibles aplicaciones biomédicas de los campos electromagnéticos, destacando
la tomografia de microondas.

El tercer capitulo est4 dedicado a la resolucién del problema directo electromagnético. Se trata
en primer lugar su resolucién analitica. Las soluciones obtenidas dinicamente podrén aplicarse
a casos muy concretos, pero servirdn para validar el correcto funcionamiento de los métodos
numéricos. Se presentan dos filosofias distintas en la resolucién numérica del problema
directo. La primera, basada en el método de los momentos, pérmite discretizar al cuerpo y a
las ecuaciones involucradas, y obtener un sistema de ecuaciones que, una vez resuelto
mediante el método del gradiente conjugado, proporciona el campo dispersado buscado. La
segunda y més novedosa, permite hallar una relacién matricial entre el desarrollo modal del
campo incidente y el del campo dispersado. La solucién obtenida depende exclusivamente del
cuerpo, y no del tipo de onda o su 4ngulo de incidencia. El método es muy itil cuando hay
que resolver el problema directo para un mismo cuerpo pero miiltiples direcciones de

incidencia.

Los capitulos cuarto, quinto y sexto ya se centran en la resolucién del problema inverso. Los
algoritmos se presentan de menor a mayor carga numérica, yendo la calidad de las imdgenes

pareja con la complejidad.
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En el capitulo cuarto se presentan las aproximaciones clésicas para la obtencién de algoritmos
de primer orden. Se incluye también la formulacién de un algoritmo basado en la
aproximacion de Born para sistemas de tomografia cilindricos que, dada su sencillez, permite
obtener conclusiones aplicables al resto de métodos. En el marco de la tesis, se ha mejorado
ese algoritmo de primer orden mediante su extensién a datos multifrecuencia. El coste
computacional de estos algoritmos es muy bajo, pudiendo obtener imégenes en tiempo real.
Sin embargo, su calidad est4 enormemente limitada por la validez de las aproximaciones de
dispersién débil, y suele ser muy baja para aplicaciones biomédicas. La principal aplicacién
del algoritmo de primer orden es proporcionar el contorno de los cuerpos a incluir como

informacién "a priori” de los restantes algoritmos.

En el capitulo quinto se presenta un algoritmo de orden superior que mediante un proceso de
optimizacién iterativa permite reconstruir cuerpos biolgicos de elevado contraste pero de
tamafio moderado. El método de optimizaci6n iterativa permite ir refinando en cada iteracién
las aproximaciones iniciales del mapa de permitividad del cuerpo y su campo total, pero sin
necesidad de resolver cada vez el problema directo. Su coste computacional es sensiblemente
mayor al de los algoritmos de primer orden. La reconstruccién de medidas simuladas que se
presentan permiten determinar sus limitaciones y su margen de utilizacién.

En el capitulo sexto se presenta el algoritmo iterativo que ha proporcionado mejores
resultados, por contra, es también el que requiere un mayor coste computacional, ya que
precisa solucionar el problema directo en cada iteracion. El método utilizado permite al
algoritmo plantear en cada iteracién un sistema de ecuaciones, que relaciona directamente el
error en los campos dispersados (dependiente de la distribucién de permitividad hallada hasta
el momento) y el incremento del mapa de permitividad necesario para reducir ese error. Se
incluye, adem4s, una extensa recopilacion de resultados, tanto simulados como obtenidos a
partir de medidas reales, que permiten conocer el comportamiento del algoritmo en funcién
de los pardmetros de disefio de un tomégrafo.

Finalmente, el capitulo séptimo estd dedicado a las conclusiones que se derivan de la tesis y
a las lineas futuras de investigacion que pueden continuar los trabajos realizados.

Se han incluido dos apéndices. El primero amplia las bases tedricas de alguna de las
herramientas mateméticas utilizadas en los desarrollos, y se ha dedicado a los métodos de
direccién conjugada para la resolucién de sistemas de ecuaciones (con el método del gradiente
conjugado del capitulo tres), bisqueda de direcciones de optimizacién, y minimizacién de
funciones de varias variables (utilizadas en los desarrollos del capitulo cinco). El segundo
apéndice incluye los modelos numéricos y sus valores de permitividad, utilizados en las
distintas simulaciones.



2

INTERA CCION DE LA
RADIACION EM CON LOS
CUERPOS BIOLOGICOS

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se tratan temas relacionados con la tesis que permiten aclarar una serie de
conceptos que irdn apareciendo a lo largo de los desarrollos de los distintos algoritmos y serdn
comentados en los apartados de resultados. En primer lugar, y como es habitual en este tipo
de tesis, se presentan las conocidas ecuaciones de Maxwell, origen de toda la formulacién a
emplear. Dado que el presente trabajo se orienta al estudio de métodos numéricos para
aplicaciones biomédicas, parece 16gico dedicar algunas lineas al comportamiento dieléctrico
de los tejidos biolégicos. Este conocimiento es indispensable para la posterior definicién de
los modelos numéricos de las distintas secciones del cuerpo humano a simular. También se
incluye una breve presentacién de los métodos numéricos en electromagnetismo, haciendo
especial hincapié en el conocido método de los momentos, que constituye la base de la
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mayoria de los algoritmos desarrollados. Finalmente se presentan de forma breve algunas
aplicaciones, remarcando la de tomografia de microondas y los trabajos previos realizados en
el grupo, comentédndose algunos aspectos del prototipo experimental desarrollado. El capitulo
es meramente introductorio y en €l abundan las referencias de 1a literatura para los que deseen

ampliar algunos de los aspectos tratados.

2.2 TEORIA ELECTROMAGNETICA BASICA

Los campos electromagnéticos en problemas de contorno se obtienen como solucién de las
ecuaciones de Maxwell, formadas por ecuaciones en derivadas parciales de primer orden
acopladas, es decir, cada una de ellas tiene términos tanto de campo eléctrico como
magnético. Mediante formulacién matematica, las ecuaciones pueden desacoplarse a costa de
aumentar su orden, obteniéndose dos ecuaciones de onda, una para el campo eléctrico y otra

para el campo magnético.

Las ecuaciones de Maxwell para variaciones temporales arménicas de la forma e/ son

VxE = -jopH - M (2.1)
VxH = joeE +J (2.2)
VD = p L @23)

VB =1 (2.4)

donde se han supuesto, de forma genérica, la existencia de fuentes eléctricas, densidad de
corriente J y densidad de carga p, y magnéticas, densidad de corriente M y densidad de
carga 7. Si se considera una regi6n libre de fuentes las ecuaciones anteriores pueden reducirse
a

)

VXE = -jopH @2.3)
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VxH = joeE (2.6)
v.ﬁ = 0 (2‘7)
vE =0 28)

y operando mateméticamente con ellas para desacoplarlas puede encontrarse la ecuacion de
onda homogénea, o ecuacién de Helmholtz, para el campo eléctrico

VE+KE =0 2.9)

En el caso de cuerpos biol6gicos se considerard que no existen materiales magnéticos, con lo
que la permeabilidad serd constante. Definiendo ¢l nimero de onda en el cuerpo como

k = m‘/poe , la ecuacién de onda inhomogénea es

VE + BE + VE-Y) = 0 2.10)
1

donde el niimero de onda depende de la posicién y aparece un término adicional que generara
cambios en la polarizacién del campo. Expresando el campo total o difractado como suma del
incidente, aquel que existiria sin objeto, y el dispersado

B =FE™+ B : .11)
y definiendo la funcién contraste .
C a & - e(D 2.12)
e(F)

la ecuacién de onda inhomogénea se puede transformar en

(V2 + K)E® = KICE + V(E-_X_CC) @.13)

Utilizando propiedades del célculo vectorial, (2.13) puede reescribirse como
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(W + k)ES = (k2 + VV)CE (2.14)

Definiendo la funcién de Green como aquella que cumple

(V + )G |F-F]) = -8(F-7) @15)

y expresando la excitacién de (2.14) como un sumatorio de deltas desplazadas y ponderadas,
puede obtenerse la siguiente ecuacién integral

E(7) = E™(7) - (kg + V) [ CFIEF)Glhy [ F-F" )aF 2.16)

Esta ecuacién es la base de la mayoria de los algoritmos que se irdn presentando a lo largo
de esta tesis, siendo vilida tanto para casos bidimensionales como para el caso tridimensional.
Las formulaciones que de ella se derivan permiten la solucién de los problemas directo e
inverso electromagnéticos. El problema directo consiste en la obtencién de los campos
dispersados a partir de un campo incidente y una distribucién de contraste conocidos. En
cambio, el problema inverso pretende obtener una distribucién desconocida de contraste a
partir de los campos incidente y dispersado.

Mediante el teorema de equivalencia [Cardama ’92], puede modelarse la interacci6n entre
cuerpo y onda electromagnética mediante unas corrientes equivalentes, volumétricas o
superficiales. Sustituyendo las corrientes volumétricas equivalentes

.Zq = —j(‘)poeoCE .17

en (2.16) puede obtenerse la integral de radiacién, que considera el problema como radiacién
de unas fuentes equivalentes en el espacio libre

wfeovv-) f]aq(?')G(ko |F-7"|)dF" (2.18)

E(r) = E™(1) - Gopy +
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2.3 CARACTERISTICAS DIELECTRICAS DE LOS CUERPOS
BIOLOGICOS

La aplicacién de los problemas directo e inverso electromagnéticos a los cuerpos biolégicos
requiere la caracterizaci6n de las constantes dieléctricas de los distintos tejidos que los forman.
Conociendo los mapas de permitividad se pueden realizar los distintos modelos numéricos
{Ap. B} para la obtencién, mediante los algoritmos directos, de los campos dispersados que
sirven de entrada a los algoritmos de célculo del problema inverso. Se considera que en los
tejidos biol6gicos no aparecen materiales ferromagnéticos ni metales.

En este apartado se intenta dar una visién basica e intuitiva de los mecanismos de interaccién
entre ondas y materia que se resumen mediante la constante dieléctrica. Un tratamiento més
detallado puede encontrarse en [Hippel *54], [Albella *84] y [Balanis '89]. Primero se
presentan las caracteristicas generales de los dieléctricos para posteriormente particularizar al

caso de materiales biol6gicos.

2.3.1 Pemitividad eléctrica

Los dieléctricos son materiales en los que las cargas dominantes en dtomos y moléculas se
encuentran retenidas por las fuerzas atémicas y moleculares, de forma que no puedan viajar
libremente. Un dieléctrico ideal no contiene cargas libres y es eléctricamente neutro a nivel
macroscopico. Si se aplica un campo eléctrico constante a un dieléctrico, las cargas eléctricas
positivas y negativas sufren un desplazamiento creando un dipolo eléctrico. La polarizacién
eléctrica en dieléctricos puede ser producida, bisicamente, por tres mecanismos distintos
[Balanis *891]:

a) Polarizacién_dipolar u orientacional, se produce en aquellos materiales que en

ausencia de campo eléctrico ya tienen en su estructura dipolos permanentes orientados
aleatoriamente. Al aplicar un campo eléctrico los dipolos tienden a reorientarse en su
direccion. Los materiales que presentan esta caracteristica se llaman materiales polares

y el agua es un buen ejemplo de ellos.

b) Polarizacién iénica o molecular, aparece en materiales que tienen iones positivos

y negativos, por ejemplo NaCl, y que en presencia de un campo eléctrico sufren un
desplazamiento.



26 INTERACCION EM CON CUERPOS BIOLOGICOS

c) Polarizacién electrénica, existe en la mayoria de los dieléctricos, al aplicar un
campo se desplaza el centro de la nube de electrones del 4tomo respecto del micleo.

Cuando los campos aplicados son de polaridad variable en el tiempo, como por ejemplo ondas
electromagnéticas armoénicas, los momentos dipolares, y por lo tanto la permitividad, varian

en general con la frecuencia.

Las propiedades electromagnéticas de cualquier material no ferromagnético pueden ser
caracterizadas mediante su conductividad eléctrica, o, y su constante dieléctrica, e. La
conductividad se define como la conductancia por una unidad de volumen de materia,
mientras que la constante dieléctrica mide 1a capacidad por unidad de volumen. Normalmente,
y asi se hara a lo largo de este tesis, se habla de constante dieléctrica compleja.

’ 44

e = e’ ~je e =9 2.19)
(1]

pero por comodidad se utiliza la constante dieléctrica relativa, referida a la del espacio libre,
€4, a la que también se llama permitividad relativa.

e, =t -8 ;9 (2.20)

A lo largo de esta memoria se hablard de constante dieléctrica o permitividad a secas,

obviando el término relativa.

2.3.2 Fendomenos de relajacion y resonancia

De los mecanismos anteriores puede deducirse que las propiedades dieléctricas de un tejido
dependen de su composicién. En los tejidos biol6gicos, un campo electromagnético actiia
principalmente sobre aquellos componentes que tienen una carga eléctrica neta, como por
ejemplo iones, o un momento dipolar, como por ejemplo moléculas polares, estructuras de
proteinas, misculo, grasa, etc. Al depender un tejido de gran variedad de componentes, su
permitividad se ve afectada por distintos pardmetros como son la frecuencia del campo, la
temperatura o la irrigacién sanguinea.

El comportamiento de la constante dieléctrica es dispersivo con la frecuencia, los diferentes
mecanismos de polarizacion contribuyen de forma aditiva al valor total de la parte real de la
constante dieléctrica en la regién de baja frecuencia. A medida que se aumenta la frecuencia
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del campo eléctrico, los mecanismos de polarizacion orientacional, i6nica y electrénica dejan
de contribuir sucesivamente, produciendo una disminuci6n progresiva de la permitividad. En
la parte imaginaria los distintos mecanismos de polarizacién contribuyen de forma limitada
en un cierto margen de frecuencias, siendo su contribucién inapreciable en el resto.

Fenémenos de relajacion Fendmenos de resonancia

A A
r ~ - -~

X >
-
Y - O AAAO
-
XX ke A0
=

Cargo espacial Dipolos lones

€r Y EY

Frecuencio (Hz)

Fig. 2.1 Curva de dispersion de la constante dieléctrica.

La Fig. 2.1 muestra la curva de dispersién de la constante dieléctrica en la que pueden
distinguirse las zonas donde influye el proceso de polarizaci6én orientacional y aquellas en las
que influye la polarizacién electrénica o i6nica en la permitividad. El comportamiento
dindmico de la polarizacién orientacional responde a un proceso de reorientacién llamado
proceso de relajacién, mientras que el comportamiento dindmico de la polarizacién inducida
responde a procesos de resonancia en los que iones y electrones absorben energia cuando la
excitacién del campo entra en resonancia con la vibracién de las cargas eléctricas a una
frecuencia critica. La mayoria de aplicaciones biol6gicas de las microondas utilizan
frecuencias del orden del GHz en las que dominan los fenémenos de relajacién, apareciendo

los de resonancia a frecuencias més altas.

2.3.2.1 Fenémenos de relajacion

Cuando el campo eléctrico aplicado a un material es arménico, se puede expresar el
comportamiento de su constante dieléctrica relativa mediante la ecuacién de Debye [Hippel
’54] [Grant *57] [Schwan ’57] [Schwan *77]
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gn— &
’ > e = e; + 2 2”2
e =g + €08, - l1+wt (2.21)
r 1+jor (ep+e)wT
g» =
1+w?c?

En el caso de que el material no sea un dieléctrico ideal, y por lo tanto presente conductividad
en continua, en la parte imaginaria de la ecuacién de Debye se introduce un término adicional,

quedando

’ 1
o Opc |, (epte)oT (2.22)
we, g, 1+@%1?

donde T es la constante de tiempo de relajacién, e, la constante dieléctrica relativa a altas
frecuencias y &; la constante dieléctrica relativa a bajas frecuencias. Las constantes
dieléctricas limite, superior e inferior, se asocian a aquéllas de un determinado mecanismo de
relajacion. Si los materiales son complejos pueden presentar distintos mecanismos de
relajacién, entonces la permitividad puede hallarse aplicando superposicién de los distintos
mecanismos de polarizacién [Schwan *57]. Existen modificaciones de la férmula basica de
Debye para intentar aproximar mejor los resultados de medidas de permitividad a los modelos
matematicos. En [Hippel 54] y [Surowiec '87] pueden encontrarse buenas y extensas
explicaciones de los distintos modelos. Para disoluciones salinas en agua existen férmulas
empiricas para el célculo de la permitividad en funcién de la frecuencia, temperatura y
salinidad [Stogryn *77].

2.3.3 La medida de tejidos biologicos: medidas 'in vivo" y medidas '"in vitro"

Para la construccién de los modelos numéricos de secciones del cuerpo humano en las
simulaciones llevadas a cabo durante la realizaci6én de la presente tesis se han utilizado valores
de permitividad obtenidos de la literatura. Como ya se ha indicado, existen muchos factores
que contribuyen a la permitividad en los tejidos biol6gicos. Las medidas de tejidos biol6gicos
en un amplio margen de frecuencias han permitido demostrar que existen tres zonas
claramente diferenciadas de variaci6n de las propiedades de la permitividad. Cada una de ellas
se encuentra separada de las demds por 4reas de cambios rdpidos de la permitividad con la
frecuencia. [Schwan ’57] las describi6 como &, f§ y y.Los cambios de comportamiento son
importantes ya que cada uno esté relacionado con distintos mecanismos de interaccién de los
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campos con la materia. La Fig. 2.2 muestra la variacién del modulo de la permitividad del

muisculo en funcién de la frecuencia.

MUSCLE TISSUE
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Fig. 2.2 Diagrama de dispersion del médulo de la permitividad del miisculo [Schwan °57].

La dispersién « aparece a frecuencias bajas, alrededor de los 80 Hz y se debe a la interaccion
entre las cargas en la superficie de la membrana de las células y los iones en disolucién. La
dispersién f se produce sobre los 50 KHz y se debe al comportamiento aislante de las
membranas celulares y del agua que contienen en su interior. A medida que sube la frecuencia
su efecto aislante disminuye con la frecuencia, con lo que a frecuencias superiores a los
10 GHz las propiedades dieléctricas de los tejidos dependen de su contenido acuoso y de los
electrélitos disueltos. La dispersién y aparece alrededor de los 20 GHz donde las moléculas
de agua interaccionan fuertemente con el campo electromagnético. A veces se habla de una
cuarta dispersién, llamada & y que aparece entre la f§ y la y, de menor magnitud. Se
presenta aproximadamente entre la zona del centenar de MHz y los 4 GHz y estd
probablemente ocasionada por la rotacién parcial de las moléculas polares juntamente con el
agua retenida por las proteinas.

Las caracteristicas dieléctricas de los tejidos biol6gicos dependen fuertemente, en el margen
de frecuencias de interés, de su contenido acuoso. Por ello es ficil dividir de entrada los
tejidos en dos categorias: aquellos con gran contenido de agua (por ejemplo musculo, sangre,
etc.) y los de menor contenido (huesos). En general los primeros tienen constantes dieléctricas,
tanto en parte real como imaginaria, mis elevadas que los segundos.
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Las medidas "in-situ” en tiempo real de tejidos vivos pueden ser empleadas en la deteccién
de patofisiologias en tejidos, para medir cambios en ciertos procesos fisiolégicos, para
diferenciar tejidos normales y enfermos o para descubrir efectos farmacol6gicos debidos a las
drogas. Las diferencias entre las propiedades de un tejido vivo de uno muerto obligan a que,
para una correcta caracterizacién y modelizacién de los cuerpos biolégicos, las medidas de
permitividad de los distintos tejidos se realicen "in-vivo". Ademés, tinicamente con medidas
"in-vivo" podré determinarse la relacion entre las variaciones de permitividad con los distintos
procesos fisiolégicos del cuerpo, por ejemplo variaciones en el riego sanguineo, ritmo
respiratorio o actividad cerebral, o sensibilidad a agentes externos, como drogas o
calentamientos localizados en tratamientos por hipertermia, entre otros.

Los distintos investigadores que han estado trabajando en el tema han sido conscientes de
estos problemas [Burdette *83], ya en 1922 Osterhout describié cambios significativos en las
caracteristicas dieléctricas de materiales biolégicos después de muertos debido a la pérdida
de funcién de la membrana y rotura de la estructura celular. Las medidas en baja frecuencia
de Rajewsky mostraron el deterioro de las propiedades dieléctricas relacionadas con un
significativo decrecimiento del metabolismo. Con todo, los cambios no comenzaban hasta
aproximadamente un dia después de la muerte del organismo. Burdette demostré que las
variaciones de conductividad en un higado comenzaban una hora después de la muerte del
organismo, mientras que para la parte real de la permitividad era necesario dejar transcurrir
un dfa para observar cambios. Las variaciones observadas en baja frecuencia son debidas a
la relajacién de los contornos y pérdida de su funcién por parte de la membrana celular,
responsable de las dispersiones « y f. Schwan y Foster [Schwan *80] demostraron que a
altas frecuencias las medidas de permitividad se veian poco afectadas por la muerte del tejido,
ya que el mecanismo de relajacion dominante depende en mayor parte del contenido acuoso
y de las proteinas del tejido, 16gicamente la pérdida de sangre o agua afectard a las medidas.
En medidas realizadas sobre perros a frecuencias de microondas, se observaron variaciones
en las caracteristicas dieléctricas del cerebro poco después de 1a muerte del animal [Burdette
*86]. Los cambios iniciales eran seguidos por otros de més suaves, con una gradual reduccién
de la permitividad y la conductividad en un periodo de tiempo de unas dos horas. Las
variaciones iniciales eran atribuidas al flujo sanguineo, mientras que los cambios suaves
posteriores se atribuian a la pérdida de agua y aut6lisis (destruccién de un 6rgano o tejido por
accién de encimas protoliticos producidos por €l mismo) del tejido cerebral.

Las miiltiples referencias que aparecen en la literatura de tablas de permitividad de los tejidos
a distintas frecuencias son, en algunas ocasiones, un poco dispares en funcién de como han
sido medidas. A pesar de ello en el margen de frecuencias de interés las variaciones no son
muy grandes y se han tomado valores de permitividad medios. En algunos casos se han
interpolado los datos para conseguir cubrir todo el espectro de frecuencias. Entre otras pueden
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destacarse las siguientes referencias para la obtencién de las permitividades de los modelos
numéricos: [Athey *82], [Burdette *83], [Conway *86], [Cook ’52], [Iskander *78], [Martin],
[Schwan ’80], [Stuchly *80], [Brady *81], [Surowiec '88]. En el {Ap. B} aparecen todos los
modelos numéricos utilizados a lo largo de la tesis y las permitividades utilizadas.

2.4 METODOS NUMERICOS PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
ELECTROMAGNETICOS

Hasta el momento se han presentado las relaciones matematicas que definen los pardmetros
fisicos de los problemas a resolver en el marco de esta tesis. Las herramientas que permiten
encontrar las soluciones buscadas son los ordenadores y, por lo tanto, es imprescindible pasar
del dominio fisico a otro numérico, de forma que esos problemas sean abordables por las
maéquinas. En los apartados anteriores se han caracterizado matemaéticamente los tejidos de los
cuerpos biolégicos a simular, y al mismo tiempo se han definido una serie de ecuaciones,
basadas en las ecuaciones de Maxwell, que interrelacionan las ondas electromagnéticas con
esos cuerpos. El primer intento de resolucién de los problemas, tanto directo como inverso,
consistifa en intentar encontrar soluciones analiticas a las ecuaciones planteadas.
Desafortunadamente, esto s6lo es posible en contadas ocasiones, para algunas geometrias muy
particulares 1lamadas canénicas, mientras que para la inmensa mayoria de los casos es
imposible hallar una soluci6n analitica. Los métodos numéricos permiten encontrar soluciones,
que aunque no son generales, si se ajustan, en mayor o menor medida, a las caracteristicas
de cada caso planteado. En general, esas soluciones numéricas son aproximadas, pero el grado
de aproximacién puede ser lo suficientemente bueno como para reconocerlas como validas.

La solucién numérica a un problema electromagnético, correctamente caracterizado

matematicamente, requiere en general una serie de pasos:

1) Discretizacién_de la formulacién matematica: el cilculo numérico mediante

ordenadores no permite resolver directamente las ecuaciones de los problemas
electromagnéticos, con lo que es necesario discretizar en vectores numéricos las
funciones y los resultados de aplicar los operadores integro-diferenciales sobre las
funciones. Como resultado final se obtiene un sistema de ecuaciones que el ordenador

puede resolver.

2) Discretizacién del dominio de célculo y de las condiciones de contorno: en general

el método utilizado para discretizar el dominio se relaciona con la discretizacién de
la formulacién matemaética.
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3) Resolucién del problema: si el método de solucidn es iterativo es necesario definir
una determinada cota de error para decidir en que punto se considera que el resultado

numn¥érico obtenido es aceptable.

La soluci6én obtenida es aproximada por diversas razones. Primero, al formular
mateméticamente el problema y posteriormente discretizar las ecuaciones suelen realizarse,
en la mayoria de los casos, aproximaciones. En segundo lugar, la discretizacién del objeto no
suele ajustarse exactamente al objeto real y algunas veces las condiciones de contorno
aplicadas son también aproximadas. Finalmente, en la resolucién de los sistemas de
ecuaciones discretizados pueden aparecer errores debidos a truncamiento, precisién de la
propia médquina, mal condicionamiento de Ias matrices que acentiian esos errores, etc. Siempre
se intentard encontrar una solucién suficientemente buena a los problemas planteados.

La forma de aplicar los pasos anteriores caracterizan a los distintos métodos numéricos. En
electromagnetismo, de momento, no existe un método general aplicable a cualquier tipo de
problema. Por lo tanto, dentro del amplio abanico de posibilidades, es necesario escoger
aquellos métodos que mas se ajusten al problema a resolver. Los pardmetros bésicos que
decidirdn el método a elegir son el tipo de discretizacién y el dominio de trabajo.

A continuacién se presentan algunos de los métodos méas conocidos y se discuten los pros y
contras de su utilizacién en el marco de la tesis. Ya de entrada se han descartado todos los
métodos en el dominio del tiempo, que utilizan la formulacién temporal del problema
electromagnético, por la dificultad de integrarlos posteriormente a los algoritmos inversos. Si
nos concentramos en el dominio de la frecuencia, que utilizan formulacién en régimen
permanente senoidal (habitual en la mayoria de aplicaciones), pueden encontrarse los

siguientes métodos:

1) Método de los Elementos de Contorno (BEM), utiliza modelado por fronteras y

descomposicién mediante celdas de la frontera. Se basa en el método de los
momentos {2.6} y consiste en la resolucién de una ecuacién integral obtenida a través
del principio de equivalencia superficial [Cardama *92]. Como las integrales de la
ecuacion a resolver se extienden tinicamente sobre la superficie de los objetos, y no
sobre el volumen interior de los mismos, solamente es necesario discretizar esa
superficie. Parte de la base de la formulacién integral del método de los momentos,
pero utiliza una discretizacién superficial en subdominios mediante funciones base
polinémicas, iguales a las que utiliza el método de los elementos finitos. Aunque la
discretizacién permite ajustar con bastante precisién el modelo al objeto real, el
método tnicamente es eficiente para objetos homogéneos o con pocos dieléctricos;
en cambio, en el caso de cuerpos biol6gicos donde se modelan gran nimero de
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permitividades de distinto valor el método crece en complejidad y las dimensiones de
las matrices llegan a ser prohibitivas. Ademds, para el problema inverso, del que se
desconoce la estructura interna del cuerpo a reconstruir, su utilizacién seria muy

problemitica.

2) Método de los Elementos Finitos (FEM), basado en la representacién mediante

particién del espacio y descomposicién en celdas volumétricas. Su caracteristica
principal es la discretizacién simultinea de la funcién y de la geometria en
subdominios o elementos utilizando funciones base polinémicas. Estos polinomios
interpolan el valor de la funcién a partir de muestras en unos puntos fijos llamados
nodos. El mallado no tiene porque ser regular, aunque puede serlo, con lo que
también puede adaptarse muy bien a contornos complejos.

3) Método del Gradientes Conjugado con FFT (CGM-FFT), que utiliza enumeracién

de ocupacién del espacio. Su mallado regular permite optimizar mucho los célculos
de la integral de convolucién de la ecuacién de Helmholtz mediante paso al dominio
transformado. Es uno de los métodos elegidos.

2.5 EL METODO DE LOS MOMENTOS

Todas las ecuaciones integrales presentadas hasta el momento pueden representarse como

operadores lineales del tipo

L) =g (2.23)

donde L es un operador lineal, f sers en general la funcién incégnita y g la funci6n de datos
del problema. Se considera que el problema es deterministico, es decir con solucién tnica.
Como se ha comentado anteriormente, 1a resolucién del problema mediante un ordenador pasa
por la discretizacién de las ecuaciones integrales y las funciones involucradas de forma que
queden reducidas a sistemas de ecuaciones resolubles por las maquinas. La aparicién en 1968
de la obra de Roger F. Harrington "Field Computation by Moment Methods" [Harrington *93])
permitié sentar las bases de uno de los métodos més utilizados en andlisis numérico en
electromagnetismo y que sirvi6 de base a la mayoria de los métodos que han ido apareciendo
con posterioridad: el método de los momentos.

Para la resolucién del problema x.nediante el método de los momentos es necesario identificar,
en primer lugar, el dominio del operador L, las funciones sobre las que opera y su rango, y
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en segundo lugar las funciones resultantes de su operacién y su rango. Ademds, para su
utilizacién posterior, es imprescindible definir un producto escalar, que cumpla

(£8) = [ ADg (Pdr  (f.g°) = (&.f") (2.24)

segiin la definicién de producto interno de Hilbert. También debe cumplirse

(af+PBg.h) = alf,h) + B(g,h) (2.25)

con ¢ y P escalares. Finalmente otra propiedad a cumplir es

) > g g ; * g (2.26)

También puede definirse el operador autoadjunto y su dominio definido como

(L(N,8) = (LL%(8)) (2.27)

Mas informacién acerca de las distintas propiedades matematicas involucradas en el desarrollo
formal del método de los momentos pueden encontrarse en [Harrington "93].

Partiendo de la ecuacién inhomogénea (2.23), primero se expande la funcién incégnita en
términos de unas funciones base en el dominio del operador lineal L.

=3 of, (2.28)

para poder tratar el problema, el mimero de funciones base debe ser finito y su resolucién
implicara encontrar el valor de los coeficientes «,. Sustituyendo esa expansién en (2.23) se
obtiene

N
2 e, L(f,) = gy (2:29)

que constituye una ecuacién funcional que aproxima a la ecuacién original. El error en la
aproximacién viene dado por la calidad de las funciones base. Para ello es necesario que una
combinacién lineal de las funciones L(f;) aproxime adecuadamente la funcién g, es decir que
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aproximen adecuadamente el rango de L. Una buena eleccion de funciones base es aquélla
en que cuando la discretizacién N tienda a infinito, el conjunto {L(f,)} es una base

completa del rango de L. El error cometido viene dado por el residuo
N
R=g-gy=8-Y al(f) 230)
n

Mediante la utilizacién del producto escalar definido para el problema y con la definicién de
una serie de M funciones peso puede transformarse la ecuacién funcional (2.29) en un sistema
lineal de M ecuaciones con N incégnitas donde se hace nulo el residuo ponderado utilizando
el producto interno de Hilbert

N

(Row,) =0 Y a(L(f,)s0,) = (8:0,) (2.31)

n

que puede escribirse en forma matricial como

Ax=y (2.32)
con
(L)) (LEIO) v (LFi)0)]
1 - |E0ey (LR)es) - (LUyhas) 2.33)
(LG 0u) w (Llheu)]
y
m woy]
N y = @&w2) (2.34)
| %N ] | (89 |

Si M = N ylamatriz A es no singular existe soluci6n tinica al problema, en el caso de que
lo sea se producirin resonancias al obtenerse soluciones sin existir ninguna excitacién. En
cambio, si el sistema es sobredeterminado, donde no existe una solucién que anule el residuo,
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o subdeterminado, en el que existen infinitas soluciones, es preciso recurrir al método de los
minimos cuadrados, que minimiza el error del residuo mediante la siguiente transformacion

A" Ax=A"y x=(AA)1A"y (2.35)

Una vez conocidos los coeficientes del desarrollo puede obtenerse la solucién numérica del

problema.

Este método es llamado por algunos autores como método de las proyecciones, ya que

N

N
fu =2 ¢, g =Y a,L(f) (2.36)

n

son respectivamente las proyecciones de f en el subespacio generado por el conjunto de
funciones base {f,} y de g en el subespacio generado por el conjunto {L(f,)}. Al imponer
que <R,o)m> = 0 el residuo debe ser normal al subespacio generado por las funciones peso,
{w,}. Para que se cumpla es necesario igualar las proyecciones (gn,mm> = (g,m,,,), tal
como muestra la Fig. 2.3.

RL{w,}
{L(D)}

l— » {03

Fig. 2.3 Interpretacion geométrica del método de los momentos.

Para unas funciones base dadas el error del residual ser4 minimo cuando sea perpendicular

a la aproximaci6n gy
Rigy = RLL() = {o,} ={LF)} (2.37)
es decir, las funciones peso deben generar el mismo subespacio que la aplicacién del operador

sobre las funciones base. Esta eleccién permite obtener el error cuadratico medio minimo en
el residual y se conoce como método de los minimos cuadrados.
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2.5.1 Eleccion de las funciones peso

Existen diversas alternativas para la eleccién de las distintas funciones peso, cada una de ellas
aporta una serie de ventajas y desventajas que es necesario estudiar.

a)_Método de colocacién (point-matching), se utiliza para simplificar las operaciones asociadas

al producto escalar (2.31), que exigen la resolucién numérica de una integral, para ello se

eligen funciones peso iguales a funciones delta de Dirac

@, (F) = 8(F-F) (2.38)

Este método se suele utilizar en problemas que requieren soluciones donde hay que utilizar
un gran nimero de funciones base para aproximar a la funcién incégnita; de esta manera el
producto escalar asociado a las funciones peso es trivial. En la prictica supone forzar el
cumplimiento de (2.29) en unos puntos determinados, en general donde deben cumplirse las
condiciones de contorno. De esta forma el célculo de los elementos de la matriz A se
simplifica. En cambio, una de sus principales desventajas es que para soluciones de bajo
orden, con pocas funciones base, la exactitud de la solucién depende enormemente de los

puntos elegidos para hacer cumplir las condiciones de contorno.

b)_Método de Galerkin, se utiliza en aquellos casos en que el dominio del operador L es
idéntico al rango de L, entonces es recomendable la utilizacién de funciones peso iguales a

las funciones base.

o, =f, (2.39)

Para operadores autoadjuntos, la condicién se cumple autométicamente y la matriz resultante
es simétrica conjugada, lo que siempre introduce una ventaja adicional a la resolucién del
sistema algebraico de ecuaciones. Si la eleccién de las funciones basc; ha sido la correcta, es
decir que sean una base completa del dominio del operador L, y las funciones peso son las
mismas, si el operador L es autoadjunto las funciones peso son siempre una base completa
del rango de L. El precio a pagar es un mayor coste computacional en los productos escalares

necesarios para la obtencién de la matriz.

c)_Método de los minimos cuadrados, se utiliza cuando el objetivo es obtener un residuo | R |
minimo con una cierta discretizacién {f,} y orden N finito, en la Fig. 2.3 se observa que
[R| es minimocuando R L gy,loqueimplica {w,} = {L(f;)}.El método de los minimos
cuadrados consiste en tomar @, = L(f,), lo cual garantiza que cuando N - = g =gy
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f. = f, suponiendo que las funciones base cumplen las condiciones necesarias. Como con esta

eleccién de las funciones peso

(LUi)»0,)=(8:0,) = (LU LUDY=(8.L(E)) = (L (LUNDLY=(L*(@)f,) @40

resulta que este método equivale a resolver por el método de Galerkin la ecuacién
L*(L(f)) = L*(g), que es la solucién de residuo minimo de L(f) = g cuando no existe una
solucién exacta. En teoria est4 garantizada la convergencia monétona y uniforme, pero en la
préctica es el método més sensible a los errores de redondeo o truncamiento cuando la matrizA
estd mal condicionada y a la eleccién adecuada de las funciones base. Sin embargo, el
inconveniente principal de este método es el coste computacional del célculo de los elementos
de la matriz A cuando ninguna de las integraciones asociadas al producto escalar puede
hacerse analiticamente. Por este motivo pocas veces se implementa directamente, y para
obtener una solucién de minimos cuadrados suele emplearse el método del gradiente

conjugado.

2.5.2 Funciones base y peso

Un paso importante en la resolucién numérica de un problema electromagnético es la eleccion
de las funciones base y peso. En general, se tendera a elegir aquel conjunto de funciones base
que pueda representar con el maximo de precisién a la funcién incégnita que se quiere
resolver, al mismo tiempo que se procurard que su utilizacién implique el minimo coste
computacional. Aunque tedricamente existe un elevado niimero de funciones base, inicamente
un reducido nimero de ellas son utilizadas en la prictica. Las funciones base pueden
clasificarse como funciones de dominio completo, definidas en todo el dominio del operador
L, o de subdominio, definidas inicamente en una parte del dominio del operador.

Las funciones de subdominio implican la subdivisién del problema en N segmentos,
superficies o volimenes. A continuacién se presentan algunas de las funciones elementales
més utilizadas.

a)_ Funciones delta de Dirac, se aproximan las corrientes equivalentes superficiales o
volumétricas por una serie de fuentes puntuales, f,(7¥) = 6 (7-7,).

b)_Funciones pulso, las corrientes equivalentes se aproximan mediante una funcién constante
a trozos en cada uno de los subdominios. Una vez determinados los coeficientes asociados a
cada funcion, el resultado final es una representacién en escalones de la funcién incégnita.
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Mateméticamente su representacién es la siguiente, considerando que el subdominio se

encuentra representado por A

£ - 1 si |F| € A (2.41)
" 0 si|Fl e A

Estas funciones proporcionan integrales muy féciles de calcular, aunque su mayor
inconveniente es la introduccién de discontinuidades en la distribuciéon de la funcién

discretizada, si en el operador L aparecen derivadas su comportamiento serd malo.

-

r
”

X X X X X X X

Fig. 2.4 Funciones base pulso

c)_Funciones tridngulo, permiten compensar las discontinuidades de los pulsos cuando
aparecen derivadas en los operadores. El desarrollo de la funci6n incégnita en estas funciones
equivale a una interpolaci6n lineal a trozos. Las funciones se definen de forma que exista una
superposicién de parte de los subdominios y tinicamente se utilizan como tales en problemas
unidimensionales, mientras que en problemas bidimensionales o tridimensionales se usan en
combinacién con funciones pulso. La solucién que proporcionan es mucho més suave que la
que proporcionaban los pulsos. Para el caso unidimensional, la expresién matemética de estas

funciones es la siguiente

* -xn-l :
—_— Six,,sxsx,
X, X
n “'n-1
JAG RN . 242)
—_— Six, <X <X,
Fn+1 " Fn
- 0 Juera

Estas funciones no son titiles si las funciones a representar-presentan discontinuidades.
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X X X X X X X X

Fig. 2.5 Funciones base tridngulo.

d)_Funciones sinusoidales, presentan caracteristicas andlogas a las funciones tridngulo, pero
en ocasiones algunos operadores integrales pueden ser evaluados sin utilizar integracién
numérica cuando sus integrandos se multiplican por funciones tipo seno o coseno. Como por

ejemplo la funcién sinusoidal a trozos

[ sin[ B (x-x, )] ,
T six,,sxsx,
sin[B(x,-x,_ )]
£,(x) =1 sin[p(x,,;-x)] , (2.43)
n Six, $X <X,
Sln[ B (x)u»l _xn)]
! 0 fuera
o la funcién coseno truncado
Xy " Xpoy .
FACOIE fael Ll Ul Sy SF S Xy (2.44)
0 fuera

Por otro lado existen las funciones de dominio entero, que como indica su nombre presentan
valores en todo el dominio del operador. Su principal ventaja reside en que su utilizacién en
problemas donde a la funcién incOgnita se le supone conocido su comportamiento
aproximado, o sigue un determinado patrén, permite reducir mucho el mimero de términos de
la expansi6n en funciones base en comparacién con el nimero necesario usando funciones de
subdominio. Para funciones inc6gnita muy complejas o impredecibles estas funciones base no
son de utilidad.

a) Funciones trigonométricas de dominio_entero cuando las funciones base son senos y

cosenos definidos en todo el dominio del operador, el desarrollo en esas funciones equivale
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al desarrollo en serie de Fourier de 1a funcién incdgnita. Si al mismo tiempo se utilizan las
funciones peso del método de los minimos cuadrados, w, = L(f,), se obtienen unos
coeficientes iguales a los del desarrollo en serie de Fourier.

b) Conjuntos de polinomios ortogonales, otra forma de encontrar otros tipos de desarrollo con

un comportamiento andlogo al de las funciones trigonométricas de dominio entero es la
utilizacién de series de polinomios ortogonales, como pueden ser los de Tschebyscheff,
McLaurin, Legendre, Laguerre, Hermite, etc.

2.5.3 Discretizacion de objetos

El tema de modelado y discretizacién de objetos es suficientemente amplio como para
necesitar una tesis para su estudio [Vall-llossera *94], de todas las formas posibles de realizar
las discretizaciones de los cuerpos aqui Unicamente se comentan aquellas que han sido
utilizadas a lo largo de la presente tesis. Como se indicard en {Cap. 3} el tipo de maliado que
se impondra a los objetos es regular. Esta restriccién no viene impuesta por la utilizacién del
método de los momentos, sino que aparecerd por la utilizacién de transformadas rdpidas de
Fourier (FFT) en la evaluacion del operador integral, que tiene estructura de convolucién,
sobre la funcién incégnita.

El objeto, por lo tanto, es discretizado utilizando un mallado regular, es decir, su superficie
(en el caso bidimensional) o su volumen (en el caso tridimensional) se dividird en
subdominios cuadrados o cibicos en los que se supone permitividad constante en su interior.
Las funciones base a utilizar son fundamentalmente funciones pulso y funciones tridngulo.

a)_Funciones pulso, se supone que el campo es constante en cada una de las celdas del
mallado, ello equivale a utilizar las funciones pulso definidas anteriormente. Este tipo de
discretizacién es la mis sencilla y combinada con el método de colocacién permite resolver
problemas sin demasiadas complicaciones mateméticas. Su tinico problema es la introduccién
de discontinuidades fuertes en el campo que serdn generalmente incompatibles con operadores
que contengan derivadas, como por ejemplo los casos TE bidimensional y tridimensional
{3.4}.
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VA%

Fig. 2.6 Discretizacion mediante funciones pulso de un objeto a) bidimensional y b)
tridimensional.

b)_Funciones base tejado (roof-top), en el caso en que los operadores presenten derivadas se

utilizara este tipo de discretizacién donde, en funcién de la componente, se procurara que la
discretizacién sea continua en esa direccién. Las funciones tejado son una combinacién de
funciones triangular y pulso. La Fig. 2.7 muestra como es la discretizacién en el caso
bidimensional. Para problemas tridimensionales las funciones son anélogas, pero con una

componente mas.

Fig. 2.7 Discretizacion mediante funciones tejado.

2.6 APLICACIONES: LA TOMOGRAFIA DE MICROONDAS

Con el continuo avance de las técnicas para diagnosis médica se han desarrollado una gran
cantidad de sistemas de formacién de imégenes basados en distintos mecanismos fisicos de
interaccién entre una radiacién incidente y un cuerpo bajo observacién. Mediante la utilizacién
de distintas zonas del espectro, no tinicamente electromagnético, pueden obtenerse diferentes
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tipos de informaci6n en funcién del mecanismo de interaccién. Las distintas técnicas son
complementarias, por ejemplo, los rayos X permiten visualizar la opacidad de los tejidos a
esta radiacién, la tomografia axial computerizada (TAC) permite la obtencion de imégenes de
secciones del cuerpo a partir de los rayos X, la tomografia por emisién de positrones (PET)
permite visualizar el metabolismo, la resonancia magnética nuclear (NMR) responde a las
caracteristicas del spin nuclear, la tomografia de impedancias reconstruye mapas de
conductividad a baja frecuencia y las iméagenes por ultrasonidos reflejan las caracteristicas
mecdnicas de los tejidos. Cada técnica tiene una resolucién espacial y temporal inherente,
ademé4s de una serie de limitaciones en su aplicacién en aquellos casos en que la radiacién
incidente pueda ser perjudicial para la salud en dosis excesivas, como es el caso de los rayos
X. La Fig. 2.8 muestra la distribucién de las distintas técnicas en el espectro de frecuencias
electromagnético [Bolomey "90][Flack *94].

Entre las técnicas anteriores, en general ya consolidadas en el mundo de la diagnosis médica,
no se ha hablado de 1a tomografia de microondas. En ella se utilizan ondas electromagnéticas
a frecuencias de microondas como radiacién incidente. A partir de la medida de su interaccién
con el cuerpo se intenta reconstruir sus caracteristicas dieléctricas. A diferencia de los rayos
X, en que la longitud de onda es muy pequefia, en el caso de la tomografia de microondas las
longitudes de onda utilizadas son de un orden de magnitud parecido a las dimensiones del
objeto, con lo que su propagacién no puede ser modelada como rayos y hay que recurrir a los
fenémenos de difraccion que complican los algoritmos de reconstruccion.

La propagacién de ondas electromagnéticas en tejidos biolégicos tiene un comportamiento
determinado por las caracteristicas particulares de los mismos. La atenuacién en algunos
tejidos es elevada, debido al gran contenido en agua y sales disueltas, en cambio en otros,
como los huesos, la atenuacién es mucho més baja. Debido al contenido acuoso, que como
se ha visto en {2.4} determina permitividades elevadas, las longitudes de onda se reducen con
Io que a igual frecuencia de trabajo puede obtenerse una mejor resolucién que en el vacio. Al
mismo tiempo, la gran variedad de tejidos y sus distintas permitividades hacen que los
cuerpos a reconstruir sean de elevado contraste, complicando los algoritmos inversos.

La experiencia con temas de tomografia de microondas en el Grupo de Antenas, Microondas
y Radar del Departamento de Teoria de la Sefial y Comunicaciones de la UPC se inici6 en
el afio 1984, en el que se comenz6 a construir un prototipo de tomégrafo de microondas
[Broquetas ’89a]. Ese prototipo trabaja a una frecuencia de 2.45 GHz, que permite un buen
compromiso entre atenuacién.y resolucién, ambas crecientes con la frecuencia. La Fig. 2.9
muestra al prototipo desarrollado y la Fig. 2.10 su diagrama de bloques.
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Long. de onda Banda Modalidad de imagen
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Fig. 2.8 Técnicas de formacion de imdgenes en el espectro electromagnético.

El prototipo est4 formado por una agrupaci6n circular de 25 cm de didmetro que contiene 64
antenas, cada una de ellas es una gufa de onda trabajando en el modo TE,, y radiando
mediante una bocina exponencial en plano E. Para mejorar la adaptacién entre el cuerpo
biol6gico a medir y las antenas se utiliza agua desionizada como medio externo, por ello se
disefiaron las antenas para que radiaran correctamente en agua. La polarizacién del campo
incidente, y despreciando los efectos de despolarizacién en los campos dispersados gracias a
la focalizacién de la energia y a la atenuacién del agua, permite un modelado bidimensional
en modo TM del problema. La longitud de onda en el medio externo es de 14 mm, y
determina la resolucién del sistema, aproximadamente 7 mm. Las 64 antenas de la agrupacién
pueden ser conmutadas electrénicamente de forma que actien como emisoras o receptoras.
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A cada conjunto de datos formados por las
medidas de todas las antenas receptoras para una
determinada antena emisora se le denomina vista.
Una vez completadas las 64 vistas, es decir, todas
las posibles combinaciones de antenas emisoras-
receptoras, se dispone de los datos de entrada para
los algoritmos encargados de realizar la
reconstruccién. En la prictica, y debido a
limitaciones tecnolégicas, tinicamente se puede
recibir para cada vista con la semiagrupacién de
antenas opuesta a la emisora, es decir 33 antenas
receptoras.

Los algoritmos de reconstruccién procesan los
campos dispersados por el cuerpo observado, por
ello la adquisicién de datos consiste en realizar

Fig. 2.9 Prototipo de tomdgrafo de

imero u dida sin objeto, lo que se
microondas (ROSCO). primero una medida sin objeto, con lo que

mide el campo incidente en cada una de las
antenas receptoras, a continuacién se coloca el
cuerpo y se mide el campo total en las antenas receptoras para cada vista. Mediante
sustraccién de ambos campos se determina el campo dispersado para cada vista. La imagen
obtenida con este tipo de medida se denomina imagen absoluta. En algunas aplicaciones,
como por ejemplo monitorizacién de tratamientos de hipertermia [Mallorqui '92], puede
intentar verse qué ha variado en el interior del cuerpo entre dos instantes de tiempo; se llama
imagen diferencial a la reconstruccién de la diferencia entre campos dispersados en dos
medidas distintas. La Fig. 2.11 resume los dos tipos de imédgenes que pueden obtenerse con
un tomégrafo de microondas. V

La potencia de emisién del sistema es de 1 W, de esta forma se asegura que la mdxima
densidad de potencia en la regién de medida mis cercana a la agrupacién sea inferior a
0.1 mW/cm?, por debajo de la cota maxima recomendada por las normas ANSI de 5 mW/cm?
a 2.45 GHz [ANSI ’82].

Para evitar problemas de caminos interferentes, la seiial se modula tanto en emisién como en
recepcién a dos frecuencias distintas, de esta forma en los detectores sincronos, que
demodulan a la frecuencia suma, tinicamente se detecta la sefial que ha pasado por el camino
correcto. Todo el sistema es éontrolado por un ordenador de 32 bits mediante un bus de
entrada/salida. El tiempo de adquisicién de una medida es de unos 3 s. Informacién mds
completa del prototipo puede encontrase, entre otras referencias, en [Broquetas ’89a],
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Fig. 2.10 Diagrama de bloques del prototipo de tomégrafo de microondas (ROSCO).

Campo Difractado

Campo Dispersado »| Imagen Absoluta

Campo Incidente

Campo Difractado-1

A(Campo Dispersado) » Imagen Diferencial

Campo Difractado-2

Fig. 2.11 Medidas absolutas y medidas diferenciales en tomografia de microondas.

[Broquetas *89b], [Jofre *90] y [Broquetas *91].
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La medida de extremidades de seres vivos y maquetas en el prototipo [Mallorqui *90],
permitié obtener un gran conjunto de datos que mostraron que una de las grandes limitaciones
del sistema residia en el algoritmo de reconstruccién de primer orden { Cap. 4}. Los resultados
obtenidos en imagenes absolutas tinicamente permitian distinguir con claridad el contorno del
objeto y, en el mejor de los casos, obtener una imagen cualitativa de su interior. Los valores
de permitividad reconstruidos eran erréneos, a excepcion de algunos cilindros homogéneos
poco difractantes, es decir de permitividad parecida a la del medio externo. Las imégenes
diferenciales permitian detectar variaciones de permitividad en el interior de cuerpos que
debido a su alto contraste eran inaccesibles a las imédgenes absolutas. Esta deteccién de
variaciones indicaba que la informacién del interior del cuerpo estaba presente en los campos
dispersados y era el algoritmo-de primer orden, debido a las aproximaciones realizadas en su
desarrollo, el que era incapaz de utilizarla. Mé4s informacién acerca de los experimentos
realizados con el prototipo puede hallarse en [Martin *91] [Hawley "91] [Almirall °91],
[Mallorqui *92] [Broquetas '93] [Mallorqui ’94a].

Existen otras aplicaciones en las que es indispensable la modelizacién de la interaccién de la
radiacién electromagnética y los cuerpos biolégicos. En estudios de evaluacién de niveles de
exposicién de seres vivos a ondas electromagnéticas es necesario conocer los niveles de
potencia disipada en los distintos tejidos y determinar si se sobrepasan los niveles de
seguridad. Por ejemplo, en 1a homologacién de aparatos de telefonia mévil, radares de policia
en coches, etc. las herramientas desarrolladas en esta tesis para la resolucién del problema
directo son de gran utilidad.
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EL PROBLEMA DIRECTO
ELECTROMAGNETICO

3.1 INTRODUCCION

En la literatura se conoce como problema directo electromagnético al célculo de los campos
dispersados por un objeto conocido, dieléctrico o metdlico, dado un determinado campo
electromagnético incidente. El niimero de autores que han publicado s:obre el tema es enorme
y por lo tanto el nimero de métodos numéricos existentes es también considerable. Dado que
el objetivo del estudio del problema directo se orienta como herramienta para la resolucion
del problema inverso, existen un gran nimero de condicionantes para la eleccién de los
métodos a estudiar. Los métodos desarrollados se utilizardn para simular a través de modelos
numéricos las medidas de un tomégrafo y, también, como paso intermedio de alguno de los

algoritmos inversos de orden superior.

En primer lugar se presentardn las soluciones analiticas bidimensionales al problema de
difracci6n, tanto para objetos dieléctricos como metdlicos, que serdn de gran utilidad para
validar los métodos numéricos. A continuacién se abordard el Método del Gradiente
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Conjugado tanto para el caso bidimiensional, con particularizacién para las polarizaciones TM
y TE, como para el tridimensional. Estos métodos, basados en el método de los momentos,
proporcionan una solucién monovista, debiendo ser reejecutados si se cambia la direccién o
tipo de onda incidente. Mediante la incorporacién de técnicas FFT se optimiza el calculo de
la integral de convolucién que aparece en la ecuacién de Helmholtz {2.3}, mejorando tanto
el tiempo de calculo como la memoria requerida por los algoritmos. Finalmente, el Método
RATMA (Recursive Aggregate T-Matrix Algorithm) en su versiébn generalizada y
particularizada al caso bidimensional permitird obtener una solucién vélida para cualquier

direccién de incidencia o tipo de onda.

3.2 SOLUCIONES ANALITICAS AL PROBLEMA DIRECTO
BIDIMENSIONAL

Sélo algunas geometrias muy concretas permiten obtener una solucién analitica al problema
directo electromagnético. En la literatura aparecen desarrollos matemdticos con la solucién de
la ecuacion de Helmholtz para los llamados casos candnicos. Resulta interesante su estudio
por dos importantes razones: la primera, como herramienta rdpida y exacta para hallar el
campo difractado tanto en el interior como en el exterior de los cuerpos, y la segunda, como
prueba de validacién de los distintos métodos numéricos que se irdn presentando. Unicamente
se abordarén las soluciones analiticas para cilindros dieléctricos o metéilicos multicapa, para
ello, primero se presentardn unas breves nociones de ‘andlisis modal para luego pasar al
desarrollo del algoritmo que proporciona los campos analiticos, tanto para incidencia plana
como cilindrica. El caso tridimensional no ha sido tratado, pero la solucién exacta del
problema directo para ondas planas y esferas homogéneas se conoce como Teoria de Mie, en
honor de Mie que la formul6 por primera vez en 1908. La formulacién es relativamente
compleja y pueden destacarse entre otras las referencias [Stratton *41], [Ishimaru *91] para
esferas dieléctricas y [Harrington *61] para esferas metalicas.

Se hace especial hincapié en algunos desarrollos matemiticos del andlisis modal que
constituyen la base de uno de los métodos de célculo numérico presentados en este capitulo,
el método RATMA {3.5}.

3.2.1 Analisis modal
Los problemas de contorno en los que intervienen cuerpos féacilmente definibles

mateméticamente como superficies cilindricas suelen resolverse, por comodidad, en
coordenadas cilindricas. Un desarrollo parecido al presentado en este apartado podria
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realizarse en coordenadas cartesianas o esféricas [Stratton '41]. La Fig. 3.1 muestra la
definicién de coordenadas cilindricas que se utilizardn a lo largo de la tesis.

Fig. 3.1 Sistema de coordenadas cilindrico.

Partiendo de la ecuacién de Helmholtz en forma diferencial para una funcién escalar, ¥, en

un espacio de tres dimensiones

quf + kzll[ = 0 (3.1)
y expresando la laplaciana en coordenadas cilindricas puede obtenerse
li(p_a_ll_'.) + _l_ﬂ + _a_z_l_ll_ +ky =0 3.2)
pop\ dp) p2ap* &2

Utilizando el método de separacién de variables, puede solucionarse la ecuacion diferencial

mediante la bisqueda de soluciones que cumplan

¥ = R(p) ®($) Z(2) 3.3)

Sustituyendo (3.3) en (3.2) y dividiendo el resultado por ¢ puede obtenerse

_1_1( dR) Lo 1472 4. 34)
dp

PR p;; p2® dp* Z dz?

Al no depender el tercer término de la expresién de las variables P Yy ¢, debe cumplirse
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1d*z 2
8 & - . 3.5)
Z g2 &

siendo kz una constante. Si se sustituye (3.5) en (3.4) y se multiplica la expresién por p2, se
obtiene

P d dR ldz(b 2_72v,.2 _
&2 (oox) - I R GRALEL (36

donde el segundo término es independiente de p y de z , mientras el resto son
independientes de ¢. Por lo tanto

— = -n 3.7
D 4¢°

siendo n una constante. La ecuacién (3.6) se transforma en

P d dR 2 2 1.2\ .2

P afo8R) g2, (k2-khpt = 0 3.8)

Rdp (p dp) (k*-k)p

que Unicamente depende de la variable p.

Resulta més préctico para la formulacién del problema definir la variable kp como

kp2 + kz2 = k2 (3.9)

2
‘Z;’ + 020 =0 (3.10)
d*z .2,
= Kz =0

Las ecuaciones en ¢ y zson armoénicas, y sus soluciones pueden escribirse de forma general
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como h(nd) y h(k,z). En cambio la ecuacitn en R responde a la expresién de una ecuacién
de Bessel. Si se utiliza el método de Frobenius [Harrington *61] [Balanis 89] pueden
escribirse sus soluciones en términos de funciones de Bessel [Abramowitz *72], que se

expresan en forma general como B, (k;p)

( J,(k,p) Juncién de Bessel de primera especie

Y,,(kp p) Juncién de Bessel de segunda especie
B (k. p) - - 3.11)
neP H,fl)(kp p)  funcién de Hankel de primera especie

Ia!,?’(kp p) funcién de Hankel de segunda especie

Como cualquier par de las anteriores funciones proporciona soluciones independientes, en
general, la solucién B,,(kp p) serd una combinacién lineal de cualquier par de ellas.
Finalmente, la solucién en cilindricas de la ecuacién de Helmholtz tiene la siguiente forma

Vi np, = Bk, PYR(nd) ik 2) (3.12)

con k, y k, relacionadas segin (3.9). Estas soluciones se llamardn funciones de onda
elementales, ya que cualquier solucién de la ecuacién de Helmholtz puede escribirse como
combinacién lineal de ellas. Se pueden expresar sumatorios con todos los posibles valores,
o autovalores, de n y k,, o de n y k,; aunque nunca de k; y k, ya que son linealmente

dependientes. Por ejemplo

¥ =X Y GV, =2 X Cpp Bk, ) h(nd) h(k D) (3.13)
n k n ok

donde C,, son constantes.
(']

-

Como se verd a continuacién, es normal que n tome valores discretos, por lo tanto pueden
integrarse las soluciones sobre las variables de separacién, kp o k,, y obtener nuevas

soluciones para la ecuacién de Helmholtz

¥ =X [ £(6) B, 0 h(nd) h(k2) (3.14)
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¥ =3 [ 8)B,kphd) k2 (3.15)

donde las integrales se realizan sobre cualquier contorno del plano complejo y las
funciones f, (k) y g,,(kp) se determinan en funcién de las condiciones de contorno. La
ecuaci6n (3.14) proporciona integrales de Fourier, mientras que (3.15) proporciona integrales
de Fourier-Bessel. En general, para problemas en regiones finitas, como por ejemplo cavidades
o guias de onda, las soluciones se encuentran caracterizadas por un espectro discreto de
autovalores, mientras que para el caso de regiones no limitadas, por ejemplo antenas, el

espectro de autovalores suele ser continuo.

La solucién de 1a ecuacién arménica (3.5) proporciona las funciones arménicas que forman
la solucién de h(k.z), en general son funciones tipo sin(k,2), cos(k,z2), € PR
combinaciones lineales de ellas.

Al ser la coordenada ¢ angular aparecen una serie de restricciones en la eleccién de las
funciones hA(nd) y de la variable n, estas restricciones también dependen del tipo de
problema a resolver. Por ejemplo, si se pretende encontrar el valor del campo en una region
cilindrica para cualquier valor angular, es necesario que Y(¢) = y(¢p+2x) para que la
solucion sea tnica. Por lo tanto h(n¢d) debe ser periédica en ¢, forzando que n sea entero.
La eleccién de A(n) es sin(nd), cos(nd), e/*®, e o cualquier combinacién lineal de
ellas. Por lo tanto los sumatorios en 7 de (3.15) son en general series de Fourier en ¢.

Falta determinar cudl elegir de entre las soluciones de la ecuaci6én de Bessel, el criterio
depende de cada problema, pero siempre se pretendera que las soluciones elegidas tengan
sentido fisico. Por ejemplo, si el problema impone que el campo debe ser finito en el origen,
de todas las funciones de Bessel inicamente J, (k,p) es no singular en p = 0. Para este
caso las funciones de onda elementales son del tipo

Wi ns, = Sk, p)eMEE (3.16)

Es recomendable utilizar las funciones arménicas en forma exponencial, ya que al ser la
expresién més general los senos y cosenos pueden expresarse como como combinacién lineal

de exponenciales.

Recordando la expresién (3.9), existe una incertidumbre de signo en la eleccién de kp
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kp = % /k2_k22 (3.17)

El convenio a seguir es que la parte real de kp sea positiva. De esta forma, si en un problema
no existen fuentes en el infinito es 16gico suponer que alli los campos deben ser cero.
Estudiando las expresiones asintéticas de las funciones de Bessel [Abramowitz *72], puede
observarse que la tnica que se anula en el infinito para k, complejo es H,? ) (k,p). En este

caso las funciones de onda elementales tienen la forma

Ve g, = HP (e, p)el™ e (3.18)

Existen otras elecciones en funcién del problema a solucionar, se ha decidido presentar
tnicamente estas dos ya que son las que apareceran en el desarrollo de los métodos analiticos
para cilindros. En [Harrington *61] puede encontrarse un excelente resumen de la
interpretacion fisica de las soluciones en funcién de si k, es real, complejo o imaginario puro.

La formulacién presentada es general. La particularizacién al caso bidimensional fuerza
k, = 0, debido a la invarianza de los campos y de los cilindros a lo largo del eje z.

3.2.2 Transformaciones y teoremas de ondas cilindricas

En general, al plantear la solucién de problemas electromagnéticos puede ser necesario
expresar funciones de onda de un determinado sistema de coordenadas en términos de
funciones de onda de otro sistema de coordenadas. Para el caso que nos ocupa, estudio de la
difraccién de cilindros centrados multicapa, es aconsejable exprésar una onda plana incidente
en funcién de la superposicién de ondas cilindricas. De esta forma, la aplicacién de las
condiciones de contorno en las superficies de separacién de los distintos materiales del
cilindro es mucho més sencilla. Para el caso de que la fuente sea una onda cilindrica no
centrada en el origen, el teorema de adiciéon de las funciones de Hankel y Bessel es
imprescindible. Las demostraciones mateméticas estdn ampliamente referenciadas en la
literatura y no se incluyen en esta memoria, entre otras cabe sefialar [Harrington *61],
[Balanis "89] y [Abramowitz *72].
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3.2.2.1 Onda plana como superposiciéon de ondas cilindricas

Supéngase una onda plana viajando en la direccién positiva del eje x, y que el campo tiene
uinicamente componente eléctrica en el eje z

E = ZE] = ZE e& = geJ& (3.19)

4

Si se expresa esa onda plana como suma de infinitas ondas cilindricas

n==

E; = e-jh = e"jkpm¢ = E aan(kp)ejn¢ (3.20)

multiplicando ambos extremos por e #™®, con m entero, e integrando en funcién de ¢ y
aplicando condiciones de ortogonalidad [Balanis *89] puede obtenerse

a, =j'”l 3.21)

con lo que

n=o

E; = e'jb = e‘JkPCOS¢ = Ej'"‘,n(kp)e]"¢ (3.22)

ns-o

De la misma manera puede obtenerse el desarrollo modal de una onda plana viajando en

direccién contraria

n=w

E; = eJkx = gikpoosd - Ej".l,,(kp)ej"" (3.23)

n=-

3.2.2.2 Dominios visible e invisible del espectro

En la anterior sintesis de onda plana mediante modos cilindricos puede plantearse, a efectos
précticos, truncar el sumatorio (3.22). Si se estudia el comportamiento de la funcién J,(x),
se observa que a partir de n > X sus valores empiezan a decaer, de forma que su contribucién
a la sintesis de la onda plana puede considerarse nula a partir de # > 2x. En general, el
mimero de modos a utilizar depende del radio de la regién donde se desea que esa sintesis sea
vélida y de la calidad final buscada. Un buen criterio consiste en escoger un niimero de modos
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situado entre
KoPamax < Moax S 2K Pmax (3:24)
La Fig. 3.2 muestra la evolucién, para distintos casos, de la funcién de Bessel de primera

especie. Cuando m_,, es pequefio puede ser necesario afiadir algin modo extra al criterio

anterior.

Modulo

\ [\ e NN

N

"2 4 6 8 10 12 4 n 80024 6 8 10 12 14 n

Moédulo (dB)

0246810121416n 2 4 6 8 10 12 14 16 n

Fig. 3.2 Evolucién del médulo de algunas funciones de Bessel en funcién del orden y su
argumento.
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3.2.2.3 Teorema de Graf de adicion de las funciones de Bessel

Existen distintos teoremas de adicién de las funciones de Bessel, en [Abramowitz *72] puede
encontrarse una extensa recopilacion de ellos, pero en este apartado tinicamente se presenta
el teorema de Graf, que permite expresar funciones de Bessel centradas en un determinado
origen de coordenadas como combinacién de funciones de Bessel centradas en otro distinto.
Este teorema es una de las bases del método RATMA que se presentaré en {3.5}

v

Fig. 3.3 Convenio para el teorema de Graf.

Si B,(x) es cualquiera de las funciones de Bessel, puede escribirse, segiin el tridngulo de la

Fig. 3.3, que

B(0)e = 3 B Mt [vede|<ul @29

k=-co

Si B,(x) es una funcién de Bessel de primera especie la restriccién en los médulos es

innecesaria.

A continuacién se presentan dos particularizaciones del teorema de Graf que, posteriormente,
se utilizardn en el método RATMA.

La primera particularizacién consiste en trasladar las funciones de Bessel de un sistema de
coordenadas a otro de modo que el desarrollo sea vélido para puntos exteriores al radio de
traslacién. Segin el convenio de la Fig. 3.4, el teorema Graf se reescribe

B,(kr)e™ = 3 B (k)™ T, (hodode ™% |4 <|r,| (3.26)
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4

Fig. 3.4 Particularizacion del teorema de Graf a puntos exteriores.

La segunda particularizacién consiste en una traslacién vélida para puntos en la vecindad del

nuevo origen de coordenadas, segtin el convenio de la Fig. 3.5

B, (ki)™ = T B, (kpdie "M (krye™  |r|<|d,| 3.27)

Fig. 3.5 Particularizacion del teorema de Graf a puntos interiores

Ambas expresiones pueden escribirse en forma matricial, de forma que (3.26) queda como
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[Bkyr)], = Bulkor)e™®
B(kyr)) = Bi(kyr)*Boy 1 [BlkyTp)l, = By(korg)e’™®

[Boium = Jn-nlkodo)e Hmb

(3.28)

y (3.27) tiene diferente notacién segtin se trasladen funciones de Bessel de primera especie

[V (k)] = Jnlkore)e™®

Jt(koro) = J‘(kOri) .610 [J(kor;)]m = Jm(kori)eim¢‘ (3.29)
[Bi()]n,m = Jﬂ-m(kodio)e J(n-m)dy
o de Hankel
L], = B (k7)™
(3.30)

H(kyro) = Ji(kgr) G { [T (hot], = I, (k)™

[ = HOW(kydie 7m0

Es necesario recordar que el superindice t indica traspuesta sin conjugar.

3.2.2.4 Teorema de adicion de las funciones de Hankel

Esta transformacién, particularizacién de las presentadas en el apartado anterior, permite
expresar el campo generado por una linea infinita de corriente desplazada respecto el origen
de coordenadas mediante una serie de funciones de onda cilindricas generadas en el origen.
En general, el campo generado por una linea de corriente, I, desplazada p” viene dada por

wpl
Ep0) = ~—2H{(klp-p']) 331)

donde |p -p’| es la distancia entre la linea de corriente y el punto de observacién, tal como

muestra la Fig. 3.6.
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Linea de Corriente

Fig. 3.6 Teorema de adicién de las funciones de Hankel.

La expresién de la onda cilindrica descentrada en funcién de una serie de funciones de onda

cilindricas centradas se escribe como

( R=e

L Y J,kp)HD (kp) @) parg p<pr

n=-co

HPk|p-p'|) = | (3.32)

n=o

3 J, ko) HY (kp)el™ @4 parg p > pr

\ A=-®

La demostracién puede encontrarse en [Balanis *89].

3.2.2.5 Propagacion de modos cilindricos

Si se expresa un campo como desarrollo de modos cilindricos

E (p,9) = i a,B, (kp)e/™® (3.33)

y se particulariza para dos radios distintos entre los que no existen fuentes, Fig. 3.7, puede
obtenerse que los coeficientes de los desarrollos en serie de Fourier de E (p,,$) YE, (P, ¢)

seglin ¢ tienen como coeficientes

" Gpy) = a,B,(kyp,)

3.39)
Cn(pZ) = aan(k0p2) '

y al ser los modos cilindricos iguales se obtiene
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B
CR(PI) = Cn(pz)‘BR—:::::‘—:; (3.35)

Fig. 3.7 Propagacion de modos cilindricos entre dos zonas libres de fuentes.

Esta expresiébn que relaciona las series de Fourier seglin ¢ de los campos en dos
circunferencias permite, conociendo el campo en una circunferencia propagarlo a otra de
distinto radio, siempre que el medio sea homogéneo y no se atraviese ninguna zona de
fuentes. El mismo método puede aplicarse a desarrollos con otro tipo de modos cilindricos.

3.2.3 Campos difractados por un cilindro multicapa

En este apartado se muestra un algoritmo para la resolucién analitica del problema de
difraccién de un cilindro multicapa para el caso TM, Fig. 3.8. Como se ver4 a continuacién,
la adaptacién del algoritmo al caso TE serd muy sencilla. En el apartado {3.2.1} se
presentaron todas las posibles soluciones de la ecuacién de onda en cilindricas, pero
tinicamente algunas podian asociarse a problemas fisicos. Se quieren obtener los campos
dispersados por un cilindro multicapa para el caso TM, definiendo campo dispersado, E*
como aquel que sumado al campo incidente, E*™, da como resultado el campo total, E,

E = Elnc + ES (3.36)

Los campos dispersados viajan alejandose del objeto y deben anularse en el infinito, por lo
tanto la solucién buscada puede desarrollarse como una combinacién lineal de funciones de
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Fig. 3.8 Cilindro multicapa.

Hankel de segunda especie, las tnicas que cumplen los anteriores requisitos. Parecido
razonamiento podria aplicarse al campo magnético para el caso TE.

3.2.3.1 Caso TM

Para el caso TM se realiza el desarrollo en funcién del campo eléctrico, por lo tanto el campo

dispersado tiene la siguiente expresién

ES = $E] = 2E, Y. ¢, H (kp) (3.37)

B=-00

Los coeficientes ¢, se obtienen aplicando condiciones de contorno, continuidad del campo
eléctrico tangencial, en las paredes del cilindro. La obtencién de esos coeficientes para
cilindros metdlicos puede encontrarse en ([Balanis *89] y para cilindros dieléctricos
homogéneos en [Umashankar *93].

El procedimiento para hallar la solucién al problema multicapa es muy parecida. Con lo
indicado anteriormente, el campo difractado en el exterior del cilindro puede expresarse como

E(pd) = 3 [a,d,060) +6,HO Gop) )™ (338)

1= 00

donde el primer término representa el desarrollo modal del campo incidente y el segundo el

del campo dispersado.



3.16 EL PROBLEMA DIRECTO ELECTROMAGNETICO

Los campos en el interior del cilindro pueden escribirse en términos de funciones de Bessel
de primera y segunda especie, ya que los campos en el interior no se propagan. Las distintas
capas del cilindro se indican como m=1,2,...,M, el medio exterior se corresponde con la capa
M+1. Por lo tanto la expresién més general del campo total en la capa m viene dada por
[Bussey *75]

Ez’m = E [A”‘:"Jn(kmp)+Bm,nYn(kmp)]ejn¢ (3'39)

n=-c

y aplicando las ecuaciones de Maxwell puede obtenerse una expresién parecida para la
componente tangencial de campo magnético
k -]

- A, Jik p)+B, Yi(k p)lei® (3.40)
J(‘o pm Il=z‘°° [ ’ ’ ]

ch,m

Si se define una amplitud desnormalizada para la capa més interna, y suponiendo que ésta sea
dieléctrica, puede forzarse

A, =1 B, =0 para todo n (3.41)

Las amplitudes desnormalizadas de las sucesivas capas se van calculando de forma recursiva
aplicando las condiciones de contorno para el campo eléctrico, E, y magnético, H,,
tangenciales a las superficies de separacién de los distintos dieléctricos. Al Hegar a la Gltima
capa se pueden normalizar esos coeficientes al valor de campo incidente mediante (3.39) y
(3.38).

De la continuidad del campo eléctrico tangencial en la frontera i se obtiene

AL Jkr) + B, Y(kr) = AL, , (K1) + By, Y (k1) (3.42)

mientras que de la continuidad del campo magnético tangencial y con 1,, = @ p,/k,,, puede
obtenerse

it [Ai',n Jykr) + B, Y(kr) ] =, [Ai;, g dik.r) + Biy, Yok, ) ] (3.43)

Resolviendo el sistema de ecuaciones proporcionado por (3.42) y (3.43), puede obtenerse la
siguiente relacién de recurrencia
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3.17

meln 1 Upn Worn Y[ Amp

donde

N~
I

m km*l Jn(kmrm) Y ;t(kmolr m) N p’md km J;l(kmrm) Yn(km*lr m)

14 = pm*l km Jr’l(kmr m) Jn(klmlrm) - p’m km+1 Jn(kmr m) J;t(km#lrm)

Wm,n = p’m k»ul Yn(kmr m) Y;l(kmolr m) - pm*l km Y;l(kmrm) Yn(kmdrm)
XM = p’»nl kn Y”l(kmr m) Jn(kmdr m) - "‘m km‘l Yn(kmr m) J;t(knvlrm)

Lm = Hy km*l [Jn(km*lr m) Y;l(km*lrm) - Ji’t(km-rlrm) Yn(km*lr m) ]

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(347)

(3.48)

(3.49)

La dltima ecuacién puede simplificarse si se observa que el término encerrado entre corchetes

es el wronskiano de la ecuacién de Bessel [Abramowitz *72]

2 2p,
J,) V() - Jx) Y (%) = = L =2tn

Finalmente fuera del cilindro pueden igualarse las ecuaciones (3.38) y (3.39)
Ayran Inkghi) + By, Yikrs) = 6, L (ka) + ¢, Hr? )(ko’ W
Si se define una constante de‘;lormalizacién
wa =8,40, B,,=S5,B,,

puede obtenerse igualando términos en (3.51)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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a
Sy(Ai1n-JBiarn) =G, = S, = i (3.53)

A;hl,n -J Bi!ol,n

con lo que ya pueden normalizarse todos los coeficientes de las distintas capas.

De la misma manera puede determinarse el valor de los coeficientes del campo dispersado en
el exterior del cilindro

6, = 0,z (3.54)
Bl'hl,n +jAj‘l*l,a

que dependen linealmente de los coeficientes del desarrollo modal del campo incidente.
Si la capa mads interna es metilica, el campo total en su interior ha de ser cero, con lo que
A, =0 Bi,=0

Jn(k2r 1)
Yn(k2rl)

para todo n (3.55)

A3, =1 = -

y el resto del desarrollo es exactamente el mismo.

Si la onda incidente es plana, los coeficientes de su desarrollo modal valen

g, = E,j" eI (3.56)

siendo ¢ el dngulo de incidencia de la onda. De la misma forma, en el caso de onda

incidente cilindrica

a, = - _"4&1 HP(k,Rye 97¢ (3.57)
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3.2.3.2 Caso TE

Puede realizarse un desarrollo parecido para el caso TE [Bussey *75], aprovechando la
formulacién del caso TM tnicamente hay que cambiar g por e, E por H y H por -E. En
el caso de que el centro del cilindro sea metélico, los coeficientes son

A,=0  B,=0

N ]
, (3.58)
] ] Ty para todo n
Az’n =1 Bz 2 FT e————
Yn(kz"z)

y el desarrolio modal de una onda plana TE viene dado por

= _i’_. j* eIn¥ (3.59)
Ny

a,

ya que ahora los coeficientes son para el campo magnético.

3.2.3.3 Matriz de dispersion (T) y matriz de transmision (X)

Si se plantea un problema de difraccién en el que tinicamente se desea calcular los campos
dispersados por el cilindro en el exterior del mismo, la expresion a utilizar es

E(p.d) = Y [8.d,0kyp) +c, H (hyp) e/ (3.60)

n=-o

Visto el problema desde el exterior del cilindro, inicamente se deben conocer los coeficientes
del desarrollo modal de los campos dispersados de forma que el cilindro multicapa puede ser
tratado como un tnico dispersor homogéneo, aunque de permitividad desconocida, que
modifica los coeficientes del desarrollo modal del campo incidente para obtener los del campo
dispersado. De esta manera (3.60) puede reescribirse en forma matricial como

E(p;) = RgW'(kyr)-a + W' (kur)-Tea (3.61)

donde los vectores y matrices implicados tienen la siguiente forma
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Re[¥(kyr), = J,(kop)e™  [W(kon)], = HD (kyp)eim® 3.62)

[a], = ,

El nimero de elementos de las matrices depende del nimero de términos del desarrollo modal.
La matriz diagonal T es la matriz de dispersion, y relaciona los coeficientes del campo
incidente con los del campo dispersado, siendo vélida para cualquier direccién de incidencia
y tipo de onda. Si el cilindro es homogéneo, se obtiene para el caso TM

0 m#n
(Tl,, = kol (kP )W (ko) =k (Ko ), (Ry 1y ) m=n (3.63)
klﬂt?)(kor})";(klrl) _kOHg),(kOrl)Jn(klrl)

De la misma manera, puede definirse para el campo total en el interior del cilindro
homogéneo una matriz de transmisién, X, que relaciona los coeficientes modales del campo

incidente con los del campo difractado en el interior.

E(p) = ¥ bJ,(kp)e™ = Rey'(kyp)X-a (3.64)

n=-o
que para un cilindro homogéneo responde a la siguiente expresién

0 m#n
[X],,, = | RHD Ugr)dathor) -k B (o) Chor) (3.65)
kB (egr ) (kg 1)) -k HE (kgr ), (R, )

De la misma manera, puede obtenerse la matriz de dispersién para la componente magnética
del caso TE

[ 0 m+n

ky ky
—J (ke W (kyry) - —J, (kg )R (k1))
[Tl =1 ¢ 171 1 e, 01 171 . (3.66)

k k .
e—lH:?)(korz)J;(kl"l) ';‘gﬂf) (ko1 ), (Ky1y)
| & 0
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y la matriz de transmisién
( 0 m#n

k ,
‘—Q'H;?)(korl)*,;;(korl) —‘I&Hr?) (kOrI)Jn(kOrl) (3.67)
[X]M = < 80 80 m=n *

k .
5 B hyr ) ) - 2 G )
1 0

Estas expresiones ser4n utilizadas en el desarrollo del algoritmo RATMA {3.5}.

3.3 METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO BIDIMENSIONAL PARA
EL CASO TRANSVERSAL MAGNETICO (TM)

Los modos transversales magnéticos (TM) son aquellos en los que las componentes de campo
magnético se encuentran en un plano transversal a una determinada direccién, que es la
direcci6n de propagacioén de la onda electromagnética. El estudio del problema de difraccién
para este caso bidimensional es muy sencillo, ya que la ecuacién integral puede expresarse
como una ecuacién escalar en términos del campo eléctrico y, al considerarse el cuerpo
infinito y constante en la direccién de la componente de campo eléctrico, no existen

fenémenos de despolarizacién del campo.

3.3.1 Formulaciéon matematica

Partiendo de las ecuaciones deducidas en {2.3}, el campo eléctrico responde a la siguiente

-

ecuacion

gy~ e(i”)

E;“(F) = E(7) - E(F) = E(7) + kg [ =—LE(F)G(k|7-F'|)dF" (3.68)

siendo G(ky|7~7|) la funcién de Green bidimensional

Glky [7-7']) = zlj-. HP (K |P-77) (3.69)

Una de las formas mis eficientes de resolver la ecuacién (3.68) consiste en su discretizacion
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mediante el método de los momentos utilizando pulsos rectangulares como funciones base y
deltas de Dirac como funciones peso {2.6}. La Fig. 3.9 muestra la discretizacién utilizada.
Con ello puede transformarse la ecuacién integral a un sistema de ecuaciones del tipo

Ezi’”-' = A- E, 3.70)

Ah
e | e e |olo|e|e IAh Yon
e | @ | e e @ |e@ Q

e | @ ® | | @ | @6 @ Inn mﬂh

©|e|e |0 |0 |6 |e|

&
3
S
o @
©

Fig. 3.9 Discretizacion en el caso TM bidimensional, el mallado es regular y las funciones
base son pulsos. Las funciones peso son deitas de Dirac.

Si se intentara solucionar el sistema de ecuaciones (3.70) mediante métodos tradicionales,
serfa indispensable conocer la matriz A , pero utilizando el método del gradiente con_)ugado
[PIERS ’90], inicamente es necesario conocer el vector resultado de la aplicacién de A y A
traspuesto conjugado, sobre el vector campo. Con ello, el ahorro de memoria es considerable
ya que la estructura de convolucién del operador integral permite su implementacién con
transformadas rapidas de Fourier (FFT) optimizando a la vez el tiempo de célculo.

El planteamiento presentado hasta el momento funciona perfectamente para materiales
dieléctricos, pero presenta problemas si hay metales. En este caso, la ecuacién (3.68) presenta
una singularidad en el interior de la integral: la parte imaginaria de la permitividad en un
metal ideal es infinita y el campo total ha de ser cero en su interior. En los metales, las
corrientes inducidas por el campo eléctrico incidente son superficiales a sus paredes y,
desgraciadamente, el tipo de discretizacion utilizada para analizar el problema no permite su
modelizacion. Para ello se resuelve el problema en funcién de unas densidades de corriente
volumétricas en el interior de los metales, carentes de sentido fisico, pero cuya contribucién
al campo difractado fuera de ellos produce los mismos efectos que las corrientes superficiales.
En el caso dieléctrico, esas densidades de corrientes son las realmente inducidas por el campo
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incidente. Las corrientes se definen del siguiente modo
JAT) = ~jope,C(NE(R) = E(F)Ae(F) = E(T) [ g, - &(7) | 3.71)
Sustituyendo (3.71) en (3.68) puede obtenerse
Ej(7) = _JD ko f,j-i‘(i G(k, |?~f’|) dr (3.72)
0 o, C(7) 57 wpge,
y si se definen unas corrientes equivalentes se simplifican las expresiones
E"( - JC((:)’ + &g [ J(F) Gk |7-7]) dF° B73)
con
J P =j ::20 (3.74)

de esta forma el término de permitividad infinita aparece ahora en el denominador. Una vez
discretizada la ecuacién se puede resolver el sistema sin ningtin problema. En los puntos
exteriores al objeto apareceria una singularidad ya que alli la funcién contraste vale cero, pero
también se conoce que la corriente también ha de ser cero, con lo que el problema es
facilmente evitable sustituyendo ese término por el campo difractado. La solucién proporciona

las corrientes equivalentes sobre el objeto y los campos difractados en el exterior.

3.3.2 Discretizacion del algoritmo

En el caso de que el problema a tratar implique a objetos tnicamente dieléctricos se puede
desarrollar el algoritmo en base a (3.68), pero en el caso de que aparezcan metales es
necesario desarrollarlo en base a (3.73). A continuacién se muestra el desarrollo para el caso

més general, el metélico.
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3.3.2.1 Campo difractado en el objeto

Utilizando el Método de lo momentos se puede discretizar la ecuaci6n integral de partida para
transformarla en un sistema de ecuaciones. Como se ha dicho anteriormente, las funciones
base son pulsos y la funciones peso deltas de Dirac. El objeto queda discretizado en una malla
de N, = N, *N, celdas de lado Ak en las que se considera que el campo y la permitividad
son constantes y de valor igual a los del centro de la celda, Fig. 3.9. El sistema de ecuaciones
que se obtiene es el siguiente

N, N,

E™(n,m) = M - }izc: J (i) G(n,m,ij) (n,m) € Objeto

£4
C(n,m) = (3.75)
. N N,
E“(n,m) = E,(n,m) - Y. ¥ J.'(iy) G(n,m,i,j)  (n,m) ¢ Objeto
i=1j=1

En los dobles sumatorios, los puntos exteriores al objeto tienen la densidad de corriente igual

a cero. Los valores de G(n,m,i,j) vienen dados por

Gamiy) = - k [ Glky|7F-F') dS’ (3.76)
i

donde ¥ = (nAh,mAh) y ¥ = (iAh,jAh). La regi6n de integracién de (3.76) es cuadrada
y no existe solucién analitica para esa integral. Richmond [Richmond ’65], aprovechando la
sencillez de la integral de la funcién de Hankel de orden cero sobre regiones circulares,
propuso transformar, a efectos pricticos, la regién cuadrada en una regién circular de drea
equivalente y radio a, con lo que la integral se simplifica segin las siguientes expresiones

LinkatiPkg) - 20 simm = ij

3.77)

g22na
* @ J e =y ’ r 4
G(nymyij) = —4"9- f ]’Hg”(kop-r Dpdpdd” = jeka
o0 ~— D Cyy) i+ i

donde p”y ¢’ son las coordenadas polares centradas en la celda (iyj) y Py pyy 12
distancia entre los centros de la celdas (n,m) y (i,j).

Todas las celdas de la malla son cuadradas y dispuestas a intervalos regulares de forma que
la funcién G(n,m,i,j) depende inicamente de los desplazamientos relativos (n-i) y (m -j).
De esta manera, el doble sumatorio de (3.75) es una convolucién discreta bidimensional. La
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mejor forma de calcularla es utilizando las propiedades de la convolucién en el espacio
transformado, donde se reduce a un simple un producto punto a punto de espectros. Los
espectros pueden hallarse mediante FFT-2D. El sistema de ecuaciones se resuelve mediante
el Método del Gradiente Conjugado {Ap. A.2}. Afortunadamente, el operador traspuesto
conjugado también presenta estructura de convolucion, pudiéndose aplicar en su célculo la

misma técnica.

To.ge . Jmm)

A Ei J, (i) G*(n-i,m-}j) (3.78)

C*(n,m) i=1j=1

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones, y a partir de las densidades de corriente obtenidas,
es muy sencillo determinar el campo difractado sobre el objeto mediante

N, N,

E(n,m) = E(n,m) + Y. 3 J, (i) G(n-i,m—j) (379)
i=1j=1

3.3.2.2 Campo dispersado en la agrupacion de medida

Todos los desarrollos de métodos directos se orientan a su utilizacién en el estudio de la
tomografia de microondas, por lo tanto, es necesario calcular los campos dispersados que se
medirian en una agrupacién de antenas situada alrededor del objeto. Partiendo de la expresion
(3.79) puede obtenerse

N,

x

E; (XpusYans) = 3,
=lj=

I, (o) K(Xgg=iY ) (3.80)

M &

siendo (X,,,Y,,) las coordenadas de las antenas receptoras donde se calculan los campos
dispersados, y K(x,,,~n,y,,~m) tiene la misma expresién que (3.77). En este caso, y al estar
en general los puntos de célculo fuera de la malla, no se pueden utilizar FFT’s en el célculo
del sumatorio.
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3.4 METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO PARA EL CASO
TRANSVERSAL ELECTRICO (TE-2D) Y TRIDIMENSIONAL

Se ha decidido incluir en un solo apartado a los casos TE bidimensional y tridimensional ya
que la forma de abordarlos con el método del gradiente conjugado es muy parecida. Se realiza
Unicamente una somera presentacién de los métodos sin entrar en la formulacién completa,
ya que a pesar de haberse desarrollado los c6digos en el marco de esta tesis, al final
Unicamente se ha estudiado el problema inverso para e] caso TM, dejdndose para un futuro
los otros dos casos. El desarrollo completo de la formulacién puede hallarse en las referencias

que se irdn presentando.

3.4.1 Caso transversal eléctrico (TE)

Los modos transversales eléctricos (TE) son configuraciones de campo cuyas componentes
de campo eléctrico se encuentran en un plano transversal a la direccién de propagacién de la
onda electromagnética. Del mismo modo que en el caso TM, la componente magnética del
campo no sufre fen6menos de despolarizacién debido a la invarianza del objeto en esa
direccién. En cambio, al tener el campo eléctrico componentes en la direccién donde existen
discontinuidades dieléctricas aparecen esos fen6menos de despolarizacion que complican el
desarrollo del algoritmo. Al mismo tiempo debido a que el caso bidimensional, en
comparacion con el tridimensional, presenta fenémenos de despolarizacién mucho mis fuertes,
el algoritmo TE es un buen test del método para el caso tridimensional.

La ecuacién integral de partida obtenida en {2.3} puede ser reescrita en términos del potencial

vector, A, como

E™(7) = E(H) - E°(H) = E(® + (& + V) A(P) =

- ) (3.81)
E@m+@+VvW fs C(F) E(F) Glky | F-F'|) dF"

La discretizacién y resolucién de la ecuaci6n utilizando el método del gradiente conjugado
(CGM) no es tan sencilla como lo era en el caso TM. La expansién de las incégnitas en
términos de funciones pulso, ampliamente utilizadas debido a la sencillez de las integrales que
generan, introducen discontinuidades en su representacién de los campos, o corrientes,
presentando un mal comportamiento cuando los operadores del problema tienen derivadas.
Debido a ello, los primeros algoritmos planteados utilizando como base el CGM producian
resultados muy inexactos. [Borup *85] demostr6 mediante objetos cilindricos los malos
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resultados del método. Posteriormente [Joachimowicz ’'90] analizé la fuente de estos errores
y present6 una serie de modificaciones en el algoritmo. Mediante una formulacién integral,
usando funciones generalizadas e introduciendo, como novedad, integrales de superficie
relacionadas con las densidades superficiales de carga (ocasionadas por las componentes
normales del campo eléctrico en las superficies de separacién de los dieléctrico), se
consiguieron mejorar los resultados. Sin embargo el grado de complejidad del algoritmo no
compensaba la inexactitud de los resultados obtenidos.

Finalmente [Zwamborn *91a] [Zwamborn *91b] desarroll6 1a Weak Form del CGM utilizando
funciones "roof-top" (funciones tejado) como funciones base y peso. Su utilizacién permite
conseguir dos importantes logros. En primer lugar, el operador grad-div que actia sobre el
potencial vector se integra analiticamente tinicamente sobre el dominio del objeto. En segundo
lugar, se mantiene la estructura de convolucién escalar para cada una de las dos componentes
del potencial vector, con lo que su implementacién mediante transformadas de Fourier permite
optimizar tanto la velocidad como la memoria necesaria en la ejecucién. Finalmente, es
preciso indicar que todo el desarrollo del algoritmo se realiza sobre el vector densidad de
flujo, ya que presenta la gran ventaja de asegurar el cumplimiento de las condiciones de
contorno debido a la continuidad de su componente normal a través de las superficies de

separacion de los distintos dieléctricos.
Sustituyendo la densidad de flujo eléctrico

b = e ER (3.82)

en la ecuacion (3.81) puede obtenerse

5@ = DO # DO g (3.83)
E'® =25 * U + VY [ COY T2 GEF) o

3.4.1.1 Desarrollo del algoritmo

Como paso previo al desarrollo del algoritmo es necesaria la discretizacién del objeto. A
diferencia del caso TM la discretizacién es ahora entrelazada y diferente en funcién de la
componente de campo eléctrico sobre la que se estén realizando los célculos
[Zwamborn ’91b]. Una vez mds, el tamaiio de las celdas es regular y en ellas la permitividad
constante. Sus centros se encuentran en los puntos (nAh,mAh), siendo Ak el lado de cada
celda. Debido a la discretizacién entrelazada, los puntos donde se encuentran centradas las
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funciones base y peso vienen dados por la siguiente expresién

?,,:f,,:(( -%)Ah,mAh] -

segin la direccién de la componente de campo eléctrico. Los saltos de permitividad
tnicamente se producen en los puntos x=(n-1/2)Ah e y=(m-1/2)A h segiin 1a componente
de campo. La Fig. 3.10 muestra la discretizacion entrelazada y las funciones, dependientes de

la direccidn, utilizadas.

Fig. 3.10 Discretizacién entrelazada para el caso TE. Las funciones base son "roof-top”.

Para poder abordar de forma eficiente el operador grad-div se definen las funciones peso
vectoriales llamadas "roof-top” (tejado) que pueden expresarse como

TR = W) & = A3 20k Ty 5 Ak) 2 (3.85)
PR = WO 5 = Ulx 5 Ak) Ay ; 28h) 9

Multiplicando las dos ecuaciones escalares que se derivan de (3.83), una para cada
componente de campo, por las funciones "roof-top” e integrdndolas sobre el dominio del
objeto, S, puede obtenerse
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D(7) &
e(7) (3.86)

+ I [ W - R AP dF + [ W - o) V(V-A() dF

[ W - P B a7 = [ w7 - 7L

donde ¢ toma como valor la coordenada x o y.

Mediante la utilizacién del teorema de Gauss en cada subdominio donde la funcién "roof-top”
por la divergencia del potencial vector es continua y diferenciable, y mediante la continuidad
de la componente normal de esa funcién a través de las separaciones entre los subdominios
[Zwamborn ’91], el idltimo término de (3.86) puede reescribirse como

[ W - 75) V(V-AR) a7 = - [ VF - 7L VA dF = s
3.87)

- [, 8P - Bp) V-A(R) dF

donde la transformacién del operador grad-div permite que pueda integrarse sobre el dominio
del objeto.

Utilizando las funciones vectoriales "roof-top"” como funciones base, se expresa la densidad
de flujo eléctrico y el potencial vector para cada componente como

D(7) =Y, diy ¥°(F - 7

X | (3.88)
AP = E akfz ¥ - ?'k,cz)

1

Sustituyendo estas expresiones en (3.87) puede obtenerse
inc,- ¢ 3 4 inc [4 = c 1 = =C
7 - ¢ -7 = ¢, - ¢ -
e (Tom fs,q: F - o) E.(PdF ,‘X,}["*"fs"" (F - T e Y(F - 7y pdrF
€ 2 /e _ 2€ ygCr _ € x e o€ _a2x (3.89)
+ ak,zkofs,‘l’ (F - B )W (F - 7 )dF - ak,zfs,ac‘l’ (7 - o), ¥ (F - Ty pdr

- 6 [ OV - T3 V(T - T

Particularizando (3.89) para cada una de las dos componentes con las que se expresa el campo
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y calculando todas las integrales involucradas, puede obtenerse un sistema de ecuaciones

a:w < An A“y a" (3.90)
é'yim A)w A»’ ay

Mediante el método del gradiente conjugado se resuelve el valor de las inc6gnitas. Una vez
conocidos los pesos del desarrollo del vector desplazamiento eléctrico para cada componente
y utilizando las funciones base y los valores de permitividad en cada celda puede determinarse
finalmente el campo eléctrico sobre 1a malla. Para los detalles completos de la implementacién
del algoritmo puede recurrirse a las siguientes referencias [Zwamborn *91a], [Zwamborn *91b]
y [Vaquer *93b]. :

3.4.2 Caso tridimensional

El desarrollo del algoritmo para el caso tridimensional es exactamente el mismo que en el
caso TE bidimensional conservando todas las propiedades presentadas, inicamente hay que
afiadir una componente mas. De nuevo el operador grad-div es integrado analiticamente
unicamente sobre el dominio del objeto, manteniéndose la formulacién escalar con estructura
de convolucién del potencial vector, de hecho son tres convoluciones escalares implementables
de forma muy eficiente mediante FFT. De nuevo el algoritmo se desarrolla en términos del

vector densidad de flujo eléctrico.

La funcién de Green para el caso tridimensional viene dada por

Gky|7]) = j'jk;;: 391
T

Al tratar un problema tridimensional, el mallado es tridimensional y con celdas regulares
cibicas. La discretizacién entrelazada obliga de nuevo a definir los vectores posicién en
funcién de la componente con lo que funciones base y peso "roof-top" tienen las siguientes

expresiones

V() = (7 £ = AQx + %Ah 2Ak) +I(y; Ak) -I(z ; Ak) £
V() = WM § = Uxs Ak) <Ay + 5Ah3 28k) -Tz; AR)§  (392)

PP = ¥ £ = U(x; Ak) T(y; Ak) * Az + %Ah 3 24k) 2
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Por lo tanto inicamente se producen saltos de permitividad en las posiciones

|lm -1 -1 -1 3.93)
?m.n,p ((m 2) Ah, (n 2) Ah, (p 2) Ah) (

La Fig. 3.11 muestra la discretizacién volumétrica entrelazada con los vectores posicién

utilizados en funcién de la componente.

Fig. 3.11 Discretizacion entrelazada para el caso tridimensional. Las funciones base y peso
son "roof-top”.

La obtencién del algoritmo sigue los mismos pasos que el caso TE. Primero se multiplica
ambos lados de (3.83) en su formulacién tridimensional por las funciones peso (3.92) segin
cada una de las tres componentes del espacio e integrando en todo el dominio del objeto. A
continuacién se aplica el teorema de Gauss para reducir la complejidad del operador grad-div
y dejar unas expresiones ficilmente integrables al sustituir el potencial vector y el vector
desplazamiento eléctrico por sus desarrollos en términos de las funciones base en cada una
de sus componentes. Tras estas operaciones se llega a un sistema de ecuaciones ficilmente
resoluble mediante el gradiente conjugado. Hay que recordar una vez més que gracias a la
estructura de convolucién del potencial vector y al método del gradiente conjugado no es
necesario disponer fisicamente del sistema de ecuaciones, optimizdndose la memoria requerida.

El desarrollo detallado del método puede encontrarse en {Zwamborn *91a] [Zwamborn *92]
y [Vaquer *93b].
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3.5 EL METODO RECURSIVO DE LAS MATRICES AGREGADAS
(RATMA)

Cuando se desarrollaron las soluciones analiticas para el célculo de los campos dispersados
de un cilindro multicapa bidimensional se encontraron unas relaciones entre los coeficientes
del desarrollo modal del campo incidente con los coeficientes de la solucién modal del campo
dispersado. La relacién entre esos coeficientes dependia Gnicamente de la geometria del
cilindro, de esta forma, la soluci6n obtenida era independiente del 4ngulo de incidencia y tipo
de onda. Simplemente cambiando los coeficientes del desarrollo modal de la onda incidente

se podian encontrar los nuevos del campo dispersado.

Como se verd posteriormente, tanto para la simulacién de un sistema de tomografia por
microondas, problema directo, como en alguno de los algoritmos de reconstruccién, es
necesario hallar los campos dispersados medidos en una agrupacién y los difractados en el
interior del objeto para miiltiples direcciones de incidencia. Los métodos basados en el método
del gradiente conjugado para objetos de seccién arbitraria exigen una reejecucién completa
para cada una de las vistas. El desarrollo de un algoritmo que permita obtener la solucién
multivista para el problema directo seria de gran utilidad para ahorrar tiempo de computacién

en esas aplicaciones.

En este apartado se presenta un algoritmo que permite obtener los coeficientes del desarrollo
modal de los campos dispersados y difractados, dependientes Gnicamente de la geometria y
permitividades del objeto, proporcionando una solucién multivista del problema directo. El
algoritmo presentado es completamente general en su filosofia, salvo algunas
particularizaciones, sirviendo tanto para los casos bidimensionales TM y TE como para el
tridimensional. En esta tesis tinicamente se presentan resultados del caso bidimensional,

aunque se iniciard en breve la programacién del caso tridimensional.

El método fue planteado por W. C. Chew y practicamente todas las referencias sobre el tema
son suyas o de alguno de sus colaboradores. El algoritmo consiste, basicamente, en encontrar
todas las interacciones mutuas entre los distintos subdispersores en que se divide el objeto.
En [Chew *90a] y [Ishimaru ’91] pueden encontrarse explicaciones sencillas acerca de la
filosofia del algoritmo. Las primeras versiones del mismo presentaban algunos problemas
debido a la violaci6n del teorema de adicién {3.2.2.3} [Chew ’89], [Chew ’90b], [Wang *90],
[Wang *91], un enventanado de las férmulas de traslacién permitia mejorar algunos de los
problemas [Chew '92b], aunque finalmente la versién generalizada del algoritmo, y la que se
ha adoptado, permite obtener buenos resultados [Chew ’92a). Los ejemplos de aplicacién, al
menos de los que se tenga conocimiento, eran con medio externo aire y materiales sin
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pérdidas de baja permitividad. Al mismo tiempo, el célculo del campo difractado en el intzrior
linicamente se encontraba desarrollado, al menos en la bibliografia consultada, para versiones
antiguas del algoritmo [Chew '90b] y no para su versién generalizada. El desarrollo del
método en esta tesis incorpora, ademds de los campos en el interior, la presencia de cuerpos

metéalicos.

3.5.1 Planteamiento del algoritmo

Las bases te6ricas para el desarrollo del algoritmo ya han sido presentadas anteriormente en
los apartados que hablan de desarrollos modales {3.2}. Como la nomenclatura del desarrollo
puede hacerse un poco compleja, es necesario destinar estas primera lineas a describirla. El
objeto del que se quiere encontrar la solucién general del problema directo es dividido en
subdispersores. En principio, no existe ninguna restriccién en cuanto a su tamafio, siempre y
cuando sean homogéneos, pero por comodidad, y para obtener un c6digo méis general, se
supone que la discretizacién es regular e igual a la presentada en los métodos anteriores. Los
subdispersores se agrupan en capas de elementos equidistantes del centro del objeto,
coincidente con el origen de coordenadas utilizado en el desarrollo. La Fig. 3.12 muestra la
discretizacién y agrupamiento por capas de los subdispersores en un caso bidimensional.

Fig. 3.12 Discretizacion de un objeto en subdispersores regulares agrupados por capas
concéntricas.

En el caso bidimensional los subdispersores de secci6n cuadrada son sustituidos por otros de
igual 4rea pero de seccién circular. De forma parecida, en el caso tridimensional los elementos
serian esferas de igual volumen a los cubos de la discretizacién. Para poder representar
correctamente al objeto, las dimensiones de los subdispersores deben ser pequefias en términos
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de la longitud de onda, por ello ¢l criterio de discretizacién es el mismo al utilizado para el
caso TM {3.3}, en general 0.1 A_, (la longitud de onda minima determinada por la
permitividad més elevada).

Antes de presentar el desarrollo formal del algoritmo, y dada su complejidad, se presenta una
descripcién més intuitiva del mismo mediante un ejemplo de cinco subdispersores cilindricos
(dieléctricos o metalicos) aislados: uno central y los cuatro restantes equidistantes del origen
de coordenadas. Algunos de los pasos que se indican carecerdn de sentido hasta que no sean
complementados con la formulacién matemética, pero permiten dar una idea global del
método seguido en el desarrollo analitico. Considerando en primer lugar tnicamente al
subdispersor central, Fig. 3.13, el desarrollo modal del campo dispersado puede obtenerse
mediante la matriz de dispersién del subdispersor aislado, f’l(l), y los coeficientes del
desarrollo modal del campo incidentes, a, {3.2.3.3}. Aplicando la formulacién vista es muy
sencillo determinar el campo en un punto p.

Fig. 3.13 Subdispersor aislado: el desarrollo modal de sus campos dispersados estd
relacionado con el del campo incidente mediante la matriz de dispersion (T).

Si se afiaden cuatro nuevos subdispersores, de los que se conoce su matriz de dispersién .7-}(1)
considerando a cada uno aisladamente, el campo dispersado en un punto p es la contribucién
de los campos dispersados por cada dispersor, pero considerando la presencia de los restantes
que afectan al campo que le incide. Por ello, aparece una nueva matriz de dispersién para cada
subdispersor que ya considera la presencia del resto: 1_}(5). En la formulacién matemsética,
dado que los subdispersores estin descentrados, es necesario emplear las férmulas de
traslacién presentadas en {3.2.2.3}. La Fig. 3.14a muestra la contribucién de los
subdispersores al campo dispersado. El objetivo final es encontrar una matriz de dispersi6n
agregada, ?(5,, que permita modelar el problema como un solo dispersor centrado
caracterizado por esa nueva matriz de dispersién. Esa matriz inicamente puede aplicarse para
puntos exteriores al circulo que engloba a todos los subdispersores, Fig. 3.14b.
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v

Fig. 3.14 a) Interacciones entre subdispersores. b) Mediante la matriz de dispersion
agregada se simplifica el problema original.

El procedimiento para hallar las matrices de transmisién para cada subdispersor y la matriz
agregada se basa en aplicar las férmulas de traslacién de forma que se pueda plantear un
sistema de ecuaciones que permita resolver todas las incégnitas. En primer lugar se expresa
el campo dispersado por los subdispersores exteriores como campo incidente del central, lo
que permite relacionar la matriz de transmisién del subdispersor central aislado con la matriz
agregada y las matrices de los subdispersores exteriores, 7-}(5)' La Fig. 3.15 muestra la zona
de validez de la expresién que se obtiene, la limitacién es debida a las férmulas de traslacién
a emplear. En {3.5.2} se presenta el desarrollo matematico.

.............. Tss)

Fig. 3.15 Los campos dispersados por los subdispersores afiadidos se expresan como
campo incidente del central.

Para obtener el sistema de ecuaciones que permite encontrar las i}(sy se expresan de forma
sucesiva y mediante las férmulas de traslaci6n los campos dispersados del subdispersor central
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y de los afiadidos como campo incidente de uno de ellos, tal como muestra la Fig. 3.16a. El
campo en el punto de medida puede obtenerse mediante un problema equivalente del
subdispersor aislado al que le incide un campo incidente de valor, g, distinto al original, tal
como muestra ]a Fig. 3.16b. La comparacién de las expresiones matemdticas para ambos casos
permiten completar el sistema de ecuaciones. Tras su resolucién puede obtenerse ?(5). Si se
afiadieran nuevas capas de subdispersores se irfa repitiendo el proceso de forma recursiva.

Fig. 3.16 a)Campos dispersados como campo incidente del subdispersor 2. b) Problema
equivalente con campo incidente distinto.

Finalmente, en la Fig. 3.17 se incluye un cuadro-resumen del convenio de signos, vectores y
dngulos que se utilizan en las distintas férmulas de traslacién que aparecen a lo largo del
desarrollo matematico.

3.5.2 Campos dispersados en el exterior del objeto

Si se supone conocida la solucién del campo difractado por una agrupacién de n
subdispersores, ésta tendr4 la siguiente expresién

d(r) = qu’t(ko:rg)'a + wt(ko’ro)':e(n)'a
Re[ W (kyrp)l,, = I, (ko)™  [W(kr], = HO (kyp)e’™®

-nterm s m < nterm

3.94)

Donde el primer término de la expresion representa el desarrollo modal del campo incidente,
desarrollado mediante serie de funciones de Bessel de primera especie ponderadas por los
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Convenio para las formulas de traslacion

Fig. 3.17 Convenio para las fénmulas de traslacién utilizadas en la deduccion del RATMA.

coeficientes del vector g, mientras que el segundo es el desarrollo modal del campo
dispersado por la agrupacién de subdispersores, representados por su matriz de dispersién
agregada, '-i:'(n), que junto con los coeficientes del desarrollo del campo incidente constituyen
los coeficientes de la serie de funciones de Hankel de segunda especie. El nimero de modos
necesario para una correcta representacién de los campos depende de la dimensién méxima
del objeto, siendo vilido el criterio presentado en {3.2.2.2}. El grupo de subdispersores es
tratado, fuera del radio maximo que los engloba, como un solo dispersor puntual centrado en
los ejes de coordenadas, tal como muestra la Fig. 3.18.

Si se afiade un nuevo grupo de #’ subdispersores equidistantes del centro a los # anteriores,
se obtienen n’+1 centros de dispéfsién distintos, Fig. 3.19. Por lo tanto el campo total debe

representarse como
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Fig. 3.18 Fuera del radio que los engloba los n subdispersores son tratados como uno
central caracterizado por su matriz de dispersion agregada.

() = ReW'(kypTo)a + WlkoTo) Tyupya + 3 Wlor) Ty Boa G
i=n+l

donde el primer término de (3.95) es el campo incidente, el segundo 1a contribucién al campo
dispersado por los n subdispersores agregados, pero considerando la presencia de los n’
nuevos, y el dltimo término representa la contribucién al campo dispersado de los nuevos 7’
subdispersores considerando la presencia de los n subdispersores agregados. La ecuacién

contienc n*+1 matrices incognita, Ty, , . 'E,o y ?u(“n,), que deberén ser resueltas.

n’subdispersores agregados a los n anteriores

Fig. 3.19 n” subdispersores equidistantes del centro son afiadidos a los n agregados.
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Si se expresa el campo dispersado por los n* subdispersores afiadidos como campo incidente
de la agrupacién de n subdispersores, Fig. 3.19a, mediante las férmulas de traslacién vistas
en {3.2.2.3} se obtiene

n+n

&(r) = Rg¥'(kysro)a + Rgv'(kysto) 2, %oy TigronyBio'a + (3.96)

i=n+

+ ll"(ko’ro)‘:‘c-”(” +nt)‘a

El margen de validez de esta expresion estd restringido a aquellos puntos que cumplen la
condicién |7y| < dj;, ya que en caso contrario las férmulas de traslacién no son vélidas. Los
dos primeros términos de (3.96) pueden interpretarse, al ser un desarrollo en funciones de
Bessel de primera especie, como una onda incidente sobre los n subdispersores agregados,
mientras que el tercer término corresponderia a su campo dispersado. Si se compara la
expresion con (3.94), se observa que son idénticas y tinicamente ha cambiado el valor de los
coeficientes modales del campo incidente, por lo tanto, el campo dispersado ha de ser el
producido por ?(,,), pero con el nuevo campo incidente. Asociando términos

n+n*

R 5.7 B 3.97
Taeny = S+ 121 %o Tignany Bio) 3.97)

=n+

Con lo que se ha reducido en una el nimero de matrices incégnita. Es necesario encontrar
més ecuaciones que permitan resolver los valores de las restantes matrices f}(,m,) 'Eio- Para
ello se expresan los campos dispersados por todos los subdispersores como campo incidente
del j-ésimo subdispersor de los n* afiadidos, Fig. 3.19b. Utilizando de nuevo las férmulas de

traslacién puede obtenerse

¢(r) = Rg‘l“(kosrj)'ﬁjo'a + ngt(kmrj)'Ejo'?n(n'm’)‘a +

* Rg‘pt(k(prj)izl aji'i(nm»)'ﬁxo'a + (3.98)

=n+

inf
+ '«l»‘t(koa"j)'j;(nm,fpjo'a

Con un razonamiento parecido al aplicado a (3.96), los tres primeros términos de (3.98)
pueden interpretarse como una onda incidente al j-ésimo subdispersor, mientras que el dltimo
término es su campo dispersado. Mediante la expresién que relaciona el campo dispersado de
un subdispersor aislado con los coeficientes modales del incidente
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&(r) = RgW (ke + ¥ (koor) Ty 0 (3.99)

puede obtenerse, por comparacion entre (3.98) y (3.99)

n+n

E o .Ti(nnv).-p-io j=n+1’""n n (3-100)
i=n+l
inj

TiwonsBio = Ty'| Bio * Zio Taguemy *

a la que puede incluirse la expresion (3.97). Si se repite el proceso para cada uno de los

subdispersores aiiadidos puede obtenerse finalmente

n+n n+n - -
TnyBio = Ty + Qg T[]+ @o; Tipnany Biol + a. T, . .B.
j(nm)ﬁ,o J() Bjo jo " () i;';l 0i “i(n+m) [3,0] i;ﬂ;l i i(nen) B,o (3.101)
inf

j=n+l,..,n+n

La expresi6én (3.101) es un sistema matricial con n°* ecuaciones matriciales y 7’ matrices

incégnitas. Reagrupando términos puede obtenerse

n+n

Dy TinyBio = Tiyl Bjo + “Jo "(n) + E (“jo 1’(n) “o;*“jx) in+n) B.o
(3.102)
ioj

j=n+l,..,n+n

donde
=T - T 3. 3 3.103
D, = (I = Ty %' o) (3.103)
El sistema de ecuaciones puede escribirse de forma mis sucinta como
nem
‘zn; oy Bio = ~ Ty (Bjo * %jo'%m) (3.104)

j=n+i,..,n+n

con
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-5 -
i={_" = (3.105)
5

Ty (80 Ty + &) i%)

Una vez resuelto el sistema y obtenidas las n* matrices i(nm-)'ﬁio’ puede hallarse nn o)
atilizando (3.97).

Si se reescribe la ecuacién (3.95) de forma que todos los desarrolios modales se encuentren
referidos al origen de coordenadas, mediante Y'(ky,7;) = Y'(kgsTy) *Bg;» de forma que la
expresién inicamente sea vélida para puntos fuera de la agrupacién de n +n’ subdispersores,

se obtiene
n+n

¢(r) = Rg‘pt(kO’ro)'a + wt(k()’ro).?n(n+m).a + ‘I’t(kosro)' E EOi.i(n-rnv).Eio.a (3.106)
1

i=n+

que si se compara con la solucién general al problema de una agrupacién de n+n’

subdispersores

O(r) = R (kpo 7o)'@ + W (kgaTg) T py” 3107

permite obtener finalmente la matriz agregada buscada

n+nt

?(um') =Ty Ex (Bos * ?(n).EOi)’n(nm').BiO

i=n+

(3.108)

El método recursivo se va repitiendo afiadiendo las sucesivas capas de subdispersores que
forman el objeto hasta encontrar la matriz agregada total, E(A’) , que considera al objeto

completo.

(b(r) = ngt(ko’ro).a + wt(k()}’ro).?(N).a (3.109)

Esta solucién tinicamente permite encontrar los campos fuera del circulo centrado en el origen
de coordenadas que engloba al objeto, no siendo vélida en su interior.

El método es recursivo y no iterativo, a diferencia de los métodos basados en el gradiente
conjugado el tiempo necesario para encontrar la solucién depende exclusivamente del tamafio
del objeto y el medio externo, que determina el nimero de modos necesario, y del mimero
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y tamaiio de los subdispersores en que se divide. En el apartado de resultados se comentan

sus ventajas en comparacién con los métodos presentados anteriormente.

Al sustituir las celdas por cilindros equivalentes de igual drea se produce una superposicion
de los mismos. En sf esto no constituye ningitin problema, ya que mateméticamente el campo
generado por cada uno de ellos proviene del centro del subdispersor, con lo que el problema

de la superposicién no tiene importancia.

3.5.3 Campos difractados en el interior del objeto

De la misma forma que se desarrollé6 un método para encontrar el desarrollo modal de los
campos en el exterior del objeto, también puede realizarse un desarrollo a la inversa para
encontrar los campos difractados en su interior. Para ello habra que calcular la matriz -i(m'ﬁio
de cada uno de los subdispersores, es decir encontrar su contribucién al campo dispersado
considerando la presencia de todo el objeto, para luego poder determinar los campos en el
interior de cada uno de ellos mediante la matriz de transmisién, fi(N) , presentada en {3.2.3.3}.
Una vez més, la solucién obtenida es valida para cualquier tipo y dngulo de incidencia. En
este apartado se mantiene la notacién anterior, pero se introducen nuevas notaciones que ya

serdn comentadas a medida que aparezcan.
Partiendo de la solucién de todos los N subdispersores agregados

(1) = RgW' (kpoTp)'a + ¥ (kyoTo) Ty (3.110)

y recordando que los subdispersores equidistantes del origen de coordenadas se hallan
agrupados en N, capas concéntricas, numeradas de dentro a fuera, puede sacarse la capa més
externa, de forma que considerando a todos sus subdispersores de forma individual, la

ecuacién (3.110) puede reescribirse como

IIN‘_

O(r) = Rg¥'(kro)a + W (kosTo) Ty 18 *+ Y, W kpoT) Ty Bio'a (3.111)
i=1

donde ?N‘_l( ) €s la matriz agregada de las N, -1 capas restantes considerando la presencia
de todos los subdispersores, N, y ny, el nimero de dispersores de la capa N,. De forma
parecida a la obtencién del campo fuera del objeto, puede expresarse el campo dispersado por
los subdispersores de la ultima capa como campo incidente del resto, de forma que, mediante
el uso de las férmulas de traslacién, (3.111) se transforma en
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n N,

&(r) = Rey'(kps7o)a + ng‘%"o)?;} BT e + (3.112)

* q’t(km ro)‘-fyc-l(y)‘a

Comparando con la expresién de los campos con los de un objeto con Gnicamente N, -1

capas, puede obtenerse

,‘Nc

- - T - s o= 3.113
N1 = To-nd+ ,2.; %o; Tym Pio) ¢ )

Como :E(Nc-l) se habfa obtenido en la peniltima iteracién del célculo de los campos en el
exterior, no es necesario recalcularla. Nétese que ahora, por comodidad en la notacién del
desarrollo, las matrices agregadas se definen en funci6n de las capas que las forman y de las
capas que las influyen, a diferencia del caso anterior que la notacién era por nimero de
subdispersores. También se habian obtenido las matrices ii(N) 'Ezo para la dltima capa, de
forma que este caso ya estad solucionado.

En {3.2.3.3} se habia definido la matriz de transmision, X , que relaciona los coeficientes del
desarrollo modal del campo incidente con el desarrollo modal de los campos difractados en
el interior de un cilindro homogéneo. Como en (3.112) se relacionan los campos dispersados
por los subdispersores de la tltima capa como campo incidente de los dispersores interiores,
por analogia, puede considerarse como una matriz de transmisién a un cilindro homogéneo
de dieléctrico el del medio externo. De esa forma se define la matriz de transmisién de una

-

capa como

N
&

- _7 = .5 .n 3.114
Xy, =1+ ), T Big ( )

-
L]
-

Si se saca una capa més, es decir la N, -1, puede realizarse un desarrollo idéntico

Ay -1

O(r) = RgW (ko) Xy '@ + W lkpoTo) Ty @ + 3 Wk Ty Biea G
i=1
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y mediante las férmulas de traslacién pueden expresarse los campos dispersados por las capas
N,y N,-1 como campo incidente de las N_ -2 capas restantes

By, -1

&(r) = Rg' (kosTo) Anc"a + Rgll"(ko”o)'iz_; %oy Ty Bio*2 (3.116)

+ ‘l’t(ko”o)’?n,-zwfa

Comparando con la expresién de los campos para una agrupacién de N, -2 capas y tomando
los dos primeros términos como campo incidente, puede obtenerse que

My -1

= - - - 3.117
TN-2v) T t(N‘—2).(ch + ; “o: i B;o) ( )

donde ‘E(N -2 fue determinado al calcular los campos en el exterior del objeto y faltard
resolver las My -2 matrices incognita T, Bm Expresando todos los campos dispersados
como campos incidentes al j-ésimo subdispersor de la capa N,-1, puede plantearse un
sistema de ecuaciones que permita resolver las matrices incégnita, de forma muy parecida a
como se mostré en {3.5.2}. También puede definirse una nueva matriz de transmisién que

englobe las dos capas exteriores, de forma que
Ay -1

= _ = - 3.118
Xnv-1 = Xy, * iEl “01 iV Bio ( )

donde el subindice indica hasta que capa, partiendo de la més externa, incluye esta nueva

matriz de transmisién agregada.

De forma recursiva se van quitando capas hasta obtener las matrices T, ™ Bio de todos los
subdispersores y sucesivamente ampliando la matriz iN‘_,. En la capa N_-n se modelan los
subdispersores exteriores mediante su matriz de transmision agregada, Xy _,.;» ¥ l0s de las
capas inferiores mediante su matriz de dispersién agregada, ?N,-n-l(N)’ talc como muestra la
Fig. 3.20.
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Fig. 3.20 Campo difractado en la capa N -n. a) modelo original y b) modelo equivalente.

La formulacién maés general para la obtencién del sistema de ecuaciones para resolver las
T, * By incognitas de la capa N, ~n consiste en expresar los campos dispersados por todos
los subdispersores como campo incidente del j-ésimo

b(r) = Rg‘l"(ko”})'ﬁjo'ix‘-m @+ Rg‘I’t(ko”'j)'Ejo‘?yc.,;-l(y)‘a +
"N,—u - -
+ Iegw‘(k()s’:j)z Eﬂ.z}(m'ﬁio'a + (3.119)
i=1
inf
+ W (koo ;) Ty By

Los tres primeros términos de (3.119) pueden interpretarse como una onda incidente en el j-
ésimo subdispersor, mientras que el Gltimo término es su campo dispersado. Mediante la
expresién que relaciona el campo dispersado de un subdispersor-aislado con los coeficientes

del campo incidente

&(r) = RV’ (koor)a* + W' (ko)) Ty 0 (3.120)

puede obtenerse por comparacién entre (3.119) y (3.120) y repitiendo el proceso para todos
los subdispersores de la capa

- ; Ane-n

TimBjo = Ty pjo'iN,-ml M Ejo.?Nc-n-l(N) * f_/_; % Ty Bio|  J =Ly, (3.121)

inf
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a la que puede incluirse la expresion generalizada de (3.117) para cualquier capa, y obtener

finalmente

ANn

Ty Bjo = Ty Bjo‘xzv,-m * Qo T -n-1) XNt F Z} Goi Tinany Bio| *
i=

(3.122)

Jj= 1,...,n~c_n

Reagrupando términos puede obtenerse un sistema de ecuaciones, que de forma muy parecida
a {3.5.2}, permite obtener las f"im ’Eio de la capa N_-n. Una vez determinadas las incégnitas,
mediante (3.120) y (3.121) puede obtenerse de forma muy sencilla la amplitud equivalente
sobre el j-ésimo dispersor aislado

T F 3.123
% = Ty Ty Bjoe (123)

Finalmente, puede calcularse el campo difractado en el interior del subdispersor mediante la
matriz de transmisién del subdispersor aislado. En este caso el vector de funciones de Bessel,
al encontrarnos en el interior del subdispersor, debe definirse respecto al mimero de onda dado

por la permitividad del subdispersor

&(r) = ReW'(kur) X,y Tt T +Byo0a (3.124)

Si el subdispersor es metilico este célculo es innecesario ya que el campo difractado en su

interior es cero.

Como en general el tamaiio de los subdispersores es pequefio en términos de longitud de
onda, el campo en su interior puede considerarse constante, de forma que tGnicamente se

calcula en el centro del mismo.
3.5.4 Particularizacion para el caso TM

La particularizacién de las anteriores expresiones al caso TM es muy sencilla. Como en
general la solucién buscada viene dada en términos de campo eléctrico, Unicamente es
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necesario sustituir en las anteriores expresiones los desarrollos modales del campo eléctrico
incidente presentados en {3.2.3.1} y las matrices de dispersién y transmisién de {3.2.2.3}. El
campo difractado en el interior de cada subdispersor, al ser un desarrollo de funciones de
Bessel de primera especie, depende tinicamente del modo cero en el centro del subdispersor.

3.5.5 Particularizacion para el caso TE

Si el desarrollo se realiza en términos de campo magnético, la particularizacién del métodos
para el caso TE es andloga al caso TM eléctrico. Pero para muchas aplicaciones puede
interesar conocer el campo eléctrico, para ello habrd que realizar algunas modificaciones.

Mediante el término de las ecuaciones de Maxwell {2.3} que relaciona campo magnético con

campo eléctrico

Vil = joeE (3125)

particularizado para coordenadas cilindricas y caso TE, puede obtenerse que las componentes
de campo eléctrico estdn relacionadas con las de campo magnético mediante

” 0H .[OH ,
VxH = ‘3(1 Z) - ¢(___Z) =jweE (3.126)
p 8¢ op

Los campos en el exterior del objeto, partiendo del desarrollo modal de los campos difractados
y mediante (3.126), son

= 1 ¢ wqr + Ut YT
B (=235 eo(qu' (pro)ar + ¥ilkoro) Ty @) (3.127)
[a], = [mal,
para la componente radial de campo eléctrico y
E¢(F) == wko (ng"(koaro)'a + ""t(kosro)'E 'a)
Jjoeg @ (3.128)

Re[ W k)], = Julkpp)e™ [P (kD] = HD (kyp)e/™®

para la componente tangencial. Mediante un sencillo cambio de coordenadas pueden
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encontrarse las componentes cartesianas del campo

E (7) = E,(F)cosd - E,(F)sind
E(F) = E,(Msing + E(F)cosd

(3.129)

Para calcular el campo en el interior de los subdispersores a partir de la matriz de transmisién,
es necesario realizar un cambio de coordenadas a cartesianas, ya que en el origen los campos
no estan definidos en cilindricas, y utilizar las expresiones asint6ticas de las funciones de
Bessel. Si el campo magnético en el interior responde al siguiente desarrollo modal en un

sistema de coordenadas centrado en el j-ésimo subdispersor
- =4 = =
H(r) = Rew' (k1) Xy Ty Ty "Bjo"a = Re W' (kjpr)-b (3130

puede demostrarse que las componentes cartesianas del campo eléctrico en el origen valen

k.
E (D) = 2@1311 (bl + b-l)
(3.131)

k
- - J _
5O 7 30, (0 7 04

siendo kj el nimero de onda del subdispersor y g; su permitividad compleja.

3.6 RESULTADOS

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con los métodos anteriores aplicados a
distintos casos. Se ha optado por presentarlos conjuntamente ya que las conclusiones que se

obtienen son comunes a todos ellos.

En primer lugar se presenta un cilindro multicapa con permitividades parecidas a las de
algunos de los tejidos del cuerpo humano. Las dimensiones y permitividades del cilindro son

las siguientes.
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Capa Permitividad
R, =32cm 6.4 - jl.1
R, =64 cm 50.5 - j124
R; = 9.6 cm 6.4 -jl.1
R;=12.8¢cm 44.5 - j9.6
Medio Externo = 1.0 - j0.0
R, jienas = 20.0 cm f=1.0GH:z

Alrededor del mismo se han colocado 64 antenas receptoras. Se incide con una onda plana
TM desde 1a posicién de la antena cero y con origen de fases en el centro del cilindro. Se han
comparado los resultados de los campos dispersados medidos en la agrupacién receptora para
la soluci6n analitica y el método RATMA con dos discretizaciones distintas referidas a la
menor longitud de onda presente: 0.1 A_, , con una malla de 61x61 celdas, y 0.05 A_; , con
una malla de 121x121 celdas. En ambos casos el método necesita 9 modos (de -8 a 8) para
caracterizar el campo dispersado del cilindro y 1 modo (el 0) para el de los subdispersores
aislados. Se observa en la Fig. 3.21 que no existe apenas diferencia en los campos dispersados
segun la discretizaci6n utilizada, dnicamente en aquellas antenas més cercanas a la emisora,
antena 0, se nota Ia mejora debido al incremento de resolucién.

Campo Dispersado en las Antenas
S Médulo ( V/m )

3

i Exacto

............ — 2
0.95 STV RaTMA O A L

0.8
0.75 . H ; .

0.65 I, Y SRR SUNOUE RIS SOV SUPPPRYSE PR

06 |
0‘55 B B : H RIER -3 ¥ N Teevrenad LA 7 ST A
0 10 20 30 40 30 60 ¢ 10 20 30 40 S50 60
Antena Antena

Fig. 3.21 Campos dispersados por el cilindro multicapa. La antena 0 estd situada en la
direccion de incidencia.
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Si se observan los campos difractados en el interior del cilindro multicapa, la mejora de la
discretizacién acerca los valores de campo a los proporcionados por el método analitico. A
pesar de ello, a nivel praictico con cuerpos biolégicos es suficiente trabajar con una resolucién
alrededor de 0.1 A, . La Fig. 3.22 muestra los campos difractados en un corte a lo largo del
eje x del cilindro y la Fig. 3.23 a lo largo del eje y. Los resultados son extrapolables al

método CGM,

Campo Difractado: corte eje x
3 Médulo ( V/m )

Exacto — . ) '
02 |- RATMAOIA . oot i
RATMA 0.05A ... o

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

TN e e e

Fig. 3.22 Cortes alo largo del eje x del cilindro multicapa en médulo y fase del campo
difractado.
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Campo Difractado: corte eje y
Modulo ( V/m )

0.14 :
Exacto . A

-0.15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
(m)

g
:

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

(m)
Fig. 3.23 Cortes a lo largo del eje y del cilindro multicapa en médulo y fase del campo
difractado. ‘

Los métodos presentados también permiten incluir objetos metélicos en los modelos. Aunque
no es usual encontrar objetos biol6gicos con partes metélicas, se ha considerado interesante
incluir estos resultados que permiten demostrar el buen comportamiento de los algoritmos.
Para ello en primer lugar se ha utilizado un cilindro dieléctrico multicapa con niicleo metdlico
para poder comparar los resultados con la solucién analitica. El cilindro tiene las siguientes

caracteristicas.
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Capa Permitividad
R, =2.16 cm Metal
R, =324 cm 20.5 - 200
Ry=432cm 10.0 - j5.0
Medio Externo = 1.0 - j0.0
R, ienas = 10.0 cm f=1.89 GHz

Como en el caso anterior, la onda incidente es TM y plana proviniente de la direccién de la
antena cero. Alrededor del cilindro se ha situado una agrupacién de 64 antenas receptoras. La
discretizaci6n utilizada en ambos métodos es de 0.1 4., con una malla de 57x57 celdas. La
Fig. 3.24 muestra los campos dispersados en las antenas receptoras, no aprecidndose
diferencias entre el método RATMA, el CGM Yy la solucién analitica. En este caso el RATMA
necesita 6 modos (de -5 a 5) para el campo dispersado por el cilindro y 1 (el 0) para los

subdispersores.
Campo Dispersado
Mobdulo ( V/m )
0.9 : 5
¢ Exacto —.
07 b oM o

0.5

0.4

0.3 L

0.2

RATMA +

¢ 10 20 30 40

50 60
Antena

en las Antenas
Fase(rad)

Antena

Fig. 3.24 Campos dispersados por el cilindro con niicleo metdlico. La antena 0 estd situada
en la direccion de incidencia de la onda plana.

Los cortes de campo difractado en el interior del cilindro muestran el mismo comportamiento
en ambos métodos numéricos, coincidiendo sus resultados con los analiticos. La Fig. 3.25
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muestra graficas en médulo y fase de dichos cortes.

Campo Difractado: corte eje x
Fase(rad)

Modulo (Vim)
06

3

0.5

04

0.3

0'2 ’l

-2

0.1 |4

0 : L S : : -3 : ;. L : : H , :
005 -003 -001 001 003 005 005 -003 -001 001 003 005
(m) (m)
Campo Difractado: corte eje y
Moédulo ( V/m ) ) Fase(rad)
025 |-
02 VVVVVVV
0.15 |+
0.1 -
0.05 | :
0 ER, Y o el A RS b di
-005 -0.03 -001 001 003 005 -0.05 -0.03‘ 001 001 003 005
(m) (m)

Fig. 3.25 Cortes a lo largo de los ejes x e y del cilindro con niicleo metdlico.

Finalmente, la Fig. 3.26 muestra el campo difractado en una cavidad metlica en aire de 44,
de largo por 1 A, de ancho calculado con el RATMA. La onda plana incide ortogonalmente
a la boca de la cavidad. Se han necesitado 29 modos (del -28 al 28) para el campo dispersado
y 1 (el 0) para el de los subdispersores.
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Maddulo Campo Difractado ( V/m )
0 1:5 3

Fig. 3.26 Campos en una cavidad metdlica con onda incidente plana.

Una de las grandes ventajas del método RATMA frente al CGM es la posibilidad de encontrar
una solucién multivista al problema directo electromagnético. Es necesario calcular cual de
los dos métodos es més eficiente en un caso multivista. En primer lugar se estudia un caso
multivista con un modelo de craneo humano, {Ap. B.2}, en aire discretizado en una malla
rectangular de 85x113 celdas. Tal como indica la Fig. 3.27 a su alrededor se ha situado una
agrupacién de 64 antenas situadas a 40 cm del centro. La incidencia es una onda cilindrica
a una frecuencia de 1.89 GHz generada por una linea de corriente de 1 A/m.

o o
000600007

48

Fig. 3.27 Modelo de crdneo con las antenas a su alrededor. La incidencia es con onda
cilindrica.

La Fig. 3.28 muestra los campos dispersados en la agrupacién cuando la antena emisora es
la cero utilizando el método CGM y el RATMA. Los resultados proporcionados por ambos
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son casi los mismos. En este caso el RATMA ha necesitado 11 modos (del -10 al 10) para
el campo dispersado por el craneo y 1 (el 0) para el de los subdispersores.

Campo Dispersado en las Antenas

Médulo ( V/m )
600 —

550
500 :
450 |
400
350
300
250
200
150

-1}

2 |-

BT S B
0 10 20 30 40 50 6
Antena Antena

-3

Fig. 3.28 Campos dispersados por el modelo de crineo en la agrupacion de antenas con la
antena cero como emisora.

La siguiente tabla muestra los tiempos aproximados de CPU, en un HP-720, para la solucién
monovista y la multivista del problema. Con el método RATMA se han distinguido dos
posibles opciones: que calcule o no el campo total en el interior del modelo. E1 CGM ya
realiza ambos célculos siempre.

Método Monovista Multivista (64 antenas)
CGM 41’ 02” 15h 17° 36”
RATMA (solo dispersado) 13’ 30" : 15° 417
RATMA (+ difractado) 29’ 50" 33 217

Puede verse que el RATMA es m;is rdpido incluso en un problema monovista; comparando
los tiempos multivista la diferencia es abismal. El coste computacional del RATMA reside
en encontrar la solucién modal para los campos dispersados en las antenas y los difractados
en el interior, una vez hallada calcular las distintas vistas se limita a sencillas multiplicaciones
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matriciales. En cambio, el CGM necesita reejecutar el algoritmo para cada vista, y Gnicamente

puede aprovechar de la anterior la inicializacién de la funcién de Green.

Si se plantea un caso mais cercano a la tomografia de microondas colocando al cuerpo
sumergido en agua para mejorar la adaptacion, las cosas cambian. Se ha probado un modelo
de térax en agua, {Ap. B.7}, discretizado con una malla de 65x65 celdas y resolucién
0.08 Aagw. Se utiliza una agrupacién de 64 antenas situadas a 35 cm, tal como muestra la
Fig. 3.29. Las ondas son cilindricas y generadas por un hilo de corriente de 1 A/m a una
frecuencia de 434 MHz. En este caso el RATMA necesita 34 modos (del -33 al 33) para el
campo dispersado por el térax y 2 (del -1 al 1) para el de los subdispersores.

o, o
©0060000°

48

Fig. 3.29 Modelo de térax con las antenas a su alrededor. La incidencia es con onda
cilindrica.

La Fig. 3.30 muestra una vez més el parecido comportamiento de ambos algoritmos. Los
campos dispersados medidos en la agrupacién con la antena 9 como emisora son
practicamente idénticos, tanto en médulo como en fase.
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Campo Dispersado en las Antenas

Moddulo ( V/m ) Fase (rad )
70 — 3 T S T
2 ..................
1 il
0 4if
-1
2 -
0 10 20 30 40 S50 60 0 50 60
Antena Antena

Fig. 3.30 Campos dispersados por el modelo de térax en la agrupacion de antenas con la
antena nueve como emisora.

Los cortes segtin los ejes x e y de la Fig. 3.31 muestran de nuevo el parecido comportamiento
de ambos métodos. Puede observarse la rapidez con la que se atemian los campos debido a

la atenuacién y desadaptacién de los tejidos.

Al comparar los tiempos del problema multivista se observa que el RATMA ya no es tan

eficiente como en el caso del crdneo.

Método Multivista (64 antenas)
CGM 30’ 20~
RATMA (solo dispersado) 47’ 21
RATMA (+ difractado) 1h 44’ 39>

El incremento de tiempo de computacién en el RATMA frente al CGM tiene una sencilla
justificacién. En el CGM el nimero de iteraciones para alcanzar una cota de error determinada
depende de la dimensi6n de 1a malla en la que se ha discretizado el objeto y del nimero de
condicionamiento de la matriz a invertir, aunque ésta no exista fisicamente. Por ejemplo el -
crineo, al tener medio externo aire, estd mis desadaptado y el mimero de condicionamiento
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Campo Difractado: corte eje x
0 Moddulo ( V/m ) Fase £ rad )

180
160
140 |-
120 |-
100

200
180
160
140
120
100

02 0. 01 02
(m)

Fig. 3.31 Cortes a lo largo de los ejes x e y del térax en agua.

es superior. En el caso del térax, la adaptacién mejora el nimero de condicionamiento y la
convergencia es més rdpida. Con todo, el pardmetro critico en el tiempo de computaci6n es
el tamafio de la malla, 113x113 en el crdneo y 65x65 en el térax. En cambio en el RATMA
ademés del tamafio influye cual sea el medio externo. Hay que recordar que la discretizacién
del cuerpo se realiza en funcién del medio de permitividad més elevada presente en el
modelo, eso determina la dimensi6n de 1a malla. En cambio el nimero de modos necesario
para resolver el problema depende exclusivamente de la dimensién eléctrica del cuerpo
respecto el medio externo. Si el medio externo es aire, como en el crdneo, €l mimero de
modos necesario es pequefio aunque la malla sea grande; en cambio en el térax el agua del
medio externo, la permitividad més elevada del modelo, obliga a calcular un gran niimero de
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modos aumentando el mimero de operaciones necesarias.

En problemas de tomografia de microonda en biomedicina el RATMA no sera de utilidad,
aunque para otro tipo de aplicaciones no biomédicas podria ser una pieza clave para aumentar
la velocidad de los algoritmos inversos. Hay que indicar que el c6digo con el que se han
hecho los célculos es una primera versién poco depurada, los tiempos pueden mejorarse,

aunque no lo suficiente como para ser mas rdpido en agua que el CGM.

3.7 OTRAS APLICACIONES DE LOS ALGORITMOS

Los algoritmos presentados son una potente herramienta para otro tipo de aplicaciones
diferentes a la tomografia de microondas. Por ejemplo, se ha comprobado la utilidad del
método del gradiente conjugado en el estudio de la interaccion de cuerpos bioldgicos con
sistemas de comunicaciones méviles, y célculos de SAR (Specific Absorption Rate) en
problemas bidimensionales {Vaquer '93a] [Pous 94] y tridimensionales [Vaquer *93c]. Otra
aplicacién interesante, es el estudio de aplicadores para tratamientos de hipertermia, para
optimizarlos, es necesario disponer de la distribucién de campos en el interior de modelos de
las distintas zonas del cuerpo humano. En esta tiltima aplicacién, el método RATMA puede
ser una herramienta muy eficiente, méxime si se desea estudiar el mismo modelo para gran
variedad de incidencias. Incluso, podria plantearse un sistema automético que determine las
alimentaciones de un conjunto de aplicadores para focalizar la energia en una zona
determinada del modelo. El RATMA también puede extenderse a mallados no regulares que
permitan una mejor discretizacién del objeto, mejorando los resultados finales. La formulacion
tridimensional del RATMA también seria de gran utilidad, aunque la dificultad en los
teoremas de traslacién en esféricas es superior a los cilindricos.

Aunque no se han presentado, también se han realizado algunas pruebas de cédlculo de RCS
(Radar Cross Section) con resultados bastante buenos. Para esta aplicacién, una de las
mayores limitaciones es la discretizacién regular utilizada, que no permite modelar
correctamente aristas o vértices metélicos con dngulos muy cerrados.
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METODOS INVERSOS DE
PRIMER ORDEN

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presentarin los algoritmos de primer orden, que resuelven el problema
inverso electromagnético mediante aproximaciones. En general, los algoritmos desarrollados
de esta manera tienen un coste computacional bajo, 1o que permite la obtencién de imigenes
tomogféﬁcas en tiempo real o casi-real sin necesidad de utilizar ordenadores de elevadas
prestaciones. El precio a pagar por esta rapidez viene dado por el margen de validez de las
aproximaciones realizadas, lo que limita su aplicabilidad. La tolerancia en su cumplimiento
serd mayor o menor en funcién de la calidad buscada en las imégenes finales.

Los algoritmos de reconstruccion ‘parten de las ecuaciones matemiticas presentadas en {2.2},
que relacionan, para una caso TM bidimensional, el campo dispersado por un objeto, con su
contraste, el campo difractado en su interior, y la funcién de Green del problema. Esta
ecuacion, también llamada ecuacién de Helmholtz, tiene la siguiente expresion
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E;(7) = -k [ C(VE(F)Glky|7-F |7 @.1)

que puede reescribirse como
E{(F) = -k [ COUE(F)+EXF)) Gk |F-7 |7 @2)
donde la funcién contraste relaciona la permitividad del objeto con la del medio que lo rodea

e o 2t 4.3)
L)

Una de las dificultades intrinsecas del problema inverso es la limitacién en los datos de
entrada de los algoritmos. En primer lugar, tinicamente se pueden conocer los campos
alrededor del objeto, no en su interior. En segundo lugar, el nimero de incégnitas,
correspondiente al mapa de contraste discretizado, suele ser mayor que el de datos.
Particularizando ya al caso concreto de cuerpos biol6gicos, su elevada atenuacién y contraste
aumentan las dificultades de la reconstrucci6n al ser la contribucién de sus tejidos internos
a los campos dispersados mucho menor que la de los externos. Todos estos aspectos serdn
tratados mds ampliamente en los sucesivos capitulos, { Cap. 5} y {Cap. 6}, y comentados en
los distintos apartados de resultados.

Aunque los algoritmos de primer orden se han utilizado principalmente como herramienta para
la obtencién de informacidn "a priori” destinada a los algoritmos de orden superior, todo su
desarrollo tedrico es de gran importancia ya que muchas de las conclusiones que pueden
derivarse de la simplicidad de su estudio son extrapolables a los algoritmos de orden superior.
Con todo, en el marco de esta tesis se ha mejorado el algoritmo basado en la hip6tesis de
Born mediante su extensién a datos de entrada multifrecuencia. Como se verd, para cuerpos
biol6gicos se consigue mejorar, aunque no de forma muy acentuada, las prestaciones del

algoritmo monofrecuencia.

4.2 APROXIMA CIONES BASICAS DE PRIMER ORDEN: BORN Y RYTOV

En este apartado se describen las dos aproximaciones bésicas de primer orden, base de la
mayoria de los algoritmos de tomografia de microondas. Las dos aproximaciones més
utilizadas son las llamadas de Born y Rytov, aunque sélo la primera es tratada en profundidad
al ser la tinica que permite buenos resultados en objetos de elevado contraste.
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4.2.1 La aproximacion de Bom

Es la mas simple de las dos aproximaciones y la utilizada en el desarrollo del algoritmo de
primer orden. Partiendo de la descomposicién del campo difractado como suma del campo

incidente y del campo dispersado

= (4.4)

y considerando que la interaccién del objeto con el campo eléctrico es débil, el campo
dispersado es despreciable frente al incidente, con lo que la aproximacién

4.5)

puede ser aceptable.

Aproximando el campo difractado por el incidente, la ecuacién integral (4.2) puede
simplificarse y reescribirse como

E; = -k [ C(PIE (M) Gk |F-F'|)dF" (4.6)

La aproximacién de Born supone que cada punto del objeto contribuye de forma
independiente al campo dispersado, sin considerar las interacciones miltiples debidas a los
restantes puntos del objeto. Esta linealizacién del problema permite simplificar su resolucién,
reduciendo el célculo de los campos dispersados a una integral de convolucién entre la
funcién de Green y el producto del campo incidente por el tontraste.

La aplicabilidad del método depende de la bondad de la aproximacién realizada en (4.5). En
[Slaney ’85] se establece un margen de validez para cilindros homogéneos en funcién de su
permitividad y dimensiones: la aproximacién de Born es suficientemente vélida cuando la
diferencia de fases entre un rayo circulando por el medio externo y otro que atraviese el
objeto sea inferior a 180 °. Cuando la onda incidente es plana, la diferencia de fases puede

expresarse como

EAW

kd(fefeg-D<n = d(/T-C-1) < Ay/2 4.7

siendo d la dimensién méxima del objeto. La validez de la aproximaci6n depende inicamente
del contraste del objeto y su tamaiio.
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4.2.2 La aproximacién de Rytov

La aproximacién de Rytov es otro tipo de aproximacién de primer orden vélida para
condiciones ligeramente diferentes a las de Born. En este caso se considera que el campo

eléctrico puede expresarse como una fase compleja [Slaney °85]

E(F) = e/*® 4.8)

De forma parecida al caso de Born, se expresa esta fase total como suma de la fase incidente,
¢o(P, y la fase dispersada, ¢ (7). Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién de onda

(V2+K)E] = kK CE, 4.9)

se obtiene
Vb, + (Vo) +2Vd Vb, = k3 C (4.10)

Suponiendo una onda plana incidente, Eé"c =e” k°?, y tras algunas manipulaciones algebraicas

se llega a la expresién
(VC+ED(E™$) = EF(EC- (Vo)) @11)

que presenta la misma estructura que la ecuacién de onda. Mediante la utilizacién de la
funcién de Green, puede ser transformarse a una ecuacién integral, obteniéndose

6 = FMITS [ ICE) -V IE I |F-FIdF  @12)
o I

La aproximaci6én de Rytov supone un cambio de fase, ¢, pequefio por longitud de onda, por
lo que (Vd)s)'2 < koz C, pudiéndose entonces encontrar ¢, de forma explicita

k
EJ“(7)

o) = - [[CEVE Y Gky | -7V @13)
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A diferencia de la aproximacién de Born, el pardmetro que decide la validez de la
aproximacién de Rytov es el cambio de fase compleja en el campo dispersado por unidad de
longitud, V¢, es decir, 1a pendiente de la fase por longitud de onda. La aproximacién de
Rytov es vilida para objetos de bajo contraste con independencia de su tamaiio. En el caso
biolégico los contrastes son elevados no proporcionando su utilizacién buenos resultados
[Broquetas *89].

4.3 ALGORITMO DE RECUBRIMIENTO ESPECTRAL
MONOFRECUENCIA BASADO EN LA APROXIMACION DE BORN

En el apartado anterior se ha visto que la hip6tesis de Born permite simplificar el célculo del
problema directo electromagnético. La inversién para obtener el contraste de la ecuacién de
Helmholtz no es sencilla. La aproximacién de Born permite desarrollar un algoritmo para la
obtencién de imdgenes tomogréficas que reduce el problema original a una transformada de
Fourier de los campos multivista medidos en las antenas y ponderados por unos coeficientes.
En principio, el algoritmo se puede plantear para geometria plana o cilindrica, pero la
geometria cilindrica es la que presenta mayores prestaciones tanto desde el punto de vista
puramente algoritmico [Rius *92] como prictico en la construccién de un equipo de medida
para aplicaciones biomédicas [Broquetas '91]. Demostraciones del algoritmo pueden
encontrarse, entre otras referencias, en [Rius *87a]}, [Rius *87b] y [Broquetas *89], pero se ha
decidido incluirla porque puede clarificar algunas de las ideas que se presentardn en el
algoritmo multifrecuencia y a la vez algunas de las conclusiones derivadas del desarrollo son

extrapolables a otros métodos.

4.3.1 Desarrollo del algoritmo

La geometria del problema es la que aparece en la Fig. 4.1, donde ya se considera que la
agrupacién de medida es cilindrica, y se definen todos los vectores y 4ngulos de posicién de
las antenas a utilizar durante el desarrollo matemaético.

Si se define la siguiente ecuacién

F8) = kg [ CFVEF)e a7 ; § vector unitario (4.14)

y considerando el campo incidente como una onda plana
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Fig. 4.1 Geometria cilindrica: el vector -$ indica la posicién de recepcion 'y -8, la de
emision.

EF () = e %57 ;& direccién de propagacién (4.15)
puede obtenerse la llamada funcién de amplitud de onda difractada [Rius *87a]
£(8:8) = kg [ COIE(F 30 7o ar 4.16)

Donde E(F;3,) seria el campo difractado generado por una onda plana que incidiera en el
objeto viajando en la direccién del vector unitario .

Mediante la aproximacién de Bom {4.2.2}, el campo difractado puede ser aproximado por el
incidente, con lo que la ecuacién (4.16) se transforma en

E(Fi80) = Eg“(Fifo) = f(8:8) = ks [C(F)e 794 D7ar < S Chy(5+5)) (417

donde C es, en el caso més general, una transformada bidimensional de Laplace de la funcién
contraste. Si el mimero de onda en el medio externo es real, es decir no tiene pérdidas, la
transformada se simplifica y es de Fourier. La expresion de f($;3,) puede interpretarse como
un corte circular en el espacio transformado de la funcién contraste de radio %, centrado en

So-

El teorema de reciprocidad o lema de Lorentz [Cardama 93] para un medio lineal, isotrépico
y no magnético puede escribirse para el caso TM bidimensional como
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/ o Fadds = /  Evlads (4.18)

siendo J, las corrientes existentes en §, que inducen los campos E, en S,, y J, las
corrientes situadas en §, que generan los campos E, en S, tal como se indica en la Fig. 4.2.

Fig. 4.2 Teorema de reciprocidad.

Si a la expresion (4.18) se asocia §, con el dominio de las antenas receptoras, y S, con el
dominio del objeto, para los campos y corrientes en la formulacién del problema inverso
pueden plantearse las siguientes asociaciones

- J}, son las corrientes equivalentes sobre el objeto inducidas por el campo incidente
Ey“(F; $,), que producirian en la antena receptora un campo dispersado
E, = E*(7;3,). Aplicando la formulacién presentada en {2.2}, esas corrientes tienen

la siguiente expresién

Jy = -joe C(PNE(T;S,) (4.19)

- J,, es la distribucién de corriente que deberia existir sobre la antena receptora para
que, actuando como emisora, produjera sobre el objeto una onda plana en la direccién

a~

S

E = e'f"o-e'? (4.20)

o a
Si a las anterjores asociaciones se afiade que la antena es un hilo circular situado alrededor
del objeto, las distribuciones de corriente en el dominio de las antenas, §,, se transforman en
distribuciones lineales de corriente, y la ecuacién (4.18) puede reescribirse como
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= A A . s —jko8°7
| LBHEFS)dl = [ oo SO COEFS)e TR g =
4.21)

k 5 ye Tt
jmpofomcmlz(?,so)e dr

Comparando el ultimo término de (4.21) con (4.16), y mediante un sencillo cambio de
coordenadas para aprovechar la geometria circular de la antena, se obtiene

f(8:8,) = jop, f:"E’(o;ﬁo)Ia(o;@RdU 4.22)

donde la distribucién lineal de corriente, I (0 ;8), es la necesaria para que la antena receptora,

actuando como emisora, genere una onda plana en la direccién §
I(0;§) = Onda plana § =-cosy%-sinyy (4.23)

Si se expresa esa onda plana mediante su familia de sus modos cilindricos {3.2.2.1}, se

obtiene

E,(F;) = o THST _ L ikopoos(x-4) _ Y 7, (kyp)ein(x=® (4.24)
n=-o

Mediante la utilizacién de la funcién de Green, puede determinarse el campo generado por
esa distribucién de corrientes de la que, de momento, se desconoce su valor. Adaptando la
formulaci6én de radiacién de fuentes, {2.2}, a la geometria del problema se llega a

E,(8) = -0 [P 1) (ky |- R|)Rdo 4.25)

a

siendo R el radio de la agrupacién. Mediante el teorema de adicién de las funciones de
Hankel, {3.2.2.4}, adaptado a la notacién utilizada

H{? (k)| 7-R]) = )f) HP (R, (ko p)e!™®®  con R > p (4.26)

n=-e

puede sustituirse la funcién de Hankel de (4.25) por (4.26) obteniendo
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E,(78) = — 2 [T 1(0) ¥ BP (R, (kgp)e ®Rdo (2D

Intercambiando el orden de la integral y el sumatorio y comparando el resultado con (4.24)

se llega a

T M, (kop)el a9 = =20 3 BO(R)I, (kop)e R [T 1, (0)el* Rdo (4.28)

n==—co n=-c

donde el término integral corresponde a los coeficientes de la serie de Fourier de la
distribucion de corrientes que generan la onda plana multiplicados por un factor 2.

I(-n38) = -21—“ f:" I(0)e"°do 4.29)

Asociando términos en (4.28) se obtiene

4 jre™ 1 (4.30)

I(-n;8) =
. (~n38) W, 27R H,?)(koR)

y mediante la serie de Fourier puede hallarse la expresion de las corrientes
- 2. jrein(x-0)
2 e 4.31)

©Rem R HP (K R)

‘

I,(a;8) =

La distribuci6n de corrientes depende dnicamente de la diferencia de dngulos ¢ - y ademés
es simétrica. Por comodidad a partir de ahora se hablard de I,( o - ), que serdn las corrientes
que en las antenas receptoras actuando como emisoras sintetizan una onda plana en la
direccién § = cos(y -m)X+sin(yx -x)y.

Sustituyendo (4.31) en (4.22) ya puede obtenerse f($;5,), que seglin (4.17) es proporcional
a un circulo completo desplazado de la transformada del objeto. Puede observarse en la
Fig. 4.3 que variando la direccién de incidencia y la de medida puede cubrirse todo el

espectro.
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A ky

kS

| koS

- kx

Fig. 4.3 Con onda plana y direccién de incidencia fija, las distintas antenas receptoras
proporcionan informacién de un circulo desplazado del espectro del objeto.

Hasta el momento se ha considerado que la onda incidente sobre el objeto es una onda plana.
En un sistema real esto seria muy dificil, ya que 1la sintesis de ondas planas en campo cercano
es compleja. En teoria, esta onda plana se podria sintetizar mediante 1a superposicién de las
ondas cilindricas generadas por cada una de las antenas de la agrupacién ponderadas con unos
pesos en sus alimentaciones. A nivel prictico esta solucién es tecnolégicamente muy dificil,
primero porque obligaria a tener una agrupacién de antenas para emisién y otra para
recepcion, y en segundo lugar, el disefio de las alimentaciones complicarfa enormemente la
circuiteria de alta frecuencia. Por consiguiente, la iluminacién del objeto se realiza mediante
un solo elemento de la agrupacién. Las propiedades de linealidad del proceso de difraccién
bajo la hipétesis de Born permiten solventar el problema.

Puede demostrarse que una onda plana en la direccién 3, E;"c (033,), puede expresarse en
funcién de una combinacién de ondas cilindricas generadas en la posicion 64, Ey(a;0,)

Eg“(a;38,) = fouE”“(o;o')Ia(x’-o')Rdo' 4.32)

donde la distribucién de corrientes que actiian como pesos son las mismas que las obtenidas
en (4.31) [Rius *87a). La hip6tesis de Born hace que la difraccién sea un proceso lineal, por
lo tanto los campos dispersados dependen linealmente de los incidentes, pudiéndose aplicar
superposicién y relacionar el campo dispersado por la onda plana con los campos dispersados
por las ondas cilindricas ponderadas.

E*(0;5,) = f:"E‘(o; 0L (x’-0")Rde’ (4.33)



METODOS INVERSOS DE PRIMER ORDEN 4.11

Finalmente combinando (4.22), (4.32) y (4.33) puede encontrarse la expresién final que
relaciona los campos dispersados medidos, las corrientes que sintetizan las ondas planas en
emisién y recepcién y la transformada bidimensional de Laplace de la funcién contraste.

K Chy(S+5D =S58 j o[ [ E(030),(x' -0 ), (x~0)Rdo'Rds  (434)

Para obtener la funcién contraste se deberia realizar una transformada inversa de Laplace de
la informacién espectral obtenida. Pasando a un sistema cartesiano

g

I S N o ey

C(x,y) = fm-x;m-x)e T ePe M e
41t2k62f—wf-ao 0

2
o dkdk;

(4.35)
ky=ks-jkg

Si el medio no tiene pérdidas, k3 = 0, la transformada inversa de Laplace se convierte en una
de Fourier. Cuando no se cumple, pero se obtiene el contraste mediante transformada de
Fourier se comete un error debido a las pérdidas representado por las exponenciales de
argumento real de (4.35). Este error aumenta con las pérdidas del medio, con el tamaifio del
objeto y cuanto mayor sea el contenido espectral de alta frecuencia del objeto. El algoritmo
se implement6 mediante transformada de Fourier gracias a su mayor sencillez y mediante un
filtro paso bajo se reducian los errores introducidos por las pérdidas. '

Cuando se iluminaba con ondas planas, una direcci6bn de iluminacién proporcionaba
informacién de uno de los circulos del espacio transformado de la funcién contraste, en
cambio, iluminando con ondas cilindricas, asociadas & una serie de ondas planas, cada
direccién de iluminacién proporciona informacién de un grupo de circulos del espectro tal
como muestra la Fig. 4.4. Del mismo modo, la informacién final en cada uno de los circulos

del espectro proviene de la contribucién de todas las vistas.

Los algoritmos de imédgenes pueden considerarse como sistemas cuya entrada es la matriz de
campos dispersados multivista y su salida la imagen de la funcién contraste. Como en todo
sistema, es posible encontrar la }espuesta impulsional que proporciona informacién sobre la
resolucién méxima que puede obtenerse. La respuesta impulsional viene dada por la salida del
algoritmo cuando se intenta reconstruir una delta de contraste, que proporciona un espectro
uniforme de radio 2k, y fase lineal proporcional a su posicién respecto del centro de la
agrupacion de antenas [Broquetas *89a). Puede demostrarse que para este algoritmo es
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4k,

v

Fig. 4.4 Contribucion de una vista midiendo un campo dispersado constante a varios
circulos del espectro.

h(?) = _kg"l(2k0|?“ (4.36)
= |7

que implica una resolucién de, aproximadamente, Ar = 0.34,. Si se filtra paso bajo el
espectro para compensar las pérdidas, y en funcién del filtro utilizado, la resolucién empeora.

4.3.2 Discretizacion del algoritmo

En los sistemas de medida reales, las antenas emisoras y receptoras no son continuas, sino que
estdn formadas por una agrupacién discreta. Si se supone que la agrupaci6n estd formada por
NAE antenas que pueden actuar como emisoras o receptoras de forma independiente, se
pueden realizar las siguientes transformaciones a las ecuaciones anteriores.

En primer lugar, la distribuci6n lineal de corrientes de las antenas para sintetizar una onda
plana, tanto en emisién como en recepcidn, debe ser discretizada. Por ello (4.31) se transforma

en
«© j’l 2x q

-2 j” NAE
L(q) = e “4.37)
° @ o= R % HP (k,R)

y de la misma manera (4.34) también pasa a ser discreta
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2 NAE-1 NAE-1

1;;;;2 Y Y Emn)m-mLm-n) 439
n=0 ny=0

Jmimy=jop,

con m, my y q indices que indican la posicion de las antenas. La computacién de (4.38)
puede implementarse de forma muy eficiente, debido a su estructura de convolucién, mediante
FFT.

4.3.2.1 Nimero de antenas

El nimero de antenas emisoras disponibles en la agrupacién limita la dimensién méxima de
los objetos a reconstruir, o lo que es lo mismo, el radio ttil del tomégrafo. Su separacion
limita la variacién méixima de campo que puede muestrearse angularmente. Primero se
presenta una deduccién empirica de la condicién de muestreo angular, para posteriormente
presentar una mais matemética.

Puede suponerse que el campo dispersado por el objeto presenta un periodo angular constante,
A ¢, tal que como muestra la Fig. 4.5, sobre el borde del circulo que contiene al objeto la
longitud del arco es A,. Aplicando el criterio de Nyquist son necesarias dos muestras por
periodo, con lo que a partir del niimero de muestras a tomar en funcién de la dimensién
méxima del objeto puede obtenerse el mimero de antenas emisoras, NAE, necesario

2 % =~ Nag = 27 Ry (4.39)

o

Fig. 4.5 Aplicacién del criterio de Nyquist para determinar el niimero de antenas.
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Mediante simulaciones se comprob6é que este criterio era suficiente para una buena
reconstruccién de los objetos [Rius *87a] [Broquetas *89a), siendo el adoptado en el disefio
y construccién del prototipo experimental.

Otra forma de determinar el ndmero de antenas necesario es suponer, para simplificar, que el
objeto a reconstruir es un cilindro dieléctrico centrado. Como se vio en {3.2.3} el campo
dispersado en el exterior puede expresarse como una serie de modos cilindricos segtin

EXpsd) = E, Y ¢, HD (kyp)el™ (4.40)

como los coeficientes del desarrollo, c,, estdn relacionados con los del campo incidente,
tnicamente se excitan aquellos modos que pertenezcan a su espectro visible. Como se vio en
{3.2.2.4} no existe un limite preciso entre espectro visible e invisible. Los modos que

cumplen

n>kR, (4.41)

se atendan fuertemente. Si se toma como criterio para la sintesis de ondas planas que en la

zona del objeto el mimero de modos necesario sea

Noax = ORm‘il (4.42)

se obtiene la misma condicién de muestreo que con la demostracién intuitiva. Cuando se
utiliza el criterio més restrictivo de considerar el doble de modos, la condicién de muestreo

que se obtiene es
NAE = 87R (4.43)
A
A nivel prictico, los modos superiores estin muy atenuados ya que corresponden a las zonas

de maés alta frecuencia espacial y por ello el error cometido al despreciarlos es pequeiio. El
criterio final de disefio es el menos restrictivo de la ecuacién (4.39).
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4.3.2.1.1 Limitacién en el niimero de antenas receptoras

Es obvio que, en un sistema real de tomografia, resulta imposible emitir y medir
simultdneamente con la misma antena. A la vez, las antenas més cercanas a la emisora, que
radia una onda cilindrica, reciben un nivel de sefial muy elevado. En la préctica, en el
prototipo experimental tinicamente puede recibirse con la semiagrupacién opuesta a la antena
emisora {2.6}. La pérdida de informacién debido a la limitacién en el nimero de antenas
receptoras, NAR, equivale a un filtrado paso bajo de la imagen, ya que las antenas més
cercanas a la emisora proporcionan informacién de las frecuencias més altas del espectro. La
Fig. 4.6 muestra el efecto paso bajo en el espectro de la reduccién del nimero de antenas

receptoras.
NAR =NAE NAR <NAE
k . °
2 0 s ° o ©° 4 2ko
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Fig. 4.6 Efecto paso bgjo de la limitacién en el mimero de antenas receptoras.

.

4.3.2.2 Interpolacion bilineal. Mejora mediante 'zero-padding"

Las medidas procesadas mediante (4.38) proporcionan informacién del espectro del contraste
del objeto sobre circulos descentrados equiespaciados. Las técnicas clédsicas de FFT requieren
que los puntos se encuentren sobre una malla rectangular, para ello, es necesario realizar una
interpolacién bilineal que penmta obtener la informacién del espectro sobre esa malla, tal

como muestra la Fig. 4.7.

La formulacién matemdtica de la interpolaci6én puede hallarse en [Rius *87a). Pude verse en
la Fig. 4.7 que a altas frecuencias, en las zonas més alejadas del centro, la distancia entre
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Fig. 4.7 Interpolacion de la informacion espectral multivista sobre una rejilla rectangular.

muestras es mayor y por lo tanto el error cometido en la interpolacién aumenta. Para mejorar
la calidad de la interpolaci6n interesarfa disponer del maximo mimero de antenas emisoras-
receptoras, como en general este pardmetro es fijo habrd que aumentar la densidad de puntos
mediante el uso de la técnica de "zero-padding”. Si a la FFT-2D de f(m;m,) se le aumenta
su tamaiio en un factor A afiadiendo ceros en las zonas de alta frecuencia, al realizar la FFT-
2D inversa se habra aumentado la densidad de puntos, con lo que la interpolacién se realizard
entre puntos més cercanos. Légicamente, mediante la interpolacién no puede recuperarse la
informaci6n asociada a variaciones répidas de campo que se perdia al tener limitado el ntimero
de antenas, y que se encontraban asociadas a variaciones rdpidas del objeto.

4.3.3 Imagenes diferenciales

Una aplicacién del algoritmo de Born que proporciona buenos resultados, [Hawley *91]
[Mallorqui *92], consiste en las llamadas imédgenes diferenciales. En ellas se reconstruye la
diferencia de campos dispersados por un cuerpo entre dos instantes de tiempo distintos para
ver que ha variado en su interior. En un principio se podria pensar que para una imagen
diferencial no es necesario que se cumpla la aproximacién de Born, sino que tdnicamente
deberia cumplirla su variacién. Esta afirmacién no es cierta.

El campo dispersado por el cuerpo en la primera medida vale
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E{(7) = -k [ CDE(F)Glky|F- 7| dF" (4.44)
mientras que en la segunda debido a la variacién de la funcién contraste
E;(7) = -k [ [C(F)+ AC(FIENF)Glky | P~F"|)dF" (4.45)
con lo que la diferencia de campos dispersados a reconstruir es
E;(7)-E{(F) = -k [ [COIE (P -E{ (M)+ AC(F)E(F)IG(ky [F-F )dF” (4.46)
La reconstruccién mediante aproximacion de Born equivale a obtener
E;(P)-E{'(F) = ~k; [ AC3(FYE™(F)Glky | P~F" |)dF" (4.47)

Comparando (4.46) y (4.47) puede hallarse el error cometido en la reconstruccién diferencial

2, ol
ac,(n = EDacn + 205D p (448)
E(7) E"(7)

En la expresién aparecen dos términos de error claramente diferenciados. El primero
multiplica al contraste y deteriora el nivel de la imagen diferencial pero no la posicion de las
variaciones; el error se reduce en cuanto mds parecidos sean los campos difractados en las dos
medidas. Este término de error se relaciona con el cumplimiento de la aproximacién de Born
en el objeto absoluto. El segundo término de error que-distorsiona la imagen depende del
contraste absoluto y disminuye si los campos dispersados en las dos medidas son muy
parecidos y cuanto més bajo sea el contraste absoluto del objeto. Este segundo término se
relaciona tanto con el cumplimiento de la aproximacién de Born en el objeto absoluto como
en el diferencial. La filosofia de imagen diferencial serd utilizada posteriormente en la
deduccién del método de la pseudoinversa { Cap. 6}.

4.3.4 Resultados y aplicaciones

Los resultados obtenidos con el algoritmo de Born mediante .simulaciones y medidas reales
de cuerpos biolégicos muestran la capacidad del mismo para reconstruir los contornos con
gran nitidez, aunque la informacién de la distribuci6n interior de tejidos queda oculta en la
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mayor parte de los casos debido al incumplimiento de la aproximacién utilizada. La
informacién de contorno seré de gran utilidad para mejorar las prestaciones de los algoritmos
iterativos que se presentardn en {Cap. 5} y {Cap. 6}.

En primer lugar se presentan resultados de las simulaciones de un modelo de cuello,
{Ap. B.6}, con una agrupacién de antenas situadas a 11.2 cm radiando a 1 GHz, y un modelo
de térax, {Ap. B.7}, con las antenas situadas a 32.4 ¢cm radiando a 434 MHz. En ambos casos
la agrupacién es de 64 antenas, las ondas son cilindricas y el medio externo agua. Las Fig. 4.8
y Fig. 4.9 muestran en su parte superior los contrastes reconstruidos y filtrados paso bajo para
compensar los errores de alta frecuencia debidos a las pérdidas. En las imagenes es imposible
distinguir la distribucion interna de los distintos tejidos. En la parte central de las figuras estdn
los mapas de permitividad obtenidos a partir del contraste sin filtrar. Aprovechando uno de
los errores que la aproximacién de Born introduce en las imégenes pueden obtenerse de forma
muy sencilla los contornos de los cuerpos. En la parte real de permitividad se observa una
depresién que se corresponde con el contorno buscado, simplemente detectdndola puede
obtenerse una buena aproximacién de la forma del objeto. Un posterior refinamiento de esa
informacién permite hallar el contorno final. Al no filtrar la imagen de permitividad se
mantienen todas las componentes espectrales de alta frecuencia, lo que permite acentuar esa

depresi6n aunque se deteriore la calidad del resto.

Finalmente la Fig. 4.10 muestra una reconstruccién de un antebrazo humano medido en el
prototipo de tomégrafo. Al ser un cuerpo més sencillo puede intuirse la posicién de los
huesos, aunque una vez mis los valores de contraste/permitividad son erréneos. También se
observa el contorno obtenido a partir de la imagen reconstruida.
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Cuello
Re ( Contraste ) Im ( Contraste )
-0.1 -0.015 0.13 -0.1 -0.065 0.23
Re ( Permitividad ) Im ( Permtividad )
55 i 95 -40 -17 6
Deteccion del Contorno Contorno Final

&

Fig. 4.8 Simulacion de cuello {Ap. B.6} reconstruida mediante aproximacion de Bom.
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Toérax

Re ( Contraste ) Im ( Contraste )
-0.08 -0.06 0.2

Im ( Permtividad )

-35 -11.5 12

Deteccion del Contorno Contorno Final

&

Fig. 4.9 Simulacion de térax {Ap. B.7} reconstruida mediante aproximacion de Born.



METODOS INVERSOS DE PRIMER ORDEN

421

Antebrazo humano (bragreg)

Re ( Contraste ) Im ( Contraste )
-0.1 -0.085 0.27

Re ( Permitividad )
60 81.5 103

Deteccion del Contorno Contomno Final

5

Fig. 4.10 Reconstruccion a partir de medidas reales de un antebrazo humano.
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