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del profesor Oliver, a Maria Dolores Gómez Pulido, a Dorian Linero, a Guillermo
Dı́az, a Osvaldo Manzoli, a Ivo Diaz y de forma muy especial a Alfredo Huespe.
Sin haber formado parte de este grupo esta tesis no habŕıa sido posible y les estoy
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Summary

This work presents a reformulation of the Continuum Strong Discontinuity Ap-
proach applied to the numerical simulation of material failure in structures. The
goal pursued has been the improvement of the robustness of this kind of numerical
analysis. It has also provided a set of tools that guarantees the accuracy of the
results.

The Continuum Strong Discontinuity Approach [51]-[52] reproduces the strain
localization phenomenon due to the material softening. As opposed to the discrete
approaches, this methodology uses a continuum stress-strain format to describe the
whole process of the material exhaustion. Thanks to the regularization (reinterpre-
tation) of the kinematics of the problem and the softening modulus it is guaranteed
that the dissipation of the material model is given by the superficial density of frac-
ture energy [53]. Additionally, the use of a thermal-like algorithm to capture and
manage the strain localization surfaces makes possible to deal with the numerical
study of multi-fissure problems [58].

The improvement of the robustness in the numerical analysis has been achieved
by adopting the symmetric kinematically consistent formulation and formulating a
new integration scheme, called IMPL-EX, that assures that the algorithmic tangent
operators in the problem remain positive definite.

The accuracy of the numerical result has been accomplish by an error-control al-
gorithm and by a new arc-length method. This two algorithms have been developed
specifically for the integration scheme IMPL-EX.

This formulation has been applied to the study of two characteristic phenomena
in fracture mechanics: the study of the size effect in geometrically comparable
structures and the study/measurement of the fracture processing length.

Finally, a series of numerical examples of material failures in three-dimensional
structures is presented. These examples have been divided in three groups: examples
in which the failure mode is predominantly in mode I, examples in which the failure
mode is predominantly a sliding (analysis of slopes) and examples in which the
failure mode involves three-dimensional resistant mechanisms (analysis of the arch
effect in double or simple curvature dams).
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Resumen

Este trabajo presenta una reformulación de la metodoloǵıa de discontinuidades
fuertes de continuo para la simulación numérica del fallo material de estructuras.
Los objetivos buscados han sido mejorar la robustez de este tipo de análisis numéri-
co y proporcionar una serie de herramientas que garanticen la confiabilidad de los
resultados obtenidos.

La metodoloǵıa de discontinuidades fuertes de continuo [51]-[52] es una apro-
ximación numérica al fenómeno de la localización de deformaciones por ablanda-
miento. Al contrario de las aproximaciones discretas, utiliza un formato continuo
tensión-deformación para describir todo el proceso de agotamiento del material.
Gracias a una regularización (reinterpretación) de la cinemática del problema y del
módulo de ablandamiento se garantiza que la disipación del modelo venga dada por
la densidad superficial de enerǵıa de fractura [53]. Adicionalmente, la utilización de
un algoritmo tipo térmico de captura y gestión de las superficies de localización de
deformaciones permite abordar el análisis de problemas con multifisuración [58].

La mejora en la robustez del análisis numérico se ha conseguido adoptando la
formulación simétrica cinemáticamente consistente y formulando un nuevo esquema
de integración, denominado IMPL-EX, que garantiza la definición positiva de los
operadores algoŕıtmicos que intervienen en el problema.

La confiabilidad en el resultado numérico se asegura mediante un algoritmo
de control del error cometido y mediante un nuevo esquema de limitación de la
longitud de arco. Estos dos algoritmos han sido desarrollados espećıficamente para
el esquema de integración IMPL-EX.

La formulación aśı definida ha sido aplicada en el estudio de dos fenómenos
propios de la mecánica de la fractura: el estudio de la influencia del tamaño de una
estructura en su resistencia nominal (efecto tamaño) y el estudio/medición de la
longitud de procesamiento de fractura.

Por último se presentan una serie de ensayos numéricos del fallo material en
estructuras tridimensionales. Estos ensayos se dividen en tres grupos: ensayos don-
de el modo de fallo predominante es en modo I, ensayos donde el modo de fallo
predominante es de deslizamiento (análisis de taludes) y ensayos donde el modo de
fallo moviliza mecanismos resistentes tridimensionales (análisis del efecto arco en
presas con simple y doble curvatura).
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2.5. Cinemática de la discontinuidad fuerte . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.6. Regularización del modelo de continuo . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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ablandamiento discreto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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6.4. Resumen del caṕıtulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7. CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS 175
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
7.2. Contribuciones principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
7.3. Desarrollos futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

A. Análisis de la localización en los modelos inelásticos inv́ıscidos 179
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6.22. Ensayo brasileño. Deformada y ĺıneas de iso-desplazamientos. . . . . 133
6.23. Ensayo brasileño. Curva Fuerza normalizada vs. Apertura diametral

normalizada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
6.24. Ensayo brasileño. Evolución de la fisuración en la sección A-A. . . . 134
6.25. Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado, (b) vista late-

ral, (c) planta, (d) perspectiva. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.26. Esquema de la simulación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
6.27. Superficie de fractura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
6.28. Evolución de la localización de los procesos inelásticos: (a) inicio de
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centración de ĺıneas de iso-desplazamientos. . . . . . . . . . . . . . . 159

6.60. Caso 4: Incremento de la densidad y con fractura hidráulica. Curva
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centración de ĺıneas de iso-desplazamientos. . . . . . . . . . . . . . . 163

6.68. Caso 8: Incremento del nivel de agua y con fractura hidráulica. Curva
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centración de ĺıneas de iso-desplazamientos. . . . . . . . . . . . . . . 164

6.70. Deformadas de los casos tridimensionales al final del análisis. . . . . 165

6.71. Presa de Alqueva. Perspectiva. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

6.72. Presa de Alqueva. Definición geométrica. . . . . . . . . . . . . . . . . 168

6.73. Presa de Alqueva. Desplazamiento del terreno. . . . . . . . . . . . . 169
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. El fenómeno del fallo material y de la locali-

zación de deformaciones

El fallo asociado al ablandamiento puede entenderse como la aparición de un
conjunto de procesos irreversibles de daño interno, como la microfisuración, que evo-
lucionan hasta la formación de una discontinuidad geométrica que separa el mate-
rial. F́ısicamente puede asumirse que la acumulación de estos fenómenos inelásticos
tiene lugar en una zona del sólido, llamada zona de procesamiento de fractura1[4],
donde el estado tensional ha alcanzado un determinado umbral y donde aparecen
altos gradientes en el campo de las deformaciones (ver Figura 1.1).
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Figura 1.1: El fenómeno de la Localización

La zona de procesamiento de fractura evoluciona, conforme avanza el ablanda-
miento, de modo que los mecanismos de degradación se localizan en bandas cada
vez más estrechas, hasta llegar a un punto en el que toda la disipación inelástica se

1El tamaño de esta zona de procesamiento de la fractura respecto al tamaño del sólido es lo
que nos caracteriza su carácter frágil (cuando éste es despreciable), cuasifrágil (cuando éste es
pequeño pero significativo) y dúctil (cuando el tamaño de la zona de proceso de la fractura es
comparable al tamaño del sólido).

1



2 1.1. El fenómeno del fallo material y de la localización de deformaciones

concentra en una superficie de espesor nulo. Este fenómeno, que conlleva una con-
centración de las deformaciones en estas bandas cada vez más estrechas, hace que
el proceso de fallo por ablandamiento también sea llamado proceso de localización
de deformaciones. En la Figura 1.2 se representa este proceso de localización que,
si bien es continuo, puede dividirse en tres etapas [58]:

Régimen de daño no localizado. Se caracteriza por el inicio de los fenómenos
de disipación que dan lugar a un incremento y concentración de las deforma-
ciones. En esta fase aún no han aparecido las discontinuidades en los campos
que describen el material y tanto la deformación como el desplazamiento son
continuos.

Régimen de discontinuidad débil. La banda donde se producen los fenómenos
inelásticos evoluciona y empieza a estrecharse. Consecuentemente, las defor-
maciones empiezan a localizar hasta concentrarse, al final de esta fase, en una
banda de espesor nulo provocando que el campo de deformaciones ε se vuelva
infinito. Hasta la aparición de esta singularidad, el campo de los desplaza-
mientos permanece continuo mientras que el campo de las deformaciones es
discontinuo.

Régimen de discontinuidad fuerte. La banda de localización de la fase de
discontinuidad débil colapsa en una banda de espesor nulo2, también llamada
superficie de discontinuidad y que se representa por S, iniciándose de este
modo el régimen de discontinuidad fuerte. A partir de este momento, y hasta
el total agotamiento del material, el campo de desplazamientos deja de ser
continuo en S experimentando un salto JuK, y el campo de deformaciones se
vuelve singular.
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Figura 1.2: El proceso de fractura

2En la implementación numérica, esta medida de espesor nulo es sustituida por un valor real
positivo k tan pequeño como permita la precisión del ordenador.
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1.2. Análisis del fallo material v́ıa la mecánica del

continuo

1.2.1. Introducción

El fallo material de sólidos, que se traduce en una inestabilidad en el equilibrio
del estado tenso-deformacional [67] y que tiene como consecuencia la localización
de deformaciones en bandas estrechas [55], es uno de los desaf́ıos vigentes de la
mecánica computacional de sólidos. En este apartado se busca sistematizar las dis-
tintas aproximaciones que la mecánica del continuo da a este problema y relacionar
la metodoloǵıa de continuo de discontinuidades fuertes con el resto de metodoloǵıas
existentes.

Las herramientas proporcionadas por la mecánica clásica de la fractura no per-
miten modelar de forma general ni el inicio de la localización ni su posterior pro-
pagación [89]. La solución proporcionada por la mecánica del continuo estándar
tampoco puede describir el fenómeno más allá del inicio de la inestabilidad. Esto
es debido a que el fenómeno de la localización está relacionado con la inestabili-
dad material, que se traduce en la pérdida de elipticidad fuerte de las ecuaciones
diferenciales que rigen el problema [67] [55]. Por ello, para poder resolver este pro-
blema, es necesario dotar a la mecánica del continuo estándar de otros ingredientes
que permitan reproducir correctamente los fenómenos inelásticos que tienen lugar.

Varios son los modelos propuestos para capturar este fenómeno. A continuación,
y antes de empezar a hablar de ellos, se describirá uno de los primeros intentos,
debido a Rashid [72], no por su vigencia actual, sino porque analizando sus limi-
taciones se podrá determinar cuáles son las caracteŕısticas que deben cumplir toda
metodoloǵıa computacional que pretenda describir el inicio y la propagación de la
localización de deformaciones.

El modelo propuesto por Rashid [72] en 1968 consiste en una aproximación del
continuo en la cual la fractura se inicia cuando la máxima tensión de tracción de un
punto alcanzaba un valor cŕıtico. A partir de ese momento la ecuación constitutiva
se modifica para anular las tensiones normales a la discontinuidad. Muchas son las
patoloǵıas de este modelo. De entre ellas destacan:

1. La no existencia de una zona de procesamiento de la fractura, que hace de
transición entre la parte agotada libre ya de tracciones y la zona que aún no ha
localizado, provoca la aparición de una singularidad del campo de tensiones
(aproximación de la Mecánica de la Fractura Elástica Lineal). Esto hace que,
conforme se va refinando, la carga última de la pieza tienda a cero (dado que
en presencia de un defecto, la solución elástica siempre será singular en el
frente de ese defecto y en el caso de una pieza perfecta, la localización del
primer elemento lleva de nuevo al escenario de una pieza con defecto).

2. La solución obtenida depende de la malla utilizada.

3. No es capaz de capturar el efecto tamaño (influencia del tamaño caracteŕıstico
de una estructura en su resistencia nominal [5]).

4. Reproduce una disipación incorrecta de la enerǵıa.
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Los problemas del anterior modelo permiten determinar cuáles han de ser las
caracteŕısticas de cualquier metodoloǵıa computacional que pretenda describir el
fenómeno del inicio y propagación de la localización de deformaciones:

1. Disipación correcta de la enerǵıa.

2. Insensibilidad de la solución al tamaño y a la orientación de la malla.

3. Capturar el efecto tamaño.

A continuación se hace una clasificación de los modelos existentes para luego
hacer un breve resumen de los más importantes.

1.2.2. Clasificación de los modelos existentes

Las metodoloǵıas numéricas existentes que reproducen el fallo material pueden
clasificarse siguiendo tres criterios:

según describan la cinemática de la discontinuidad.

según sea la relación constitutiva.

según sea la técnica numérica de aproximación utilizada.

Estos criterios describen los ingredientes de las metodoloǵıas numéricas que
reproducen el fenómeno de la localización de deformaciones. A continuación se
presenta un resumen indicando cuáles son las soluciones que existen para cada uno
de ellos.

Descripciones de la cinemática

Sea un sólido Ω en el cual las deformaciones han localizado en una banda Ωh,
llamada banda de discontinuidad, tal como indica la Figura 1.3.

W

W
h

n

r Banda de localización

de deformaciones

Figura 1.3: Sólido con una banda de localización de deformaciones.

Dependiendo de la regularidad en los campos de desplazamientos u(x, t) y de
deformaciones ε(x, t) en Ω existen tres tipos de descripciones cinemáticas de la
localización de deformaciones:
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1. Cinemática de discontinuidad fuerte.

Las deformaciones se concentran en una banda de espesor nulo3, donde tiene
lugar un salto en el campo de los desplazamientos. En este caso se produce
una singularidad en el campo de deformaciones (ver Figura 1.4).

r

u x( ,t)

r

e( ,t)x
¥

W
h

W
h

Figura 1.4: Campos de desplazamientos y deformaciones para la cinemática de
discontinuidad fuerte.

2. Cinemática de discontinuidad débil.

Las deformaciones se concentran en una banda de espesor pequeño pero finito
separada del resto del material por dos discontinuidades débiles. En este caso
el campo de desplazamientos pertenece a la clase C0, es continuo pero de
derivada discontinua (ver Figura 1.5).

r

u x( ,t)
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e( ,t)x

W
h

W
h

Figura 1.5: Campos de desplazamientos y deformaciones para la cinemática de
discontinuidad débil.

3. Cinemática de campos continuos.

Es la cinemática más regular. En este caso las deformaciones también se con-
centran en una banda de espesor pequeño pero el campo de desplazamientos
pertenece a la clase C1, con lo que tanto él como su derivada, las deforma-
ciones, son campos continuos (ver Figura 1.6).

Relación constitutiva

Siguiendo el trabajo de Jirasek y Belytschko [39], los metodoloǵıas que repro-
ducen el comportamiento constitutivo dentro y fuera de la banda de discontinuidad
se pueden dividir en dos categoŕıas:

3Se entenderá que una banda de espesor nulo es una banda que ha colapsado en una superficie,
de ah́ı que en este caso se hable de superficie de discontinuidad en vez de banda de discontinuidad.
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Figura 1.6: Campos de desplazamientos y deformaciones para la cinemática de
campos continuos.

1. Modelos expĺıcitos de discontinuidades (o modelos de fisura cohesiva discreta).

La relación constitutiva dentro de la banda de discontinuidad se modela me-
diante una ley cohesiva discreta tracción-salto, que complementa la ley ten-
sión-deformación de la parte continua. En este caso, la función que aproxima
los campos de desplazamientos se construye para que sea discontinua a lo
largo de la superficie de fallo (o ĺınea de fallo en dos dimensiones). Dentro de
los modelos expĺıcitos se pueden distinguir dos subdivisiones:

Aquellos que usan técnicas de remallado para hacer coincidir la discon-
tinuidad con los lados de los elementos (modelo de fisura cohesiva no
embebida).

Aquellos que enriquecen el campo de desplazamientos (o deformacio-
nes) para que la discontinuidad pueda atravesar los elementos finitos sin
necesidad de hacer remallado (modelo de fisura cohesiva embebida).

2. Modelos impĺıcitos de discontinuidades

A diferencia del grupo anterior, estos modelos utilizan una única ley de con-
tinuo tensión-deformación tanto para la banda de localización como para el
dominio exterior a ella. Aśı mismo introducen un parámetro que define una
longitud caracteŕıstica del material y que está relacionada con el ancho de la
zona de localización. Este grupo se divide en:

Modelos donde la ecuación constitutiva se modifica para modelar la dis-
continuidad impĺıcitamente. Todos los efectos inelásticos se distribuyen
uniformemente a través de una banda de espesor finito h. Se transforma
la ley tracción-salto en una ley que relaciona las tensiones transmitidas
por la banda de localización con la deformación inelástica medida en esa
banda (modelos de fisura difusa).

Modelos en los cuales las deformaciones en los elementos a través de
los cuales pasa la fisura se modifican para que puedan representar la
discontinuidad. Utilizando la longitud caracteŕıstica del material, gracias
a técnicas de regularización que sirven como ĺımites de la localización,
son capaces de representar los altos gradientes que tienen lugar en los
campos de deformaciones manteniéndolos continuos tras el inicio de la
localización (modelos del continuo enriquecido).
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Un tercer modelo, a caballo entre los dos anteriores, es la metodoloǵıa de con-
tinuo de discontinuidades fuertes. Esta aproximación se basa, utilizando una única
ley de continuo tensión-deformación y tras una regularización del modelo al iniciar-
se la localización, en proyectar en la banda de discontinuidad el modelo continuo en
un modelo discreto que hereda las propiedades del primero. El Caṕıtulo §2 se cen-
tra en describir esta metodoloǵıa, que ha sido la elegida para aplicar los desarrollos
presentados en este trabajo.

Aproximaciones numéricas

Siguiendo de nuevo la Referencia [39], si se toma como criterio los métodos de
discretización se pueden enumerar las siguientes técnicas:

1. Elementos finitos estándar.

Esta aproximación hace coincidir la banda de localización con los propios
elementos finitos. En este caso el tamaño de la banda de localización es el
tamaño del elemento y hay que ajustar los parámetros de ablandamiento
para disipar la enerǵıa correcta. Presenta muchos problemas, entre ellos una
fuerte dependencia de la malla y bloqueo de tensiones cuando se produce un
mal alineamiento entre la dirección de la fisura y las ĺıneas de la malla.

2. Remallado

En este caso se busca situar en todo momento la discontinuidad en las inter-
faces entre elementos. Los principales inconvenientes son el coste inherente
al proceso de remallado, los errores numéricos que se pueden cometer y las
dificultades para realizar análisis tridimensionales.

3. Métodos de discontinuidad incipiente

Estos métodos, para evitar el remallado, permiten que todas las interfaces
de los elementos sean discontinuidades potenciales. El mayor inconveniente
es definir las leyes cohesivas situadas en estas interfaces para garantizar una
disipación de la enerǵıa objetiva (dado que la ubicación de las interfaces
permanece fija independientemente de cual sea la banda de localización).

4. Elementos con discontinuidades embebidas

Se permite a la discontinuidad pasar a través de la malla de elementos fini-
tos gracias al enriquecimiento de la aproximación estándar del campo de los
desplazamientos. Este enriquecimiento, que representa los saltos en el campo
de desplazamientos, puede ser de tipo elemental (los saltos son constantes
dentro de cada elemento) o de tipo nodal (a los grados de libertad regulares
en cada nodo se añaden los grados de libertad del salto). El primer tipo de
enriquecimiento, el elemental, ha sido el utilizado en este trabajo frente al
segundo tipo, que es el utilizado en los llamados elementos finitos extendidos.
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1.2.3. Modelos de Fisura cohesiva discreta: leyes tracción-

salto

La base de los modelos de fisura cohesiva discreta consiste en enriquecer el
modelo del continuo (ley continua tensión-deformación) con una ley constitutiva
discreta: una ley tracción-salto. De esta forma la ley continua describe la parte del
material que no localiza y la ley discreta describe el comportamiento de la zona
donde tienen lugar la localización de deformaciones.

Los oŕıgenes de las leyes cohesivas tracción-salto están en el trabajo de Dugale
[24] y Barenblatt [3]. Estos trabajos pioneros estaban centrados en el análisis de
la fractura del hormigón en modo I suponiendo la existencia de una macrofisura
inicial. Avances posteriores fueron el de Hilleborg et al., que permitió capturar el
inicio de la fisura sin presuponer una macrofisura inicial, y el de Cervenka [17], que
extendió los análisis a las fisuras en modo mixto a partir del trabajo de Carol y
Prat [14] (ver Referencia [39]).

Las leyes tracción-salto pueden ser postuladas en los formatos de daño o de
plasticidad. Los formatos de daño degradan la rigidez del modelo y consideran que
todo el salto que tiene lugar en la fisura se puede recuperar (o cerrar), mientras
que los formatos de plasticidad no degradan la rigidez y consideran que el salto que
tiene lugar es no recuperable (siguiendo la terminoloǵıa de los modelos de continuo
se diŕıa que es irreversible). Ambos conceptos se describen en la Figura 1.7.

wef

t t(a)

wef

(b)
Ramas
de descarga

Figura 1.7: Leyes discretas tracción-salto en los formatos de (a) plasticidad y (b)
daño.

Los formatos de plasticidad tienen la desventaja de no seguir la f́ısica del proble-
ma cuando una fisura completamente agotada empieza a cerrarse, ya que aparecen
compresiones no reales. Alternativamente, los modelos basados en la mecánica del
daño si que son capaces de representar la pérdida gradual de la integridad del ma-
terial. Sin embargo, estos modelos no son capaces de representar la recuperación
de rigidez que se produce cuando se cierra la fisura del todo y aparece fricción al
deslizamiento. Estos efectos se han considerado en Cangmi et al. [13] y Caboche et
al. [18].

1.2.4. Discontinuidades en las interfaces de los elementos.

Situar las discontinuidades en las interfaces de los elementos puede conseguirse
con dos estrategias [39]: las técnicas de remallado o el método de las discontinui-
dades incipientes.
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En losmétodos de remallado, la malla de elementos finitos se rehace en cada paso
para hacer que las caras de los elementos se sitúen en la superficie de discontinuidad.
Los nodos situados en estas caras se doblan y se distribuyen a ambos lados de la
fisura, con lo que la aproximación puede ser completamente discontinua a lo largo
de la discontinuidad. El remallado no tiene porqué aplicarse a todo el volumen
material, sino que puede circunscribirse a la zona afectada por el crecimiento de la
fisura.

Varios son los problemas que tiene este método, entre ellos destacan:

en tres dimensiones es necesario construir algún tipo de representación de la
fisura para poder guiar al remallador

el análisis multifisura aumenta enormemente la dificultad

es necesario proyectar los resultados muchas veces entre diferentes mallas

es dif́ıcil obtener la evolución de una variable en un punto concreto, debido
al remallado continuo

al generarse tantas mallas, el conjunto de la información puede hacerse dif́ıcil
de manejar.

Pero a pesar de estos problemas, esta metodoloǵıa ha alcanzado un gran grado de
madurez. Ingraffea et al. [16] ha aplicado este método para modelar el crecimiento
de una fisura en análisis tridimensionales.

En los métodos de la discontinuidad incipiente se sitúan segmentos cohesivos
potenciales en la interfaz entre todos los elementos. De esta forma no se deter-
mina el camino exacto de la fisura ni se insertan nuevos segmentos discontinuos
cuando la fisura propaga. Entre los principales problemas de este método destacan
la dificultad para relacionar los parámetros de la ley cohesiva con las propiedades
materiales y la dependencia del tamaño y forma de la malla en la calibración de
dicha ley cohesiva. Este aproximación ha sido utilizada por Ortiz et al. en [12] y
por Needleman et al. en [94].

1.2.5. Método de las discontinuidades embebidas con enri-

quecimiento elemental

En el método de las discontinuidades embebidas con enriquecimiento elemental
los campos mejorados se definen a nivel de elemento haciendo que la interpolación
de las deformaciones sea discontinua. Como contrapartida, los grados de libertad
asociados al enriquecimiento pueden resolverse (o condensarse) a nivel elemental y,
por tanto, las ecuaciones globales contienen únicamente los desplazamientos de los
grados de libertad estándar.

Siguiendo el trabajo presentado por Jirasek en [38] existen tres grandes grupos
dentro de la aproximación de las discontinuidades embebidas: la simétrica estática-
mente consistente (SOS con sus siglas en inglés), la simétrica cinemáticamente con-
sistente (KOS) y la no simétrica cinemática y estáticamente consistente (SKON).
La formulación SOS garantiza la continuidad de tracciones a ambos lados de la
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discontinuidad pero no es capaz de reproducir la cinemática de sólido ŕıgido den-
tro del elemento cuando el elemento se ha agotado. La formulación KOS describe
correctamente la cinemática de la discontinuidad pero no garantiza la continuidad
de tracciones a nivel elemental. La aproximación más óptima es la no simétrica
SKON, ya que garantiza tanto la continuidad de tracciones como la cinemática de
la discontinuidad dentro del elemento.

El origen de la técnica de las discontinuidades embebidas se encuentra en Ortiz
et al. [65]. En ese trabajo se establece una aproximación que permite la resolución
expĺıcita de una discontinuidad de trayectoria arbitraria a través de una malla
de elementos finitos. En este caso los autores enriquecieron la aproximación de
elementos finitos estándar con funciones que hacen posible capturar una banda de
discontinuidad atravesando el elemento finito. Una de las principales deficiencias
de esta aproximación era que la banda de localización no pod́ıa ser más pequeña
que el elemento finito. Belytschko et al. [9] propusieron una formulación que pod́ıa
capturar una banda de ablandamiento entre dos ĺıneas paralelas de discontinuidad
débil dentro de un mismo elemento. De esta forma el elemento finito pod́ıa capturar
una banda de localización de deformaciones dentro de él. Eso haćıa que el ancho de
la banda fuese independiente del elemento finito y se considerase como un parámetro
del material. Posteriormente esta idea se extendió a discontinuidades fuertes por
Simó et al. [86], Dvorkin et al. [25] y Klisinski et al. [40].

La primera formulación cinemáticamente consistente KOS publicada es la debi-
da da Lofti y Shing en 1995 [43]. La necesidad de utilizar una formulación simétrica
que mejorase la robustez de los algoritmos de integración llevó a Oliver et al. en
[60] a adoptar, basándose en la formulación de Lofti y Shing, una formulación KOS
adaptada a la metodoloǵıa de discontinuidades fuertes de continuo.

La aproximación no simétrica cinemática y estáticamente consistente SKON
dentro del método de las discontinuidades embebidas apareció por vez primera en
Dvorkin et al. [25] y posteriormente en Klissinski et al. [40]. Estos trabajos estaban
aplicados sobre elementos finitos determinados. Posteriormente Simó y Oliver [86]
y Oliver [51]-[52] presentaron una versión general de la formulación SKON para un
tipo de elemento arbitrario.

1.2.6. Método de las discontinuidades embebidas con enri-

quecimiento nodal

Esta aproximación se puede considerar como un caso particular del método de
partición de la unidad [48]. La idea general de este método consiste en que el espacio
de la aproximación generado por la partición de la unidad (v.gr. por las funciones
de forma de los elementos finitos estándar) se enriquece con el producto de esta
base de funciones estándar con funciones especiales seleccionadas por el usuario (que
contienen información de la solución), por ejemplo la solución anaĺıtica simplificada
del problema. Esto permite incorporar a priori conocimiento sobre el carácter del
problema y sus soluciones. La aproximación de los desplazamientos enriquecidos
quedan entonces:

uh(x, t) =

nnodos∑

i=1

Ni(x)


di +

∑

j∈Li
Gj(x)eij


 (1.1)
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donde uh son los desplazamientos interpolados, nnodos es el número de nodos del
modelo de elementos finitos, Li = {1, 2, . . . ,m} el conjunto de enteros que indican
qué funciones de enriquecimiento se activan en el nodo i, di son los grados de
libertad estándar, eij son los grados de libertad adicionales asociados al nodo i y
función del enriquecimiento j, Ni(x) son las funciones de forma estándar y Gj(x)
son las funciones de enriquecimiento global.

Como se ve en la expresión de la aproximación, las funciones de enriquecimiento
global son multiplicadas por las funciones de forma nodales . Las funciones de
enriquecimiento local resultantes heredan su buena aproximación y su soporte local.

El enriquecimiento de la solución estándar sólo se produce en la región de interés
(cerca de la discontinuidad) y los nuevos grados de libertad pueden asociarse a los
nodos existentes.

Entre las principales ventajas de este método caben destacar:

la interpolación de desplazamientos es conforme, sin incompatibilidades entre
los elementos.

las deformaciones a ambos lados en una fisura ya agotada están completa-
mente desacopladas.

se obtiene una formulación simétrica.

En las desventajas están el aumento del tamaño de los grados de libertad a
resolver, con el correspondiente aumento del costo computacional.

Este método ha demostrado que puede manejar eficientemente fisuras tridimen-
sionales [88] e incluso fisuras que se interseccionan [22].

1.3. Metodoloǵıa numérica adoptada

Siguiendo los trabajos anteriores de Manzoli [46], Samaniego [80] y Chaves [19],
en este trabajo se ha adoptado como metodoloǵıa numérica el método de discon-
tinuidades fuertes de continuo, formulada bajo la hipótesis de deformaciones infi-
nitesimales. Esta formulación, cuyos antecedentes se resumen en el Caṕıtulo §2, se
caracteriza por:

Utilizar un modelo constitutivo continuo tensión-deformación para reproducir
el comportamiento dentro y fuera de la banda de localización.

Utilizar, para describir la cinemática, un campo de los desplazamientos enri-
quecido a nivel elemental con un modo mejorado salto.

Utilizar una regularización (reinterpretación) de la cinemática enriquecida y
del módulo de ablandamiento del modelo constitutivo continuo que permite:

• Garantizar que la disipación del modelo venga definida por el parámetro
material densidad superficial de enerǵıa de fractura.

• Reproducir el proceso continuo de la localización de deformaciones, es
decir, reproducción de los reǵımenes de discontinuidad débil y fuerte y
su transición.
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• Proyectar, dentro de la superficie de discontinuidad y cuando se ha al-
canzado el régimen de discontinuidad fuerte, el modelo constitutivo del
continuo en otro discreto tracción-salto. Este modelo discreto se deriva,
de forma continua y suave, del modelo discreto de forma que hereda las
propiedades de éste.

A su vez, en el Caṕıtulo §4 se muestra la equivalencia de utilizar la metodoloǵıa
de discontinuidades fuertes de continuo y los modelos de fisura cohesiva embebida.
Para hacerlo, se describen las leyes tracción-salto propias de los modelos de fisura
cohesiva pero derivándolas anaĺıticamente de un modelo de continuo.

1.4. Objetivos de la tesis

Como se ha indicado anteriormente, esta tesis es la continuación de los trabajos
presentados por Manzoli [46], Samaniego [80], Chaves [19] y Pulido [70]. Sin em-
bargo, la metodoloǵıa desarrollada por estos autores, si bien alcanzó su madurez
para los análisis bidimensionales, ha demostrado ser incapaz de abordar problemas
tridimensionales de geometŕıas complejas.

La razón de esta incapacidad reside en los problemas que sufre el análisis numéri-
co del problema de la localización de deformaciones en un medio continuo, cuando
el dominio en el que tiene lugar la localización es importante comparado con el
dominio total [23][38]. Estos problemas numéricos están centrados en el mal con-
dicionamiento de las matrices algoŕıtmicas del problema de minimizar las fuerzas
residuales obtenidas de la formulación variacional [60]. Estos problemas, aunque
son superables para los análisis bidimensionales, hacen inabordable los análisis tri-
dimensionales de geometŕıa compleja.

Por lo tanto, los objetivos que se han marcado en esta tesis han sido:

Realizar un estudio del estado del arte de la modelización de la localización
de deformaciones v́ıa la mecánica del continuo, en particular del método de
discontinuidades fuertes de continuo.

Analizar, utilizando el criterio de la estabilidad del análisis numérico, la for-
mulación variacional del método de discontinuidades fuertes de continuo de
fisura embebida.

Proponer un nuevo algoritmo de integración que limite la degradación que
sufren las matrices algoŕıtmicas del problema numérico.

Formular algoritmos de control del error que garanticen que el incremento
de la robustez del análisis numérico no se haga a costa de cometer errores
inaceptables, comparados con el algoritmo de integración impĺıcito.

Desarrollar métodos de continuación adecuados que garanticen que el análisis
numérico describe correctamente la curva de equilibrio.

Demostrar la bondad de la reformulación del método de discontinuidades
fuertes de continuo reproduciendo:
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• Fenómenos fundamentales de la mecánica de la fractura: el efecto tamaño
y la zona de procesamiento de fractura.

• Análisis tridimensionales complejos, que muestren la capacidad de esta
formulación para realizar análisis estructurales del fallo material más
allá de los ensayos de laboratorio.

1.5. Esquema

Esta tesis doctoral se organiza como se describe a continuación. En el Caṕıtulo
§2 se resume el método de discontinuidades fuertes de continuo ya descrito en
trabajos anteriores. Se introducen el modelo de continuo de daño isótropo y la
cinemática de la discontinuidad para luego proceder a su regularización. A partir
de esta regularización (reinterpretación del módulo de ablandamiento del modelo
de continuo y de la cinemática) se describe la proyección del modelo de continuo
en uno discreto en la superficie de discontinuidad. Posteriormente, se formula el
problema de valor de contorno en sus formas fuerte y débil para, a partir de la
discretización de este último, obtener la formulación no simétrica cinemática y
estáticamente consistente.

En el Caṕıtulo §3 se describen las aportaciones teóricas de esta tesis. En él
se analizan los problemas de convergencia que presenta el problema discretizado
no simétrico con el algoritmo de integración impĺıcito y se proponen herramientas
destinadas a mejorar su robustez. Se analiza la degradación de la matriz algoŕıtmica
y se propone una nueva formulación simétrica cinemáticamente consistente y un
nuevo esquema de integración llamado IMPL-EX. Para controlar el error cometido
con el nuevo esquema de integración se proponen unas herramientas que limitan
el error. Estas herramientas actúan en el análisis numérico limitando el tamaño
máximo permitido del paso de tiempo. Por último, se propone un nuevo método de
continuación que garantice la reproducción correcta de la curva de equilibrio con
el nuevo esquema de integración.

En el Caṕıtulo §4 se estudia la equivalencia del método de discontinuidades
fuertes de continuo con la aproximación discreta de los modelos de fisura cohesiva
embebida. Tras realizar un estudio de las leyes cohesivas en un formato general
se obtiene la ley cohesiva tracción-salto derivada del modelo de continuo de daño
isótropo. Utilizando esta ley se describe la implementación numérica de la aproxi-
mación discreta, para el caso de elementos finitos con deformación constante (con
un único punto de integración para las deformaciones regulares). Finalmente se
utiliza un ejemplo para mostrar la equivalencia entre ambas metodoloǵıas.

El Caṕıtulo §5 es el primero de los dos apartados de aplicaciones numéricas.
En él se estudian numéricamente dos fenómenos asociados a la mecánica de la
fractura: la captura del efecto tamaño y la identificación/medición de la zona de
procesamiento de fractura.

A su vez, en el Caṕıtulo §6 se engloban tres grupos de análisis tridimensiona-
les del fallo material: los asociados a ensayos experimentales cuyo modo de fallo
es predominantemente de modo I, los asociados a la estabilidad de taludes cuyo
modo de fallo es predominantemente de deslizamiento y los asociados al estudio de
la capacidad resistente de presas. Este último grupo de ensayos es especialmente
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representativo para mostrar cómo hay casos donde los análisis planos no captu-
ran convenientemente todos los mecanismos resistentes que una estructura puede
movilizar antes de su colapso.

Finalmente, en el Caṕıtulo §7 se muestran las conclusiones, se resumen los
aportes de esta tesis y se enumeran las futuras ĺıneas de investigación.

Por otro lado, en el Anejo §A se presenta un profundo estudio sobre la condición
de localización de deformaciones identificada con la singularidad del tensor acústico.
Esta condición, que a su vez está asociado a la existencia de una bifurcación de
la solución en la curva de equilibrio, se describe para los modelos de plasticidad
asociada y de daño isótropo.

En el Anejo §B se resumen, para los modelos de plasticidad asociada con el
criterio de fallo de Von Mises, los resultados obtenidos en el cuerpo de la tesis para
el modelo de daño. En particular, tras resumir el modelo de plasticidad de continuo,
se desarrolla su proyección, en la superficie de discontinuidad y en el régimen de
discontinuidad fuerte, en un modelo discreto tracción-salto. Ademas se explica el
esquema de integración IMPL-EX teniendo en cuenta las diferencias que el modelo
de plasticidad tiene con el modelo de daño (la necesidad de imponer la condición de
consistencia mediante un algoritmo no lineal de retorno a la superficie de fluencia).

Por último, en el Anejo §C se esquematiza el algoritmo de captura de fisuras
global utilizado en los análisis numéricos, siendo este algoritmo imprescindible para
reproducir multifisuración en tres dimensiones.



Caṕıtulo 2

ANTECEDENTES: EL

MÉTODO DE

DISCONTINUIDADES

FUERTES DE CONTINUO

2.1. Introducción

El primer trabajo que mostró la modelización del fallo material utilizando la
metodoloǵıa de discontinuidades fuertes de continuo (en adelante MDFC) fue el
presentado por Simó et al. [87] en 1993. La idea base de esta aproximación con-
sistió en reinterpretar la ley de ablandamiento en un sentido distribucional para
hacer que las soluciones proporcionadas por la aproximación de continuo tuviesen
significado matemático [87].

Partiendo de esta premisa, y asumiendo un modelo local inelástico no visco-
so del continuo equipado con ablandamiento, Oliver et al. demostraron que sólo
redefiniendo el parámetro de ablandamiento y regularizando adecuadamente las
deformaciones, se hace compatible el marco de la mecánica del continuo con la
existencia de campos discontinuos en los desplazamientos (soluciones exhibiendo
discontinuidades fuertes) [87, 51, 52, 59].

Observación 2.1.1. La regularización del ablandamiento y de la cinemática
proporcionan significado f́ısico tanto al módulo de ablandamiento, que se
relaciona con la densidad superficial de enerǵıa de fractura [87, 51, 52], como
a la cinemática, al asumir que la discontinuidad fuerte puede considerarse
como el caso ĺımite de una discontinuidad débil cuando el ancho de la banda
de localización evoluciona y tiende a cero [46, 59, 58].

La metodoloǵıa de discontinuidades fuertes de continuo tiene las siguientes ca-
racteŕısticas:

Se usa un formato continuo para describir la cinemática y los estados tensio-

15
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nales, incluyendo la reproducción de las fuerzas cohesivas que rigen el agota-
miento del material en la fisura [59].

Se relaciona la disipación del modelo, que tiene lugar en una banda de lo-
calización con espesor variable [46], con el parámetro densidad superficial de
enerǵıa de fractura Gf . Esta relación permite garantizar la objetividad de
la respuesta al superar la dependencia que otros modelos presentan con la
anchura de la banda de localización [56].

Como una consecuencia del anterior punto se asume que una de las longitudes
caracteŕısticas de los modelos de localización, la citada anchura de la banda
de localización, vaŕıa desde un valor finito (régimen de discontinuidad débil)
hasta un valor de cero1 (régimen de discontinuidad fuerte).

La asunción de la discontinuidad fuerte como un caso ĺımite de la disconti-
nuidad débil y la variación que esto implica en el ancho de banda, permite
modelar los reǵımenes de discontinuidad débil y fuerte de forma continua y
reproducir de ese modo el fenómeno f́ısico que tiene lugar en el proceso de
fractura [58].

Una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuerte, el modelo del continuo
degenera, en la superficie de discontinuidad, en un modelo cohesivo discreto
tracción-salto [53].

Al hacer emerger el modelo cohesivo discreto del modelo del continuo de forma
suave, se garantiza la necesaria continuidad de tracciones en la superficie de
discontinuidad [33].

Aunque esta aproximación ha sido ampliamente explicada en trabajos anteriores
([51], [52], [53], [62], [59] y [60]), y ha sido objeto de anteriores tesis doctorales ([46],
[80], [19], [70] y [42]), en este caṕıtulo se expone un resumen de su formulación como
preámbulo al contenido del resto del documento.

En el Apartado §2.2 se introduce el concepto de la localización de deformaciones
asociada al fallo material. Después, en el Apartado §2.3 se describe el modelo del
continuo de daño isótropo sólo tracción, que es el modelo elegido para construir
sobre él la aproximación de continuo de discontinuidad fuerte2. El Apartado §2.4
introduce el problema de valor de contorno de un sólido en cuyo seno aparece una
superficie de discontinuidad donde tiene lugar un salto en el campo de los despla-
zamientos. Esta cinemática, en la que a los campos de desplazamientos regulares
se ha añadido unos modos mejorados, se describe en el Apartado §2.5. La necesi-
dad de describir este proceso de localización utilizando un formato continuo hace
necesario introducir dos nuevos ingredientes, que se describen en el Apartado §2.6
y que son la regularización de la cinemática y la regularización del ablandamiento.
Esta regularización hace que el modelo del continuo se proyecte en un modelo de

1Una de las caracteŕısticas de este modelo es que permite que la disipación tenga lugar en una
región de medida (de Lebesgue) cero [46].

2En las aplicaciones numéricas se han utilizado además los modelos del continuo de plasticidad
asociada, en particular los modelos con la función de fluencia de Von Mises. Los ingredientes de
la metodoloǵıa de continuo de discontinuidad fuerte para los modelos de plasticidad se resumen
en el Apéndice B.
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FUERTES DE CONTINUO 17

discreto en la superficie de discontinuidad. En el Apartado §2.7 se obtiene la forma
anaĺıtica de esa ley discreta proyectada para el modelo de continuo de daño isótro-
po y se resumen los ingredientes de la metodoloǵıa de discontinuidades fuertes de
continuo. En el Apartado §2.8 se desarrolla la forma variacional no simétrica del
problema descrito en los apartados anteriores. En el Apartado §2.9 se obtiene la
forma matricial discretizada de la forma variacional obtenida. Finalmente, en el
Apartado §2.10 se presenta un resumen del caṕıtulo.

2.2. La localización de deformaciones

La localización de deformaciones es un proceso por el cual, en un sólido sometido
a unas fuerzas externas, las deformaciones se concentran (se localizan) en bandas
cada vez más estrechas. Este proceso caracteriza el llamado fallo material del sólido
que, al propagarse, culmina con el agotamiento de la capacidad resistente de la
estructura donde tiene lugar.

La localización de deformaciones se asocia f́ısicamente con la concentración de
defectos microestructurales en macrofisuras o en bandas de cortante [8]. Matemáti-
camente este fenómeno se traduce en un mal condicionamiento de las ecuaciones
diferenciales que rigen el problema de continuo, lo cual es signo de la presencia
de una bifurcación en la solución de equilibrio: hay una solución que mantiene los
campos de deformación continuos y otra solución que inicia la discontinuidad en
dichos campos.

Como criterio para determinar el inicio de la localización de deformaciones se
toma una condición matemática que señale la aparición de una bifurcación en la
curva de equilibrio. Esta condición matemática es la pérdida de elipticidad fuerte
(mal condicionamiento) de las ecuaciones diferenciales que rigen el problema, que
se traduce en la singularidad del tensor caracteŕıstico o acústico [32], es decir:

det lQ = det
(
n · lCi · n

)
= 0 (2.1)

donde lCi es el operador constitutivo tangente continuo y n es la normal a la banda
donde se produce la localización.

La condición expresada en la Ecuación (2.1), particularizada para los diferentes
modelos constitutivos inelásticos, se cumple debido:

a la utilización de modelos materiales del continuo equipados con ablanda-
miento [28], [67].

en el caso de flujo no asociado, a la existencia de operadores constitutivos no
simétricos [67].

Por lo tanto, el análisis de bifurcación consiste en determinar, para cada modelo
material:

los valores de los módulos de endurecimiento/ablandamiento para los que
tiene lugar la bifurcación.

la dirección de la banda de localización (también llamada banda de disconti-
nuidad).
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En las Referencias [59] y [67] y en el Apéndice §A se realiza un estudio completo
del análisis de bifurcación para una clase general de modelos inelásticos inv́ıscidos,
particularizando los valores obtenidos (módulos de ablandamiento y direcciones de
localización) para los modelos asociados de daño isótropo y de plasticidad en dos
y en tres dimensiones.

2.3. Modelos constitutivos del continuo

A continuación se resume el modelo del continuo de daño isótropo particulari-
zado para el modelo con resistencia a compresión infinita (modelos sólo tracción
[41] [53]). Este modelo ha sido elegido por su sencillez y por su gran aplicabilidad
en el estudio de materiales cuasifrágiles.

Los ingredientes del modelo de daño isótropo sólo tracción son:

1. Enerǵıa libre de Helmholtz:

ψ (ε, ξ) = (1− d (ξ))ψ (ε) con ψ (ε) =
1

2
ε : lCe : ε (2.2)

donde ε es el tensor de tensiones infinitesimales, ξ es la variable interna tipo
deformación, lCe = λ̄1 ⊗ 1 + 2µI es el módulo constitutivo elástico, con λ̄ y
µ los módulos de Lamé y 1 y I los tensores unitarios de orden dos y cuatro y
d(ξ) es una función de daño cuya expresión es:

d(ξ) = 1− χ(ξ)

ξ
con

{
d = 0 si no hay daño
d = 1 si daño completo

(2.3)

siendo χ la variable interna tipo tensión.

2. Leyes constitutivas:

σ =
∂ψe

∂εe
= (1− d (ξ)) lCe : ε =

χ(ξ)

ξ
lCe : ε =

χ(ξ)

ξ
σ̄ (2.4)

donde σ es el tensor de tensiones de Cauchy y donde se ha definido la tensión
efectiva como σ̄ = lCe : ε.

3. Dominio elástico en el espacio de las deformaciones:

Eε = {(ε, ξ) ∈ S× R
m | fε (ε, ξ) ≤ 0} (2.5)

siendo S el conjunto de los tensores simétricos de segundo orden y fε : S×R →
R la función criterio de fallo que se expresa como:

fε (ε, ξ) = f̄ε (ε)− f̂ε (ξ) (2.6)

donde f̄ε (ε) es el escalar norma de deformaciones y f̂ε (ξ) incluye los efectos
del ablandamiento (reducción de la superficie de fluencia en el espacio de las
tensiones). Para el modelo de daño sólo tracción, la función de fallo se escribe:

fε (ε, ξ) =
√
σ̄+ : ( lCe)−1 : σ̄ − ξ (2.7)
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donde σ̄+ representa la parte positiva de las tensiones efectivas, que se definen
como:

σ̄+ =

i=3∑

i=1

〈σ̄i〉pi ⊗ pi (2.8)

siendo 〈σ̄i〉 el paréntesis de Macauley de la tensión principal -i ésima (〈σ̄i〉 =
σ̄i si σ̄i ≥ 0 y 〈σ̄i〉 = 0 si σ̄i < 0) y pi el autovector -i ésimo del tensor de
tensiones.

4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

ξ̇ = γ con ξ|t=0 = ξ0 = σu/
√
E (2.9)

χ̇ = −γh (ε, ξ) = −H(ξ)ξ̇ con

{
χ|t=0 = ξ0 = σu/

√
E

χ|t=∞ = 0
(2.10)

siendo h : S × R → R la ley de ablandamiento en formato general que se
ha particularizado mediante el módulo de ablandamiento H(ξ), σu la tensión
última a tracción y E el módulo de Young (parámetros del material).

e
1

e
2

f ( , ) 0e x =e

(a) (b)

H(x)

c

x
x0

x0

Figura 2.1: (a) Función de fluencia del modelo solo tracción, (b) Evolución de las
variables internas.

5. Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:

γ ≥ 0, fε (ε, ξ) ≤ 0, γfε (ε, ξ) = 0 (2.11)

6. Condición de consistencia:

γ ḟε (ε, ξ) = 0 (2.12)

7. Módulo tangente constitutivo:

lCalg =





(1− d(ξ)) lCe = χ(ξ)
ξ lCe si γ = 0 (des)carga elástica

χ(ξ)
ξ lCe − χ(ξ)−Hξ

ξ3 σ̄+ ⊗ σ̄ si γ > 0 carga inelástica

(2.13)

8. Disipación interna del modelo:

Ḋ =
1

2

(
χξ̇ − χ̇ξ

)
≥ 0 (2.14)
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2.4. El problema de valores de contorno

Considérese el medio continuo Ω ⊂ R3 atravesado por una superficie material
S ⊂ Ω que divide el cuerpo en dos partes, Ω+ y Ω−, cumpliendo éstas que ∂Ω+ ∩
∂Ω− = S (ver Figura 2.2a). La normal exterior al contorno ∂Ω se denominará por ν
y la normal a la superficie S por n, considerando su signo positivo el que es exterior
con respecto a ∂Ω−. A su vez, el contorno ∂Ω está dividido en dos conjuntos abiertos
Γu y Γσ, donde se imponen respectivamente la tasa de desplazamientos u̇ y la tasa
de tracciones σ̇, y que cumplen que Γu ∩ Γσ = ∅ y Γu ∪ Γσ = ∂Ω. Por último, en
todo el dominio Ω se aplica una tasa de densidad volumétrica de fuerzas másicas
ρḃ.
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¶W
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n
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Figura 2.2: Problema de valor de contorno de un sólido con una discontinuidad
embebida.

Sea el movimiento definido por la aplicación ψ(x, t) : Ω × [0, T ] → R3, donde
el primer argumento corresponde a las coordenadas espaciales x y el segundo es el
intervalo de tiempo [0, T ]. Esta aplicación, que define para cada instante de tiempo
t ∈ [0, T ] la configuración espacial del sólido como la imagen ψ(Ω, t), se asume que
es suave excepto en la superficie S, donde tiene lugar una discontinuidad JψKS =
ψ+
S+ − ψ−S− que se entenderá como un salto en el campo de los desplazamientos y

describe como JuK (ver Figura 2.2b).

Observación 2.4.1. En adelante se asumirá la hipótesis de pequeños des-
plazamientos y deformaciones infinitesimales, con lo que no se distinguirá en-
tre las configuraciones espaciales y materiales. Esto conlleva que el equili-
brio se impondrá en la configuración material o de referencia, incluyendo
aquellas relaciones que tengan lugar en la banda de discontinuidad, que se
establecerán en la superficie de discontinuidad S sin deformar.

Usando el tensor de tensiones de Cauchy, se empleará la formulación en in-
crementos presentada por Simó et al. [87] denominando σ̇ a la tasa del tensor de
tensiones de Cauchy y ε̇ a la tasa del tensor de deformaciones. Imponiendo el ba-
lance de la cantidad de movimiento y considerando las condiciones de frontera, se
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obtiene la forma fuerte del problema del valor de contorno a estudiar:

∇ · σ̇ + ρḃ = 0 en Ω\S (ecuación de equilibrio)

σ̇S · n = σ̇Ω\S · n en S (continuidad interna
de tracciones)

{ u̇ = u̇∗

σ̇ · ν = ṫ∗
en Γu

en Γσ
(condiciones de contorno)

(2.15)

donde ∇· representa el operador divergencia.
La Ecuación (2.15b), que indica la continuidad interna de tracciones, se establece

asumiendo que las fuerzas cohesivas dentro de la fisura están dadas por la proyección
del modelo de continuo en la superficie de discontinuidad, e.g. se ha asumido que
la ley cohesiva en S es ṫ = σ̇S ·n. Esta ecuación impone que las tracciones dentro y
fuera de la superficie de discontinuidad deben ser iguales, condición que garantiza
que el vector tracción es continuo a ambos lados de la discontinuidad, esto es:

σ̇+
Ω\S · n = σ̇−Ω\S · n en Ω\S (continuidad externa

de tracciones)
(2.16)

Finalmente, y de nuevo bajo la hipótesis de deformaciones infinitesimales, la
ecuación cinemática que relaciona desplazamientos y deformaciones es:

ε̇(x, t) = ∇
su̇(x, t) (2.17)

donde la relación entre el campo de tensiones σ y el campo de deformaciones ε en
el sólido Ω viene dado por un modelo material del continuo.

2.5. Cinemática de la discontinuidad fuerte

Para describir la cinemática de un continuo en cuyo seno existe una superficie
de discontinuidad S se considerará, además del sistema de coordenadas rectangular
cartesiano, un sistema de coordenadas curviĺıneo {ζ, η, ρ} en los puntos pertene-
cientes a S (ver Figura 2.3). Este sistema curviĺıneo se define de forma que sus
ĺıneas coordenadas ζ y η están embebidas en la superficie de discontinuidad, de
forma que se puede definir dicha superficie como:

S := {x (ζ, η, ρ) | ρ = 0} (2.18)

siendo el vector de la base eρ asociado a la ĺınea coordenada ρ normal a S, con lo
que eρ ≡ n (ver Figura 2.3).

Dentro de esta estructura, para describir el campo velocidad de desplazamiento
discontinuo en un punto x se realiza una descomposición aditiva entre una parte
continua ˙̄u(x, t) y una parte discontinua H (x)Ju̇K(x, t) (ver Figura 2.4a):

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) + H (x)Ju̇K(x, t) (2.19)

donde Ju̇K representa el salto en la velocidad del campo de los desplazamientos, tan-
to ˙̄u(x, t) como Ju̇K(x, t) son funciones continuas y H (x) es la función de Heaviside
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Figura 2.3: Cinemática discontinuidad fuerte

centrada en S, que se define como:

H (x) =

{
0 si x ∈ Ω−

1 si x ∈ Ω+ (2.20)
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Figura 2.4: Cinemática discontinuidad fuerte: (a) Campo de desplazamientos, (b)
Campo de deformaciones.

A partir del campo velocidad de desplazamientos descrito en (2.19), asumien-
do que se cumple la hipótesis de deformaciones infinitesimales, el campo tasa de
deformaciones puede ser escrito como (ver Figura 2.4b):

ε̇(x, t) = ∇
su̇(x, t) = ∇

s ˙̄u(x, t) + H (x)∇sJu̇K(x, t)︸ ︷︷ ︸
Regular

+ δS (Ju̇K⊗ n)
s

︸ ︷︷ ︸
Singular

(2.21)

donde ∇
s representa el operador gradiente simétrico, se ha considerado en sentido

distribucional la propiedad ∇
sH (x) = δS(x)n y δS(x) representa la distribución

delta de Dirac actuando sobre S tal que:
∫

Ω

δS(x)Φ(x) dV =

∫

S
Φ(x)x∈S dS ∀Φ(x) ∈ C∞ (2.22)

Agrupando bajo el término ˙̄ε el campo tasa de deformaciones regulares, la ex-
presión (2.21) puede escribirse como:

ε̇(x, t) = ˙̄ε(x, t) + δS (Ju̇K⊗ n)
s

(2.23)

donde se diferencia la parte regular y la parte singular del campo tasa de deforma-
ción, estando activa la parte singular únicamente en la superficie de discontinuidad
S.
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2.6. Regularización del modelo de continuo

El esquema desarrollado en los Apartados §2.2 a §2.5 describe el problema de
un sólido en cuyo seno se desarrolla una superficie de discontinuidad. Si se desea
utilizar un formato de continuo (tensión-deformación) para reproducir la totalidad
del proceso de deformación hasta el agotamiento del material se presentan, en la
superficie de discontinuidad S, dos problemas:

1. Aparecen términos singulares en el campo de las deformaciones (ver la Ecua-
ción (2.23)).

2. El modelo material de continuo tensión-deformación debe ser objetivo, es
decir, debe garantizar para los campos de deformaciones singulares que la
disipación venga dada por la densidad superficial de enerǵıa de fractura.

Para resolver estos problemas se hace necesario regularizar la cinemática por
un lado y el módulo de ablandamiento del material por otro. Estos dos ingredientes
son exclusivos de la MDFC. Si en su lugar se adoptara una aproximación discreta,
es decir, se adoptara una ley cohesiva tracción-salto para representar las fuerzas
cohesivas en la superficie de discontinuidad, no hubiese sido necesario regularizar ni
la cinemática ni el ablandamiento. Sin embargo, son precisamente estos ingredientes
los que proporcionan a la MCDF dos de sus principales caracteŕısticas: permite
reproducir el fenómeno discontinuidad débil/discontinuidad fuerte tal como aparece
en la naturaleza y se pueden utilizar leyes discretas derivadas de leyes del continuo
(garantizando la continuidad) sin necesidad de implementar su forma anaĺıtica. A
continuación se describen con detalle la regularización tanto de la cinemática como
del ablandamiento.

2.6.1. Regularización de la cinemática

La cinemática descrita en las Ecuaciones (2.19) y (2.23) tiene en el campo de
las deformaciones términos singulares, debido a la aparición (en la superficie de
discontinuidad S) de la distribución delta de Dirac δS :

ε̇(x, t) = ˙̄ε(x, t) + δS (Ju̇K⊗ n)
s

(2.24)

Para poder introducir este campo en una ley tensión-deformación, es necesario rein-
terpretar δS redefiniéndola mediante la aproximación delta de Dirac h-regularizada
δhS :

δS = ĺım
h→0

δhS(x), δhS(x) =
1

h
µS(x), µS(x) =

{
1 ∀x ∈ S
0 ∀x ∈ Ω\S (2.25)

donde µS es la función de colocación en S y h, que tiene unidades de longitud,
vaŕıa de un valor finito a un valor nulo (Ver Figura 2.5a).

Esta redefinición descrita en (2.25), aplicada al campo tasa de deformaciones de
la Ecuación (2.24), es equivalente a considerar que la superficie donde tiene lugar
la localización es de un espesor variable, partiendo de un valor inicial hB a un valor
final h = k → 0 para el régimen de discontinuidad fuerte (ver Figura 2.5b).
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Observación 2.6.1. Fenomenológicamente, utilizar un espesor variable pa-
ra la banda de localización representa que se parte de un régimen de dis-
continuidad débil (para h = hB) y se llega a un régimen de discontinuidad
fuerte (para h → 0) [56] [58]. Este proceso, denominado regularización de
la cinemática es un elemento clave de la MDFC.

En este contexto, se puede reconsiderar una cinemática regularizada donde el
salto en el campo de los desplazamientos tiene lugar en una banda de espesor
variable Ωh, de forma que para el régimen de discontinuidad fuerte esta banda
colapsa en una superficie de discontinuidad S ⊂ Ωh (ver Figura 2.5b). Dentro de
esta cinemática regularizada el campo velocidad de desplazamientos corresponde a:

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) + HΩhJu̇K(x, t) (2.26)

donde Ωh es la banda variable en la que tiene lugar la localización de deformaciones,
˙̄u(x, t) es la parte regular del campo de desplazamientos, JuK es el salto que tiene
lugar en Ωh y la función HΩh representa la función de Heaviside sobre Ωh (ver
Figura 2.6).

A su vez, el campo de deformaciones compatible con el campo de desplazamien-
tos (2.26) es:

ε̇(x, t) = ∇
s ˙̄u+ HΩh∇

sJu̇K︸ ︷︷ ︸
≡ ˙̄ε acotado

+µΩh
1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s
(2.27)

siendo h(t) el espesor de la banda de localización, µΩh una función de colocación en
Ωh (µΩh = 1 si x ∈ Ωh y µΩh = 0 si x /∈ Ωh), ∇

s(•) el operador gradiente simétrico
de (•) y el vector n el vector normal a la superficie de discontinuidad S ⊂ Ωh.

Observación 2.6.2. Cuando se alcanza el régimen de discontinuidad fuerte,
es decir, cuando la banda de localización tiene un espesor h = k → 0, el
campo descrito en la Ecuación (2.27) es idéntico al campo descrito en la
Ecuación (2.21). Esto quiere decir que la cinemática regularizada evoluciona
hacia la cinemática de discontinuidad fuerte conforme se reduce el espesor
de la banda de localización.
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Figura 2.6: Cinemática regularizada: (a) descripción del problema, (b) régimen
discontinuidad débil y (c) régimen discontinuidad fuerte.

En la Figura 2.7 se relaciona la regularización de la cinemática, tal como ha
sido descrita, con los mecanismos que tienen lugar durante el proceso de fractura
[8] [58]. En el instante tB tiene lugar el inicio de la localización de deformaciones,
en el cual la localización se concentra en una banda inicial hB . A partir de este
instante, se inicia el régimen de discontinuidad débil en el que las deformaciones
se localizan en una banda de ancho variable h(t) llamada banda de discontinuidad.
Posteriormente, en el instante tDF cuando se cumplen las llamadas condiciones de
discontinuidad fuerte [56] [58], esta banda de discontinuidad alcanza un espesor
nulo3 iniciándose el régimen de discontinuidad fuerte.

Observación 2.6.3. Una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuer-
te, cuando el espesor de la banda de localización tiende a cero, h(t) = k → 0,
se puede afirmar que la banda de localización tiende a ser una superficie,

esto es, Ωh
h→0−→ S. De aqúı en adelante se utilizará únicamente S, enten-

diendo que se refiere a la cinemática regularizada que engloba tanto a una
banda (régimen discontinuidad débil) como a una superficie (régimen de
discontinuidad fuerte) de localización.

2.6.2. Regularización del módulo de ablandamiento

Si se analiza el campo de deformaciones (2.27) obtenido al enriquecer el campo
de los desplazamientos regulares con un modo mejorado salto JuK, se observa que
para el régimen de discontinuidad fuerte, cuando las deformaciones se concentran en
una banda de espesor nulo, en esta banda de localización el campo de deformaciones

3En la implementación numérica, y para evitar los problemas relacionados con la división por
cero, este valor nulo se substituye por un valor real positivo muy pequeño h = k → 0.
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se vuelve singular:

ε̇(x, t) = ∇
s ˙̄u+ HΩh∇

sJu̇K︸ ︷︷ ︸
≡ ˙̄ε regular (acotado)

+
1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s

︸ ︷︷ ︸
singular (no acotado si h(t)=k→0)

(2.28)

Para que el modelo del continuo descrito en (2.2-2.14) pueda devolver tensiones
acotadas para este campo de deformaciones no acotadas es necesario introducir un
nuevo ingrediente: la regularización del módulo de ablandamiento. Esta regulariza-
ción se consigue reinterpretando, en un sentido distribucional [87], el módulo de
ablandamiento continuo definido en (2.10) de la siguiente forma:

1

H
= δS

1

H̄
(2.29)

donde H̄, que se llamará módulo discreto de ablandamiento, es una propiedad del
material que se obtiene a partir de sus parámetros mecánicos [53, 61]:





H̄ =
1

2

σ2u
EGf

para modelos de daño continuo

H̄ =
1

2

σ2u
Gf

para modelos elastoplásticos
(2.30)

y siendo δS(x) la distribución delta de Dirac actuando sobre S ya definida en (2.22).
Tal como se indicó anteriormente, si se redefine la distribución delta de Dirac

δS por la aproximación delta de Dirac h-regularizada δhS :

δs = ĺım
h→0

δhS(x), δhS(x) =
1

h
µS(x), µS(x) =

{
1 ∀x ∈ S
0 ∀x ∈ Ω\S (2.31)

se llega a la condición de regularización del ablandamiento:
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CAJA 2.6.4. Regularización general del ablandamiento.

H = h(t)H̄ (2.32)

donde h(t) representa el espesor variable de la banda de localización.

Observación 2.6.5. La regularización del ablandamiento aśı definida, rela-
cionando el módulo de ablandamiento con el espesor de la banda donde tiene
lugar los procesos inelásticos, garantiza que la disipación de la formulación
este marcada por el parámetro material densidad superficial de enerǵıa de
fractura Gf [53].

Observación 2.6.6. Obsérvese, para el caso de un ensayo a tracción simple,
cómo la anterior regularización del ablandamiento hace que el modelo del
continuo devuelva tensiones acotadas para deformaciones no acotadas. Para
el modelo de daño, en un ensayo uniaxial a tracción la relación constitutiva
responde a:

σ̇ =

{
HEε̇ si carga
χ
ξEε̇ si descarga o carga elástica

(2.33)

El campo de deformaciones tiene la siguiente expresión derivada de (2.28):

ε̇ = ˙̄ε+
1

h(t)
Ju̇K (2.34)

con lo que el campo de tensiones queda, considerando el estado de carga en
régimen de discontinuidad fuerte:

σ̇ = HEε̇ = ĺım
h→0

EH̄h

(
˙̄ε+

1

h
Ju̇K

)
= EH̄Ju̇K (2.35)

que es un valor acotado.

2.7. La proyección continuo-discreto. El modelo

cohesivo proyectado.

La regularización de la cinemática y del ablandamiento tienen como consecuen-
cia la proyección, en la superficie de discontinuidad, del modelo continuo en otro
discreto. Es decir, la tracción t que rige la decohesión en la superficie de discon-
tinuidad S viene dada por la proyección, que tiene lugar en el régimen de discon-
tinuidad fuerte, del vector tracción n · σ proporcionado por el modelo continuo
tensión-deformación.

En este apartado se obtiene anaĺıticamente la ley discreta tracción-salto derivada
del modelo de continuo de daño isótropo descrito en el Apartado §2.34.

4La expresión anaĺıtica de la ley discreta tracción-salto se obtiene para demostrar su equi-
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A partir de la ecuación constitutiva (2.4), el vector tracción en la superficie de
discontinuidad S es:

tS(x, t) = n · σS(x, t) =
χ

ξ
n · lCe : εS(x, t) (2.36)

Para obtener en S el campo de deformaciones en un instante dado, se tiene
que integrar la expresión del campo regularizado tasa de deformaciones descrito en
(2.27):

εS(t) =

∫ t

0

ε̇S dt =

∫ t

0

˙̄εS dt+

∫ t

tB

1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s
dt (2.37)

donde tB indica el instante de bifurcación (ver Figura 2.7 en Apartado §2.6.1). En
la segunda integral se puede dividir el intervalo de integración en dos partes, una
anterior al inicio de la discontinuidad fuerte tDF y otra posterior a éste, con lo que
se obtiene:

εS(t) =

∫ t

0

ε̇S dt =

∫ t

0

˙̄εS dt+

∫ tDF

tB

1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s
dt

︸ ︷︷ ︸
ε(tDF )

+

∫ t

tDF

1

k
(Ju̇K⊗ n)

s
dt

(2.38)

Englobando los dos primeros términos como ε(tDF ), deformación existente en el
instante de inicio de la discontinuidad fuerte, se obtiene:

εS(t) = εS(tDF ) +
1

k
(∆JuK⊗ n)

s
(2.39)

donde ∆JuK = JuK(t)− JuK(tDF )
Substituyendo el campo de deformaciones (2.39) en la expresión del vector trac-

ción descrita en (2.36) se tiene

t = ĺım
h=k→0

χS
ξS

n · lCe :

(
εS(tDF ) +

1

h
(∆JuK⊗ n)

s

)
(2.40)

y despreciando aquellos términos que en el ĺımite se anulan, se obtiene:

t = ĺım
h=k→0

χS
hξS

(n · lCe · n) ·∆JuK (2.41)

lo que permite definir el vector tracción en función del tensor acústico elástico
lQe = n · lCe · n como:

t = ĺım
h=k→0

χS
hξS

lQe ·∆JuK (2.42)

Para que el vector tracción t de la expresión (2.42) sea un vector acotado, se debe
garantizar que el ĺımh→0(hξS) es un valor real distinto de cero. Para hacerlo def́ınase

valencia con el modelo continuo proyectado en la superficie de discontinuidad S y no para ser
implementada, dado que en la MDFC se utiliza durante todo el proceso de localización un forma-
to continuo tensión-deformación.



CAPÍTULO 2. ANTECEDENTES: EL MÉTODO DE DISCONTINUIDADES
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una nueva variable interna “discreta” tipo deformación ᾱ como la regularización
de su homóloga del continuo:

˙̄α = hξ̇ ∀t > tB (2.43)

Utilizando (2.43), el valor de la variable ξ en un instante de tiempo t > tB es:

ξ(t) =

∫ tB

0

ξ̇ dt+

∫ tDF

tB

˙̄α

h(t)
dt

︸ ︷︷ ︸
ξ(tDF )

+

∫ t

tDF

˙̄α

k
dt = ξ(tDF ) +

∆ᾱ

k
(2.44)

donde ∆ᾱ = ᾱ(t)− ᾱ(tDF ).
Utilizando (2.44), el valor de ĺımh→0(hξS) en la superficie de discontinuidad S

vale:

ĺım
h→0

hξS = ĺım
h=k→0

h

(
ξS(tDF ) +

∆ᾱ

k

)
= ∆ᾱ (2.45)

que es un valor no nulo acotado.
Finalmente, llevando (2.45) a la expresión de las tracciones (2.42) se obtiene:

t =
χS
∆ᾱ

lQe ·∆JuK (2.46)

que es la expresión de la ley discreta proyectada, equivalente a la tracción derivada
del modelo continuo tensión-deformación en S para el régimen de discontinuidad
fuerte.

2.8. Formulación variacional no simétrica

Para obtener la forma variacional de la metodoloǵıa de discontinuidades fuertes
de continuo descrita en los Apartados §2.2 a §2.7, se volverá a definir el problema de
valor de contorno ya descrito en el Apartado §2.4, pero reinterpretando el campo de
los desplazamientos. El objetivo es encontrar una formulación que permita imponer
las condiciones de contorno tipo Dirichlet sobre la parte regular del campo de
desplazamientos, consiguiendo que el dominio de las funciones que definen la parte
enriquecida sea únicamente una zona que englobe aquella donde tiene lugar la
localización.

Sea entonces el medio continuo descrito en la Figura 2.8a. Para el dominio Ω
aśı definido, se estableció el campo de desplazamientos en (2.26) como la suma de
una parte regular y una parte mejorada:

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) + HS Ju̇K(x, t) (2.47)

donde HS es la ya definida función salto en S y donde S representa tanto la
superficie de discontinuidad para el régimen de discontinuidad fuerte como una
banda de localización para el régimen de discontinuidad débil (ver la Observación
2.6.3).
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En lugar de la expresión (2.47), considérese una forma equivalente utilizando
un nuevo campo regular de los desplazamientos definido como:

˙̂u(x, t) = ˙̄u(x, t) + ϕ(x)Ju̇K(x, t) (2.48)

donde se utiliza una función ϕ(x) que sólo tiene que cumplir, además de ser suave,
la siguiente condición:

ϕ(x) =

{
0 ∀x ∈ Ω−\Ωϕ
1 ∀x ∈ Ω+\Ωϕ (2.49)

siendo Ωϕ el soporte dónde se define la función ϕ(x), que cumplirá Ωϕ ⊂ Ω y
S ⊂ Ωϕ (ver Figura 2.8b).
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Figura 2.8: (a) Superficie de discontinuidad. (b) Dominio de la función ϕ(x).

Observación 2.8.1. Es importante no confundir la región Ωϕ, que es el
dominio de la función que permite enriquecer el campo de desplazamientos,
con Ωh, que es la región donde tienen lugar los procesos inelásticos y que
colapsa en régimen de discontinuidad fuerte (h = k → 0) en Ωh → S. Ambas
regiones están relacionadas por Ωh ∈ Ωϕ.

A partir del campo definido en (2.48), se puede reescribir la expresión del campo
de desplazamientos como:

u̇(x, t) = ˙̂u(x, t) + MS Ju̇K(x, t) (2.50)

habiéndose definido la función salto unitario elemental

MS(x) = HS(x)− ϕ(x) (2.51)

Observación 2.8.2. En la Figura 2.9 se muestra la descomposición del
campo de desplazamientos del sólido a través de la ĺınea ζ (ver Figura
2.8b) cuando ha tenido lugar una discontinuidad fuerte. Como se ve en la
figura, aunque ambas descripciones son equivalentes, la ventaja de utilizar la
expresión (2.50) es que el soporte de la parte mejorada MSJu̇K(x, t) es Ωϕ,
lo que permite definir las condiciones de contorno tipo Dirichlet únicamente
en la parte regular ˙̂u(x, t).
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Figura 2.9: Descomposición del campo de desplazamientos.

Utilizando la descomposición del campo de desplazamientos descrita en la ex-
presión (2.50), el problema de valor de contorno a resolver es:

CAJA 2.8.3. Forma fuerte del problema de valor de contorno.

DADOS ṫ
∗
: Γσ × [0, T ]→ R3, u̇∗ : Γu × [0, T ]→ R3

ρḃ : Ω× [0, T ]→ R3

ENCONTRAR ˙̂u : Ω× [0, T ]→ R3 y Ju̇K : Ωϕ × [0, T ]→ R3

que satisfagan:

∇ · σ̇ + ρḃ = 0 en Ω\S (ecuación de equilibrio) (2.52)

σ̇ = Σ̇(ε̇) en Ω (ecuación constitutiva) (2.53)

ε̇(x, t) = ∇
su̇(x, t) en Ω (compatibilidad cinemática) (2.54)

σ̇ · ν = ṫ∗ en Γσ (condiciones de contorno) (2.55)
{

˙̂u = u̇∗

Ju̇K = 0
en Γu (condiciones de contorno) (2.56)

σ̇+
Ω\S · n = σ̇−Ω\S · n en Ω\S (cont. externa de tracciones) (2.57)

σ̇S · n = σ̇Ω\S · n en S (cont. interna de tracciones) (2.58)

donde ρḃ son las fuerzas másicas por unidad de volumen, se fija la relación
entre σ y ε mediante la ecuación constitutiva Σ̇, que devuelve tensiones para unas
deformaciones dadas, y se fija la relación entre ε y u mediante el operador gradiente
simétrico ∇

s, estableciéndose que:

ε̇(x, t) = ∇
s ˙̂u(x, t) + MS∇

sJu̇K + δS (n⊗ Ju̇K)
s − (∇ϕ⊗ Ju̇K)

s
(2.59)

Partiendo de la forma fuerte del problema de valor de contorno definido en (2.52-
2.58), para obtener la formulación variacional del problema es necesario definir los
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espacios funcionales Sη de las funciones solución y Vυ de las funciones de peso:

Sη = Sη̂ ⊕Sη̃ = {η | η = η̂ + MS η̃}

siendo

{
η̂ ∈ Sη̂ ⊂ [H1(Ω)]ndim con η̂|Γu = u̇∗

η̃ ∈ Sη̃ ⊂ [L2(S)]ndim
(2.60)

Vυ =
{
υ | υ ∈ [H1(Ω)]ndim con υ|Γu = 0

}
(2.61)

La forma variacional o débil equivalente a la forma fuerte descrita en (2.52-2.58)
pasa entonces a ser:

CAJA 2.8.4. Forma débil del problema de valor de contorno.

DADOS ṫ
∗
: Γσ × [0, T ]→ R3, u̇∗ : Γu × [0, T ]→ R3

ρḃ : Ω× [0, T ]→ R3

ENCONTRAR u ∈ Sη tal que ∀υ ∈ Vυ se cumpla:

∫

Ω

∇
sυ : σ̇ dΩ−

[∫

Ω

υ · ρḃ dΩ +

∫

Γσ

υ · ṫ∗ dΓ
]
= 0 (2.62)

σ̇S · n− σ̇Ω\S · n = 0 (2.63)

Como se observa en las expresiones (2.60) y (2.61), el espacio de las funciones
solución ha sido distinto al espacio de las funciones peso. Esto es debido a que
solamente se obtiene la forma variacional del problema de valor de contorno definido
por las Ecuaciones (2.52-2.57), imponiendo la continuidad interna de tracciones,
esto es la Ecuación (2.58) o la Ecuación (2.63), de forma fuerte o punto a punto.
En consecuencia, se tiene un método Petrov-Galerkin de aproximación [35] que
lleva a una formulación no simétrica.

2.9. Discretización no simétrica de la MDFC

Para discretizar el problema definido en (2.62-2.63) def́ınase los siguientes es-
pacios de funciones finito-dimensionales S h

η ⊂ Sη y V h
υ ⊂ Vυ:

S
h
η =

{
u̇h(x, t) | u̇h(x, t) =

nnodos∑

i=1

Ni(x)ḋi(t) +

nelenr∑

e=1

M
(e)
S (x)Ju̇K(e)(t)

}

V
h
υ =

{
υh | υh =

nnodos∑

i=1

Ni(x)ci

}
(2.64)

donde nelenr es el número de elementos enriquecidos por donde pasa la superficie
de discontinuidad (ver Figura 2.10a), ḋ son los grados de libertad asociados a los
nodos, Ni son las funciones de interpolación estándar, MS es la función salto uni-
tario elemental definida en (2.51) que interpola los modos enriquecidos en aquellos
elementos por los que pasa la discontinuidad y Ju̇K(e) son estos modos enriquecidos
que representan los saltos (ver Figura 2.10).
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FUERTES DE CONTINUO 33
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Figura 2.10: Discretización del problema: (a) elementos enriquecidos, (b) función

de aproximación Ni, (c) función de aproximación del salto M
(e)
S .

La función salto unitario M
(e)
S , definida en la expresión (2.51), se construye de

la siguiente forma:

M
(e)
S (x) = H

(e)
S (x)− ϕ(e)(x), ϕ(e)(x) =

n+
e∑

i=1

N
(e)
i+ (x) (2.65)

donde la función ϕ(e)(x), que tiene como soporte el dominio elemental y cumple
que para Ω+ vale 1 y para Ω− vale 0 (ver Ecuación (2.49)), se construye como la
suma de las funciones de aproximación estándar elementales definidas para aquellos
nodos que limitan con Ω+ (ver Figura 2.11).

H
S

e

S

W
+

W
-

1

je

S

W
+

W
-

1

S

W+

W
-

M
S

e

1

Figura 2.11: Descripción de la función M
(e)
S .

Una vez definidos los espacios finito-dimensionales S h
η y V h

υ , la forma discreti-
zada del problema de valor de contorno definido en (2.62-2.63) pasa a ser:

e=nelem∑

e=1

∫

Ω

∇
sυh : σ̇dΩ−

[∫

Ω

υh · ρḃdΩ +

∫

Γσ

υh · ṫ∗dΩ
]
= 0 (2.66)

l(e)
(
n · 1

hl(e)

∫

S
σ̇SdS − n · 1

Ω(e)

∫

Ω

σ̇Ω\SdΩ

)
= 0 , e = 1 . . . nelenr (2.67)

siendo Ω(e) el volumen del elemento finito (área si es bidimensional) y hl(e) el
volumen de la intersección de la banda de localización con el elemento finito e, que
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n
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s
S
×n s

S
×n

Figura 2.12: Dominios localizados y no localizados dentro del elemento.

se obtiene multiplicando el espesor h por l(e), su área seccional media (una longitud
si el análisis es bidimensional), ver Figura 2.12.

Observación 2.9.1. Se ha impuesto en (2.67) la continuidad interna de
tracciones igualando la tracción en la superficie de discontinuidad con la
tracción dada por la tensión media existente en el conjunto del elemento,
tal como indica la Figura 2.12.

Observación 2.9.2. El área (o la longitud) caracteŕıstica de la intersección
de la banda de localización con un elemento finito se calcula aproximada-
mente como l(e) = Ω(e)

n ·∇ϕ [54] (ver Figura 2.13).

S

W+

W
- m

m

n

n
a

d

Ñj=
m

d

l
e

Figura 2.13: Orientación de la superficie de fallo en un elemento (tomado de [60]).

A partir del problema de valor de contorno discretizado (2.66-2.67) es directo
obtener la expresión matricial del problema. Trabajando primero a nivel elemental,
se pueden definir los campos aproximados de los desplazamientos y las deformacio-
nes en un elemento e como:

u̇h
(e)

(x, t) =

n∑

i=1

N
(e)
i (x)ḋi(t) + M

(e)
S (x)Ju̇K(e)(t) (2.68)

ε̇h
(e)

(x, t) =
n∑

i=1

(∇N
(e)
i ⊗ ḋi)s− (∇ϕ(e)⊗ Ju̇K(e))s+µ

(e)
S

1

h(t)
(n⊗ Ju̇K(e))s (2.69)
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donde en este caso n representa el número de nodos del elemento y donde se con-
sidera la versión regularizada de la cinemática definida en la Ecuación (2.59).

Utilizando la notación de Voigt, el campo de deformaciones (2.69) admite la
siguiente formulación matricial:

{ε̇}(e) = B(e)ḋ
(e)

+

(
µ
(e)
S

1

h(t)
[n](e) − [∇ϕ](e)

)

︸ ︷︷ ︸
G(e)

Ju̇K(e) = B(e)ḋ+G(e)Ju̇K(e) (2.70)

siendo ḋ
(e)

el vector que engloba los desplazamientos regulares de los nodos del
elemento:

ḋ
(e)

= [ḋ
T

1 , ḋ
T

2 , . . . , ḋ
T

n ]
T , con ḋi = [u̇x, u̇y, u̇z]

T
i (2.71)

Ju̇K el vector que engloba el modo salto en el elemento:

Ju̇K(e) = [ ˙JuKx,
˙JuKy,

˙JuKx]
T (2.72)

y siendo las matrices B(e), [∇ϕ](e) y [n](e) las definidas como:

B(e)=[B
(e)
1 ,B

(e)
2 , . . . ,B(e)

n ] con B
(e)
i =




∂xN
(e)
i 0 0

0 ∂yN
(e)
i 0

0 0 ∂zN
(e)
i

∂yN
(e)
i ∂xN

(e)
i 0

∂zN
(e)
i 0 ∂xN

(e)
i

0 ∂zN
(e)
i ∂yN

(e)
i




(2.73)

[∇ϕ(e)] =




∂xϕ
(e) 0 0

0 ∂yϕ
(e) 0

0 0 ∂zϕ
(e)

∂yϕ
(e) ∂xϕ

(e) 0
∂zϕ

(e) 0 ∂xϕ
(e)

0 ∂zϕ
(e) ∂yϕ

(e)



; [n(e)] =




nx 0 0
0 ny 0
0 0 nz
ny nx 0
nz 0 nx
0 nz ny




(2.74)

donde en las anteriores expresiones n representa el número de nodos que tiene el
elemento finito utilizado y i representa uno de estos nodos.

Utilizando la misma notación que para el campo discretizado de deformaciones
(2.70), se puede expresar el gradiente simétrico de las funciones test como:

{∇svh}(e) = B(e)c(e) (2.75)

donde los valores arbitrarios c(e) tienen la siguiente estructura:

c(e) = [cT1 , c
T
2 , . . . , c

T
n ]
T , con ci = [cx, cy, cz]

T
i (2.76)

Llevando las expresiones (2.70) y (2.76) a la forma débil discretizada del pro-
blema definido en (2.66-2.67), se obtienen las ecuaciones no lineales de las fuerzas
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residuales que proporcionarán, a nivel del elemento, la forma matricial del problema
incremental:

Ṙ
(e)

:=

∫

Ω(e)

B(e)T {σ̇}(e)dΩ− Ḟ
(e)

ext (2.77)

ṙ(e) :=

∫

Ω(e)

(
µS
h(t)

− le
Ω

)
[n](e)

T {σ̇}(e)dΩ (2.78)

donde el vector Ḟ
(e)

ext =
[
Ḟ
T

1 , Ḟ
T

2 , . . . , Ḟ
T

n

]T
es el vector de fuerzas externas incre-

mentales en los nodos del elemento.

Observación 2.9.3. La ecuación (2.78) es equivalente a la forma definida
en (2.67) y se ha obtenido de la siguiente forma:

n · 1

hl(e)

∫

S
σ̇SdΩ− n · 1

Ω(e)

∫

Ω(e)

σ̇Ω\SdΩ = 0 ⇒ (2.79)

1

hl(e)

∫

S
n · σ̇SdΩ−

1

Ω(e)

∫

Ω(e)

n · σ̇Ω\SdΩ = 0 ⇒
∫

S

1

h
n · σ̇SdΩ−

∫

Ω(e)

l(e)

Ω(e)
n · σ̇Ω\SdΩ = 0 ⇒

∫

Ω(e)

(
µS
h(t)

− l(e)

Ω(e)

)
n · σ̇ dΩ = 0

donde se engloba la expresión inicial bajo una misma integral utilizando µS ,
la función de colocación en S.

La descripción del proceso de integración demuestra la equivalencia de las ex-
presiones (2.78) y (2.63):

1. Se añade un nuevo punto de integración en el centroide del elemento finito.
Este punto de integración extra se utilizará para las integración sobre la
banda de discontinuidad S, mientras que los puntos de integración regulares
se utilizarán para la integración sobre el conjunto del elemento Ω(e)\S.

S

W+

W
-

Punto de integración estándar

Punto de añadidointegración

Figura 2.14: Proceso de integración: puntos de integración.

2. Se define una función de colocación µS que, en el proceso de integración, valga
µS = 1 para el punto de integración añadido y valga µS = 0 para los puntos
de integración estándar.
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3. Al realizar la integración numérica de la expresión (2.78) se tiene:

− l(e)

Ω(e)

i=ng∑

i=1

n · σ̇Ω\SW i
g +

1

h(t)
n · σ̇S h(t) l(e) = 0 (2.80)

con lo que se obtiene la expresión del equilibrio interno de tracciones tal
como fue expuesto en (2.63) y en (2.67) y donde ng son los puntos de Gauss
regulares del elemento finito y W i

g el peso de integración asociado a uno de
ellos.

Utilizando la notación de Voigt, la relación constitutiva tensión-deformación se
expresa como:

{σ̇}(e) = Calg {ε̇}(e) (2.81)

donde Calg es el operador constitutivo tangente, expresado en notación de Voigt,
cuya expresión algoŕıtmica está definida para el modelo de daño isótropo en (2.13).
Defináse también a nivel elemental las siguientes matrices:

G∗
(e)

:=

(
µ
(e)
S
k
− l(e)

Ω(e)

)
[n](e)

T

(2.82)

G(e) :=
µ
(e)
S
k

[n](e) − [∇ϕ(e)] (2.83)

Llevando la expresión (2.81), donde se utiliza el campo de deformaciones des-
crito en (2.70), a las ecuaciones de las fuerzas residuales descritas en (2.77-2.78),
y utilizando las matrices definidas en (2.73), (2.74), (2.82) y (2.83) se obtiene la
siguiente expresión matricial de las fuerzas residuales a nivel elemental:

{
Ṙ

(e)

ṙ(e)

}
:=

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]

︸ ︷︷ ︸
K(e)

{
ḋ
(e)

Ju̇K(e)

}
−
{

Ḟ
(e)

0

}
(2.84)

Las submatrices de la matriz elemental tangente definida en (2.84) son:

K
(e)
dd =

∫

Ω(e)

B(e) ·Calg ·B(e) dΩ (2.85)

K
(e)
dJuK =

∫

Ω(e)

B(e) ·Calg ·G(e) dΩ (2.86)

K
(e)
JuKd =

∫

Ω(e)

G∗
(e) ·Calg ·B(e) dΩ (2.87)

K
(e)
JuKJuK =

∫

Ω(e)

G∗
(e) ·Calg ·G(e) dΩ (2.88)
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Observación 2.9.4. El carácter no simétrico de la formulación, que ya se
indicó en el desarrollo de la forma variacional al elegir espacios diferentes
para las funciones test y las funciones solución en (2.60-2.61), se ve clara-
mente en las ecuaciones (2.86) a (2.88). Unas de las condiciones que tiene

que cumplir la matriz G
∗(e) es que se cumpla el llamado “patch test” [84],

esto es:

∫

Ω(e)

G
∗(e)dΩ =

∫

Ω(e)

(
µ
(e)
S
k
− l(e)

Ω(e)

)
[n](e)dΩ = 0 (2.89)

Si se redefinen unas nuevas matrices B̄ tal que:

B̄
∗(e)

= [B
(e)
1 ,B

(e)
2 , . . . ,B(e)

n ,G∗
(e)

] (2.90)

B̄
(e)

= [B
(e)
1 ,B

(e)
2 , . . . ,B(e)

n ,G(e)] (2.91)

la matriz elemental K(e) puede escribirse en forma más compacta como:

K(e) =

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]
=

∫

Ω(e)

B̄
∗(e)T ·Calg · B̄(e)

dΩ (2.92)

De forma análoga, redefiniendo los siguientes vectores:

˙̄R(e) =

[
Ṙ

(e)

ṙ(e)

]
˙̄F
(e)
ext =

[
Ḟ
(e)

ext

0

]
˙̄d(e) =

[
ḋ
(e)

ext

Ju̇K(e)

]
(2.93)

se puede expresar las ecuaciones de las fuerzas residuales a nivel elemental de la
siguiente forma compacta:

˙̄R(e) =

∫

Ω(e)

B̄
∗(e)T ·Calg · B̄(e) ˙̄d(e) dΩ− ˙̄F

(e)
ext (2.94)

Realizando el ensamblaje de las ecuaciones a nivel elemental (2.94) se obtiene:

A
nelem
e=1

[∫

Ω(e)

B̄
∗(e)T ·Calg · B̄(e) ˙̄d(e) dΩ− ˙̄F

(e)
ext

]
= 0 (2.95)

lo que lleva a poder definir una matriz de resistencia global K que se define como:

K = A
nelem
e=1

[
K(e)

]
siendo K(e) =

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]
(2.96)
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FUERTES DE CONTINUO 39

Observación 2.9.5. Analizando la estructura de la expresión (2.84) se ve
que no existen fuerzas exteriores aplicadas en los grados de libertad saltos
(ver Ecuación (2.93b)) debido a que el soporte donde se definen estos modos
enriquecidos es elemental. Gracias a ello es directo aplicar la condensación
de estos grados de libertad definiendo una nueva matriz elemental, anterior
al proceso de ensamblaje, cuya forma es:

K̂
(e)

= K
(e)
dd −K

(e)
dJuKK

(e)−1

JuKJuKK
(e)
JuKd (2.97)

y redefiniendo el vector de fuerzas residuales elementales como:

̂̇
R

(e)

= Ṙ
(e) −K

(e)
dJuKK

(e)−1

JuKJuKṙ (2.98)

2.10. Resumen del caṕıtulo

En este caṕıtulo se realizó un resumen de la metodoloǵıa de discontinuidades
fuertes de continuo que pretende servir de preámbulo al resto de la tesis. La descrip-
ción que aqúı se ha hecho de esta metodoloǵıa debeŕıa ser suficiente para entender
el resto de los caṕıtulos, pero de no ser aśı, una selección recomendada de art́ıculos
que cubren los aspectos fundamentales de la teoŕıa son las Referencias [59], [58] y
[53].

Al principio del caṕıtulo se da una introducción del fenómeno de la localización
de deformaciones y se relaciona este fenómeno con la singularidad del tensor acústi-
co. Después se describe el modelo del continuo de daño isótropo sólo tracción. Este
modelo será el utilizado en los desarrollos teóricos de este trabajo, dejando para
el Apéndice B los resultados relacionados con los modelos de plasticidad asociada
particularizados para la función de fluencia de Von Mises.

Una vez introducido el formato continuo tensión-deformación, se describe el
problema de valor de contorno de un sólido en cuyo seno se ha desarrollado una
superficie de discontinuidad y la cinemática asociada a él. Al pretender resolver este
problema de valor de contorno utilizando un formato continuo tensión-deformación,
se presentan dos dificultades: la aparición de términos singulares en el campo de de-
formaciones y la necesidad de garantizar que los campos de tensiones se mantienen
acotados incluso cuando las deformaciones son no acotadas.

Ambas dificultades se solucionan regularizando la cinemática y el ablandamien-
to. La regularización de la cinemática consiste en reinterpretar la distribución delta
de Dirac como una sucesión que en el ĺımite tiende a infinito. A su vez, la regu-
larización del ablandamiento consiste en redefinir el módulo de ablandamiento de
continuo como el producto de un módulo de ablandamiento intŕınseco, dependiente
de las propiedades del material, por la anchura de la banda donde tiene lugar la
localización.

Esta doble regularización f́ısicamente es equivalente a interpretar que el modelo
considera que la disipación (la localización de deformaciones) tiene lugar en ban-
das que evolucionan desde un espesor inicial finito a un espesor cero. Dos son las
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consecuencias fundamentales de esta regularización:

se garantiza que la disipación del modelo viene dada exclusivamente por la
propiedad del material densidad superficial de enerǵıa de fractura.

se proyecta, en la superficie de discontinuidad, un modelo discreto degenerado
del continuo que es equivalente a una ley discreta cohesiva tracción-salto.

En la última parte del caṕıtulo se obtiene la forma variacional no simétrica
del problema de valor de contorno junto con su formulación discretizada. Esta
formulación será utilizada en el caṕıtulo siguiente donde se analiza su robustez y
los problemas de convergencia que presenta.



Caṕıtulo 3

ESTABILIDAD Y

ROBUSTEZ DE LAS

APROXIMACIONES

NUMÉRICAS

3.1. Introducción

El análisis numérico del fallo material de una estructura tiene serios problemas
de convergencia cuando el dominio de la localización comienza a ser importante
comparado con el dominio total [23][38].

Esta falta de convergencia, que tiene como consecuencia la incapacidad para
obtener la curva de equilibrio, no esta vinculada (o no tiene porqué estarlo) con
la existencia de puntos ĺımite, “snap-back” o “snap-through”, que pueden ser su-
perados mediante los métodos de continuación estándares [20]. En su lugar, la falta
de convergencia asociada al análisis del fallo material puede deberse a las siguientes
causas:

1. La existencia de una bifurcación en la curva de equilibrio asociada al mal
condicionamiento de las ecuaciones que rigen el problema, lo que provoca una
no-unicidad de la solución y determina el inicio de la localización descrita en
el Apartado §2.2.

2. La degradación del número de condición1 de la matriz estructural global, que
para el caso de la formulación no simétrica ha sido definida en (2.97).

En este caṕıtulo se analiza la segunda fuente de inestabilidad: la debida a la
degradación del número de condición de la matriz estructural global. Primero se
buscarán las causas de esta degradación para la formulación no simétrica (definida

1Se define el número de condición de una matriz A, para una norma ‖ ‖, como
cond(A) = ‖A‖

∥∥A−1
∥∥.

41
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en el caṕıtulo anterior) en el contexto del método de integración impĺıcito del esque-
ma de Newton-Raphson. Después, en los Apartados §3.3 a §3.6, se desarrollan las
tecnoloǵıas numéricas que permiten superar esta fuente de mal condicionamiento.

3.2. Degradación de la convergencia en la formu-

lación no simétrica

La matriz estructural global se construye mediante el ensamblaje de cada una
de las matrices elementales tal como se indicó en las Ecuaciones (2.95) y (2.96) del
Apartado §2.9. Para la formulación no simétrica y siguiendo el Apartado §2.9, estas
matrices elementales se definen por:

K(e) =

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]
(3.1)

donde las submatrices intervinientes son:

K
(e)
dd =

∫

Ω(e)

B(e) ·Calg ·B(e) dΩ (3.2)

K
(e)
dJuK =

∫

Ω(e)

B(e) ·Calg ·G(e) dΩ (3.3)

K
(e)
JuKd =

∫

Ω(e)

G∗
(e) ·Calg ·B(e) dΩ (3.4)

K
(e)
JuKJuK =

∫

Ω(e)

G∗
(e) ·Calg ·G(e) dΩ (3.5)

habiéndose definido las matrices B(e), G(e) y G∗
(e)

en las Ecuaciones (2.73), (2.83)
y (2.82) respectivamente.

El origen de la degradación de la matriz estructural global se encuentra en la
aparición de autovalores negativos en aquellas matrices elementales K(e) de ele-
mentos en los que se produce la localización de deformaciones.

Para estudiar este fenómeno se realizará un análisis espectral de estas matrices
elementales para el caso de régimen de discontinuidad fuerte. Para obtener las
expresiones de las submatrices definidas en (3.2-3.5) en el régimen de discontinuidad
fuerte hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

La aproximación numérica de las integrales definidas sobre la banda de loca-
lización S, al haberse definido un único punto de Gauss en ella, se obtiene
como el valor del integrando en el centroide del elemento multiplicado por
el volumen (el área en análisis bidimensional) de dicha banda de localización
(ver Observación 2.9.2).

Para el régimen de discontinuidad fuerte, la medida del volumen (o del área
para análisis bidimensional) de la banda de discontinuidad S es:

meas(S) = k l(e) (3.6)
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En la superficie de discontinuidad S y dentro del régimen de discontinuidad
fuerte, aparece un campo de deformaciones no acotado, con lo que el valor
del operador algoŕıtmico Calg

S es casi nulo (ver la Ecuación (2.13) para un
valor de la variable interna tipo deformación tendiente a infinito). Debido a
ello se han simplificado, en las Ecuaciones (3.7) a (3.10), aquellos términos en

los que aparece Calg
S , excepto en la Ecuación (3.10), donde aparece dividido

por el escalar k, cuyo valor es también muy próximo a cero.

Siguiendo las anteriores consideraciones, las expresiones de las submatrices (3.2-
3.5) para el régimen de discontinuidad fuerte son:

K
(e)
dd |nodoi

nodoj

=

∫

Ω

Bi ·Calg ·Bj dΩ (3.7)

K
(e)
dJuK|nodoi =

∫

Ω

Bi ·Calg ·G dΩ (3.8)

= −
∫

Ω\S
Bi ·Calg

Ω\S · [∇ϕ] dΩ +

∫

S
Bi ·Calg

S · [n]
k

dΩ

= −
∫

Ω\S
Bi ·Calg

Ω\S · [∇ϕ] dΩ + l(e)Bi ·Calg
S · [n]

≈ −
∫

Ω\S
Bi ·Calg

Ω\S · [∇ϕ] dΩ

K
(e)
JuKd|nodoj =

∫

Ω

G∗ ·Calg ·Bj dΩ (3.9)

= − l(e)

Ω(e)

∫

Ω\S
[n] ·Calg

Ω\S ·Bf dΩ +

∫

S

[n]

k
·Calg

S ·Bj dΩ

= − l(e)

Ω(e)

∫

Ω\S
[n] ·Calg

Ω\S ·Bj dΩ + l(e) [n] ·Calg
S ·Bj

≈ − l(e)

Ω(e)

∫

Ω\S
[n] ·Calg

Ω\S ·Bj dΩ

K
(e)
JuKJuK =

∫

Ω

G∗ ·Calg ·G dΩ (3.10)

=
l(e)

Ω(e)

∫

Ω\S
[n] ·Calg

Ω\S · [∇ϕ] dΩ−
∫

S

[n]

k
·Calg

S · [∇ϕ] dΩ

+

∫

S

[n]

k
·Calg

S · [n]
k

dΩ−
∫

S

l(e) [n]

Ω(e)
·Calg

S · [n]
k

dΩ

=
l(e)

Ω(e)

∫

Ω\S
[n] ·Calg

Ω\S · [∇ϕ] dΩ− l(e) [n] ·Calg
S · [∇ϕ]

+
le

k
[n] ·Calg

S · [n]− l(e)
2

Ω(e)
[n] ·Calg

S · [n]

≈ l(e)

Ω(e)

∫

Ω\S
[n] ·Calg

Ω\S · [∇ϕ] dΩ +
le

k
[n] ·Calg

S · [n]
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donde las integrales sobre todo el dominio del elemento Ω(e) se han dividido en dos
partes: una sobre la banda de discontinuidad S en aquellos términos en los que la
función de colocación µS = 1, y otra sobre el resto del elemento cuando µS = 0.

Observación 3.2.1. Las Ecuaciones (3.7-3.10) vuelven a mostrar el
carácter no simétrico de la formulación adoptada. El único caso en el que se
obtiene una formulación simétrica es aquel en el que se cumple la siguiente
condición (ver Figura 2.13):

[∇ϕ] =
l(e)

Ω(e)
[n] (3.11)

La aparición de autovalores negativos en la matriz elemental, cuyas submatrices
han sido definidas en (3.7-3.10) provocan que, debido al proceso de ensamblaje,
la matriz estructural global vea degradado su número de condición. Tal como ha
sido considerado por Oliver et al. en [60], dos son las fuentes de la aparición de
autovalores negativos:

1. La no simetŕıa de la matriz tangente elemental K(e), que debido al proceso
de ensamblaje se traduce en la no simetŕıa de la matriz estructural global. La
aparición de estos autovalores nulos o negativos se debe a la existencia de los
términos [n] ·Calg · [∇ϕ] en la Ecuación (3.10). Este término contribuirá a la
aparición de autovalores negativos o nulos si el ángulo que forman los vectores
[n] y [∇ϕ] es suficientemente grande tal como indica la Figura 3.1.

S

m

n

W+W
- m= djÑ

n

a

d

Figura 3.1: Contribución negativa del término [n] ·Calg · [∇ϕ].

2. La utilización de un modelo del continuo equipado con ablandamiento. Si se
analiza la expresión dada en (2.13) para la matriz algoŕıtmica elemental, se
observa que la utilización de módulos de ablandamiento negativos hace que
los operadores Calg

S y Calg
Ω\S presenten autovalores negativos. Estos tensores,

mediante las expresiones (3.7-3.10), pueden provocar la existencia de autova-
lores negativos en la matriz tangente elemental y degradar aśı el número de
condición de la matriz estructural global.

Estas dos fuentes de autovalores negativos, y por lo tanto origen de la inestabi-
lidad numérica, pueden ser superadas desarrollando una metodoloǵıa numérica que
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utilice una formulación simétrica por un lado y que garantice la definición positiva
de los operadores algoŕıtmicos Calg

S y Calg
Ω\S por otro. Esta metodoloǵıa ha sido

presentada en [60] y tiene tres ingredientes principales:

1. Una formulación simétrica cinemáticamente consistente basada en el elemento
finito desarrollado por Lofti & Shing [43].

2. Un algoritmo de integración llamado IMPL-EX entre cuyas caracteŕısticas
principales está la de garantizar la definición positiva de los operadores al-
goŕıtmicos constitutivos.

3. Unos esquemas de control que limitan el error que se comete al haber pres-
cindido del esquema de integración puramente impĺıcito.

En el apartado §3.3 se desarrolla la formulación simétrica cinemáticamente con-
sistente, mientras que los apartados §3.4 y §3.5 se muestran, respectivamente, el
nuevo algoritmo de integración IMPL-EX y los esquemas de control de error necesa-
rios. Por último, en el apartado §3.6 se introduce un nuevo método de continuación
desarrollado espećıficamente para esta metodoloǵıa, necesario para poder describir
correctamente la curva de equilibrio en el caso de existencia de un ”snap-back”.

3.3. Formulación simétrica cinemáticamente con-

sistente

El uso de la formulación simétrica cinemáticamente consistente aporta robustez
a la formulación porque anula una de las fuentes de mal condicionamiento de la
matriz estructural global. Sin embargo, esta formulación presenta el problema que,
si bien es capaz de reproducir la cinemática del sólido ŕıgido dentro del elemento
cuando el elemento se ha agotado, no es capaz de garantizar la continuidad de
tracciones a nivel elemental [38] [62].

Esta desventaja frente a la formulación no simétrica, que śı garantiza la con-
tinuidad de tracciones y la cinemática de sólido ŕıgido del elemento agotado, se
traduce en la dificultad de la formulación para llegar al agotamiento total en un
ensayo numérico (debido a la existencia de tensiones residuales no agotadas den-
tro del elemento finito). Como se verá más adelante, este problema se soluciona
mediante el uso de mallas lo suficientemente refinadas.

3.3.1. Formulación variacional

Sea la forma fuerte del problema de valor de contorno de un sólido con una
discontinuidad en su seno ya definido en las Ecuaciones (2.52)-(2.58) y sean las
expresiones del campo de desplazamientos y de deformaciones descritas en (2.50)
y (2.59) y que se vuelven a escribir ahora:

u̇(x, t) = ˙̂u(x, t) + MS Ju̇K(x, t) (3.12)
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ε̇(x, t) = ∇
s ˙̂u(x, t) + MS∇

sJu̇K + δS (n⊗ Ju̇K)
s − (∇ϕ⊗ Ju̇K)

s
(3.13)

habiéndose definido la función salto unitario elemental como

MS(x) = HS − ϕ(x). (3.14)

Def́ınase entonces los espacios funcionales Sη de las funciones solución

Sη = Sη̂ ⊕Sη̃ = {η | η = η̂ + η̃}

siendo

{
η̂ ∈ Sη̂ ⊂ [H1(Ω)]ndim con η̂|Γu = u̇∗

η̃ ∈ Sη̃ = {η̃ = MSα} siendo α ∈ Sα ⊂ [L2(S)]ndim
(3.15)

y los espacios funcionales Vυ de las funciones de peso

Vυ = Vυ̂ ⊕ Vυ̃ = {υ | υ = υ̂ + MS υ̃}

siendo

{
υ̂ ∈ Vυ̂ ⊂ [H1(Ω)]ndim con υ̂|Γu = 0
υ̃ ∈ Vυ̃ ≡ Sη̃

(3.16)

Observación 3.3.1. Como se observa en las expresiones (3.15) y (3.16)
se ha adoptado el mismo espacio de funciones para S y V (a excepción
de la condición de contorno tipo Dirichlet). Se trata por lo tanto de una
formulación simétrica tipo Bulbov-Galerkin (o Galerkin simplemente) [35].

Utilizando los espacios funcionales definidos en (3.15) y (3.16) y partiendo de
la forma fuerte (2.52)-(2.58), se obtiene la siguiente forma variacional o débil:

CAJA 3.3.2. Forma débil del problema de valor de contorno.

DADOS ṫ
∗
: Γσ × [0, T ]→ R3, u̇∗ : Γu × [0, T ]→ R3

ρḃ : Ω× [0, T ]→ R3

ENCONTRAR u ∈ Sη tal que ∀υ ∈ Vυ se cumpla:

∫

Ω

∇
sυ̂ : σ̇ dΩ−

[∫

Ω

υ̂ · ρḃ dΩ +

∫

Γσ

υ̂ · ṫ∗ dΓ
]
= 0 (3.17)

∫

Ω

∇
sυ̃ : σ̇ dΩ−

[∫

Ω

υ̃ · ρḃ dΩ +

∫

Γσ

υ̃ · ṫ∗ dΓ
]
= 0 (3.18)

Observación 3.3.3. El soporte de las funciones υ̃ es Ωϕ (ver Figura 2.8).
Por lo tanto, la expresión (3.18) se puede definir más precisamente como:

∫

Ωϕ

∇
sυ̃ : σ̇ dΩ−

∫

Ωϕ

υ̃ · ρḃ dΩdΓ = 0 (3.19)

donde se considera que ∂Ωϕ ∩ Γσ = {∅}.
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Observación 3.3.4. La equivalencia entre la forma variacional (3.18) o
(3.19) y la forma variacional (2.63) está demostrada en [86] y reproducida
en [80].

3.3.2. Discretización simétrica

Para obtener la forma discretizada del problema definido en (3.17-3.18) def́ınase
los siguientes espacios de funciones finito-dimensionales S h

η ⊂ Sη y V h
υ ⊂ Vυ:

S
h
η =

{
u̇h(x, t) | u̇h(x, t) =

nnodos∑

i=1

Ni(x)ḋi(t) +

nelenr∑

e=1

M
(e)
S (x)Ju̇K(e)(t)

}
(3.20)

V
h
υ =

{
υh(x) | υh(x) =

nnodos∑

i=1

Ni(x)ci +

nelenr∑

e=1

M
(e)
S (x)α(e)

}
(3.21)

donde nelenr es el número de elementos enriquecidos por donde pasa la superficie
de discontinuidad (ver Figura 2.10a), ḋ son los grados de libertad asociados a los

nodos, Ni son las funciones de interpolación estándar, M
(e)
S es la función salto uni-

tario elemental definida en (2.65) que interpola los modos enriquecidos en aquellos
elementos por los que pasa la discontinuidad y Ju̇K(e) son estos modos enriquecidos
que representan los saltos.

Una vez definidos los espacios finito-dimensionales S h
η y V h

υ , la forma discreti-
zada del problema de valor de contorno definido en (3.18-3.17) pasa a ser:2

e=nelem∑

e=1

∫

Ω

∇
sυ̂h : σ̇dΩ−

[∫

Ω

υ̂hρḃdΩ +

∫

Γσ

υ̂h · ṫ∗dΩ
]
= 0 (3.22)

e=nelenr∑

e=1

∫

Ω

∇
sυ̃h : σ̇dΩ = 0 (3.23)

Para obtener la forma matricial del problema discretizado (3.22) y (3.23) se
parte del campo aproximado de los desplazamientos definidos en (3.20) y de su
campo de deformaciones derivado:

u̇h
(e)

(x, t) =

n∑

i=1

N
(e)
i (x)ḋi(t) + M

(e)
S (x)Ju̇K(e)(t) (3.24)

ε̇h
(e)

(x, t) =
n∑

i=1

(∇N
(e)
i ⊗ ḋi)s− (∇ϕ(e)⊗ Ju̇K(e))s+µ

(e)
S

1

h(t)
(n⊗ Ju̇K(e))s (3.25)

2En la Ecuación (3.23) se considera que:
[∫

Ω

υ̃hρḃdΩ +

∫

Γσ

υ̃h · ṫ
∗

dΩ

]
=

∫

Ωϕ

υ̃hρḃdΩ ≈ 0
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Utilizando la notación de Voigt, el campo de deformaciones (3.25) puede expre-
sarse como:

{ε̇}(e) = B(e)ḋ
(e)

+

(
µ
(e)
S

1

h(t)
[n](e) − [∇ϕ](e)

)

︸ ︷︷ ︸
G(e)

Ju̇K(e) = B(e)ḋ+G(e)Ju̇K(e) (3.26)

donde el significado de cada uno de los vectores y matrices ha sido explicado en el
Apartado §2.9. A su vez, la expresión del gradiente simétrico de las funciones de
peso tiene una estructura similar a (3.26)

{∇sυ}(e) = {∇sυ̂}(e) + {∇sυ̃}(e) = B(e)c(e) +G(e)α(e) (3.27)

Llevando (3.26) y (3.27) a la forma discretizada definida por (3.23-3.22) se
obtienen las expresiones de las fuerzas residuales a nivel incremental:

Ṙ
(e)

:=

∫

Ω(e)

B(e)T {σ̇}(e)dΩ− Ḟ
(e)

ext (3.28)

ṙ(e) :=

∫

Ω(e)

G(e)T {σ̇}(e)dΩ (3.29)

donde el vector Ḟ
(e)

ext =
[
Ḟ
T

1 , Ḟ
T

2 , . . . , Ḟ
T

n

]T
es el vector de fuerzas externas incre-

mentales en los nodos del elemento.
En la notación de Voigt, la relación constitutiva tensión-deformación se expresa

como:

{σ̇}(e) = Calg {ε̇}(e) (3.30)

donde Calg es el operador constitutivo tangente cuya expresión algoŕıtmica ha sido
definida, para el modelo de daño isótropo, en (2.13).

Llevando la expresión (3.30), donde se ha utilizado el campo de deformaciones
descrito en (3.25), a las ecuaciones de las fuerzas residuales descritas en (3.28-
3.29), y utilizando las matrices definidas en (2.73), (2.74), (2.82) y (2.83) se obtiene
finalmente la siguiente expresión matricial:

{
Ṙ

(e)

ṙ(e)

}
:=

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]

︸ ︷︷ ︸
K(e)

{
ḋ
(e)

Ju̇K(e)

}
−
{

Ḟ
(e)

0

}
(3.31)

donde en este caso las submatrices de la matriz elemental tangente definida en
(3.31) son:

K
(e)
dd =

∫

Ω(e)

B(e) ·Calg ·B(e) dΩ (3.32)

K
(e)
dJuK =

∫

Ω(e)

B(e) ·Calg ·G(e) dΩ (3.33)

K
(e)
JuKd =

∫

Ω(e)

G(e) ·Calg ·B(e) dΩ (3.34)

K
(e)
JuKJuK =

∫

Ω(e)

G(e) ·Calg G(e) · dΩ (3.35)
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Observación 3.3.5. Como se observa en las Ecuaciones (3.32) a (3.35), la
formulación presentada es simétrica ya que (3.32) y (3.35) son simétricas y
(3.33) y (3.34) son una la transpuesta de la otra.

Si se redefinen unas nuevas matrices B̄ tal que:

B̄
(e)

= [B
(e)
1 ,B

(e)
2 , . . . ,B(e)

n ,G(e)] (3.36)

la matriz elemental K(e) puede escribirse de forma más compacta como:

K(e) =

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]
=

∫

Ω(e)

B̄
(e)T ·Calg · B̄(e)

dΩ (3.37)

De forma análoga, redefiniendo los siguientes vectores:

˙̄R(e) =

[
Ṙ

(e)

ṙ(e)

]
˙̄F
(e)
ext =

[
Ḟ
(e)

ext

0

]
˙̄d(e) =

[
ḋ
(e)

ext

Ju̇K(e)

]
(3.38)

se puede expresar las ecuaciones de las fuerzas residuales a nivel elemental de la
siguiente forma compacta:

˙̄R(e) =

∫

Ω(e)

B̄
(e)T ·Calg · B̄(e) ˙̄d(e) dΩ− ˙̄F

(e)
ext (3.39)

Finalmente, realizando el ensamblaje de las ecuaciones a nivel elemental (2.94)
se obtiene:

A
nelem
e=1

[∫

Ω(e)

B̄
(e)T ·Calg · B̄(e) ˙̄d(e) dΩ− ˙̄F

(e)
ext

]
= 0 (3.40)

lo que lleva a poder definir una matriz de resistencia global K que se define como:

K = A
nelem
e=1

[
K(e)

]
siendo K(e) =

[
K

(e)
dd K

(e)
dJuK

K
(e)
JuKd K

(e)
JuKJuK

]
(3.41)

Observación 3.3.6. Al igual que para la formulación no simétrica, tam-
bién es posible realizar una condensación del problema formulado en (3.31)
definiendo una nueva matriz elemental, anterior al proceso de ensamblaje,
cuya forma es:

K̂
(e)

= K
(e)
dd −K

(e)
dJuKK

(e)−1

JuKJuKK
(e)
JuKd (3.42)

y redefiniendo el vector de fuerzas residuales elementales como:

̂̇
R

(e)

= Ṙ
(e) −K

(e)
dJuKK

(e)−1

JuKJuKṙ (3.43)
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3.4. Algoritmo de integración IMPL-EX.

3.4.1. Descripción

Si se analiza de nuevo el operador algoŕıtmico de la Ecuación (2.13), consistente
con el esquema de integración impĺıcito, que se definió como:

lCalg =





χ(ξ)

ξ
lCe si descarga o carga elástica

χ(ξ)

ξ
lCe − χ(ξ)−Hξ

ξ3
σ̄+ ⊗ σ̄ si carga plástica

(3.44)

se observa que

Para el caso de descarga o carga elástica el operador algoŕıtmico lCalgse man-
tiene definido positivo.

Para el caso de carga plástica lCalg puede ser definido negativo si H < 0, es
decir, si existe ablandamiento por deformación.

Precisamente, y de forma espećıfica para los modelos constitutivos asociados, el
fallo material por localización de deformaciones tiene lugar en presencia de ablan-
damiento por deformación. Ésto hace que los elementos finitos pertenecientes al
dominio fisurado tengan operadores algoŕıtmicos definidos negativos, lo que dete-
riora el número de condición de la matriz estructural global. Una solución a este
problema, que se muestra a continuación, es el algoritmo de integración IMPL-EX
ya presentado en [60].

El algoritmo de integración IMPL-EX consta de dos esquemas de integración
que se realizan de forma simultánea. Estos dos esquemas de integración son [60]:

1. Un esquema impĺıcito estándar (Backward-Euler), que proporciona los valores
impĺıcitos de las variables del modelo a partir de la variable independiente de
las deformaciones. En la Caja 3.4.1 se describe este esquema de integración
impĺıcito para un paso n+1, particularizado para el modelo de daño descrito
en las Ecuaciones (2.2-2.14).



CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD Y ROBUSTEZ DE LAS APROXIMACIONES
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CAJA 3.4.1. Integración impĺıcita en el paso n+1 :

• Variable independiente de entrada 7→ εn+1(∆tn+1)

• Condición de consistencia:





ξ̇n+1 = γn+1 ≥ 0 con ξ|t=0 = ξ0

f (εn+1, ξn+1) = f̄ (εn+1)− ξn+1

γn+1 ≥ 0, f (εn+1, ξn+1) ≤ 0, γn+1f (εn+1, ξn+1) = 0

γn+1 ḟn+1 (εn+1, ξn+1) = 0





⇓
ξn+1 = máx(ξτ , f̄ (εn+1))τ∈[0,tn+1]

• Actualización variables internas:

ξn+1(εn+1) = ξn + γn+1 = ξn +∆ξn+1

χn+1(εn+1) = χn +H∆ξn+1

• Obtención de las tensiones:

σn+1(εn+1) =
χn+1

ξn+1
lCe : εn+1 =

χn+1

ξn+1
σ̄n+1 (3.45)

2. Un esquema expĺıcito, en el cual las variables internas se obtienen a partir
de una aproximación en serie expĺıcita de Taylor. Se considerará, para el
modelo de daño isótropo, la variable interna tipo deformación ξ. Utilizando
el desarrollo en serie de Taylor en un entorno de t se tiene:

ξ(t+∆t) = ξ(t) +

(
∂ξ

∂t

)

t

∆t+ O(∆t2) (3.46)

y truncando en los términos de orden dos se obtienen las variables aproxima-
das, que se distinguirán de las obtenidas impĺıcitamente por una sobretilde:

ξ(t+∆t) ≈ ξ̃(t+∆t) = ξ(t) +

(
∂ξ

∂t

)

t

∆t (3.47)

Discretizando las variables de la Ecuación (3.47) tal como indica el Cuadro
3.1 se definen finalmente las variables extrapoladas como:

ξ̃n+1 = ξn +
∆ξn
∆tn

∆tn+1 (3.48)
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donde se ha considerado que:

∆ξn = ξn − ξn−1; ∆tn = tn − tn−1; ∆tn+1 = tn+1 − tn (3.49)

Cuadro 3.1: Variables discretizadas

Paso de tiempo tn−1 tn tn+1

Variables impĺıcitas ξn−1 ξn ξn+1

Variables expĺıcitas ξ̃n−1 ξ̃n ξ̃n+1

Observación 3.4.2. Como se observa en las Ecuaciones (3.48) y (3.49a),

la variable ξ̃n+1 se ha obtenido expĺıcitamente a partir de la información
contenida en las variables ξn y ξn−1, calculadas mediante el procedimiento
puramente impĺıcito.

La Figura 3.2 muestra en qué consiste esta extrapolación. Como se puede
observar se comete un error al utilizar, en la obtención de las tensiones, las
variables extrapoladas en lugar de las variables obtenidas impĺıcitamente.
Sin embargo, siendo este error dependiente del tiempo, al reducir el paso de
tiempo se reduce también este error.

Implícito
Explícito

tn-1
t

t

nn+1tn

O( t )
2

x, x
~

nn+1x
~

nn+1x

n
x
~

n
x

n-1
x
~

n-1
x

D

Figura 3.2: Extrapolación variable interna tipo deformación.

Observación 3.4.3. Se extrapola la variable interna tipo deformación ξ
dado que es estrictamente creciente, lo que permite evitar las dificultades
de extrapolar la variable interna tipo tensión χ (ver Figura 3.3).

A partir del valor extrapolado de la variable interna tipo deformación ξ̃, la
variable interna tipo tensión, extrapolada para el paso de tiempo n+1, se
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Figura 3.3: Rangos de variación de las variables internas tipo tensión y tipo defor-
mación.

obtiene como:

χ̃n+1 = χn +H
(
ξ̃n+1 − ξn

)

︸ ︷︷ ︸
∆ξ̃n+1

(3.50)

Utilizando la extrapolación definida en (3.48) y (3.50), el proceso de integra-
ción expĺıcito para un paso n+1, particularizado para el modelo de daño de
las Ecuaciones (2.2-2.14), se describe en la Caja 3.4.4:

CAJA 3.4.4. Integración expĺıcita en el paso n+1 :

• Variable independiente de entrada 7→ εn+1(∆tn+1)

• Extrapolación variables internas:

ξ̃n+1(εn+1) = ξn +
∆ξn
∆tn

∆tn+1

χ̃n+1(εn+1) = χn +H
(
ξ̃n+1 − ξn

)

• Obtención de las tensiones:

σ̃n+1(εn+1) =
χ̃n+1

ξ̃n+1

lCe : εn+1 =
χ̃n+1

ξ̃n+1

σ̄n+1 (3.51)

La Figura 3.4 muestra el algoritmo de integración IMPL-EX junto con el estándar
impĺıcito. Como se observa gráficamente, el algoritmo IMPL-EX necesita las varia-
bles internas obtenidas por el algoritmo puramente impĺıcito. Aqúı reside la idea
fundamental de este método: el valor de las tensiones en un paso de tiempo se
obtiene a partir de la extrapolación expĺıcita de las variables internas obtenidas
impĺıcitamente en fases de tiempo anteriores.
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Figura 3.4: Esquemas de integración IMPL-EX y puramente impĺıcito.

3.4.2. Propiedades.

Las tensiones expĺıcitas σ̃ definidas en (3.51) son las que se usan para resolver el
problema variacional definido en el Apartado §3.3, es decir, para calcular la matriz
estructural global que se obtiene a partir de las matrices elementales definidas en
(3.32) a (3.35). El operador constitutivo algoŕıtmico, consistente con el método de
integración IMPL-EX, necesario para definir las matrices (3.32-3.35) se obtiene,
por definición, como:

lCalgn+1 =
∂σ̃n+1(εn+1)

∂εn+1
(3.52)

A partir de ahora, este operador algoŕıtmico para el esquema de integración IMPL-
EX, distinto del obtenido en el esquema puramente impĺıcito, se llamará operador
algoŕıtmico efectivo, y se definirá como:

lCeffn+1 =
∂σ̃n+1(εn+1)

∂εn+1
=
χ̃n+1

ξ̃n+1

lCe (3.53)

pudiéndose afirmar que lCeffn+1 es semidefinido positivo, pues ξ̃n+1 y lCe son defini-
dos positivos y χ̃n+1 es semidefinido positivo.

Observación 3.4.5. En la Ecuación (3.53) se ha tenido en cuenta que ni

ξ̃n+1 ni χ̃n+1 dependen de las deformaciones εn+1 y que por lo tanto las
tensiones σ̃n+1 son lineales en εn+1. Esto hace que el operador algoŕıtmico
efectivo sea además constante durante todo el paso de tiempo n+1.
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Este carácter constante y definido positivo del operador algoŕıtmico efectivo
tiene, dentro de la formulación de elementos finitos E-FEM, los siguientes efectos
en el esquema iterativo de Newton-Raphson que minimiza las ecuaciones no lineales
de las fuerzas residuales definidas en (3.40):

La matriz de resistencia global algoŕıtmica (efectiva) será siempre definida
positiva. Esto permite superar las dificultades numéricas fruto del mal con-
dicionamiento de dicha matriz.

Como la matriz tangente estructural es constante por paso de tiempo y bien
condicionada, el procedimiento de Newton-Raphson convergerá justo en una
iteración por paso de tiempo.

Esta integración del modelo constitutivo en una única iteración puede ser en-
tendida, para el paso de tiempo n+1, como compuesta por (ver Figura 3.5):

Una fase de predicción (iteración 0 )

Al inicio del paso de tiempo n+1 se predicen unas tensiones calculadas con las
deformaciones del paso anterior n pero con las variables internas extrapoladas
para el paso de tiempo n+1.

σ̃0
n+1 =

χ̃n+1

ξ̃n+1

lCe : εn (3.54)

Una fase de corrección lineal (iteración 1 )

En el paso de tiempo n+1 se obtienen las tensiones como una corrección
lineal de la predicción anterior utilizando el operador algoŕıtmico efectivo.

σ̃n+1 =
χ̃n+1

ξ̃n+1

lCe : εn

︸ ︷︷ ︸
predicción

+ lCeffn+1 : ∆εn+1
n︸ ︷︷ ︸

corrección lineal

=
χ̃n+1

ξ̃n+1

lCe : εn+1 (3.55)

Como se ha indicado, el algoritmo de integración IMPL-EX, aplicado en el
contexto de una formulación simétrica de elementos finitos, garantiza que durante
todo el análisis la matriz estructural global será definida positiva y constante para
cada paso de tiempo. Como consecuencia surgen las dos principales propiedades
que este esquema proporciona al análisis del fallo material:

1. Robustez, gracias a la definición positiva de la matriz estructural global.

2. Velocidad, gracias a que la matriz estructural global es constante para cada
paso de tiempo. Esto permite alcanzar la convergencia, en dicho paso de
tiempo, con sólo una iteración.

Frente a las ventajas de robustez y velocidad de cálculo aparece una desventaja:
el esquema de integración IMPL-EX necesita de tamaños de paso mucho más pe-
queños que el esquema puramente impĺıcito para conseguir la misma exactitud en
el análisis, tal como se describe en el próximo apartado.
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Figura 3.5: Fase predicción-corrección en el algoritmo IMPL-EX.

Finalmente, y como última propiedad del esquema de integración IMPL-EX, re-
saltar que el operador constitutivo tangente algoŕıtmico, consistente con el esquema
de integración impĺıcito, se sigue calculando en cada paso de tiempo y que, por lo
tanto, se pueden utilizar sus propiedades espectrales para determinar el instante
del fallo material local y sus direcciones de propagación, tal como se indica en el
Apartado §2.2.

3.4.3. Análisis del error.

La mejora en la robustez y en la velocidad del análisis numérico conseguida me-
diante el esquema de integración IMPL-EX tiene como contrapartida la existencia
de un error respecto a los resultados obtenidos por el método puramente impĺıcito.

A continuación se analiza el error cometido una vez finalizado el paso de tiempo
n+1, cuando se han obtenido dos tensiones: unas impĺıcitas3 σn+1 y otras expĺıcitas
σ̃n+1. En la formulación variacional, que lleva al problema no lineal de minimizar
las fuerzas residuales de la Ecuación (3.31), se introducen las tensiones expĺıcitas
σ̃n+1. Gracias a ello se obtiene una matriz estructural global definida positiva y
constante para cada paso de tiempo que hace converger en una sola iteración. Esto
hace que se cometa un error caracterizado por:

Dentro del doble esquema de integración, sólo se considera la convergencia
para el esquema de integración expĺıcito. Esto hace que se converja en una
única iteración y que se de por convergido un estado tensional impĺıcito cuyas
tensiones finales σn+1 no minimizan las fuerzas residuales de la Ecuación
(3.31)4.

3En realidad no tiene sentido calcular las tensiones impĺıcitas dentro del algoritmo IMPL-EX,
ya que únicamente son necesarias las variables internas del esquema impĺıcito (que se utilizan para
calcular las variables internas expĺıcitas en pasos de tiempo posteriores).

4Es precisamente al no perseguir la convergencia del esquema de integración impĺıcito como se
consigue la robustez y la estabilidad del método de integración.
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Como consecuencia se guardan los valores de unas variables internas impĺıci-
tas, destinados a obtener las variables expĺıcitas en pasos de tiempo posterio-
res, de un estado de tensiones impĺıcito que no anula las fuerzas residuales
derivadas de la forma variacional.

Se da por convergido, en cada punto local de integración, un estado expĺıcito
que está fuera de la superficie de fluencia que se obtendŕıa si se obligara a la
convergencia del esquema de integración impĺıcito. Aśı, al final del paso de
integración n+1, donde se ha partido de un estado tensional inicial σn y cuya
variable independiente de entrada es εn+1, se pueden definir tres superficies
de fluencia (ver Figura 3.6 para un caso bidimensional):

1. La superficie de fluencia definida por las tensiones obtenidas expĺıcita-
mente σ̃n+1.

2. La superficie de fluencia definida por las tensiones obtenidas impĺıcita-
mente σn+1 con una sola iteración.

3. La superficie de fluencia real5.
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Figura 3.6: Error local en el esquema de integración IMPL-EX .

Este error cometido tiene, a su vez, dos caracteŕısticas:

1. Depende del tamaño de paso.

Dado que su origen viene del truncamiento de la aproximación en serie de
Taylor (ver Ecuación (3.47) el error cometido dependerá del tamaño de paso
∆t, e.g. a mayor tamaño de paso mayor error.

5La superficie de fluencia real tampoco se alcanza con el método de integración puramente
impĺıcito ya que este esquema también comete errores.
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2. No se amplifica conforme avanza el proceso de cálculo, como ocurre en los
métodos puramente expĺıcitos.

Esto es debido a que los valores extrapolados se han calculado a partir de los
valores obtenidos impĺıcitamente, con lo que las propiedades de estabilidad
del algoritmo de integración impĺıcito han sido heredadas por el algoritmo de
integración IMPL-EX .

Para analizar el error que comete el algoritmo IMPL-EX se utilizará como ensayo
numérico el llamado DCB test (en inglés Double Cantilever test). Se trata de una
pieza prismática de hormigón con una entalla en uno de sus costados donde como
acción exterior se impone una apertura de la entalla (simétrica respeto de su eje de
simetŕıa horizontal). El esquema del ensayo junto con sus dimensiones y propiedades
materiales se describen en la Figura 3.7.

0.3L
L=0.4 m

Espesor=0.02 m0.3L0.3L

MPa30 =s

GPaE 5.36=

18.0=u

mNGf /50=

5.

.0

Figura 3.7: Descripción geométrica, propiedades del material y discretización del
ensayo DCB.

Primero se analizará la influencia que tiene el tamaño de paso en el error come-
tido. Para el ensayo descrito en la Figura 3.7 se realiza el análisis del agotamiento
total del espécimen primero con el esquema puramente impĺıcito y luego con el
esquema IMPL-EX con distintos tamaños paso de tiempo. El Cuadro 3.2 muestra
los ensayos numéricos realizados: un ensayo con el esquema de integración impĺıci-
to que servirá de referencia (IMP0) y tres ensayos con el esquema de integración
IMPL-EX con tamaños de paso ∆t (EXP1), 2∆t (EXP1) y 4∆t (EXP3).

La Figura 3.8 muestra las curvas fuerza-desplazamiento que se han obtenido
para los distintos tamaños de paso. Como se puede observar, a mayor tamaño de
paso mayor es el error cometido.

Si se determina el error como la relación de la enerǵıa disipada (área bajo la
curva F-δ) por cada uno de los resultados con el algoritmo IMPL-EX, respecto a
la enerǵıa disipada por el esquema impĺıcito, y se compara con el tamaño de paso
se obtiene el gráfico de la Figura 3.9. En este gráfico se observa cómo el error que
se comete al incrementar el tamaño de paso aumenta linealmente.

Aśı mismo, si se mide el error como la diferencia que hay, para un desplazamiento
δ determinado, entre la fuerza que proporciona las aproximaciones IMPL-EX fren-
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Cuadro 3.2: Ensayos numéricos

Ensayo Esquema Tamaño de paso
IMP0 Impĺıcito –
EXP1 IMPL-EX ∆t
EXP2 IMPL-EX 2∆t
EXP3 IMPL-EX 4∆t

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

IMP0
EXP1

EXP2

EXP3

Desplazamiento[mm]

Fuerza [kN]

Figura 3.8: Ensayo DCB: curvas Fuerza-Desplazamiento.
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Figura 3.9: Ensayo DCB: error en la disipación.

te al valor dado por la aproximación impĺıcita, se observa que el error cometido
no se amplifica arbitrariamente conforme avanza el análisis, sino que se mantiene
acotado para cada uno de los tamaños de paso elegidos. Gracias a que el error no
se amplifica ocurre que las distintas curvas de la Figura 3.8 tienen la misma forma,
independientemente del tamaño de paso impuesto.



60 3.5. Esquemas de control de error: tamaño de paso adaptable

Observación 3.4.6. Es de crucial importancia que el error dependa sólo del
tamaño de paso y que no se amplifique conforme avance el análisis numéri-
co. Estas caracteŕısticas del error son las que permiten la usabilidad con
garant́ıas del esquema de integración IMPL-EX en el análisis de estructu-
ras.

3.5. Esquemas de control de error: tamaño de paso

adaptable

En el apartado anterior se ha demostrado que al utilizar el esquema de inte-
gración IMPL-EX se produce un error numérico, por lo que es necesario acotarlo y
controlarlo si se quiere obtener resultados comparables al esquema de integración
puramente impĺıcito.

Dado que este error no se amplifica al realizar el análisis y que depende del
tamaño de paso, una manera de acotar el error seŕıa reducir dicho tamaño de paso,
como se ve en las Figuras 3.8 y 3.9. Sin embargo, esta estrategia para reducir el error
puede no ser la más óptima, ya que utilizar un tamaño de paso muy pequeño para
todo el análisis podŕıa llegar a hacerlo demasiado costoso en tiempos de cálculo. Una
forma alternativa para controlar el error seŕıa definir un tamaño de paso variable
que dependiese de una variación máxima permitida a la evolución de las variables
internas del modelo.

Como se ha indicado en el Apartado 3.4, la base del esquema de integración
IMPL-EX (y la fuente de su error numérico) reside en la extrapolación de la va-
riable interna tipo deformación. Para obtener el tamaño de paso buscado se par-
tirá entonces de la expresión de esta extrapolación, en el paso de tiempo n+1, para
un punto de integración del problema discretizado (ver Caja 3.4.4):

ξ̃n+1 = ξn +
∆ξn
∆tn

∆tn+1 (3.56)

y se definirá ∆ξ̃n+1 como el incremento de la variable ξ en el paso de tiempo n+1,
cuya expresión es:

∆ξ̃n+1 = ξ̃n+1 − ξn =
ξn − ξn−1

∆tn
∆tn+1 (3.57)

Se busca imponer que este incremento de la variable interna ∆ξ̃n+1 sea, en el
paso de tiempo n+1, menor que un porcentaje de su valor inicial ξ0 (ver Ecuación

(2.9)) que se llamará ∆ξ̃MAX . Esta condición se garantizará si el tamaño de paso
∆tn+1 cumple:

ξn − ξn−1
∆tn

∆tn+1 ≤ ∆ξ̃MAX ⇒ ∆tn+1 ≤ ∆tn
∆ξ̃MAX

ξn − ξn−1
(3.58)

Si se analiza la Ecuación (3.58) se puede describir el algoritmo que permitirá ob-
tener el tamaño de cada paso de tiempo, garantizando que la variación máxima de
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la variable interna tipo deformación sea menor a un valor dado.6

CAJA 3.5.1. Obtención automática del tamaño de paso acotando
la variación máxima de las variables internas:

Inicio del análisis.

• Determinación de ∆ξ̃MAX

∆ξ̃MAX =
p

100
ξ0 con ξ0 =

σu√
E

siendo p el parámetro de control del error.

Durante el paso de tiempo n, dentro del esquema iterativo de Newton-
Raphson.

• Cálculo del máximo ∆ξn

(∆ξn)MAX = máx [(∆ξn)
e
i ]

{
∀e (elementos del dominio)
∀i (puntos de integración)

Al final del paso de tiempo n

• Obtención del tamaño de paso n+1 :

∆tn+1 = ∆tn
∆ξ̃MAX

(∆ξn)MAX

Este algoritmo de control del error permite ejercer un análisis más eficaz de la
convergencia del esquema de integración IMPL-EX, al utilizar un número menor
de pasos de tiempo para ajustar la curva de equilibrio, garantizando en cada paso
de tiempo un error casi-constante. Para demostrar la eficacia de este esquema se
ha utilizado el mismo ensayo numérico que en el Apartado §3.4.3, el ensayo DCB
descrito en la Figura 3.7. Se han realizado cinco ensayos numéricos con el esquema
IMPL-EX y un ensayo con el puramente impĺıcito. De los cinco ensayos con el
esquema IMPL-EX, en uno de ellos no se ha impuesto ninguna limitación a la
variación máxima de la variable interna tipo deformación y en los otros cuatro se
han ido imponiendo restricciones a esta variación cada vez más fuertes. El Cuadro
3.3 resume la totalidad de los ensayos realizados.

En la Figura 3.10 se muestran las diferentes curvas fuerza desplazamiento ob-
tenidas para los ensayos enumerados en el Cuadro 3.3. Como se observa, conforme
se impone un valor menor al parámetro de control del error (limitando cada vez
más la variación permitida de la variable interna tipo deformación en cada paso de
tiempo), el error cometido se reduce.

La Figura 3.11 muestra el error cometido por cada una de las aproximaciones
realizadas. Este error mide la diferencia de enerǵıa disipada por cada una de los

6Se elige como valor máximo un porcentaje del valor inicial de la variable tipo deformación
para poder utilizar como control un valor adimensional.
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Cuadro 3.3: Ensayos numéricos

Ensayo Esquema Parámetro de control de error
IMP0 Impĺıcito –
EXP1 IMPL-EX –
EXP2 IMPL-EX 20%
EXP3 IMPL-EX 15%
EXP4 IMPL-EX 10%
EXP5 IMPL-EX 5%
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Figura 3.10: Ensayo DCB: curvas fuerza-desplazamiento.

ensayos numéricos EXP1 a EXP5 respecto al ensayo con el esquema impĺıcito
IMP0. Esta gráfica muestra que la velocidad de convergencia a la solución impĺıcita
no es lineal, dado que se consiguen grandes mejoras en la exactitud cuando se reduce
un valor alto del parámetro de control del error, pero estas mejoras son pequeñas
cuando el valor de dicho parámetro ya es un número pequeño. Esto significa que
para alcanzar errores respecto a la solución impĺıcita muy pequeños, del orden
de una milésima, haŕıa falta limitar mucho la variación máxima permitida de las
variables internas, lo que lleva a unos tamaños de paso en el esquema IMPL-EX
muy pequeños.

3.6. Método de continuación

Los métodos de continuación tienen como función permitir al algoritmo numéri-
co superar los distintos puntos ĺımites de la curva de equilibrio (ver Figura 3.12a).
Los fundamentos de estos métodos pueden ser encontrados en [21]. Una descripción
didáctica junto con la implementación numérica detallada se encuentra en [83].

Sin embargo, los métodos de continuación estándar fallan al ser aplicados al
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esquema de integración IMPL-EX. Esto se debe que los métodos de continuación
estándares basan su lógica en imponer restricciones al tamaño de paso, generalmen-
te no lineal con los desplazamientos. La solución del problema ampliado requiere
de un esquema iterativo de Newton-Raphson, como se esquematiza en la Figura
3.12b, y esta lógica no es aplicable al esquema IMPL-EX dado que se pretende
conservar la linealidad con los desplazamientos (se converge en una iteración). Por
ello ha sido necesario rediseñar un nuevo método de continuación exclusivo, que se
adapte al esquema de integración IMPL-EX.

Observación 3.6.1. Este nuevo método de continuación está diseñado pa-
ra poder pasar los puntos ĺımites de la curva de equilibrio que el control
de fuerzas o el control de desplazamientos no pueden superar. Sin embargo,
tanto el control de fuerzas como el control de desplazamientos pueden ser
utilizados con las mismas limitaciones que presentan en el esquema pura-
mente impĺıcito.

Para poder describir el nuevo método de continuación a continuación se resume
brevemente en qué consisten los métodos estándares. Se partirá de las Ecuaciones
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(3.17)-(3.18), que se considerarán como la expresión no lineal, previa a la discreti-
zación, de la tasa de las fuerzas residuales a minimizar. Si se trabaja con los valores
ya integrados en el tiempo, se puede expresar las fuerzas residuales totales como:

R(u, λ) = Fext(λ)− Fint(u) = 0 (3.59)

donde se ha considerado que las fuerzas internas dependen de los desplazamientos u
y que las fuerzas externas dependen del parámetro λmediante la siguiente expresión

Fext = λF0 (3.60)

siendo F0 un vector constante en el tiempo que contiene la información sobre el
“aspecto” de las fuerzas externas y que se llamará carga de referencia. Utilizando
la Ecuación (3.59), y dentro del esquema iterativo de Newton-Raphson, la siguiente
caja muestra los ingredientes de los métodos de continuación estándares:

CAJA 3.6.2. Ingredientes métodos de continuación:

• Linealización de la ecuación de las fuerzas residualesa.

R(u+ δu, λ+ δλ) = R(u, λ) +
∂R

∂u
δu+

∂R

∂λ
δλ = 0 (3.61)

siendo
∂R

∂u
= K y

∂R

∂λ
= −F0

• Descomposición de los desplazamientos iterativos δu

δu = δua + δub siendo

{
δua = −K−1R(u, λ)

δub = δλK−1F0
(3.62)

con δua equilibrando las fuerzas residuales de la iteración
precedente y δub equilibrando la variación de carga.

• Imposición de una restricción geométrica en el campo (u, λ)

c(u, λ) = 0 (3.63)

aLa expresión obtenida es equivalente a la forma incremental de la Ecuación (3.40).

Gracias a la restricción geométrica, el sistema formado por las Ecuaciones (3.61)
y (3.63) forman un sistema de N+1 ecuaciones con N+1 incógnitas y puede resol-
verse. Es en la definición de la restricción geométrica dada por la Ecuación (3.63)
donde difieren los distintos métodos de continuación, siendo los más comunes [21]-
[83] el de plano normal, el de plano normal actualizado y el esférico7.

7También se puede considerar un método de continuación el control de desplazamiento, cuya
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Sin embargo, para el esquema de integración IMPL-EX ha sido necesario utili-
zar otra restricción geométrica distinta a las estándares. Para describirla hay que
recordar primero que, en el esquema de integración IMPL-EX, se cumple para un
paso de tiempo n+1 lo siguiente (ver Figura 3.5):

1. En la iteración 0, se calculan unas tensiones predictoras a partir de las de-
formaciones del paso anterior n y de las variables internas extrapoladas en el
paso actual n+1 (ver Ecuación (3.54)),

σ̃0
n+1 = σ̃(εn, ξ̃n+1) (3.64)

lo que provoca que la norma del residuo en la iteración 0 del paso de tiempo
n+1 no sea nulo (al contrario de lo que pasa en los métodos puramente
impĺıcitos).

∥∥R0
n+1

∥∥ 6= 0 (3.65)

2. En la iteración 1 se realiza una corrección lineal alcanzándose la convergencia,
dado que se utiliza una matriz estructural global constante para el paso de
tiempo (ver Ecuación (3.55)). Esto tiene como consecuencia que la lógica de
los métodos de continuación basada en predicción-correcciones se ve reducida
a una única predicción-corrección.

Partiendo de las anteriores dos premisas, considérese de nuevo la descomposición
de los incrementos iterativos de los desplazamientos definidos en la Ecuación (3.62).
Como sólo habrá una fase de corrección, se definirá el incremento de desplazamiento
del paso de tiempo n+1 como:

∆u0n+1 = ∆ua|0n+1 +∆ub|0n+1 (3.66)

en el que cada componente se define como:8

∆ua|0n+1 = −K−1R0
n+1 (3.67)

∆ub|0n+1 = ∆λ0n+1K
−1
n+1F0 = ∆λ0n+1u

b|n+1 (3.68)

donde ∆ua|0n+1 equilibra las fuerzas residuales de la iteración 0, ∆ub|0n+1 equilibra
la variación de carga que tiene lugar en el paso de tiempo n+1 y donde se ha
definido un nuevo vector de desplazamientos conjugados de las fuerzas externas
ub|n+1 = K−1n+1F0, que se denominará vector de desplazamientos de referencia.

En este momento, se puede definir la condición geométrica a imponer para el
método de integración IMPL-EX como la siguiente:

En cada paso de tiempo, la proyección del vector campo de desplazamientos
sobre el vector de desplazamientos de referencia será igual a una longitud
dada.

condición geométrica seŕıa ∆un = constante para todos los pasos de tiempo.
8Si se estuviera en el esquema puramente impĺıcito, el residuo en la iteración cero seŕıa nulo y

se cumpliŕıa que ∆ua|0
n+1 = 0, siendo entonces ∆u0

n+1 = ∆ub|0
n+1.
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Esta condición geométrica se expresa matemáticamente como:

∆u0n+1 · n = ∆l siendo n =
ub|n+1

‖ub|n+1‖
(3.69)

que se puede desarrollar utilizando las Ecuaciones (3.66), (3.67) y (3.68), y obtener
finalmente el valor del incremento de carga a imponer en el paso de tiempo n+1 :

∆λ0n+1 = signon+1

∆l
∥∥ub|n+1

∥∥−∆ua|0n+1 · ub|n+1

ub|n+1 · ub|n+1
(3.70)

El signo de la Ecuación (3.70) viene dado por el clásico método de proyectar
el vector de desplazamientos de referencia en el paso de tiempo actual, con los
desplazamientos incrementales del paso de tiempo previo. Matemáticamente, el
signo de la Ecuación (3.70) viene dado por:

signon+1 =
ub|n+1 ·∆un
‖ub|n+1 ·∆un‖

(3.71)

donde ∆un son los desplazamientos incrementales del paso de tiempo n.

3.6.1. Ejemplo de aplicación

El siguiente ejemplo muestra las potencialidades de este método de continuación
para capturar, dentro del esquema de integración IMPL-EX, los puntos ĺımites de
la curva de equilibrio.

Se trata de un ensayo a tracción simple de una pieza prismática cuya geometŕıa
y materiales se describen en la Figura 3.13. En este ensayo se ha elegido una enerǵıa
de fractura particularmente baja para poder mostrar la capacidad del método para
capturar puntos ĺımite.
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Figura 3.13: Esquema y materiales del ensayo de tracción simple.

Los resultados de la Figura 3.14 reproducen las curvas Fuerza-Desplazamiento
del ensayo realizado con el esquema impĺıcito (ĺınea continua) y del ensayo realizado
con el esquema IMPL-EX (ĺınea a trozos). Como se observa, los resultados muestran
como el nuevo método de continuación es capaz de superar el punto cŕıtico situado
en la carga pico del ensayo, si bien presenta ligeras oscilaciones alrededor de la
curva impĺıcita.

Por último, la Figura 3.15 muestra la curva desplazamiento para el mismo ensayo
pero con una enerǵıa de fractura extremadamente baja de Gf = 10 N/m. Este
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ensayo no ha sido posible hacerlo con el esquema de integración puramente impĺıcito
(el análisis falló al llegar el punto ĺımite), mientras que con el esquema IMPL-EX
se obtuvo el resultado mostrado. Una medida de la buena calidad del resultado
expĺıcito es que la medición de la enerǵıa liberada por el material, es decir, del
área bajo la curva Fuerza-Desplazamiento, coincide con la densidad de enerǵıa de
fractura introducida en el modelo de Gf = 10 N/m.
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Figura 3.14: Curvas Fuerza-Desplazamiento del ensayo de tracción simple. Enerǵıa
de fractura Gf = 30 N/m.
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de fractura Gf = 10 N/m.
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3.7. Resumen del caṕıtulo

En este caṕıtulo se ha realizado un análisis de los problemas de estabilidad
que presenta el análisis del fallo material por ablandamiento. Estos problemas de
estabilidad se traducen en algoritmos numéricos poco robustos que pueden llegar
a hacer inviable el análisis, en particular cuando se trata de analizar estructuras
tridimensionales complejas.

Se ha determinado que el origen de la falta de robustez se debe al mal condicio-
namiento de la matriz estructural global del problema, que a su vez es debido a la
existencia de autovalores negativos en las matrices tangentes elementales (mediante
el proceso de ensamblaje). El uso de formulaciones variacionales no simétricas y de
modelos del continuo equipados con ablandamiento impiden asegurar que ese mal
condicionamiento no tendrá lugar.

Para superar estas fuentes de mal condicionamiento se ha propuesto una herra-
mienta numérica que consta de los siguientes cuatro elementos:

1. Una formulación variacional simétrica cinemáticamente consistente.

Esta formulación asegura la simetŕıa de la matriz estructural global, aunque
tiene como contrapartida que sólo garantiza la continuidad de tracciones de
una forma débil o relajada. Para minimizar esta fuente de error hay que
utilizar mallas de elementos finitos lo suficientemente refinadas.

2. Un esquema de integración que garantiza la definición positiva de las matrices
tangentes elementales.

Este esquema de integración, denominado IMPL-EX, está basado en un doble
algoritmo impĺıcito y expĺıcito, de modo que las variables internas del algorit-
mo impĺıcito se almacenan para obtener las extrapolaciones de las variables
internas del algoritmo expĺıcito. Son las tensiones resultantes del algoritmo
expĺıcito las introducidas en la forma variacional de equilibrio, lo que tiene
como consecuencia que la matriz estructural global resultante es constante
por paso de tiempo y definida positiva. Gracias a ello se consigue la con-
vergencia en cada paso de tiempo en una única iteración. Sin embargo, este
incremento de la robustez tiene un coste: el esquema de integración IMPL-EX
comete un error de integración dependiente del tiempo al compararlo con el
esquema puramente impĺıcito.

3. Un esquema de control del error.

El error cometido por el esquema de integración IMPL-EX se caracteriza
por: (a) depende sólo del tamaño del paso de tiempo y (b) no se amplifica
conforme avanza el análisis numérico. Esta doble propiedad es lo que permite
la usabilidad del esquema IMPL-EX en el análisis de estructuras, aunque con
la necesidad de controlar el error. Un esquema eficiente para controlar el error
consiste en aplicar un tamaño de paso variable que garantice que, en ningún
punto de integración del dominio, las variables internas extrapoladas vaŕıen
más de un valor fijado.

4. Un nuevo método de continuación.
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Como el esquema de integración IMPL-EX necesita una única iteración por
paso de tiempo, los esquemas estándares de continuación basados en la lógica
proyección-correcciones quedan inutilizados. Para poder superar los puntos
ĺımite de las curvas de equilibrio se ha propuesto un nuevo método de conti-
nuación cuya idea clave es limitar, a un valor dado, la proyección del vector
incremento de desplazamientos en un paso de tiempo sobre el llamado vector
de desplazamientos conjugado de las fuerzas externas.
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Caṕıtulo 4

EQUIVALENCIA CON LA

APROXIMACIÓN DE

DISCRETO

4.1. Introducción

Las aproximaciones de discreto son una de las opciones más utilizadas para
reproducir el fenómeno de la fractura. Estas aproximaciones utilizan leyes cohesivas
discretas tracción-salto para modelar los fenómenos inelásticos (que tienen lugar
durante el proceso de fisuración). Es en la definición de estas leyes cohesivas en lo
que se diferencian unas aproximaciones discretas de otras.

De forma general, las aproximaciones de discreto se caracterizan por:

Los procesos inelásticos que tienen lugar durante el ablandamiento por defor-
mación se concentran en una superficie material de espesor nulo (superficie
de discontinuidad).

Como consecuencia de estos procesos inelásticos se produce un fenómeno de
decohesión separándose ambas caras de la superficie material.

La resistencia que f́ısicamente existe en el material frente a esa decohesión se
modeliza mediante una ley discreta tracción-salto.

Se disocia el comportamiento del conjunto del material (donde rige una ley
continua tensión-deformación) del comportamiento en el interior de la fisura
(donde se ha activado la ley discreta tracción-salto independiente del modelo
del continuo).

Se compatibilizan los comportamientos dentro y fuera de la fisura imponien-
do la continuidad de tracciones tanto entre el conjunto del material y en
el interior de la fisura, como entre las dos zonas del conjunto del material
separadas por la fisura.

71
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Una breve bibliograf́ıa de la aproximación de discreto podŕıa estar compuesta
por el trabajo original de Needleman [49]; la caracterización de leyes cohesivas
irreversibles discretas hecha por Ortiz et al. [66], basado en el trabajo de Camacho
y Ortiz [12], que presenta una implementación de los llamados elementos finitos
cohesivos (situados en las intercaras de los elementos finitos estándares); el estudio
general realizado por Planas et al. en [69] y el análisis de los problemas que estos
modelos presentan respecto a la continuidad en el tiempo hecha por Papoulia et al.
en [68].

El objetivo de este trabajo no son los modelos cohesivos discretos sino los mo-
delos del continuo. Sin embargo, en el Apartado §2.7 se demostró que, como conse-
cuencia de la regularización del ablandamiento y una vez alcanzado el régimen de
discontinuidad fuerte, el modelo constitutivo del continuo se proyecta, en la superfi-
cie de discontinuidad S, en un modelo discreto tracción-salto (ver también [53, 33])
de la siguiente forma:

tS = σS · n = σS (εS (JuK) , ξS) · n = tS (JuK, ξS) (4.1)

Este modelo discreto proyectado en la superficie de discontinuidad S no se im-
plementa, sino que emerge a partir del modelo continuo de forma suave conforme
se establece el régimen de discontinuidad fuerte. Sin embargo seŕıa posible obtener
las leyes cohesivas discretas, derivadas de los correspondientes modelos continuos,
e implementar estas leyes tracción-salto dentro de un código de elementos finitos.
Conceptualmente, los resultados obtenidos por los modelos del continuo y del dis-
creto debeŕıan coincidir, garantizándose además, por construcción, la continuidad
de las tensiones en el tiempo.

En este apartado se hará una descripción general de las leyes cohesivas tracción
salto en §4.2, para luego obtener la ley cohesiva discreta degenerada del modelo
del continuo de daño isótropo en §4.3. En el Apartado §4.4 se describe la imple-
mentación numérica. Finalmente, en §4.5 se demuestra la equivalencia entre las
aproximaciones continuas y discretas.

4.2. Ley cohesiva tracción-salto general

Para describir las leyes cohesivas tracción-salto se seguirán los trabajos presen-
tados por Ortiz et al. en [66], por Gasser et al. en [29], por Huespe et al. en [33] y
por Oliver et al. en [58]. Estos autores, siguiendo a su vez el método de Coleman y
Noll [44], asumen que la ley cohesiva deriva de una función potencial de la siguiente
manera:

ts =
∂ψ

∂JuK
(4.2)

siendo JuK el salto en los desplazamientos que tiene lugar en la superficie de fisura
S y ψ una función potencial, que representa la densidad de enerǵıa libre por unidad
de área sobre S y que se hará depender de un conjunto de variables internas q y
del propio salto en los desplazamientos JuK en S1:

1En las referencias [66] y [29] se parten de casos más generales donde ψ, la densidad de enerǵıa
libre superficial sobre S, puede depender además de la temperatura θ, de la deformación de la
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ψ = ψ(JuK,q) (4.3)

Además, esta densidad de enerǵıa libre debe cumplir la condición de indiferencia
frente al marco material (en inglés material frame indifference), que establece que
la expresión de la enerǵıa libre cohesiva no dependerá de la traslación o rotación
del sistema de referencia2, y que matemáticamente se establece como:

ψ (JuK,q) = ψ (R·JuK,q) (4.4)

donde la matriz R define un cambio de base ortogonal y donde se ha supuesto que
el conjunto de variables internas q es invariante frente a ese cambio de base.

Finalmente, descomponiendo el salto en los desplazamientos que tiene lugar en la
superficie de discontinuidad S en dos partes, una parte normal a la superficie, JuKn,
y otra parte tangencial a ella, JuKs, como se indica en la Figura 4.1, la expresión
(4.3) pasa a ser:

ψ = ψ (JuKn, JuKs,q) (4.5)
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Figura 4.1: Descomposición del salto en los desplazamientos

Observación 4.2.1. Al englobar, en la Ecuación (4.5) y en la Figura 4.1, la
componente del salto tangencial a la superficie S en una única componente
JuKs, se asume el comportamiento isótropo del modelo discreto en todas las
direcciones tangenciales a S. Si esta hipótesis no se cumpliera, habŕıa que
definir el salto en su forma más general, con lo que la enerǵıa libre pasaŕıa
a depender de:

ψ = ψ (JuKn, JuKs1, JuKs2,q) (4.6)

donde JuKn, JuKs1, y JuKs2 son las componentes de JuK en una base formada
por la normal n y dos vectores normales a n y tangenciales a S.

propia superficie material S para un salto constante y de la normal n a la superficie material S,
significando esta última dependencia que el material no es isótropo sino que tiene una dirección
preferente que coincide con n [29].

2Esta condición se establece obligando a que la ecuación sea invariante frente a un cambio de
base ortogonal, que es aquel cuya matriz de cambio de base R cumple que RT = R−1
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A partir de la expresión de la función potencial ψ dada en la Ecuación (4.5), la
expresión de la ley discreta puede escribirse como:

t =
∂ψ

∂JuKn
n+

∂ψ

∂JuKs
τ (4.7)

siendo τ el vector tangente a la superficie que tiene la misma dirección que la
componente tangencial de los desplazamientos JuKs (ver Figura 4.1).

Buscando una mayor simplicidad en la formulación, se definirá un desplaza-
miento de apertura efectivo:

wef = wef (JuK) (4.8)

donde este valor se obtiene de diferentes formas según sea la formulación utiliza-
da, tal como indican los siguientes ejemplos (donde la expresión máx[a] significa
máximo histórico de la variable a):

Para Camacho y Ortiz en [12] wef = máx[
√

JuK2n + β2JuK2s], donde el paráme-
tro β es el que determina la importancia relativa de los modos de la apertura
de fisura (modo normal o modo de deslizamiento).

Para Gasser et al. en [29] wef = máx[|JuK|]

Para Huespe et al. en [33] wef = máx[
√

JuK ·Qe · JuK], donde lQe es el ten-
sor acústico elástico . Esta formulación corresponde con el modelo de daño
discreto obtenido a partir del modelo de daño continuo.

La definición de este valor permite redefinir la función potencial expresada en la
Ecuación (4.5) de las siguiente forma:

ψ = ψ (wef ,q) (4.9)

lo que implica que la expresión para la ley tracción-salto es:

t =
∂ψ

∂JuKn
n+

∂ψ

∂JuKs
τ =

∂ψ

∂wef
· ∂wef
∂JuKn

n+
∂ψ

∂wef
· ∂wef
∂JuKs

τ (4.10)

Para poder completar el modelo es necesario definir una superficie de daño
f = f(wef , w), que se hará depender de la variable wef , máximo desplazamiento
histórico de apertura efectivo y de w, el valor de apertura efectivo en un instante
dado.

f(wef , w) = w − wef (4.11)

Una vez definida la superficie de daño, es directo establecer las condiciones de
carga-descarga y la condición de consistencia [85] de la siguiente manera:

f < 0 y ẇef = 0 ⇒ (des)carga elástica
f = 0 y ẇef = 0 ⇒ carga neutra
f = 0 y ẇef > 0 ⇒ carga plástica

(4.12)
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donde se ha asumido como variable interna de integración la variable wef , es decir,
el vector de variables internas definido como q pasa a ser q = {wef}.

Observación 4.2.2. Las tres elecciones de la variable interna wef descritas
tienen en común que asumen un comportamiento isótropo del modelo dis-
creto en la superficie S. El formato más general para determinar la variable
interna tiene la forma

wef = máx[
√

JuK2n + β21JuK
2
s1 + β22JuK

2
s2] (4.13)

donde los escalaras β1 y β2 describen el comportamiento diferenciado den-
tro de S. Esta anisotroṕıa se traduce en la forma de la superficie de fallo
resultante definida en (4.11). La Figura 4.2 muestra las diferencias en dicha
superficie de fallo cuando se considera comportamiento isótropo o anisótro-
po.
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b=b =b1 2

b
b

( )a ( )b

Figura 4.2: Superficies de fallo: (a) comportamiento isótropo en S, (b) comporta-
miento anisótropo en S

La elección de ψ y la elección de la superficie de daño f junto con la variable
interna de integración wef definirán la ley discreta tracción-salto que regirá el
ablandamiento en la fisura (basadas en la mecánica del daño). Estas leyes pueden
dividirse, por un lado, en leyes reversibles e irreversibles, y por otro, en leyes con
rigidez inicial infinita y con rigidez inicial no infinita.

Leyes reversibles son aquellas en las que la descarga tiene lugar siguiendo el
mismo camino en el que produjo la carga, siendo las leyes irreversibles aquellas en
las que la descarga sigue un camino distinto a la carga. Por otro lado, leyes con
rigidez inicial infinita son aquellas que en el origen presentan una rama vertical
con una discontinuidad en las pendientes mientras que las leyes con rigidez inicial
no infinita han suavizado ese comportamiento en el origen. Ambos conceptos se
explican gráficamente en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Leyes cohesivas: (a) reversible con rigidez inicial infinita; (b) irrever-
sible con rigidez inicial infinita; (c) reversible con rigidez inicial no infinita; (d)
irreversible con rigidez inicial no infinita. (Tomada de Ortiz et al. en [66])

4.3. Ley cohesiva tracción-salto proyectada del mo-

delo de continuo de daño isótropo

4.3.1. Descripción

En el Apartado §2.7 se obtuvo la ley discreta derivada del modelo de continuo de
daño isótropo. Esta ley discreta vino de la proyección del modelo de continuo en la
superficie de discontinuidad S una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuer-
te. Para obtenerla, además de la regularización de la cinemática y el ablandamiento
del modelo continuo, hubo de redefinir una nueva variable interna discreta:

ᾱ = ĺım
h→0

hξS (4.14)

que se obtuvo de la regularización de su homóloga del continuo ξS y que se mantiene
acotada (ver Ecuación (2.45)).

Una forma de derivar el modelo discreto proyectado, alternativa a la presentada
en §2.7, consiste en asumir, siguiendo el método de Coleman y Noll [44] del apartado
anterior, que la ley cohesiva deriva de una función potencial de la siguiente manera
(ver [53] para un desarrollo completo):

ts =
∂ψ̄

∂JuK
(4.15)

siendo ψ̄ una función potencial que representa la densidad de enerǵıa libre por
unidad de área sobre S y que se ha obtenido como:

ψ̄ = ĺım
h→0

hψ (4.16)
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donde ψ es la enerǵıa libre de Helmholtz definida, para el modelo de daño, en la
Ecuación (2.2).

Observación 4.3.1. La Ecuación (4.16) representa la obtención de la
enerǵıa libre por unidad de superficie ψ̄ mediante la proyección del mo-
delo del continuo en el modelo de discreto, cuando se alcanza el régimen de
discontinuidad fuerte (h → 0). Este proceso, fruto de la regularización del
modelo descrita en el Apartado §2.6, se describe con detalle en el trabajo
presentado por Oliver et al. en [58].

A partir de las Ecuaciones (4.15), (4.16), (2.2) y (4.14) se obtienen los ingre-
dientes del modelo discreto proyectado del modelo de continuo, en este caso el de
daño isótropo, que se describen a continuación:

1. Enerǵıa libre discreta:

ψ̄(JuK, ᾱ) =
1

2

χ(ᾱ)

ᾱ
[JuK · lQe · JuK] (4.17)

donde la variable interna χ es la misma variable tipo-tensión definida para el
modelo continuo en (2.10) y la variable interna ᾱ es la definida en (4.14) la
cual, en función del salto en la superficie de discontinuidad JuK, vale:3

ᾱ = máx
√

JuK · lQe · JuK, (4.18)

y donde aparece el tensor de segundo orden lQe llamado tensor acústico elásti-
co:

lQe = n · lC · n = (λ̂+ µ)n⊗ n+ µ1 (4.19)

siendo λ̂ y µ los parámetros de Lamé.

Llevando la expresión (4.19) a (4.17) se obtiene la enerǵıa libre discreta en
función de las componentes normal y tangencial de los saltos JuK = JuKnn+
JuKsτ ,

ψ̄(JuK, ᾱ) =
1

2

χ(ᾱ)

ᾱ

[
(λ̂+ 2µ)JuK2n + µJuK2s

]
(4.20)

2. Ley cohesiva discreta:

tS =
∂ψ(JuK, ᾱ)

∂JuK
=

χ

ᾱ︸︷︷︸
1−d̄

lQe · JuK (4.21)

donde la variable d̄ = 1 − χ(ᾱ)/ᾱ, con (d̄ ∈ (−∞, 0]), es la variable de daño
discreto (d = −∞ para el material no dañado y d = 0 cuando el daño es com-
pleto). La Ecuación (4.21) puede ser expresada en función de las componentes
normal y tangencial del salto, obteniéndose:

tS =
χ(ᾱ)

ᾱ

[
(λ̂+ 2µ)JuKnn+ µJuKsτ

]
(4.22)

3Se puede interpretar la variable ᾱ como máxima apertura efectiva de fisura durante el proceso

histórico de carga.
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3. Dominio elástico en el espacio de los saltos (ver Figura 4.4b):

EJuK =
{
(JuK, ᾱ) ∈ R

n × R | fJuK (JuK, ᾱ) ≤ 0
}

(4.23)

siendo f : R
n × R → R la función del criterio de fallo que se expresa como:

fJuK(t, ᾱ) = τJuK − ᾱ (4.24)

donde τJuK =
√

JuK · lQe · JuK︸ ︷︷ ︸
Norma de desplazamientos

=

√
(λ̂+ 2µ)JuK2n + µJuK2s

Alternativamente se puede definir el dominio elástico en el espacio de las
tensiones (ver Figura 4.4a):

Et = {(t, χ) ∈ R
n × R | ft (t, χ) ≤ 0} (4.25)

siendo f : R
n × R → R la función del criterio de fallo que se expresa como:

ft(t, χ) = τt − χ (4.26)

donde τt =
√
t · (lQe)−1 · t︸ ︷︷ ︸

norma de tracciones

=
√

1

(λ̂+2µ)
t2n + 1

µ t
2
s

4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

˙̄α = λ con

{
ᾱ(t)|t=td = ᾱd = 0
ᾱ no decreciente

(4.27)

χ̇ = −H̄ ˙̄α con

{
χ(t)|t=td = χd =

σu√
E
> 0

χ(t)|t=∞ = χ∞ = 0
(4.28)

donde H̄ es el módulo de ablandamiento discreto y donde td es el instante de
inicio del régimen inelástico como se indicó en la Figura 2.7.

5. Condiciones de carga-descarga del modelo

En el espacio de los desplazamientos generalizados:

λ ≥ 0; fJuK(JuK, ᾱ) ≤ 0; λfJuK = 0 (4.29)

En el espacio de las tracciones:

λ ≥ 0; ft(t, χ) ≤ 0; λft = 0 (4.30)

6. Condición de consistencia:

En el espacio de los desplazamientos generalizados:

λ ḟJuK(JuK, ᾱ) = 0 (4.31)

En el espacio de las tracciones:

λ ḟt(t, χ) = 0 (4.32)

7. Disipación interna del modelo:

Ḋ =
1

2
(χ ˙̄α− χ̇ᾱ) ≥ 0 (4.33)
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Figura 4.4: Modelo de daño cohesivo discreto. (a) Superficie de daño en el espacio
de las tensiones. (b) Superficie de daño en el espacio de los saltos. (c) Ley de
ablandamiento.

4.3.2. La disipación del modelo discreto. Definición del módu-

lo de ablandamiento discreto.

Es necesario demostrar la objetividad del modelo discreto, es decir, garantizar
que la enerǵıa interna disipada en la superficie de discontinuidad sea la correcta.
Para ello, se busca relacionar la enerǵıa interna de disipación del modelo con la
densidad superficial de enerǵıa de fractura del material, considerada un parámetro,
de la siguiente forma:

WS =

∫

S

(∫ ∞

td

Ḋintdt

)
dS =

∫

S
Gf dS (4.34)

siendoWS la enerǵıa total disipada en la superficie S, Ḋint la disipación interna del
modelo y Gf la densidad superficial de enerǵıa de fractura del material. Utilizando
la ecuación de Clausius-Planck de la disipación interna en función de la enerǵıa
libre (derivada del 2o Principio de la Termodinámica y para el caso de procesos
isotermos [64]), se puede definir Gf como:

Gf =

∫ ∞

td

Ḋintdt

=

∫ ∞

td

(
−ψ̇(JuK, α) + t · Ju̇K

)
dt

=

∫ ∞

td

(
−
(
∂ψ(JuK, α)

∂JuK
Ju̇K +

∂ψ(JuK, α)

∂ᾱ
˙̄α

)
+ t · Ju̇K

)
dt (4.35)

Llevando la expresión obtenida para las tracciones en (4.15) a la Ecuación (4.35)
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se tiene que:

Gf =

∫ ∞

td

(
−t · Ju̇K− ∂ψ(JuK, α)

∂α
α̇+ t · Ju̇K

)
dt =

∫ ∞

td

(
−∂ψ(JuK, α)

∂α
α̇

)
dt

(4.36)

con lo que se obtiene:

Gf =

∫ ∞

td

Ḋint dt =

∫ ∞

td

−Y α̇ dt (4.37)

donde se ha definido:

Y =
∂ψ(JuK, α)

∂α
(4.38)

Finalmente, llevando la Ecuación (4.37) a la expresión de la enerǵıa total disi-
pada dada por la Ecuación (4.34), se puede definir la disipación interna del modelo
discreto como:

Ḋint = −Y α̇ = −∂ψ(JuK, α)

∂α
α̇ = −1

2

∂χ(α)

∂α
α− χ(α)
α2

(JuK · lQe · JuK) α̇ (4.39)

donde, suponiendo que se trata de un proceso de carga monótono creciente y te-
niendo en cuenta (4.18), la variable interna tipo-deformación se define como:

α =
√

JuK · lQ · JuK (4.40)

con lo que la disipación del modelo de daño discreto es:

Ḋint = −
1

2



∂χ(α)

∂α
α̇

︸ ︷︷ ︸
χ̇(α)

α− χ(α) α̇


 =

1

2

(
χ(α) α̇− χ̇(α)α

)
(4.41)

La Ecuación (4.41) es equivalente a expresarla de la forma:

Ḋint =
1

2
˙(χα)− χ̇ α (4.42)

donde el primer punto significa el diferencial de todo el paréntesis.
Llevando la expresión (4.42) a la Ecuación (4.37), al relacionar la disipación con

la densidad de enerǵıa de fractura del material, se obtiene la condición que deben
cumplir las variables internas:

Gf =

∫ ∞

td

Ḋint dt

=

∫ ∞

td

(
1

2
˙(χα)− χ̇ α

)
dt

=

[
1

2
χα

]∞

td︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ ∞

td

χ̇ α dt

= −
∫ ∞

td

χ̇ α dt (4.43)
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La imposición de la Ecuación (4.43), necesaria para asegurar la correcta disipa-
ción de enerǵıa en la superficie de discontinuidad, lleva a la definición uńıvoca del
módulo de ablandamiento discreto H. A partir de las Ecuaciones (4.28) y (4.27),
que definen la variación de las variables internas tipo-deformación y tipo-tensión,
integrando la expresión (4.43) se obtiene en los modelos de daño:

para ablandamiento lineal, donde se cumple que χ̇ = −Hα̇,

H =
1

2

σ2u
Gf E

(4.44)

para ablandamiento exponencial, donde se cumple que χ̇ = −H(α)α̇,

H(α) =
σu

Gf

√
E
χ(α) (4.45)

4.4. Implementación numérica

4.4.1. Problema de valor de contorno y cinemática.

La metodoloǵıa de fisura discreta busca resolver el problema de valor de contorno
de un sólido en cuyo seno se forma una superficie de discontinuidad tal como indica
la Figura 4.5.
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Figura 4.5: Problema de valor de contorno de un sólido con una discontinuidad
embebida.

Se asumirá que los fenómenos disipativos tienen lugar únicamente en la super-
ficie de discontinuidad y, por lo tanto, en la superficie S la disipación la regirá una
ley cohesiva tracción salto mientras que en el resto del dominio el comportamiento
se mantendrá elástico.

La forma fuerte correspondiente al problema de contorno aśı descrito es:
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CAJA 4.4.1. Forma fuerte del problema de valor de contorno.

∇ · σ + ρb = 0 en Ω\S (ecuación de equilibrio) (4.46)

t = σΩ\S · n en S (continuidad interna
de tracciones)

(4.47)

{
u̇ = u∗

σ · ν = t∗
en Γu

en Γσ
(condiciones de contorno) (4.48)

σ+
Ω\S · n = σ−Ω\S · n en Ω\S (continuidad externa

de tracciones)
(4.49)

Utilizando la cinemática descrita en el Apartado §2.8, el desplazamiento se
describe como la suma de una parte regular y una parte mejorada:

u(x, t) = û(x, t) + (HS(x)− ϕ(x)) JuK(x, t) (4.50)

donde û es el campo continuo de desplazamientos, JuK representa los saltos en
el campo de desplazamientos que tiene lugar en S, HS(x) es la función salto de
Heaviside a través de S [HS = 0 para (x) ∈ Ω−, HS = 1 para (x) ∈ Ω+] y
ϕ(x) =

∑
r∈Ω+ Nr(x).

La expresión del campo de deformaciones compatible con (4.50) es:

ε(x, t) = ∇
sû(x, t)− (∇ϕ⊗ JuK)

s

︸ ︷︷ ︸
Parte Acotada

+ δS (n⊗ JuK)
s

︸ ︷︷ ︸
Parte no Acotada

(4.51)

cuya parte continua describe las deformaciones que tienen lugar en el dominio a
ambos lados de la superficie de discontinuidad S (ver Figura 4.5).

εΩ\S(x, t) = ∇
sû(x, t)− (∇ϕ⊗ JuK)

s
(4.52)

Observación 4.4.2. La definición del vector ∇ϕ es un ingrediente funda-
mental de esta aproximación. Se obtiene a partir de un algoritmo de trazado
de fisuras, descrito en el Apéndice C, que permite diferenciar dentro de un
elemento finito atravesado por una fisura aquellos nodos que pertenecen al
dominio Ω+ de los que pertenecen el dominio Ω−. El significado geométrico
de ∇ϕ se describe en la Figura 4.6.

4.4.2. Integración de la ley tracción-salto. Equilibrio interno

de tracciones.

Dado que en el dominio a ambos lados de la discontinuidad el comportamiento
se mantiene elástico, la relación constitutiva en Ω\S es:

σΩ\S(x, t) = lCe : εΩ\S(x, t) = lCe : (∇sû(x, t)− (∇ϕ⊗ JuK)
s
) (4.53)

donde se ha utilizado la expresión del campo de deformaciones en Ω\S definida en
(4.52).
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Figura 4.6: Definición del vector ∇ϕ.

Para imponer de forma local la continuidad interna de tracciones existen dos
posibilidades (ver Figura 4.6):

Imponerla de forma fuerte, que es equivalente a imponer:

tS = σΩ\S · n (4.54)

donde σΩ\S representa la tensión media en el dominio no localizado. Esta
formulación es no simétrica y equivalente a la formulación no simétrica del
modelo del continuo.

Imponerla de forma variacional, que es equivalente a imponer:

t = σΩ\S ·
∇ϕ

‖∇ϕ‖ (4.55)

En este caso se obtendrá una formulación simétrica, tanto a nivel local como
global, pero con el coste de cometer un error en el equilibrio. Este error se
minimiza, como en el caso de la metodoloǵıa de continuo explicada en el
Apartado §3.3, cuando se utilizan mallas de elementos finitos refinadas.

Observación 4.4.3. El equilibrio de tensiones impuesto en la Ecuación
(4.55) de forma variacional responde a la expresión ya utilizada en la Ecua-
ción (3.29) del Caṕıtulo §3.3:

∫

Ωϕ

∇MS · {σ}dΩ =

∫

Ωϕ

(
µS
h(t)

[n]− [∇ϕ]

)
· {σ}dΩ = 0 (4.56)

que para la formulación discreta pasa a ser:

t =
1

Ωϕ

∫

Ωϕ

[∇ϕ] · {σ}dΩ (4.57)

siendo Ωϕ el dominio donde se ha definido la función ϕ (ver Observación
2.8.1).
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Teniendo en cuenta las dos formas de imponer la continuidad de tracciones
descritas, para el análisis que viene a continuación se definirá un nuevo vector
normal ñ que valdrá:

ñ =





n para la formulación no simétrica
∇ϕ

‖∇ϕ‖ para la formulación simétrica
(4.58)

Utilizando la Ecuación (4.58) se impondrá la continuidad interna de tracciones.
Para hacerlo se lleva la Ecuación (4.53) a la expresión dada en (4.47) con lo que se
tiene:

t = σΩ\S · ñ = ( lCe : (∇sû(x, t)− (∇ϕ⊗ JuK)
s
)) · ñ (4.59)

El valor de la tracción en la Ecuación (4.47) o en la Ecuación (4.59) viene dada
por la ley cohesiva derivada del modelo de continuo de daño isótropo, definida en
la Ecuación (4.21) y que se expresa como:

tS =
χ

ᾱ
lQe · JuK (4.60)

donde se ha tomado como variable interna tipo deformación (ver la Ecuación
(4.18)):

ᾱ = máx
√

JuK · lQe · JuK (4.61)

y cuya variable interna tipo tensión se define como:

χ = χ0 e
− χ0
Gf

α
(4.62)

Observación 4.4.4. La formulación de la ley de evolución de la variable
interna tipo tensión definida en la Ecuación (4.62) garantiza que la disipa-
ción del modelo viene dada por el parámetro material densidad superficial
de enerǵıa de fractura Gf .

∫ ∞

0

χ(α)dα =

∫ ∞

0

χ0 e
− χ0
Gf

α
dα = −χ0

Gf
χ0

[
e
− χ0
Gf

α
]∞
0

= Gf (4.63)

Llevando la Ecuación (4.62) a la (4.60) y ésta a la Ecuación (4.59) se obtiene:

χ0 e
− χ0
Gf

α

ᾱ
lQe · JuK = ñ · lCe : ∇

sû− (ñ · lCe ·∇ϕ) · JuK (4.64)

que reorganizando lleva a la siguiente expresión:

(
χ0 e

− χ0
Gf

α

ᾱ
lQe + ñ · lCe ·∇ϕ

)
· JuK = ñ · lCe : ∇

sû (4.65)



CAPÍTULO 4. EQUIVALENCIA CON LA APROXIMACIÓN DE DISCRETO 85

donde α = α(JuK) y por lo tanto la Ecuación (4.65) es una ecuación no lineal en
JuK.

Para calcular los grados de libertad salto JuK hay que resolver un sistema no
lineal de ecuaciones cuyo objetivo es encontrar las ráıces de:

F (JuK) =

(
χ0 e

− χ0
Gf

α

ᾱ
lQe + ñ · lCe ·∇ϕ

)
· JuK− ñ · lCe : ∇

sû = 0 (4.66)

Para simplificar la formulación se define la siguiente matriz:

Θ =

(
χ0 e

− χ0
Gf

α

ᾱ
lQe + ñ · lCe ·∇ϕ

)
(4.67)

donde hay que tener en cuenta que Θ = Θ(α(JuK)) = Θ(JuK). Utilizando la ex-
presión (4.67) se puede reescribir la Ecuación (4.65) de la siguiente forma más
compacta:

F (JuK) = Θ(JuK) · JuK− ñ · lCe : ∇
sû = 0 (4.68)

Observación 4.4.5. Las ecuaciones (4.68) y (4.67) muestran la ventaja que
representa elegir una formulación simétrica. Si se toma como expresión de la
normal ñ la dada por la Ecuación (4.58b) se obtiene que la Ecuación (4.67)
puede ser escrita como:

Θ =

(
χ0 e

− χ0
Gf

α

ᾱ
lQe +

∇ϕ

‖∇ϕ‖ · lCe ·∇ϕ

)
(4.69)

donde para este caso Θ es siempre una matriz definida positiva y simétrica.
Este hecho garantiza que la Ecuación (4.68) está bien puesta y se puede
resolver por Newton-Rapshon.

El esquema para resolver la Ecuación (4.66) o su equivalente la Ecuación (4.68)
se describe en la Caja 4.4.6:
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CAJA 4.4.6. Solución local del la ecuación de continuidad interna
de tracciones.

• Determinación de valores iniciales.

JuK0 = lQe
−1 · (ñ · lCe : ∇

sû)

(ResF )0 = Θ(JuK0) · JuK0 − ñ · lCe : ∇
sû

• Esquema iterativo de minimización de F

Para la iteración i+ 1

∆JuKi+1 = − DF

DJuK
· (ResF )i (4.70)

JuKi+1 = JuKi +∆JuKi+1

(ResF )i+1 = Θ(JuKi+1) · JuKi+1 − ñ · lCe : ∇
sû

• Obtención valor convergido JuKconv que cumple:

F (JuKconv) = Θ(JuKconv) · JuKconv − ñ · lCe : ∇
sû < TOL

siendo 0<TOL<<1 una tolerancia fijada.

La matriz tangente que aparece en la Ecuación (4.70), destinada a obtener el
incremento iterativo del salto que corrige el residuo del sistema no lineal, es:

DF

DJuK
=
∂Θ

∂α

∂α

∂JuK
⊗ JuK +Θ · 1 (4.71)

DF

DJuK
=

[
−χ0
α3
e
− χ0
Gf

α
(
χ0
Gf

α+ 1

)
lQe · ( lQe · JuK)

]
⊗ JuK (4.72)

+
χ0
α
e
− χ0
Gf

α
lQe + ñ · lCe ·∇ϕ

4.4.3. Esquema general de integración.

Una de las consecuencias de trabajar con elementos triangulares de deformación
constante, CST con sus siglas en inglés, es que la continuidad interna de tracciones
se impone de forma fuerte en el único punto de integración del elemento. Esto quiere
decir que, para los elementos CST, el esquema general de integración destinado a
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imponer de forma fuerte la Ecuación (4.47) se ve reducido a:

t =
1

Ω(e)

i=ng∑

i=1

ñ · σΩ\SW i
g =⇒ t = ñ · σΩ\S (4.73)

donde ng y W i
g son el número de los puntos de integración y los pesos asociados a

cada uno de ellos respectivamente.

Gracias a ello es posible obtener los grados de libertad correspondientes al salto
JuK dentro del propio algoritmo que calcula las tensiones en Ω\S. Esto simplifica
enormemente el esquema general de integración del modelo tal como se describe a
continuación.

Esquema impĺıcito de integración

Dentro del esquema de integración puramente impĺıcito, la imposición de la con-
tinuidad de tracciones, el cálculo de los grados de libertad salto JuK y la obtención
de las tensiones σΩ\S se realiza dentro del proceso iterativo propio de los métodos
de análisis no lineal [21].

A continuación, en la Caja 4.4.7 se muestra el proceso de integración de las
tensiones junto con la imposición de la continuidad de tracciones (que se hacen
dentro del mismo algoritmo sólo para el caso del elemento CST). Se ha considerado
que el análisis se encuentra en un elemento e, para una iteración k en un paso de
tiempo n+1 y posterior al inicio de la localización.

CAJA 4.4.7. Esquema general de integración impĺıcita del modelo
discreto.

• Variables de entrada.

(∇sû)kn+1

• Imposición de la continuidad interna de tracciones:

(ver Caja 4.4.6)

Obtención de JuKkn+1

• Cálculo de εΩ\S

(εΩ\S)
k
n+1 = (∇sû)kn+1 −

(
∇ϕe ⊗ JuKkn+1

)s

• Obtención final de σΩ\S

(σΩ\S)
k
n+1 = lCe : (εΩ\S)

k
n+1
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Esquema IMPL-EX de integración

En los métodos discretos también es aplicable el esquema de integración IMPL-
EX descrito en el Apartado §3.4 para los métodos de continuo. La base del esquema
de integración IMPL-EX consiste en imponer el equilibrio utilizando tensiones cal-
culadas con variables internas extrapoladas. Esta extrapolación se realiza utilizando
valores obtenidos impĺıcitamente en pasos de tiempo anteriores.

Siguiendo este principio, el esquema de integración IMPL-EX para los métodos
discretos consistirá en extrapolar la variable interna tipo deformación α, que se
llamará α̃ y que se calculará para un paso de tiempo n+1 como:

α̃n+1 = αn +
αn − αn−1

∆tn
∆tn+1 (4.74)

Teniendo en cuenta que la variable interna α depende exclusivamente de los
grados de libertad saltos JuK (ver Ecuación (4.18)), una forma de implementar el
esquema IMPL-EX alternativa a la definida en la Ecuación (4.74) consistirá en
extrapolar directamente JuK de la siguiente forma:

˜JuKn+1 = JuKn +
JuKn − JuKn−1

∆tn
∆tn+1 (4.75)

Sin embargo, este esquema de integración ha resultado ser más impreciso numéri-
camente que utilizar la extrapolación de α de la Ecuación (4.74) de la siguiente
forma:

a partir del valor de α̃ obtener la matriz Θ̃ como

Θ̃ =


χ0 e

− χ0
Gf

α̃

˜̄α
lQe + ñ · lCe ·∇ϕ


 (4.76)

una vez obtenido Θ̃ calcular los valores de ˜JuK resolviendo el sistema lineal:

F ( ˜JuK) = Θ̃(α̃) · ˜JuK− ñ · lCe : ∇
sû = 0 (4.77)

El esquema de integración IMPL-EX, aplicado a los modelos de discreto de
discontinuidad fuerte, tiene las mismas propiedades que las presentadas para los
modelos de continuo en el Apartado §3.4.2. Por lo tanto, cumple que se alcanza la
convergencia en sólo una única iteración por paso de tiempo. Teniendo en cuenta
este hecho, la Caja 4.4.8 describe el esquema de integración IMPL-EX utilizando
la extrapolación definida en las ecuaciones (4.76) y (4.77).
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CAJA 4.4.8. Esquema general de integración IMPL-EX del modelo
discreto.

• Variables de entrada.

(∇sû)n+1, ∆tn+1

• Imposición de la continuidad interna de tracciones:

(ver Caja 4.4.6)

Obtención de JuKn+1

(será utilizado en pasos de tiempo posteriores)

• Extrapolación de los grados de libertad saltos:

α̃n+1 = αn +
αn − αn−1

∆tn
∆tn+1

Θ̃n+1(α̃n+1) =


χ0 e

− χ0
Gf

α̃n+1

˜̄αn+1
lQe + ñ · lCe ·∇ϕ




˜JuK = Θ̃−1 · (ñ · lCe : ∇
sû)

• Cálculo de εΩ\S

(εΩ\S)n+1 = (∇sû)n+1 −
(
∇ϕe ⊗ ˜JuKn+1

)s

• Obtención final de σΩ\S

(σΩ\S)
k
n+1 = lCe : (εΩ\S)

k
n+1

Observación 4.4.9. La imposición de la continuidad de tracciones descrita
en la Caja 4.4.6 y utilizada en el esquema de integración IMPL-EX descrito
en la Caja 4.4.8 sigue siendo un Newton-Raphson no lineal.



90
4.5. Equivalencia entre modelos: las leyes tracción-salto y los modelos del continuo

proyectados. Ejemplos numéricos

4.5. Equivalencia entre modelos: las leyes tracción-

salto y los modelos del continuo proyectados.

Ejemplos numéricos

La aproximación de continuo de la discontinuidad fuerte, tal como ha sido in-
dicado en el Apartado 4.3, es equivalente a la aproximación de discreto cuando se
utilizan las leyes cohesivas derivadas de los modelos del continuo.

Para comprobar la equivalencia de ambas aproximaciones, en este apartado se
utilizarán:

la aproximación de continuo, con el modelo de continuo de daño isótropo
descrito en las Ecuaciones (2.2-2.14).

la aproximación de discreto, con la ley cohesiva tracción-salto, derivada del
modelo de continuo de daño isótropo, descrita en las Ecuaciones (4.17-4.33).

Se ha elegido el modelo material de daño isótropo por su sencillez y porque se
ajusta bien al comportamiento de materiales cuasi-frágiles.

El ensayo utilizado para demostrar la equivalencia de las aproximaciones ha
sido el descrito en la Figura 4.7(a). Se trata de un ensayo de tracción simple de una
pieza rectangular de dimensiones 10x5 metros anclada en uno de sus extremos y
sometida a un desplazamiento uniforme en otro de sus extremos. Las propiedades
del material, descritas en la propia figura, corresponden a un material cuasifrágil que
podŕıa ser un hormigón. Por último, la Figura 4.7(b) muestra sobre la deformada de
la pieza los contornos del módulo de los desplazamientos, viéndose de forma clara
la formación de la banda de localizaciones debida al ablandamiento del material.

d

d

10 m

5
 m

(a) (b)

Propiedades: =2.7 MPa; E=24000 MPa; =0.3; =100 N/ms nu G

Figura 4.7: Ensayo de tracción simple. (a) Discretización del modelo. (b) Localiza-
ción de deformaciones.

Se han realizado tres ensayos numéricos. En el primero se ha utilizado la aproxi-
mación de discreto en la cual la disipación viene regida por la ley tracción-salto de
daño isótropo. Esta ley se activa en aquellos elementos pertenecientes a la banda de
localización, es decir, en aquellos elementos donde se detecta el inicio de la bifur-
cación. Los siguientes dos ensayos corresponden a la aproximación de continuo de
discontinuidad fuerte. En ambos ensayos se produce una degeneración del modelo



CAPÍTULO 4. EQUIVALENCIA CON LA APROXIMACIÓN DE DISCRETO 91

continuo en un modelo discreto en aquellos elementos que localizan, pero mientras
en uno de los ensayos no se ha permitido la existencia del régimen de discontinui-
dad débil, en el otro se ha modelizado una banda de localización con una anchura
variable desde un valor inicial (h = 0,35 m) en el instante de localización hasta un
valor casi nulo (h = 3,5 · 10−6 m) en el inicio del régimen de discontinuidad fuerte.
Para ninguno de los tres ejemplos se ha permitido la existencia de daño estable no
localizado. Los tres ensayos numéricos se describen en el Cuadro 4.1

Cuadro 4.1: Ensayos realizados

Ensayo Aproximación Daño estable Disc. débil Disc. fuerte
APDIS Discreta No Permitido No Posible Si
APCON1 Continua No Permitido No Permitido Si
APCON2 Continua No Permitido Permitido Si

La Figura 4.8 muestra las curvas de equilibrio Fuerza vs. Desplazamiento obte-
nidas para los tres ensayos. Como se observa, las tres curvas muestran resultados
idénticos cumpliéndose que el trabajo realizado por las fuerzas exteriores es el mis-
mo independientemente de la aproximación utilizada. La igualdad de resultados
para los ensayos APCON1 y APCON2 indican que ha sido correcto imponer el
régimen de discontinuidad fuerte al inicio del daño. Esto indica que se cumpĺıan las
condiciones de discontinuidad fuerte (ver [56] [59]), ya que de otra manera habŕıa
aparecido una recarga localizada hasta su cumplimiento tal como indicó Manzoli
en [46].

P
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Figura 4.8: Respuesta numérica Fuerza aplicada vs. Desplazamiento.

Para asegurar la equivalencia entre ambas aproximaciones continua y discreta,
además del anterior análisis de la respuesta global hay que realizar un análisis
local de las leyes tracción-salto en aquellos elementos pertenecientes a la banda de
localización. Para realizar este análisis se ha tomado como elemento representativo
el marcado como E1 en la Figura 4.9.
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Banda de

Localización

E2

E1

E3

Figura 4.9: Ensayo de tracción simple: elementos de análisis.

La Figura 4.10 muestra las tres leyes tracción-salto obtenidas numéricamente
para los tres ensayos en el elemento E1. Para el caso de las aproximaciones de
continuo, las tracciones se han obtenido como la proyección, en la superficie de
discontinuidad S, del tensor de tensiones sobre la normal a S. Si bien las leyes
discretas para los modelos continuos son idénticas, éstas difieren levemente de las
del ensayo discreto APDIS, aunque esta diferencia es muy pequeña.
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Figura 4.10: Respuesta numérica tracción-salto en el elemento E1.

4.6. Resumen del caṕıtulo

En este caṕıtulo se ha realizado una breve introducción a los modelos cohesivos
discretos destinada a mostrar su equivalencia con los modelos de continuo. Las
aproximaciones discretas usan leyes tracción-salto para reproducir los fenómenos
disipativos que tienen lugar en la superficie de fractura. En el Apartado §4.2 se ha
descrito una formulación general para estas leyes cohesivas utilizando el esquema
propuesto por Coleman y Noll [44]. Esta formulación general se puede particularizar
eligiendo:

Una función potencial de la cual se deriva la ley tracción-salto.
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Las variables internas de integración.

Una función de fallo que regule el dominio elástico.

En el Apartado §4.2 se describe un caso particular de leyes cohesivas: las leyes
cohesivas derivadas de los modelos de continuo de daño isótropo. Este modelo
discreto es, por construcción, equivalente al modelo de continuo de daño isótropo
aplicado en la superficie de discontinuidad cuando se ha alcanzado el régimen de
discontinuidad fuerte.

En el Apartado §4.3 se describe la integración de los modelos cohesivos discretos
cuando se usan elementos triangulares de deformación constante. Gracias a que la
integración se realiza utilizando un único punto de Gauss, la continuidad interna
de tracciones puede imponerse dentro del algoritmo de integración de las tensiones.
Esto permite obtener los grados de libertad saltos de forma local dentro del elemento
sin necesidad de aumentar el tamaño de las matrices de resistencia globales.

Finalmente, en el Apartado §4.4 se muestra la equivalencia de los modelos de
daño isótropo de continuo y de discreto. Para hacerlo se representa el fallo por
ablandamiento de una pieza sometida a un ensayo de tracción simple. En este
ensayo se ve que coinciden para ambas aproximaciones tanto la respuesta global
Fuerza vs. Desplazamiento como la respuesta local Tracción vs. Salto dentro de los
elementos que han localizado.
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Caṕıtulo 5

APLICACIONES A LA

MECÁNICA DE LA

FRACTURA

5.1. Introducción

El uso del esquema de integración IMPL-EX, junto con las herramientas comple-
mentarias descritas en el Caṕıtulo §3, permite realizar análisis numéricos de fenóme-
nos f́ısicos que tradicionalmente se hab́ıan afrontado mediante estudios anaĺıticos.

En este caṕıtulo se analizarán dos fenómenos de gran importancia dentro de la
mecánica de la fractura [8]:

la influencia del efecto tamaño en la resistencia última de una estructura.

el tamaño de la zona de procesamiento de fractura, que es la zona donde
tienen lugar los procesos inelásticos conforme avanza una fisura.

5.2. Análisis del efecto tamaño

5.2.1. Descripción

El efecto tamaño en mecánica de sólidos se puede definir como la influencia del
tamaño caracteŕıstico de una estructura en su resistencia nominal, cuando se com-
paran estructuras con geometŕıas proporcionales o muy similares. Esta resistencia
nominal, que tiene unidades de tensión, se define como la relación que existe entre la
máxima carga resistida por una estructura dividida por una sección representativa
de ella.

El primer intento de explicar el efecto tamaño utilizó una aproximación es-
tad́ıstica basada en la regla de la cadena. Básicamente se pensó que cuanto mayor
fuese el tamaño del espécimen más alta seŕıa la probabilidad de existir un defecto
que hiciese ese espécimen más débil.

95
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En los años 80 apareció una metodoloǵıa alternativa basada en una aproxima-
ción determinista: la ley del efecto tamaño propuesta por Bažant en 1984 basada
en la mecánica de la fractura no lineal [5]:

σN = B σ0

(
1 +

D

D0

)−1/2
+ σR (5.1)

donde las constantes B, D0 (una longitud relacionada con la transición entre com-
portamiento dúctil y frágil) y σR (un parámetro que proporciona un comporta-
miento asintótico no nulo a tracción para grandes espećımenes) tienen que ser
determinadas para cada geometŕıa a analizar.

Bažant sostuvo que el efecto tamaño es un fenómeno que depende de la geo-
metŕıa y del material del espécimen a analizar y que está relacionado con el tamaño
de la zona donde se producen los fenómenos inelásticos, la forma en la que las ten-
siones se redistribuyen conforme la sección se agota y cómo se libera la enerǵıa
almacenada en el material.

El efecto tamaño sólo tiene lugar en aquellos espećımenes cuyo tamaño carac-
teŕıstico es, respecto a la zona donde tienen lugar los fenómenos inelásticos: (a) lo
suficientemente grande para que la zona de procesamiento de fractura no ocupe
toda la sección dando lugar a un comportamiento plástico y (b) lo suficientemen-
te pequeño para que no sea aplicable el comportamiento frágil de mecánica de la
fractura elástica lineal (MFEL) [6] (ver Figura 5.1).
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Figura 5.1: Ley de efecto tamaño para fallos cuasi-frágiles (tomada de Bažant [6]).

Han habido varias mejoras a la ley descrita en (5.1), entre las cuáles se pueden
mencionar (ver [15]):

aquellas basadas en la mecánica de la fractura no lineal, como el modelo de
capa de frontera de Bažant & Li [7] y el modelo de dos parámetros presentado
por Jenq & Shah [37].

aquellas basados en leyes emṕıricas, espećıficas para cada tipo de ensayo,
como la ecuación presentada por Uchida [90] para determinar la resistencia a
flexión.
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la presentada por Carpinteri & Chiaia en [15], donde se proporciona una ley
que engloba los comportamientos micro y macro-estructural.

Las anteriores leyes presentadas tienen dos inconvenientes: (1) no son herra-
mientas generales para analizar todo tipo de geometŕıas e hipótesis de carga y (2)
para una determinada geometŕıa e hipótesis de carga, los resultados únicamente
son válidos para un rango pequeño de tamaños de la geometŕıa.

De forma general, se puede decir que los parámetros que definen las leyes de
efecto tamaño existentes dependen de la geometŕıa del espécimen, del material uti-
lizado y de la longitud caracteŕıstica elegida. Por lo tanto, dado una geometŕıa y
un material, es necesario realizar series de experimentos para poder definir correc-
tamente la ley de efecto tamaño correspondiente.

La mecánica computacional constituye una forma alternativa de afrontar el
efecto tamaño en el análisis de estructuras. Si la herramienta numérica es capaz de
disipar correctamente la enerǵıa de fractura del material, la influencia del efecto
tamaño se captura directamente sin otras consideraciones. Los siguientes dos apar-
tados muestran la capacidad de la metodoloǵıa de continuo de discontinuidad fuerte
para capturar este efecto mediante la simulación numérica del ensayo brasileño y
de un test de arrancamiento.

5.2.2. Ensayo brasileño

Descripción del ensayo

El ensayo brasileño ha sido incluido en la mayoŕıa de los códigos (ASTM, BS,
ISO) para medir la resistencia a tracción de materiales frágiles. En este ensayo se
comprime diametralmente un espécimen ciĺındrico manteniendo el eje de revolución
paralelo a las platabandas que transmiten la compresión. La Figura 5.2 muestra un
esquema del ensayo brasileño junto con sus dimensiones caracteŕısticos.

P

P

B

D

b

Figura 5.2: Descripción geométrica del ensayo brasileño.

El ensayo brasileño proporciona una resistencia a tracción, que se denomi-
nará fst, que se calcula a partir de la carga última Pu de la siguiente forma:

fst =
2Pu
π BD

(5.2)

donde B es el espesor, b es la anchura de las platabandas y D es el diámetro.



98 5.2. Análisis del efecto tamaño

La Ecuación (5.2) representa la resistencia a tracción de un espécimen elástico
lineal hasta la ruptura y considerando que la anchura de la platabanda es nula. Si
se considera el valor de fst un parámetro material, conforme las condiciones del
ensayo se alejen de las anteriores dos hipótesis se obtienen resultados diferentes
del valor caracteŕıstico del material a ensayar. Tal como estableció Rocco et al. en
[76] y [75], el resultado de fst dado por la Ecuación (5.2) decrece monotónicamente
cuando el tamaño del espécimen aumenta y cuando la anchura de las platabandas
disminuye. Este valor decreciente de fst tiende asintóticamente a un valor que es
la resistencia a tracción propiedad del material.

Para describir numéricamente esta variación de fst conforme vaŕıan las carac-
teŕısticas de los espećımenes se reproducirán los resultados experimentales presen-
tados por Rocco et al. en [75]. En esta referencia se han llevado a cabo un total de
110 ensayos experimentales del ensayo brasileño usando mortero y granito, de los
cuales se reproducirán aqúı solamente los últimos. Se han analizado numéricamente
espećımenes de granito ciĺındricos con un espesor de B = 30 mm y diámetros de
D=30 mm, D=60 mm, D=120 mm y D=240 mm. También se ha analizado la
influencia de la anchura de la platabanda, habiéndose utilizado valores para b de
un 4%, 8% y 16% del diámetro de los espećımenes.

El Cuadro 5.1 muestra los valores que caracterizan las propiedades del material
granito tal como se describen en [75] y tal como han sido utilizados en el análisis
numérico:

Cuadro 5.1: Parámetros del material

Parámetro Valor
ft 10,1± 0,2MPa
E 33,9± 0,5 GPa
Gf 167± 5 N/m
w1 19± 2 µm

donde E representa el módulo de Young, Gf la enerǵıa de fractura y w1 la
intersección de la tangente a la ley cohesiva en el origen con el eje horizontal (ver
Figura 5.3).

ft

w1

t

t=t( )

Gf

P Tu

P Tu

Figura 5.3: Ley cohesiva tracción-salto.

La Figura 5.4 muestra los resultados experimentales para el caso en que b/D =
0,16 tal como son descritos en [8], que a su vez han sido tomados del trabajo de
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Rocco [77]. Esta gráfica representa la carga aplicada P vs. la apertura diametral
wd obtenida como el valor medio a ambos lados del espécimen. Los resultados han
sido normalizados utilizando la carga máxima Pmax1 y su correspondiente apertura
diametral wd1.
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Figura 5.4: Resultados experimentales para b/D=16 (tomados de Rocco [77]).

En cada curva de la Figura 5.4 se han indicado tres puntos representativos. El
primero corresponde a un máximo que aparece tras la rama elástica y que coincide
con el inicio de una fisuración diametral vertical. Esta fisuración principal se propa-
ga bruscamente en la rama de ablandamiento posterior hasta alcanzar el segundo
punto que corresponde a un mı́nimo. En este mı́nimo aparecen cuatro fisuras se-
cundarias a ambos lados de las platabandas, que evolucionan hasta llegar al tercer
punto, que corresponde a un segundo punto máximo, donde finalmente prevalece
una de estas fisuras y se forma un mecanismo.

Resultados numéricos

El objetivo del análisis es demostrar la capacidad de la aproximación numérica
para capturar la influencia de (a) el tamaño del espécimen y (b) la anchura de la
platabanda en la resistencia a tracción fst. Para simplificar el análisis, los ensayos
numéricos se ha llevado a cabo permitiendo la aparición de únicamente la fisura
diametral inicial. Esto hace que el análisis sólo tenga sentido hasta alcanzar el
Punto 2 en la curva de equilibrio de la Figura 5.4, que se corresponde con el inicio
de la segunda rama de endurecimiento.

Se ha utilizado un modelo de daño isótropo con ablandamiento exponencial
caracterizado por los parámetros definidos en el Cuadro 5.1.

El Cuadro 5.2 resumen los nueve ensayos numéricos realizados junto con los
valores de la carga última y de fst obtenidos para cada uno de ellos.

Las mallas utilizadas en la discretización por elementos finitos de cada uno de
los ensayos se muestran en la Figura 5.5 mientras que en la Figura 5.6 se describe
la concentración de las bandas de iso-desplazamientos que tiene lugar al final del



100 5.2. Análisis del efecto tamaño

Cuadro 5.2: Resumen de los ensayos numéricos realizados

ENSAYO Diámetro b/D Nodos Carga pico fst
(mm) % (kN) (N/mm2)

1 240 16 7072 115.6 10.22
2 120 16 2423 58.36 10.32
3 120 8 2591 56.83 10.05
4 120 4 1330 56.26 9.95
5 60 16 2163 30.56 10.81
6 60 8 4205 28.95 10.24
7 60 4 2406 28.84 10.2
8 30 16 2618 15.87 11.23
9 30 8 2127 14.72 10.41

proceso de fisuración. En esa figura se observa como únicamente se ha permitido la
aparición de la fisura principal en el plano donde se aplica la carga.

Finalmente, en la Figura 5.7 se dibujan las curvas normalizadas carga aplicada
vs. apertura diametral de fisura para los tres casos de anchura de platabanda:
b/D = 0,16, b/D = 0,08 y b/D = 0,04. Para el caso de b/D = 0,16 los resultados
numéricos se compararan con los resultados experimentales (descritos también en
la Figura 5.4). Para los casos de b/D = 0,08 y b/D = 0,04 no se han conseguido
los resultados experimentales y únicamente se presentan los numéricos.

Fruto de comparar los resultados experimentales y numéricos se puede afirmar:

Se reproduce el efecto observado por Rocco et al. que sostiene que para un
ratio dado de b/D, cuanto mayor sea el tamaño del espécimen más frágil es
su comportamiento.

Los ensayos numéricos reproducen adecuadamente la cáıda de resistencia que
tiene lugar cuando se inicia el proceso de fisuración diametral. En la Figura
5.7 se han marcado las cáıdas de resistencia tanto en los resultados numéricos
como en los experimentales (tomadas de la Figura 5.4).
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Ensayo 8: D=30mm; b/D=0.16Ensayo 2: D=120mm; b/D=0.16 Ensayo 5: D=60mm; b/D=0.16

Ensayo 9: D=30mm; b/D=0.08Ensayo 3: D=120mm; b/D=0.08 Ensayo 6: D=60mm; b/D=0.08

Ensayo 1: D=240mm; b/D=0.16 Ensayo 4: D=120mm; b/D=0.04 Ensayo 7: D=60mm; b/D=0.04

Figura 5.5: Discretización por elementos finitos (no están a escala).
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Ensayo 1: D=240mm; b/D=0.16

Ensayo 2: D=120mm; b/D=0.16

Ensayo 3: D=120mm; b/D=0.08

Ensayo 4: D=120mm; b/D=0.04

Ensayo 5: D=60mm; b/D=0.16

Ensayo 6: D=60mm; b/D=0.08

Ensayo 7: D=60mm; b/D=0.04

Ensayo 8: D=30mm; b/D=0.16

Ensayo 9: D=30mm; b/D=0.08

Figura 5.6: Concentración de las bandas de iso-desplazamientos.
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Figura 5.7: Resultados numéricos normalizados.
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Análisis del efecto tamaño

La Figuras 5.8 y 5.9 muestran cómo los resultados numéricos han sido capaces
de capturar la influencia del tamaño del espécimen y de la anchura de la platabanda
en la obtención del parámetro fst.

Las gráficas de la Figura 5.8 muestran, para un tamaño de diámetro fijo, la
influencia de la anchura de la platabanda mientras que las gráficas de la Figura
5.9 muestran, para una relación b/D fija, la influencia del diámetro del espécimen.
En todos los gráficos se comparan los resultados numéricos con los experimentales
proporcionados por Rocco et al. [75].

El buen ajuste de los resultados numéricos a los experimentales, mostrado en las
figuras 5.7, 5.8 y 5.9, justifica el uso de una herramienta numérica como la metodo-
loǵıa de continuo de discontinuidades fuertes para obtener la capacidad resistente
de una estructura, teniendo en consideración la influencia del efecto tamaño.
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Figura 5.8: Influencia del tamaño del espécimen.

5.2.3. Ensayo de arrancamiento

Descripción del ensayo

Como segundo ejemplo para justificar que la MCDF es una herramienta numéri-
ca capaz de capturar el efecto tamaño en sus análisis, se han reproducido los ensayos
experimentales realizados por Eligehausen et al. [26] y por Eligehausen & Ozbolt
[27]. Se trata de diversas pruebas de arrancamiento de anclajes de acero embebidos
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Figura 5.9: Influencia de la anchura de la platabanda.

en macizos de hormigón. El esquema de estos ensayos experimentales se describen
en la Figura 5.10.
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Figura 5.10: Geometŕıa del ensayo de arrancamiento (tomado de Eligehausen &
Ozbolt [27]).

Los estudios realizados en las referencias [26] y [27] se han centrado en determi-
nar la influencia de diversos parámetros en la resistencia nominal de los espećımenes,



106 5.2. Análisis del efecto tamaño

que para este ensayo se calcula como:

σN =
Pu
h2e π

(5.3)

donde Pu es la carga última resistida. Los parámetros analizados han sido la pro-
fundidad del anclaje he, el tamaño de la cabeza de compresión dh, la resistencia
última a tracción del hormigón σ+u y la enerǵıa de fractura del mismo Gf .

A continuación se reproducen numéricamente los ensayos caracterizados en el
Cuadro 5.3 y con las propiedades mecánicas descritas en el Cuadro 5.4.

Cuadro 5.3: Resumen de los ensayos numéricos realizados

ENSAYO he dh d0 a Número de nodos
(mm) (mm) (mm) (mm)

1 50 12,7 8,0 0 1457
2 150 32,9 24,0 0 3626
3 450 88,5 72,0 0 3835

Cuadro 5.4: Propiedades mecánicas

σ+u σ−u E ν Gf
(MPa) (MPa) (GPa) (N/m)
2,9 26,0 29,0 0,2 150

Se trata de tres ensayos en los que se han elegido unos valores de he de 50,
150 y 450 mm para poder estudiar la influencia del parámetro he en la resistencia
nominal de los espećımenes. Los tres ensayos se han llevado a cabo imponiendo, tal
como indican las referencias [26] y [27], un desplazamiento creciente en los anclajes
hasta alcanzar el agotamiento debido a la formación de un cono de arrancamiento
en la matriz de hormigón. Sin embargo, los análisis numéricos presentados difieren
de los experimentales en cuatro puntos:

1. a diferencia de lo indicado en la Figura 5.10, para sujetar la fuerza de arran-
camiento se ha impuesto un desplazamiento nulo en una circunferencia que
recorre los apoyos descritos en el ensayo experimental (ver Figura 5.12).

2. en el ensayo numérico no se ha considerado la existencia de una armadura de
piel en la superficie superior del macizo de hormigón (descrita en [27]).

3. en el ensayo numérico se ha considerado que sólo hay contacto acero-hormigón
en la superficie superior de la cabeza de compresión, suponiendo que en el
resto del anclaje no están en contacto (ver el esquema en la Figura 5.11).

4. en el ensayo numérico se ha utilizado el modelo solo-tracción descrito en el
Apartado §2.3, con lo que no se considera que la disipación pueda deberse a
un fallo por compresión.
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Figura 5.11: Descripción de la unión anclaje-matriz.

En la Figura 5.12 se describen las discretizaciones de elementos finitos utilizadas
y sobre ellas una ĺınea que marca los nodos donde se han coaccionado los despla-
zamientos verticales. A su vez, en la Figura 5.13 se presentan los cortes verticales
de los modelos discretizados, donde se pueden apreciar cómo el anclaje de acero
está embebido en la matriz de hormigón.

Lineas de nodos
con desplazamientos
coaccionados

h 450 mm=

h 150 mm=

h 50 mm=

Figura 5.12: Descripción de los ensayos numéricos (no están a escala): mallas de
elementos finitos y nodos con los desplazamientos coaccionados.

Resultados numéricos

Al aplicar un desplazamiento creciente al anclaje de acero se produce el ago-
tamiento final del ensayo cuando se forma un cono de arrancamiento. Las cargas
últimas obtenidas para cada uno de los ensayos junto con su resistencia nominal
se resumen en el Cuadro 5.5 para los resultados experimentales y en el Cuadro 5.6
para los resultados numéricos.

En las Figuras 5.14, 5.15 y 5.16 se dibujan las curvas carga vs. desplazamiento
de los tres ensayos numéricos. La carga corresponde a la carga total resistida y el
desplazamiento representa el desplazamiento vertical de la cabeza de compresión.
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h 450 mm= h 150 mm=

h 50 mm=

Figura 5.13: Descripción de los ensayos numéricos (no están a escala): cortes verti-
cales de los modelos.

Cuadro 5.5: Resumen de los ensayos experimentales

ENSAYO he Pu σN
(mm) kN N/mm2

1 50 33,3 4,24
2 150 155,6 2,20
3 450 1005,6 1,58

Cuadro 5.6: Resumen de los ensayos numéricos

ENSAYO he Pu σN
(mm) kN N/mm2

1 50 29,92 3,93
2 150 198,84 2,81
3 450 1429,88 2,25

Como se puede comprobar, el análisis numérico proporciona un comportamiento
mucho más dúctil que los resultados experimentales. Tres posibles causas de esta
disparidad son:

1. Los ensayos numéricos no reproducen exactamente los ensayos experimenta-
les, dado que las condiciones de contorno y la adherencia acero-hormigón han
sido representadas de forma diferente.

2. El ensayo numérico no captura el fallo por compresión, dado que se ha utili-
zado un modelo de daño solo-tracción.

3. La superficie de fallo no reproduce exactamente el fallo experimental, debido
a que el modelo numérico obliga a que esta superficie sea normal a la cara
superior del macizo de hormigón cuando experimentalmente se ve que no es
aśı (ver Figuras 5.17, 5.18 y 5.19).
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Figura 5.14: Curvas Fuerza vs. Desplazamiento para he = 50mm.
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Figura 5.15: Curvas Fuerza vs. Desplazamiento para he = 150mm.

Finalmente, las Figuras 5.17, 5.18 y 5.19 describen, para cada ensayo, el cono
de arrancamiento que tiene lugar y una imagen de la deformada cuando ha tenido
lugar el agotamiento.
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Figura 5.16: Curvas Fuerza vs. Desplazamiento para he = 450mm.

Figura 5.17: Cono de arrancamiento y deformada para he = 50mm.
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Figura 5.18: Cono de arrancamiento y deformada para he = 150mm.

Figura 5.19: Cono de arrancamiento y deformada para he = 450mm.
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Análisis del efecto tamaño

La tensión nominal obtenida en los ensayos numéricos se resume en la Figura
5.20 junto con los resultados experimentales proporcionados por [27]. En esta gráfica
se ha dibujado la resistencia nominal σN frente a la profundidad del anclaje he.
La tensión nominal ha sido normalizada para un cubo de hormigón de resistencia
a compresión de σ−u = 33MPa, tal como se indica en [27].

Se ha dibujado una ĺınea que une los centros de gravedad de los resultados expe-
rimentales para cada valor de he y otra ĺınea que une los tres resultados numéricos.
Ambas ĺıneas coinciden de forma aproximada. La causa de esta diferencia en los
resultados numéricos y experimentales puede residir en las diferencias indicadas
anteriormente entre los análisis experimental y numérico, con lo que no se estaŕıan
comparando ensayos completamente equivalentes.

También se han dibujado en la Figura 5.20 las predicciones basadas en leyes
anaĺıticas: la predicción dada por la ACI (Instituto Americano del Hormigón, con
sus siglas en inglés) que no presupone la existencia del efecto tamaño y la predicción
basada en la MFEL (Mecánica de la Fractura Elástica Lineal). Esta última ley
considera un efecto tamaño demasiado acusado, resultando ser las predicciones
numéricas la mejor herramienta para capturar dicho efecto.
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Figura 5.20: Influencia del tamaño del espécimen en la resistencia nominal.

5.3. Reproducción de la zona de procesamiento de

fractura

Dada una fisura que progresa, la zona de procesamiento de fractura (ZPF) ha
sido definida por Bažant & Planas [8] como “aquella zona no lineal caracterizada
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por un ablandamiento progresivo, en la cual las tensiones decrecen al incrementarse
la deformación”. Esta zona está limitada en un extremo por el material que ya ha
agotado su capacidad resistente y en el otro por el material que bien está en el
régimen elástico o bien tiene un comportamiento de endurecimiento o de plasticidad
perfecta [8].

El primer intento para medir la longitud de la zona de procesamiento de frac-
tura lZPF se debe a Irwin [36] [8] que, considerando plasticidad perfecta como
modelo disipatorio y utilizando la mecánica de la fractura elástica lineal, propuso
la siguiente expresión:

lZPF =
1

π

(
KI

σy

)2

(5.4)

donde KI es el factor de intensidad de tensiones y σy es la tensión de fluencia.
Posteriormente Bažant & Planas [8], utilizando leyes de ablandamiento expo-

nencial para determinar la zona donde se produce los fenómenos inelásticos, pro-
pusieron la siguiente fórmula para materiales cuasi-frágiles:

lZPF = η
E Gf
f2t

(5.5)

donde ft es la resistencia a tracción del material y η es un parámetro adimensional
que los autores proponen sea entre 2 y 5.

En este apartado se propone una forma alternativa para determinar la longitud
de la zona de procesamiento de fractura lZPF realizando ensayos numéricos con
la metodoloǵıa de continuo de discontinuidad fuerte. La aproximación de continuo
descrita en el Caṕıtulo §2 distingue dos zonas donde tienen lugar los fenómenos
disipativos:

1. zona de daño no localizado, donde se ha abandonado el régimen elástico pero
no se cumple la condición de localización descrita en la Ecuación (2.1).

2. zona de daño localizado, donde se cumple la condición de localización y se ha
aplicado la regularización del ablandamiento y la cinemática descritos en el
Apartado §2.6.

Se ha considerado como longitud de la zona de procesamiento de fractura la que
abarca las dos zonas anteriores: la zona de daño no localizado y la zona de daño
localizado.

Para obtener el valor de lZPF se ha utilizado el ensayo numérico descrito en los
apartados §3.4.3 y §3.5 (ver Figura 5.21), pero utilizando en este caso tres enerǵıas
de fractura distintas de Gf = 25 N/m, Gf = 50 N/m y Gf = 75 N/m para poder
estudiar la influencia de este parámetro.

Para cada una de las tres enerǵıas de fractura se ha reproducido numéricamente
el agotamiento de la pieza descrita en la Figura 5.21. En un punto intermedio del
ensayo numérico se ha medido la longitud de la zona de procesamiento de fractura
como la distancia que hay, siguiendo la fisura, entre el punto material que ha iniciado
el daño y el punto material que ya ha agotado toda su capacidad resistente (ver
Figura 5.22).
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Figura 5.21: Descripción geométrica, propiedades del material y discretización del
ensayo DCB.
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Figura 5.22: Determinación de la longitud de la zona de procesamiento de fractura
para el ensayo DCB en un estado intermedio de carga.

Siguiendo el esquema marcado por la Figura 5.22, las siguientes Figuras 5.23,
5.24 y 5.25 muestran, para cada una de las enerǵıas de fractura y en un estado
intermedio del ensayo numérico, el perfil de la componente vertical de las tensiones
σyy y sobre él la longitud de la zona de procesamiento de fractura correspondiente.
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Figura 5.23: Determinación de lZPF para una enerǵıa de fractura de Gf = 25 N/m.

a

b

c

Inicio daño

Inicio agotamiento

Inicio localización

-4000

-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000

4000

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Fisura Cohesiva

Daño
Continuo

Zona

Relajada

Zona Proceso

Fractura

z

syy

δ

z

syy

abc

[Pa]

[m]

Figura 5.24: Determinación de lZPF para una enerǵıa de fractura de Gf = 50 N/m.
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Figura 5.25: Determinación de lZPF para una enerǵıa de fractura de Gf = 75 N/m.

Los resultados obtenidos se resumen en el Cuadro 5.7:

Cuadro 5.7: Valores de lZPF

Gf lZPF
[N/m] [m]
25 0.077
50 0.110
75 0.133

Para poder determinar si los resultados obtenidos de lZPF dependen o no del
tipo ensayo realizado, se comparan a continuación estos resultados con los presen-
tados por Huespe et al. en [33]. En esta referencia se utilizó para el análisis una
viga entallada, bi-apoyada y con una carga puntual en el punto medio (ensayo que
se llamará viga de tres puntos) cuyas dimensiones geométricas son comparables
al ensayo DCB aunque sus propiedades materiales difieren (módulo de Young de
E = 35 GPa y resistencia a tracción de ft = 3,0MPa para el ensayo DCB frente
a módulo de Young de E = 20GPa y resistencia a tracción de ft = 2,4MPa para
la viga de tres puntos).

En la Figura 5.26 se comparan los resultados obtenidos para el ensayo DCB y
los de la referencia [33] para la viga de tres puntos. Para caracterizar el material
de cada uno de los ensayos se ha utilizado el valor de la longitud caracteŕıstica lch
que se define como:

lch =
EGf
σ2u

(5.6)

Si se analizan los resultados obtenidos en la Figura 5.26 se observa que las longi-
tudes de la zona de procesamiento de fractura obtenidas numéricamente para ambos
ensayos coinciden. Esta similitud en los resultados es debida a que ambos ensayos
tienen dimensiones geométricas similares y que en ambos casos era predominante
el modo I de fisuración.



CAPÍTULO 5. APLICACIONES A LA MECÁNICA DE LA FRACTURA 117
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Figura 5.26: Longitud de la zona de procesamiento de fractura vs. longitud carac-
teŕıstica del material.

5.4. Resumen del caṕıtulo

En este caṕıtulo se ha mostrado la capacidad de la herramienta numérica pro-
puesta para reproducir dos fenómenos clave en la mecánica de la fractura: la captura
del efecto tamaño y la medición de la zona de procesamiento de fractura.

La captura del efecto tamaño se ha descrito mediante dos grupos de ensayos
numéricos: el ensayo brasileño y el ensayo de arrancamiento. En ambos ensayos se
reproduce el fenómeno de forma correcta, aunque en el ensayo de arrancamiento
los resultados experimentales difieren de los numéricos. Esta diferencia se debe a
que el ensayo numérico reproducido no corresponde exactamente con el ensayo de
arrancamiento experimental presentado en [26] y [27] .

La medición de la zona de procesamiento de fractura se ha realizado utilizando
el ensayo DCB para distintos valores de la densidad superficial de enerǵıa. Los
resultados obtenidos muestran una correlación muy buena con los presentados en
[33] para la vida de tres puntos.
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Caṕıtulo 6

APLICACIONES AL

ESTUDIO DEL FALLO

MATERIAL

En este caṕıtulo se presenta una serie de aplicaciones numéricas al estudio del
fallo material en diversas estructuras utilizando la metodoloǵıa de continuo de dis-
continuidades fuertes. En todos los casos que se exponen a continuación se ha
utilizado la formulación simétrica del elemento finito con discontinuidades embe-
bidas y el esquema de integración IMPL-EX, tal como han sido explicados en los
Apartados §3.3 y §3.4.

Los ensayos numéricos incluidos en este caṕıtulo se han agrupado en tres grupos:

1. Reproducción de ensayos experimentales. Donde se ha buscado reproducir los
ensayos clásicos existentes en la literatura. Estos ensayos han sido utilizados
históricamente para caracterizar las metodoloǵıas numéricas que reproducen
el fenómeno de la fractura en modo I de materiales frágiles, y por lo tanto
son presentados en primer lugar.

2. Análisis de estabilidad de taludes. Al incluir estos análisis se busca mostrar
la capacidad de la metodoloǵıa presentada para analizar problemas con un
modo de fallo de superficies de deslizamiento. Sin embargo, hay que señalar
que factores como la existencia de suelos semisaturados, el posible carácter
anisótropo del material y comportamientos constitutivos propios de los suelos
no han sido considerados, reduciéndose el análisis a demostrar la capacidad
de la metodoloǵıa numérica para capturar la localización de deformaciones.

3. Análisis de la seguridad frente al colapso de presas. Finalmente, se presentan
un conjunto de análisis tridimensionales de distintas presas de hormigón. Se
ha considerado que las presas de hormigón constituyen uno de los análisis
estructurales más complejos de analizar teniendo como limitación el utilizar
un material homogéneo.

119
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6.1. Reproducción de ensayos experimentales

6.1.1. Análisis del ensayo de tracción pura

Descripción del ensayo experimental

Este ensayo ha sido tomado de una serie de ensayos de tracción simple con
hormigones presentada por Barragán en la Referencia [2]. De los ensayos realizados
por el autor, se ha elegido aquel cuyo material es hormigón simple.

El ensayo que se presenta consiste en un test uniaxial a tracción pura de mues-
tras ciĺındricas con una entalla circunferencial en su altura media. El espécimen
tiene un diámetro y una altura de 150 mm, siendo la profundidad de las entallas de
10 mm. Las dimensiones y el esquema de aplicación de la carga se describen en la
Figura 6.1. Como se observa en dicha figura, no se ha coaccionado el libre giro del
espécimen, con lo que la superficie superior no se mantendrá paralela a la inferior
conforme avance el proceso de aplicación de la carga.

F

150 mm

150 mm

10 mm

4 mm

Figura 6.1: Ensayo de tracción pura. Esquema del ensayo.

Las propiedades mecánicas del material se resumen en el Cuadro 6.1 y han sido
tomadas de [2], a excepción de la enerǵıa de fractura que se ha supuesto igual a
100 N/m.

Cuadro 6.1: Propiedades materiales.

σu E ν Gf
[MPa] [GPa] [N/m]
1,79 30,5 0,2 100

Descripción del ensayo numérico

Para reproducir numéricamente el ensayo se ha discretizado el modelo tal como
lo describe la Figura 6.2. Dado que el giro está permitido en el extremo donde se
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aplica la carga, la apertura de la entalla será distinta según el punto en el que se
mida. Por ello se ha calculado dicha apertura como la media en tres puntos de la
entalla equidistantes entre śı (ver Figura 6.2c).

di

d1

d2

d3
Extensómetros

(a)

(b)

(c)

Figura 6.2: Ensayo de tracción pura. Modelo discretizado por elementos finitos: (a)
alzado, (b) detalle de entalla, (c) planta y distribución de extensómetros.

Se ha utilizado un modelo material de daño isótropo sólo tracción y como méto-
do de continuación se ha controlado la apertura de fisura. El Cuadro 6.2 resume las
caracteŕısticas principales del ensayo numérico, donde los puntos de integración1

son los utilizados al integrar la parte regular de las deformaciones o tensiones.

Cuadro 6.2: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Integración material
2067 8543 Tetraedro 1 Daño Isótropo

solo tracción

1En lo que resta de caṕıtulo, cuando se caracterice el tipo de elemento finito por el número de
puntos de integración que poseen, se referirá exclusivamente a los puntos de integración regulares o
estándares. Los puntos de integración singulares, aquellos que se añaden para obtener las tensiones
y deformaciones en la superficie de discontinuidad y poder aśı imponer la continuidad de tracciones
dentro del elemento, no han sido considerados.
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Descripción de los resultados numéricos

Conforme avanza el proceso de aplicación de la carga, la localización de de-
formaciones tiene lugar en la sección central donde se ha situado la entalla. Esta
superficie de discontinuidad aparece de forma natural en la aproximación numérica,
habiéndose utilizado para capturar la superficie de fractura el método descrito en
[80] y [63] y resumido en el Apéndice C2. En la Figura 6.3 se muestra la superficie
de fractura generada, una imagen del espécimen deformado y un corte longitudi-
nal donde se han dibujado las ĺıneas de iso-desplazamientos al final del proceso de
carga.

Superficie
de fractura

( )a ( )b ( )c

Figura 6.3: Ensayo de tracción pura. (a) Superficie de fractura, (b) Deformada, (c)
Ĺıneas de iso-desplazamientos en corte longitudinal.

La Figura 6.4 muestra la evolución de la resistencia nominal vs. la apertura
media de la entalla. La apertura media se ha obtenido como la media aritmética
de las aperturas medidas por los tres extensómetros (descritos en la Figura 6.2c) y
la resistencia nominal se ha obtenido como:

σn =
4Pu
πD2

(6.1)

donde Pu es la carga última y D es el diámetro de la sección entallada y que
es de 130 mm. Junto a los resultados numéricos se dibuja la envolvente de los
resultados experimentales descritos en [2]. Como se puede observar, los resultados
experimentales muestran una gran dispersión en la rama pre-cŕıtica (antes de llegar
a la carga pico) y los resultados numéricos se ajustan en esta fase en el contorno
superior de la envolvente. Sin embargo, los resultados numéricos muestran un muy
buen ajuste en la rama post-cŕıtica.

Finalmente, las Figuras 6.5 y 6.6 muestran, respectivamente, la evolución en el
tiempo del avance de la fisura y del área dañada en la superficie de localización.
Siguiendo los instantes marcados en la Figura 6.4, en la Figura 6.5 se muestran el
área fisurada en (a) el inicio de la fisuración, (b) para la carga pico y (c) al final
del ensayo. Dado que en la evolución del área localizada de la Figura 6.5 no se

2Este algoritmo, cuya finalidad es manejar con eficacia un conjunto de fisuras activas, ha sido
utilizado en todos los análisis presentados en el presente caṕıtulo.
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Figura 6.4: Ensayo de tracción pura. Curva Fuerza aplicada vs. Apertura media en
la entalla.

aprecia el carácter no simétrico de la deformación, en la Figura 6.6 se muestra la
evolución de la variable de daño, pero limitando el rango a d ∈ [0,85, 1,0] (la zona
cuya variable de daño sea d ≤ 0,85 se ha pintado con el mismo color).

c
a b

Figura 6.5: Ensayo de tracción pura. Evolución de la fisuración (en negro los ele-
mentos donde se ha cumplido la condición de bifurcación).

6.1.2. Análisis a flexión de una viga con doble entalla

Descripción del ensayo experimental

A continuación se reproduce el ensayo a flexión de la viga con doble entalla
presentada originalmente por Bocca et al. en [11]. Se trata de una viga de 0,8 m de
largo, 0,2 m de alto y un espesor de 0,1 m con una doble entalla en su sección media.
Las dimensiones y el esquema de cargas y apoyos están descritos en la Figura 6.7.

Las propiedades del material han sido tomadas de [11] y se resumen en el Cuadro
6.3.
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Figura 6.6: Ensayo de tracción pura. Evolución de la variable de daño d en la
superficie de fractura.

0.2P 0.9P

320 mm 320 mm80 mm 80 mm

120 mm

40 mm

40 mm

Figura 6.7: Ensayo de viga con doble entalla. Esquema del ensayo.

Cuadro 6.3: Propiedades materiales.

σu E ν Gf
[MPa] [GPa] [N/m]
2,0 27,0 0,18 100

Descripción del ensayo numérico

La Figura 6.8 muestra la discretización en elementos finitos del modelo geométri-
co. Se han utilizado elementos tetraédricos con un mallado más fino en la sección
central. Como método de continuación se ha utilizado el algoritmo de control de
longitud de arco descrito en el Apartado 3.6 y como modelo material el modelo de
daño isótropo sólo-tracción
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(a) (b)

(c)

(d)

Figura 6.8: Ensayo de viga con doble entalla. Modelo discretizado por elementos
finitos: (a) alzado, (b) vista lateral, (c) planta, (d) perspectiva.

Las caracteŕısticas generales del ensayo numérico están descritas en el Cuadro
6.4.

Cuadro 6.4: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Integración material
863 2967 Tetraedro 1 Daño Isótropo

solo tracción

Descripción de los resultados numéricos

Al aplicar el esquema de cargas descrito en la Figura 6.7 aparecen consecutiva-
mente dos fisuras que tienen su origen en las entallas del espécimen. Ambas fisuras
progresan, aproximadamente de forma simétrica, hasta que una de ellas prevalece
mientras que la otra entra en descarga y se descarga. La Figura 6.9 muestra am-
bas superficies de fractura mientras que la Figura 6.10 muestra la deformada final
junto con las ĺıneas de iso-desplazamientos. En esta figura se puede observar como
sólo una de las fisuras se ha mantenido activa hasta la fase final y como la otra
ha entrado en descarga y ha recuperado las deformaciones que hab́ıa sufrido. Este
resultado sugiere que durante el proceso de carga se ha intersectado un punto de
bifurcación de ruptura de simetŕıa. En nuestro modelo numérico, estos puntos de
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bifurcación no son espećıficamente tratados. Pueden resolverse sólo porque la malla
de E.F. introduce una perdida de simetŕıa del problema, que permite el cruce de
ese punto de bifurcación.

Figura 6.9: Ensayo de viga con doble entalla. Superficies de fractura.

Figura 6.10: Ensayo de viga con doble entalla. Deformada y ĺıneas de isodesplaza-
mientos.

La Figura 6.11 muestra la curva fuerza total aplicada vs. el desplazamiento
vertical de un punto situado en la parte superior de la sección central. También
se muestran los resultados experimentales tomados de [11]. Se observa que los re-
sultados numéricos sobrestiman la carga pico, fenómeno también observado en los
análisis bidimensionales realizados por Samaniego en [80] y por Rabczuk & Belyts-
chko en [71].

La Figura 6.12 describe la evolución del estado de fisuración en los cuatro instan-
tes de tiempo marcados en la Figura 6.11: (a) inicio de la primera fisura, (b) inicio
de la segunda fisura, (c) instante en que la segunda fisura descarga manteniéndose
activa sólo la primera y (d) final del ensayo.

6.1.3. Análisis a flexión de una viga con una entalla

Descripción del ensayo experimental

El ensayo numérico que se muestra a continuación reproduce el ensayo experi-
mental presentado por Arrea y Ingraffea en [1]. Se trata del ensayo a flexión de una



CAPÍTULO 6. APLICACIONES AL ESTUDIO DEL FALLO MATERIAL 127

Carga P [kN]

0

10

20

30

40

50

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Desplazamiento  [mm]

Resultados numéricos
Resultados experimentales

c

a b

d

»

Figura 6.11: Ensayo de viga con doble entalla. Curva Fuerza vs. Desplazamiento
vertical en la sección central.
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Figura 6.12: Ensayo de viga con doble entalla. Evolución de la fisuración.

viga de 1,322 m de largo, 0,306 m de alto y un espesor de 0,156 m con una entalla
en su parte inferior. Las dimensiones y el esquema de cargas y apoyos se describen
en la Figura 6.13.

Las propiedades del material se resumen en el Cuadro 6.5 y han sido tomadas
de [1].

Descripción del ensayo numérico

La Figura 6.14 muestra la discretización por elementos finitos del modelo geométri-
co. Se ha utilizado una malla no estructurada de elementos tetraédricos.

Las caracteŕısticas generales del ensayo numérico están descritas en el Cuadro
6.6. Se ha utilizado como modelo material el modelo de daño isótropo sólo tracción
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0.13P P
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Figura 6.13: Ensayo de viga con una entalla. Esquema del ensayo.

Cuadro 6.5: Propiedades materiales.

σu E ν Gf
[MPa] [GPa] [N/m]
2,8 24,0 0,18 100

(a) (b)

(c)

(d)

Figura 6.14: Ensayo de viga con una entalla. Modelo discretizado por elementos
finitos: (a) alzado, (b) vista lateral, (c) planta, (d) perspectiva.

y como método de continuación un control del desplazamiento vertical entre los
puntos de la boca de la entalla (CMSD con sus siglas en inglés).
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Cuadro 6.6: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Integración material
1227 5341 Tetraedro 1 Daño Isótropo

solo tracción

Descripción de los resultados numéricos

El ensayo numérico se ha llevado a cabo aplicando el esquema de cargas descrito
en la Figura 6.13 y permitiendo únicamente la aparición de la fisura principal. Esta
fisura, tal como se muestra en la Figura 6.15, se inicia en la entalla y llega hasta el
borde derecho de la ĺınea de aplicación de la carga.

Figura 6.15: Ensayo de viga con una entalla. Superficie de fractura.

El agotamiento del espécimen tiene lugar cuando la fisura principal se desarrolla
completamente, llegando hasta la zona superior de la pieza. La Figura 6.16 muestra
una imagen de la viga deformada al final del proceso de carga junto con las ĺıneas
de iso-desplazamientos.

Figura 6.16: Ensayo de viga con una entalla. Deformada y ĺıneas de isodesplaza-
mientos.

La Figura 6.17 describe la curva Fuerza aplicada vs. deslizamiento vertical en
la boca de la entalla (CMSD con sus siglas en inglés). También se presentan los
resultados experimentales tomados de [1]. Como se puede observar, hay un buen
ajuste de los resultados experimentales y numéricos para determinar la carga pico,
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aunque en la rama pre-cŕıtica el resultado numérico presenta una rigidez inicial
algo menor a lo esperado.
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Figura 6.17: Ensayo de viga con una entalla. Curva Fuerza en el punto de carga vs.
Deslizamiento vertical en la boca de la entalla.

Finalmente, la Figura 6.18 muestra la evolución de la fisura en los tres pasos de
tiempo indicados en la Figura 6.17: (a) en el instante del inicio de la fisuración, (b)
para la carga pico y (c) al final del proceso de carga.

a cb

Figura 6.18: Ensayo de viga con una entalla. Evolución de la fisuración.

6.1.4. Análisis del ensayo brasileño

Descripción del ensayo experimental

El ensayo brasileño ya ha sido presentado en el Apartado 5.2.2 con el objetivo
de estudiar si la metodoloǵıa numérica presentada es capaz de reproducir correcta-
mente el efecto tamaño. Sin embargo, es interesante presentar de nuevo este ensayo
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para poder estudiar un aspecto dif́ıcil de observar en los ensayos experimentales:
la evolución de la fisura dentro del espécimen. Para ello se ha llevado a cabo la
simulación numérica de un cilindro de hormigón con el esquema de apoyos y cargas
descrito en la Figura 6.19.

P

P

B

D

b

w

Figura 6.19: Ensayo brasileño. Esquema del ensayo.

Como material se ha considerado un hormigón estándar cuyas propiedades se
resumen en el Cuadro 6.7.

Cuadro 6.7: Propiedades materiales.

σu E ν Gf
[MPa] [GPa] [N/m]
2,6 30,5 0,2 100

Descripción del ensayo numérico

Utilizando el esquema de cargas descrito en la Figura 6.19 se ha simulado el
análisis hasta rotura de un espécimen ciĺındrico con diámetro D = 0,3 m, espesor
B = 0,3 m y anchura de la platabanda b = 0,05 m. La Figura 6.20 muestra la
discretización por elementos finitos del modelo geométrico.

Las caracteŕısticas generales del ensayo numérico están descritas en el Cuadro
6.8. Se ha utilizado como modelo material el modelo de daño isótropo sólo tracción
y se ha utilizado como método de continuación un control de la apertura horizontal
w que tiene lugar entre dos puntos situados a ambos lados de la fisura (ver Figura
6.19).

Descripción de los resultados numéricos

Al realizar el análisis numérico, se ha impuesto que la superficie de rotura sea
estrictamente vertical. En este caso no se ha utilizado ninguno de los criterios que
proporcionan la dirección de la fisura (bien el criterio de la tensión principal máxima
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( )a ( )b

( )c ( )d

Figura 6.20: Ensayo brasileño. Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado,
(b) vista lateral, (c) planta, (d) perspectiva.

Cuadro 6.8: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Integración material
3257 16751 Tetraedro 1 Daño Isótropo

solo tracción

o bien el análisis de los valores de bifurcación del equilibrio descritos en el Apéndice
A) sino que se ha impuesto directamente. Esto ha provocado que la fisura resultante
sea plana tal como se muestra en la Figura 6.21.

Figura 6.21: Ensayo brasileño. Superficie de fractura.

A su vez, sólo se ha permitido el inicio y desarrollo de la fisura principal en el
plano donde se aplican las cargas y se ha obligado a que el material de la platabanda
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se mantenga elástico. Este hecho hace que el análisis numérico sólo tenga sentido
en el siguiente rango: desde el inicio del proceso de carga hasta la formación de la
fisura principal. El resto de mecanismos de disipación que llevan al agotamiento
del espécimen (la posterior formación de fisuras secundarias a ambos lados de los
apoyos) no se tienen en consideración. La Figura 6.22 muestra una imagen de la
deformada del espécimen cuando se ha formado completamente la fisura principal
junto con las ĺıneas de iso-desplazamientos.

Figura 6.22: Ensayo brasileño. Deformada y ĺıneas de iso-desplazamientos.

La Figura 6.23 muestra la curva Fuerza aplicada vs. la Apertura diametral.
Ambos valores han sido normalizando dividiendo la fuerza aplicada por el valor
de la carga pico y dividiendo las aperturas diametrales por el valor de la apertura
diametral para dicha carga pico. De nuevo, la curva mostrada sólo tiene sentido
hasta el mı́nimo que presenta una vez superada la carga máxima. Las limitaciones
impuestas en el análisis hacen que que los fenómenos que tienen lugar más allá de
ese mı́nimo no puedan ser capturados.

Finalmente, la Figura 6.24 muestra la evolución de la superficie de fractura
en los cuatro pasos de tiempo marcados en la Figura 6.23. Los pasos de tiempo
corresponden a los siguientes fenómenos: (a) inicio de la fisuración en los bordes
del espécimen, (b) unión parcial de las áreas fisuradas, (c) unión total de las áreas
fisuradas y (d) fisura en el instante de carga máxima.
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Figura 6.23: Ensayo brasileño. Curva Fuerza normalizada vs. Apertura diametral
normalizada.
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Figura 6.24: Ensayo brasileño. Evolución de la fisuración en la sección A-A.
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6.2. Análisis de estabilidad de taludes

6.2.1. Caso 1: Estabilidad de un talud simétrico con un único

material deformable

Descripción del ensayo numérico

El primer ensayo que se presenta en este apartado consiste en el análisis de
la estabilidad de un talud simétrico formado por un único material. Se trata de
un talud de 10 metros de altura y un angulo de inclinación de 60o. La Figura
6.25 describe las dimensiones y la discretización por elementos finitos del modelo
analizado.

( )a ( )b

( )c ( )d

1
5

 m

12 m

14,23 m

10 m

5
 m

30 m

5,77 m

P

Figura 6.25: Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado, (b) vista lateral,
(c) planta, (d) perspectiva.

El material deformable se ha caracterizado mediante un modelo de plasticidad
asociada con el criterio de fallo de Von Mises3 [64] cuyos parámetros materiales se
describen en el Cuadro 6.9. En este cuadro el valor de σe es el valor de la tensión
de comparación o ĺımite de fluencia para el material sin degradar.

El análisis de seguridad frente al colapso llevado a cabo ha consistido en imponer
un valor creciente del peso propio hasta llegar a la formación de una superficie de lo-
calización. Al parámetro material de la densidad, cuyo valor es de ρ = 1800 kg/m3,
se le multiplica por un factor de carga creciente hasta que se produce el desliza-
miento de la cresta del talud. Las condiciones de contorno asumidas se describen
en la Figura 6.26.

3Se puede considerar que un suelo queda caracterizado mediante un modelo J2 en el caso de
suelos completamente saturados.
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Cuadro 6.9: Propiedades del material deformable.

σe E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

0,1 10,0 0,4 10 1800

( )a ( )b

Figura 6.26: Esquema de la simulación.

Las caracteŕısticas de la simulación han sido descritas en el Cuadro 6.10. El
tipo de elemento finito utilizado ha sido un hexaedro con ocho puntos de integra-
ción regulares y se ha aplicado el método BBAR4. En el análisis numérico se ha
aplicado, como método de continuación, un control del desplazamiento horizontal
en el arranque del talud. A su vez, sólo se ha permitido la formación de una única
superficie de localización, aunque se ha permitido que fuera de la fisura el material
pueda entrar en carga y disipar mediante un modelo de plasticidad cuasi-perfecta
(un módulo de endurecimiento H → 0+).

Cuadro 6.10: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Gauss material
6336 5250 Hexaedro 8 Plasticidad

BBAR Von Mises

Descripción de los resultados numéricos

Como se ha indicado anteriormente, se ha aumentado el peso propio de todo
el material de forma progresiva hasta la formación final de la superficie de desliza-

4En la simulación de la estabilidad de taludes se ha utilizado el modelo de plasticidad de
Von Mises. En este modelo las deformaciones plásticas provocan una deformación volumétrica
nula, lo que hace que este tipo de material pueda considerarse incompresible (despreciando la
deformación volumétrica provocada por la parte elástica de las deformaciones). El modelo BBAR
utilizado permite superar el bloqueo que se produce en estas situaciones [35].
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miento que se muestra en la superficie 6.27. Esta superficie, desarrollada para un
talud con un único material, presenta una forma de función circular.

Figura 6.27: Superficie de fractura.

El proceso de localización de deformaciones presenta dos fases. En una primera
fase una parte importante del material del talud alcanza el régimen inelástico pero
no se produce la localización de las deformaciones. Posteriormente, al irse locali-
zando las deformaciones en una banda, los procesos disipativos también se localizan
hasta que sólo una ĺınea de elementos finitos permanece en carga. La Figura 6.28
describe este fenómeno.

(a) (b) (c)

Figura 6.28: Evolución de la localización de los procesos inelásticos: (a) inicio de
los procesos inelásticos, (b) inicio del proceso de localización y (c) estado final.

La deformada y las ĺıneas de iso-desplazamientos al final del ensayo se muestran
en la Figura 6.29. Al haber utilizado el modelo de plasticidad asociada de Von
Mises, el fallo tiene lugar en un modo de deslizamiento, con lo que no aparecen
desplazamientos normales a la superficie de fallo.

En la Figura 6.30 se dibuja la curva factor de carga aplicada vs. el desplazamien-
to vertical en la coronación del talud (marcado como punto P en la Figura 6.25). La
carga máxima aplicada corresponde a un valor de la densidad de 2700 kg/m3, que
se obtiene multiplicando el factor máximo de carga 1,5 por el valor de la propiedad
densidad del material 1800 kg/m3.

Por último, la Figura 6.31 muestra la evolución de fisuración en la superficie
de localización para los tres pasos de tiempo marcados en la Figura 6.30: (a) en el
inicio de la fisuración, (b) para la carga pico y (c) al final del proceso de carga.
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( )a ( )b

( )c

Figura 6.29: Deformada y ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Figura 6.30: Curva Factor de Carga vs. Desplazamiento vertical en coronación.

ca b

Figura 6.31: Evolución de la fisuración.

6.2.2. Caso 2: Estabilidad de un talud simétrico con un ma-

terial blando sobre un lecho de roca ŕıgido

Descripción del ensayo numérico

El ensayo que se describe a continuación analiza la estabilidad de un talud
compuesto por un material elastoplástico que descansa sobre un lecho de roca
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ŕıgido. Se trata de un talud con una altura de 5 metros y un ángulo de inclinación
de 45o. El lecho de roca tiene un escalón cuyo objetivo es influir en la forma de
la superficie de rotura que se generaŕıa si el talud estuviese formado por un único
material. La Figura 6.32 muestra las dimensiones y la discretización por elementos
finitos del modelo analizado.
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Figura 6.32: Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado, (b) planta, (c)
vista lateral, (d) perspectiva.

Los materiales se han caracterizado mediante un modelo de plasticidad asociada
con el criterio de fallo de Von Mises. Los parámetros para el material elastoplástico
y el lecho de roca se muestran en los Cuadros 6.11 y 6.12 respectivamente. Como
se puede observar, se ha impuesto que el material del lecho de roca se mantenga
siempre en el rango elástico.

Cuadro 6.11: Propiedades del material elastoplástico.

σe E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

0,1 10,0 0,4 10 1800

Como acción exterior se ha considerado que el peso propio aumenta gradualmen-
te (al valor del parámetro densidad del material ρ = 1800 kg/m3 se le multiplica
por un factor creciente) hasta lograr la formación y el desarrollo de una superficie
de localización. Las condiciones de contorno consideradas se muestran en la Figura
6.33.
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Cuadro 6.12: Propiedades del lecho de roca.

σe E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

∞ 100,0 0,4 10 1800

( )a ( )b

Figura 6.33: Esquema de la simulación.

Las caracteŕısticas del ensayo numérico se describen en el Cuadro 6.13. Se ha
utilizado un elemento hexaédrico con 8 puntos de integración (para las deforma-
ciones y tensiones regulares) aplicando el método BBAR [35]. El análisis numérico
se ha llevado a cabo aplicando como método de continuación un control del des-
plazamiento vertical en la cresta del talud (ver punto P en la Figura 6.32). Como
en el análisis anterior, sólo se ha permitido el desarrollo de una única superficie de
localización, aunque se ha permitido que fuera de la fisura el material pueda entrar
en carga y disipar mediante un modelo de plasticidad cuasi-perfecta (un módulo
de endurecimiento H → 0+).

Cuadro 6.13: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Gauss material
7000 5954 Hexaedro 8 Plasticidad

BBAR Von Mises

Descripción de los resultados numéricos

El ensayo se ha llevado a cabo aplicando un peso propio creciente a todos los
materiales hasta la formación de una superficie de discontinuidad y el posterior
deslizamiento de una parte del talud. La Figura 6.34 muestra la superficie de frac-
tura generada. Como se puede observar, la existencia del lecho de roca tiene como
consecuencia que la superficie de localización esté compuesta por dos segmentos
curvos.
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Figura 6.34: Superficie de fractura.

En este ensayo, el proceso de localización no tiene lugar de forma tan ńıtida
como en el ensayo anterior. Como se observa en la Figura 6.35, tras el inicio de la
fisuración una parte importante del talud entra en el rango inelástico. Posteriormen-
te, conforme las deformaciones se localizan en una banda estrecha, los elementos
en carga se reducen a los elementos dentro de dicha banda. Sin embargo, en la Fi-
gura 6.35c aparece una zona con comportamiento inelástico en aquellos elementos
próximos al escalón del lecho de roca y fuera de la superficie de localización.

(a) (b) (c)

Figura 6.35: Evolución de la localización de los procesos inelásticos: (a) inicio de
los procesos inelásticos, (b) inicio del proceso de localización y (c) estado final.

La Figura 6.36 muestra una imagen de la deformada al final del proceso de
carga. Debido a que se ha elegido como modelo material el modelo de plasticidad
de Von Mises, no hay desplazamiento normal a la superficie de localización (sólo
hay deslizamiento tangencial).

La Figura 6.37 muestra la curva factor de carga aplicado vs. el desplazamien-
to vertical de la coronación del talud. La carga máxima aplicada corresponde a
una densidad cuyo valor es la densidad original del material ρ = 1800 kg/m3

multiplicada por un factor de 2,72, lo que corresponde a una densidad final de
ρ = 4896 kg/m3.

Finalmente, en la Figura 6.38 se observa la evolución de la superficie fisurada
conforme avanza el proceso de carga. Las imágenes muestran el estado de la fisura
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Figura 6.36: Deformada y ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Figura 6.37: Curva Factor de Carga vs. Desplazamiento vertical en coronación.

en los tres instantes de carga marcados en la Figura 6.37: (a) en el inicio de la
fisuración, (b) para la carga pico y (c) cuando ha localizado toda la superficie.
En el instante (a) se observa cómo el inicio de la fisuración tiene lugar, para este
ensayo, junto al escalón del lecho de roca y no en la cota más baja de la superficie
de rotura como en el ejemplo anterior.

6.2.3. Caso 3: Estabilidad de un talud asimétrico con un ma-

terial blando sobre un lecho de roca ŕıgido

Descripción del ensayo numérico

El último de los taludes mostrados en este apartado presenta un lecho de roca
inclinado con un escalón y, a diferencia de los dos anteriores, no presenta simetŕıa
respecto a su sección central. El material elastoplástico forma un talud de 12 m de
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ca b

Figura 6.38: Evolución de la fractura.

alto y un ángulo 50,2o de inclinación en su parte más alta y de 8 m de alto y un
ángulo de 38,7o inclinación en su parte más baja. En la Figura 6.39 se muestra un
esquema del ensayo junto con su discretización por elementos finitos.
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Figura 6.39: Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado 1, (b) vista late-
ral, (c) alzado 2, (d) planta, (e) perspectiva.

Como en el ejemplo anterior, los materiales se han caracterizado mediante un
modelo de plasticidad con el criterio de fallo de Von Mises para el material que
localizará y con comportamiento elástico para el material del lecho de roca. Los
parámetros para el material elastoplástico y el lecho de roca se muestran en los
Cuadros 6.14 y 6.15 respectivamente.

Cuadro 6.14: Propiedades del material elastoplástico.

σe E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

0,1 10,0 0,4 10 1800
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Cuadro 6.15: Propiedades del lecho de roca.

σe E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

∞ 100,0 0,4 10 1800

Como acción exterior se ha considerado que la densidad del los materiales au-
menta de forma gradual hasta que tiene lugar la localización de deformaciones
formando una cuña de deslizamiento. Las condiciones de contorno asumidas están
descritas en la Figura 6.40.

( )a ( )b

Figura 6.40: Esquema de la simulación.

Las caracteŕısticas generales del ensayo numérico se resumen en el Cuadro 6.16.
Como método de continuación se ha utilizado el algoritmo de control de longitud
de arco descrito en el Apartado 3.6 y como tipo de elemento finito un elemento
hexaédrico con ocho puntos de integración. En este ensayo, como en los dos ante-
riores, se ha utilizado el método de integración BBAR. A su vez, se ha restringido
a una el número de fisuras posibles, aunque se ha permitido que fuera de la fisu-
ra el material pueda entrar en carga y disipar mediante un modelo de plasticidad
cuasi-perfecta (un módulo de endurecimiento H → 0).

Cuadro 6.16: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Gauss material
4088 3354 Hexaedro 8 Plasticidad

BBAR Von Mises

Descripción de los resultados numéricos

Dado el carácter no simétrico del talud, al aplicar al material una densidad cre-
ciente se forma una superficie curva sin plano de simetŕıa. Esta superficie, dibujada
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en la Figura 6.41, en la parte más baja del talud se desarrolla ı́ntegramente dentro
del material elastoplástico y penetra por la parte más alta del talud dentro del
lecho de roca.

Figura 6.41: Superficie de fractura.

En el proceso de localización de deformaciones se pueden distinguir dos fases. En
una primera fase una parte importante del material entra en régimen inelástico sin
que se produzca una localización de las deformaciones. Posteriormente, conforme
avanza el proceso de carga, los fenómenos inelásticos se localizan en una banda que
da lugar a la superficie de localización. La Figura 6.42 describe este fenómeno.

Como se observa en la Figura 6.41 una parte de la superficie de fisura permitida
atraviesa el lecho de roca, que se ha obligado a ser elástico. Este restricción ha
provocado que la localización de deformaciones tenga lugar, en esa zona, no dentro
de la superficie de localización, sino en los elementos del material elastoplástico en
contacto con el lecho de roca.

(a) (b) (c)

Figura 6.42: Evolución de la localización de los procesos inelásticos: (a) inicio de
los procesos inelásticos, (b) inicio del proceso de localización y (c) estado final.

La deformada final del proceso de carga se describe en la Figura 6.43. Como
se ha indicado anteriormente, la localización en la parte más baja del talud tiene
lugar dentro de la superficie de fisura permitida, desarrollada en su totalidad en el
material elastoplástico. Sin embargo, la localización en la parte más alta del talud
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no tiene lugar en la superficie de fisura, sino en aquellos elementos pertenecientes
al material elastoplástico en contacto con el lecho de roca.
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Figura 6.43: Deformada y ĺıneas de iso-desplazamientos.

La Figura 6.44 muestra la curva factor de carga aplicado vs. el desplazamiento
vertical de un punto situado en la parte central de la coronación de talud (ver
Figura 6.39). La carga máxima aplicada corresponde a una densidad del material
de 4896 kg/m3, valor que resulta de multiplicar el valor del parámetro densidad
del material, igual a 1800 kg/m3, por el máximo factor de carga aplicado de 2,72.
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Figura 6.44: Curva Factor de Carga vs. Desplazamiento vertical en coronación.

Finalmente, la Figura 6.45 muestra la evolución de la fisuración dentro de la
superficie de localización en los tres pasos de tiempo marcados en la Figura 6.44:
(a) en el inicio del proceso de localización, (b) para la carga pico y (c) cuando la
fisuración de la superficie de localización se puede considerar completa. Destacar
de la Figura 6.45 que el inicio de la fisuración tiene lugar en el interior del talud
y que, como ya se explicado anteriormente, no se ha producido la localización de
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deformaciones en aquella zona de la superficie de fisuración que se ha desarrollado
en el seno del lecho de roca.

ca b

Figura 6.45: Evolución de la fractura.
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6.3. Análisis de la capacidad resistente de presas

de hormigón

La obtención de factores de seguridad en presas que informen sobre su resisten-
cia global lleva aparejada una dificultad inherente: la necesidad de tener en con-
sideración los mecanismos resistentes tridimensionales. Estos mecanismos, si bien
pueden no ser relevantes para el caso de presas de gravedad con directriz recta, son
insoslayables para los casos de presas tipo arco o tipo bóveda.

Un segundo fenómeno que no admite la reducción a un problema plano es el
propio mecanismo de fallo. Incluso en las presas de gravedad con directriz recta, si
la longitud de la presa no es lo suficientemente grande, el análisis plano del fallo de
la sección central no describe correctamente el comportamiento global del fallo de
la estructura.

Por todo lo anterior, el análisis del fallo estructural de presas debe realizarse en
buena parte de los casos mediante un análisis tridimensional, sin realizar las simpli-
ficaciones que llevan a problemas de deformación plana. Sin embargo, tal como se
indicó en el Caṕıtulo §3, los análisis tridimensionales del fallo material sufren serios
problemas de falta de convergencia. Como consecuencia, la metodoloǵıa numérica
presentada en este trabajo, que tiene como una de sus caracteŕısticas principales la
robustez en el análisis numérico, se convierte aśı en una opción adecuada para este
tipo de análisis.

En este apartado se presenten los análisis de la capacidad resistente de dos
presas reales: la presa de Scalere (Italia) y la presa de Alqueva (Portugal). En la
primera se estudia la capacidad de la estructura frente a los empujes horizontales
del agua (se consideran dos hipótesis para modelar estos empujes), mientras que
en la segunda se analizan los efectos sobre la estructura cuando tiene lugar un
deslizamiento diferenciado de parte de su cimentación.

6.3.1. La presa de Scalere

Descripción de la presa

La presa de Scalere es una presa arco gravedad situada en el centro norte de
Italia construida en el periodo 1910-1911. Se trata de una presa de gravedad hecha
de hormigón con una directriz ligeramente curva. Esta curvatura permite la apari-
ción de un efecto arco que dota a la estructura de una resistencia adicional. En su
construcción no se utilizaron juntas de construcción y los paramentos están forra-
dos con bloques de silleŕıa dispuestos de forma regular5. La Figura 6.46 muestra
una perspectiva de la presa en la actualidad.

El punto más alto de la coronación de la presa está situado a 830.5 m sobre el
nivel del mar, la altura máxima es de 34 metros y la longitud en la coronación es de
158 metros. El espesor máximo en su base es aproximadamente 21 metros mientras

5La descripción de la presa de Scalere ha sido tomada del séptimo seminario de referencia en
análisis numérico de presas que tuvo lugar en Bucares (Rumańıa) dentro de la red de investigación
IALAD (Integrity assessment of large concrete dams) [30].
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Figura 6.46: Presa de Scalere. Perspectiva.

que en su coronación es de 3 a 5 metros. La Figura 6.47 muestra la definición
geométrica del cuerpo de la presa.

Figura 6.47: Presa de Scalere. Definición geométrica.



150 6.3. Análisis de la capacidad resistente de presas de hormigón

Descripción de las propiedades materiales

Para caracterizar los materiales a utilizar en el ensayo numérico se han tomado
los valores proporcionados en [30] y que se describen en los Cuadros 6.17 y 6.18
para el hormigón y la roca de cimentación respectivamente.

Cuadro 6.17: Propiedades del hormigón.

σ+e σ−e E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

1,0 11,6 20,0 0,2 100 2300

Cuadro 6.18: Propiedades de la cimentación.

σ+e σ−e E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

1,0 10,0 15,0 0,2 100 No considerada

Descripción del modelo numérico

Se han construido dos modelos geométricos para realizar dos tipos de ensayos:
un modelo plano para un análisis bidimensional y un modelo real para un análisis
tridimensional. En el primer caso se ha discretizado la sección más alta de la presa
utilizando elementos triangulares mientras que para el análisis tridimensional se ha
discretizado el modelo mediante elementos tetraédricos. La Figura 6.48 muestra una
imagen del modelo bidimensional mientras que la Figura 6.49 describe el modelo
tridimensional utilizado.

Figura 6.48: Modelo geométrico del análisis bidimensional.

Como condiciones de contorno en los desplazamientos se ha asumido que las
caras laterales y la cara inferior (marcadas como A y B en la Figura 6.49) tienen
todos los desplazamientos restringidos, mientras que las caras frontal anterior y
posterior tienen los desplazamientos libres.
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(a)

(c)

(b)

A

AB

Figura 6.49: Modelo geométrico del análisis tridimensional: (a) paramento aguas
arriba, (b) paramento aguas abajo, (c) vista superior.

Tanto en el análisis bidimensional como en el tridimensional se ha adoptado
un esquema de integración con un único punto de integración y se ha utilizado el
modelo del continuo de daño isótropo con una resistencia diferenciada a tracción
y a compresión [57]. Como método de continuación se ha elegido la estrategia de
limitación de la longitud de arco descrita en el Apartado 3.6 para ambos casos. Un
resumen de las caracteŕısticas de los ensayos numéricos se describen en los Cuadros
6.19 y 6.20 para los análisis bidimensional y tridimensional respectivamente.

Cuadro 6.19: Caracteŕısticas del ensayo numérico bidimensional.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Gauss material
371 640 Triángulos 1 Daño

isótropo

Cuadro 6.20: Caracteŕısticas del ensayo numérico tridimensional.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Gauss material
3047 13580 Tetraedro 1 Daño

isótropo
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Descripción de las acciones exteriores

Para definir las hipótesis de carga a aplicar, se ha utilizado una combinación de
las siguientes acciones exteriores:

1. Peso propio.

2. Incremento de la presión hidrostática del fluido almacenado.

Esta carga exterior consiste en, partiendo de la presa llena hasta la coronación,
incrementar gradualmente la densidad del ĺıquido almacenado. Esto hace que
la presión hidrostática en el paramento de la presa tome, para un cierto
instante de tiempo, un valor de:

p(t) = λ(t)ρw g z (6.2)

donde ρw es el valor de la densidad del agua (1000 kg/m3), g es el valor de
la aceleración de la gravedad (9,81 m/s2), z es la distancia vertical entre la
cota de coronación de la presa y el punto considerado y, finalmente, λ(t) es
una función que cumple:

λ(t=0) = 0 λ(t) > 0 (6.3)

La Figura 6.50 describe la aplicación de esta acción exterior.

li x

rw gH
( )a

paso n

paso n+1

H

ln+1

ln

( )b

Figura 6.50: Incremento de la densidad : (a) cargas actuantes, (b) esquema de apli-
cación.

3. Incremento del nivel del fluido almacenado.

En este caso, la acción exterior se aplica en dos fases:

Fase I. Aplicación de una carga hidrostática en el paramento de aguas
arriba hasta alcanzar la situación de presa llena. La presión aplicada
responde a la siguiente expresión:

p(t) = λ(t)ρw g z siendo 0 ≤ λ(t) ≤ 1 (6.4)
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Fase II. A partir de las situación de presa llena, variación del nivel de
agua permitiendo que éste supere la cota de coronación de la presa. En
esta fase la presión aplicada se obtiene como:

p(t) = ρw g z +H ′ ρw g siendo

{
H ′ variable
p(t) ≥ 0

(6.5)

donde H ′ representa la variación de la altura del nivel de agua medido a
partir de la cota de coronación de la presa. En la Ecuación (6.5) se han
anulado las presiones negativas para el caso en que H ′ < 0.

En la Figura 6.51 hay una descripción de esta acción exterior.

rw grw gH
( )a

Final
Fase I

Fase II
H

H’

( )b

+ H’x

Fase I Fase II
(0<H’)

Figura 6.51: Incremento del nivel de agua: (a) cargas actuantes, (b) esquema de
aplicación.

4. Fractura hidráulica

Se entenderá como fractura hidráulica la influencia que la presión hidrostática
en el interior de una fisura tiene en la evolución la misma. Aunque no se
puede describir como una acción exterior, la consideración del fenómeno de la
fractura hidráulica constituirá un ingrediente fundamental para determinar
la capacidad portante de la estructura.

El análisis de la fractura hidráulica implica resolver el problema de la loca-
lización de deformaciones en un sistema acoplado mecánico-hidráulico. Sin
embargo, en este trabajo se presenta una simplificación de ese problema ba-
sada en la siguiente hipótesis (descrita en la Figura 6.52):
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CAJA 6.3.1. Modelización fractura hidráulica: hipótesis simplifica-
tiva.

Se considerará que cuando en un punto material se inicia el proceso de frac-
turaa, en las caras de la fisura actuará una presión orientada en ambas caras
de igual valor a la presión hidrostática que hubiera en dicho punto si la per-
meabilidad del material fuese completa. Por el contrario, en aquellos puntos
donde no se haya iniciado el proceso de localización se considerará que la
permeabilidad del material es nula.

aCuando se cumpla la condición de localización descrita en la Ecuación 2.1

p

z

p gz=r
w

Figura 6.52: Fractura hidraúlica: fenomenoloǵıa.

La anterior hipótesis se traduce en la reinterpretación del equilibrio interno
de tensiones descrito en la Ecuación 2.15b del Apartado §2.4. El equilibrio
interno de tensiones, una vez el proceso de localización se ha iniciado, pasa
entonces a ser en un formato general y utilizando notación incremental (ver
Figura 6.53):

ṫS + |ṗ| n = σ̇Ω+ · n = σ̇Ω− · n (6.6)

Si se particulariza la Ecuación (6.6) para el caso de la metodoloǵıa de discon-
tinuidades fuertes de continuo se obtiene:

σ̇S · n+ |ṗ| n = σ̇Ω+ · n = σ̇Ω− · n en S (6.7)

A partir de la Ecuación (6.7), la ecuación de las fuerzas residuales incremen-
tales para los grados de libertad mejorados Ju̇K pasa a ser:

Para la formulación no simétrica, y substituyendo a la Ecuación (2.78):

ṙ(e) :=

∫

Ω(e)

(
µS
h(t)

− le
Ω

)
[n](e)

T {σ̇}(e)dΩ

+

∫

Ω(e)

µS |ṗ| ndΩ (6.8)
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Figura 6.53: Fractura hidraúlica: equilibrio interno de tracciones.

Para la formulación simétrica, y substituyendo a la Ecuación (3.29):

ṙ(e) :=

∫

Ω(e)

(
µ
(e)
S

1

h(t)
[n](e) − [∇ϕ](e)

)T
{σ̇}(e)dΩ

+

∫

Ω(e)

µS |ṗ| ndΩ (6.9)

Observación 6.3.2. En las Ecuaciones (6.8) y (6.9), el término ṗ no depen-
de de los grados de libertad Ju̇K, ya que se ha supuesto que la totalidad de la
presión hidrostática se aplica en el instante en el que se cumple la condición
de localización, independientemente del valor del salto en el campo de los
desplazamientos. Aunque esta simplificación no es real, pues la permeabili-
dad del medio depende del nivel de fisuración del mismo, se puede afirmar
de ella que:

a) está del lado de la seguridad al aumentar la influencia desfavorable de
la presión hidrostática en la resistencia última de la estructura.

b) permite mantener la definición de la matriz estructural global dada en
las Ecuaciones (2.84-2.88) para la formulación no simétrica o en las
Ecuaciones (3.31-3.35) para la formulación simétrica (debido a que ṗ
no depende de Ju̇K).

Resumen de los análisis numéricos realizados

El Cuadro 6.21 resume los análisis numéricos realizados, donde se han aplica-
do combinaciones de las anteriores cargas externas a los modelos bidimensional y
tridimensional. Con estos ensayos se ha buscado estudiar dos fenómenos:

1. La importancia de realizar análisis tridimensionales, en aquellas estructuras
donde la simplificación a un análisis plano conlleva a que se ignoren mecanis-
mos resistentes importantes.

2. La importancia de tener en consideración la influencia de la fractura hidráuli-
ca, si bien en este caso esta influencia puede haber sido sobredimensionada
como se ha indicado anteriormente.
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Cuadro 6.21: Resumen de ensayos.

Número de Modelo Peso Fractura Hipótesis de
caso geométrico propio hidráulica carga externa
1 2 Dimensiones Si No Incremento

de la densidad
2 3 Dimensiones Si No Incremento

de la densidad
3 2 Dimensiones Si Si Incremento

de la densidad
4 3 Dimensiones Si Si Incremento

de la densidad
5 2 Dimensiones Si No Incremento

del nivel de agua
6 3 Dimensiones Si No Incremento

del nivel de agua
7 2 Dimensiones Si Si Incremento

del nivel de agua
8 3 Dimensiones Si Si Incremento

del nivel de agua

Descripción de los resultados

En este apartado se describen los resultados obtenidos para cada uno de los
ocho análisis numéricos resumidos en el Cuadro 6.21. Para hacerlo se proporcionan
para cada uno de estos análisis la siguiente información:

1. Curva de equilibrio, donde se muestra el factor de carga (bien la densidad
del fluido o bien la altura de éste sobre la cota de coronación de la presa) vs.
el desplazamiento horizontal en la cresta de la presa. Dentro de la curva de
equilibrio se indican distintos puntos importantes (marcados con A, B, C,. . . )
en los que muestra en figuras pequeñas la evolución del dominio donde falla
el material.

En los análisis tridimensionales, el desplazamiento horizontal corresponde a
un punto de la coronación de la presa, independientemente del modo de fallo
de ésta, por lo que este valor no se corresponde con el valor obtenido del
análisis bidimensional. Lo que si son comparables en ambos análisis son los
factores de carga.

En los casos 5, 6, 7 y 8 correspondientes a los análisis cuya carga exterior ha
consistido en aumentar el nivel de agua, en las curvas de equilibrio se dibujan
los puntos pertenecientes a la fase II. Por lo tanto, la abscisa inicial no está en
el origen de coordenadas, sino en el valor del desplazamiento horizontal una
vez se ha aplicado la fase I.

2. Patrones de fisuración Se muestran los contornos de iso-desplazamientos para
los puntos marcados como A, B, C,. . . en la curva de equilibrio. La concen-
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tración de estos contornos indica dónde el gradiente del campo de los despla-
zamientos aumenta y por lo tanto, dónde aparecen las bandas de localización
de deformaciones.

3. Información adicional Se resumen los distintos factores de carga para los
puntos representativos de la curva de equilibrio.

A continuación, y siguiendo el anterior esquema, se proporcionan los resultados
numéricos caso por caso:

Caso 1. Análisis bidimensional incrementando la densidad del fluido y no consi-
derando la fractura hidráulica.

Para este caso, y como se indica en la Figura 6.54, el inicio de la no-linealidad
y el inicio del proceso de fisuración tiene lugar en el punto A con un factor
de carga de 1,08. Aśı mismo, la carga pico se alcanza con un factor de carga
de 1,6 para, posteriormente, caer al punto B.

La Figura 6.55 muestra en el dominio del análisis la concentración de las ĺıneas
de iso-desplazamientos. Como se puede observar, esta localización tiene lugar
en la interfaz cimentación-estructura.
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Figura 6.54: Caso 1: Incremento de la densidad y sin fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Caso 2. Análisis tridimensional incrementando la densidad del fluido y no consi-
derando la fractura hidráulica.

En el Caso 2, el inicio de la fisuración ocurre en el punto A de la Figura 6.56
para un factor de carga de 2,6 y la carga pico en el punto C para un valor de
7,3. Una vez alcanzado la carga pico, la estructura descarga hasta el punto
D.

La concentración de deformaciones tiene lugar durante los primeros estados
de carga en la interfaz cimentación-estructura para, una vez alcanzado la
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Figura 6.55: Caso 1: Incremento de la densidad y sin fractura hidráulica. Concen-
tración de ĺıneas de iso-desplazamientos.

carga pico, atravesar el cuerpo de la presa hasta la cota de coronación (ver
Figura 6.57d).

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0 18.0

Desplazamiento Horizontal [mm]

Factor de Carga

A

B

C

D

Figura 6.56: Caso 2: Incremento de la densidad y sin fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.
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Figura 6.57: Caso 2: Incremento de la densidad y sin fractura hidráulica. Concen-
tración de ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Caso 3. Análisis bidimensional incrementando la densidad del fluido y conside-
rando la fractura hidráulica.

El inicio de la no-linealidad y de la fisuración tiene lugar en el punto A de la
Figura 6.58 para un factor de carga de 1,08. Tras alcanzar la carga pico de
1,22 se produce una descarga hasta el punto B.

La Figura 6.59 muestra la concentración de las ĺıneas de iso-desplazamientos
que tiene lugar en la unión del cuerpo de la presa y la cimentación.
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Figura 6.58: Caso 3: Incremento de la densidad y con fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.59: Caso 3: Incremento de la densidad y con fractura hidráulica. Concen-
tración de ĺıneas de iso-desplazamientos.

Caso 4. Análisis tridimensional incrementando la densidad del fluido y conside-
rando la fractura hidráulica.

El inicio de la no-linealidad se produce en el punto A para un factor de carga
de 2,6 mientras que la primera fisura macroscópica aparece en el punto B
para un factor de carga de 3,03. La carga pico corresponde al punto D para
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un valor de 5,14 para después caer a un valor de 3,5 en el punto E (ver Figura
6.60.

La Figura 6.61 muestra el esquema de fisuración de la presa. En los primeros
estados de carga la fisuración se desarrolla en la interfaz entre la estructura y
la cimentación para, una vez alcanzada la carga pico, atravesar el cuerpo de
la presa en la rama de descarga (ver Figura 6.61d y e).
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Figura 6.60: Caso 4: Incremento de la densidad y con fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.
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Figura 6.61: Caso 4: Incremento de la densidad y con fractura hidráulica. Concen-
tración de ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Caso 5. Análisis bidimensional aumentando el nivel de agua y no considerando la
fractura hidráulica.

El inicio de la no linealidad en la curva de equilibrio de la Figura 6.62 tiene
lugar para una altura del nivel de agua sobre la cota de coronación de la
presa de 1 m. La fisuración comienza a una altura de agua de 1,28 m para
posteriormente sufrir una pequeña descarga (punto A). Tras varias ramas de
carga-descarga correspondientes a avances en el frente fisura, la carga pico se
alcanza para una altura del nivel de agua sobre la coronación de la presa de
5,75 m. Posteriormente se produce una descarga hasta llegar al punto D.

La Figura 6.63 muestra los contornos de iso-desplazamientos al final del pro-
ceso de carga. Como se observa, la localización de deformaciones ha tenido
lugar en la interfaz entre el cuerpo de la presa y la cimentación.
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Figura 6.62: Caso 5: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.63: Caso 5: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidráulica. Con-
centración de ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Caso 6. Análisis tridimensional aumentando el nivel de agua y no considerando
la fractura hidráulica.

En la curva de equilibrio de la Figura 6.64 el inicio de la no-linealidad tiene
lugar para una altura de agua de 16,2 m sobre el nivel de coronación de la
presa (punto A). La fisuración empieza a una altura de 22,2 m mientras que
la carga pico tiene lugar para una altura de 73,0 m para luego proceder a
descargar (punto C).

La Figura 6.65 muestra el proceso de la localización de deformaciones, que
tiene lugar en la interfaz entre el cuerpo de la presa y la cimentación para,
una vez superada la carga pico, transcurrir por la estructura de la presa hasta
alcanzar la cota de coronación (ver Figura 6.65c).
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Figura 6.64: Caso 6: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.
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Figura 6.65: Caso 6: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidráulica. Con-
centración de ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Caso 7. Análisis bidimensional aumentando el nivel de agua y considerando la
fractura hidráulica.

Para el Caso 7, el inicio de la no-linealidad y de la fisuración ocurre para una
altura sobre el nivel de la coronación de la presa de 1 m tras la cual aparece
una rama de descarga. Posteriormente, la carga pico tiene lugar para una
altura de 1,82 m. En este caso, durante el proceso de carga se han considerado
puntos de la curva de equilibro en los que el nivel de agua está por debajo de
la cota de coronación de la presa (ver Figura 6.66).

La Figura 6.67 describe la concentración de las ĺıneas de iso-desplazamientos
que muestran cómo la localización de deformaciones tiene lugar en la interfaz
entre la estructura y la cimentación de la presa.
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Figura 6.66: Caso 7: Incremento del nivel de agua y con fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.67: Caso 7: Incremento del nivel de agua y con fractura hidráulica. Con-
centración de ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Caso 8. Análisis tridimensional aumentando el nivel de agua y considerando la
fractura hidráulica.

En el Caso 8, como se describe en la Figura 6.68, el inicio de la no-linealidad
tiene lugar para una altura de agua de 16,2 m sobre el nivel de coronación de
la presa. La fisuración empieza a una altura de 20,5 m mientras que la carga
pico tiene lugar para una altura de 48,3 m.

A su vez, la Figura 6.69 muestra, utilizando los contornos de iso-desplazamientos,
como la localización de deformaciones ocurre en la interfaz entre la estructura
de la presa y la cimentación para, tras la carga pico, atravesar el cuerpo de
la presa (ver Figura 6.69c).
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Figura 6.68: Caso 8: Incremento del nivel de agua y con fractura hidráulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.
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Figura 6.69: Caso 8: Incremento del nivel de agua y con fractura hidráulica. Con-
centración de ĺıneas de iso-desplazamientos.
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Finalmente, en la Figura 6.70 se muestra las deformadas de los análisis tridi-
mensionales al final del proceso de cálculo. Para cada uno de los casos se muestra:

una perspectiva de la estructura deformada.

una visión de la sección de coronación antes y después del proceso de carga.

Como se observa en la Figura 6.70, la descarga en la curva de equilibrio tiene lugar
cuando la fractura propaga hasta alcanzar la cota de coronación. Considerando la
vista presentada desde aguas abajo, en el Caso 2 la fractura alcanza la cota de
coronación en la parte central, en los Casos 4 y 6 en la parte izquierda y en el Caso
8 en la parte derecha.

Caso 4

Caso 8

Caso 2

Caso 6

Figura 6.70: Deformadas de los casos tridimensionales al final del análisis.

Resumen y análisis de los resultados

Para poder comparar los resultados obtenidos es necesario obtener unos factores
de seguridad para cada uno de los escenarios de cargas considerado. Según la carga
exterior que se aplique, dichos factores de seguridad se definen como:
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Bajo la hipótesis de carga incremento de la densidad se obtiene un factor,
llamado factor de incremento de densidad:

λID = λ (6.10)

siendo λ el factor por el que multiplicamos la densidad del agua para la
situación de presa llena.

Bajo la hipótesis de carga incremento del nivel de agua se obtiene un factor,
llamado factor de inundación inminente:

λIFF =
H +H ′

H
(6.11)

siendo H ′ la altura que alcanza el nivel del agua sobre la cota de coronación
de la presa y H la altura de la misma.

En los Cuadros 6.22 y 6.23 se resumen, respectivamente, los resultados numéri-
cos obtenidos para la hipótesis de carga incremento de la densidad y para la hipóte-
sis de carga incremento del nivel de agua. Para cada uno de los dos escenarios se
indican dos factores de carga: aquel que provoca el inicio de la fisuración y aquel
que provoca la fisuración generalizada previa al fallo estructural global.

Cuadro 6.22: Resumen de ensayos: hipótesis Incremento de la densidad.

Caso Modelo Fractura Inicio Fisuración Fisuración Generalizada
hidráulica Factor λID Factor λID

1 2 Dim. No 1,08 1,60
2 3 Dim. No 2,60 7,30
3 2 Dim. Si 1,08 1,22
4 3 Dim. Si 2,60 5,14

Cuadro 6.23: Resumen de ensayos: hipótesis Incremento del nivel de agua.

Caso Modelo Fractura Inicio Fisuración Fisuración Generalizada
hidráulica Factor λIFF Factor λIFF

5 2 Dim. No 1,03 1,16
6 3 Dim. No 1,46 3,06
7 2 Dim. Si 1,03 1,05
8 3 Dim. Si 1,46 2,36

Si se analizan los valores obtenidos se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Respecto a la influencia de análisis bidimensional frente al análisis tridimen-
sional.

Los resultados muestran que los análisis bidimensionales, al ignorar los meca-
nismos resistentes espećıficamente tridimensionales, subestiman la capacidad
portante de la estructura hasta en un 60%.
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2. Respecto a la influencia de la fractura hidráulica en la resistencia última.

La consideración de la fractura hidráulica conlleva a obtener valores de la
carga última de la estructura un 20%-30% inferiores respecto a los obtenidos
cuando este factor no es considerado. Sin embargo, dada las hipótesis con-
vervadoras que se han asumido para reproducir la fractura hidráulica, estos
porcentajes debeŕıan ser algo menores si se hubiese reproducido el problema
mecánico-hidráulico acoplado real.

3. Respecto a las limitaciones del propio modelo.

Además de las simplificaciones asumidas para reproducir la fractura hidráuli-
ca, los análisis presentados tienen una limitación muy importante: no se ha
modelado a priori la junta que existe entre el cuerpo de la presa y la cimen-
tación. Dado que en todos los análisis la localización de deformaciones tiene
lugar inicialmente (hasta alcanzarse la carga pico) en esa interfaz, si se hu-
biera modelado la junta y no se hubiese partido de una unión completamente
solidaria, los valores obtenidos para los factores de seguridad hubiesen sido
menores.

Otra limitación que sufre los análisis, al no haber considerado una junta pre-
existente entre el cuerpo de la presa y la cimentación, es que no se ha tenido
en cuenta la subpresión inicial. Sin embargo, esta presión desestabilizadora
śı que se considera una vez la fisura se ha desarrollado.

6.3.2. La presa de Alqueva

Descripción de la presa

La presa de Alqueva, construida en el ŕıo Guadiana, está situado en el Alentejo
interior, la región más calurosa y seca de Portugal próxima a la frontera española.
Fue acabada de construir en el 2002 dando lugar a la mayor reserva de agua dulce
embalsada por métodos artificiales en Europa. Forma parte de un conjunto de
infraestructuras formado por la propia presa, una central de enerǵıa hidroeléctrica
y un amplio sistema de regad́ıos. La Figura 6.71 muestra una panorámica aguas
abajo.

Se trata de una presa bóveda de doble curvatura de 96 metros de alto, estando
el punto más alto a una cota de 154 metros sobre el nivel del mar. La presa tiene
458 metros de largo, un espesor en su base de entre 32 y 33 metros y un espesor en
su coronamiento de 7 metros. Bajo la cimentación transcurre una falla en el terreno
que forma un ángulo aproximadamente de 30o con el plano vertical de simetŕıa de
la presa. La Figura 6.72 muestra la definición geométrica de la obra donde se ha
dibujado la trayectoria de la falla.

Descripción del ensayo numérico

Para analizar la seguridad de la presa de Alqueva, se ha considerado el escenario
en el que tuviera lugar un deslizamiento del terreno situado a la derecha de la falla,
tal como ha sido dibujado en la Figura 6.73. Este desplazamiento impuesto se
descompone en una componente tangencial a la falla y una componente normal
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Figura 6.71: Presa de Alqueva. Perspectiva.
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Figura 6.72: Presa de Alqueva. Definición geométrica.

que es las tres cuartas partes de la componente tangencial. Se ha considerado esta
hipótesis especial en el deslizamiento de la falla con el objetivo de poder comparar
con los resultados experimentales obtenidos en modelos a escala de mortero de
cemento por Oliveira et al. [50].

Aunque los datos experimentales existentes son de modelos a escala, para reali-
zar el análisis numérico se ha optado por reproducir el comportamiento de la presa
real. Para ello se ha utilizado el modelo geométrico, discretizado por elementos
finitos, descrito en la Figura 6.74 que representa la presa a escala 1:1. Una de las
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un=0,75ut

ut

Figura 6.73: Presa de Alqueva. Desplazamiento del terreno.

diferencias entre el modelo numérico y el modelo real reside en que en la construc-
ción de la presa se utilizaron juntas verticales de construcción. Estas juntas, que
también fueron utilizadas en el modelo a escala, no han sido reproducidas en el mo-
delo numérico. También se ha considerado que la unión cuerpo de hormigón-terreno
de cimentación es completamente solidaria sin utilizar elementos junta entre ellos.

(a)

(d)

(b)

(c)

A

A

A

B

B

B

falla

Figura 6.74: Presa de Alqueva. Modelo geométrico discretizado por elementos fi-
nitos: (a) planta, (b) paramento aguas arriba, (c) paramento aguas abajo y (d)
perspectiva con detalle de falla.

Se han utilizado elementos tetraédricos con interpolación lineal y un modelo del
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Cuadro 6.24: Caracteŕısticas del ensayo numérico.

Número de Número de Tipo de Número de Modelo
nodos elementos elemento puntos de Gauss material
5211 19260 Tetraedro 1 Daño

isótropo

continuo de daño isótropo con resistencia diferenciada a tracción y a compresión.
El Cuadro 6.24 resume las caracteŕısticas principales del ensayo numérico.

Para caracterizar los materiales se ha considerado, a falta de valores reales
que permitiesen caracterizar el terreno de cimentación, que tanto el hormigón del
cuerpo de la presa como la roca de la cimentación tienen las mismas caracteŕısticas
mecánicas. Estas propiedades están resumidas en los Cuadros 6.25 y 6.26 para el
hormigón y la roca de cimentación respectivamente.

Cuadro 6.25: Propiedades del hormigón.

σ+e σ−e E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

3,5 25,5 35,0 0,2 80 2400

Cuadro 6.26: Propiedades de la cimentación.

σ+e σ−e E ν Gf Densidad
[MPa] [MPa] [MPa] [kN/m] Kg/m3

3,5 25,5 35,0 0,2 80 2400

Finalmente, las acciones exteriores aplicadas el modelo numérico descrito han
sido las siguientes (aplicadas consecutivamente una tras la otra):

1. La acción del empuje del agua considerando el escenario en que la presa
esté llena.

2. El desplazamiento del terreno con la hipótesis anteriormente descrita: un des-
plazamiento tangencial a la falla y un desplazamiento normal a ella que valga
tres cuartas partes del tangencial.

Descripción y análisis de los resultados

Como primera acción se ha aplicado el empuje hidrostático del agua, conside-
rando que el agua llega hasta la cota 153 sobre el nivel del mar (un metro por
debajo de la cota de coronación). Bajo esta acción ningún punto del sólido de
estudio abandona el régimen elástico.
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Posteriormente se aplica el desplazamiento impuesto en el terreno según está ex-
plicado en la Figura 6.73. Al incrementar este desplazamiento impuesto se inicia
una fisura en la unión de la falla con el cuerpo de la presa. Esta fisura, tras pro-
pagarse verticalmente, sufre un quiebro y traza un camino casi horizontal para,
posteriormente, volver a adoptar un camino vertical hasta alcanzar la cota de coro-
nación. La Figura 6.75 muestra, utilizando las ĺıneas de iso-desplazamientos, cual
a sido el camino seguido por la fisura obtenida numéricamente, mientras que la
Figura 6.76 muestra una deformada de la estructura al final del proceso.

(a) (b)

Figura 6.75: Presa de Alqueva: ĺıneas de iso-desplazamientos. (a) paramento aguas
abajo, (b) paramento aguas arriba

Figura 6.76: Presa de Alqueva: deformada al final del proceso

La comparación entre las trayectorias de la fisura obtenidas en la simulación
numérica y en los ensayos a escala de Oliveira et al. [50] se describen en la Figura
6.77. En esa figura se observa que si bien la fisura obtenida numéricamente reprodu-
ce correctamente la experimental en los dos primeros tramos, difiere de ésta cuando
toma el camino vertical para llegar a la cota de coronación. Esta diferencia se debe
a que no han sido considerados en el análisis numérico los planos de debilidad que
constituyen las juntas de construcción. Si se observa las fisuras experimentales de
la Figura 6.77, se ve que aparecen cuatro fisuras verticales, las dos más exteriores
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marcadas con trazo grueso y las dos interiores marcadas con trazo fino. Estas fisu-
ras corresponden a las juntas de construcción y no aparecen en el análisis numérico
porque no han sido consideradas, lo que conduce a la diferencia que se observa en
los trazados de la superficie de fractura en los ensayos experimental y numérico.

(a)

(b)

Numérica

Experimental

Figura 6.77: Presa de Alqueva.

6.4. Resumen del caṕıtulo

El objetivo de este caṕıtulo ha sido describir la capacidad de la metodoloǵıa
numérica presentada para abordar el análisis del fallo material en estructuras rea-
les. Una de las ideas clave que busca mostrar es que hay análisis donde es necesario
utilizar una herramienta numérica que, además de proporcionar una respuesta ob-
jetiva6 e independiente de la malla, sea capaz de realizar análisis tridimensionales.
T́ıpicamente los análisis tridimensionales son imprescindibles en aquellos casos don-
de la estructura moviliza mecanismos resistentes que no se consideran cuando el
análisis se reduce a un análisis plano (v.gr. el efecto arco).

Los ejemplos presentados en este caṕıtulo se clasifican en tres grupos:

Reproducción de ensayos de piezas de hormigón cuya forma de fallo predo-
minante es en modo I.

Reproducción de ensayos de estabilidad de taludes cuya forma de fallo es de
deslizamiento.

6Se entiende por respuesta objetiva aquella que tiene una disipación correcta de la enerǵıa.
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Reproducción de ensayos para obtener la capacidad resistentes de presas en
los que aparecen mecanismos resistentes tridimensionales (efecto arco).
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Caṕıtulo 7

CONCLUSIONES Y

DESARROLLOS FUTUROS

7.1. Conclusiones

Los algoritmos desarrollados para el análisis numérico en problemas de mecánica
de sólidos, y en particular para el análisis numérico de la localización de deforma-
ciones en un medio continuo1, pueden caracterizarse atendiendo a su exactitud, a
su robustez y al tiempo de cálculo que requieren para encontrar la solución del
problema. La robustez y el tiempo de cálculo están relacionados, dado que los al-
goritmos poco robustos necesitan muchas iteraciones por paso de tiempo para la
convergencia del sistema de ecuaciones global de la estructura. En este contexto
se entenderá por robustez la capacidad de la herramienta numérica para llevar a
término los análisis bajo diferentes condiciones numéricas impuestas, como cam-
bios en las longitudes de los pasos de integración, tolerancias requeridas para la
convergencia del sistema de ecuaciones, etc. . .

Toda herramienta numérica, que busque ser utilizada en el análisis del fallo
material en estructuras reales, debe poseer una adecuada combinación de estas
tres caracteŕısticas. En particular, dado los severos problemas de convergencia que
presentan los problemas de localización de deformaciones, es imprescindible que
dicha herramienta garantice:

la robustez necesaria para proporcionar un resultado,

la exactitud necesaria para que ese resultado sea confiable y

la velocidad de convergencia suficiente para que el análisis numérico sea fac-
tible en tiempo de cálculo.

En esta tesis se ha buscado reformular el método de discontinuidades fuertes de
continuo de forma que cumpla las tres condiciones anteriores. Dicha reformulación
ha consistido en:

1Este análisis es equivalente al análisis del fallo material de estructuras por ablandamiento.
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adoptar una formulación simétrica y un nuevo esquema de integración IMPL-
EX, que asegure:

• la robustez de la herramienta numérica al garantizar la definición positiva
de las matrices algoŕıtmicas intervinientes.

• la necesaria velocidad de convergencia.

utilizar unos esquemas de control del error que proporcionan la capacidad de
estudiar, de forma óptima, la convergencia de la solución al imponer condi-
ciones cada vez más restrictivas a dichos algoritmos.

utilizar un nuevo método de continuación especifico para el esquema de inte-
gración IMPL-EX, que asegura la obtención de la curva de equilibrio correcta
atendiendo a las dificultados existentes en los puntos ĺımite.

Esta reformulación del método de discontinuidades fuertes de continuo presenta,
como toda aproximación numérica, la necesidad de realizar dos series de estudios
para garantizar que la solución encontrada sea aceptable:

1. Un análisis de la convergencia de la solución en un proceso de refinado del
tamaño caracteŕıstico de la malla de elementos finitos utilizada.

El objetivo de este análisis es garantizar que la formulación simétrica ci-
nemáticamente óptima no introduce errores, debido a los problemas que tie-
ne para capturar el estado tensional en elementos que estén completamente
agotados.

2. Un análisis de la convergencia de la solución en un proceso de reducción del
tamaño de paso de tiempo.

Este estudio se realiza utilizando los algoritmos de control del error descritos.

La necesidad de realizar estos análisis sobre la convergencia de la solución coloca
en desventaja la metodoloǵıa propuesta frente a la presentada en las Referencias
[46], [80], [19] y [70] para el caso de análisis bidimensionales o análisis tridimensio-
nales muy sencillos. Sin embargo, en análisis tridimensionales de geometŕıa com-
pleja donde aparezcan varias fisuras, la incapacidad de la formulación anterior para
abordarlos hace patente la aplicabilidad de la nueva formulación propuesta.

7.2. Contribuciones principales

Las contribuciones principales presentadas en esta tesis son las siguientes:

Reformulación del método de discontinuidades fuertes de continuo:

• Adopción de la formulación variacional simétrica cinemáticamente con-
sistente.

• Implementación de un nuevo esquema de integración, denominado IMPL-
EX, que garantiza:
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◦ la definición positiva de las matrices algoŕıtmicas intervinientes en
el problema numérico.

◦ la convergencia en una sola iteración en cada paso de tiempo.

• Implementación de unos algoritmos de control del error, espećıficos para
el esquema de integración IMPL-EX, que permiten estudiar la evolu-
ción de la solución al hacer más restrictivos los parámetros de dichos
algoritmos.

• Implementación de un nuevo método de continuación, espećıfico para el
esquema de integración IMPL-EX, que permite superar los puntos ĺımite
de la curva de equilibrio.

Aplicaciones numéricas:

• Estudio de la capacidad del método de discontinuidades fuertes de conti-
nuo para capturar el efecto tamaño en la determinación de la capacidad
portante de estructuras.

• Estudio de la capacidad del método de discontinuidades fuertes de conti-
nuo para capturar el tamaño y la evolución de la zona de procesamiento
de fractura.

• Estudio de la capacidad del método de discontinuidades fuertes de conti-
nuo para analizar el fallo material de estructuras tridimensionales reales,
en particular el estudio de la seguridad remanente de presas de hormigón
con simple y doble curvatura.

7.3. Desarrollos futuros

El trabajo presentado en esta tesis puede ser considerado como un paso para
obtener una herramienta que permita el análisis numérico del fallo material en
estructuras reales. Sin embargo, para ampliar el rango de análisis posibles y asegurar
su exactitud, las futuras ĺıneas de investigación seŕıan:

Un estudio teórico que demuestre la estabilidad incondicional del algoritmo
de integración IMPL-EX para todo tamaño de paso de tiempo.

Un estudio que obtenga, en función del tamaño de paso de tiempo utilizado,
una estimación del error cometido en el análisis.

La superación de las limitación que tiene el algoritmo global de captura de
superficies de discontinuidad. Dichas limitaciones, asociadas directamente con
el enriquecimiento asumido del campo de desplazamientos, se pueden resumir
como:

• Es necesario discriminar de forma arbitraria una de las dos direcciones de
localización que proporciona el análisis de la bifurcación del equilibrio.

• El algoritmo es incapaz de capturar la ramificación de los caminos de
fisura (estos problemas t́ıpicamente se dan en procesos de propagación
dinámica de fractura).
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• El algoritmo es incapaz de considerar el análisis de fisuras que se cortan.

La extensión del método de discontinuidades fuertes de continuo al análisis
dinámico. La principal dificultad, para extender la formulación aqúı presen-
tada al análisis dinámico, reside en capturar la ramificación que sufren los
caminos de fisura cuando las velocidades de aplicación de la solicitación son
lo suficientemente altas. Esta dificultad ha sido mostrada por Huespe et al. en
[34], donde se presenta una extensión al análisis dinámico de la formulación de
fisura cohesiva discreta presentada por Sancho et al. [82]. Esta formulación,
al no necesitar ningún algoritmo de captura de fisura, es capaz de reproducir
de forma natural la ramificación existente en los caminos de fisura.

La introducción, dentro del método de discontinuidades fuertes de continuo,
del fenómeno de la fractura hidráulica. Para poder hacerlo seŕıa necesario
considerar el problema acoplado mecánico-hidráulico. En este caso, la presión
del fluido dentro de la fisura se obtendŕıa de la resolución del problema de
transporte de un flujo dentro de un medio permeable sometido a un proceso
de fisuración.

La introducción, dentro del método de discontinuidades fuertes de continuo,
del fenómeno de la degradación del material por ataque qúımico. En este caso
seŕıa necesario considerar el problema acoplado mecánico-difusivo que estu-
diaŕıa la propagación de un contaminante en un sólido sometido a fisuración.

La aplicación al estudio del hormigón armado. En esta ĺınea de trabajo ha sido
desarrollada por Linero en [42] para el análisis bidimensional y actualmente
se está trabajando en su extensión al análisis tridimensional.



Apéndice A

Análisis de la localización en

los modelos inelásticos

inv́ıscidos

A.1. Resumen histórico

El problema de la localización de deformaciones, entendiéndolo como una ines-
tabilidad del material (en este trabajo no se han considerado las inestabilidades
geométricas), ha sido objeto de estudio desde principios del siglo XIX hasta nues-
tros d́ıas. Este fenómeno puede ocurrir, bajo unas condiciones de carga adecuadas,
en prácticamente todos los materiales sólidos: frágiles como los hormigones o las
rocas y dúctiles como los metales o las arcillas.

Observación A.1.1. Definiremos la localización de deformaciones como
un proceso por el cual en un sólido sometido a unas fuerzas externas, la
deformación se concentra en una región estrecha (comparada con el tamaño
del sólido analizado) llegándose, por agotamiento de la capacidad resistente,
al fallo material.

Fenomenológicamente, este proceso se asocia con la concentración de defectos
micro-estructurales los cuales evolucionan a bandas de cortante (materiales dúcti-
les) o a macrofisuras (materiales frágiles). Matemáticamente, este fenómeno se tra-
duce en un mal condicionamiento de las ecuaciones en derivadas parciales que rigen
el problema de continuo, lo cual es signo de la existencia de una bifurcación en la
solución de equilibrio, es decir, aparece una solución que mantienen los campos
de deformaciones continuos y otra solución que inicia la discontinuidad en dichos
campos.

La primera definición rigurosa y el primer análisis de estabilidad de este proble-
ma se debe a Hadamard (1903), que lo realizó en deformaciones finitas elásticas.
Hadamard afirmó en [31] que las condiciones que determinan la aparición de inesta-
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bilidad material son la pérdida de elipticidad fuerte en las ecuaciones de equilibrio1.
Hill (1962) llegó a la misma condición de estabilidad en [32] aplicando una pequeña
perturbación a una losa infinita bajo un estado de tensiones homogéneo e identi-
ficando la inestabilidad material con las condiciones que hacen esa perturbación
crecer (la Referencia [10] da una descripción de este método). Siguiendo el mismo
método, Rudnicki & Rice (1975) en [78] demostraron que las inestabilidades mate-
riales pueden tener lugar incluso en la presencia de endurecimiento para el caso de
plasticidad no asociada (debida a la falta de simetŕıa mayor en el módulo tangente
constitutivo).

Basándose en estos resultados, la condición que garantiza la estabilidad material
es la llamada condición Legendre-Hadamard, la cual estable que, para todas las
direcciones de propagación n y para cualquier vector no nulo h, un punto material
es estable si se cumple (condición de elipticidad fuerte):

(n⊗ h) : lCi : (h⊗ n) > 0 ∀n, h (A.1)

donde lCi es el operador tangente constitutivo y h, en el contexto de propagación
de ondas, es la polarización de la onda (ver [81] y [10]).

Observación A.1.2. En el análisis estático de sólidos y bajo la hipótesis
de pequeños desplazamientos y deformaciones infinitesimales, la condición
Legendre-Hadamard se reduce a:

det
(
n · lCi · n

)
> 0 (A.2)

dónde de nuevo n es la dirección de propagación y lCi es el operador tan-
gente constitutivo.

Sabiendo que lQ, tensor caracteŕıstico o tensor de localización, se expresa como
lQ(n) = n · lCi ·n, se puede interpretar la Ecuación (A.2) diciendo que una condición
necesaria para el inicio de la inestabilidad material (localización de deformaciones)
es la singularidad del tensor de localización o caracteŕıstico.

Asumiendo los anteriores resultados, es decir, que una condición necesaria para
la no unicidad de la solución es la singularidad de lQ, muchos autores han desa-
rrollado criterios para obtener los módulos de endurecimiento/ablandamiento para
los cuales empieza la localización y la dirección de dicha localización. Siguiendo la
secuencia de desarrollos descrita en [79] por Runesson et al., fue Mandel (1964)
[45] el primero que determinó el módulo de endurecimiento cŕıtico para materiales
granulares en deformación plana empleando el criterio de fallo de Mohr-Coulomb y
una regla de flujo no asociado para describir la dilatancia. Bajo las mismas asuncio-
nes que Mandel, Vermeer (1982) [91] y Vermeer & De Borst (1984) [92] rederivaron
el valor del módulo de endurecimiento y determinaron la orientación de la banda de
cortante cŕıtica asumiendo que la tensión principal intermedia se encuentra fuera
del plano del análisis bidimensional. Rice (1976) [74] y Rudnicki & Rice (1975)
[78] derivaron expresiones expĺıcitas para las direcciones cŕıticas de bifurcación
y el correspondiente valor del módulo de endurecimiento con el criterio de fallo

1Hadamard probó que en equilibrio estable, la desigualdad que define la elipticidad fuerte debe
mantenerse pero admitiendo que el ‘>’ sea reemplazado por un ≥’ (ver [47])
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de Drucker-Praguer para un estado tridimensional sin restricciones (considerando
no-asociativa la parte volumétrica de la regla de flujo). Finalmente, Ottosen & Ru-
nesson (1991) [67], con las mismas asunciones que Rudnicki & Rice generalizó los
resultados para un criterio de fallo arbitrario definido por los tres invariantes.

En esta anejo se va a realizar un amplio estudio del problema de la localización
de deformaciones. El Apartado §2.2 resume una deducción directa de la condición
matemática que marca el inicio del proceso de localización: la singularidad del ten-
sor de localización lQ. Este criterio se aplica en el Apartado §A.3 a una clase general
de modelos materiales inelásticos, donde no se han supuesto ninguna asunción sobre
estos modelos. Posteriormente, en el Apartado §A.4 se derivan expresiones anaĺıti-
cas para los valores cŕıticos de los módulos de ablandamiento y las direcciones de
localización para dos modelos asociados: el modelo de daño isótropo y el modelo de
plasticidad asociada no viscosa. Finalmente, el Apartado §A.5 resume los anteriores
valores para el caso bidimensional.

A.2. Análisis de bifurcación discontinua

Como fue anteriormente dicho, los modelos inelásticos pueden presentar puntos
de bifurcación en la curva de equilibrio en los cuales una rama está asociada a una
solución que proporciona campos discontinuos. Este modo de fallo puede aparecer
debido a la existencia de operadores constitutivos no simétricos en el caso de flujo
no asociado y/o debido a la utilización de modelos materiales equipados con ablan-
damiento [28]. Esta sección busca mostrar una demostración directa de la condición
necesaria para la localización de deformaciones asociada a un punto de bifurcación:
la singularidad del tensor de localización lQ.

Sea entonces un dominio Ω en el cual todas las variables (σ, ε,u) son espacial-
mente continuas en el estado actual de equilibrio estático, y una superficie S que
divide este dominio en una parte positiva Ω+ y una parte negativa Ω− (ver Figura
A.1). Para obtener las condiciones de localización de deformaciones se considerará,
para un estado de carga creciente, que la bifurcación implica la existencia de una
solución alternativa (diferente de la cuasi-homogénea) caracterizada por una cam-
po tasa de desplazamiento u̇ y un campo tasa del gradiente del desplazamiento
∇su̇ discontinuos a través de la superficie de discontinuidad S. Se asumirá también
que la diferencia en los valores de u̇ para los campos bifurcados y no bifurcados es
constante a lo largo de S.

W
-

W

W
+

S

z1

z2

n

Figura A.1: Continuum con una superficie de localización
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Definiendo para cada punto material en S un sistema de coordenadas local
{ζ1, ζ2,n}, donde ζ1 y ζ2 son vectores tangente unitarios a S y n es un vector
unitario normal a S, la asunción que Ju̇K, entendiendo Ju̇K = u̇+ − u̇− como la
diferencia entre los valores de u̇ en S y Ω\S, es constante a lo largo de S puede ser
establecida como:

∂ζiJu̇K = J∂ζi u̇K = J(∇⊗ u̇) · ζiK = J(∇⊗ u̇)K · ζi = 0 i = 1, 2 (A.3)

teniendo la solución general a la Ecuación (A.3) la siguiente forma:

J(∇⊗ u̇)K = (β̇ ⊗ n) (A.4)

donde β es un vector arbitrario mientras que n es el vector unidad normal a S.
Considerando la hipótesis de deformaciones infinitesimales, el salto en el campo

tasa de deformaciones tiene, basado en la Ecuación (A.4), la siguiente expresión
(también llamada condición de compatibilidad cinemática de Maxwell):

Jε̇K = J∇su̇K = (β̇ ⊗ n)s (A.5)

donde (•)s es la parte simétrica de (•).
Si se impone el equilibrio a ambos lados de la superficie de discontinuidad se

establece que la tasa del vector tracción ṫ a través de la superficie S es única, con
lo que:

ṫ
+ − ṫ

−
= σ̇+ · n− σ̇− · n = Jσ̇K · n = 0 (A.6)

y, utilizando la ecuación constitutiva de un sólido elastoplástico inv́ıscido:

σ̇ = lCi : ε̇ (A.7)

donde lCi es el tensor constitutivo tangente (tensor de cuarto orden), se llega a
dos posibles escenarios: bifurcación continua y bifurcación discontinua. Se conside-
rará únicamente en este trabajo el primer escenario, la bifurcación continua, porque
la bifurcación discontinua, como fue indicado por Rice & Rudnick [73] y Ottosen
& Runesson [67] constituye una situación menos cŕıtica en términos de posibilidad
de bifurcación2.

En el escenario de bifurcación continua, tanto los campos incrementales bifur-
cados y no-bifurcados corresponden a carga plástica. En este caso, combinando
las Ecuaciones (A.5), (A.7) y (A.6) y considerando la simetŕıa de σ̇, se obtiene el
siguiente problema de autovectores:

(
n · lCi · n

)
· β = 0 (A.8)

expresión que puede ser escrita en términos del tensor de localización o caracteŕısti-
co lQ:

lQ (n) · β = 0 (A.9)

2Como aclaración, indicar que la bifurcación discontinua es el escenario donde los campos
incrementales bifurcados corresponden a carga plástica mientras que los campos incrementales no
bifurcados corresponden a descarga elástica.
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La singularidad de lQ es la única solución no trivial de la Ecuación (A.9). Por lo
tanto, un condición necesaria para que tenga lugar la localización de deformaciones
es que, para algún n:

det (lQ (n)) = 0 (A.10)

Como fue mencionado en el Apartado §A.1, este criterio para detectar el inicio de
la bifurcación en la curva de equilibrio fue establecido por Hill en 1962.

A.3. Análisis de bifurcación de una clase general

de modelos inelásticos

En este apartado se desarrollará el análisis de bifurcación de una clase general
de modelos materiales, sin presuponer ninguna asunción sobre sus criterios de fallo
y sus potenciales plásticos. Las únicas restricciones que se impondrán serán las
siguientes dos: el gradiente de la función de daño y el potencial plástico tendrán
las mismas direcciones principales y todas las inestabilidades geométricas serán
ignoradas.

Para poder entender la notación usada en el resto del anejo, el Cuadro A.3.1 re-
sume las ecuaciones básicas de gobierno del modelo general de plasticidad inv́ıscida
con endurecimiento isótropo.

CAJA A.3.1. Ingredientes del modelo de plasticidad.

Relaciones tensión-deformación:

σ = lCe : (ε− εp) (A.11)

siendo lCe el módulo elástico y εp el tensor de deformaciones plásticas.

Dominio elástico en el espacio de las tensiones:

Eσ = {(σ, χ) ∈ S× R
m | f (σ, χ) ≤ 0} (A.12)

siendo χ la variable interna tipo tensión y f : S×R
m → R la función

de fluencia.

Regla de flujo y regla de endurecimiento/ablandamiento:

ε̇ = γg (σ, χ) (A.13)

χ̇ = −γh (σ, χ)

siendo γ ≥ 0 el multiplicador plástico, g : S×R
m → S la regla de flujo

plástico y h : S× R
m → R

m la ley de endurecimiento.

Condiciones de carga-descarga de Khun-Tucker:

γ ≥ 0, f (σ, χ) ≤ 0, γ f (σ, χ) = 0 (A.14)
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Ingredientes del modelo de plasticidad (continuación).

Condición de consistencia:

γ ḟ (σ, χ) = 0 (A.15)

Módulo tangente elastoplástico:

lCep =

{
lCe if γ = 0

lCe − lCe : g ⊗ lCe : ∂σf
∂σf : lCe : g+ ∂χf · h if γ > 0

}
(A.16)

siendo ∂σf el gradiente de la función de daño y asumiendo en adelante
que ∂σf := f. También se asumirá en este trabajo que ∂χf · h = H
(un escalar).

Siguiendo la notación establecida en el anterior cuadro, el análisis de bifurcación
parte con la condición necesaria para el inicio de la localización expresada en la
Ecuación (A.10):

det (lQ (n)) = det (n · lCep · n) = 0 (A.17)

donde n es la dirección de localización y lCep representa el tensor constitutivo
tangente, el cual se define, en un formato general, como:

lCep = ϑ1 lCe − κ

ϑ2 (H)
lCe : g⊗ f : lCe (A.18)

donde ϑ1 y ϑ2(H) dependen del modelo material elegido; f y g son, respectivamente,
los gradientes de la función de daño y el potencial plástico; κ = 1 en carga plástica
mientras κ = 0 en (des)carga elástica; H representa el modulo de ablandamiento
del continuo y, finalmente, lCe es tensor constitutivo elástico.

Si se inserta la Ecuación (A.18) en la Ecuación (A.17) y se expande la expresión
obtenida se tiene:

det

(
ϑ1n · lCe · n− κ

ϑ2(H)
n · lCe : g⊗ f : lCe · n

)
= 0 (A.19)

en la cual se asumirá que ϑ1 > 0 (más adelante, cuando se particularicen los
resultados para los diferentes modelos se verá que esta asunción es aceptable) y
donde n · lCe ·n, el tensor caracteŕıstico o acústico elástico lQe, es definido positivo.
Basado en la positividad del tensor (ϑ1n· lCe ·n), la expresión de la Ecuación (A.19)
es equivalente a:

det

(
1− κ

ϑ1ϑ2(H)
n · lCe : g · lQe−1 ⊗ f : lCe · n

)
= 0 (A.20)

donde se ha substituido (n · lCe ·n) por lQe y donde 1 representa el tensor unitario
de segundo orden.
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En la expresión (A.20) puede aplicarse la siguiente propiedad de los determi-
nantes:

det (1+ α a⊗ b) = 1 + α a · b (A.21)

siendo a y b vectores y α un escalar. Con esta propiedad, la expresión (A.20) es
equivalente a:

1− κ

ϑ1ϑ2(H)

(
n · lCe : g · lQe−1

)
·
(
f : lCe · n

)
= 0 (A.22)

Considérese ahora que se está tratando con un material isótropo cuyo tensor
constitutivo elástico es:

lCe = λ1⊗ 1+ 2µI (A.23)

siendo λ y µ los coeficientes de Lamé. Después de algunas manipulaciones, la inversa
del tensor elástico caracteŕısticos tiene la siguiente expresión:

lQe
−1

= − λ+ µ

µ (λ+ 2µ)
n⊗ n+

1

µ
I (A.24)

Entonces, insertando la Ecuación (A.24) en la Ecuación (A.22), y de nuevo tras
algunas manipulaciones, se obtiene:

1

ϑ1

(
− λ+ µ

µ (λ+ 2µ)
(n · lCe : g · n) (n · lCe : f · n) + 1

µ
(n · lCe : g) (n · lCe : f)

)

= ϑ2(H)(A.25)

donde se ha supuesto que se está en carga plástica (κ = 1). Se puede ver que la
variación de n únicamente influye en la parte izquierda de la Ecuación (A.25), por
lo que se puede reescribir de la siguiente forma:

1

ϑ1
Z (n) = ϑ2(H) (A.26)

siendo Z(n):

Z (n) = − λ+ µ

µ (λ+ 2µ)
(n · lCe : g · n) (n · lCe : f · n)+ 1

µ
(n · lCe : g) (n · lCe : f)

(A.27)

Las soluciones de la Ecuación (A.26) definen un conjunto de números reales:

G = {H ∈ R tal que ∃ n ∈ R
ndim | det (lQ (H,n)) = 0} (A.28)

siendo Hcrit, módulo de ablandamiento de cŕıtico o de bifurcación, el máximo del
conjunto G y siendo ncrit, dirección de localización, la normal que maximiza H
en G. Dicho de otro modo, se busca una normal ncrit que cumpla las siguientes
condiciones3:

∂H

∂n
= 0 y

∂2H

∂2n
ser definido negativo (A.29)

3Nos encontramos en un contexto de maximización debido al carácter negativo del módulo de
ablandamiento H.
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A partir de la Ecuación (A.26) y considerando el carácter monótono creciente
de la función ϑ2(H) en H, las condiciones expresadas en (A.29) son equivalentes a:

∂Z (n)

∂n
= 0 y

∂2Z (n)

∂2n
ser definido negativo (A.30)

En el contexto de la simulación numérica del fallo material, las Ecuaciones
(A.30) pueden ser resueltas numéricamente por proceso de maximización local (ver
[65]). Sin embargo, para problemas grandes esto implica un coste computacional de-
masiado grande y, para evitarlo, se han desarrollado procedimientos anaĺıticos para
unas familias particulares de modelos constitutivos del continuo. En el siguiente
apartado, se mostrarán estos resultados anaĺıticos derivados de los modelos mate-
riales usados en este trabajo: el modelo de daño isótropo y el modelo de plasticidad
con flujo asociativo.

A.4. Valores cŕıticos de modelos materiales parti-

culares

En este apartado se particulariza el análisis previo de bifurcación para los mo-
delos materiales inelásticos cuya ley de flujo plástico es del tipo asociativo. Se van
a estudiar dos modelos: el modelo de daño continuo isótropo y el modelo de plas-
ticidad general asociativa inv́ıscida. Como resultado preliminar, que servirá para
justificar posteriores asunciones que se asumirán sobre la estructura de ncrit, se
reproduce a continuación la interpretación geométrica de la condición (A.26) expli-
cada en [93] y [55].

A.4.1. Interpretación geométrica: la elipse de localización

Sea la Ecuación (A.25) restringida al caso asociativo (f = g):

c1 (n · lCe : f · n) (n · lCe : f · n) + c2 (n · lCe : f) (n · lCe : f) = ϑ2(H) (A.31)

donde:

c1 = − 1

ϑ1

λ+ µ

µ (λ+ 2µ)
c2 =

1

ϑ1

1

µ
(A.32)

Si se substituye lCe : f por σ y se tiene en consideración que:

σn = (n · σ · n) y τ2 = (n · σ) (n · σ)− σ2n (A.33)

se obtiene, después de algunas manipulaciones y en el espacio (σn, τ), la expresión
matemática de una elipse (llamada elipse de localización por [93]):

σ2n
ϑ2(H)
c2 − c1

+
τ2

ϑ2(H)
c2

= 1 (A.34)

El tamaño de esta elipse, cuyo centro se sitúa en el (0,0), depende únicamente de
H y sus semiejes tienen una relación constante entre ellos. Por lo tanto, se puede
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Figura A.2: Elipse de localización y ćırculos de Mohr

definir Hcrit como el valor máximo de H para el cual existe la intersección de la
zona admisible dentro del área de los ćırculos de Mohr con la elipse de localización.
Este concepto se describe en la Figura A.2.

Como se observa en la Figura A.2, la elipse de localización intersecta el ćırculo
máximo de Mohr, por lo que se puede afirmar que la normal ncrit se sitúa en el plano
1-3 de la base formada por las direcciones principales de σ. Como se está traba-
jando con un tensor constitutivo isótropo lCe, puede afirmarse que ncrit también
se encuentra en el plano 1-3 de la base formada por las direcciones principales
de f. Esto significa que, en esa base, el vector ncrit tiene la siguiente estructura
ncrit = (n1, 0, n3)

T
(ver Figura A.3).

f
3

f
1

f
2

q
crit

q
crit

n
crit

n
crit

Figura A.3: Direcciones de ncrit en espacio de los autovectores de f
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A.4.2. Valores cŕıticos del ángulo de localización

Asumiendo, como se indicó anteriormente, que ncrit tiene la siguiente estructura:

ncrit = (n1, 0, n3)
T

(A.35)

y trabajando en el espacio de las direcciones principales de f, se imponen a conti-
nuación las condiciones expresadas en la Ecuación (A.30). De las ecuaciones (A.25)
y (A.26) se obtiene, imponiendo f = g:

c1 (n · lCe : f · n) (n · lCe : f · n) + c2 (n · lCe : f) (n · lCe : f) = Z (n) (A.36)

siendo:

c1 = − 1

ϑ1

λ+ µ

µ (λ+ 2µ)
c2 =

1

ϑ1

1

µ
(A.37)

Sabiendo que:

lCe = λ 1⊗ 1+ 2µ I (A.38)

lCe : f = λ tr (f)1+ 2µ f (A.39)

donde tr (f) es la traza del tensor f, es decir, tr (f) =
∑i=3
i=1 fi, se puede expresar la

Ecuación (A.36) en los siguientes términos:

Z (n) = c1 (λ tr (f) + 2µ n · f · n)2

+ c2 (λ tr (f)n+ 2µ f · n)T (λ tr (f)n+ 2µ f · n) (A.40)

Considerando (A.35), la expresión (A.40) puede ser expandida como:

Z (n) = c1λ
2 tr2 (f) + 4c1µ

2
(
f1n

2
1 + f3n

2
3

)2

+ 4c1µλtr (f)
(
f1n

2
1 + f3n

2
3

)
+ c2 (λtr (f)n1 + 2µf1 n1)

2

+ c2 (λtr (f)n3 + 2µf3 n3)
2

(A.41)

y, basándose de nuevo en (A.35) y sabiendo que |ncrit| = 1, n3 puede ser substituido
por:

n23 = 1− n21 (A.42)

entonces, la expresión (A.41) puede ser reescrita como:

Z (n) = c1λ
2 tr2 (f) + 4c1µ

2
(
f3 + (f1 − f3)n21

)2
+ 4c1µλ tr (f) f1n

2
1

+ c2 (λtr (f) + 2µf1)
2
n21 + 4c1µλ tr (f) f3 − 4c1µλ tr (f) f3n

2
1

+ c2 (λtr (f) + 2µf3)
2 − c2 (λtr (f) + 2µf3)

2
n21 (A.43)
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y finalmente, si se agrupan en términos de potencias de n1, se obtiene la siguiente
expresión para Z (n):

Z (n) = [c1λ
2 tr2 (f) + 4c1µ

2f23 + 4c1µλtr (f) f3 + c2 (λtr (f)− 2µf3)
2
]︸ ︷︷ ︸

TERM1

+ [8c1µ
2f3f1 − 8c1µ

2f23 + 4c1µλtr (f) f1 + c24µ
2f21 +

4c2λµtr (f) f1 − 4c1µλtr (f) f3 − 4c2µ
2f23 − 4c2λµtr (f) f3]︸ ︷︷ ︸

TERM2

·n21

+ [−4c1µ2f21 − 4c1µ
2f23 − 8c1µ

2f1f3]︸ ︷︷ ︸
TERM3

·n41

(A.44)

En este punto, es fácil imponer las condiciones expresadas en (A.30) a la Ecuación
(A.44). Si se trabaja en forma compacta se obtiene:

∂Z (n)

∂n
= 0 → ∂Z (n1)

∂n1
= 0

∂
(
TERM1 + TERM2 n21 + TERM3 n41

)

∂n1
= 0

2 TERM2 n1 + 4 TERM3 n31 = 0 (A.45)

y, finalmente, se puede expresar el valor de n1 como:

n21 = − TERM2

2 TERM3
(A.46)

siendo:

TERM2 =
4µ

1− ν f1 f1 +
4µν

1− ν f1 f2 −
4µ

1− ν f1 f3 −
4µν

1− ν f2 f3

TERM3 = − 2µ

1− ν f1 f1 +
4µ

1− ν f1 f3 −
2µ

1− ν f3 f3 (A.47)

donde se han insertados los valores de c1 y c2 dados en (A.32), la expresión (A.44)
se ha expandido completamente y únicamente se han usado los módulos elásticos
µ y ν.

Insertando la Ecuación (A.47) en (A.46) y tomando en consideración (A.42), se
puede afirmar que:

n21 =
f1 f1 + νf1 f2 − f1 f3 + νf2 f3

f1 f1 + f3 f3 − 2f1 f3

n23 =
f3 f3 + νf2 f3 − f1 f3 − νf1 f2

f1 f1 + f3 f3 − 2f1 f3
(A.48)

lo que implica que, para el caso asociativo, el ángulo cŕıtico de localización es (ver
Figura A.3):

tan2 (θcrit) =
n23
n21

=
f3 f3 + νf2 f3 − f1 f3 − νf1 f2
f1 f1 + νf1 f2 − f1 f3 + νf2 f3

= −f1 + νf2
f3 + νf2

(A.49)
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siempre que se satisfagan las condiciones:

(f1 + νf2) ≥ 0 y (f3 + νf2) ≤ 0. (A.50)

Se analizará a continuación si el valor de ncrit expresado en (A.48) corresponde
a un máximo de H, esto es, si se cumple la segunda parte de la condición (A.30).
La condición a imponer es:

∂2Z (n)

∂2n
definido negativo ⇐⇒ ∂2Z (n1)

∂2n1
≤ 0 (A.51)

Utilizando la expresión de Z (n) dada en (A.44), la expresión anterior (A.51) lleva
a:

∂2Z (n1)

∂2n1
=

∂2
(
TERM1 + TERM2 n21 + TERM3 n41

)

∂2n1

= 2 TERM2 + 12 TERM3 n21 ≤ 0 (A.52)

donde TERM2 y TERM3 se han definido en (A.47). Insertando la expresión (A.46)
en la Ecuación (A.52) se llega a:

∂2Z (n1)

∂2n1
= 2 TERM2 + 12 TERM3 n21

= 2 TERM2 + 12 TERM3

(
− TERM2

2 TERM3

)

= 2 TERM2− 6 TERM2

= −4 TERM2 ≤ 0 (A.53)

Por lo tanto, la condición a probar es TERM2 ≥ 0 lo que implica, usando (A.47a),
que:

4µ

1− ν f1 f1 +
4µν

1− ν f1 f2 −
4µ

1− ν f1 f3 −
4µν

1− ν f2 f3 ≥ 0

f1 f1 + νf1 f2 − f1 f3 − νf2 f3 ≥ 0

(f1 + νf2) (f1 − f3) ≥ 0 (A.54)

Como (f1 − f3) es siempre positivo, la condición para asegurar el máximo de H es
(f1 + νf2) ≥ 0, que es una de las dos condiciones derivadas de las expresiones de
θcrit (A.49 y A.50). En el Apartado §A.4.4 se lleva a cabo un estudio para el caso
en el las condiciones (A.50) no se verifican, donde se derivan los valores del módulo
de ablandamiento y del ángulo cŕıticos.

A.4.3. Valor cŕıtico del módulo de ablandamiento

Para obtener el máximo valor de H, es necesario insertar el valor de ncrit de
la Ecuación (A.48) en la expresión general de H dada en la Ecuación (A.26) y
(A.31). En este caso, es necesario hacer un estudio diferenciado para el modelo de
plasticidad asociada y para el modelo de daño, debido a la diferente estructura que
presentan los módulos tangentes constitutivos de ambos modelos.
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Sea entonces la expresión general de la condición de localización, particularizada
por los valores cŕıticos de Hcrit y ncrit:

1

ϑ1

(
− λ+ µ

µ (λ+ 2µ)
(ncrit · lCe : f · ncrit) (ncrit · lCe : f · ncrit) +

1

µ
(ncrit · lCe : f) (ncrit · lCe : f)

)
= ϑ2(Hcrit) (A.55)

donde los valores de ϑ1 y ϑ2(H), descritos en el siguiente cuadro, dependen del
modelo material

Cuadro A.1: Constantes ϑ1 y ϑ2(H).

Modelo de daño Modelo de plasticidad
ϑ1 = χ

ξ ϑ1 = 1

ϑ2(H) = χ−H·ξ
ξ3 ϑ2(H) = H + f : lC : f

siendo, para el modelo de daño, χ la variable interna tipo tensión y ξ la variable
interna tipo deformación (ver Apartado §2.3)).

Si se desarrolla la expresión (A.55), considerando los valores del Cuadro A.1
y el valor de ncrit dado en la Ecuación (A.48), y tras algunas manipulaciones
algebraicas, se obtienen los siguientes valores de Hcrit para los modelos de daño y
de plasticidad asociada:

HDam
crit =

χ

ξ
−

(
1− ν − 2ν2

)
χ ξ

E (f21 (1− ν)+f23 (1− ν)+2νf2f3+2νf1 (f2 + f3)+2ν2f22 )

HPlast
crit = −E f22 (A.56)

donde, como en (A.49), se tienen que cumplir las siguientes condiciones:

(f1 + νf2) ≥ 0 y (f3 + νf2) ≤ 0 (A.57)

A.4.4. Valores cŕıticos en los casos extremos

Los valores cŕıticos del módulo de ablandamiento, Hcrit, y la normal a la super-
ficie de fractura, ncrit, obtenidos en las dos secciones precedentes, se han calculado
asumiendo que se cumplen las condiciones expresadas en (A.50) o en (A.57), que
son:

(f1 + νf2) ≥ 0 y (f3 + νf2) ≤ 0 (A.58)

A continuación se analizará qué ocurre cuando estas condiciones no se cumplen.
Para poder obtener el máximo de la función H = H(n1), es necesario estudiar los
valores de la derivada de H(n1) en el intervalo 0 ≤ n21 ≤ 1. El signo de la derivada
de H(n1) es el mismo que el signo de la derivada de Z(n1) como se explicó en el
Apartado §A.3 (ver la equivalencia entre la ecuaciones (A.29) y (A.30)). En este
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caso el estudio se ha realizado sobre ∂Z(n1)/∂n
2
1 en vez de sobre ∂Z(n1)/∂n1

4.
Esta expresión se puede escribir, tras algunas manipulaciones algebraicas como:

∂Z (n1)

∂n21
=

4µ

1− ν (f1 − f3) (f1 + νf2)−
2µ

1− ν (f1 − f3)2 2n21 (A.59)

y reordenando la expresión anterior, puede ser escrita como:

∂Z (n1)

∂n21
=

4µ

1− ν

≥0︷ ︸︸ ︷
(f1 − f3)

termB︷ ︸︸ ︷
(f1 + νf2)︸ ︷︷ ︸

termA

−
≥0︷ ︸︸ ︷

(f1 − f3)n21


 (A.60)

donde el signo de termB da el signo de ∂Z(n1)/∂n
2
1.

Cuando la primera condición de (A.58) no se satisface, es decir, cuando (f1 +
νf2) ≤ 0, se tiene a partir de la Ecuación (A.60) que ∂Z(n1)/∂n

2
1 ≤ 0 para todo

n21. Esto significa que H es decreciente en n21 en el intervalo 0 ≤ n21 ≤ 1 y por lo
tanto H toma su valor máximo cuando n21 = 0, llegando a las soluciones siguientes
(ver la Figura A.3):

θcrit = 0◦

HDam
crit =

χ

ξ
− (1− ν) (1 + ν) (1− 2ν) χ ξ

E (f3 (1− ν)+(f1 + f2) ν)
2

HPlast
crit = −

(
f21 + f22 + 2νf1f2

)
E

1− ν2 (A.61)

Por el contrario, cuando la segunda condición de (A.58) no se satisface, es decir,
cuando (f3 + νf2) ≥ 0, a partir de la Ecuación (A.60) se tiene que ∂Z(n1)/∂n

2
1 ≥ 0

para todo n21. Esto significa que H es creciente en n21 en el intervalo 0 ≤ n21 ≤ 1,
y por lo tanto H toma su valor máximo cuando n21 = 1, llevando a las siguientes
soluciones (ver la Figura A.3):

θcrit = 90◦

HDam
crit =

χ

ξ
− (1− ν) (1 + ν) (1− 2ν) χ ξ

E (f1 (1− ν)+(f2 + f3) ν)
2

HPlast
crit = −

(
f22 + f23 + 2νf2f3

)
E

1− ν2 (A.62)

A.4.5. Resumen de los valores cŕıticos

A continuación se resumen los resultados anteriores teniendo en consideración
si las condiciones expresadas en la Ecuación (A.58) se cumplen o no:

4Se puede tomar esta decisión porque Z(n1) tiene la estructura Z(n1) = α+ β n21 + γ n41, ver
Ecuación (A.47).
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Caso 1. (f1 + νf2) ≥ 0 y (f3 + νf2) ≤ 0:

θcrit = arctan

√
−f1 + νf2
f3 + νf2

HDam
crit =

χ

ξ
−

(
1− ν − 2ν2

)
χ ξ

E (f21 (1− ν)+f23 (1− ν)+2νf2f3+2νf1 (f2 + f3)+2ν2f22 )

HPlast
crit = −E f22 (A.63)

Caso 2. (f1 + νf2) ≤ 0 y (f3 + νf2) ≤ 0:

θcrit = 0◦

HDam
crit =

χ

ξ
− (1− ν) (1 + ν) (1− 2ν) χ ξ

E (f3 (1− ν)+(f1 + f2) ν)
2

HPlast
crit = −

(
f21 + f22 + 2νf1f2

)
E

1− ν2 (A.64)

Caso 3. (f1 + νf2) ≥ 0 y (f3 + νf2) ≥ 0:

θcrit = 90◦

HDam
crit =

χ

ξ
− (1− ν) (1 + ν) (1− 2ν) χ ξ

E (f1 (1− ν)+(f2 + f3) ν)
2

HPlast
crit = −

(
f22 + f23 + 2νf2f3

)
E

1− ν2 (A.65)

A.5. Análisis bidimensional

El análisis de bifurcación discontinua en un marco bidimensional, i.e. bajo con-
diciones de tensión plana y de deformación plana, ha sido realizado por Runesson
et al. en [79]. Los resultados que se presentan aqúı se pueden contrastar en dicha
referencia donde únicamente no están incluidos los valores cŕıticos particularizados
para el modelo de daño.

Para las condiciones de deformación plana, la tensión principal segunda es siem-
pre perpendicular al plano de trabajo. Esto significa que, si se asume que el cuer-
po de estudio está situado en el plano X-Y, la tensión principal segunda siempre
tendrá la dirección del eje OZ y la primera y segunda tensión principal estarán
siempre en el plano de estudio X-Y. Como se vio en la Sección §A.4.1, la dirección
de bifurcación es siempre perpendicular a la tensión principal segunda, lo que impli-
ca que siempre estará situada en el plano de estudio X-Y y, por lo tanto, los valores
de bifurcación para las condiciones de deformación plana son un caso particular del
caso tridimensional5.

5Si para el caso de deformación plana las direcciones principales de fSP son (f1SP , f2SP )
T , para

poder usar correctamente las expresiones derivadas del caso general tridimensional es necesario
tomar f13D = f1DP , f23D = 0 y f33D = f2DP .
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Por el contrario, no se pueden establecer las mismas conclusiones para el caso
de condiciones de tensión plana y, dado que las expresiones anaĺıticas de los valores
de bifurcación son diferentes, se presenta a continuación un estudio completo de
sus valores cŕıticos.

Se empezará el estudio a partir de la condición general de localización expresada
en la Ecuación (A.17), pero particularizada para el caso asociativo:

det (lQ (n)) = det (n · lCep · n) = 0 (A.66)

En esta ecuación, el operador constitutivo tangente lCep se define como (para el
caso asociativo):

lCep = ϑ1 lCeTP −
κ

ϑ2 (H)
lCeTP : f⊗ f : lCeTP (A.67)

habiéndose explicado las componentes de la expresión anterior en la Ecuación
(A.18) pero particularizada a dos dimensiones, i.e., f corresponde a f = [f1, f2]

T .
El tensor constitutivo elástico lCeTP , en tensión plana, es:

lCeTP =
E

1− ν2 (ν 1⊗ 1 + (1− ν) I) (A.68)

donde, en este caso, se han utilizado los módulos elásticos E y ν y se han redefinido
los tensores unidad de segundo y cuarto orden de la siguiente manera:

[1]αβ = δαβ α, β = 1, 2 (A.69)

[I]αβγδ =
1

2
(δαγδβδ + δαδδβγ) α, β, γ, δ = 1, 2

Siguiendo el mismo método que en la sección §A.3, la condición de localización
(A.66) pasa a ser:

1− κ

ϑ1ϑ2(H)

(
n · lCeTP : f · lQe−1

)
·
(
f : lCeTP · n

)
= 0 (A.70)

donde, para el caso de tensión plana, el inverso del tensor elástico acústico lQe es:

lQ−1e =
1 + ν

E
((1 + ν) t⊗ t + (1− ν)1) (A.71)

siendo t = [n2,−n1]T , como se muestra en la Figura A.4:
Para el caso de carga (κ = 1), y tras haber insertado la Ecuación (A.71) en la

Ecuación (A.70), se obtiene la siguiente expresión:

1

ϑ1

(
(1 + ν)

2

E
(n · lCeTP : f · n) (n · lCeTP : f · n)+

1− ν2
E

(n · lCeTP : f) (n · lCeTP : f)

)
= ϑ2(Hcrit) (A.72)

Debido a que la variación de n únicamente afecta a la parte izquierda de la
igualdad (A.72), esta expresión puede ser escrita como (usando el mismo criterio
que en §A.3):

1

ϑ1
Z (n) = ϑ2(H) (A.73)
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n

t

W

S

Figura A.4: Continuum con una superficie de localización y sistema coordenado
local

siendo en este caso Z(n):

Z(n) =
(1 + ν)

2

E
(n · lCeTP : f · n) (n · lCeTP : f · n) +

1− ν2
E

(n · lCeTP : f) (n · lCeTP : f) (A.74)

donde se han considerado las siguientes relaciones:

lCeTP : f =
E ν

1− ν2 tr (f) 1+
E

1 + ν
f

n · lCeTP : f · t =
E ν

1− ν2 tr (f) n · t+
E

1 + ν
n · f · t = E

1 + ν
n · f · t

n · lCeTP : f =
E ν

1− ν2 tr (f) n+
E

1 + ν
f · n (A.75)

Como se dijo para el caso general tridimensional, las soluciones de la Ecuación
(A.73) definen un conjunto de números reales (para el caso de tensión plana):

G = {H ∈ R tal que ∃ n ∈ R
ndim | det (lQ (H,n)) = 0} (A.76)

siendo Hcrit, valor del módulo de ablandamiento de bifurcación, el máximo del
conjunto G y siendo ncrit, dirección de localización, la normal que maximiza H en
G. Como se hizo en la Sección §A.3, se busca una normal ncrit que cumpla:

∂H

∂n
= 0 y

∂2H

∂2n
definido negativo (A.77)

o, como condición equivalente debido a la naturaleza monótona creciente en H de
ϑ2(H), se busca una normal ncrit que cumpla:

∂Z (n)

∂n
= 0 y

∂2Z (n)

∂2n
definido negativo (A.78)

A continuación se imponen las condiciones (A.78) para obtener un valor anaĺıtico
de ncrit. A partir de (A.74) y (A.75) se tiene:

Z (n) = E (n · f · n)T (n · f · n) +

E (1− ν)
(

ν

1− ν tr (f)n+ f · n
)T (

ν

1− ν tr (f)n+ f · n
)

(A.79)
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Para el siguiente paso, es necesario tener en cuenta que se está trabajando en un
formato bidimensional y que la normal n tiene la estructura n = (n1, n2, 0), donde
la tercera coordenada pertenece al vector fuera del plano del sistema coordenado
local mostrado en la Figura A.4. Por lo tanto, se puede afirmar que:

n22 = 1− n21 (A.80)

y, entonces, la expresión (A.79) toma la siguiente forma agrupada en potencias de
n1.

Z (n) =
E

1− ν2 (f2 + νf1)
2
+

+2E (f1 − f2) f1 n21 − E (f1 − f2)2 n41 (A.81)

Imponiendo a la Ecuación (A.81) la condición expresada en (A.78a), y tras
algunas manipulaciones algebraicas, finalmente se obtiene:

n21 =
f1

f1 − f2
n22 =

f2
f1 − f2

(A.82)

que lleva a la siguiente solución para el ángulo cŕıtico:

tan2 (θcrit) = −
f2
f1

(A.83)

siempre que se satisfagan las siguientes condiciones:

f1 ≥ 0 and f2 ≤ 0 (A.84)

Para poder garantizar que la solución (A.83) y (A.84) corresponde a un máximo
de H, es necesario demostrar que:

∂2Z (n)

∂2n
definido negativo ⇐⇒ ∂2Z (n1)

∂2n1
≤ 0 (A.85)

lo que implica, a partir de (A.81) y (A.82), que:

∂2Z (n1)

∂2n1
= −8E (f1 − f2) f1 ≤ 0 (A.86)

que finalmente lleva a:

f1 ≥ 0 (A.87)

que es la condición (A.84a) anteriormente establecida.

Una vez que se ha definido el valor de ncrit, es directo calcular el valor de Hcrit

para tanto el modelo de plasticidad asociada como el modelo de daño. Insertando
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el valor de ncrit dado en la expresión (A.82) en la Ecuación (A.72) y haciendo uso
de los coeficientes dados en la Tabla A.1, los valores resultantes de Hcrit son:

HDam
crit =

χ

ξ
− (1− ν) (1 + ν)

2
χ ξ

E
(
f21 + f22 + ν (f1 + f2)

2
+ 2ν2 f1 f2

)

HPlast
crit = 0 (A.88)

imponiéndose de nuevo las siguientes condiciones:

f1 ≥ 0 y f2 ≤ 0 (A.89)

Finalmente, y con los mismos argumentos que para el caso general tridimensio-
nal, las soluciones para las situaciones extremas, es decir, cuando las condiciones
(A.84) o (A.89) no se satisfacen, son como siguen:

cuando f1 ≤ 0 y f2 ≤ 0:

θcrit = 0◦

HDam
crit =

χ

ξ
−
(
1− ν2

)
χ ξ

E (f2+ν f1)
2

HPlast
crit = −E f21 (A.90)

cuando f1 ≥ 0 y f2 ≥ 0:

θcrit = 90◦

HDam
crit =

χ

ξ
−
(
1− ν2

)
χ ξ

E (f1+ν f2)
2

HPlast
crit = −E f22 (A.91)
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Apéndice B

Análisis de los modelos de

plasticidad

Los modelos de plasticidad, en contraposición a los de daño, son modelos cons-
titutivos que reproducen el comportamiento de los materiales que sufren deforma-
ciones irreversibles durante su proceso de agotamiento. Dentro de esta clase de
materiales, cuya proceso de localización presenta un comportamiento dúctil, cabe
destacar ciertos tipos de suelos, los metales o los plásticos.

En este anejo se resume el modelo material de plasticidad utilizado en el Caṕıtu-
lo §6.2: el modelo de plasticidad asociada particularizado con el criterio de fallo de
Von Mises. En este modelo la componente hidrostática de las tensiones se mantiene
elástica cualquiera que sea su valor y la condición de fluencia únicamente se debe
a la componente desviadora [64].

La estructura de este apéndice es la siguiente: en la sección §B.1 se introducen
los ingredientes principales del modelo general de plasticidad asociada. En la sec-
ción §B.2 se describe el modelo de continuo de plasticidad asociada de Von Mises y
su correspondiente proyección en un modelo discreto, siguiendo el proceso de regu-
larización descrito en el Apartado §2.7. Finalmente, en la sección §B.3 se describe
el algoritmo de integración IMPL-EX aplicado al modelos de plasticidad, ya que
para estos modelos el esquema de integración difiere levemente del presentado en
el apartado §3.4 para los modelos de daño isótropo.

B.1. Modelo general de plasticidad asociada

Los ingredientes del modelo general de plasticidad asociada son los siguientes:

1. Enerǵıa libre de Helmholtz:

ψ (ε, ξ) = ψe (εe) + ψp (ξ) con

{
εe = ε− εp
ψe (ε) = 1

2 ε
e : lCe : εe

(B.1)

donde ξ = {ξ1, . . . , ξm} son las variables internas tipo deformación y donde
se ha realizado una descomposición aditiva de las deformaciones ε = εe+ εp .
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2. Leyes constitutivas:

σ =
∂ψe

∂εe
= lCe : εe (B.2)

χi = −
∂ψp

∂ξi
con i = 1, . . . ,m (B.3)

donde σ es el tensor de tensiones de Cauchy, χ = {χ1, . . . ,χm} son las
variables internas tipo tensión y lCe = λ̄1⊗1+2µI es el módulo constitutivo
elástico, con λ̄ y µ los módulos de Lamé y 1 y I los tensores unitarios de
orden dos y cuatro.

3. Dominio elástico en el espacio de las tensiones:

Eσ = {(σ,χ) ∈ S× R
m | f (σ,χ) ≤ 0} (B.4)

siendo S el conjunto de los tensores simétricos de segundo orden y f : S ×
R
m → R la función del criterio de fallo que se expresa como:

f (σ,χ) = f̃ (σ)− f̂ (σu,χ) (B.5)

donde f̃ (σ) es la tensión equivalente y f̂ (σu,χ) incluye los efectos del ablan-
damiento (siendo σu la tensión última).

4. Reglas de flujo asociado y ley de ablandamiento:

ε̇p = γ
∂f

∂σ
; ξ̇ = γ

∂f

∂χ
(B.6)

χ̇ = −γh (σ,χ) (B.7)

siendo γ ≥ 0 el parámetro de consistencia, ∂σf : S×R
m → S la regla de flujo

plástico en plasticidad asociada y h : S×R
m → R

m la ley de ablandamiento
(en formato general).

5. Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:

γ ≥ 0, f (σ,χ) ≤ 0, γf (σ,χ) = 0 (B.8)

6. Condición de consistencia:

γ ḟ (σ,χ) = 0 (B.9)

7. Módulo tangente constitutivo:

lCep =

{
lCe if γ = 0

lCe − lCe : ∂σf ⊗ lCe : ∂σf
∂σf : lCe : ∂σf + ∂χf · h if γ > 0

}
(B.10)
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B.2. Modelo de plasticidad de VonMises con ablan-

damiento isótropo

El modelo de plasticidad asociada de Von Mises con ablandamiento isótropo
es una particularización del modelo general descrito en el apartado anterior pero
asumiendo [64]:

una superficie de fluencia para la cual los estados de tensión hidrostáticos
están siempre dentro del dominio elástico y el fallo es debido a los estados
desviadores.

la existencia únicamente de endurecimiento isótropo, con lo que el centro de
la superficie de fluencia en el espacio de las tensiones principales permanece
fijo.

B.2.1. Ingredientes

Los ingredientes del modelo plasticidad asociada con ablandamiento isótropo y
criterio de fallo de Von Mises son los siguientes:

1. Enerǵıa libre de Helmholtz:

ψ (ε, ξ) = ψe (εe) + ψp (ξ) con

{
εe = ε− εp
ψe (ε) = 1

2 ε
e : lCe : εe

(B.11)

donde ε = εe + εp y ξ = {ξ} es la variable interna tipo deformación llamada
deformación plástica equivalente.

2. Leyes constitutivas:

σ =
∂ψe

∂εe
= lCe : εe = lCe : (ε− εp) (B.12)

χ = −∂ψ
p

∂ξ
(B.13)

donde σ es el tensor de tensiones de Cauchy, χ es la variable interna tipo
tensión y lCe = λ̄1⊗ 1+ 2µI es el módulo constitutivo elástico ya definido.

3. Dominio elástico en el espacio de las tensiones:

Eσ = {(σ, χ) ∈ S× R
m | f (σ, χ) ≤ 0} (B.14)

siendo f : S× R
m → R la función del criterio de fallo que se expresa como:

f (σ, χ) =

√
3

2
σdev : σdev − (σu − χ) (B.15)

donde σdev es la componente desviadora del tensor de tensiones.
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4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

ε̇p = γ
∂f

∂σ
=

√
3

2
γ
σdev

‖σdev‖ ; (B.16)

ξ̇ = γ
∂f

∂χ
= γ con ξ|t=0 = 0 (B.17)

χ̇ = −γh (σ, χ) = −H(χ(ξ))ξ̇ con

{
χ|t=0 = 0
χ|t=∞ = σu

(B.18)

siendo γ ≥ 0 el multiplicador plástico y habiéndose particularizado ∂σf y
h (σ, χ).

5. Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:

γ ≥ 0, f (σ, χ) ≤ 0, γf (σ, χ) = 0 (B.19)

6. Condición de consistencia:

γ ḟ (σ, χ) = 0 (B.20)

7. Módulo tangente constitutivo:

lCep =

{
lCe si γ = 0

lCe − lCe : ∂σf ⊗ lCe : ∂σf
∂σf : lCe : ∂σf +H

si γ > 0

}
(B.21)

siendo ∂σf =

√
3

2

σdev

‖σdev‖ (B.22)

B.2.2. Proyección del modelo continuo en uno discreto

Como se explicó en el Apartado §2.7, la utilización de un modelo del continuo
para reproducir el fenómeno de la localización de deformaciones lleva a la proyec-
ción, en la superficie de discontinuidad, de este modelo continuo en otro discreto.
Esta proyección tiene lugar tras la regularización tanto de la cinemática de discon-
tinuidad fuerte (descrita en §2.6.1) como del módulo de ablandamiento continuo
(descrita en §2.6.2).

En este Apartado se aplicará, para el modelo de plasticidad asociada con el
criterio de fallo de Von Mises, el mismo esquema que el aplicado en el Apartado §2.7
para el modelo de daño. En ambos casos, se han seguido los desarrollos presentados
por Oliver en [53] para los modelos genéricos de daño y plasticidad que se resumen
a continuación.
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nºe
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Banda de localización

de deformaciones

S

Figura B.1: Esquema de un sólido con una banda de discontinuidad en su seno.

Regularización del modelo de continuo

Sea un sólido Ω en el cual se ha desarrollado una banda de localización de defor-
maciones Ωh ∈ Ω de tamaño h(t) variable. Este tamaño cumple que para el instante
de tiempo tB , en el que se inicia la localización de deformaciones, h(tB) = hB y
que para el instante de tiempo tDF , en que se alcanza el régimen de discontinuidad
fuerte, h(tDF ) = k → 0 (ver Figura B.1).

Sean entonces las expresiones ya introducidas en el Apartado §2.6 de:

la versión regularizada del campo de la deformación, compatible con el campo
de los desplazamientos enriquecidos a nivel elemental con un modo Ju̇K:

ε̇(x, t) = ∇
s ˙̄u+ HΩh∇

sJu̇K︸ ︷︷ ︸
≡ ˙̄ε acotado

+µΩh
1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s
(B.23)

siendo HΩh la función salto definida en Ωh, µΩh una función de colocación
en Ωh (µΩh = 1 si x ∈ Ωh y µΩh = 0 si x /∈ Ωh), ∇

s(•) el operador gradiente
simétrico de (•) y el vector n el vector normal a la superficie de discontinuidad
S ⊂ Ωh.

la versión regularizada del módulo de ablandamiento del continuo:

H = h(t)H̄ (B.24)

donde H es el módulo de ablandamiento del continuo de la Ecuación (B.18)
y H̄ es el módulo de ablandamiento del discreto, que en el caso más general
se puede considerar que H̄ = H̄(χ) [53].

Análisis del régimen de discontinuidad fuerte

En el régimen de discontinuidad fuerte la cinemática regularizada asume que el
espesor de la banda de localización Ωh es h(t > tDF ) = k → 0. Por lo tanto, dicha
banda de localización colapsa en una superficie S ≡ Ωk ∈ Ω que se ha llamado
superficie de discontinuidad (ver Figura B.1). Se considerará, en los puntos per-
tenecientes a dicha superficie de discontinuidad, unos ejes locales {e1 ≡ n, e2, e3}
donde n representa la normal a S.



204 B.2. Modelo de plasticidad de Von Mises con ablandamiento isótropo

Sea entonces la expresión de la continuidad de la tasa tracciones en S:
ṫS = σ̇S · n = σ̇Ω\S · n en S (cont. interna de tracciones) (B.25)

tal como fue introducida en la Ecuación (2.58) del Apartado §2.8, cuando se defi-
nió la forma fuerte del problema de valor de contorno1.

Utilizando la ecuación constitutiva definida en (B.12) y la expresión de la ci-
nemática enriquecida definida en (B.23), la Ecuación (B.25) puede escribirse como:

ṫS = σ̇S · n = lCe : (ε̇S − ε̇pS) · n

= ĺım
h(t)→0

(
lCe :

(
˙̄εS +

1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s − ε̇pS
)
· n
)

(B.26)

que permite, multiplicando ambos términos por h(t), establecer la siguiente rela-
ción:

ĺım
h(t)→0

h(t)

(
lCe :

(
˙̄εS +

1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s − ε̇pS
)
· n− ṫS

)
= 0 ⇒

ĺım
h(t)→0

(
h(t) lCe : ˙̄εS · n+ lCe : (Ju̇K⊗ n)

s · n

−h(t) lCe : ε̇pS · n− h(t)ṫS
)

= 0 ⇒

lCe : (Ju̇K⊗ n)
s · n+ ĺım

h(t)→0

(
h(t)

(
lCe : ˙̄εS · n− ṫS

)
︸ ︷︷ ︸

Acotado

−h(t) lCe : ε̇pS · n
)

= 0 ⇒

lCe : (Ju̇K⊗ n)
s · n = ĺım

h(t)→0
(h(t) lCe : ε̇pS · n) (B.27)

Utilizando la definición del tensor acústico elástico Qe = n· lCe ·n y la definición
de la regla de flujo plástico dada en (B.16), la Ecuación (B.27) puede escribirse
como:

Qe · Ju̇K = n · lCe : ĺım
h(t)→0

(h(t)ε̇pS)

= n · lCe : ĺım
h(t)→0

(
h(t)

√
3

2
γS

σdev

‖σdev‖

)

= n · lCe : ĺım
h(t)→0

(h(t)γS)

√
3

2

σdev

‖σdev‖ (B.28)

La Ecuación (B.28) admite dos soluciones: una en la que el multiplicador de
flujo plástico γ en S sea acotado, lo que implicaŕıa que Ju̇K = 0 y que el modo
propuesto no es admisible, y otra en la que γ en S sea del orden O(1/h), lo que
permitiŕıa definir un nuevo multiplicador plástico discreto como

1La estructura del problema de valor de contorno es independiente del modelo constitutivo
elegido, por lo tanto las formulaciones variacionales no simétrica (desarrollada en el Apartado
§2.8) y simétrica (desarrollada en el Apartado §3.3) son directamente aplicables para los modelos
de plasticidad.
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Definición multiplicador plástico discreto:

γ̄
def
= ĺım

h(t)→0
(h(t)γ) siendo γ̄ un valor acotado (B.29)

con el cual la Ecuación (B.28) admite la solución Ju̇K 6= 0.

A partir de la expresión del nuevo multiplicador plástico discreto, puede definirse
la variable interna tipo deformación discreta ξ̄ cuya ley de variación es

Definición variable interna tipo deformación discreta:

˙̄ξ
def
= γ̄ = ĺım

h(t)→0
(h(t)γ) = ĺım

h(t)→0

(
h(t)ξ̇

)
(B.30)

con

{
ξ̄|t=tDF = 0
ξ̄ ∈ [0,∞) ∀t ≥ tDF

Finalmente, utilizando la expresión anterior para ξ̄, la ley de variación de la
variable interna tipo tensión χ definida en (B.18) pasa a ser

Definición ley de variación de la variable interna tipo tensión:

χ̇ = −H (χ(ξ)) ξ̇ = − H̄(χ(ξ))h(t)︸ ︷︷ ︸
≡H(χ(ξ))

ξ̇ = −H̄(χ(ξ)) ˙̄ξ (B.31)

con

{
χ|t=tDF = 0
χ|t=∞ = σu

donde se ha utilizado la regularización del módulo de ablandamiento continuo
definido en (B.24).

Sea ahora la expresión de la tasa de tensiones en un punto perteneciente a la
superficie de discontinuidad S:

σ̇S = lCe : (ε̇S − ε̇pS) = ĺım
h(t)→0

(
lCe :

(
˙̄εS +

1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s − ε̇pS
))

= ĺım
h(t)→0

(
lCe :

(
˙̄εS +

1

h(t)
(Ju̇K⊗ n)

s −
√

3

2
γS

σdev

‖σdev‖

))
(B.32)

Si se multiplica por h(t) en ambos lados de la anterior igualdad y se tiene en
consideración la definición del multiplicador plástico discreto de la Ecuación (B.29),
se obtiene:

ĺım
h(t)→0

h(t)σ̇S
︸ ︷︷ ︸

=0

= ĺım
h(t)→0

(
h(t) lCe : ˙̄εS

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ lCe : (Ju̇K⊗ n)
s − γ̄S

√
3

2
lCe :

σdev

‖σdev‖

(Ju̇K⊗ n)
s

= γ̄S

√
3

2

σdev

‖σdev‖ = γ̄S∂σf = γ̄Sm (B.33)

que lleva a poder formular, en la base local {e1 ≡ n, e2, e3}, en la superficie de
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discontinuidad S y para el régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente igualdad:




Ju̇K1
1
2Ju̇K2

1
2Ju̇K3

1
2Ju̇K2 0 0
1
2Ju̇K3 0 0


 = γ̄S



∂σ11

f ∂σ12
f ∂σ13

f
∂σ21

f ∂σ22
f ∂σ23

f
∂σ31

f ∂σ32
f ∂σ33

f


 (B.34)

La Ecuación (B.34) permite definir los siguientes conceptos:

(a) el vector de flujo plástico discreto m:

Definición del vector de flujo plástico discreto:

Ju̇K = γ̄



∂σ11

f
2∂σ12

f
2∂σ13

f


 = γ̄m ∀t > tDF (B.35)

(b) las condiciones de discontinuidad fuerte (ver [53] para una descripción más
detallada):

Definición de las condiciones a cumplir en el régimen de discontinuidad
fuerte:



∂σ22

f
∂σ23

f
∂σ33

f


 = 0 ∀t > tDF (B.36)

A partir de la Ecuación (B.36) se puede afirmar que, para el régimen de dis-
continuidad fuerte y en la base local anteriormente definida, la función de fluencia
f = f(σ, χ) depende exclusivamente de:

f = f(σ11, σ12, σ13, χ) ∀t > tDF (B.37)

Por otro lado, y en la misma base local, el vector tracción en S se expresa como:

tS = σS · n = [σ11S , σ12S , σ13S ]
T donde n ≡ e1 (B.38)

lo que permite expresar la función de fluencia discreta f̄ como:

Definición de la función de fluencia discreta:

f̄ = f̄(tS , χ) ≡ f(σS , χ) =

√
3

2
σdevS : σdevS − (σu − χS)

=
√

3(σ212S + σ213S )− (σu − χS)

=
√

3(t22S + t23S )− (σu − χS) ∀t > tDF (B.39)

cumpliéndose que:

m = ∂tf̄ ∀t > tDF (B.40)
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Finalmente, se definirá la enerǵıa libre del modelo discreto proyectado ψ como
la cantidad de enerǵıa libre del modelo del continuo ψ existente en la superficie de
discontinuidad S, asumiendo que la superficie de discontinuidad tiene un espesor
h→ 0, es decir:

ψ = ĺım
h→0

(h(t)ψS) (B.41)

Partiendo de la expresión de la enerǵıa libre dada en la Ecuación (B.11) la
Ecuación (B.41) pasa a ser:

ψ̄ = ĺım
h→0

h(t) (ψe (εeS) + ψp (ξS))

= ĺım
h→0

(
h(t)

1

2
εeS : lC : εeS

)

︸ ︷︷ ︸
≡ψ̄e=0

+ ĺım
h→0

(h(t)ψp (ξS))
︸ ︷︷ ︸

≡ψ̄p

(B.42)

Para obtener la expresión de ψ̄p se considerará el valor de la variable interna
tipo deformación ξ dentro del régimen de discontinuidad fuerte:

ξS(t > tDF ) =

∫ t

0

ξ̇Sdt

=

∫ tB

0

ξ̇Sdt+

∫ tDF

tB

1

h(t)
˙̄ξdt+

∫ t

tDF

1

h︸︷︷︸
h→0 cte

˙̄ξdt

=

∫ tB

0

ξ̇Sdt+

∫ tDF

tB

1

h(t)
˙̄ξdt

︸ ︷︷ ︸
ξDF

+
1

h

∫ t

tDF

˙̄ξdt

︸ ︷︷ ︸
∆ξ̄|ttDF

= ξDF +∆ξ̄|ttDF (B.43)

donde se ha utilizado la definición de la variable interna discreta tipo deformación
dada en (B.30).

Llevando la Ecuación (B.43) a la Ecuación (B.42) se puede expresar la parte
plástica de la enerǵıa libre discreta como:

ψ̄p = ĺım
h→0

(hψp (ξS)) = ĺım
h→0

(
hψp

(
ξDF +∆ξ̄|ttDF

))
= ψ̄p(∆ξ̄) (B.44)

donde se asume que para el régimen de discontinuidad fuerte (t > tDF ) se uti-
lizará ∆ξ̄ = ∆ξ̄|ttDF . La Ecuación (B.44) permite definir la enerǵıa libre discreta
como:

Definición de la enerǵıa libre discreta:

ψ̄ = ψ̄e(∆JuK) + ψ̄p(∆ξ̄) = 0 + ψ̄p(∆ξ̄) (B.45)

cumpliéndose que, para el caso en que el ablandamiento es lineal, la Ecuación
(B.44) tiene la siguiente expresión:

ψ̄p(∆ξ̄) = χSD∆ξ̄ +
1

2
H̄∆ξ̄ 2 (B.46)
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donde χSD es el valor de la variable interna tipo deformación del continuo en el
instante en el que se inicia el régimen de discontinuidad fuerte.

La expresión de la enerǵıa libre discreta de la Ecuación (B.45) define un modelo
constitutivo discreto ŕıgido-plástico con rigidez inicial infinita (ver Figura B.2).
Este modelo puede ser caracterizado, en un formato más general, como:

ψ̄ = ψ̄e(∆JuK) + ψ̄p(∆ξ̄)

=
1

2
(∆JuK−∆JuKp) · E · (∆JuK−∆JuKp) + ψ̄p(∆ξ̄) (B.47)

habiéndose considerado que:

E ∈ R
nxR

n representa la rigidez elástica inicial infinita (B.48)

∆JuK = ∆JuKe +∆JuKp = ∆JuKp pues ∆JuKe = 0 (B.49)

Utilizando el método de Coleman y Noll [44] la expresión de la ecuación constitutiva
discreta se puede expresar como:

tS =
∂ψ̄

∂∆JuK
= E · (∆JuK−∆JuKp) (B.50)

siendo E =∞ y ∆JuK = ∆JuKp.

t

DP Tu

Figura B.2: Modelo discreto ŕıgido-plástico de rigidez infinita.

Modelo discreto proyectado del modelo de Von Mises

A continuación se resumen los ingredientes del modelo de discreto equivalente
al modelo de plasticidad asociada de Von Mises proyectado en la superficie de
discontinuidad S.

1. Enerǵıa libre discreta:

ψ̄(∆JuK,∆ξ̄) = ψ̄e(∆JuK) + ψ̄p(∆ξ̄) = 0 + ψ̄p(∆ξ̄) (B.51)

= χSD∆ξ̄ +
1

2
H̄∆ξ̄ 2 (B.52)

donde (B.52) es la particularización de la Ecuación (B.51) para el caso de
ablandamiento lineal.
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2. Ley cohesiva discreta:

tS =
∂ψ̄

∂∆JuK
= E · (∆JuK−∆JuKp) (B.53)

siendo E =∞ y ∆JuK = ∆JuKp.

3. Dominio elástico en el espacio de las tensiones:

Et =
{
(t, χ) ∈ R

n × R | f̄ (t, χ) ≤ 0
}

(B.54)

siendo f̄ : R
n × R → R la función del criterio de fallo que se expresa como:

f̄(t, χ) =
√

3(t22 + t23)− (σu − χ) (B.55)

4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

∆ξ̄
def
= γ̄

∂f̄

∂χ
= γ̄ con

{
ξ̄|t=tDF = 0
ξ̄ ∈ [0,∞) ∀t ≥ tDF

(B.56)

∆JuK = γ̄
∂f̄

∂t
= γ̄m = γ̄

√
3√

t22 + t23




0
t2
t3


 ∀t > tDF (B.57)

∆χ = −H̄∆ξ̄ con





χ|t=tDF = 0
χ|t=∞ = σu
χ ∈ [0,∞) ∀t ≥ tDF

(B.58)

donde H̄ es el módulo de ablandamiento discreto y donde tB es el instante
de inicio de la localización de deformaciones.

5. Condiciones de carga-descarga del modelo en el espacio de las tracciones:

γ̄ ≥ 0; f̄(t, χ) ≤ 0; γ̄f̄ = 0 (B.59)

6. Condición de consistencia en el espacio de las tracciones:

γ̄ ˙̄f(t, χ) = 0 (B.60)

7. Disipación interna del modelo:

∆D = −Y∆ξ̄ = −∂ψ̄(JuK,∆ξ̄)

∂(∆ξ̄)
∆ξ̄ ≥ 0 (B.61)

= −χ∆ξ̄ ≥ 0 (B.62)

donde la Ecuación (B.62) es la particularización de la Ecuación (B.61) para
el caso de ablandamiento lineal.
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B.3. Esquema de integración IMPL-EX para los

modelos de plasticidad

Como se indicó en el Apartado §3.4, el algoritmo de integración IMPL-EX
resuelve el problema discreto utilizando dos esquemas:

1. Un esquema impĺıcito estándar Backward-Euler (ver [85]).

Este esquema de integración se resume en los Cajas B.3.1 y B.3.2 para el paso
de tiempo n+1.

CAJA B.3.1. Integración impĺıcita en el paso n+1 :

• Variable independiente de entrada 7→ εn+1(∆tn+1)

• Ecuaciones de evolución:

∆εpn+1 = γn+1mn+1 siendo mn+1 =

√
3

2
σdevn+1/

∥∥σdevn+1

∥∥

∆ξn+1 = γn+1

σn+1 = σn + lCe : ∆εen+1

= σn + lCe :
(
∆εn+1 −∆εpn+1

)

= σn + lCe : ∆εn+1 − lCe : γn+1mn+1

χn+1 = χn +H(χn)∆ξn+1

= χn +H(χn)γn+1

• Condición de consistencia:





γn+1 ≥ 0, f (σn+1, χn+1) ≤ 0, γn+1f (σn+1, χn+1) = 0

γn+1 ḟn+1 (σn+1, χn+1) = 0





⇓
si el material entra en régimen elastoplástico en carga
aparece una ecuación no lineal en γn+1 > 0 que se re-
suelve con un Newton-Raphson local

⇓√
3
2σ

dev
n+1 (γn+1) : σdevn+1 (γn+1)− (σu − χn+1 (γn+1)) = 0

• Variables de salida:

{
γn+1

σn+1 (εn+1, γn+1)
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CAJA B.3.2. Operador tangente algoŕıtmico impĺıcito en el paso
n+1:

• ∆σn+1 = lCalgn+1∆εn+1

lCalgn+1 =





lCalgn+1 = lCe régimen elástico/descarga

lCalgn+1 = l̂C− l̂C : ∂σf ⊗ ∂σf : l̂C

H + ∂σf : l̂C : ∂σf
régimen en carga

siendo





l̂C =
(

lCe
−1

+ γn+1An+1

)−1

An+1 =
∂2f (σn+1, χn+1)

∂σn+1 ⊗ ∂σn+1

2. Un esquema de integración expĺıcito

En este esquema de integración se utiliza una extrapolación del multiplicador
plástico γ̃n+1 a partir de los valores convergidos impĺıcitamente en los pasos
de tiempo anteriores {γn, γn−1, . . .}. A partir de este valor del multiplicador
plástico γ̃n+1, se obtiene el tensor de tensiones σ̃n+1.

La tensión obtenida σ̃n+1(γ̃n+1) se utiliza en el problema discreto de minimi-
zar las fuerzas residuales globales (ver la Ecuación (2.78) para la formulación
no simétrica y la Ecuación (3.29) para la formulación simétrica) conduciendo
a un operador algoŕıtmico estructural constante en cada paso de tiempo. Las
Cajas B.3.3 y B.3.4 resumen el esquema de integración IMPL-EX para el
modelo de plasticidad asociada de Von Mises.

CAJA B.3.3. Integración expĺıcita en el paso n+1 :

• Variable independiente de entrada 7→ εn+1(∆tn+1)

• Extrapolación del multiplicador plástico

γ̃n+1
def
=

∆tn+1

∆tn
γn



212 B.3. Esquema de integración IMPL-EX para los modelos de plasticidad

Integración expĺıcita en el paso n+1 : (continuación)

• Ecuaciones de evolución:

∆ξ̃n+1 = γ̃n+1

χ̃n+1 = χn +H(χn)∆ξ̃n+1

= χn +H(χn)γ̃n+1

∆ε̃pn+1 = γ̃n+1m̃n+1 siendo

{
m̃n+1 = 3

2 σ̃
dev
n+1/(σu − χ̃n+1)

σ̃devn+1 = Idev : σ̃n+1

σ̃n+1 = σn + lCe : ∆εen+1

= σn + lCe :
(
∆εn+1 −∆ε̃pn+1

)

= σn + lCe : ∆εn+1 − lCe : γ̃n+1m̃n+1(σ̃n+1)

σ̃n+1 = σ̃
esf
n+1 + σ̃

dev
n+1 = σ̃esfn+11+ σ̃devn+1

σ̃esfn+1 = σesfpru siendo σesfpru = σesfn + K tr (∆εn+1)

σ̃devn+1 =
1

1 + 3µγ̃n+1

(σu−χ̃n+1)

σdevpru siendo σdevpru = σdevn + 2µ∆εn+1

• Variables de salida:

σ̃n+1 (εn+1, γ̃n+1)

donde Idev es el tensor desviador de cuarto orden y K es el módulo de
deformación volumétrica.

CAJA B.3.4. Operador tangente algoŕıtmico IMPL-EX en el paso
n+1:

• ∆σ̃n+1 = lCeffn+1∆εn+1

siendo





lCeffn+1 =
(

lCe
−1

+ γ̃n+1Ãn+1

)−1

Ãn+1 =
∂2f (σ̃n+1, χ̃n+1)

∂σ̃n+1 ⊗ ∂σ̃n+1
=

√
3

2

1

(σu − χ̃n+1)
Idev



Apéndice C

Algoritmo de captura y

gestión de discontinuidades

Sea un sólido Ω en cuyo seno se desarrolla una superficie de discontinuidad
S que divide el sólido en dos partes Ω+ y Ω−. Consideremos, tal como indica
la Figura C.1, un caso más general en el que la superficie de discontinuidad S
no está completamente formada, pudiéndose distinguir dentro de ella una zona
donde se ha iniciado la localización de deformaciones (se cumple la condición de
localización, ver la Ecuación 2.1) y otra zona en la que no.

W

W
+

W
-

Grados de libertad enriquecidos

Elementos con fisura activada

Elementos con fisura no activada

S

Figura C.1: Discretización del problema de un sólido en el que se forma una super-
ficie de discontinuidad.

En los Apartados §2.8 y §3.3 se ha obtenido, respectivamente, la formulación
variacional discretizada del problema no simétrico y simétrico de un sólido en cuyo
seno se forma una superficie de discontinuidad. Para obtener esta formulación se
expresó la cinemática de un elemento finito, en cuyo seno se desarrolla una superficie
de discontinuidad S que lo divide en dos partes Ω(e)+ y Ω(e)−, como:

u̇(e)(x, t) = ˙̂u
(e)

(x, t) + M
(e)
S Ju̇K(e)(x, t) (C.1)

donde ˙̂u
(e)

(x, t) representa la aproximación del campo continuo de desplazamientos
y Ju̇K(e)(x, t) el modo elemental mejorado que representa el salto que tiene lugar
en S.

213



214

La función salto unitario M
(e)
S se definió de la siguiente forma:

M
(e)
S (x) = H

(e)
S (x)− ϕ(e)(x) (C.2)

siendo





H
(e)
S (x) =

{
0 si x ∈ Ω−

1 si x ∈ Ω+

ϕ(e)(x) =
∑n+

e

i=1N
(e)
i+ (x)

(C.3)

donde H (e)(x) es la función de Heaviside centrada en S y la función ϕ(e)(x), que
tiene como soporte el dominio elemental y cumple que para Ω+ vale 1 y para
Ω− vale 0, se construye como la suma de las funciones de aproximación estándar
elementales definidas para aquellos nodos que limitan con Ω+ (ver Figura C.2).

H
S

e

S

W
+

W
-

1

je

S

W
+

W
-

1

S

W+

W
-

M
S

e

1

Figura C.2: Descripción de la función M
(e)
S .

Las Ecuaciones (C.1) y (C.3b) muestran la necesidad de utilizar un algoritmo
que permita, dado un conjunto de superficies de discontinuidad {S1,S2, . . . ,SnS}
dentro del dominio global Ω:

1. Conocer, para cada superficie de discontinuidad Si, los elementos finitos que
atraviesa y en cuáles se ha cumplido la condición de localización (se activa el
modo mejorado salto Ju̇K) y en cuáles no.

2. Conocer, dentro de cada elemento finito atravesado por una discontinuidad,
la ubicación exacta de dicha superficie de discontinuidad para poder construir
la función ϕ(e)(x) y aśı integrar la cinemática descrita en la Ecuación (C.1).

3. Garantizar que la discriminación entre las zonas Ω(e)+ y Ω(e)−, en cada uno de
los elementos finitos atravesados por la misma superficie de discontinuidad, no
incurre en incompatibilidad cinemática, es decir, no identifica un nodo como
perteneciente a Ω(e)+ en un elemento finito y como perteneciente a Ω(e)− en
el adyacente.

A continuación se describe un algoritmo capaz de cumplir las anteriores tres
premisas. Este algoritmo, que entra dentro de la categoŕıa de algoritmos globales
de captura de discontinuidades, fue presentado en [80] y [58].
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C.1. Algoritmo global tipo térmico

C.1.1. Fundamentos

A partir del análisis del inicio de la localización de deformaciones hecho en el
Apartado §2.2 y en el Apéndice §A es posible obtener, en cada uno de los puntos
pertenecientes al dominio de estudio Ω, la siguiente información:

1. Un criterio de fallo que indica cuándo un punto material forma parte de
una superficie de discontinuidad. En este trabajo se utiliza la singularidad
del tensor acústico como criterio para detectar la bifurcación en la curva de
equilibrio.

2. Una dirección de propagación, proporcionada por el propio análisis de la
bifurcación, que define en cada punto una normal n(x, t) a la superficie de
discontinuidad.

A partir de la dirección de propagación n(x, t) = (n1, n2, n3)
T se puede definir,

en cada punto del dominio x ∈ Ω, dos vectores t(x, t) y s(x, t) normales a n(x, t)
y normales entre śı como (ver Figura C.3):

s(x, t) = (0, n3,−n2)T (C.4)

t(x, t) = (n3, 0,−n1)T (C.5)

Por construcción, el conjunto de las infinitas superficies de discontinuidad {Si}
que pueden formarse en el dominio de estudio Ω son tangentes en cada punto a los
vectores s(x, t) y t(x, t) definidos anteriormente (ver Figura C.3).

W
(e)

S
i

S
i

W
-(e)

W
+(e)

S
i

s

nt

(a) (b)

(c)

Figura C.3: Discretización del problema: (a) elementos enriquecidos.

Por otro lado, las superficies de discontinuidad se pueden identificar como las
superficies de iso-valores de un campo escalar θ(x, t) de forma que:

Si = {x ∈ Ω | θ(x, t) = θi} siendo θi ∈ R (C.6)
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Este campo escalar es interpretable como la solución de un problema de valor
de contorno tipo térmico, cuya solución θ(x, t) deberá cumplir en todo punto del
dominio Ω la siguiente doble condición:

∂θ

∂s
= s · ∇θ = ∇θ · s = 0 (C.7)

∂θ

∂t
= t · ∇θ = ∇θ · t = 0 (C.8)

En el siguiente apartado se describe, tomado de las referencias [80] y [58], el
algoritmo numérico basado en la obtención de un campo escalar que cumpla las
condiciones definidas en las Ecuaciones (C.7-C.8)

C.1.2. Implementación

A partir de la definición de los vectores s y t se puede construir un tensor K de
orden dos como:

K(x, t) = s⊗ s+ t⊗ t (C.9)

de forma que las condiciones (C.7-C.8) pueden ser reescritas de la siguiente manera:

∂θ

∂s
= 0 ⇐⇒ s

∂θ

∂s
= K · ∇θ = 0 (C.10)

∂θ

∂t
= 0 ⇐⇒ t

∂θ

∂t
= K · ∇θ = 0 (C.11)

Definiendo un vector de flujo q(x, t) como:

q(x, t) = −K(x, t)∇θ (C.12)

se obtiene el problema de valor de contorno tipo térmico descrito en la Caja C.1.1
y en la Figura C.4.

CAJA C.1.1. Problema de valor de contorno tipo térmico.

DADOS q∗ = 0 : ∂qΩ× [0, T ]→ R3, θ∗ : ∂θΩ× [0, T ]→ R

ENCONTRAR θ : Ω× [0, T ]→ R

que satisfaga:

∇ · q = 0 en Ω (Ecuación del calor) (C.13)

q = −K · ∇θ en Ω (Ley de Fourier) (C.14)

q · ν = 0 en ∂qΩ (Condición de contorno) (C.15)

θ = θ∗ en ∂θΩ (Condición de contorno) (C.16)

donde ν es la normal al contorno del dominio ∂Ω y los contornos ∂θΩ y ∂qΩ
cumplen ∂θΩ ∪ ∂qΩ = ∂Ω.

La forma fuerte del problema de valor de contorno de la Caja C.1.1 admite una
formulación variacional que se resumen en la Caja C.1.2.
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q2 q3

q1

q
i

s x( ),t

t x( ),t n x( ),t

W

Ñ× =q 0

u

¶ W= × =q q 0u

q K= ×Ñq-

Figura C.4: Problema de valor de contorno tipo térmico (tomado de [80]).

CAJA C.1.2. Forma variacional del problema de valor de contorno
tipo térmico.

DADOS q∗ = 0 : ∂qΩ× [0, T ]→ R3, θ∗ : ∂θΩ× [0, T ]→ R

ENCONTRAR θ : Ω× [0, T ]→ R

que satisfaga:
∫

Ω

∇δθ ·K · ∇θdΩ = 0 (C.17)

donde:

θ ∈ Vθ ≡ {θ | θ∂θΩ = θ∗} espacio de las funciones solución

δθ ∈ Vδθ ≡ {δθ | δθ∂θΩ = 0} espacio de las funciones peso

La discretización de la formulación variacional de la Caja C.1.2 lleva, finalmente,
a una solución θh que permite implementar el algoritmo global de captura de las
discontinuidades de la siguiente forma:

CAJA C.1.3. Algoritmo global tipo térmico de captura de las su-
perficies de discontinuidad.

Sean {x ∈ Ω} los puntos utilizados para la discretización del dominio Ω y θh

la solución discretizada en dichos puntos del problema variacional (C.17).
El algoritmo consiste en:

Identificar los elementos ráız de cada una de las superficies de discon-
tinuidad.

Un elemento ráız es aquel en que, sin pertenecer a una superficie de
discontinuidad ya identificada en pasos de tiempo anteriores, se veri-
fica la condición de localización de deformaciones.
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Algoritmo global tipo térmico de captura de las superficies de
discontinuidad. (Continuación)

Obtener, para cada elemento ráız, la temperatura de referencia θi que
identificará la superficie de discontinuidad Si a la que pertenece.

La temperatura de referencia se obtiene como:

θi =
1

n

k=n∑

k=1

θ(k) (C.18)

donde n es el número de nodos del elemento finito ráız y θ(k) son los
valores del campo θh en dichos nodos.

Determinar la posible posición de la superficie de discontinuidad Si
dentro de un elemento dado.

Dado un elemento finito en el cual se ha verificado la condición de
localización de deformaciones obtener, para cada una de las superficies
de discontinuidad existentes {Si}, los valores

{(θ(k) − θi)} k = 1, . . . , n (C.19)

donde n es el número de nodos del elemento finito, θ(k) son los valores
del campo θh en dichos nodos y θi es la temperatura de referencia
asociada a la superficie de discontinuidad Si.
Atendiendo al signo del conjunto de los escalares definidos en (C.19)
pueden ocurrir dos situaciones:

(a) Que tengan el mismo signo (positivo o negativo) para todos los
valores de θi. En ese caso el elemento en consideración será un
elemento ráız y habrá que obtener la temperatura de referencia
(descrita en (C.18)) de una nueva superficie de discontinuidad.

(b) Que para un valor de θi se cumpla que un grupo de valores sea
positivo y otro negativo. Teniendo en cuenta que la posición de la
superficie de localización viene dado por el valor de θi es directo
obtener la posición geométrica de Si mediante una interpolación
directa (ver Figura C.5).
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Figura C.5: Mecanismo de captura global de discontinuidades (tomado de [80]).



220 C.1. Algoritmo global tipo térmico
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[7] Z.P. Bažant and Z. Li. Modulus of rupture: size effect due to fracture initiation
in boundary layer. J. Struct. Eng., Am. Soc. Civil Eng., 121:739–746, 1995.
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[26] R. Eligehousen, P. Bouška, V. Cervenka, and R. Pukl. Fracture Mechanics of
Concrete Structures (FRAMCOS I), pages 517–525. Elsevier Applied Science,
1992.

[27] R. Eligehousen and J. Ozbolt. Mechanics of Quasi-Brittle Materials and Struc-
tures, pages 95–117. 1999.

[28] G. Etse and K. William. Failure analysis of elastoviscoplastic material models.
Int. Engrg. Mech., 125(1):60–69, 1999.



BIBLIOGRAFÍA 223
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ca Computacional, editor, Mecánica Computacional Vol XXV, ENIEF 2006
XV Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, pages 1997–2018,
2006.

[35] T.J.R. Hughes. The Finite Element Method. Linear Static and Dynamic Finite
Element Analysis. Prentice Hall, 1987.

[36] G.R. Irwin. Handbuch der Physik VI, pages 551–590. Springer-Varlag, 1958.

[37] Y. Jenq and S.P. Shah. Two parameter fracture model for concrete. J. Eng.
Mech., Am. Soc. Civil Eng., 111:1227–1241, 1985.

[38] M. Jirasek. Comparative study on finite elements with embedded discontinui-
ties. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng., 188:307–330, 2000.

[39] M. Jirasek and T. Belytschko. Computational resolution of strong disconti-
nuities. Proceedings of the Fifth World Congress on Computational Mechanics
(WCCM V), July, pages 7–12, 2002.

[40] M. Klisinski, K. Runesson, and S. Sture. Finite element with inner softening
band. Journal of Engineering Mechanics, ASCE, 117:575–587, 1991.

[41] J. Lemaitre. A course on damage mechanics. Springler-Verlag New York, Inc.,
1992.

[42] D.L. Linero. Un modelo de fallo material en el hormigón armado, mediante
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[89] C. Truesdell and W.Ñoll. Handbuch der Physik III. Springer-Varlag, 1965.

[90] Y. Uchida. Application of fracture mechanics to size effect on flexural strength
of concrete. Concrete Library of JSCE. JSCE Publications, 1992.

[91] P.A. Vermeer. A simple shear-band analysis using compliances. IUTAM Con-
ference of deformation and failure of granular materials. Balkema, Rotterdam,
Delft, 1982.

[92] P.A. Vermeer and R. De Borst. Non-associated plasticity for soils, concrete
and rock. Heron, 29, 1984.

[93] K. William. Constitutive models for materials: Encyclopedia of Physical Scien-
ce & Technology. Academic Press, 2000.
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