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Summary

This work presents a reformulation of the Continuum Strong Discontinuity Ap-
proach applied to the numerical simulation of material failure in structures. The
goal pursued has been the improvement of the robustness of this kind of numerical
analysis. It has also provided a set of tools that guarantees the accuracy of the
results.

The Continuum Strong Discontinuity Approach [51]-[52] reproduces the strain
localization phenomenon due to the material softening. As opposed to the discrete
approaches, this methodology uses a continuum stress-strain format to describe the
whole process of the material exhaustion. Thanks to the regularization (reinterpre-
tation) of the kinematics of the problem and the softening modulus it is guaranteed
that the dissipation of the material model is given by the superficial density of frac-
ture energy [53]. Additionally, the use of a thermal-like algorithm to capture and
manage the strain localization surfaces makes possible to deal with the numerical
study of multi-fissure problems [58].

The improvement of the robustness in the numerical analysis has been achieved
by adopting the symmetric kinematically consistent formulation and formulating a
new integration scheme, called IMPL-EX, that assures that the algorithmic tangent
operators in the problem remain positive definite.

The accuracy of the numerical result has been accomplish by an error-control al-
gorithm and by a new arc-length method. This two algorithms have been developed
specifically for the integration scheme IMPL-EX.

This formulation has been applied to the study of two characteristic phenomena
in fracture mechanics: the study of the size effect in geometrically comparable
structures and the study/measurement of the fracture processing length.

Finally, a series of numerical examples of material failures in three-dimensional
structures is presented. These examples have been divided in three groups: examples
in which the failure mode is predominantly in mode I, examples in which the failure
mode is predominantly a sliding (analysis of slopes) and examples in which the
failure mode involves three-dimensional resistant mechanisms (analysis of the arch
effect in double or simple curvature dams).
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Resumen

Este trabajo presenta una reformulacién de la metodologia de discontinuidades
fuertes de continuo para la simulacién numérica del fallo material de estructuras.
Los objetivos buscados han sido mejorar la robustez de este tipo de andlisis numéri-
co y proporcionar una serie de herramientas que garanticen la confiabilidad de los
resultados obtenidos.

La metodologia de discontinuidades fuertes de continuo [51]-[52] es una apro-
ximacion numérica al fenémeno de la localizacién de deformaciones por ablanda-
miento. Al contrario de las aproximaciones discretas, utiliza un formato continuo
tensién-deformacién para describir todo el proceso de agotamiento del material.
Gracias a una regularizacién (reinterpretacion) de la cinemaética del problema y del
modulo de ablandamiento se garantiza que la disipacién del modelo venga dada por
la densidad superficial de energfa de fractura [53]. Adicionalmente, la utilizacién de
un algoritmo tipo térmico de captura y gestion de las superficies de localizacion de
deformaciones permite abordar el anélisis de problemas con multifisuracién [58].

La mejora en la robustez del andlisis numérico se ha conseguido adoptando la
formulacién simétrica cineméticamente consistente y formulando un nuevo esquema
de integracién, denominado IMPL-EX, que garantiza la definicién positiva de los
operadores algoritmicos que intervienen en el problema.

La confiabilidad en el resultado numérico se asegura mediante un algoritmo
de control del error cometido y mediante un nuevo esquema de limitacién de la
longitud de arco. Estos dos algoritmos han sido desarrollados especificamente para
el esquema de integracién IMPL-EX.

La formulacién asi definida ha sido aplicada en el estudio de dos fenémenos
propios de la mecénica de la fractura: el estudio de la influencia del tamano de una
estructura en su resistencia nominal (efecto tamano) y el estudio/medicién de la
longitud de procesamiento de fractura.

Por tltimo se presentan una serie de ensayos numeéricos del fallo material en
estructuras tridimensionales. Estos ensayos se dividen en tres grupos: ensayos don-
de el modo de fallo predominante es en modo I, ensayos donde el modo de fallo
predominante es de deslizamiento (andlisis de taludes) y ensayos donde el modo de
fallo moviliza mecanismos resistentes tridimensionales (andlisis del efecto arco en
presas con simple y doble curvatura).
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. El fenémeno del fallo material y de la locali-
zacion de deformaciones

El fallo asociado al ablandamiento puede entenderse como la aparicién de un
conjunto de procesos irreversibles de dano interno, como la microfisuracién, que evo-
lucionan hasta la formacion de una discontinuidad geométrica que separa el mate-
rial. Fisicamente puede asumirse que la acumulacién de estos fenémenos inelasticos
tiene lugar en una zona del sélido, llamada zona de procesamiento de fractura*[4],
donde el estado tensional ha alcanzado un determinado umbral y donde aparecen
altos gradientes en el campo de las deformaciones (ver Figura 1.1).

Zona de Procesamiento

R de Fractura
t Patrones de Deformacion
Leyes
Cohesivas €, 4
C e n >7
n
t T—g n
F T Zona de Procesamiento
@) (b) de Fractura

Figura 1.1: El fenémeno de la Localizaciéon

La zona de procesamiento de fractura evoluciona, conforme avanza el ablanda-
miento, de modo que los mecanismos de degradacion se localizan en bandas cada
vez mas estrechas, hasta llegar a un punto en el que toda la disipacion inelastica se

1E] tamafio de esta zona de procesamiento de la fractura respecto al tamafio del sélido es lo
que nos caracteriza su cardcter fragil (cuando éste es despreciable), cuasifrgil (cuando éste es
pequetio pero significativo) y ductil (cuando el tamano de la zona de proceso de la fractura es
comparable al tamafio del sélido).
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concentra en una superficie de espesor nulo. Este fenémeno, que conlleva una con-
centracion de las deformaciones en estas bandas cada vez mas estrechas, hace que
el proceso de fallo por ablandamiento también sea llamado proceso de localizacion
de deformaciones. En la Figura 1.2 se representa este proceso de localizacion que,
si bien es continuo, puede dividirse en tres etapas [58]:

= Régimen de dano no localizado. Se caracteriza por el inicio de los fenémenos
de disipacién que dan lugar a un incremento y concentracién de las deforma-
ciones. En esta fase ain no han aparecido las discontinuidades en los campos
que describen el material y tanto la deformacién como el desplazamiento son
continuos.

= Régimen de discontinuidad débil. La banda donde se producen los fenémenos
ineléasticos evoluciona y empieza a estrecharse. Consecuentemente, las defor-
maciones empiezan a localizar hasta concentrarse, al final de esta fase, en una
banda de espesor nulo provocando que el campo de deformaciones € se vuelva
infinito. Hasta la aparicién de esta singularidad, el campo de los desplaza-
mientos permanece continuo mientras que el campo de las deformaciones es
discontinuo.

= Régimen de discontinuidad fuerte. La banda de localizacién de la fase de
discontinuidad débil colapsa en una banda de espesor nulo?, también llamada
superficie de discontinuidad y que se representa por S, inicidndose de este
modo el régimen de discontinuidad fuerte. A partir de este momento, y hasta
el total agotamiento del material, el campo de desplazamientos deja de ser
continuo en § experimentando un salto [u], y el campo de deformaciones se
vuelve singular.

t) h
s(z(, ). h, ug)\(,t) e L
/\ / Datfio no
localizado «—sh
€
>C >
ext) p u(x,t) _.h
7 2 ' g‘ <> Discontinuidad
O o
- >C >
><
& 3(,’[)00 ug)\(,t) ><k Discontinuidad <k n
>G >C —

Figura 1.2: El proceso de fractura

2En la implementacién numeérica, esta medida de espesor nulo es sustituida por un valor real
positivo k tan pequeno como permita la precisiéon del ordenador.
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1.2. Analisis del fallo material via la mecanica del
continuo

1.2.1. Introduccion

El fallo material de sélidos, que se traduce en una inestabilidad en el equilibrio
del estado tenso-deformacional [67] y que tiene como consecuencia la localizacién
de deformaciones en bandas estrechas [55], es uno de los desafios vigentes de la
mecanica computacional de sélidos. En este apartado se busca sistematizar las dis-
tintas aproximaciones que la mecénica del continuo da a este problema y relacionar
la metodologia de continuo de discontinuidades fuertes con el resto de metodologias
existentes.

Las herramientas proporcionadas por la mecanica clasica de la fractura no per-
miten modelar de forma general ni el inicio de la localizacién ni su posterior pro-
pagacién [89]. La solucién proporcionada por la mecdnica del continuo estdndar
tampoco puede describir el fenémeno mas alla del inicio de la inestabilidad. Esto
es debido a que el fenémeno de la localizacién estd relacionado con la inestabili-
dad material, que se traduce en la pérdida de elipticidad fuerte de las ecuaciones
diferenciales que rigen el problema [67] [55]. Por ello, para poder resolver este pro-
blema, es necesario dotar a la mecénica del continuo estandar de otros ingredientes
que permitan reproducir correctamente los fenémenos inelasticos que tienen lugar.

Varios son los modelos propuestos para capturar este fenémeno. A continuacion,
y antes de empezar a hablar de ellos, se describirda uno de los primeros intentos,
debido a Rashid [72], no por su vigencia actual, sino porque analizando sus limi-
taciones se podra determinar cudles son las caracteristicas que deben cumplir toda
metodologia computacional que pretenda describir el inicio y la propagacién de la
localizacién de deformaciones.

El modelo propuesto por Rashid [72] en 1968 consiste en una aproximacién del
continuo en la cual la fractura se inicia cuando la méaxima tensién de traccién de un
punto alcanzaba un valor critico. A partir de ese momento la ecuacién constitutiva
se modifica para anular las tensiones normales a la discontinuidad. Muchas son las
patologias de este modelo. De entre ellas destacan:

1. La no ezistencia de una zona de procesamiento de la fractura, que hace de
transicion entre la parte agotada libre ya de tracciones y la zona que aiin no ha
localizado, provoca la aparicién de una singularidad del campo de tensiones
(aproximacién de la Mecénica de la Fractura Eldstica Lineal). Esto hace que,
conforme se va refinando, la carga tltima de la pieza tienda a cero (dado que
en presencia de un defecto, la solucién elastica siempre serd singular en el
frente de ese defecto y en el caso de una pieza perfecta, la localizacién del
primer elemento lleva de nuevo al escenario de una pieza con defecto).

2. La solucién obtenida depende de la malla utilizada.

3. No es capaz de capturar el efecto tamano (influencia del tamafio caracteristico
de una estructura en su resistencia nominal [5]).

4. Reproduce una disipacion incorrecta de la energia.
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Los problemas del anterior modelo permiten determinar cuéles han de ser las
caracteristicas de cualquier metodologia computacional que pretenda describir el
fenémeno del inicio y propagacién de la localizacion de deformaciones:

1. Disipaciéon correcta de la energia.

2. Insensibilidad de la solucién al tamano y a la orientacion de la malla.

3. Capturar el efecto tamarfio.

A continuacién se hace una clasificacién de los modelos existentes para luego
hacer un breve resumen de los mas importantes.
1.2.2. Clasificacion de los modelos existentes

Las metodologias numéricas existentes que reproducen el fallo material pueden
clasificarse siguiendo tres criterios:

= segln describan la cinematica de la discontinuidad.

= segln sea la relacién constitutiva.

= segun sea la técnica numérica de aproximacion utilizada.

Estos criterios describen los ingredientes de las metodologias numéricas que

reproducen el fenémeno de la localizacion de deformaciones. A continuacién se

presenta un resumen indicando cuéles son las soluciones que existen para cada uno
de ellos.

Descripciones de la cinematica

Sea un sélido 2 en el cual las deformaciones han localizado en una banda Q"
llamada banda de discontinuidad, tal como indica la Figura 1.3.

Q

Banda de localizacién
de deformaciones

Figura 1.3: Sélido con una banda de localizacién de deformaciones.

Dependiendo de la regularidad en los campos de desplazamientos u(x,t) y de

deformaciones €(x,t) en ) existen tres tipos de descripciones cinematicas de la
localizacion de deformaciones:
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1. Cinemdtica de discontinuidad fuerte.
Las deformaciones se concentran en una banda de espesor nulo®, donde tiene
lugar un salto en el campo de los desplazamientos. En este caso se produce
una singularidad en el campo de deformaciones (ver Figura 1.4).

u(x,t) &(x,t) ®

Q' p ok p

>

Figura 1.4: Campos de desplazamientos y deformaciones para la cinemdtica de
discontinuidad fuerte.

2. Cinemdtica de discontinuidad débil.
Las deformaciones se concentran en una banda de espesor pequeno pero finito
separada del resto del material por dos discontinuidades débiles. En este caso
el campo de desplazamientos pertenece a la clase C°, es continuo pero de
derivada discontinua (ver Figura 1.5).

U(X,t) 8(X,t)

Q' p Q' p

Figura 1.5: Campos de desplazamientos y deformaciones para la cinemdtica de
discontinuidad débil.

3. Cinemdtica de campos continuos.

Es la cinemética més regular. En este caso las deformaciones también se con-
centran en una banda de espesor pequeno pero el campo de desplazamientos
pertenece a la clase C!, con lo que tanto él como su derivada, las deforma-
ciones, son campos continuos (ver Figura 1.6).

Relacién constitutiva

Siguiendo el trabajo de Jirasek y Belytschko [39], los metodologias que repro-
ducen el comportamiento constitutivo dentro y fuera de la banda de discontinuidad
se pueden dividir en dos categorias:

3Se entenderd que una banda de espesor nulo es una banda que ha colapsado en una superficie,
de ahi que en este caso se hable de superficie de discontinuidad en vez de banda de discontinuidad.
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u(x,t) e(x.t)

Q p Q° p

Figura 1.6: Campos de desplazamientos y deformaciones para la cinemdtica de
campos continuos.

1. Modelos explicitos de discontinuidades (o modelos de fisura cohesiva discreta).

La relacion constitutiva dentro de la banda de discontinuidad se modela me-
diante una ley cohesiva discreta traccion-salto, que complementa la ley ten-
sién-deformacion de la parte continua. En este caso, la funcién que aproxima
los campos de desplazamientos se construye para que sea discontinua a lo
largo de la superficie de fallo (o linea de fallo en dos dimensiones). Dentro de
los modelos explicitos se pueden distinguir dos subdivisiones:

= Aquellos que usan técnicas de remallado para hacer coincidir la discon-
tinuidad con los lados de los elementos (modelo de fisura cohesiva no

embebida).

= Aquellos que enriquecen el campo de desplazamientos (o deformacio-
nes) para que la discontinuidad pueda atravesar los elementos finitos sin
necesidad de hacer remallado (modelo de fisura cohesiva embebida).

2. Modelos implicitos de discontinuidades

A diferencia del grupo anterior, estos modelos utilizan una tunica ley de con-
tinuo tensién-deformaciéon tanto para la banda de localizacién como para el
dominio exterior a ella. Asi mismo introducen un parametro que define una
longitud caracteristica del material y que estd relacionada con el ancho de la
zona de localizacion. Este grupo se divide en:

= Modelos donde la ecuacidon constitutiva se modifica para modelar la dis-
continuidad implicitamente. Todos los efectos inelasticos se distribuyen
uniformemente a través de una banda de espesor finito h. Se transforma
la ley traccidén-salto en una ley que relaciona las tensiones transmitidas
por la banda de localizacion con la deformacién inelastica medida en esa
banda (modelos de fisura difusa).

= Modelos en los cuales las deformaciones en los elementos a través de
los cuales pasa la fisura se modifican para que puedan representar la
discontinuidad. Utilizando la longitud caracteristica del material, gracias
a técnicas de regularizacion que sirven como limites de la localizacién,
son capaces de representar los altos gradientes que tienen lugar en los
campos de deformaciones manteniéndolos continuos tras el inicio de la
localizacién (modelos del continuo enriquecido).
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Un tercer modelo, a caballo entre los dos anteriores, es la metodologia de con-
tinuo de discontinuidades fuertes. Esta aproximacién se basa, utilizando una unica
ley de continuo tensién-deformacion y tras una regularizacién del modelo al iniciar-
se la localizacion, en proyectar en la banda de discontinuidad el modelo continuo en
un modelo discreto que hereda las propiedades del primero. El Capitulo §2 se cen-
tra en describir esta metodologia, que ha sido la elegida para aplicar los desarrollos
presentados en este trabajo.

Aproximaciones numeéricas

Siguiendo de nuevo la Referencia [39], si se toma como criterio los métodos de
discretizacién se pueden enumerar las siguientes técnicas:

1. Elementos finitos estandar.

Esta aproximacién hace coincidir la banda de localizacién con los propios
elementos finitos. En este caso el tamano de la banda de localizacion es el
tamano del elemento y hay que ajustar los parametros de ablandamiento
para disipar la energia correcta. Presenta muchos problemas, entre ellos una
fuerte dependencia de la malla y bloqueo de tensiones cuando se produce un
mal alineamiento entre la direccién de la fisura y las lineas de la malla.

2. Remallado

En este caso se busca situar en todo momento la discontinuidad en las inter-
faces entre elementos. Los principales inconvenientes son el coste inherente
al proceso de remallado, los errores numéricos que se pueden cometer y las
dificultades para realizar andlisis tridimensionales.

3. Métodos de discontinuidad incipiente

Estos métodos, para evitar el remallado, permiten que todas las interfaces
de los elementos sean discontinuidades potenciales. El mayor inconveniente
es definir las leyes cohesivas situadas en estas interfaces para garantizar una
disipaciéon de la energia objetiva (dado que la ubicacién de las interfaces
permanece fija independientemente de cual sea la banda de localizacién).

4. FElementos con discontinuidades embebidas

Se permite a la discontinuidad pasar a través de la malla de elementos fini-
tos gracias al enriquecimiento de la aproximaciéon estandar del campo de los
desplazamientos. Este enriquecimiento, que representa los saltos en el campo
de desplazamientos, puede ser de tipo elemental (los saltos son constantes
dentro de cada elemento) o de tipo nodal (a los grados de libertad regulares
en cada nodo se anaden los grados de libertad del salto). El primer tipo de
enriquecimiento, el elemental, ha sido el utilizado en este trabajo frente al
segundo tipo, que es el utilizado en los llamados elementos finitos extendidos.
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1.2.3. Modelos de Fisura cohesiva discreta: leyes traccion-
salto

La base de los modelos de fisura cohesiva discreta consiste en enriquecer el
modelo del continuo (ley continua tensién-deformacién) con una ley constitutiva
discreta: una ley traccién-salto. De esta forma la ley continua describe la parte del
material que no localiza y la ley discreta describe el comportamiento de la zona
donde tienen lugar la localizacién de deformaciones.

Los origenes de las leyes cohesivas traccidén-salto estan en el trabajo de Dugale
[24] y Barenblatt [3]. Estos trabajos pioneros estaban centrados en el andlisis de
la fractura del hormigén en modo I suponiendo la existencia de una macrofisura
inicial. Avances posteriores fueron el de Hilleborg et al., que permitié capturar el
inicio de la fisura sin presuponer una macrofisura inicial, y el de Cervenka [17], que
extendié los andlisis a las fisuras en modo mixto a partir del trabajo de Carol y
Prat [14] (ver Referencia [39]).

Las leyes traccién-salto pueden ser postuladas en los formatos de dano o de
plasticidad. Los formatos de dano degradan la rigidez del modelo y consideran que
todo el salto que tiene lugar en la fisura se puede recuperar (o cerrar), mientras
que los formatos de plasticidad no degradan la rigidez y consideran que el salto que
tiene lugar es no recuperable (siguiendo la terminologia de los modelos de continuo
se dirfa que es irreversible). Ambos conceptos se describen en la Figura 1.7.

(@) ta (b)

Ramas
de descarga

Wef Wef

Figura 1.7: Leyes discretas traccién-salto en los formatos de (a) plasticidad y (b)
dafio.

Los formatos de plasticidad tienen la desventaja de no seguir la fisica del proble-
ma cuando una fisura completamente agotada empieza a cerrarse, ya que aparecen
compresiones no reales. Alternativamente, los modelos basados en la mecénica del
dano si que son capaces de representar la pérdida gradual de la integridad del ma-
terial. Sin embargo, estos modelos no son capaces de representar la recuperacién
de rigidez que se produce cuando se cierra la fisura del todo y aparece friccién al
deslizamiento. Estos efectos se han considerado en Cangmi et al. [13] y Caboche et
al. [18].

1.2.4. Discontinuidades en las interfaces de los elementos.

Situar las discontinuidades en las interfaces de los elementos puede conseguirse
con dos estrategias [39]: las técnicas de remallado o el método de las discontinui-
dades incipientes.
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En los métodos de remallado, 1a malla de elementos finitos se rehace en cada paso
para hacer que las caras de los elementos se sitien en la superficie de discontinuidad.
Los nodos situados en estas caras se doblan y se distribuyen a ambos lados de la
fisura, con lo que la aproximacién puede ser completamente discontinua a lo largo
de la discontinuidad. El remallado no tiene porqué aplicarse a todo el volumen
material, sino que puede circunscribirse a la zona afectada por el crecimiento de la
fisura.

Varios son los problemas que tiene este método, entre ellos destacan:

= en tres dimensiones es necesario construir algin tipo de representacion de la
fisura para poder guiar al remallador

= el andlisis multifisura aumenta enormemente la dificultad
= es necesario proyectar los resultados muchas veces entre diferentes mallas

= es dificil obtener la evolucién de una variable en un punto concreto, debido
al remallado continuo

= al generarse tantas mallas, el conjunto de la informacién puede hacerse dificil
de manejar.

Pero a pesar de estos problemas, esta metodologia ha alcanzado un gran grado de
madurez. Ingraffea et al. [16] ha aplicado este método para modelar el crecimiento
de una fisura en analisis tridimensionales.

En los métodos de la discontinuidad incipiente se sitian segmentos cohesivos
potenciales en la interfaz entre todos los elementos. De esta forma no se deter-
mina el camino exacto de la fisura ni se insertan nuevos segmentos discontinuos
cuando la fisura propaga. Entre los principales problemas de este método destacan
la dificultad para relacionar los parametros de la ley cohesiva con las propiedades
materiales y la dependencia del tamano y forma de la malla en la calibracion de
dicha ley cohesiva. Este aproximacién ha sido utilizada por Ortiz et al. en [12] y
por Needleman et al. en [94].

1.2.5. Método de las discontinuidades embebidas con enri-
quecimiento elemental

En el método de las discontinuidades embebidas con enriquecimiento elemental
los campos mejorados se definen a nivel de elemento haciendo que la interpolacion
de las deformaciones sea discontinua. Como contrapartida, los grados de libertad
asociados al enriquecimiento pueden resolverse (o condensarse) a nivel elemental y,
por tanto, las ecuaciones globales contienen tinicamente los desplazamientos de los
grados de libertad estandar.

Siguiendo el trabajo presentado por Jirasek en [38] existen tres grandes grupos
dentro de la aproximacion de las discontinuidades embebidas: la simétrica estatica-
mente consistente (SOS con sus siglas en inglés), la simétrica cineméticamente con-
sistente (KOS) y la no simétrica cinemdtica y estdticamente consistente (SKON).
La formulacién SOS garantiza la continuidad de tracciones a ambos lados de la
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discontinuidad pero no es capaz de reproducir la cineméatica de sélido rigido den-
tro del elemento cuando el elemento se ha agotado. La formulaciéon KOS describe
correctamente la cinematica de la discontinuidad pero no garantiza la continuidad
de tracciones a nivel elemental. La aproximacién més 6ptima es la no simétrica
SKON, ya que garantiza tanto la continuidad de tracciones como la cinemética de
la discontinuidad dentro del elemento.

El origen de la técnica de las discontinuidades embebidas se encuentra en Ortiz
et al. [65]. En ese trabajo se establece una aproximacién que permite la resolucién
explicita de una discontinuidad de trayectoria arbitraria a través de una malla
de elementos finitos. En este caso los autores enriquecieron la aproximaciéon de
elementos finitos estandar con funciones que hacen posible capturar una banda de
discontinuidad atravesando el elemento finito. Una de las principales deficiencias
de esta aproximacién era que la banda de localizacién no podia ser mas pequena
que el elemento finito. Belytschko et al. [9] propusieron una formulacién que podia
capturar una banda de ablandamiento entre dos lineas paralelas de discontinuidad
débil dentro de un mismo elemento. De esta forma el elemento finito podia capturar
una banda de localizacién de deformaciones dentro de él. Eso hacia que el ancho de
la banda fuese independiente del elemento finito y se considerase como un parametro
del material. Posteriormente esta idea se extendié a discontinuidades fuertes por
Simé et al. [86], Dvorkin et al. [25] y Klisinski et al. [40].

La primera formulacién cinematicamente consistente KOS publicada es la debi-
da da Lofti y Shing en 1995 [43]. La necesidad de utilizar una formulacién simétrica
que mejorase la robustez de los algoritmos de integracion llevé a Oliver et al. en
[60] a adoptar, basdndose en la formulacién de Lofti y Shing, una formulacién KOS
adaptada a la metodologia de discontinuidades fuertes de continuo.

La aproximacién no simétrica cinemética y estaticamente consistente SKON
dentro del método de las discontinuidades embebidas aparecié por vez primera en
Dvorkin et al. [25] y posteriormente en Klissinski et al. [40]. Estos trabajos estaban
aplicados sobre elementos finitos determinados. Posteriormente Simé y Oliver [86]
y Oliver [51]-[52] presentaron una versién general de la formulacién SKON para un
tipo de elemento arbitrario.

1.2.6. Método de las discontinuidades embebidas con enri-
quecimiento nodal

Esta aproximacién se puede considerar como un caso particular del método de
particién de la unidad [48]. La idea general de este método consiste en que el espacio
de la aproximacién generado por la particién de la unidad (v.gr. por las funciones
de forma de los elementos finitos estdndar) se enriquece con el producto de esta
base de funciones estdndar con funciones especiales seleccionadas por el usuario (que
contienen informacién de la solucién), por ejemplo la solucién analitica simplificada
del problema. Esto permite incorporar a priori conocimiento sobre el caracter del
problema y sus soluciones. La aproximacién de los desplazamientos enriquecidos
quedan entonces:

Mnodos

' (x,t) = > Ni(x)|di+ Y Gi(x)e; (1.1)

i=1 JEL;
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donde u” son los desplazamientos interpolados, n,.d0s €s €l nimero de nodos del
modelo de elementos finitos, L; = {1,2,...,m} el conjunto de enteros que indican
qué funciones de enriquecimiento se activan en el nodo ¢, d; son los grados de
libertad estdndar, e;; son los grados de libertad adicionales asociados al nodo 7 y
funcién del enriquecimiento j, N;(x) son las funciones de forma estdndar y G,(x)
son las funciones de enriquecimiento global.

Como se ve en la expresién de la aproximacion, las funciones de enriquecimiento
global son multiplicadas por las funciones de forma nodales . Las funciones de
enriquecimiento local resultantes heredan su buena aproximacion y su soporte local.

El enriquecimiento de la solucién estandar sélo se produce en la regién de interés
(cerca de la discontinuidad) y los nuevos grados de libertad pueden asociarse a los
nodos existentes.

Entre las principales ventajas de este método caben destacar:

= la interpolacién de desplazamientos es conforme, sin incompatibilidades entre
los elementos.

= las deformaciones a ambos lados en una fisura ya agotada estan completa-
mente desacopladas.

= se obtiene una formulacién simétrica.

En las desventajas estan el aumento del tamano de los grados de libertad a
resolver, con el correspondiente aumento del costo computacional.

Este método ha demostrado que puede manejar eficientemente fisuras tridimen-
sionales [88] e incluso fisuras que se interseccionan [22].

1.3. Metodologia numérica adoptada

Siguiendo los trabajos anteriores de Manzoli [46], Samaniego [80] y Chaves [19],
en este trabajo se ha adoptado como metodologia numérica el método de discon-
tinuidades fuertes de continuo, formulada bajo la hipdtesis de deformaciones infi-
nitesimales. Esta formulacién, cuyos antecedentes se resumen en el Capitulo §2, se
caracteriza por:

= Utilizar un modelo constitutivo continuo tensiéon-deformacién para reproducir
el comportamiento dentro y fuera de la banda de localizacion.

= Utilizar, para describir la cinemdtica, un campo de los desplazamientos enri-
quecido a nivel elemental con un modo mejorado salto.

= Utilizar una regularizacién (reinterpretacién) de la cinemdtica enriquecida y
del moédulo de ablandamiento del modelo constitutivo continuo que permite:

e Garantizar que la disipacion del modelo venga definida por el parametro
material densidad superficial de energia de fractura.

e Reproducir el proceso continuo de la localizaciéon de deformaciones, es
decir, reproduccién de los regimenes de discontinuidad débil y fuerte y
su transicion.
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e Proyectar, dentro de la superficie de discontinuidad y cuando se ha al-
canzado el régimen de discontinuidad fuerte, el modelo constitutivo del
continuo en otro discreto traccién-salto. Este modelo discreto se deriva,
de forma continua y suave, del modelo discreto de forma que hereda las
propiedades de éste.

A su vez, en el Capitulo §4 se muestra la equivalencia de utilizar la metodologia
de discontinuidades fuertes de continuo y los modelos de fisura cohesiva embebida.
Para hacerlo, se describen las leyes traccién-salto propias de los modelos de fisura
cohesiva pero derivandolas analiticamente de un modelo de continuo.

1.4. Objetivos de la tesis

Como se ha indicado anteriormente, esta tesis es la continuacién de los trabajos
presentados por Manzoli [46], Samaniego [80], Chaves [19] y Pulido [70]. Sin em-
bargo, la metodologia desarrollada por estos autores, si bien alcanzé su madurez
para los anédlisis bidimensionales, ha demostrado ser incapaz de abordar problemas
tridimensionales de geometrias complejas.

La razoén de esta incapacidad reside en los problemas que sufre el analisis numéri-
co del problema de la localizacién de deformaciones en un medio continuo, cuando
el dominio en el que tiene lugar la localizacién es importante comparado con el
dominio total [23][38]. Estos problemas numéricos estdn centrados en el mal con-
dicionamiento de las matrices algoritmicas del problema de minimizar las fuerzas
residuales obtenidas de la formulacién variacional [60]. Estos problemas, aunque
son superables para los andlisis bidimensionales, hacen inabordable los analisis tri-
dimensionales de geometria compleja.

Por lo tanto, los objetivos que se han marcado en esta tesis han sido:

» Realizar un estudio del estado del arte de la modelizacién de la localizacién
de deformaciones via la mecdnica del continuo, en particular del método de
discontinuidades fuertes de continuo.

= Analizar, utilizando el criterio de la estabilidad del analisis numérico, la for-
mulacién variacional del método de discontinuidades fuertes de continuo de
fisura embebida.

= Proponer un nuevo algoritmo de integracién que limite la degradacién que
sufren las matrices algoritmicas del problema numeérico.

= Formular algoritmos de control del error que garanticen que el incremento
de la robustez del andlisis numérico no se haga a costa de cometer errores
inaceptables, comparados con el algoritmo de integracién implicito.

= Desarrollar métodos de continuacién adecuados que garanticen que el analisis
numérico describe correctamente la curva de equilibrio.

= Demostrar la bondad de la reformulacién del método de discontinuidades
fuertes de continuo reproduciendo:
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e Fendmenos fundamentales de la mecénica de la fractura: el efecto tamarfio
y la zona de procesamiento de fractura.

e Analisis tridimensionales complejos, que muestren la capacidad de esta
formulacién para realizar analisis estructurales del fallo material mé&s
alla de los ensayos de laboratorio.

1.5. Esquema

Esta tesis doctoral se organiza como se describe a continuacién. En el Capitulo
82 se resume el método de discontinuidades fuertes de continuo ya descrito en
trabajos anteriores. Se introducen el modelo de continuo de dafio isétropo y la
cinematica de la discontinuidad para luego proceder a su regularizacién. A partir
de esta regularizacién (reinterpretacién del médulo de ablandamiento del modelo
de continuo y de la cinemdtica) se describe la proyeccién del modelo de continuo
en uno discreto en la superficie de discontinuidad. Posteriormente, se formula el
problema de valor de contorno en sus formas fuerte y débil para, a partir de la
discretizacién de este ultimo, obtener la formulacién no simétrica cinematica y
estaticamente consistente.

En el Capitulo §3 se describen las aportaciones tedricas de esta tesis. En él
se analizan los problemas de convergencia que presenta el problema discretizado
no simétrico con el algoritmo de integracién implicito y se proponen herramientas
destinadas a mejorar su robustez. Se analiza la degradacién de la matriz algoritmica
y se propone una nueva formulacién simétrica cinematicamente consistente y un
nuevo esquema de integracién llamado IMPL-EX. Para controlar el error cometido
con el nuevo esquema de integracién se proponen unas herramientas que limitan
el error. Estas herramientas actian en el andlisis numérico limitando el tamano
maximo permitido del paso de tiempo. Por 1ltimo, se propone un nuevo método de
continuaciéon que garantice la reproduccién correcta de la curva de equilibrio con
el nuevo esquema de integracién.

En el Capitulo §4 se estudia la equivalencia del método de discontinuidades
fuertes de continuo con la aproximacién discreta de los modelos de fisura cohesiva
embebida. Tras realizar un estudio de las leyes cohesivas en un formato general
se obtiene la ley cohesiva traccién-salto derivada del modelo de continuo de dafno
isétropo. Utilizando esta ley se describe la implementacién numérica de la aproxi-
macién discreta, para el caso de elementos finitos con deformacién constante (con
un Unico punto de integracién para las deformaciones regulares). Finalmente se
utiliza un ejemplo para mostrar la equivalencia entre ambas metodologias.

El Capitulo §5 es el primero de los dos apartados de aplicaciones numéricas.
En él se estudian numéricamente dos fenémenos asociados a la mecénica de la
fractura: la captura del efecto tamano y la identificacién/medicién de la zona de
procesamiento de fractura.

A su vez, en el Capitulo §6 se engloban tres grupos de andlisis tridimensiona-
les del fallo material: los asociados a ensayos experimentales cuyo modo de fallo
es predominantemente de modo I, los asociados a la estabilidad de taludes cuyo
modo de fallo es predominantemente de deslizamiento y los asociados al estudio de
la capacidad resistente de presas. Este ultimo grupo de ensayos es especialmente
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representativo para mostrar cémo hay casos donde los analisis planos no captu-
ran convenientemente todos los mecanismos resistentes que una estructura puede
movilizar antes de su colapso.

Finalmente, en el Capitulo §7 se muestran las conclusiones, se resumen los
aportes de esta tesis y se enumeran las futuras lineas de investigacion.

Por otro lado, en el Anejo §A se presenta un profundo estudio sobre la condicién
de localizacién de deformaciones identificada con la singularidad del tensor actstico.
Esta condicién, que a su vez estd asociado a la existencia de una bifurcacién de
la solucién en la curva de equilibrio, se describe para los modelos de plasticidad
asociada y de dano isétropo.

En el Anejo §B se resumen, para los modelos de plasticidad asociada con el
criterio de fallo de Von Mises, los resultados obtenidos en el cuerpo de la tesis para
el modelo de dano. En particular, tras resumir el modelo de plasticidad de continuo,
se desarrolla su proyeccion, en la superficie de discontinuidad y en el régimen de
discontinuidad fuerte, en un modelo discreto traccién-salto. Ademas se explica el
esquema de integracién IMPL-EX teniendo en cuenta las diferencias que el modelo
de plasticidad tiene con el modelo de dano (la necesidad de imponer la condicién de
consistencia mediante un algoritmo no lineal de retorno a la superficie de fluencia).

Por 1ltimo, en el Anejo §C se esquematiza el algoritmo de captura de fisuras
global utilizado en los anélisis numéricos, siendo este algoritmo imprescindible para
reproducir multifisuraciéon en tres dimensiones.



Capitulo 2

ANTECEDENTES: EL
METODO DE
DISCONTINUIDADES
FUERTES DE CONTINUO

2.1. Introduccion

El primer trabajo que mostré la modelizaciéon del fallo material utilizando la
metodologia de discontinuidades fuertes de continuo (en adelante MDFC) fue el
presentado por Simé et al. [87] en 1993. La idea base de esta aproximacién con-
sistié en reinterpretar la ley de ablandamiento en un sentido distribucional para
hacer que las soluciones proporcionadas por la aproximacion de continuo tuviesen
significado matematico [87].

Partiendo de esta premisa, y asumiendo un modelo local inelastico no visco-
so del continuo equipado con ablandamiento, Oliver et al. demostraron que sélo
redefiniendo el parametro de ablandamiento y regularizando adecuadamente las
deformaciones, se hace compatible el marco de la mecdnica del continuo con la
existencia de campos discontinuos en los desplazamientos (soluciones exhibiendo
discontinuidades fuertes) [87, 51, 52, 59].

Observacion 2.1.1. La regularizacion del ablandamiento y de la cinematica
proporcionan significado fisico tanto al médulo de ablandamiento, que se
relaciona con la densidad superficial de energia de fractura [87, 51, 52], como
a la cinematica, al asumir que la discontinuidad fuerte puede considerarse
como el caso Iimite de una discontinuidad débil cuando el ancho de la banda
de localizacién evoluciona y tiende a cero [46, 59, 58].

La metodologia de discontinuidades fuertes de continuo tiene las siguientes ca-
racteristicas:

= Se usa un formato continuo para describir la cinemética y los estados tensio-

15
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nales, incluyendo la reproduccién de las fuerzas cohesivas que rigen el agota-
miento del material en la fisura [59].

= Se relaciona la disipaciéon del modelo, que tiene lugar en una banda de lo-
calizacién con espesor variable [46], con el pardmetro densidad superficial de
energia de fractura ¢;. Esta relaciéon permite garantizar la objetividad de
la respuesta al superar la dependencia que otros modelos presentan con la
anchura de la banda de localizacién [56].

= Como una consecuencia del anterior punto se asume que una de las longitudes
caracteristicas de los modelos de localizacion, la citada anchura de la banda
de localizacién, varia desde un valor finito (régimen de discontinuidad débil)
hasta un valor de cero! (régimen de discontinuidad fuerte).

= La asuncién de la discontinuidad fuerte como un caso limite de la disconti-
nuidad débil y la variaciéon que esto implica en el ancho de banda, permite
modelar los regimenes de discontinuidad débil y fuerte de forma continua y
reproducir de ese modo el fenémeno fisico que tiene lugar en el proceso de
fractura [58].

= Una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuerte, el modelo del continuo
degenera, en la superficie de discontinuidad, en un modelo cohesivo discreto
traccién-salto [53].

= Al hacer emerger el modelo cohesivo discreto del modelo del continuo de forma
suave, se garantiza la necesaria continuidad de tracciones en la superficie de
discontinuidad [33].

Aunque esta aproximacién ha sido ampliamente explicada en trabajos anteriores
([51], [52], [53], [62], [59] ¥ [60]), y ha sido objeto de anteriores tesis doctorales ([46],
[80], [19], [70] v [42]), en este capitulo se expone un resumen de su formulacién como
predambulo al contenido del resto del documento.

En el Apartado §2.2 se introduce el concepto de la localizacion de deformaciones
asociada al fallo material. Después, en el Apartado §2.3 se describe el modelo del
continuo de dano isétropo sélo traccién, que es el modelo elegido para construir
sobre él la aproximacién de continuo de discontinuidad fuerte?. El Apartado §2.4
introduce el problema de valor de contorno de un sélido en cuyo seno aparece una
superficie de discontinuidad donde tiene lugar un salto en el campo de los despla-
zamientos. Esta cinemdtica, en la que a los campos de desplazamientos regulares
se ha afiadido unos modos mejorados, se describe en el Apartado §2.5. La necesi-
dad de describir este proceso de localizacién utilizando un formato continuo hace
necesario introducir dos nuevos ingredientes, que se describen en el Apartado §2.6
y que son la regularizacién de la cinematica y la regularizacion del ablandamiento.
Esta regularizacién hace que el modelo del continuo se proyecte en un modelo de

1Una de las caracteristicas de este modelo es que permite que la disipacién tenga lugar en una
regién de medida (de Lebesgue) cero [46].

2En las aplicaciones numéricas se han utilizado ademés los modelos del continuo de plasticidad
asociada, en particular los modelos con la funcién de fluencia de Von Mises. Los ingredientes de
la metodologia de continuo de discontinuidad fuerte para los modelos de plasticidad se resumen
en el Apéndice B.
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discreto en la superficie de discontinuidad. En el Apartado §2.7 se obtiene la forma
analitica de esa ley discreta proyectada para el modelo de continuo de dano isétro-
po y se resumen los ingredientes de la metodologia de discontinuidades fuertes de
continuo. En el Apartado §2.8 se desarrolla la forma variacional no simétrica del
problema descrito en los apartados anteriores. En el Apartado §2.9 se obtiene la
forma matricial discretizada de la forma variacional obtenida. Finalmente, en el
Apartado §2.10 se presenta un resumen del capitulo.

2.2. La localizacion de deformaciones

La localizacion de deformaciones es un proceso por el cual, en un sélido sometido
a unas fuerzas externas, las deformaciones se concentran (se localizan) en bandas
cada vez mds estrechas. Este proceso caracteriza el llamado fallo material del sélido
que, al propagarse, culmina con el agotamiento de la capacidad resistente de la
estructura donde tiene lugar.

La localizacién de deformaciones se asocia fisicamente con la concentracion de
defectos microestructurales en macrofisuras o en bandas de cortante [8]. Matemati-
camente este fenémeno se traduce en un mal condicionamiento de las ecuaciones
diferenciales que rigen el problema de continuo, lo cual es signo de la presencia
de una bifurcacién en la solucién de equilibrio: hay una solucién que mantiene los
campos de deformacién continuos y otra solucién que inicia la discontinuidad en
dichos campos.

Como criterio para determinar el inicio de la localizacién de deformaciones se
toma una condicién matematica que senale la aparicién de una bifurcacién en la
curva de equilibrio. Esta condicién matematica es la pérdida de elipticidad fuerte
(mal condicionamiento) de las ecuaciones diferenciales que rigen el problema, que
se traduce en la singularidad del tensor caracteristico o acistico [32], es decir:

det @ = det (n - C ‘n) =0 (2.1)

donde @' es el operador constitutivo tangente continuo y n es la normal a la banda
donde se produce la localizacion.

La condicién expresada en la Ecuacién (2.1), particularizada para los diferentes
modelos constitutivos inelasticos, se cumple debido:

= a la utilizacién de modelos materiales del continuo equipados con ablanda-
miento [28], [67].

= en el caso de flujo no asociado, a la existencia de operadores constitutivos no
simétricos [67].
Por lo tanto, el andlisis de bifurcacion consiste en determinar, para cada modelo

material:

= los valores de los médulos de endurecimiento/ablandamiento para los que
tiene lugar la bifurcacion.

= la direccién de la banda de localizacién (también llamada banda de disconti-
nuidad).
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En las Referencias [59] y [67] y en el Apéndice §A se realiza un estudio completo
del andlisis de bifurcacién para una clase general de modelos ineldsticos inviscidos,
particularizando los valores obtenidos (mddulos de ablandamiento y direcciones de
localizacién) para los modelos asociados de dafo isétropo y de plasticidad en dos
y en tres dimensiones.

2.3. Modelos constitutivos del continuo

A continuacion se resume el modelo del continuo de dano isétropo particulari-
zado para el modelo con resistencia a compresién infinita (modelos sélo traccion
[41] [53]). Este modelo ha sido elegido por su sencillez y por su gran aplicabilidad
en el estudio de materiales cuasifragiles.

Los ingredientes del modelo de dano isétropo sélo traccién son:

1. Energfa libre de Helmholtz:

P(e=(1-d©)v(e) con Y(e)=ye: e (2:2)

donde € es el tensor de tensiones infinitesimales, £ es la variable interna tipo
deformacién, €° = A1 ® 1 4 2uI es el médulo constitutivo eldstico, con X y
1 los médulos de Lamé y 1 y I los tensores unitarios de orden dos y cuatro y
d(&) es una funcién de dano cuya expresién es:

. x© d=0 sino hay dafo
d§) =1~ ¢ con { d=1 sidano completo (2.3)
siendo x la variable interna tipo tension.
2. Leyes constitutivas:
8 e
U:a—i:(l—d(f))@e:os:%@e:e:%& (2.4)

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy y donde se ha definido la tension
efectiva como o = C° : e.

3. Dominio eléastico en el espacio de las deformaciones:
Ee = {(€,§) € SxR™| fe (€,§) < 0} (2.5)

siendo S el conjunto de los tensores simétricos de segundo orden y fe : SxR —
R la funcién criterio de fallo que se expresa como:

fe(€,6) = fe(e) — fe (€) (2.6)

donde f. (€) es el escalar norma de deformaciones y ﬁ (€) incluye los efectos
del ablandamiento (reduccién de la superficie de fluencia en el espacio de las
tensiones). Para el modelo de dafo sélo traccién, la funcién de fallo se escribe:

fel€,§) =/ot:(C)1:a-¢ (2.7
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donde & representa la parte positiva de las tensiones efectivas, que se definen
como:
i=3
6T = Z<5’Z> Pi ® p; (28)
i=1
siendo (7;) el paréntesis de Macauley de la tensién principal -i ésima ((5;) =
g;siag; >0y (5;) =0sid; <0)y p; el autovector -i ésimo del tensor de
tensiones.
4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

=7 confli—o=6& =0u/VE (2.9)

. : — = = u E

(= = -HE cn { 0 ZO=VE )
siendo h : S x R — R la ley de ablandamiento en formato general que se

ha particularizado mediante el médulo de ablandamiento H (), o, la tensién
dltima a traccién y F el médulo de Young (pardmetros del material).

(@) N )
f; (8’ E.:) =0

) s

x

H(E)

&

Figura 2.1: (a) Funcién de fluencia del modelo solo traccién, (b) Evolucién de las
variables internas.

5. Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:

720, fe(€,€) <0, vfe(e,€) =0 (2.11)
6. Condicién de consistencia:

v fe(e6)=0 (2.12)
7. Médulo tangente constitutivo:

(1—4d()) C° = % Ce si vy =0 (des)carga eldstica
9 = (2.13)
% Ce - %6"“ ®a sivy >0 carga ineldstica

8. Disipacién interna del modelo:

9 = % (Xé - ;'(,5) >0 (2.14)
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2.4. El problema de valores de contorno

Considérese el medio continuo Q C R? atravesado por una superficie material
S C Q que divide el cuerpo en dos partes, QF y Q~, cumpliendo éstas que QT N
00~ = S (ver Figura 2.2a). La normal exterior al contorno 952 se denominard por v
y la normal a la superficie S por n, considerando su signo positivo el que es exterior
con respecto a 92~ . A su vez, el contorno 052 esta dividido en dos conjuntos abiertos
'y, vy T'y, donde se imponen respectivamente la tasa de desplazamientos u y la tasa
de tracciones &, y que cumplen que I', NI, = 0 y T, UT, = 99. Por tltimo, en
todo el dominio 2 se aplica una tasa de densidad volumétrica de fuerzas mdsicas
pb.

Figura 2.2: Problema de valor de contorno de un sélido con una discontinuidad
embebida.

Sea el movimiento definido por la aplicacién ¥ (x,t) : Q x [0,7] — R?, donde
el primer argumento corresponde a las coordenadas espaciales x y el segundo es el
intervalo de tiempo [0, T]. Esta aplicacién, que define para cada instante de tiempo
t € [0,T] la configuracién espacial del sélido como la imagen (€2, t), se asume que
es suave excepto en la superficie S, donde tiene lugar una discontinuidad [¢]s =
wéﬁr — 15_ que se entenderd como un salto en el campo de los desplazamientos y
describe como [u] (ver Figura 2.2b).

Observacion 2.4.1. En adelante se asumird la hipétesis de pequenos des-
plazamientos y deformaciones infinitesimales, con lo que no se distinguira en-
tre las configuraciones espaciales y materiales. Esto conlleva que el equili-
brio se impondra en la configuracion material o de referencia, incluyendo
aquellas relaciones que tengan lugar en la banda de discontinuidad, que se
estableceran en la superficie de discontinuidad S sin deformar.

Usando el tensor de tensiones de Cauchy, se empleard la formulacién en in-
crementos presentada por Simé et al. [87] denominando & a la tasa del tensor de
tensiones de Cauchy y € a la tasa del tensor de deformaciones. Imponiendo el ba-
lance de la cantidad de movimiento y considerando las condiciones de frontera, se
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obtiene la forma fuerte del problema del valor de contorno a estudiar:

V-64+pb=0 enOQ\S (ecuacién de equilibrio)
(continuidad interna

s n=0gps-n enS .
S NS de tracciones)

(2.15)

L
u=u en I .
{ v (condiciones de contorno)

o-v=t* enl',

donde V- representa el operador divergencia.

La Ecuacién (2.15b), que indica la continuidad interna de tracciones, se establece
asumiendo que las fuerzas cohesivas dentro de la fisura estdn dadas por la proyeccion
del modelo de continuo en la superficie de discontinuidad, e.g. se ha asumido que
la ley cohesiva en S es t = &5 - n. Esta ecuacién impone que las tracciones dentro y
fuera de la superficie de discontinuidad deben ser iguales, condicién que garantiza
que el vector traccién es continuo a ambos lados de la discontinuidad, esto es:

(continuidad externa

. + . — .o — .
Tos =T It €0 2\ de tracciones)

(2.16)
Finalmente, y de nuevo bajo la hipotesis de deformaciones infinitesimales, la
ecuacion cinemadtica que relaciona desplazamientos y deformaciones es:

é(x,t) = Voi(x, ) (2.17)

donde la relacién entre el campo de tensiones o y el campo de deformaciones € en
el solido €2 viene dado por un modelo material del continuo.

2.5. Cinematica de la discontinuidad fuerte

Para describir la cinemética de un continuo en cuyo seno existe una superficie
de discontinuidad S se considerara, ademas del sistema de coordenadas rectangular
cartesiano, un sistema de coordenadas curvilineo {(,n, p} en los puntos pertene-
cientes a S (ver Figura 2.3). Este sistema curvilineo se define de forma que sus
lineas coordenadas ( y n estan embebidas en la superficie de discontinuidad, de
forma que se puede definir dicha superficie como:

S:={x(¢n,p) | p=0} (2.18)

siendo el vector de la base €, asociado a la linea coordenada p normal a S, con lo
que €, = n (ver Figura 2.3).

Dentro de esta estructura, para describir el campo velocidad de desplazamiento
discontinuo en un punto x se realiza una descomposicion aditiva entre una parte
continua u(x,t) y una parte discontinua 7 (x)[u](x,t) (ver Figura 2.4a):

u(x,t) = u(x,t) + A (x)[a] (x,t) (2.19)

donde [u] representa el salto en la velocidad del campo de los desplazamientos, tan-
to u(x,t) como [u](x,t) son funciones continuas y #(x) es la funcion de Heaviside
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Figura 2.3: Cinemaética discontinuidad fuerte

centrada en S, que se define como:

0 sixe Q™

H (x) = { 1 sixeQt (2.20)

a(x.t) UOFALIOI0Y  &(x.t)

e}

3([u]®ny

_ . (b)
S p

Figura 2.4: Cinemadtica discontinuidad fuerte: (a) Campo de desplazamientos, (b)
Campo de deformaciones.

A partir del campo velocidad de desplazamientos descrito en (2.19), asumien-
do que se cumple la hipétesis de deformaciones infinitesimales, el campo tasa de
deformaciones puede ser escrito como (ver Figura 2.4b):

€(x,t) = Vou(x, t) = Vou(x, t) + #(x)V°[u](x,t) + ds ([a] ® n)*  (2.21)

Regular Singular
donde V? representa el operador gradiente simétrico, se ha considerado en sentido
distribucional la propiedad V°J7#(x) = ds(x)n y ds(x) representa la distribucién
delta de Dirac actuando sobre S tal que:

/ 5s(x)®(x) dV = / B(x)xes dS VB(x) € C (2.22)
Q S

Agrupando bajo el término € el campo tasa de deformaciones regulares, la ex-
presién (2.21) puede escribirse como:

é(x,1) = &(x, 1) + 0 ([4] @ n)° (2.23)

donde se diferencia la parte regular y la parte singular del campo tasa de deforma-
cién, estando activa la parte singular inicamente en la superficie de discontinuidad

S.
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2.6. Regularizaciéon del modelo de continuo

El esquema desarrollado en los Apartados §2.2 a §2.5 describe el problema de
un solido en cuyo seno se desarrolla una superficie de discontinuidad. Si se desea
utilizar un formato de continuo (tensién-deformacién) para reproducir la totalidad
del proceso de deformacién hasta el agotamiento del material se presentan, en la
superficie de discontinuidad S, dos problemas:

1. Aparecen términos singulares en el campo de las deformaciones (ver la Ecua-
ci6én (2.23)).

2. El modelo material de continuo tensién-deformacién debe ser objetivo, es
decir, debe garantizar para los campos de deformaciones singulares que la
disipacién venga dada por la densidad superficial de energia de fractura.

Para resolver estos problemas se hace necesario regularizar la cinematica por
un lado y el médulo de ablandamiento del material por otro. Estos dos ingredientes
son exclusivos de la MDFC. Si en su lugar se adoptara una aproximacién discreta,
es decir, se adoptara una ley cohesiva traccion-salto para representar las fuerzas
cohesivas en la superficie de discontinuidad, no hubiese sido necesario regularizar ni
la cinemadtica ni el ablandamiento. Sin embargo, son precisamente estos ingredientes
los que proporcionan a la MCDF dos de sus principales caracteristicas: permite
reproducir el fendmeno discontinuidad débil/discontinuidad fuerte tal como aparece
en la naturaleza y se pueden utilizar leyes discretas derivadas de leyes del continuo
(garantizando la continuidad) sin necesidad de implementar su forma analitica. A
continuacion se describen con detalle la regularizacién tanto de la cinematica como
del ablandamiento.

2.6.1. Regularizacion de la cinematica

La cinemética descrita en las Ecuaciones (2.19) y (2.23) tiene en el campo de
las deformaciones términos singulares, debido a la aparicién (en la superficie de
discontinuidad §) de la distribucién delta de Dirac ds:

é(x,t) = &(x, 1) + 05 ([a] ® n)* (2.24)

Para poder introducir este campo en una ley tension-deformacion, es necesario rein-

terpretar ds redefiniéndola mediante la aproximacién delta de Dirac h-regularizada
h.

0¢:

1 1 vxe8
_ 1 h h _ _
0s = }lLLmoés(x), 5d(x) = h,us(x), ps(x) = { 0 ¥xeO\S (2.25)

donde ps es la funcidon de colocacién en S y h, que tiene unidades de longitud,
varfa de un valor finito a un valor nulo (Ver Figura 2.5a).

Esta redefinicién descrita en (2.25), aplicada al campo tasa de deformaciones de
la Ecuacién (2.24), es equivalente a considerar que la superficie donde tiene lugar
la localizacién es de un espesor variable, partiendo de un valor inicial hp a un valor
final h = k — 0 para el régimen de discontinuidad fuerte (ver Figura 2.5b).
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Figura 2.5: Regularizacién de la cinemética: (a) Delta de Dirac h-regularizada 5@,
(b) Variacién del espesor de S

Observacion 2.6.1. Fenomenoldgicamente, utilizar un espesor variable pa-
ra la banda de localizacion representa que se parte de un régimen de dis-
continuidad débil (para h = hg) y se llega a un régimen de discontinuidad
fuerte (para h — 0) [56] [58]. Este proceso, denominado regularizacion de
la cinemdtica es un elemento clave de la MDFC.

En este contexto, se puede reconsiderar una cinematica regularizada donde el
salto en el campo de los desplazamientos tiene lugar en una banda de espesor
variable Q" de forma que para el régimen de discontinuidad fuerte esta banda
colapsa en una superficie de discontinuidad S € Q" (ver Figura 2.5b). Dentro de
esta cinematica regularizada el campo velocidad de desplazamientos corresponde a:

u(x,t) = a(x,t) + e [u](x, t) (2.26)

donde Q" es la banda variable en la que tiene lugar la localizacién de deformaciones,
ti(x,t) es la parte regular del campo de desplazamientos, [u] es el salto que tiene
lugar en Q" y la funcién %, representa la funcién de Heaviside sobre Q" (ver
Figura 2.6).
A su vez, el campo de deformaciones compatible con el campo de desplazamien-
tos (2.26) es:
1

é(x,t) = Vi + Ao Vo [a] +pon iy (e (2.27)

=¢€ acotado

siendo h(t) el espesor de la banda de localizacién, pgr una funcién de colocacién en
Q" (por = 1six € Q" y pugn = 0si x ¢ Q), V*(e) el operador gradiente simétrico
de () y el vector n el vector normal a la superficie de discontinuidad & C Q.

Observacion 2.6.2. Cuando se alcanza el régimen de discontinuidad fuerte,
es decir, cuando la banda de localizacion tiene un espesor h = k — 0, el
campo descrito en la Ecuacién (2.27) es idéntico al campo descrito en la
Ecuacién (2.21). Esto quiere decir que la cinemética regularizada evoluciona
hacia la cinematica de discontinuidad fuerte conforme se reduce el espesor
de la banda de localizacion.
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() +H,[uT(x,t) G(x )+ TUT(x.Y)

u(x,t)

[a1
u(x,t) L
P p
&(x,t)
1 (ruy®ny 1 (rag®ny
h k
(b) () P (c) k P

Figura 2.6: Cinemdtica regularizada: (a) descripcién del problema, (b) régimen
discontinuidad débil y (c¢) régimen discontinuidad fuerte.

En la Figura 2.7 se relaciona la regularizacién de la cinemética, tal como ha
sido descrita, con los mecanismos que tienen lugar durante el proceso de fractura
[8] [58]. En el instante tp tiene lugar el inicio de la localizacidn de deformaciones,
en el cual la localizacién se concentra en una banda inicial hg. A partir de este
instante, se inicia el régimen de discontinuidad débil en el que las deformaciones
se localizan en una banda de ancho variable h(t) llamada banda de discontinuidad.
Posteriormente, en el instante ¢ pr cuando se cumplen las llamadas condiciones de
discontinuidad fuerte [56] [58], esta banda de discontinuidad alcanza un espesor
nulo® inicidndose el régimen de discontinuidad fuerte.

Observacion 2.6.3. Una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuer-
te, cuando el espesor de la banda de localizacién tiende a cero, h(t) = k — 0,

se puede afirmar que la banda de localizacién tiende a ser una superficie,

h—0 . 7s . .
esto es, Q" 5 S. De aqui en adelante se utilizard inicamente S, enten-

diendo que se refiere a la cinematica regularizada que engloba tanto a una
banda (régimen discontinuidad débil) como a una superficie (régimen de
discontinuidad fuerte) de localizacion.

2.6.2. Regularizacion del moédulo de ablandamiento

Si se analiza el campo de deformaciones (2.27) obtenido al enriquecer el campo
de los desplazamientos regulares con un modo mejorado salto [u], se observa que
para el régimen de discontinuidad fuerte, cuando las deformaciones se concentran en
una banda de espesor nulo, en esta banda de localizacion el campo de deformaciones

3En la implementacién numérica, y para evitar los problemas relacionados con la divisién por
cero, este valor nulo se substituye por un valor real positivo muy pequeno h = k — 0.
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Instante de bifurcacion Régimen de discontinuidad débil
I

P .P

t=t, t.<t<t,,
L;' hy Q h(t)

Régimen de discontinuidad fuerte Variacién del ancho de banda
h

B
b hs Discontinuidad
Débil Discontinuidad
Fuerte
ot . DF ¢
I
k—0 ts for

Figura 2.7: Inicio y desarrollo de una discontinuidad: ley del espesor h. (Tomado
de Oliver y Huespe [58].)

se vuelve singular:

€(x,t) = VU + #,5,. V°[u] + ([u] ® n)* (2.28)

1
h(t)

=€ regular (acotado)
singular (no acotado si h(t)=k—0)

Para que el modelo del continuo descrito en (2.2-2.14) pueda devolver tensiones
acotadas para este campo de deformaciones no acotadas es necesario introducir un
nuevo ingrediente: la reqularizacion del modulo de ablandamiento. Esta regulariza-
cién se consigue reinterpretando, en un sentido distribucional [87], el médulo de
ablandamiento continuo definido en (2.10) de la siguiente forma:

1 1

= e 2.29

H °H (2.29)
donde H, que se llamard médulo discreto de ablandamiento, es una propiedad del
material que se obtiene a partir de sus pardmetros mecénicos [53, 61]:

_ 1 o2
=2 para modelos de dafio continuo
2 EY,
12 (2.30)
=5 ?" para modelos elastoplédsticos
f

y siendo ds(x) la distribucién delta de Dirac actuando sobre S ya definida en (2.22).
Tal como se indicé anteriormente, si se redefine la distribucién delta de Dirac
ds por la aproximacion delta de Dirac h-regularizada 6@’:

1 1 vxe 8§

.= lim h(x), 040 = Tus(x), mx){o xCos @3

se llega a la condicién de regularizacién del ablandamiento:
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CAJA 2.6.4. Regularizacién general del ablandamiento.

H=h(t)H (2.32)

donde h(t) representa el espesor variable de la banda de localizacién.

Observacion 2.6.5. La regularizacion del ablandamiento asi definida, rela-
cionando el médulo de ablandamiento con el espesor de la banda donde tiene
Iugar los procesos ineldsticos, garantiza que la disipacion de la formulacion
este marcada por el parametro material densidad superficial de energia de
fractura 9y [53].

Observacion 2.6.6. Obsérvese, para el caso de un ensayo a traccion simple,
como la anterior regularizacion del ablandamiento hace que el modelo del
continuo devuelva tensiones acotadas para deformaciones no acotadas. Para
el modelo de dano, en un ensayo uniaxial a traccion la relacion constitutiva

responde a:

. | HEé€ sicarga 933
7= %Eé si descarga o carga eldstica (2.33)

El campo de deformaciones tiene la siguiente expresion derivada de (2.28):

) 1
E =€+ —|[t 2.34
é=¢€+ 0 [a] ( )
con lo que el campo de tensiones queda, considerando el estado de carga en
régimen de discontinuidad fuerte:

& = HE¢= lim EH (é + %[[u]]) = EH[i] (2.35)

que es un valor acotado.

2.7. La proyeccion continuo-discreto. El modelo
cohesivo proyectado.

La regularizacion de la cinematica y del ablandamiento tienen como consecuen-
cia la proyeccion, en la superficie de discontinuidad, del modelo continuo en otro
discreto. Es decir, la traccion t que rige la decohesién en la superficie de discon-
tinuidad S viene dada por la proyeccion, que tiene lugar en el régimen de discon-
tinuidad fuerte, del vector traccién n - o proporcionado por el modelo continuo
tensién-deformacién.

En este apartado se obtiene analiticamente la ley discreta traccién-salto derivada
del modelo de continuo de dafio isétropo descrito en el Apartado §2.3%.

4La expresién analitica de la ley discreta traccién-salto se obtiene para demostrar su equi-
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A partir de la ecuacién constitutiva (2.4), el vector traccién en la superficie de
discontinuidad S es:

ts(x,t) =n-os(x,t) = Xn. @ es(x,t) (2.36)

Para obtener en S el campo de deformaciones en un instante dado, se tiene

que integrar la expresién del campo regularizado tasa de deformaciones descrito en
(2.27):

es(t):/o . dt:/o és dt+/t %([{umn)s at (2.37)

donde ¢ 5 indica el instante de bifurcacién (ver Figura 2.7 en Apartado §2.6.1). En
la segunda integral se puede dividir el intervalo de integracién en dos partes, una
anterior al inicio de la discontinuidad fuerte tpp y otra posterior a éste, con lo que
se obtiene:

t ) t; tpF 1 ) s t 1 ) s
es(t)= | ésdt= [ esdt+ —— ([u] ®n)” dt+ — ([a] ® n)” dt
0 0 tp h/(t) tpr k
e(tDF)

(2.38)

Englobando los dos primeros términos como €(tpr), deformacién existente en el
instante de inicio de la discontinuidad fuerte, se obtiene:

es(t) = es(tor) + % (A[u] ® n)° (2.39)
donde Afu] = [u](t) — [u](tpr)

Substituyendo el campo de deformaciones (2.39) en la expresién del vector trac-
cién descrita en (2.36) se tiene

1z Xs L oqe . l s
t= hil}grio . n- C°: <65(tDF) +s (Au] @ n) > (2.40)
y despreciando aquellos términos que en el limite se anulan, se obtiene:
. Xs e
_ Q). A1
t hil}grio hés (mn- €C°-n)-Afu] (2.41)

lo que permite definir el vector traccién en funcién del tensor acustico elastico
Q° =n- C° n como:

lim 25 Q° - Alu] (2.42)

t =
h=k—0 h&s

Para que el vector traccién t de la expresion (2.42) sea un vector acotado, se debe
garantizar que el limy,_,o(h€s) es un valor real distinto de cero. Para hacerlo definase

valencia con el modelo continuo proyectado en la superficie de discontinuidad S y no para ser
implementada, dado que en la MDFC se utiliza durante todo el proceso de localizacién un forma-
to continuo tensiéon-deformacion.
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una nueva variable interna “discreta” tipo deformacién @ como la regularizacion
de su homéloga del continuo:

a=hé Vt>tp (2.43)

Utilizando (2.43), el valor de la variable £ en un instante de tiempo t > tp es:

ts tor & t A A&
t) = dt-i—/ —dlf-i—/ — dt = £(¢ + — 2.44
&(t) ; 3 T . {(tpr) - (2.44)
&(tpr)

donde Aa = a(t) — a(tpr).
Utilizando (2.44), el valor de lim;_.o(hés) en la superficie de discontinuidad S
vale:

, , Aa B
tiw s = i 1 (gsttor) + 57 = aa (2.45)

que es un valor no nulo acotado.
Finalmente, llevando (2.45) a la expresién de las tracciones (2.42) se obtiene:

t = X—ZQe - Alu] (2.46)

que es la expresién de la ley discreta proyectada, equivalente a la traccién derivada
del modelo continuo tensién-deformacién en S para el régimen de discontinuidad
fuerte.

2.8. Formulacion variacional no simétrica

Para obtener la forma variacional de la metodologia de discontinuidades fuertes
de continuo descrita en los Apartados §2.2 a §2.7, se volverd a definir el problema de
valor de contorno ya descrito en el Apartado §2.4, pero reinterpretando el campo de
los desplazamientos. El objetivo es encontrar una formulaciéon que permita imponer
las condiciones de contorno tipo Dirichlet sobre la parte regular del campo de
desplazamientos, consiguiendo que el dominio de las funciones que definen la parte
enriquecida sea unicamente una zona que englobe aquella donde tiene lugar la
localizacion.

Sea entonces el medio continuo descrito en la Figura 2.8a. Para el dominio {2
asi definido, se establecié el campo de desplazamientos en (2.26) como la suma de
una parte regular y una parte mejorada:

u(x,t) = ﬁ(X, t) + s [u](x,t) (2.47)

donde % es la ya definida funcién salto en S y donde S representa tanto la
superficie de discontinuidad para el régimen de discontinuidad fuerte como una
banda de localizacién para el régimen de discontinuidad débil (ver la Observacién
2.6.3).
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En lugar de la expresién (2.47), considérese una forma equivalente utilizando
un nuevo campo regular de los desplazamientos definido como:

(x,t) = u(x, 1) + o(x)[a](x, t) (2.48)

donde se utiliza una funcién ¢(x) que sélo tiene que cumplir, ademds de ser suave,
la siguiente condicién:

p(x) = { (1) zi E g;sg: (2.49)

siendo Q, el soporte dénde se define la funcién ¢(x), que cumplirda Q, C Q y
S C Q, (ver Figura 2.8b).

S

v (@

Figura 2.8: (a) Superficie de discontinuidad. (b) Dominio de la funcién ¢(x).

Observacion 2.8.1. Es importante no confundir la region §,, que es el
dominio de la funcién que permite enriquecer el campo de desplazamientos,
con Q" que es la regién donde tienen lugar los procesos ineldsticos y que
colapsa en régimen de discontinuidad fuerte (h = k — 0) en Q" — S. Ambas
regiones estan relacionadas por Q" € Q.

A partir del campo definido en (2.48), se puede reescribir la expresién del campo
de desplazamientos como:

a(x,t) = (x,t) + s [a](x,t) (2.50)
habiéndose definido la funcién salto unitario elemental

Ms(x) = Hs(X) = p(x) (2.51)

Observacion 2.8.2. En la Figura 2.9 se muestra la descomposicion del
campo de desplazamientos del sélido a través de la linea { (ver Figura
2.8b) cuando ha tenido lugar una discontinuidad fuerte. Como se ve en la
figura, aunque ambas descripciones son equivalentes, la ventaja de utilizar la
expresion (2.50) es que el soporte de la parte mejorada A s[u](x,t) es Q,,
lo que permite definir las condiciones de contorno tipo Dirichlet tinicamente
en la parte regular a1(x, t).
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uxt) | u(x,t) u(x,t)
A u(x,t)+H Jul(x,t A

(=
—
X

—
=
c-
—
X
=

u(x,t),
AU )M Jul(x,t A A

ﬁ(x,t) e i +
E>\,/ M,ul(x)
4 N
§ 2, o,

Figura 2.9: Descomposicién del campo de desplazamientos.

5

Utilizando la descomposicién del campo de desplazamientos descrita en la ex-
presién (2.50), el problema de valor de contorno a resolver es:

CAJA 2.8.3. Forma fuerte del problema de valor de contorno.
DADOS t :T, x[0,7] — R3 u*:T, x [0,T] — R?
pb:Qx[0,7] — R?

ENCONTRAR  :Qx[0,7] — R®y [a] : Q, x [0,7] — R?

que satisfagan:

V- -6+pb=0 enQ\S (ecuacién de equilibrio) (2.52)
o=3(é) enQ (ecuacién constitutiva) (2.53)
€(x,t) = Vou(x,t) enQ (compatibilidad cinemética) (2.54)
o-v=t" enl, (condiciones de contorno) (2.55)
{ E[lu]]:;l 0 e ',  (condiciones de contorno) (2.56)

Os N=0gs N en O\S  (cont. externa de tracciones) (2.57)

0s-n=0dgns-n enS (cont. interna de tracciones) (2.58)

donde plf) son las fuerzas masicas por unidad de volumen, se fija la relaciéon
entre o y € mediante la ecuacién constitutiva 2, que devuelve tensiones para unas
deformaciones dadas, y se fija la relacién entre € y u mediante el operador gradiente
simétrico V*, estableciéndose que:

é(x,t) = V3a(x, t) + AsVe[u] + 0s (n @ [a])° — (Ve @ [u])* (2.59)

Partiendo de la forma fuerte del problema de valor de contorno definido en (2.52-
2.58), para obtener la formulacién variacional del problema es necesario definir los
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espacios funcionales ., de las funciones solucién y ¥, de las funciones de peso:

I =S50 S5 =1{nln=n+4sn}

siendo n € S5 C [H'(Q)]"#m con Alp, =0 (2.60)
N € L5 C [La(S)]eim
%, = {v | v e [H'(Q)]"" con v, =0} (2.61)

La forma variacional o débil equivalente a la forma fuerte descrita en (2.52-2.58)
pasa entonces a ser:

CAJA 2.8.4. Forma débil del problema de valor de contorno.

DADOS & :T, x[0,7] = R? u*:T, x[0,7] — R?
pb:Qx[0,7] — R?

ENCONTRAR u € .7, tal que Yv € ¥, se cumpla:

vsuzdda—[/v-pbd9+/ v-f*dr]zo (2.62)
Q Q ',

0.'3'1176'9\5'1110 (263)

Como se observa en las expresiones (2.60) y (2.61), el espacio de las funciones
solucién ha sido distinto al espacio de las funciones peso. Esto es debido a que
solamente se obtiene la forma variacional del problema de valor de contorno definido
por las Ecuaciones (2.52-2.57), imponiendo la continuidad interna de tracciones,
esto es la Ecuacién (2.58) o la Ecuacién (2.63), de forma fuerte o punto a punto.
En consecuencia, se tiene un método Petrov-Galerkin de aproximacién [35] que
lleva a una formulacién no simétrica.

2.9. Discretizacion no simétrica de la MDFC

Para discretizar el problema definido en (2.62-2.63) definase los siguientes es-
pacios de funciones finito-dimensionales 5”,7}‘ C Iy VI

Fh = {ﬁh(x,t)flh(x,t)— S M) + frxflée’(x)[[ﬁ]](e)(t)}
e=1

=1

/7/Uh — {’Uh | ’Uh — Z Ni(X)Ci} (264)

i=1

donde nejenr €s el niimero de elementos enriquecidos por donde pasa la superficie
de discontinuidad (ver Figura 2.10a), d son los grados de libertad asociados a los
nodos, N; son las funciones de interpolacién estandar, .#s es la funcién salto uni-
tario elemental definida en (2.51) que interpola los modos enriquecidos en aquellos
elementos por los que pasa la discontinuidad y [[ﬁﬂ(e) son estos modos enriquecidos
que representan los saltos (ver Figura 2.10).
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a (b)
(a) N
/T TNQ
[ 1 14 \
{ .\\. /) 1
> S (9]

« Grados de libertad enriquecidos
[ ] Soporte de los modos enriquecidos

Figura 2.10: Discretizacién del problema: (a) elementos enriquecidos, (b) funcién
de aproximacién N;, (c) funcién de aproximacién del salto .. ée).

La funcién salto unitario .# ‘ée), definida en la expresién (2.51), se construye de
la siguiente forma:

AP = A O, I =Y N (2.65)

donde la funcién ¢ (x), que tiene como soporte el dominio elemental y cumple
que para Q7 vale 1 y para 2~ vale 0 (ver Ecuacién (2.49)), se construye como la
suma de las funciones de aproximacién estdandar elementales definidas para aquellos
nodos que limitan con Q1 (ver Figura 2.11).

Figura 2.11: Descripcién de la funcién ///‘ée).

Una vez definidos los espacios finito-dimensionales Ynh y 7 la forma discreti-
zada del problema de valor de contorno definido en (2.62-2.63) pasa a ser:

€E=MNelem
> /sth:dde U vh-pbdQ+/ vh.t*dﬂ] =0 (2.66)
- Ja Q T,

1 1
(e) ) _ 3 . ; = =
l (n 1) /SagdS n RIC) /Q UQ\SdQ) 0,e=1...Ncenr (2.67)

siendo Q(¢) el volumen del elemento finito (drea si es bidimensional) y hi(€) el
volumen de la interseccion de la banda de localizacion con el elemento finito e, que
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Figura 2.12: Dominios localizados y no localizados dentro del elemento.

se obtiene multiplicando el espesor h por [(€), su drea seccional media (una longitud
si el andlisis es bidimensional), ver Figura 2.12.

Observacion 2.9.1. Se ha impuesto en (2.67) la continuidad interna de
tracciones igualando la traccién en la superficie de discontinuidad con la
traccion dada por la tension media existente en el conjunto del elemento,
tal como indica la Figura 2.12.

Observacion 2.9.2. El drea (o la longitud) caracteristica de la interseccion
de la banda de localizacién con un elemento finito se calcula aproximada-
mente como 1®) = Q(®)n -V [54] (ver Figura 2.13).

/e
+
:
Q S n
d
m
/V‘P'd

Figura 2.13: Orientacién de la superficie de fallo en un elemento (tomado de [60]).

A partir del problema de valor de contorno discretizado (2.66-2.67) es directo
obtener la expresion matricial del problema. Trabajando primero a nivel elemental,
se pueden definir los campos aproximados de los desplazamientos y las deformacio-
nes en un elemento e como:

n

@ t) = DN (0di(0) + 87 ()Tal ) (1) (2.68)

éh(e) (X,t) _ Z(VNi(e) ®di>s . (V(p(e) ® [[l'l]](e))s _,'_M‘(Se) ﬁ(n(g [[1'1]](6))8 (2.69)
=1
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donde en este caso n representa el nimero de nodos del elemento y donde se con-
sidera la versién regularizada de la cinemdtica definida en la Ecuacién (2.59).

Utilizando la notacién de Voigt, el campo de deformaciones (2.69) admite la
siguiente formulacién matricial:

. o 1
{6}(6) _ B(e)d(e)—f— (/1'( )

$ %[n](e) — [w]<e>>[[u]]<e> =B@d+ G [a]® (2.70)

G
siendo d(e) el vector que engloba los desplazamientos regulares de los nodos del
elemento:

4 ()

a“ =a;,ds,....do )7, con d; = [ig, iy, w7 (2.71)

n

[a] el vector que engloba el modo salto en el elemento:
[a]‘ = [[ul,, [ul,, [u], )" (2.72)

y siendo las matrices B(®), [W¢](©) y [n](©) las definidas como:

r ale(e) 0 O -
0 9N 0
(e)
BO—B® BY, ... BY] con B’= 0 “ 0 “ 9. N; (2.73)
Oy N; Oz IV, 0
0 azNi(e) ayNi(e) |
az(p(e) 0 0 n, 0 0
0 9y 0 0 n, O
(e)
()] _ 0 0 az . (e)1 _ 0 0 1,
[Vl = 9,0© 8,0 0 » = n, n, 0 (2.74)
0.0 0 Dpp® n: 0 mg
0 9.0 dyp® 0 m my

donde en las anteriores expresiones n representa el niimero de nodos que tiene el
elemento finito utilizado y 4 representa uno de estos nodos.

Utilizando la misma notacién que para el campo discretizado de deformaciones
(2.70), se puede expresar el gradiente simétrico de las funciones test como:

{veu©) = B¢ (2.75)

donde los valores arbitrarios ¢(¢) tienen la siguiente estructura:

@ =T cl,. ... ch)T

rvn

, con ¢; = [cg, ¢y, c]T (2.76)

Llevando las expresiones (2.70) y (2.76) a la forma débil discretizada del pro-
blema definido en (2.66-2.67), se obtienen las ecuaciones no lineales de las fuerzas
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residuales que proporcionaran, a nivel del elemento, la forma matricial del problema
incremental:

R = [ B {s}©a0 - F") (2.77)
Qle)
+©) ::/ (ﬂs _ l) n]©" {510 (2.78)
Qe h(t) Q
- (e) .T T .7 T :
donde el vector F,_; = |F,,F,,... ,Fn} es el vector de fuerzas externas incre-

mentales en los nodos del elemento.

Observacion 2.9.3. La ecuacidn (2.78) es equivalente a la forma definida
en (2.67) y se ha obtenido de la siguiente forma:

1 1
n-— d’dQ—n~—/ oo\sdl=0 = 2.79
hl(e)/s S Q(e) e O\S ( )
1 . 1 .
W/Sn.asdg_m/g(ﬁ)n.aﬂ\SdQ:O =
1 1
—n-osdf) — ——n-o dl=0 =
/Shﬂ os /Q(e) Q(e)ﬂ TS

Hs 1 )
e - . N =
/Qm (h(t) Q@) neod=0

donde se engloba la expresion inicial bajo una misma integral utilizando ps,
la funcién de colocacién en S.

La descripcién del proceso de integracién demuestra la equivalencia de las ex-
presiones (2.78) y (2.63):

1. Se anade un nuevo punto de integracion en el centroide del elemento finito.
Este punto de integracién extra se utilizard para las integracién sobre la
banda de discontinuidad S, mientras que los puntos de integracién regulares
se utilizaran para la integracién sobre el conjunto del elemento Q(e)\S .

o Punto de integracion estandar

Sa Punto de integracion afiadido

Figura 2.14: Proceso de integracién: puntos de integracion.

2. Se define una funcién de colocacién ps que, en el proceso de integracion, valga
s = 1 para el punto de integraciéon anadido y valga us = 0 para los puntos
de integracion estandar.
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3. Al realizar la integracién numérica de la expresién (2.78) se tiene:

o) "2 o _
el > n-oasW;+ ™ oS R(t)19 =0 (2.80)
=1

con lo que se obtiene la expresién del equilibrio interno de tracciones tal
como fue expuesto en (2.63) y en (2.67) y donde ny son los puntos de Gauss
regulares del elemento finito y W el peso de integracién asociado a uno de
ellos.

Utilizando la notacién de Voigt, la relaciéon constitutiva tension-deformacion se
expresa como:

{61 = 9 {¢}(© (2.81)
donde C es el operador constitutivo tangente, expresado en notaciéon de Voigt,

cuya expresion algorftmica estd definida para el modelo de dafio isétropo en (2.13).
Defindse también a nivel elemental las siguientes matrices:

(e) (e)
() M ! T
G = <_Z - Q@) [n](©) (2.82)
e
G .— T[n]@) — [V©)] (2.83)

Llevando la expresién (2.81), donde se utiliza el campo de deformaciones des-
crito en (2.70), a las ecuaciones de las fuerzas residuales descritas en (2.77-2.78),
y utilizando las matrices definidas en (2.73), (2.74), (2.82) y (2.83) se obtiene la
siguiente expresién matricial de las fuerzas residuales a nivel elemental:

: © 10 e »
{R@)}._[K{% K?eﬂ)u]] 1{(1” }_{Fu} 250
@ (| pele e J10) :

r Kpge Kpjpg] | 9] 0

K(e)

Las submatrices de la matriz elemental tangente definida en (2.84) son:

K — /Q . B . cols . B 40 (2.85)
KEiT[)u]] — » B . c.ce) 40 (2.86)
Kf[u)ﬂd - /m G+ . ¢ . B 40 (2.87)

KF[Z)]][[u]] — a*? .o . a© 40 (2.88)

Qe)



38 2.9. Discretizacién no simétrica de la MDFC

Observacion 2.9.4. El cardcter no simétrico de la formulacion, que ya se
indicé en el desarrollo de la forma variacional al elegir espacios diferentes
para las funciones test y las funciones solucién en (2.60-2.61), se ve clara-
mente en las ecuaciones (2.86) a (2.88). Unas de las condiciones que tiene

que cumplir la matriz G es que se cumpla el llamado “patch test” [84],
esto es:

(e) (e)
*(€) _ Hs ! (e) _
G* dQ = - — n|'“dQ =0 2.89
Qe Qe ( k Q(e)> [n] (2:89)

Si se redefinen unas nuevas matrices B tal que:

— () e e e 3
B =BY,BY, . . . B9 " (2.90)
B(e) = [B§E)7 Bée)7 A ’B’E'LE)7 G(e)] (2.91)

la matriz elemental K puede escribirse en forma méas compacta como:

K(e) K(e) B *(G)T _
K© = | dd dld | = / B" .c.B“dn (2.92)
Kiuja Kyl /oo

De forma andloga, redefiniendo los siguientes vectores:

E)

0

Fo _

ext —

R _ | R
R —L«e)

. (@)
a© = | dear (2.93)
[

se puede expresar las ecuaciones de las fuerzas residuales a nivel elemental de la
siguiente forma compacta:

- _ (T o) - -
RO = [ B .cv.B9d®d0-F') (2.94)
Q(e)

Realizando el ensamblaje de las ecuaciones a nivel elemental (2.94) se obtiene:
n O al 5 (€) (e) (e)
ol eem B -C".BUdYdQ-F, | =0 (2.95)
Q)

lo que lleva a poder definir una matriz de resistencia global K que se define como:

K(e) K(e)
K=o [KO]  siendo K= | i il (2.96)
Kpga K



CAPITULO 2. ANTECEDENTES: EL METODO DE DISCONTINUIDADES
FUERTES DE CONTINUO 39

Observacion 2.9.5. Analizando la estructura de la expresion (2.84) se ve
que no existen fuerzas exteriores aplicadas en los grados de libertad saltos
(ver Ecuacién (2.93b)) debido a que el soporte donde se definen estos modos
enriquecidos es elemental. Gracias a ello es directo aplicar la condensacion
de estos grados de libertad definiendo una nueva matriz elemental, anterior
al proceso de ensamblaje, cuya forma es:

o(e)

© _ ele) gee) " pe)
K" =Kj) - Ky KK (2.97)

y redefiniendo el vector de fuerzas residuales elementales como:

27 _RY KO g (2.98)
afu Kul v :

2.10. Resumen del capitulo

En este capitulo se realizé un resumen de la metodologia de discontinuidades
fuertes de continuo que pretende servir de preambulo al resto de la tesis. La descrip-
cién que aqui se ha hecho de esta metodologia deberia ser suficiente para entender
el resto de los capitulos, pero de no ser asi, una seleccion recomendada de articulos
que cubren los aspectos fundamentales de la teorfa son las Referencias [59], [58] y
[53].

Al principio del capitulo se da una introduccién del fenémeno de la localizacién
de deformaciones y se relaciona este fenémeno con la singularidad del tensor actsti-
co. Después se describe el modelo del continuo de dano isétropo sélo traccion. Este
modelo sera el utilizado en los desarrollos tedricos de este trabajo, dejando para
el Apéndice B los resultados relacionados con los modelos de plasticidad asociada
particularizados para la funcién de fluencia de Von Mises.

Una vez introducido el formato continuo tensién-deformacién, se describe el
problema de valor de contorno de un sélido en cuyo seno se ha desarrollado una
superficie de discontinuidad y la cinematica asociada a él. Al pretender resolver este
problema de valor de contorno utilizando un formato continuo tensién-deformacion,
se presentan dos dificultades: la aparicién de términos singulares en el campo de de-
formaciones y la necesidad de garantizar que los campos de tensiones se mantienen
acotados incluso cuando las deformaciones son no acotadas.

Ambas dificultades se solucionan regularizando la cinematica y el ablandamien-
to. La regularizacion de la cinematica consiste en reinterpretar la distribucién delta
de Dirac como una sucesién que en el limite tiende a infinito. A su vez, la regu-
larizacién del ablandamiento consiste en redefinir el médulo de ablandamiento de
continuo como el producto de un médulo de ablandamiento intrinseco, dependiente
de las propiedades del material, por la anchura de la banda donde tiene lugar la
localizacion.

Esta doble regularizacion fisicamente es equivalente a interpretar que el modelo
considera que la disipacién (la localizacién de deformaciones) tiene lugar en ban-
das que evolucionan desde un espesor inicial finito a un espesor cero. Dos son las
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consecuencias fundamentales de esta regularizacion:

= se garantiza que la disipacién del modelo viene dada exclusivamente por la
propiedad del material densidad superficial de energia de fractura.

= se proyecta, en la superficie de discontinuidad, un modelo discreto degenerado
del continuo que es equivalente a una ley discreta cohesiva traccién-salto.

En la ultima parte del capitulo se obtiene la forma variacional no simétrica
del problema de valor de contorno junto con su formulacién discretizada. Esta
formulacién sera utilizada en el capitulo siguiente donde se analiza su robustez y
los problemas de convergencia que presenta.



Capitulo 3

ESTABILIDAD Y
ROBUSTEZ DE LAS
APROXIMACIONES
NUMERICAS

3.1. Introduccion

El analisis numérico del fallo material de una estructura tiene serios problemas
de convergencia cuando el dominio de la localizacién comienza a ser importante
comparado con el dominio total [23][38].

Esta falta de convergencia, que tiene como consecuencia la incapacidad para
obtener la curva de equilibrio, no esta vinculada (o no tiene porqué estarlo) con
la existencia de puntos limite, “snap-back” o “snap-through”, que pueden ser su-
perados mediante los métodos de continuacién estdndares [20]. En su lugar, la falta
de convergencia asociada al andlisis del fallo material puede deberse a las siguientes
causas:

1. La existencia de una bifurcacién en la curva de equilibrio asociada al mal
condicionamiento de las ecuaciones que rigen el problema, lo que provoca una
no-unicidad de la solucién y determina el inicio de la localizacion descrita en
el Apartado §2.2.

2. La degradacién del niimero de condicion' de la matriz estructural global, que
para el caso de la formulacién no simétrica ha sido definida en (2.97).

En este capitulo se analiza la segunda fuente de inestabilidad: la debida a la
degradacion del nimero de condicién de la matriz estructural global. Primero se
buscardn las causas de esta degradacién para la formulacién no simétrica (definida

1Se define el niimero de condicién de una matriz A, para una norma || ||, como
cond(A) = ||A|| |AT1].
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en el capitulo anterior) en el contexto del método de integracién implicito del esque-
ma de Newton-Raphson. Después, en los Apartados §3.3 a §3.6, se desarrollan las
tecnologias numéricas que permiten superar esta fuente de mal condicionamiento.

3.2. Degradacién de la convergencia en la formu-
lacién no simétrica

La matriz estructural global se construye mediante el ensamblaje de cada una
de las matrices elementales tal como se indicé en las Ecuaciones (2.95) y (2.96) del
Apartado §2.9. Para la formulacién no simétrica y siguiendo el Apartado §2.9, estas
matrices elementales se definen por:

KK

K — [ dlu] ] (3.1)

(e) (e)
Kpte Kpiu
donde las submatrices intervinientes son:
K :/ B . cus . B 40 (3.2)
Qe
(e _ (e) . oalg . cale)
Kd[[u]] = /Q(e) B C G'“ dQ (3.3)
K9 = [ &' .c%.B®dn (3.4)
[uld Q)
K© a* . o . g 40 (3.5)
[u][u] Qe

habiéndose definido las matrices B(), G y G*” en las Ecuaciones (2.73), (2.83)
y (2.82) respectivamente.

El origen de la degradacion de la matriz estructural global se encuentra en la
aparicion de autovalores negativos en aquellas matrices elementales K de ele-
mentos en los que se produce la localizacion de deformaciones.

Para estudiar este fendmeno se realizara un andlisis espectral de estas matrices
elementales para el caso de régimen de discontinuidad fuerte. Para obtener las
expresiones de las submatrices definidas en (3.2-3.5) en el régimen de discontinuidad
fuerte hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

= La aproximacién numérica de las integrales definidas sobre la banda de loca-
lizaciéon S, al haberse definido un tinico punto de Gauss en ella, se obtiene
como el valor del integrando en el centroide del elemento multiplicado por
el volumen (el drea en andlisis bidimensional) de dicha banda de localizacién
(ver Observacién 2.9.2).

= Para el régimen de discontinuidad fuerte, la medida del volumen (o del drea
para anélisis bidimensional) de la banda de discontinuidad S es:

meas(S) = k1(® (3.6)
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= En la superficie de discontinuidad S y dentro del régimen de discontinuidad

fuerte, aparece un campo de deformaciones no acotado, con lo que el valor
del operador algoritmico Cglg es casi nulo (ver la Ecuacién (2.13) para un
valor de la variable interna tipo deformacién tendiente a infinito). Debido a
ello se han simplificado, en las Ecuaciones (3.7) a (3.10), aquellos términos en
los que aparece Cglg , excepto en la Ecuacién (3.10), donde aparece dividido

por el escalar k, cuyo valor es también muy proximo a cero.

Siguiendo las anteriores consideraciones, las expresiones de las submatrices (3.2-

3.5) para el régimen de discontinuidad fuerte son:

Kfied)|nodo,- = / B, - Calg . Bj do (37)
nodoy Q
KfiEL]] lnodo, = / B, - C% .G dQ (3.8)
Q
- _ B. - C% . 1vyl dO B"Calg-ﬂdﬂ
N i+ Cols - [V + ;- C%
NS S k
~as B; - Cqls - [Ve] d2+1B; - C5” - [n]
= B Cals [Vl 0
KEZ)]]d|n°dOJ = /QG* -Col. B; dQ (3.9)
(e alo fn] .
= _W/Q\S[n].CQ\S'B'fdQ—i_/ST.CS BJdQ
l(e) alg (e) alg
- 0@ Q\S[n]'cn\s'Bj dQ +1) [n] - CE7 - By
N 1(e) ci B a0
Q@ Q\S[n]' ovs " Bi
K(e) — G*. Calg .G dO (310)
[l w] o

1(e) [n]

= —_ .Q%g . (o W e I
g [, 0 -Cits (Ve a0 [ 7

[Il] alg [Il] l(e) [Il} alg
+/S?'CS ‘?dQ_/S o Cs

CY? - [V dO

1(e) " . .
- 0@ /Q\S[ ]-Cols - [Vl d2 =1 [n] - C§7 - [Vy]
1 alg 1(6)2 alg
+E[] Cs [n]*m[n]'cs n]

Q

k

1(e) le
L / I Gl (V] 40+ [n] - O o
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donde las integrales sobre todo el dominio del elemento Q(¢) se han dividido en dos
partes: una sobre la banda de discontinuidad S en aquellos términos en los que la
funcién de colocacién us = 1, y otra sobre el resto del elemento cuando us = 0.

Observacion 3.2.1. Las Ecuaciones (3.7-3.10) vuelven a mostrar el
caracter no simétrico de la formulacién adoptada. El tinico caso en el que se
obtiene una formulacion simétrica es aquel en el que se cumple la siguiente
condicion (ver Figura 2.13):

(e)
Vel = g (3.11)

La apariciéon de autovalores negativos en la matriz elemental, cuyas submatrices

han sido definidas en (3.7-3.10) provocan que, debido al proceso de ensamblaje,
la matriz estructural global vea degradado su miumero de condicion. Tal como ha
sido considerado por Oliver et al. en [60], dos son las fuentes de la aparicién de
autovalores negativos:

1. La no simetria de la matriz tangente elemental K(e), que debido al proceso

de ensamblaje se traduce en la no simetria de la matriz estructural global. La
aparicién de estos autovalores nulos o negativos se debe a la existencia de los
términos [n] - C*9 . [V ] en la Ecuacién (3.10). Este término contribuird a la
aparicién de autovalores negativos o nulos si el &ngulo que forman los vectores
[n] y [V¢] es suficientemente grande tal como indica la Figura 3.1.

m=Vod
<a
d n

Figura 3.1: Contribucién negativa del término [n] - C* - [V].

. La utilizaciéon de un modelo del continuo equipado con ablandamiento. Si se

analiza la expresién dada en (2.13) para la matriz algoritmica elemental, se
observa que la utilizacién de mdédulos de ablandamiento negativos hace que

alg alg .
los operadores Cg¥ y CQ\ s presenten autovalores negativos. Estos tensores,

mediante las expresiones (3.7-3.10), pueden provocar la existencia de autova-
lores negativos en la matriz tangente elemental y degradar asi el nimero de
condicién de la matriz estructural global.

Estas dos fuentes de autovalores negativos, y por lo tanto origen de la inestabi-

lidad numérica, pueden ser superadas desarrollando una metodologia numérica que
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utilice una formulacién simétrica por un lado y que garantice la definicién positiva
de los operadores algoritmicos Cglg y C?zl<]$ por otro. Esta metodologia ha sido

presentada en [60] y tiene tres ingredientes principales:

1. Una formulacion simétrica cineméaticamente consistente basada en el elemento
finito desarrollado por Lofti & Shing [43].

2. Un algoritmo de integracién llamado IMPL-EX entre cuyas caracteristicas
principales estd la de garantizar la definicion positiva de los operadores al-
goritmicos constitutivos.

3. Unos esquemas de control que limitan el error que se comete al haber pres-
cindido del esquema de integracién puramente implicito.

En el apartado §3.3 se desarrolla la formulacién simétrica cinematicamente con-
sistente, mientras que los apartados §3.4 y §3.5 se muestran, respectivamente, el
nuevo algoritmo de integraciéon IMPL-EX y los esquemas de control de error necesa-
rios. Por tltimo, en el apartado §3.6 se introduce un nuevo método de continuacién
desarrollado especificamente para esta metodologia, necesario para poder describir
correctamente la curva de equilibrio en el caso de existencia de un ” snap-back”.

3.3. Formulacion simétrica cinematicamente con-
sistente

El uso de la formulacién simétrica cinematicamente consistente aporta robustez
a la formulacién porque anula una de las fuentes de mal condicionamiento de la
matriz estructural global. Sin embargo, esta formulacién presenta el problema que,
si bien es capaz de reproducir la cinemdtica del sélido rigido dentro del elemento
cuando el elemento se ha agotado, no es capaz de garantizar la continuidad de
tracciones a nivel elemental [38] [62].

Esta desventaja frente a la formulacién no simétrica, que si garantiza la con-
tinuidad de tracciones y la cinematica de sdlido rigido del elemento agotado, se
traduce en la dificultad de la formulacién para llegar al agotamiento total en un
ensayo numérico (debido a la existencia de tensiones residuales no agotadas den-
tro del elemento finito). Como se verd més adelante, este problema se soluciona
mediante el uso de mallas lo suficientemente refinadas.

3.3.1. Formulacion variacional

Sea la forma fuerte del problema de valor de contorno de un sélido con una
discontinuidad en su seno ya definido en las Ecuaciones (2.52)-(2.58) y sean las
expresiones del campo de desplazamientos y de deformaciones descritas en (2.50)
y (2.59) y que se vuelven a escribir ahora:

u(x,t) = (x,t) + s [a](x,t) (3.12)
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é(x,t) = V3(x, t) + AsVe[u] + 0s (n @ [a])° — (Ve @ [u])* (3.13)
habiéndose definido la funcién salto unitario elemental como
Ms(x) = Hs — p(x). (3.14)
Definase entonces los espacios funcionales ., de las funciones solucién

=S50 S=Mmn=n+n}

siendo ne yﬁ C [HI(Q)]'VL(MWL con ﬁ‘l“u —a* (3.15)
neSs= {Nn = Msa} siendo o € .S, C [La(S)]"dim
y los espacios funcionales ¥;, de las funciones de peso
Vo =% @V ={v|v="0+ 40}
. T € ¥ C [HYQ)]@m con Dlp, =0 (3.16)
siendo <~ = w
v eV =S

Observacion 3.3.1. Como se observa en las expresiones (3.15) y (3.16)
se ha adoptado el mismo espacio de funciones para . y ¥ (a excepcién
de la condicién de contorno tipo Dirichlet). Se trata por lo tanto de una
formulacién simétrica tipo Bulbov-Galerkin (o Galerkin simplemente) [35].

Utilizando los espacios funcionales definidos en (3.15) y (3.16) y partiendo de
la forma fuerte (2.52)-(2.58), se obtiene la siguiente forma variacional o débil:

CAJA 3.3.2. Forma débil del problema de valor de contorno.

DADOS & :T, x[0,7] = R? u*:T, x[0,T] — R?
pb: Qx[0,7] — R?

ENCONTRAR u € 7, tal que Yv € ¥, se cumpla:

/VS@;adQ[/ﬁ-deQ+/ 6~t*dF]O (3.17)
Q Q I's

Vo 6dQ — [/a.pbdﬂ+/ a-t*dr] =0 (3.18)
Q Q I's

Observacion 3.3.3. El soporte de las funciones v es €, (ver Figura 2.8).
Por lo tanto, la expresion (3.18) se puede definir més precisamente como:

VS'E:ddQ—/ T pbdQdl =0 (3.19)

Q. Q,

donde se considera que 0Q, NT', = {0}.
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Observacion 3.3.4. La equivalencia entre la forma variacional (3.18) o
(3.19) y la forma variacional (2.63) estd demostrada en [86] y reproducida
en [80].

3.3.2. Discretizacién simétrica

Para obtener la forma discretizada del problema definido en (3.17-3.18) definase
los siguientes espacios de funciones finito-dimensionales ny C Sy Vh

Mnodos Nelenr

sl = {uh(x,t) o (x,t) = Y Ni(x)di(t)+ Y //lée)(x)ﬂuﬂ(e)(t)} (3.20)

i=1

Mnodos Nelenr
7= {v’% = > N+ Y, AP (%) €>} (3.21)
i=1 e=1
donde nejeny €s el nimero de elementos enriquecidos por donde pasa la superficie
de discontinuidad (ver Figura 2.10a), d son los grados de libertad asociados a los
nodos, N; son las funciones de interpolacion esténdar, .#. ée) es la funcion salto uni-
tario elemental definida en (2.65) que interpola los modos enriquecidos en aquellos
elementos por los que pasa la discontinuidad y [[1'1]](6) son estos modos enriquecidos

que representan los saltos.
Una vez definidos los espacios finito-dimensionales Ynh y 7' la forma discreti-
zada del problema de valor de contorno definido en (3.18-3.17) pasa a ser:?

€=MNeclem

> Veoh : dQ — U ahpbd9+/ ah-t'*dn] =0 (3.22)
Q Q r

e=1 I
€=Nelenr
> /Vsah:adﬂzo (3.23)

Para obtener la forma matricial del problema discretizado (3.22) y (3.23) se
parte del campo aproximado de los desplazamientos definidos en (3.20) y de su
campo de deformaciones derivado:

(e) ZN(E) ) + ///(e)( NEIRIG) (3.24)

n

éh(5> (x,t) = Z(VNi(G) ®di)s . (V@(e) ® [[ﬁ]](e))s +u(@)
i=1

0 (m®[u])* (3.25)

2En la Ecuacién (3.23) se considera que:

[/ f;”pbdmr/ f;hﬂé*dQ} :/ " pbdQ & 0
Q Q

o4 @
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Utilizando la notacién de Voigt, el campo de deformaciones (3.25) puede expre-
sarse como:

(@0 =BOA + (1)l - (9 ) [l = BOd+ GOl (3:20)

G
donde el significado de cada uno de los vectores y matrices ha sido explicado en el
Apartado §2.9. A su vez, la expresiéon del gradiente simétrico de las funciones de
peso tiene una estructura similar a (3.26)

{st}(e) - {Vsa}(e) + {ng}(e) =B®cl@ L glg© (3.27)

Llevando (3.26) y (3.27) a la forma discretizada definida por (3.23-3.22) se
obtienen las expresiones de las fuerzas residuales a nivel incremental:

R = B (51©a0 — ¥, (3.28)

Qle)

£ = G {5140 (3.29)
Qle)

) . . T

T . T )
F,,Fy,....F es el vector de fuerzas externas incre-

donde el vector B "

ext —
mentales en los nodos del elemento.

En la notacién de Voigt, la relacién constitutiva tensién-deformacién se expresa
como:

{6}(9 =7 {&} (3.30)

donde CY es el operador constitutivo tangente cuya expresién algoritmica ha sido
definida, para el modelo de dafio isétropo, en (2.13).

Llevando la expresién (3.30), donde se ha utilizado el campo de deformaciones
descrito en (3.25), a las ecuaciones de las fuerzas residuales descritas en (3.28-
3.29), y utilizando las matrices definidas en (2.73), (2.74), (2.82) y (2.83) se obtiene
finalmente la siguiente expresién matricial:

- (e) (e) (e) - (e) . (e)
r Kia Kipg) | [ 0

K(e)

donde en este caso las submatrices de la matriz elemental tangente definida en
(3.31) son:

K((ied) — B®© .c9.B® 40 (3.32)
Qe)

Kgle[[)u]] — B©® .c¥.ag® 40 (3.33)
Q)

K[([Z)]]d — c© .. g 40 (3.34)
Qe

KEZ)]][[u]] — G@ . g .40 (3.35)

Qe)
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Observacion 3.3.5. Como se observa en las Ecuaciones (3.32) a (3.35), la
formulacién presentada es simétrica ya que (3.32) y (3.35) son simétricas y
(3.33) y (3.34) son una la transpuesta de la otra.

Si se redefinen unas nuevas matrices B tal que:
B(e) = [B:(le)7 B(2€)7 R 7B’E’L€)7 G(E)] (3.36)

la matriz elemental K puede escribirse de forma mas compacta como:

K(e) K(E) _ ()T (e
K = | dd ]| - / B .c. B an (337)
Kia Kpapal /o

De forma andloga, redefiniendo los siguientes vectores:

. 5 (€) . - 1(e)
RO = | B §© d©) = | deat (3.38)
RO ext [a]©

E)

se puede expresar las ecuaciones de las fuerzas residuales a nivel elemental de la
siguiente forma compacta:

RE — B(e)T .cos . Bg© g0 — F© (3.39)

ext
Q)
Finalmente, realizando el ensamblaje de las ecuaciones a nivel elemental (2.94)

se obtiene:

_ T _ - -
%’n‘:ﬁiem [ B(e) .C9 . B(e)d(e) do — Fii)t] -0 (3_40)

Qe)

lo que lleva a poder definir una matriz de resistencia global K que se define como:

K(G) K(@)
K = oflem [K@} siendo K = | dd ] (3.41)
KiuJa  Kpulpul

Observacion 3.3.6. Al igual que para la formulacién no simétrica, tam-
bién es posible realizar una condensacién del problema formulado en (3.31)
definiendo una nueva matriz elemental, anterior al proceso de ensamblaje,
cuya forma es:

o (e)

© &) qele) pe)
K" =Kj) - Ky KK (3.42)

y redefiniendo el vector de fuerzas residuales elementales como:

~(e) . (e) (e) (e)_l .
R =R" - K, Kj,& (3.43)



50 3.4. Algoritmo de integracién IMPL-EX.

3.4. Algoritmo de integracion IMPL-EX.

3.4.1. Descripcién

Si se analiza de nuevo el operador algoritmico de la Ecuacién (2.13), consistente
con el esquema de integracién implicito, que se definié como:

L si descarga o carga elastica

CH9 = (3.44)
x(€) — HE

5200 - 22— 26T ®4F  sicarga plastica

se observa que

= Para el caso de descarga o carga elastica el operador algoritmico C™se man-
tiene definido positivo.

= Para el caso de carga pléstica €% puede ser definido negativo si H < 0, es
decir, si existe ablandamiento por deformacion.

Precisamente, y de forma especifica para los modelos constitutivos asociados, el
fallo material por localizacion de deformaciones tiene lugar en presencia de ablan-
damiento por deformacién. Esto hace que los elementos finitos pertenecientes al
dominio fisurado tengan operadores algoritmicos definidos negativos, lo que dete-
riora el nimero de condicién de la matriz estructural global. Una solucion a este
problema, que se muestra a continuacién, es el algoritmo de integracion IMPL-EX
ya presentado en [60].

El algoritmo de integracion IMPL-EX consta de dos esquemas de integraciéon
que se realizan de forma simultdanea. Estos dos esquemas de integracién son [60]:

1. Un esquema implicito estandar (Backward-Euler), que proporciona los valores
implicitos de las variables del modelo a partir de la variable independiente de
las deformaciones. En la Caja 3.4.1 se describe este esquema de integracion
implicito para un paso n+1, particularizado para el modelo de dano descrito
en las Ecuaciones (2.2-2.14).
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CAJA 3.4.1. Integracién implicita en el paso n+1:

e Variable independiente de entrada — €nt1(Atpt1)

e Condicién de consistencia:

i1 =Tnt1 >0 con £|i=o = &
f(€ns1,&nt1) = [ (€ns1) — Enpa

Y1 =0, f(€nt1,8ns1) <0, Vg1 f (€ny1,€nr1) =0

Tn+1 fn-i—l (€nt1,6nt1) =0

I

£n+1 = méX(§T7 f (6n+1))76[0,t71+1]

e Actualizacién variables internas:

§n+1(6n+1) = gn + Yn+1 = gn + A§n+1
XnJrl(enJrl) = Xn + HAgnJrl

e Obtencion de las tensiones:

Un+1(€n+1) = Xt (De CE€p41 = %6’”4_1 (345)

€n+1 n+1

2. Un esquema explicito, en el cual las variables internas se obtienen a partir
de una aproximacién en serie explicita de Taylor. Se considerara, para el
modelo de dano isétropo, la variable interna tipo deformacién . Utilizando
el desarrollo en serie de Taylor en un entorno de t se tiene:

E(t+At) =¢(t) + (%) At + O(AL?) (3.46)

y truncando en los términos de orden dos se obtienen las variables aproxima-
das, que se distinguiran de las obtenidas implicitamente por una sobretilde:

E(t+ At) ~ E(t + At) = £() + (%) At (3.47)

Discretizando las variables de la Ecuacién (3.47) tal como indica el Cuadro
3.1 se definen finalmente las variables extrapoladas como:

~ A "
§n+1 = fn + %Atn-&-l (348)
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donde se ha considerado que:

Agn = fn - fnfl; Atn = tn - tnfl; Athrl = tn+1 - tn (349)

Cuadro 3.1: Variables discretizadas

Paso de tiempo th—1 tn  tnt1
Variables implicitas  £,-1 &,  &nt1
Variables explicitas  &,-1 &,  &nt1

Observacion 3.4.2. Como se observa en las Ecuaciones (3.48) y (3.49a),
la variable §~H+1 se ha obtenido explicitamente a partir de la informacion
contenida en las variables &,, v &,_1, calculadas mediante el procedimiento
puramente implicito.

La Figura 3.2 muestra en qué consiste esta extrapolacién. Como se puede
observar se comete un error al utilizar, en la obtencién de las tensiones, las
variables extrapoladas en lugar de las variables obtenidas implicitamente.
Sin embargo, siendo este error dependiente del tiempo, al reducir el paso de
tiempo se reduce también este error.

~

15,8 e Implicito
Explicito

1)
E-’n-]i nl

I
tn_] Z‘n tn+1

Ve

Figura 3.2: Extrapolacién variable interna tipo deformacién.

Observacion 3.4.3. Se extrapola la variable interna tipo deformacion &
dado que es estrictamente creciente, lo que permite evitar las dificultades
de extrapolar la variable interna tipo tensién x (ver Figura 3.3).

A partir del valor extrapolado de la variable interna tipo deformacién 75, la
variable interna tipo tensién, extrapolada para el paso de tiempo n+1, se
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X € (%0,0)

\4

C€(&0, )

Figura 3.3: Rangos de variacién de las variables internas tipo tensién y tipo defor-
macion.

obtiene como:

)ZnJrl =Xn+ H (fnJrl - fn) (350)
—_—
Abnt1

Utilizando la extrapolacién definida en (3.48) y (3.50), el proceso de integra-
cién explicito para un paso n+1, particularizado para el modelo de dano de
las Ecuaciones (2.2-2.14), se describe en la Caja 3.4.4:

CAJA 3.4.4. Integracién explicita en el paso n+1:

e Variable independiente de entrada — €nt1(Atpt1)

e Extrapolacién variables internas:

Aén

§n+1(€n+1) =&+ FAtrH»l

%ﬂ+1(6n+1) =xnt+H (gnJrl - fn)
e Obtencién de las tensiones:

Fnii(€nst) = L € ey = G, (3.51)
§n+1 £n+1

La Figura 3.4 muestra el algoritmo de integraciéon IMPL-EX junto con el estandar
implicito. Como se observa graficamente, el algoritmo IMPL-EX necesita las varia-
bles internas obtenidas por el algoritmo puramente implicito. Aqui reside la idea
fundamental de este método: el valor de las tensiones en un paso de tiempo se
obtiene a partir de la extrapolacion explicita de las variables internas obtenidas
implicitamente en fases de tiempo anteriores.



54 3.4. Algoritmo de integracién IMPL-EX.

|

O o]
S5 (€)s) = max (£,7,(€,.) z A
< C éﬂl i TE[OJH ]( v et ) E.WH—IZ n+ nAtrH—l 5 Aé = gr _gr—l
SR At,
st *
8 g f(gnﬂ’&nﬂ) EAfs (SnH ) - al1+l <0
© Ol AE.!H+1 = E.>n-¢»l(8n+1)_ &.m
= _
Q
S ~ =
(Y\Ul 8 2] An+1 (8n+]) =Y +HA§n+1 Yo+t = Ko +H"(E’ﬂ+l_§") =
358 ) = H NS = 1, + H (66, )
"g = § Ynn 20
s S £l ]
Kn+1 (8n+l) e P~ _ 7~(n+1 e.
S 8|l = L) geg 5, =Ll ee e,
I G = T IMPL-EX
I % _9 qu
2 »n ..
:g' o S |:| Implicito

Figura 3.4: Esquemas de integracion IMPL-EX y puramente implicito.

3.4.2. Propiedades.

Las tensiones explicitas o definidas en (3.51) son las que se usan para resolver el
problema variacional definido en el Apartado §3.3, es decir, para calcular la matriz
estructural global que se obtiene a partir de las matrices elementales definidas en
(3.32) a (3.35). El operador constitutivo algoritmico, consistente con el método de
integraciéon IMPL-EX, necesario para definir las matrices (3.32-3.35) se obtiene,
por definicién, como:

85’n 1 (€n+1)
oty = et l) 3.52
n+1 a€n+1 ( )

A partir de ahora, este operador algoritmico para el esquema de integracién IMPL-
EX, distinto del obtenido en el esquema puramente implicito, se llamarda operador
algoritmico efectivo, y se definird como:

aNTL n ~TL
aelf, = nmtilent)) _ X ge (3.53)
8€”+1 §n+1

pudiéndose afirmar que (Dfﬁl es semidefinido positivo, pues EnH y C° son defini-
dos positivos y Xn+1 es semidefinido positivo.

Observacion 3.4.5. En la Ecuacién (3.53) se ha tenido en cuenta que ni
E,LH ni Xn+1 dependen de las deformaciones €,11 y que por lo tanto las
tensiones o1 son lineales en €,1. Esto hace que el operador algoritmico
efectivo sea ademas constante durante todo el paso de tiempo n+1.
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Este cardcter constante y definido positivo del operador algoritmico efectivo
tiene, dentro de la formulacién de elementos finitos E-FEM, los siguientes efectos
en el esquema iterativo de Newton-Raphson que minimiza las ecuaciones no lineales
de las fuerzas residuales definidas en (3.40):

= La matriz de resistencia global algoritmica (efectiva) serd siempre definida
positiva. Esto permite superar las dificultades numéricas fruto del mal con-
dicionamiento de dicha matriz.

= Como la matriz tangente estructural es constante por paso de tiempo y bien
condicionada, el procedimiento de Newton-Raphson convergerd justo en una
iteraciéon por paso de tiempo.

Esta integracién del modelo constitutivo en una tnica iteracién puede ser en-
tendida, para el paso de tiempo n+1, como compuesta por (ver Figura 3.5):

= Una fase de prediccidn (iteracion 0)

Al inicio del paso de tiempo n+1 se predicen unas tensiones calculadas con las
deformaciones del paso anterior n pero con las variables internas extrapoladas
para el paso de tiempo n+1.

50, =2 ¢ e, (3.54)
§n+1
= Una fase de correccién lineal (iteracion 1)

En el paso de tiempo n+1 se obtienen las tensiones como una correccion
lineal de la prediccién anterior utilizando el operador algoritmico efectivo.

~ X 1 X 1
Opt1 = Xntl e, €, + @iifl cAen Tt = Xntl e, €nt1 (3.55)
En+1 —_— &t
S———— correccién lineal
prediccién

Como se ha indicado, el algoritmo de integracion IMPL-EX, aplicado en el
contexto de una formulacion simétrica de elementos finitos, garantiza que durante
todo el analisis la matriz estructural global serd definida positiva y constante para
cada paso de tiempo. Como consecuencia surgen las dos principales propiedades
que este esquema proporciona al andlisis del fallo material:

1. Robustez, gracias a la definicién positiva de la matriz estructural global.

2. Velocidad, gracias a que la matriz estructural global es constante para cada
paso de tiempo. Esto permite alcanzar la convergencia, en dicho paso de
tiempo, con sélo una iteracién.

Frente a las ventajas de robustez y velocidad de calculo aparece una desventaja:
el esquema de integracion IMPL-EX necesita de tamanos de paso mucho mas pe-
quenos que el esquema puramente implicito para conseguir la misma exactitud en
el andlisis, tal como se describe en el préximo apartado.
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E————-% Prediccion (iteracién 0) m Explicito
y S— # Correccion (iteracion 1) @ Implicito

Figura 3.5: Fase prediccién-correcciéon en el algoritmo IMPL-EX.

Finalmente, y como tltima propiedad del esquema de integracion IMPL-EX, re-
saltar que el operador constitutivo tangente algoritmico, consistente con el esquema
de integracion implicito, se sigue calculando en cada paso de tiempo y que, por lo
tanto, se pueden utilizar sus propiedades espectrales para determinar el instante
del fallo material local y sus direcciones de propagacién, tal como se indica en el
Apartado §2.2.

3.4.3. Analisis del error.

La mejora en la robustez y en la velocidad del analisis numérico conseguida me-
diante el esquema de integraciéon IMPL-EX tiene como contrapartida la existencia
de un error respecto a los resultados obtenidos por el método puramente implicito.

A continuacién se analiza el error cometido una vez finalizado el paso de tiempo
n+1, cuando se han obtenido dos tensiones: unas implicitas® o, 11 y otras explicitas
Opny1. En la formulacién variacional, que lleva al problema no lineal de minimizar
las fuerzas residuales de la Ecuacién (3.31), se introducen las tensiones explicitas
on+1- Gracias a ello se obtiene una matriz estructural global definida positiva y
constante para cada paso de tiempo que hace converger en una sola iteracién. Esto
hace que se cometa un error caracterizado por:

= Dentro del doble esquema de integracion, sélo se considera la convergencia
para el esquema de integracién explicito. Esto hace que se converja en una
tnica iteracion y que se de por convergido un estado tensional implicito cuyas
tensiones finales 7,41 no minimizan las fuerzas residuales de la Ecuacién
(3.31)%

3En realidad no tiene sentido calcular las tensiones implicitas dentro del algoritmo IMPL-EX,
ya que Unicamente son necesarias las variables internas del esquema implicito (que se utilizan para
calcular las variables internas explicitas en pasos de tiempo posteriores).

4Es precisamente al no perseguir la convergencia del esquema de integracién implicito como se
consigue la robustez y la estabilidad del método de integracién.
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Como consecuencia se guardan los valores de unas variables internas implici-
tas, destinados a obtener las variables explicitas en pasos de tiempo posterio-
res, de un estado de tensiones implicito que no anula las fuerzas residuales
derivadas de la forma variacional.

= Se da por convergido, en cada punto local de integracién, un estado explicito
que estd fuera de la superficie de fluencia que se obtendria si se obligara a la
convergencia del esquema de integracién implicito. Asi, al final del paso de
integracién n+1, donde se ha partido de un estado tensional inicial o, y cuya
variable independiente de entrada es €,41, se pueden definir tres superficies
de fluencia (ver Figura 3.6 para un caso bidimensional):

1. La superficie de fluencia definida por las tensiones obtenidas explicita-
mente o, 1.

2. La superficie de fluencia definida por las tensiones obtenidas implicita-
mente 0,41 con una sola iteracion.

3. La superficie de fluencia real®.

Superficie de Fluencia
en el paso de tiempo n

Superficie de Fluencia
de las tensiones G

n+l

Superficie de Fluencia
de las tensiones ©,,,,

G

@ Estado Inicial T,

@® Estado de prueba 611=C":€,,
©® Solucion implicita G,
Superficie de Fluencia © Solucion explicita G,
real en el paso de tiempo

n+1

Figura 3.6: Error local en el esquema de integracion IMPL-EX .

Este error cometido tiene, a su vez, dos caracteristicas:

1. Depende del tamano de paso.

Dado que su origen viene del truncamiento de la aproximacién en serie de
Taylor (ver Ecuacién (3.47) el error cometido dependera del tamano de paso
At, e.g. a mayor tamano de paso mayor error.

5La superficie de fluencia real tampoco se alcanza con el método de integracién puramente
implicito ya que este esquema también comete errores.
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2. No se amplifica conforme avanza el proceso de cdlculo, como ocurre en los
métodos puramente explicitos.

Esto es debido a que los valores extrapolados se han calculado a partir de los
valores obtenidos implicitamente, con lo que las propiedades de estabilidad
del algoritmo de integracién implicito han sido heredadas por el algoritmo de
integracién IMPL-EX .

Para analizar el error que comete el algoritmo IMPL-EX se utilizara como ensayo
numérico el llamado DCB test (en inglés Double Cantilever test). Se trata de una
pieza prismatica de hormigén con una entalla en uno de sus costados donde como
accién exterior se impone una apertura de la entalla (simétrica respeto de su eje de
simetrfa horizontal). El esquema del ensayo junto con sus dimensiones y propiedades
materiales se describen en la Figura 3.7.

0.25L
(L L=0.4m
— 0.3L ‘ Espesor=0.02 m
{
L
60 = 3MPa , V):;‘#vévé
E=36.5GPa ‘ijﬂﬂﬂﬂl‘%g
=0.18 > VAVM‘W‘%}AFA‘A

Figura 3.7: Descripciéon geométrica, propiedades del material y discretizacion del
ensayo DCB.

Primero se analizard la influencia que tiene el tamano de paso en el error come-
tido. Para el ensayo descrito en la Figura 3.7 se realiza el analisis del agotamiento
total del espécimen primero con el esquema puramente implicito y luego con el
esquema IMPL-EX con distintos tamanos paso de tiempo. El Cuadro 3.2 muestra
los ensayos numeéricos realizados: un ensayo con el esquema de integraciéon implici-
to que servird de referencia (IMPO) y tres ensayos con el esquema de integracién
IMPL-EX con tamaios de paso At (EXP1), 2At (EXP1) y 4At (EXP3).

La Figura 3.8 muestra las curvas fuerza-desplazamiento que se han obtenido
para los distintos tamanos de paso. Como se puede observar, a mayor tamano de
paso mayor es el error cometido.

Si se determina el error como la relacién de la energfa disipada (drea bajo la
curva F-§) por cada uno de los resultados con el algoritmo IMPL-EX, respecto a
la energia disipada por el esquema implicito, y se compara con el tamano de paso
se obtiene el grafico de la Figura 3.9. En este gréafico se observa cémo el error que
se comete al incrementar el tamano de paso aumenta linealmente.

Asi mismo, si se mide el error como la diferencia que hay, para un desplazamiento
6 determinado, entre la fuerza que proporciona las aproximaciones IMPL-EX fren-
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Cuadro 3.2: Ensayos numéricos

Ensayo Esquema Tamano de paso
IMPO Implicito -
EXP1 IMPL-EX At

EXP2 IMPL-EX 2A¢
EXP3 IMPL-EX 4At

2.0 A

1.5

1.0

0.5

0.0 T T T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Desplazamiento [mm]

Figura 3.8: Ensayo DCB: curvas Fuerza-Desplazamiento.

1‘00Log(Error [Gf])
1
0.10 1.6
0.01
1 Log(A\t) 10

Figura 3.9: Ensayo DCB: error en la disipacién.

te al valor dado por la aproximacién implicita, se observa que el error cometido
no se amplifica arbitrariamente conforme avanza el andlisis, sino que se mantiene
acotado para cada uno de los tamanos de paso elegidos. Gracias a que el error no
se amplifica ocurre que las distintas curvas de la Figura 3.8 tienen la misma forma,
independientemente del tamano de paso impuesto.
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Observacion 3.4.6. Es de crucial importancia que el error dependa sélo del
tamano de paso y que no se amplifique conforme avance el analisis numeéri-
co. Estas caracteristicas del error son las que permiten la usabilidad con
garantias del esquema de integracion IMPL-EX en el analisis de estructu-
ras.

3.5. Esquemas de control de error: tamano de paso
adaptable

En el apartado anterior se ha demostrado que al utilizar el esquema de inte-
gracién IMPL-EX se produce un error numérico, por lo que es necesario acotarlo y
controlarlo si se quiere obtener resultados comparables al esquema de integracion
puramente implicito.

Dado que este error no se amplifica al realizar el andlisis y que depende del
tamano de paso, una manera de acotar el error seria reducir dicho tamano de paso,
como se ve en las Figuras 3.8 y 3.9. Sin embargo, esta estrategia para reducir el error
puede no ser la mas 6ptima, ya que utilizar un tamano de paso muy pequeno para
todo el analisis podria llegar a hacerlo demasiado costoso en tiempos de célculo. Una
forma alternativa para controlar el error seria definir un tamarno de paso variable
que dependiese de una varitacion mdxima permitida a la evolucion de las variables
internas del modelo.

Como se ha indicado en el Apartado 3.4, la base del esquema de integracion
IMPL-EX (y la fuente de su error numérico) reside en la extrapolacién de la va-
riable interna tipo deformacién. Para obtener el tamano de paso buscado se par-
tird entonces de la expresién de esta extrapolacion, en el paso de tiempo n+1, para
un punto de integracién del problema discretizado (ver Caja 3.4.4):

- Afn
gn-&-l = gn + A—tnAtn—i-l (356)

y se definird AEnH como el incremento de la variable £ en el paso de tiempo n+1,
cuya expresion es:

Abpir =Eng1 —En = %Atn+l (3.57)

Se busca imponer que este incremento de la variable interna A§n+1 sea, en el
paso de tiempo n+1, menor que un porcentaje de su valor inicial £, (ver Ecuacién
(2.9)) que se llamard A&y 4x. Esta condicién se garantizard si el tamaiio de paso
At, 11 cumple:

¢ _ AE
SNy < ABax S Afagy < At SSMAX (3.58)
Atn fn - gn—l

Si se analiza la Ecuacién (3.58) se puede describir el algoritmo que permitird ob-
tener el tamano de cada paso de tiempo, garantizando que la variacién méxima de
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la variable interna tipo deformacién sea menor a un valor dado.%

CAJA 3.5.1. Obtencién automédtica del tamano de paso acotando
la variacion maxima de las variables internas:

Inicio del anélisis.

e Determinacién de A&prax

Abprax =

Lty con g = 2
100 VE
siendo p el parametro de control del error.

Durante el paso de tiempo n, dentro del esquema iterativo de Newton-
Raphson.

e Célculo del méximo A&,

Ve (elementos del dominio)

(A&n)arax = max [(Agn)]] { Vi (puntos de integracion)

Al final del paso de tiempo n

e Obtencién del tamano de paso n+1:

Aérrax
(Agn)MAX

Este algoritmo de control del error permite ejercer un andlisis mas eficaz de la
convergencia del esquema de integracién IMPL-EX, al utilizar un ntimero menor
de pasos de tiempo para ajustar la curva de equilibrio, garantizando en cada paso
de tiempo un error casi-constante. Para demostrar la eficacia de este esquema se
ha utilizado el mismo ensayo numérico que en el Apartado §3.4.3, el ensayo DCB
descrito en la Figura 3.7. Se han realizado cinco ensayos numéricos con el esquema
IMPL-EX y un ensayo con el puramente implicito. De los cinco ensayos con el
esquema IMPL-EX, en uno de ellos no se ha impuesto ninguna limitacién a la
variacion maxima de la variable interna tipo deformacion y en los otros cuatro se
han ido imponiendo restricciones a esta variacién cada vez mas fuertes. El Cuadro
3.3 resume la totalidad de los ensayos realizados.

En la Figura 3.10 se muestran las diferentes curvas fuerza desplazamiento ob-
tenidas para los ensayos enumerados en el Cuadro 3.3. Como se observa, conforme
se impone un valor menor al pardmetro de control del error (limitando cada vez
mas la variacion permitida de la variable interna tipo deformacién en cada paso de
tiempo), el error cometido se reduce.

La Figura 3.11 muestra el error cometido por cada una de las aproximaciones
realizadas. Este error mide la diferencia de energia disipada por cada una de los

Atnsy = Aty

6Se elige como valor méximo un porcentaje del valor inicial de la variable tipo deformacién
para poder utilizar como control un valor adimensional.
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3.6. Método de continuacién

Cuadro 3.3: Ensayos numéricos

Ensayo

Esquema

Parametro de control de error

IMPO
EXP1
EXP2
EXP3
EXP4
EXP5

Implicito
IMPL-EX
IMPL-EX
IMPL-EX
IMPL-EX
IMPL-EX

20 %
15%
10%
5%

= = Db
S ®©® O
. . )

=
N
L

-———EXP1
EXP2
e EXP3
= EXP4

EXP5
k —— IMPO

Carga [kN]
& 2 5

S
o
.

N
EN
.
~

S ©
[SEEN N
- .

0.10 0.20

0.00 0.15,
Desplazamiento [mm]

0.05

Figura 3.10: Ensayo DCB: curvas fuerza-desplazamiento.

ensayos numéricos FXP1 a EXP5 respecto al ensayo con el esquema implicito
IMP0. Esta grafica muestra que la velocidad de convergencia a la solucién implicita
no es lineal, dado que se consiguen grandes mejoras en la exactitud cuando se reduce
un valor alto del pardmetro de control del error, pero estas mejoras son pequenas
cuando el valor de dicho parametro ya es un numero pequeno. Esto significa que
para alcanzar errores respecto a la solucién implicita muy pequenos, del orden
de una milésima, haria falta limitar mucho la variacion maxima permitida de las

variables internas, lo que lleva a unos tamanos de paso en el esquema IMPL-EX
muy pequenos.

3.6. Meétodo de continuacion

Los métodos de continuacién tienen como funcién permitir al algoritmo numéri-
co superar los distintos puntos limites de la curva de equilibrio (ver Figura 3.12a).
Los fundamentos de estos métodos pueden ser encontrados en [21]. Una descripcién
didéctica junto con la implementacién numérica detallada se encuentra en [83].

Sin embargo, los métodos de continuacién estandar fallan al ser aplicados al
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20% - | algoritmo de control

del error
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5%
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Paréametro de control del error

Figura 3.11: Ensayo DCB: error en la disipacién.

a
@ @ Punto de “Snap back” (b)

® Punto de “Snap through”
A (1]

(2}

,\Eurva de equilibrio

® Punto Inicial Prediccién
5 ® Punto final - Correccién

»

Figura 3.12: (a) Curva de equilibrio y puntos limite. (b) Esquema iterativo de los
métodos de continuacién.

esquema de integraciéon IMPL-EX. Esto se debe que los métodos de continuacién
estandares basan su légica en imponer restricciones al tamano de paso, generalmen-
te no lineal con los desplazamientos. La soluciéon del problema ampliado requiere
de un esquema iterativo de Newton-Raphson, como se esquematiza en la Figura
3.12b, y esta légica no es aplicable al esquema IMPL-EX dado que se pretende
conservar la linealidad con los desplazamientos (se converge en una iteracién). Por
ello ha sido necesario redisefiar un nuevo método de continuacién exclusivo, que se
adapte al esquema de integracion IMPL-EX.

Observacion 3.6.1. Este nuevo método de continuacion esta disenado pa-
ra poder pasar los puntos limites de la curva de equilibrio que el control
de fuerzas o el control de desplazamientos no pueden superar. Sin embargo,
tanto el control de fuerzas como el control de desplazamientos pueden ser
utilizados con las mismas limitaciones que presentan en el esquema pura-
mente implicito.

Para poder describir el nuevo método de continuacién a continuacion se resume
brevemente en qué consisten los métodos estdandares. Se partirda de las Ecuaciones
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(3.17)-(3.18), que se consideraran como la expresién no lineal, previa a la discreti-
zacién, de la tasa de las fuerzas residuales a minimizar. Si se trabaja con los valores
va integrados en el tiempo, se puede expresar las fuerzas residuales totales como:

R(ua )\) = Fewt ()\> - Fint (u) =0 (359)

donde se ha considerado que las fuerzas internas dependen de los desplazamientos u
v que las fuerzas externas dependen del parametro A mediante la siguiente expresién

F... = A\F (3.60)

siendo Fg un vector constante en el tiempo que contiene la informacién sobre el
“aspecto” de las fuerzas externas y que se llamara carga de referencia. Utilizando
la Ecuacién (3.59), y dentro del esquema iterativo de Newton-Raphson, la siguiente
caja muestra los ingredientes de los métodos de continuacién estandares:

CAJA 3.6.2. Ingredientes métodos de continuacién:

e Linealizacion de la ecuacién de las fuerzas residuales®.

OR OR

R(u+du, A+ 0X) = R(u,\) + a—uéu + 55)\ =0 (3.61)
. R OR
siendo a Ky O —-Fy

e Descomposicién de los desplazamientos iterativos du

Su=du” +u’ siendo { 23: : &I;_lll;(()u, A (3.62)
con du® equilibrando las fuerzas residuales de la iteracion
precedente y du® equilibrando la variacién de carga.

e Imposicién de una restriccién geométrica en el campo (u, \)
c(w,\) =0 (3.63)

%La expresién obtenida es equivalente a la forma incremental de la Ecuacién (3.40).

Gracias a la restriccién geométrica, el sistema formado por las Ecuaciones (3.61)
y (3.63) forman un sistema de N+1 ecuaciones con N+1 incégnitas y puede resol-
verse. Es en la definicién de la restricciéon geométrica dada por la Ecuacién (3.63)
donde difieren los distintos métodos de continuacién, siendo los mds comunes [21]-

[83] el de plano normal, el de plano normal actualizado y el esférico”.

7“También se puede considerar un método de continuacién el control de desplazamiento, cuya
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Sin embargo, para el esquema de integracién IMPL-EX ha sido necesario utili-
zar otra restriccion geométrica distinta a las estdndares. Para describirla hay que
recordar primero que, en el esquema de integracién IMPL-EX, se cumple para un
paso de tiempo n+1 lo siguiente (ver Figura 3.5):

1. En la iteracion 0, se calculan unas tensiones predictoras a partir de las de-
formaciones del paso anterior n y de las variables internas extrapoladas en el
paso actual n+1 (ver Ecuacién (3.54)),

5_2+1 = &(enagnJrl) (364)

lo que provoca que la norma del residuo en la iteracién 0 del paso de tiempo
n+1 no sea nulo (al contrario de lo que pasa en los métodos puramente
implicitos).

IRy #0 (3.65)

2. En la iteracion 1 se realiza una correccion lineal alcanzandose la convergencia,
dado que se utiliza una matriz estructural global constante para el paso de
tiempo (ver Ecuacién (3.55)). Esto tiene como consecuencia que la lgica de
los métodos de continuacién basada en prediccion-correcciones se ve reducida
a una unica prediccion-correccion.

Partiendo de las anteriores dos premisas, considérese de nuevo la descomposicion
de los incrementos iterativos de los desplazamientos definidos en la Ecuacién (3.62).
Como sdlo habra una fase de correccién, se definira el incremento de desplazamiento
del paso de tiempo n+1 como:

Au) = Au), + A, (3.66)
en el que cada componente se define como:®

Au’lpy = K 'Ry, (3.67)

Au’p. = AN K Fo = AN a0 (3.68)

donde Au?|%_; equilibra las fuerzas residuales de la iteracién 0, Au®(®_ ; equilibra
la variacién de carga que tiene lugar en el paso de tiempo n+1 y donde se ha
definido un nuevo vector de desplazamientos conjugados de las fuerzas externas
ull, = K;ilFo, que se denominara vector de desplazamientos de referencia.

En este momento, se puede definir la condicién geométrica a imponer para el
método de integracién IMPL-EX como la siguiente:

En cada paso de tiempo, la proyeccion del vector campo de desplazamientos
sobre el vector de desplazamientos de referencia serd igual a una longitud
dada.

condicién geométrica seria Au, = constante para todos los pasos de tiempo.
8Si se estuviera en el esquema puramente implicito, el residuo en la iteracién cero serfa nulo y

se cumpliria que Au‘1|91_~_1 = 0, siendo entonces Au?l_,'_1 = Aub\g_H.
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Esta condicién geométrica se expresa matematicamente como:

b
u
Au), | -n=Al siendo n= # (3.69)
[l
que se puede desarrollar utilizando las Ecuaciones (3.66), (3.67) y (3.68), y obtener
finalmente el valor del incremento de carga a imponer en el paso de tiempo n+1:

Al Hub|n+1H — Au® ’I(’)L+1 ’ ub|n+1
1

AN |, =signo,, (3.70)

ub‘n-&-l : ub|n+1

El signo de la Ecuacién (3.70) viene dado por el cldsico método de proyectar
el vector de desplazamientos de referencia en el paso de tiempo actual, con los
desplazamientos incrementales del paso de tiempo previo. Matematicamente, el
signo de la Ecuacién (3.70) viene dado por:

ub|n+1 : Aun

signo,, , (3.71)

bl - Aug|

donde Au, son los desplazamientos incrementales del paso de tiempo n.

3.6.1. Ejemplo de aplicacion

El siguiente ejemplo muestra las potencialidades de este método de continuacion
para capturar, dentro del esquema de integracién IMPL-EX| los puntos limites de
la curva de equilibrio.

Se trata de un ensayo a traccién simple de una pieza prismética cuya geometria
y materiales se describen en la Figura 3.13. En este ensayo se ha elegido una energia
de fractura particularmente baja para poder mostrar la capacidad del método para
capturar puntos limite.

6y =2.8MPa
E =24.0GPa
v =0.0

5 Gf=30N/m

5cm

10 cm

Figura 3.13: Esquema y materiales del ensayo de traccién simple.

Los resultados de la Figura 3.14 reproducen las curvas Fuerza-Desplazamiento
del ensayo realizado con el esquema implicito (linea continua) y del ensayo realizado
con el esquema IMPL-EX (linea a trozos). Como se observa, los resultados muestran
como el nuevo método de continuacion es capaz de superar el punto critico situado
en la carga pico del ensayo, si bien presenta ligeras oscilaciones alrededor de la
curva implicita.

Por tdltimo, la Figura 3.15 muestra la curva desplazamiento para el mismo ensayo
pero con una energia de fractura extremadamente baja de Gf = 10 N/m. Este
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ensayo no ha sido posible hacerlo con el esquema de integracién puramente implicito
(el andlisis fallé al llegar el punto limite), mientras que con el esquema IMPL-EX
se obtuvo el resultado mostrado. Una medida de la buena calidad del resultado
explicito es que la medicién de la energia liberada por el material, es decir, del
area bajo la curva Fuerza-Desplazamiento, coincide con la densidad de energia de
fractura introducida en el modelo de Gf =10 N/m.

Fuerza (Newton)
14001

1200
1000

800

1300

1200

1100

1000

900

600

800

0.00114 0.00118 0.00122 0.00126

400

Implicito —

200 Explicito’ ——-

0 0.002 0.003 0.004

Desplazamiento (cm)

0 0.001

Figura 3.14: Curvas Fuerza-Desplazamiento del ensayo de tracciéon simple. Energia
de fractura Gf = 30 N/m.

Fuerza (Newton)
1400
Explicito —
1200
1000
800
600
400

200

0 0.0008 0.0012

Desplazamiento (cm)

0.0004

Figura 3.15: Curvas Fuerza-Desplazamiento del ensayo de traccion simple. Energia
de fractura Gf = 10 N/m.
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3.7. Resumen del capitulo

En este capitulo se ha realizado un andlisis de los problemas de estabilidad
que presenta el andlisis del fallo material por ablandamiento. Estos problemas de
estabilidad se traducen en algoritmos numéricos poco robustos que pueden llegar
a hacer inviable el analisis, en particular cuando se trata de analizar estructuras
tridimensionales complejas.

Se ha determinado que el origen de la falta de robustez se debe al mal condicio-
namiento de la matriz estructural global del problema, que a su vez es debido a la
existencia de autovalores negativos en las matrices tangentes elementales (mediante
el proceso de ensamblaje). El uso de formulaciones variacionales no simétricas y de
modelos del continuo equipados con ablandamiento impiden asegurar que ese mal
condicionamiento no tendrd lugar.

Para superar estas fuentes de mal condicionamiento se ha propuesto una herra-
mienta numérica que consta de los siguientes cuatro elementos:

1. Una formulacion variacional simétrica cinemdticamente consistente.

Esta formulacion asegura la simetria de la matriz estructural global, aunque
tiene como contrapartida que sdlo garantiza la continuidad de tracciones de
una forma débil o relajada. Para minimizar esta fuente de error hay que
utilizar mallas de elementos finitos lo suficientemente refinadas.

2. Un esquema de integracion que garantiza la definicion positiva de las matrices
tangentes elementales.

Este esquema de integraciéon, denominado IMPL-EX, estd basado en un doble
algoritmo implicito y explicito, de modo que las variables internas del algorit-
mo implicito se almacenan para obtener las extrapolaciones de las variables
internas del algoritmo explicito. Son las tensiones resultantes del algoritmo
explicito las introducidas en la forma variacional de equilibrio, lo que tiene
como consecuencia que la matriz estructural global resultante es constante
por paso de tiempo y definida positiva. Gracias a ello se consigue la con-
vergencia en cada paso de tiempo en una unica iteraciéon. Sin embargo, este
incremento de la robustez tiene un coste: el esquema de integracion IMPL-EX
comete un error de integracién dependiente del tiempo al compararlo con el
esquema puramente implicito.

3. Un esquema de control del error.

El error cometido por el esquema de integracién IMPL-EX se caracteriza
por: (a) depende sélo del tamano del paso de tiempo y (b) no se amplifica
conforme avanza el analisis numérico. Esta doble propiedad es lo que permite
la usabilidad del esquema IMPL-EX en el andlisis de estructuras, aunque con
la necesidad de controlar el error. Un esquema eficiente para controlar el error
consiste en aplicar un tamano de paso variable que garantice que, en ningtin
punto de integraciéon del dominio, las variables internas extrapoladas varien
més de un valor fijado.

4. Un nuevo método de continuacion.
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Como el esquema de integracién IMPL-EX necesita una tnica iteracién por
paso de tiempo, los esquemas estandares de continuacién basados en la légica
proyeccién-correcciones quedan inutilizados. Para poder superar los puntos
limite de las curvas de equilibrio se ha propuesto un nuevo método de conti-
nuacién cuya idea clave es limitar, a un valor dado, la proyeccién del vector
incremento de desplazamientos en un paso de tiempo sobre el llamado vector
de desplazamientos conjugado de las fuerzas externas.
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3.7. Resumen del capitulo




Capitulo 4

EQUIVALENCIA CON LA
APROXIMACION DE
DISCRETO

4.1.

Introduccion

Las aproximaciones de discreto son una de las opciones més utilizadas para
reproducir el fenémeno de la fractura. Estas aproximaciones utilizan leyes cohesivas
discretas traccién-salto para modelar los fenémenos ineldsticos (que tienen lugar
durante el proceso de fisuracién). Es en la definicién de estas leyes cohesivas en lo
que se diferencian unas aproximaciones discretas de otras.

De forma general, las aproximaciones de discreto se caracterizan por:

Los procesos inelédsticos que tienen lugar durante el ablandamiento por defor-
macién se concentran en una superficie material de espesor nulo (superficie
de discontinuidad).

Como consecuencia de estos procesos inelasticos se produce un fenémeno de
decohesién separdndose ambas caras de la superficie material.

La resistencia que fisicamente existe en el material frente a esa decohesién se
modeliza mediante una ley discreta traccién-salto.

Se disocia el comportamiento del conjunto del material (donde rige una ley
continua tensién-deformacién) del comportamiento en el interior de la fisura
(donde se ha activado la ley discreta traccién-salto independiente del modelo
del continuo).

Se compatibilizan los comportamientos dentro y fuera de la fisura imponien-
do la continuidad de tracciones tanto entre el conjunto del material y en
el interior de la fisura, como entre las dos zonas del conjunto del material
separadas por la fisura.

71
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Una breve bibliografia de la aproximacién de discreto podria estar compuesta
por el trabajo original de Needleman [49]; la caracterizacién de leyes cohesivas
irreversibles discretas hecha por Ortiz et al. [66], basado en el trabajo de Camacho
y Ortiz [12], que presenta una implementacién de los llamados elementos finitos
cohesivos (situados en las intercaras de los elementos finitos estdndares); el estudio
general realizado por Planas et al. en [69] y el andlisis de los problemas que estos
modelos presentan respecto a la continuidad en el tiempo hecha por Papoulia et al.
en [68].

El objetivo de este trabajo no son los modelos cohesivos discretos sino los mo-
delos del continuo. Sin embargo, en el Apartado §2.7 se demostré que, como conse-
cuencia de la regularizacion del ablandamiento y una vez alcanzado el régimen de
discontinuidad fuerte, el modelo constitutivo del continuo se proyecta, en la superfi-
cie de discontinuidad &, en un modelo discreto traccién-salto (ver también [53, 33])
de la siguiente forma:

ts =0s n=o0s(es([u]),&s) -n=ts([ul.és) (4.1)

Este modelo discreto proyectado en la superficie de discontinuidad S no se im-
plementa, sino que emerge a partir del modelo continuo de forma suave conforme
se establece el régimen de discontinuidad fuerte. Sin embargo serfa posible obtener
las leyes cohesivas discretas, derivadas de los correspondientes modelos continuos,
e implementar estas leyes traccién-salto dentro de un cédigo de elementos finitos.
Conceptualmente, los resultados obtenidos por los modelos del continuo y del dis-
creto deberian coincidir, garantizandose ademads, por construccién, la continuidad
de las tensiones en el tiempo.

En este apartado se hara una descripcién general de las leyes cohesivas traccion
salto en §4.2, para luego obtener la ley cohesiva discreta degenerada del modelo
del continuo de dano isétropo en §4.3. En el Apartado §4.4 se describe la imple-
mentaciéon numérica. Finalmente, en §4.5 se demuestra la equivalencia entre las
aproximaciones continuas y discretas.

4.2. Ley cohesiva traccion-salto general

Para describir las leyes cohesivas traccién-salto se seguiran los trabajos presen-
tados por Ortiz et al. en [66], por Gasser et al. en [29], por Huespe et al. en [33] y
por Oliver et al. en [58]. Estos autores, siguiendo a su vez el método de Coleman y
Noll [44], asumen que la ley cohesiva deriva de una funcién potencial de la siguiente
manera;

g

|

(4.2)
siendo [u] el salto en los desplazamientos que tiene lugar en la superficie de fisura
S y 1 una funcién potencial, que representa la densidad de energia libre por unidad
de area sobre S y que se hard depender de un conjunto de variables internas q y
del propio salto en los desplazamientos [u] en S*:

'En las referencias [66] y [29] se parten de casos mas generales donde 0, la densidad de energia
libre superficial sobre S, puede depender ademas de la temperatura 6, de la deformacién de la
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¥ =9([u],q) (4.3)

Adems3s, esta densidad de energia libre debe cumplir la condicién de indiferencia
frente al marco material (en inglés material frame indifference), que establece que
la expresién de la energia libre cohesiva no dependerd de la traslacion o rotacién
del sistema de referencia?, y que matematicamente se establece como:

E(Hu]Lq) = E(R[[u]]aq) (44)

donde la matriz R define un cambio de base ortogonal y donde se ha supuesto que
el conjunto de variables internas q es invariante frente a ese cambio de base.

Finalmente, descomponiendo el salto en los desplazamientos que tiene lugar en la
superficie de discontinuidad S en dos partes, una parte normal a la superficie, [u].,
y otra parte tangencial a ella, [u]s, como se indica en la Figura 4.1, la expresién
(4.3) pasa a ser:

¥ =1 ([uln, [uls, ) (4.5)

[ul=[ul, n+[u]} T %

Figura 4.1: Descomposicion del salto en los desplazamientos

Observacion 4.2.1. Al englobar, en la Ecuacién (4.5) y en la Figura 4.1, la
componente del salto tangencial a la superficie S en una tinica componente
[u] s, se asume el comportamiento isétropo del modelo discreto en todas las
direcciones tangenciales a S. Si esta hipétesis no se cumpliera, habria que
definir el salto en su forma mas general, con lo que la energia libre pasaria
a depender de:

E = E ([u]]m [[Uﬂsh [[uﬂs% q) (4'6)

donde [u], [u]s1, y [u]se son las componentes de [u] en una base formada
por la normal n y dos vectores normales a n y tangenciales a S.

propia superficie material S para un salto constante y de la normal n a la superficie material S,
significando esta ultima dependencia que el material no es isétropo sino que tiene una direccién
preferente que coincide con n [29].

2Esta condicién se establece obligando a que la ecuacién sea invariante frente a un cambio de
base ortogonal, que es aquel cuya matriz de cambio de base R cumple que RT = R~!
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A partir de la expresién de la funcién potencial 1) dada en la Ecuacién (4.5), la
expresion de la ley discreta puede escribirse como:

o o
Kl T I

(4.7)

siendo T el vector tangente a la superficie que tiene la misma direcciéon que la
componente tangencial de los desplazamientos [u]s (ver Figura 4.1).

Buscando una mayor simplicidad en la formulacién, se definird un desplaza-
miento de apertura efectivo:

Wep = wer([u]) (4.8)

donde este valor se obtiene de diferentes formas segiin sea la formulacién utiliza-
da, tal como indican los siguientes ejemplos (donde la expresién méx[a] significa
mdzximo histdrico de la variable a):

» Para Camacho y Ortiz en [12] wey = méx[y/[u]? + 5?[u]?], donde el pardme-
tro 3 es el que determina la importancia relativa de los modos de la apertura
de fisura (modo normal o modo de deslizamiento).

» Para Gasser et al. en [29] we; = méx][|[u]|]

» Para Huespe et al. en [33] wey = max[\/[u] - Q° - [u]], donde Q° es el ten-
sor acustico eldstico . Esta formulacién corresponde con el modelo de dano
discreto obtenido a partir del modelo de dano continuo.

La definicién de este valor permite redefinir la funcién potencial expresada en la
Ecuacién (4.5) de las siguiente forma:

=1 (wefa q) (49)
lo que implica que la expresién para la ley traccién-salto es:
) o) o Owey o Owey
t = - . . 4.1
ol O], T T Bwey e Bwe; B[], (4.10)

Para poder completar el modelo es necesario definir una superficie de dano
f = f(wes,w), que se hard depender de la variable w.s, méximo desplazamiento
histérico de apertura efectivo y de w, el valor de apertura efectivo en un instante
dado.

f(Wep,w) =w — wey (4.11)
Una vez definida la superficie de dano, es directo establecer las condiciones de

carga-descarga y la condicién de consistencia [85] de la siguiente manera:

f<0 y ey =0 = (des)carga eldstica
f=0 y s =0 = carga neutra (4.12)
f=0 y e >0 = carga plastica
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donde se ha asumido como variable interna de integracién la variable w,y, es decir,
el vector de variables internas definido como q pasa a ser q = {wey}.

Observacion 4.2.2. Las tres elecciones de la variable interna w.¢ descritas
tienen en comin que asumen un comportamiento isétropo del modelo dis-
creto en la superficie S. El formato mas general para determinar la variable
interna tiene la forma

wey = més{y/[ul2 + 67 [ul?, + F3[ul?) (4.13)

donde los escalaras 31 y (2 describen el comportamiento diferenciado den-
tro de S. Esta anisotropia se traduce en la forma de la superficie de fallo
resultante definida en (4.11). La Figura 4.2 muestra las diferencias en dicha
superficie de fallo cuando se considera comportamiento isétropo o anisétro-

po.

Figura 4.2: Superficies de fallo: (a) comportamiento isétropo en S, (b) comporta-
miento anisétropo en S

La eleccién de 1) y la eleccién de la superficie de dano f junto con la variable
interna de integracién w.s definirdn la ley discreta traccién-salto que regird el
ablandamiento en la fisura (basadas en la mecénica del dano). Estas leyes pueden
dividirse, por un lado, en leyes reversibles e irreversibles, y por otro, en leyes con
rigidez inicial infinita y con rigidez inicial no infinita.

Leyes reversibles son aquellas en las que la descarga tiene lugar siguiendo el
mismo camino en el que produjo la carga, siendo las leyes irreversibles aquellas en
las que la descarga sigue un camino distinto a la carga. Por otro lado, leyes con
rigidez inicial infinita son aquellas que en el origen presentan una rama vertical
con una discontinuidad en las pendientes mientras que las leyes con rigidez inicial
no infinita han suavizado ese comportamiento en el origen. Ambos conceptos se
explican graficamente en la Figura 4.3.
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tA (a) ta (b)

W, W,

tA (c) tA (d)

Wef Wef

Figura 4.3: Leyes cohesivas: (a) reversible con rigidez inicial infinita; (b) irrever-
sible con rigidez inicial infinita; (¢) reversible con rigidez inicial no infinita; (d)
irreversible con rigidez inicial no infinita. (Tomada de Ortiz et al. en [66])

4.3. Ley cohesiva traccion-salto proyectada del mo-
delo de continuo de dano isétropo

4.3.1. Descripcion

En el Apartado §2.7 se obtuvo la ley discreta derivada del modelo de continuo de
dano is6tropo. Esta ley discreta vino de la proyeccién del modelo de continuo en la
superficie de discontinuidad S una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuer-
te. Para obtenerla, ademas de la regularizacién de la cinematica y el ablandamiento
del modelo continuo, hubo de redefinir una nueva variable interna discreta:

a= %11}% hés (4.14)

que se obtuvo de la regularizacién de su homéloga del continuo s y que se mantiene
acotada (ver Ecuacién (2.45)).

Una forma de derivar el modelo discreto proyectado, alternativa a la presentada
en §2.7, consiste en asumir, siguiendo el método de Coleman y Noll [44] del apartado
anterior, que la ley cohesiva deriva de una funcién potencial de la siguiente manera
(ver [53] para un desarrollo completo):

o

t = 3] (4.15)

siendo 1) una funcién potencial que representa la densidad de energfa libre por
unidad de area sobre S y que se ha obtenido como:

)= lim /iy (4.16)
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donde 9 es la energia libre de Helmholtz definida, para el modelo de dano, en la
Ecuacién (2.2).

Observacion 4.3.1. La Ecuacién (4.16) representa la obtencién de la
energfa libre por unidad de superficie 1) mediante la proyeccién del mo-
delo del continuo en el modelo de discreto, cuando se alcanza el régimen de
discontinuidad fuerte (h — 0). Este proceso, fruto de la regularizacién del
modelo descrita en el Apartado §2.6, se describe con detalle en el trabajo
presentado por Oliver et al. en [58].

A partir de las Ecuaciones (4.15), (4.16), (2.2) y (4.14) se obtienen los ingre-
dientes del modelo discreto proyectado del modelo de continuo, en este caso el de
dano isétropo, que se describen a continuacién:

1. Energia libre discreta:

a0l @) = 38 (1u] ¢ - u] (1.17)

donde la variable interna x es la misma variable tipo-tension definida para el
modelo continuo en (2.10) y la variable interna & es la definida en (4.14) la
cual, en funcién del salto en la superficie de discontinuidad [u], vale:?

a = méx /[u] -Q° - [u], (4.18)

y donde aparece el tensor de segundo orden @ llamado tensor actstico eldsti-
co:

(Qe:n~(]]~n:(x+p)n®n+,u1 (4.19)

siendo A y p los pardmetros de Lamé.

Llevando la expresién (4.19) a (4.17) se obtiene la energfa libre discreta en
funcién de las componentes normal y tangencial de los saltos [u] = [u],n +

[u]sT,
3018 = LM (Rt o)ul? + 2] (4.20)
2. Ley cohesiva discreta:
_W(ula) _ X ey
t o[al 3/@ [u] (4.21)

1—d

donde la variable d = 1 — x(a)/a, con (d € (—00,0]), es la variable de dafio
discreto (d = —oo para el material no danado y d = 0 cuando el dafo es com-
pleto). La Ecuacién (4.21) puede ser expresada en funcién de las componentes
normal y tangencial del salto, obteniéndose:

ts = X [ 4 o) ulm + (4.22)

3Se puede interpretar la variable & como mdzima apertura efectiva de fisura durante el proceso
historico de carga.
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3. Dominio eldstico en el espacio de los saltos (ver Figura 4.4b):

Epy) = {([u], @) € R" x R| fpuy ([u], @) <0} (4.23)
siendo f: R™ x R — R la funcién del criterio de fallo que se expresa como:
frup (b, @) = 7 — & (4.24)
donde g = VRTQ ] =/t 20l + el
\—,_/

Norma de desplazamientos

Alternativamente se puede definir el dominio eldstico en el espacio de las
tensiones (ver Figura 4.4a):

Ee = {(t,x) e R" x R fe (t,x) < 0} (4.25)
siendo f : R™ x R — R la funcién del criterio de fallo que se expresa como:
fe(tx) =71 —x (4.26)
= . (D)1 . — 1 2 4 142
donde . = t-@Q°)"t-t =,/ (3\+2M)t” + Lt
norma de tracciones
4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:
&=\ con { a()li=ts = @a =0 (4.27)
@ no decreciente
. =ty =Xa =% >0
x=-Ha con { XOli=ta = Xa = 75 (4.28)
X(t)|t:oo = Xoo = 0

donde H es el médulo de ablandamiento discreto y donde t4 es el instante de
inicio del régimen ineldstico como se indicé en la Figura 2.7.

5. Condiciones de carga-descarga del modelo

En el espacio de los desplazamientos generalizados:

A>0;  frag([ul,@) <0; Affup =0 (4.29)
En el espacio de las tracciones:
AZ0; felt,x) <03 Afg=0 (4.30)

6. Condicién de consistencia:

En el espacio de los desplazamientos generalizados:

)‘f.[[u]]([[u]]aa) =0 (431)
En el espacio de las tracciones:
Ae(tx) =0 (4.32)

7. Disipacién interna del modelo:

9 = % (x& — x@) >0 (4.33)
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(a) £ (b) ul,
fu(lul,&)=0
[ull,
E (A+2p)

Figura 4.4: Modelo de dano cohesivo discreto. (a) Superficie de dafio en el espacio
de las tensiones. (b) Superficie de dafio en el espacio de los saltos. (c¢) Ley de
ablandamiento.

4.3.2. Ladisipacién del modelo discreto. Definicién del médu-
lo de ablandamiento discreto.

Es necesario demostrar la objetividad del modelo discreto, es decir, garantizar
que la energia interna disipada en la superficie de discontinuidad sea la correcta.
Para ello, se busca relacionar la energia interna de disipacién del modelo con la
densidad superficial de energia de fractura del material, considerada un parametro,
de la siguiente forma:

Ws = / ( / @mtdt> ds = / 4;dS (4.34)
S ta S

siendo W la energia total disipada en la superficie S, Dint la disipacién interna del
modelo y ¥} la densidad superficial de energia de fractura del material. Utilizando
la ecuacién de Clausius-Planck de la disipacién interna en funcién de la energia
libre (derivada del 2° Principio de la Termodindmica y para el caso de procesos
isotermos [64]), se puede definir ¢4 como:

gf = [:O @intdt
/OC (0Tl @) + ¢~ [a]) dr

ta

_ /: (_ (WM + %a) Tt [[u]]) dt (4.35)

I[u]

Llevando la expresién obtenida para las tracciones en (4.15) a la Ecuacién (4.35)
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se tiene que:

r /: (t~[[u]] — W&Hﬂﬁ]}) dt/: (3@(2‘;}]@)5) dt

(4.36)
con lo que se obtiene:
Gy = / Ding At = / ~Yadt (4.37)
tq tq
donde se ha definido:
99 ([u], @)
oa (4.38)

Finalmente, llevando la Ecuacién (4.37) a la expresién de la energia total disi-
pada dada por la Ecuacién (4.34), se puede definir la disipacién interna del modelo
discreto como:

_ ox@_
p(u)® . 1 g5 a — x(@)

G = v = LD

- 50— (] - - [u]) & (439

donde, suponiendo que se trata de un proceso de carga monoétono creciente y te-
niendo en cuenta (4.18), la variable interna tipo-deformacién se define como:

@=+/[u] -Q-[u] (4.40)

con lo que la disipacién del modelo de dano discreto es:

. ox(a .
G =5 | 2D 5 v | = & (@)@~ @) ) (4.1
x(@)

La Ecuacién (4.41) es equivalente a expresarla de la forma:
: 1, - -
Dint = i(x a) — x@ (4.42)
donde el primer punto significa el diferencial de todo el paréntesis.
Llevando la expresién (4.42) a la Ecuacién (4.37), al relacionar la disipacién con
la densidad de energia de fractura del material, se obtiene la condiciéon que deben
cumplir las variables internas:

gf = / .@mt dt
ta

_ /t (%(X'a)_xa> dt

I
DN | =
=<
Ql
8
I

—~
3

>

ol

[oW

~

(o)
- _/ xadt (4.43)
taq
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La imposicién de la Ecuacién (4.43), necesaria para asegurar la correcta disipa-
cién de energia en la superficie de discontinuidad, lleva a la definicién univoca del
médulo de ablandamiento discreto H. A partir de las Ecuaciones (4.28) y (4.27),
que definen la variacién de las variables internas tipo-deformacion y tipo-tension,
integrando la expresién (4.43) se obtiene en los modelos de dano:

= para ablandamiento lineal, donde se cumple que x = —Ha,
— 1 ¢2
H=-_"* 4.44
29 FE ( )
= para ablandamiento exponencial, donde se cumple que x = —ﬁ(a)é,
T — Oy _
H(a) = x (@) (4.45)

4.4. Implementacién numérica

4.4.1. Problema de valor de contorno y cinematica.

La metodologia de fisura discreta busca resolver el problema de valor de contorno
de un sélido en cuyo seno se forma una superficie de discontinuidad tal como indica
la Figura 4.5.

Figura 4.5: Problema de valor de contorno de un sélido con una discontinuidad
embebida.

Se asumird que los fenémenos disipativos tienen lugar inicamente en la super-
ficie de discontinuidad y, por lo tanto, en la superficie S la disipacién la regird una
ley cohesiva traccién salto mientras que en el resto del dominio el comportamiento
se mantendra elastico.

La forma fuerte correspondiente al problema de contorno asi descrito es:
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CAJA 4.4.1. Forma fuerte del problema de valor de contorno.

Vio+pb=0 enQ\S (ecuacién de equilibrio) (4.46)
B (continuidad interna
t=oos-n  ens de tracciones) (4.47)
{ 2.:Vu: - EE Eu (condiciones de contorno) (4.48)
T (continuidad externa
Oos M=0g s N en O\S de tracciones) (4.49)

Utilizando la cinemaética descrita en el Apartado §2.8, el desplazamiento se
describe como la suma de una parte regular y una parte mejorada:

u(x,t) = a(x, ) + (Hs(x) — ¢(x)) [u](x,1) (4.50)

donde 1 es el campo continuo de desplazamientos, [u] representa los saltos en
el campo de desplazamientos que tiene lugar en S, #5(x) es la funcién salto de
Heaviside a través de S [#s = 0 para (x) € Q7, #s = 1 para (x) € QF] y
2(%) = 3 g N7().
La expresién del campo de deformaciones compatible con (4.50) es:
e(x,t) = Vu(x,t) — (Ve @ [u])’+ s (n® [u])® (4.51)

Parte Acotada Parte no Acotada

cuya parte continua describe las deformaciones que tienen lugar en el dominio a
ambos lados de la superficie de discontinuidad S (ver Figura 4.5).

ens(x,t) = V(x,t) — (Ve ® [u])’ (4.52)

Observacion 4.4.2. La definicion del vector V¢ es un ingrediente funda-
mental de esta aproximacién. Se obtiene a partir de un algoritmo de trazado
de fisuras, descrito en el Apéndice C, que permite diferenciar dentro de un
elemento finito atravesado por una fisura aquellos nodos que pertenecen al
dominio QT de los que pertenecen el dominio Q™. El significado geométrico
de V se describe en la Figura 4.6.

4.4.2. Integracion de la ley traccion-salto. Equilibrio interno
de tracciones.

Dado que en el dominio a ambos lados de la discontinuidad el comportamiento
se mantiene eldstico, la relacién constitutiva en Q\S es:

oca\s(x,1) = O :eqs(x,t) = € (V7a(x,t) — (Ve @ [u])’) (4.53)

donde se ha utilizado la expresién del campo de deformaciones en Q\S definida en
(4.52).
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m
+ Vo =—
*79
Q S
d

Figura 4.6: Definicién del vector V.

Para imponer de forma local la continuidad interna de tracciones existen dos

posibilidades (ver Figura 4.6):

= Imponerla de forma fuerte, que es equivalente a imponer:

tg = UQ\S n (454)

donde og\s representa la tensién media en el dominio no localizado. Esta

formulacion es no simétrica y equivalente a la formulacién no simétrica del

modelo del continuo.

= Imponerla de forma variacional, que es equivalente a imponer:

Vo

t = R
TN vy

(4.55)

En este caso se obtendrd una formulacién simétrica, tanto a nivel local como
global, pero con el coste de cometer un error en el equilibrio. Este error se
minimiza, como en el caso de la metodologia de continuo explicada en el

Apartado §3.3, cuando se utilizan mallas de elementos finitos refinadas.

Observacion 4.4.3. El equilibrio de tensiones impuesto en la Ecuacion
(4.55) de forma variacional responde a la expresion ya utilizada en la Ecua-
cioén (3.29) del Capitulo §3.3:

/ V.M - {o}dQ = / HS 1) — vy ) - {o}d2 =0 (4.56)
Q, Q, h(t)
que para la formulacién discreta pasa a ser:
1
f— / V] {o}d0 (4.57)
Qy Ja,

siendo €2, el dominio donde se ha definido la funcién ¢ (ver Observacion
2.8.1).
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Teniendo en cuenta las dos formas de imponer la continuidad de tracciones
descritas, para el analisis que viene a continuaciéon se definird un nuevo vector
normal n que valdra:

n para la formulacién no simétrica

h= v 4.58
. e para la formulacién simétrica ( )
Vel

Utilizando la Ecuacién (4.58) se impondra la continuidad interna de tracciones.
Para hacerlo se lleva la Ecuacion (4.53) a la expresiéon dada en (4.47) con lo que se
tiene:

t=ogs-0=(C: (V1) - (Vex[u]))) i (4.59)

El valor de la traccién en la Ecuacién (4.47) o en la Ecuacién (4.59) viene dada
por la ley cohesiva derivada del modelo de continuo de dano isétropo, definida en
la Ecuacién (4.21) y que se expresa como:

ts = ng “[u] (4.60)

donde se ha tomado como variable interna tipo deformacién (ver la Ecuacién
(4.18)):

a = méx+/[u] -Q° - [u] (4.61)
y cuya variable interna tipo tension se define como:

X0 5
G,y @

X=Xxoe % (4.62)

Observacion 4.4.4. La formulacién de la ley de evolucion de la variable
interna tipo tensién definida en la Ecuacién (4.62) garantiza que la disipa-
cién del modelo viene dada por el parametro material densidad superficial
de energia de fractura G.

o o X0 g G — X0 >
/ x(@)cﬁ=/ Xoe ©F da:—xO—f[e ¢ } =Gy (4.63)
0 0 X0 0

Llevando la Ecuacidn (4.62) a la (4.60) y ésta a la Ecuacién (4.59) se obtiene:

X0€ 7 gf[u]=q- C°: V- (R C°-Vy)-[u] (4.64)

Q‘g
Ql

que reorganizando lleva a la siguiente expresion:

Xoeiz%a e ~ e ~ e ~
TQ‘+H. C°- Vo | -[ul=n- C°:Va (4.65)
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donde @ = @([u]) y por lo tanto la Ecuacién (4.65) es una ecuacién no lineal en
[u]-

Para calcular los grados de libertad salto [u] hay que resolver un sistema no
lineal de ecuaciones cuyo objetivo es encontrar las raices de:

— X0 5
ek

F([u]) = (%Qﬂ—ﬁ- (De-Vg0> [u]-h- C:Va=0 (4.66)

Para simplificar la formulacion se define la siguiente matriz:

<

(0]

-3La
e = (MQQ +h- Qe Vgo) (4.67)

o

donde hay que tener en cuenta que ®@ = O(a([u])) = ©([u]). Utilizando la ex-
presién (4.67) se puede reescribir la Ecuacién (4.65) de la siguiente forma mds
compacta:

Z([u]) =O([u]) - [u] —h- C°:Va=0 (4.68)

Observacion 4.4.5. Las ecuaciones (4.68) y (4.67) muestran la ventaja que
representa elegir una formulacién simétrica. Si se toma como expresion de la
normal n la dada por la Ecuacién (4.58b) se obtiene que la Ecuacion (4.67)
puede ser escrita como:

_ X0 5
Xo € < e V<p e
e— _ Q° + - Q- Vo (4.69

( 3 vl ) )

donde para este caso © es siempre una matriz definida positiva y simétrica.
Este hecho garantiza que la Ecuacion (4.68) estd bien puesta y se puede
resolver por Newton-Rapshon.

El esquema para resolver la Ecuacién (4.66) o su equivalente la Ecuacién (4.68)
se describe en la Caja 4.4.6:
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CAJA 4.4.6. Solucidn local del la ecuacién de continuidad interna
de tracciones.

e Determinacién de valores iniciales.

[ulo =Q° - (i~ C°: V°d)

(Resz)o = O([u]o) - [ulo —n- €C°: V°a
e Esquema iterativo de minimizacién de %

Para la iteracion i + 1

D#

Alufiy1 = *m

(Resz), (4.70)

[uiv1 = [u]i + Afu]ia
(Resgz)it1 = O([u]it1) - [u]ips —n- € : V*a
e Obtencién valor convergido [u]cony que cumple:
Z ([u]conv) = O([u)conv) - [Wcony — 0+ €+ V& < TOL

siendo 0<TOL<1 una tolerancia fijada.

La matriz tangente que aparece en la Ecuacién (4.70), destinada a obtener el
incremento iterativo del salto que corrige el residuo del sistema no lineal, es:

DZ# 00 Ja
m—%m@)ﬂuﬂ'f'@'l (471)

o= [ et (Ma e @ )] o (@.72)

—-X0a -
+X0,7C; Q°+n- C°-Vyp
a

4.4.3. Esquema general de integracion.

Una de las consecuencias de trabajar con elementos triangulares de deformacién
constante, CST con sus siglas en inglés, es que la continuidad interna de tracciones
se impone de forma fuerte en el inico punto de integracion del elemento. Esto quiere
decir que, para los elementos CST, el esquema general de integracién destinado a
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imponer de forma fuerte la Ecuacién (4.47) se ve reducido a:

n- O'Q\SW; = t=n- oO\s (473)

donde ny y ng son el nimero de los puntos de integracién y los pesos asociados a
cada uno de ellos respectivamente.

Gracias a ello es posible obtener los grados de libertad correspondientes al salto
[u] dentro del propio algoritmo que calcula las tensiones en Q\S. Esto simplifica
enormemente el esquema general de integracion del modelo tal como se describe a
continuacion.

Esquema implicito de integracién

Dentro del esquema de integracién puramente implicito, la imposicién de la con-
tinuidad de tracciones, el célculo de los grados de libertad salto [u] y la obtencién
de las tensiones o\ s se realiza dentro del proceso iterativo propio de los métodos
de anélisis no lineal [21].

A continuacién, en la Caja 4.4.7 se muestra el proceso de integracion de las
tensiones junto con la imposicién de la continuidad de tracciones (que se hacen
dentro del mismo algoritmo sé6lo para el caso del elemento CST). Se ha considerado
que el andlisis se encuentra en un elemento e, para una iteracién k en un paso de
tiempo n+1 y posterior al inicio de la localizacién.

CAJA 4.4.7. Esquema general de integraciéon implicita del modelo
discreto.

e Variables de entrada.

sk
(v u)n+1
e Imposicion de la continuidad interna de tracciones:

(ver Caja 4.4.6)
Obtencidn de [u]f .,
e Célculo de €g\s
(69\5)§+1 = (Vsﬁ)ﬁﬂ - (V‘Pe ® [[uMH)S

e Obtencién final de oo\ s

(O'Q\S)ZJrl = C°: (Gsz\s)ﬁﬂ
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Esquema IMPL-EX de integracién

En los métodos discretos también es aplicable el esquema de integracién IMPL-
EX descrito en el Apartado §3.4 para los métodos de continuo. La base del esquema
de integracion IMPL-EX consiste en imponer el equilibrio utilizando tensiones cal-
culadas con variables internas extrapoladas. Esta extrapolacién se realiza utilizando
valores obtenidos implicitamente en pasos de tiempo anteriores.

Siguiendo este principio, el esquema de integracion IMPL-EX para los métodos
discretos consistird en extrapolar la variable interna tipo deformacién @, que se
llamard @ y que se calculard para un paso de tiempo n+1 como:

- an—l

A At (4.74)

= J— an
On+t1 = Qp +

Teniendo en cuenta que la variable interna @ depende exclusivamente de los
grados de libertad saltos [u] (ver Ecuacién (4.18)), una forma de implementar el
esquema IMPL-EX alternativa a la definida en la Ecuacién (4.74) consistird en
extrapolar directamente [u] de la siguiente forma:

[[uﬂn — [[uﬂnfl

N At (4.75)

[u],.+1 = [l +

Sin embargo, este esquema de integraciéon ha resultado ser mas impreciso numéri-
camente que utilizar la extrapolacién de @ de la Ecuacién (4.74) de la siguiente
forma:

= a partir del valor de @ obtener la matriz © como

_x0 %

f
e-= %Qwﬁ- - Vo (4.76)

= una vez obtenido © calcular los valores de [u] resolviendo el sistema lineal:

Z([u)) =0@) -[u] —n- C°:Va=0 (4.77)

El esquema de integracién IMPL-EX, aplicado a los modelos de discreto de
discontinuidad fuerte, tiene las mismas propiedades que las presentadas para los
modelos de continuo en el Apartado §3.4.2. Por lo tanto, cumple que se alcanza la
convergencia en s6lo una unica iteracién por paso de tiempo. Teniendo en cuenta
este hecho, la Caja 4.4.8 describe el esquema de integracién IMPL-EX utilizando
la extrapolacién definida en las ecuaciones (4.76) y (4.77).
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discreto.

e Variables de entrada.

(vsﬁ)n—'rlv Atn-ﬁ-l
e Imposicién de la continuidad interna de tracciones:
(ver Caja 4.4.6)
Obtencion de [u]p+1

(serd utilizado en pasos de tiempo posteriores)

e Extrapolacién de los grados de libertad saltos:

Qp — Q1

&n—&-l =an+ At Atn—i—l
n
— 20 Qg
P = Xoe ©
®n+1(an+1) = a o Qe +n- C° Vo
n

[u=0"' (@ C°: V)
e Célculo de eq\s
(ears)n+1 = (Vi) pt1 — (Vwe ® Hﬁﬂn-i-l)

e Obtencién final de g\ s

(Gavs)hir = € (eq\s)nia

CAJA 4.4.8. Esquema general de integracién IMPL-EX del modelo

Observacion 4.4.9. La imposicion de la continuidad de tracciones descrita
en la Caja 4.4.6 y utilizada en el esquema de integracion IMPL-EX descrito
en la Caja 4.4.8 sigue siendo un Newton-Raphson no lineal.
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4.5. Equivalencia entre modelos: las leyes traccion-
salto y los modelos del continuo proyectados.
Ejemplos numéricos

La aproximacién de continuo de la discontinuidad fuerte, tal como ha sido in-
dicado en el Apartado 4.3, es equivalente a la aproximacién de discreto cuando se
utilizan las leyes cohesivas derivadas de los modelos del continuo.

Para comprobar la equivalencia de ambas aproximaciones, en este apartado se
utilizaran:

= la aproximacion de continuo, con el modelo de continuo de dano isétropo
descrito en las Ecuaciones (2.2-2.14).

= la aproximacién de discreto, con la ley cohesiva traccién-salto, derivada del
modelo de continuo de dafio isétropo, descrita en las Ecuaciones (4.17-4.33).

Se ha elegido el modelo material de dafio is6tropo por su sencillez y porque se
ajusta bien al comportamiento de materiales cuasi-fragiles.

El ensayo utilizado para demostrar la equivalencia de las aproximaciones ha
sido el descrito en la Figura 4.7(a). Se trata de un ensayo de traccién simple de una
pieza rectangular de dimensiones 10x5 metros anclada en uno de sus extremos y
sometida a un desplazamiento uniforme en otro de sus extremos. Las propiedades
del material, descritas en la propia figura, corresponden a un material cuasifragil que
podrfa ser un hormigén. Por tltimo, la Figura 4.7(b) muestra sobre la deformada de
la pieza los contornos del médulo de los desplazamientos, viéndose de forma clara
la formacion de la banda de localizaciones debida al ablandamiento del material.

(a)

5m
avs

10m
Propiedades: ¢,=2.7 MPa; E=24000 MPa; v=0.3; G=100 N/m

Figura 4.7: Ensayo de traccién simple. (a) Discretizacién del modelo. (b) Localiza-
cién de deformaciones.

Se han realizado tres ensayos numéricos. En el primero se ha utilizado la aproxi-
macién de discreto en la cual la disipacién viene regida por la ley traccién-salto de
dano isétropo. Esta ley se activa en aquellos elementos pertenecientes a la banda de
localizacion, es decir, en aquellos elementos donde se detecta el inicio de la bifur-
cacion. Los siguientes dos ensayos corresponden a la aproximacién de continuo de
discontinuidad fuerte. En ambos ensayos se produce una degeneracién del modelo
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continuo en un modelo discreto en aquellos elementos que localizan, pero mientras
en uno de los ensayos no se ha permitido la existencia del régimen de discontinui-
dad débil, en el otro se ha modelizado una banda de localizacién con una anchura
variable desde un valor inicial (h = 0,35 m) en el instante de localizacién hasta un
valor casi nulo (h = 3,5-107% m) en el inicio del régimen de discontinuidad fuerte.
Para ninguno de los tres ejemplos se ha permitido la existencia de dano estable no
localizado. Los tres ensayos numéricos se describen en el Cuadro 4.1

Cuadro 4.1: Ensayos realizados

Ensayo Aproximacién  Dano estable Disc. débil Disc. fuerte
APDIS Discreta No Permitido No Posible Si
APCON1 Continua No Permitido No Permitido Si
APCON2 Continua, No Permitido Permitido Si

La Figura 4.8 muestra las curvas de equilibrio Fuerza vs. Desplazamiento obte-
nidas para los tres ensayos. Como se observa, las tres curvas muestran resultados
idénticos cumpliéndose que el trabajo realizado por las fuerzas exteriores es el mis-
mo independientemente de la aproximacién utilizada. La igualdad de resultados
para los ensayos APCON1 y APCON2 indican que ha sido correcto imponer el
régimen de discontinuidad fuerte al inicio del dano. Esto indica que se cumplian las
condiciones de discontinuidad fuerte (ver [56] [59]), ya que de otra manera habria
aparecido una recarga localizada hasta su cumplimiento tal como indicé Manzoli
en [46].

x10° kN
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APCON2 —
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Figura 4.8: Respuesta numérica Fuerza aplicada vs. Desplazamiento.

Para asegurar la equivalencia entre ambas aproximaciones continua y discreta,
ademas del anterior andlisis de la respuesta global hay que realizar un anélisis
local de las leyes traccion-salto en aquellos elementos pertenecientes a la banda de
localizacion. Para realizar este andlisis se ha tomado como elemento representativo
el marcado como E1 en la Figura 4.9.



92 4.6. Resumen del capitulo

Banda de
Localizacién

AA‘” o
&
1 /‘V«

N
VAN
VA

%

VAV,
VAN

PAVA
V\/NES

A\VAVA.
NAA
K/
N
VA
VAV,

AVAY
AN
VAN

AVAVX;{AVAV
Vi

Y
\/
AVAVI\VAN
AVA

4

VAVAN
AYi
iV
7N
AVAY

\
<N

7

N

Figura 4.9: Ensayo de traccion simple: elementos de analisis.

La Figura 4.10 muestra las tres leyes traccion-salto obtenidas numéricamente
para los tres ensayos en el elemento El. Para el caso de las aproximaciones de
continuo, las tracciones se han obtenido como la proyeccién, en la superficie de
discontinuidad S, del tensor de tensiones sobre la normal a S. Si bien las leyes
discretas para los modelos continuos son idénticas, éstas difieren levemente de las
del ensayo discreto APDIS, aunque esta diferencia es muy pequena.
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Figura 4.10: Respuesta numérica traccién-salto en el elemento E1.

4.6. Resumen del capitulo

En este capitulo se ha realizado una breve introduccién a los modelos cohesivos
discretos destinada a mostrar su equivalencia con los modelos de continuo. Las
aproximaciones discretas usan leyes traccién-salto para reproducir los fenémenos
disipativos que tienen lugar en la superficie de fractura. En el Apartado §4.2 se ha
descrito una formulacién general para estas leyes cohesivas utilizando el esquema
propuesto por Coleman y Noll [44]. Esta formulacién general se puede particularizar
eligiendo:

= Una funcién potencial de la cual se deriva la ley traccién-salto.
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= Las variables internas de integracién.
= Una funcién de fallo que regule el dominio eldstico.

En el Apartado §4.2 se describe un caso particular de leyes cohesivas: las leyes
cohesivas derivadas de los modelos de continuo de dano isétropo. Este modelo
discreto es, por construccion, equivalente al modelo de continuo de dafio isétropo
aplicado en la superficie de discontinuidad cuando se ha alcanzado el régimen de
discontinuidad fuerte.

En el Apartado §4.3 se describe la integracién de los modelos cohesivos discretos
cuando se usan elementos triangulares de deformacién constante. Gracias a que la
integracién se realiza utilizando un unico punto de Gauss, la continuidad interna
de tracciones puede imponerse dentro del algoritmo de integracién de las tensiones.
Esto permite obtener los grados de libertad saltos de forma local dentro del elemento
sin necesidad de aumentar el tamano de las matrices de resistencia globales.

Finalmente, en el Apartado §4.4 se muestra la equivalencia de los modelos de
dano isétropo de continuo y de discreto. Para hacerlo se representa el fallo por
ablandamiento de una pieza sometida a un ensayo de traccién simple. En este
ensayo se ve que coinciden para ambas aproximaciones tanto la respuesta global
Fuerza vs. Desplazamiento como la respuesta local Traccién vs. Salto dentro de los
elementos que han localizado.
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4.6. Resumen del capitulo




Capitulo 5

APLICACIONES A LA
MECANICA DE LA
FRACTURA

5.1. Introduccion

El uso del esquema de integracién IMPL-EX, junto con las herramientas comple-
mentarias descritas en el Capitulo §3, permite realizar analisis numéricos de fenéme-
nos fisicos que tradicionalmente se habian afrontado mediante estudios analiticos.

En este capitulo se analizaran dos fendmenos de gran importancia dentro de la
mecanica de la fractura [8]:

= la influencia del efecto tamano en la resistencia dltima de una estructura.

= el tamano de la zona de procesamiento de fractura, que es la zona donde
tienen lugar los procesos ineldsticos conforme avanza una fisura.

5.2. Analisis del efecto tamano

5.2.1. Descripcién

El efecto tamano en mecénica de sélidos se puede definir como la influencia del
tamano caracteristico de una estructura en su resistencia nominal, cuando se com-
paran estructuras con geometrias proporcionales o muy similares. Esta resistencia
nominal, que tiene unidades de tension, se define como la relacién que existe entre la
maxima carga resistida por una estructura dividida por una seccién representativa
de ella.

El primer intento de explicar el efecto tamano utilizé una aproximacién es-
tadistica basada en la regla de la cadena. Basicamente se pensé que cuanto mayor
fuese el tamano del espécimen mas alta seria la probabilidad de existir un defecto
que hiciese ese espécimen mas débil.

95
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En los anos 80 aparecié una metodologia alternativa basada en una aproxima-
cién determinista: la ley del efecto tamano propuesta por Bazant en 1984 basada
en la mecdnica de la fractura no lineal [5]:

—1/2
oy =B oy (1 + D—O> +0R (5.1)

donde las constantes B, Dy (una longitud relacionada con la transicién entre com-
portamiento dictil y fragil) y or (un pardmetro que proporciona un comporta-
miento asintético no nulo a traccién para grandes especimenes) tienen que ser
determinadas para cada geometria a analizar.

Bazant sostuvo que el efecto tamano es un fenémeno que depende de la geo-
metria y del material del espécimen a analizar y que esté relacionado con el tamano
de la zona donde se producen los fenémenos inelasticos, la forma en la que las ten-
siones se redistribuyen conforme la seccién se agota y cémo se libera la energia
almacenada en el material.

El efecto tamano sélo tiene lugar en aquellos especimenes cuyo tamano carac-
teristico es, respecto a la zona donde tienen lugar los fenémenos ineldsticos: (a) lo
suficientemente grande para que la zona de procesamiento de fractura no ocupe
toda la seccién dando lugar a un comportamiento pléstico y (b) lo suficientemen-
te pequeno para que no sea aplicable el comportamiento fragil de mecanica de la
fractura eldstica lineal (MFEL) [6] (ver Figura 5.1).
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Figura 5.1: Ley de efecto tamano para fallos cuasi-fragiles (tomada de Bazant [6]).

Han habido varias mejoras a la ley descrita en (5.1), entre las cudles se pueden
mencionar (ver [15]):

= aquellas basadas en la mecédnica de la fractura no lineal, como el modelo de
capa de frontera de Bazant & Li [7] y el modelo de dos pardmetros presentado
por Jenq & Shah [37].

= aquellas basados en leyes empiricas, especificas para cada tipo de ensayo,
como la ecuacién presentada por Uchida [90] para determinar la resistencia a
flexion.
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= la presentada por Carpinteri & Chiaia en [15], donde se proporciona una ley
que engloba los comportamientos micro y macro-estructural.

Las anteriores leyes presentadas tienen dos inconvenientes: (1) no son herra-
mientas generales para analizar todo tipo de geometrias e hipétesis de carga y (2)
para una determinada geometria e hipétesis de carga, los resultados tinicamente
son validos para un rango pequeno de tamanos de la geometria.

De forma general, se puede decir que los parametros que definen las leyes de
efecto tamano existentes dependen de la geometria del espécimen, del material uti-
lizado y de la longitud caracteristica elegida. Por lo tanto, dado una geometria y
un material, es necesario realizar series de experimentos para poder definir correc-
tamente la ley de efecto tamano correspondiente.

La mecénica computacional constituye una forma alternativa de afrontar el
efecto tamano en el andlisis de estructuras. Si la herramienta numérica es capaz de
disipar correctamente la energia de fractura del material, la influencia del efecto
tamano se captura directamente sin otras consideraciones. Los siguientes dos apar-
tados muestran la capacidad de la metodologia de continuo de discontinuidad fuerte
para capturar este efecto mediante la simulacién numeérica del ensayo brasileno y
de un test de arrancamiento.

5.2.2. Enmsayo brasileno
Descripcién del ensayo

El ensayo brasileno ha sido incluido en la mayorfa de los c6digos (ASTM, BS,
ISO) para medir la resistencia a traccién de materiales fragiles. En este ensayo se
comprime diametralmente un espécimen cilindrico manteniendo el eje de revolucién
paralelo a las platabandas que transmiten la compresion. La Figura 5.2 muestra un
esquema del ensayo brasileno junto con sus dimensiones caracteristicos.

Figura 5.2: Descripcién geométrica del ensayo brasileno.

El ensayo brasilenio proporciona una resistencia a traccién, que se denomi-
nard fg, que se calcula a partir de la carga ultima P, de la siguiente forma:

2P,
 7©BD

st (5.2)

donde B es el espesor, b es la anchura de las platabandas y D es el didmetro.
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La Ecuacién (5.2) representa la resistencia a traccién de un espécimen eldstico
lineal hasta la ruptura y considerando que la anchura de la platabanda es nula. Si
se considera el valor de fs un parametro material, conforme las condiciones del
ensayo se alejen de las anteriores dos hipotesis se obtienen resultados diferentes
del valor caracteristico del material a ensayar. Tal como establecié Rocco et al. en
[76] y [75], el resultado de fs; dado por la Ecuacién (5.2) decrece monoténicamente
cuando el tamano del espécimen aumenta y cuando la anchura de las platabandas
disminuye. Este valor decreciente de f,; tiende asintéticamente a un valor que es
la resistencia a tracciéon propiedad del material.

Para describir numéricamente esta variacién de fg; conforme varian las carac-
teristicas de los especimenes se reproduciran los resultados experimentales presen-
tados por Rocco et al. en [75]. En esta referencia se han llevado a cabo un total de
110 ensayos experimentales del ensayo brasilenio usando mortero y granito, de los
cuales se reproducirdn aqui solamente los ltimos. Se han analizado numéricamente
especimenes de granito cilindricos con un espesor de B = 30 mm y didmetros de
D =30 mm, D=60 mm, D=120 mm y D =240 mm. También se ha analizado la
influencia de la anchura de la platabanda, habiéndose utilizado valores para b de
un 4%, 8% y 16 % del didmetro de los especimenes.

El Cuadro 5.1 muestra los valores que caracterizan las propiedades del material
granito tal como se describen en [75] y tal como han sido utilizados en el an4lisis
numérico:

Cuadro 5.1: Pardmetros del material

Pardametro Valor

ft 10,1 + 0,2 M Pa
E 33,9+ 0,5 GPa
Gy 167+5 N/m
w1 19+ 2 um

donde E representa el médulo de Young, Gy la energia de fractura y w; la
interseccién de la tangente a la ley cohesiva en el origen con el eje horizontal (ver
Figura 5.3).

[u]

Figura 5.3: Ley cohesiva traccién-salto.

La Figura 5.4 muestra los resultados experimentales para el caso en que b/D =
0,16 tal como son descritos en [8], que a su vez han sido tomados del trabajo de
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Rocco [77]. Esta grafica representa la carga aplicada P wvs. la apertura diametral
wy obtenida como el valor medio a ambos lados del espécimen. Los resultados han
sido normalizados utilizando la carga maxima P,,4,1 v su correspondiente apertura
diametral wg;.

1.2
P/P s -
10le " D=30 b/D=0.16

0.8
0.6+

0.4+

0.2
w,/w,,

0- 0 T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 5.4: Resultados experimentales para b/D=16 (tomados de Rocco [77]).

En cada curva de la Figura 5.4 se han indicado tres puntos representativos. El
primero corresponde a un maximo que aparece tras la rama eldstica y que coincide
con el inicio de una fisuracién diametral vertical. Esta fisuracién principal se propa-
ga bruscamente en la rama de ablandamiento posterior hasta alcanzar el segundo
punto que corresponde a un minimo. En este minimo aparecen cuatro fisuras se-
cundarias a ambos lados de las platabandas, que evolucionan hasta llegar al tercer
punto, que corresponde a un segundo punto méaximo, donde finalmente prevalece
una de estas fisuras y se forma un mecanismo.

Resultados numéricos

El objetivo del anélisis es demostrar la capacidad de la aproximacién numérica
para capturar la influencia de (a) el tamano del espécimen y (b) la anchura de la
platabanda en la resistencia a traccién fg. Para simplificar el analisis, los ensayos
numéricos se ha llevado a cabo permitiendo la aparicién de tunicamente la fisura
diametral inicial. Esto hace que el andlisis sélo tenga sentido hasta alcanzar el
Punto 2 en la curva de equilibrio de la Figura 5.4, que se corresponde con el inicio
de la segunda rama de endurecimiento.

Se ha utilizado un modelo de dafnio is6tropo con ablandamiento exponencial
caracterizado por los pardmetros definidos en el Cuadro 5.1.

El Cuadro 5.2 resumen los nueve ensayos numéricos realizados junto con los
valores de la carga tultima y de fy; obtenidos para cada uno de ellos.

Las mallas utilizadas en la discretizacién por elementos finitos de cada uno de
los ensayos se muestran en la Figura 5.5 mientras que en la Figura 5.6 se describe
la concentracién de las bandas de iso-desplazamientos que tiene lugar al final del
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Cuadro 5.2: Resumen de los ensayos numeéricos realizados

ENSAYO Didmetro b/D Nodos Carga pico fst
(mm) % (kN) (N/mm?)
1 240 16 7072 115.6 10.22
2 120 16 2423 58.36 10.32
3 120 8 2591 56.83 10.05
4 120 4 1330 56.26 9.95
5 60 16 2163 30.56 10.81
6 60 8 4205 28.95 10.24
7 60 4 2406 28.84 10.2
8 30 16 2618 15.87 11.23
9 30 8 2127 14.72 10.41

proceso de fisuracién. En esa figura se observa como tunicamente se ha permitido la
aparicién de la fisura principal en el plano donde se aplica la carga.

Finalmente, en la Figura 5.7 se dibujan las curvas normalizadas carga aplicada
vs. apertura diametral de fisura para los tres casos de anchura de platabanda:
b/D = 0,16, b/D = 0,08 y b/D = 0,04. Para el caso de b/D = 0,16 los resultados
numeéricos se compararan con los resultados experimentales (descritos también en
la Figura 5.4). Para los casos de b/D = 0,08 y b/D = 0,04 no se han conseguido
los resultados experimentales y Unicamente se presentan los numéricos.

Fruto de comparar los resultados experimentales y numéricos se puede afirmar:

= Se reproduce el efecto observado por Rocco et al. que sostiene que para un
ratio dado de b/D, cuanto mayor sea el tamano del espécimen mds frdgil es
su comportamiento.

= Los ensayos numéricos reproducen adecuadamente la caida de resistencia que
tiene lugar cuando se inicia el proceso de fisuracién diametral. En la Figura
5.7 se han marcado las caidas de resistencia tanto en los resultados numéricos
como en los experimentales (tomadas de la Figura 5.4).
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Figura 5.5: Discretizacién por elementos finitos (no estédn a escala).
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Ensayo 1: D=240mm; b/D=0.16 Ensayo 4: D=120mm; b/D=0.04 Ensayo 7: D=60mm; b/D=0.04

£ EN

Ensayo 2: D=120mm; b/D=0.16  Ensayo 5: D=60mm; b/D=0.16 Ensayo 8: D=30mm; b/D=0.16

Ensayo 3: D=120mm; b/D=0.08  Ensayo 6: D=60mm; b/D=0.08 Ensayo 9: D=30mm; b/D=0.08

Figura 5.6: Concentracién de las bandas de iso-desplazamientos.
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Figura 5.7: Resultados numéricos normalizados.
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Anadlisis del efecto tamano

La Figuras 5.8 y 5.9 muestran cémo los resultados numéricos han sido capaces
de capturar la influencia del tamafio del espécimen y de la anchura de la platabanda
en la obtencién del parametro fg;.

Las graficas de la Figura 5.8 muestran, para un tamano de didmetro fijo, la
influencia de la anchura de la platabanda mientras que las graficas de la Figura
5.9 muestran, para una relacién b/ D fija, la influencia del didmetro del espécimen.
En todos los gréaficos se comparan los resultados numéricos con los experimentales
proporcionados por Rocco et al. [75].

El buen ajuste de los resultados numéricos a los experimentales, mostrado en las
figuras 5.7, 5.8 y 5.9, justifica el uso de una herramienta numérica como la metodo-
logia de continuo de discontinuidades fuertes para obtener la capacidad resistente
de una estructura, teniendo en consideracién la influencia del efecto tamano.
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Figura 5.8: Influencia del tamano del espécimen.

5.2.3. [Ensayo de arrancamiento

Descripcién del ensayo

Como segundo ejemplo para justificar que la MCDF es una herramienta numéri-
ca capaz de capturar el efecto tamano en sus analisis, se han reproducido los ensayos
experimentales realizados por Eligehausen et al. [26] y por Eligehausen & Ozbolt
[27]. Se trata de diversas pruebas de arrancamiento de anclajes de acero embebidos
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Figura 5.9: Influencia de la anchura de la platabanda.

en macizos de hormigdn. El esquema de estos ensayos experimentales se describen

en la Figura 5.10.

4

Figura 5.10: Geometria del ensayo de arrancamiento (tomado de Eligehausen &

Ozbolt [27]).

Los estudios realizados en las referencias [26] y [27] se han centrado en determi-
nar la influencia de diversos parametros en la resistencia nominal de los especimenes,
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que para este ensayo se calcula como:

P,

2
h2m

oN = (5.3)
donde P, es la carga tltima resistida. Los pardmetros analizados han sido la pro-
fundidad del anclaje h., el tamano de la cabeza de compresion dy, la resistencia
tltima a traccién del hormigén o, y la energfa de fractura del mismo G.

A continuacién se reproducen numéricamente los ensayos caracterizados en el
Cuadro 5.3 y con las propiedades mecanicas descritas en el Cuadro 5.4.

Cuadro 5.3: Resumen de los ensayos numéricos realizados

ENSAYO he dp, do a Ntmero de nodos
(mm) (mm) _(mm) _(mm)
1 50 12,7 8,0 0 1457
2 150 32,9 24,0 0 3626
3 450 88,5 72,0 0 3835

Cuadro 5.4: Propiedades mecdanicas

o o E v Gy
(MPa) (MPa) (GPa) (N/m)
2,9 26,0 29,0 0,2 150

Se trata de tres ensayos en los que se han elegido unos valores de h. de 50,
150 y 450 mm para poder estudiar la influencia del pardmetro h. en la resistencia
nominal de los especimenes. Los tres ensayos se han llevado a cabo imponiendo, tal
como indican las referencias [26] y [27], un desplazamiento creciente en los anclajes
hasta alcanzar el agotamiento debido a la formacién de un cono de arrancamiento
en la matriz de hormigén. Sin embargo, los andlisis numéricos presentados difieren
de los experimentales en cuatro puntos:

1. a diferencia de lo indicado en la Figura 5.10, para sujetar la fuerza de arran-
camiento se ha impuesto un desplazamiento nulo en una circunferencia que
recorre los apoyos descritos en el ensayo experimental (ver Figura 5.12).

2. en el ensayo numérico no se ha considerado la existencia de una armadura de
piel en la superficie superior del macizo de hormigén (descrita en [27]).

3. en el ensayo numérico se ha considerado que s6lo hay contacto acero-hormigén
en la superficie superior de la cabeza de compresién, suponiendo que en el
resto del anclaje no estdn en contacto (ver el esquema en la Figura 5.11).

4. en el ensayo numérico se ha utilizado el modelo solo-traccién descrito en el
Apartado §2.3, con lo que no se considera que la disipacién pueda deberse a
un fallo por compresién.
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Figura 5.11: Descripcién de la unién anclaje-matriz.

En la Figura 5.12 se describen las discretizaciones de elementos finitos utilizadas
y sobre ellas una linea que marca los nodos donde se han coaccionado los despla-
zamientos verticales. A su vez, en la Figura 5.13 se presentan los cortes verticales
de los modelos discretizados, donde se pueden apreciar cémo el anclaje de acero
estd embebido en la matriz de hormigén.

h=450 mm

Figura 5.12: Descripcién de los ensayos numéricos (no estén a escala): mallas de
elementos finitos y nodos con los desplazamientos coaccionados.

Resultados numéricos

Al aplicar un desplazamiento creciente al anclaje de acero se produce el ago-
tamiento final del ensayo cuando se forma un cono de arrancamiento. Las cargas
ultimas obtenidas para cada uno de los ensayos junto con su resistencia nominal
se resumen en el Cuadro 5.5 para los resultados experimentales y en el Cuadro 5.6
para los resultados numéricos.

En las Figuras 5.14, 5.15 y 5.16 se dibujan las curvas carga vs. desplazamiento
de los tres ensayos numéricos. La carga corresponde a la carga total resistida y el
desplazamiento representa el desplazamiento vertical de la cabeza de compresién.
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h=150 mm

h=50 mm

Figura 5.13: Descripcién de los ensayos numéricos (no estdn a escala): cortes verti-
cales de los modelos.

Cuadro 5.5: Resumen de los ensayos experimentales

ENSAYO &, P, oN
(mm) EN  N/mm?

1 50 333 4,24

2 150 155,6 2,20

3 450  1005,6 1,568

Cuadro 5.6: Resumen de los ensayos numéricos

ENSAYO he P, ON
(mm) kN N/mm?

1 50 29.92 3.93

2 150 198,84 2,81

3 450  1429,88 2,25

Como se puede comprobar, el andlisis numérico proporciona un comportamiento
mucho mas dictil que los resultados experimentales. Tres posibles causas de esta
disparidad son:

1. Los ensayos numéricos no reproducen exactamente los ensayos experimenta-
les, dado que las condiciones de contorno y la adherencia acero-hormigén han
sido representadas de forma diferente.

2. El ensayo numérico no captura el fallo por compresion, dado que se ha utili-
zado un modelo de dano solo-traccién.

3. La superficie de fallo no reproduce exactamente el fallo experimental, debido
a que el modelo numérico obliga a que esta superficie sea normal a la cara
superior del macizo de hormigén cuando experimentalmente se ve que no es
asi (ver Figuras 5.17, 5.18 y 5.19).
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Figura 5.14: Curvas Fuerza vs. Desplazamiento para h, = 50 mm.
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Figura 5.15: Curvas Fuerza vs. Desplazamiento para h. = 150 mm.

Finalmente, las Figuras 5.17, 5.18 y 5.19 describen, para cada ensayo, el cono
de arrancamiento que tiene lugar y una imagen de la deformada cuando ha tenido
lugar el agotamiento.
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Figura 5.16: Curvas Fuerza
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vs. Desplazamiento para h, = 450 mm.

Figura 5.17: Cono de arrancamiento y deformada para h. = 50 mm.
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Figura 5.18: Cono de arrancamiento y deformada para h. = 150 mm.

Figura 5.19: Cono de arrancamiento y deformada para h, = 450 mm.
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Anadlisis del efecto tamano

La tensién nominal obtenida en los ensayos numéricos se resume en la Figura
5.20 junto con los resultados experimentales proporcionados por [27]. En esta gréfica
se ha dibujado la resistencia nominal oy frente a la profundidad del anclaje h..
La tension nominal ha sido normalizada para un cubo de hormigén de resistencia
a compresion de o, = 33 M Pa, tal como se indica en [27].

Se ha dibujado una linea que une los centros de gravedad de los resultados expe-
rimentales para cada valor de h. y otra linea que une los tres resultados numéricos.
Ambas lineas coinciden de forma aproximada. La causa de esta diferencia en los
resultados numéricos y experimentales puede residir en las diferencias indicadas
anteriormente entre los andlisis experimental y numérico, con lo que no se estarian
comparando ensayos completamente equivalentes.

También se han dibujado en la Figura 5.20 las predicciones basadas en leyes
analiticas: la prediccién dada por la ACI (Instituto Americano del Hormigén, con
sus siglas en inglés) que no presupone la existencia del efecto tamaiio y la prediccién
basada en la MFEL (Mecédnica de la Fractura Eldstica Lineal). Esta tltima ley
considera un efecto tamano demasiado acusado, resultando ser las predicciones
numeéricas la mejor herramienta para capturar dicho efecto.

10 3O~ [MPa] _F =155\ f..h,> (MFEL)
- i Ley Numérica\
n\ - 8]
F = 11547, h, (ACD R
1 3 ‘
] Ley Experimental
. O  Resultado numérico
: Rango resultados experimentales [ELL92]
0.7 T T T LI I.I T . T T T rrrri
Profundidad Anclaje [mm]
10 100 1000

Figura 5.20: Influencia del tamano del espécimen en la resistencia nominal.

5.3. Reproduccion de la zona de procesamiento de
fractura

Dada una fisura que progresa, la zona de procesamiento de fractura (ZPF) ha
sido definida por Bazant & Planas [8] como “aquella zona no lineal caracterizada
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por un ablandamiento progresivo, en la cual las tensiones decrecen al incrementarse
la deformacion”. Esta zona esta limitada en un extremo por el material que ya ha
agotado su capacidad resistente y en el otro por el material que bien estd en el
régimen eldstico o bien tiene un comportamiento de endurecimiento o de plasticidad
perfecta [8].

El primer intento para medir la longitud de la zona de procesamiento de frac-
tura lzpp se debe a Irwin [36] [8] que, considerando plasticidad perfecta como
modelo disipatorio y utilizando la mecénica de la fractura eldstica lineal, propuso
la siguiente expresién:

lzpr = % (KI)Q (5.4)

Oy

donde K7 es el factor de intensidad de tensiones y o, es la tensién de fluencia.

Posteriormente Bazant & Planas [8], utilizando leyes de ablandamiento expo-
nencial para determinar la zona donde se produce los fenémenos inelésticos, pro-
pusieron la siguiente férmula para materiales cuasi-fragiles:

EG
lzpr =1 f2f (5.5)
t

donde f; es la resistencia a tracciéon del material y n es un parametro adimensional
que los autores proponen sea entre 2 y 5.

En este apartado se propone una forma alternativa para determinar la longitud
de la zona de procesamiento de fractura lzppr realizando ensayos numéricos con
la metodologia de continuo de discontinuidad fuerte. La aproximacién de continuo
descrita en el Capitulo §2 distingue dos zonas donde tienen lugar los fenémenos
disipativos:

1. zona de dano no localizado, donde se ha abandonado el régimen elastico pero
no se cumple la condicién de localizacién descrita en la Ecuacién (2.1).

2. zona de dano localizado, donde se cumple la condicién de localizacion y se ha
aplicado la regularizacion del ablandamiento y la cinemadtica descritos en el
Apartado §2.6.

Se ha considerado como longitud de la zona de procesamiento de fractura la que
abarca las dos zonas anteriores: la zona de dano no localizado y la zona de dano
localizado.

Para obtener el valor de Iz pF se ha utilizado el ensayo numérico descrito en los
apartados §3.4.3 y §3.5 (ver Figura 5.21), pero utilizando en este caso tres energias
de fractura distintas de Gy = 25 N/m, Gy = 50 N/m y Gy = 75 N/m para poder
estudiar la influencia de este parametro.

Para cada una de las tres energias de fractura se ha reproducido numéricamente
el agotamiento de la pieza descrita en la Figura 5.21. En un punto intermedio del
ensayo numeérico se ha medido la longitud de la zona de procesamiento de fractura
como la distancia que hay, siguiendo la fisura, entre el punto material que ha iniciado
el dafo y el punto material que ya ha agotado toda su capacidad resistente (ver
Figura 5.22).
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Figura 5.21: Descripcién geométrica, propiedades del material y discretizacién del
ensayo DCB.
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Figura 5.22: Determinacion de la longitud de la zona de procesamiento de fractura
para el ensayo DCB en un estado intermedio de carga.

Siguiendo el esquema marcado por la Figura 5.22, las siguientes Figuras 5.23,
5.24 y 5.25 muestran, para cada una de las energias de fractura y en un estado
intermedio del ensayo numérico, el perfil de la componente vertical de las tensiones
0yy y sobre él la longitud de la zona de procesamiento de fractura correspondiente.
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Figura 5.23: Determinacién de Iz pp para una energia de fractura de Gy = 25 N/m.
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Figura 5.24: Determinacién de [z pp para una energia de fractura de Gy = 50 N/m.
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Figura 5.25: Determinacién de Iz pp para una energia de fractura de Gy = 75 N/m.

Los resultados obtenidos se resumen en el Cuadro 5.7:

Cuadro 5.7: Valores de lzpp

Gy lzpr
[N/m]  [m]
25 0.077
50 0.110
75 0.133

Para poder determinar si los resultados obtenidos de lzpr dependen o no del
tipo ensayo realizado, se comparan a continuacion estos resultados con los presen-
tados por Huespe et al. en [33]. En esta referencia se utilizé para el andlisis una
viga entallada, bi-apoyada y con una carga puntual en el punto medio (ensayo que
se llamard wviga de tres puntos) cuyas dimensiones geométricas son comparables
al ensayo DCB aunque sus propiedades materiales difieren (médulo de Young de
E = 35 GPa y resistencia a traccién de f; = 3,0 M Pa para el ensayo DCB frente
a modulo de Young de F = 20 GPa y resistencia a traccién de f; = 2,4 M Pa para
la viga de tres puntos).

En la Figura 5.26 se comparan los resultados obtenidos para el ensayo DCB y
los de la referencia [33] para la viga de tres puntos. Para caracterizar el material
de cada uno de los ensayos se ha utilizado el valor de la longitud caracteristica l.p
que se define como:
_ EGy

2
Ou

len (5.6)

Si se analizan los resultados obtenidos en la Figura 5.26 se observa que las longi-
tudes de la zona de procesamiento de fractura obtenidas numéricamente para ambos
ensayos coinciden. Esta similitud en los resultados es debida a que ambos ensayos
tienen dimensiones geométricas similares y que en ambos casos era predominante
el modo I de fisuracion.
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Figura 5.26: Longitud de la zona de procesamiento de fractura wvs. longitud carac-
teristica del material.

5.4. Resumen del capitulo

En este capitulo se ha mostrado la capacidad de la herramienta numérica pro-
puesta para reproducir dos fenémenos clave en la mecénica de la fractura: la captura
del efecto tamano y la medicién de la zona de procesamiento de fractura.

La captura del efecto tamano se ha descrito mediante dos grupos de ensayos
numéricos: el ensayo brasileno y el ensayo de arrancamiento. En ambos ensayos se
reproduce el fenémeno de forma correcta, aunque en el ensayo de arrancamiento
los resultados experimentales difieren de los numéricos. Esta diferencia se debe a
que el ensayo numérico reproducido no corresponde exactamente con el ensayo de
arrancamiento experimental presentado en [26] y [27] .

La medicién de la zona de procesamiento de fractura se ha realizado utilizando
el ensayo DCB para distintos valores de la densidad superficial de energia. Los
resultados obtenidos muestran una correlacién muy buena con los presentados en
[33] para la vida de tres puntos.
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Capitulo 6

APLICACIONES AL
ESTUDIO DEL FALLO
MATERIAL

En este capitulo se presenta una serie de aplicaciones numéricas al estudio del
fallo material en diversas estructuras utilizando la metodologia de continuo de dis-
continuidades fuertes. En todos los casos que se exponen a continuacién se ha
utilizado la formulacién simétrica del elemento finito con discontinuidades embe-
bidas y el esquema de integracién IMPL-EX, tal como han sido explicados en los
Apartados §3.3 y §3.4.

Los ensayos numéricos incluidos en este capitulo se han agrupado en tres grupos:

1. Reproduccion de ensayos experimentales. Donde se ha buscado reproducir los
ensayos clasicos existentes en la literatura. Estos ensayos han sido utilizados
histéricamente para caracterizar las metodologias numéricas que reproducen
el fenémeno de la fractura en modo I de materiales fragiles, y por lo tanto
son presentados en primer lugar.

2. Andlisis de estabilidad de taludes. Al incluir estos andlisis se busca mostrar
la capacidad de la metodologia presentada para analizar problemas con un
modo de fallo de superficies de deslizamiento. Sin embargo, hay que senalar
que factores como la existencia de suelos semisaturados, el posible cardcter
anisoétropo del material y comportamientos constitutivos propios de los suelos
no han sido considerados, reduciéndose el andlisis a demostrar la capacidad
de la metodologia numérica para capturar la localizacién de deformaciones.

3. Andlisis de la sequridad frente al colapso de presas. Finalmente, se presentan
un conjunto de andlisis tridimensionales de distintas presas de hormigén. Se
ha considerado que las presas de hormigén constituyen uno de los andlisis
estructurales mas complejos de analizar teniendo como limitaciéon el utilizar
un material homogéneo.

119
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6.1. Reproduccion de ensayos experimentales

6.1.1. Analisis del ensayo de tracciéon pura
Descripcién del ensayo experimental

Este ensayo ha sido tomado de una serie de ensayos de traccién simple con
hormigones presentada por Barragdn en la Referencia [2]. De los ensayos realizados
por el autor, se ha elegido aquel cuyo material es hormigén simple.

El ensayo que se presenta consiste en un test uniaxial a traccién pura de mues-
tras cilindricas con una entalla circunferencial en su altura media. El espécimen
tiene un didmetro y una altura de 150 mm, siendo la profundidad de las entallas de
10 mm. Las dimensiones y el esquema de aplicacién de la carga se describen en la
Figura 6.1. Como se observa en dicha figura, no se ha coaccionado el libre giro del
espécimen, con lo que la superficie superior no se mantendréd paralela a la inferior
conforme avance el proceso de aplicacién de la carga.
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Figura 6.1: Ensayo de traccién pura. Esquema del ensayo.

Las propiedades mecdnicas del material se resumen en el Cuadro 6.1 y han sido
tomadas de [2], a excepcién de la energia de fractura que se ha supuesto igual a
100 N/m.

Cuadro 6.1: Propiedades materiales.

Oy E v Gf
[MPa] [GPal [N/m]
1,79 30,5 0,2 100

Descripcién del ensayo numérico

Para reproducir numéricamente el ensayo se ha discretizado el modelo tal como
lo describe la Figura 6.2. Dado que el giro esta permitido en el extremo donde se
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aplica la carga, la apertura de la entalla serd distinta segtin el punto en el que se
mida. Por ello se ha calculado dicha apertura como la media en tres puntos de la
entalla equidistantes entre si (ver Figura 6.2¢).
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Figura 6.2: Ensayo de traccién pura. Modelo discretizado por elementos finitos: (a)
alzado, (b) detalle de entalla, (¢) planta y distribucién de extensémetros.

Se ha utilizado un modelo material de dano isétropo sélo traccién y como méto-
do de continuacién se ha controlado la apertura de fisura. El Cuadro 6.2 resume las
caracteristicas principales del ensayo numérico, donde los puntos de integracién!
son los utilizados al integrar la parte regular de las deformaciones o tensiones.

Cuadro 6.2: Caracteristicas del ensayo numérico.

Numero de Numero de Tipo de Numero de Modelo
nodos elementos  elemento  puntos de Integracién material
2067 8543 Tetraedro 1 Dano Isétropo

solo traccién

1En lo que resta de capitulo, cuando se caracterice el tipo de elemento finito por el nimero de
puntos de integracién que poseen, se referird exclusivamente a los puntos de integracién regulares o
estandares. Los puntos de integraciéon singulares, aquellos que se afiaden para obtener las tensiones
y deformaciones en la superficie de discontinuidad y poder asi imponer la continuidad de tracciones
dentro del elemento, no han sido considerados.
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Descripciéon de los resultados numéricos

Conforme avanza el proceso de aplicacion de la carga, la localizacién de de-
formaciones tiene lugar en la seccién central donde se ha situado la entalla. Esta
superficie de discontinuidad aparece de forma natural en la aproximacién numérica,
habiéndose utilizado para capturar la superficie de fractura el método descrito en
[80] v [63] y resumido en el Apéndice C2. En la Figura 6.3 se muestra la superficie
de fractura generada, una imagen del espécimen deformado y un corte longitudi-
nal donde se han dibujado las lineas de iso-desplazamientos al final del proceso de
carga.
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Figura 6.3: Ensayo de traccién pura. (a) Superficie de fractura, (b) Deformada, (c)
Lineas de iso-desplazamientos en corte longitudinal.

La Figura 6.4 muestra la evoluciéon de la resistencia nominal wvs. la apertura
media de la entalla. La apertura media se ha obtenido como la media aritmética
de las aperturas medidas por los tres extensémetros (descritos en la Figura 6.2¢) y
la resistencia nominal se ha obtenido como:

4P,

s (6.1)

on =
donde P, es la carga ultima y D es el didmetro de la seccién entallada y que
es de 130 mm. Junto a los resultados numéricos se dibuja la envolvente de los
resultados experimentales descritos en [2]. Como se puede observar, los resultados
experimentales muestran una gran dispersién en la rama pre-critica (antes de llegar
a la carga pico) y los resultados numéricos se ajustan en esta fase en el contorno
superior de la envolvente. Sin embargo, los resultados numéricos muestran un muy
buen ajuste en la rama post-critica.

Finalmente, las Figuras 6.5 y 6.6 muestran, respectivamente, la evolucién en el
tiempo del avance de la fisura y del drea danada en la superficie de localizacién.
Siguiendo los instantes marcados en la Figura 6.4, en la Figura 6.5 se muestran el
area fisurada en (a) el inicio de la fisuracién, (b) para la carga pico y (c¢) al final
del ensayo. Dado que en la evolucién del area localizada de la Figura 6.5 no se

2Este algoritmo, cuya finalidad es manejar con eficacia un conjunto de fisuras activas, ha sido
utilizado en todos los andlisis presentados en el presente capitulo.
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Figura 6.4: Ensayo de traccién pura. Curva Fuerza aplicada vs. Apertura media en
la entalla.

aprecia el caricter no simétrico de la deformacién, en la Figura 6.6 se muestra la
evolucién de la variable de dano, pero limitando el rango a d € [0,85, 1,0] (la zona
cuya variable de dano sea d < 0,85 se ha pintado con el mismo color).

() -

Figura 6.5: Ensayo de traccién pura. Evolucién de la fisuracién (en negro los ele-
mentos donde se ha cumplido la condicién de bifurcacién).

6.1.2. Analisis a flexion de una viga con doble entalla
Descripcion del ensayo experimental

A continuacién se reproduce el ensayo a flexién de la viga con doble entalla
presentada originalmente por Bocca et al. en [11]. Se trata de una viga de 0,8 m de
largo, 0,2 m de alto y un espesor de 0,1 m con una doble entalla en su seccién media.
Las dimensiones y el esquema de cargas y apoyos estan descritos en la Figura 6.7.

Las propiedades del material han sido tomadas de [11] y se resumen en el Cuadro
6.3.
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Figura 6.6: Ensayo de traccién pura. Evoluciéon de la variable de dano d en la
superficie de fractura.
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Figura 6.7: Ensayo de viga con doble entalla. Esquema del ensayo.

Cuadro 6.3: Propiedades materiales.

Oy E 174 Gf
[MPa] [GPd] [N/m]
2,0 27,0 0,18 100

Descripcion del ensayo numérico

La Figura 6.8 muestra la discretizacién en elementos finitos del modelo geométri-
co. Se han utilizado elementos tetraédricos con un mallado més fino en la seccion
central. Como método de continuacién se ha utilizado el algoritmo de control de

longitud de arco descrito en el Apartado 3.6 y como modelo material el modelo de
dano isétropo sdlo-traccion
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Figura 6.8: Ensayo de viga con doble entalla. Modelo discretizado por elementos
finitos: (a) alzado, (b) vista lateral, (c) planta, (d) perspectiva.

Las caracteristicas generales del ensayo numérico estan descritas en el Cuadro
6.4.

Cuadro 6.4: Caracteristicas del ensayo numérico.

Ntmero de Numero de Tipo de Ntmero de Modelo
nodos elementos  elemento  puntos de Integracién material
863 2967 Tetraedro 1 Dano Isétropo

solo traccion

Descripcién de los resultados numéricos

Al aplicar el esquema de cargas descrito en la Figura 6.7 aparecen consecutiva-
mente dos fisuras que tienen su origen en las entallas del espécimen. Ambas fisuras
progresan, aproximadamente de forma simétrica, hasta que una de ellas prevalece
mientras que la otra entra en descarga y se descarga. La Figura 6.9 muestra am-
bas superficies de fractura mientras que la Figura 6.10 muestra la deformada final
junto con las lineas de iso-desplazamientos. En esta figura se puede observar como
sblo una de las fisuras se ha mantenido activa hasta la fase final y como la otra
ha entrado en descarga y ha recuperado las deformaciones que habia sufrido. Este
resultado sugiere que durante el proceso de carga se ha intersectado un punto de
bifurcacién de ruptura de simetria. En nuestro modelo numérico, estos puntos de
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bifurcacién no son especificamente tratados. Pueden resolverse sélo porque la malla
de E.F. introduce una perdida de simetria del problema, que permite el cruce de
ese punto de bifurcacion.
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Figura 6.10: Ensayo de viga con doble entalla. Deformada y lineas de isodesplaza-
mientos.

La Figura 6.11 muestra la curva fuerza total aplicada wvs. el desplazamiento
vertical de un punto situado en la parte superior de la secciéon central. También
se muestran los resultados experimentales tomados de [11]. Se observa que los re-
sultados numéricos sobrestiman la carga pico, fenémeno también observado en los
andlisis bidimensionales realizados por Samaniego en [80] y por Rabezuk & Belyts-
chko en [71].

La Figura 6.12 describe la evolucion del estado de fisuracion en los cuatro instan-
tes de tiempo marcados en la Figura 6.11: (a) inicio de la primera fisura, (b) inicio
de la segunda fisura, (c) instante en que la segunda fisura descarga manteniéndose
activa sélo la primera y (d) final del ensayo.

6.1.3. Anadlisis a flexion de una viga con una entalla
Descripcion del ensayo experimental

El ensayo numérico que se muestra a continuacién reproduce el ensayo experi-
mental presentado por Arrea y Ingraffea en [1]. Se trata del ensayo a flexién de una
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Figura 6.11: Ensayo de viga con doble entalla. Curva Fuerza vs. Desplazamiento
vertical en la seccién central.

Figura 6.12: Ensayo de viga con doble entalla. Evolucion de la fisuracion.

viga de 1,322 m de largo, 0,306 m de alto y un espesor de 0,156 m con una entalla
en su parte inferior. Las dimensiones y el esquema de cargas y apoyos se describen
en la Figura 6.13.

Las propiedades del material se resumen en el Cuadro 6.5 y han sido tomadas
de [1].

Descripcién del ensayo numérico

La Figura 6.14 muestra la discretizacion por elementos finitos del modelo geométri-
co. Se ha utilizado una malla no estructurada de elementos tetraédricos.

Las caracteristicas generales del ensayo numérico estan descritas en el Cuadro
6.6. Se ha utilizado como modelo material el modelo de dano isétropo sélo traccion
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Figura 6.13: Ensayo de viga con una entalla. Esquema del ensayo.

Cuadro 6.5: Propiedades materiales.

Oy E v Gf
[MPd] [GPd] [N/m]
2.8 240 0,18 100

DK
(c)
(@) - NG
relbeeiie
S

RS
ﬂAmu:w‘&Y%%aﬁsaﬁﬂﬂ

i

thamﬂgy”%%ﬂﬁaﬂ%!g?&%

Figura 6.14: Ensayo de viga con una entalla. Modelo discretizado por elementos
finitos: (a) alzado, (b) vista lateral, (¢) planta, (d) perspectiva.

y como método de continuaciéon un control del desplazamiento vertical entre los
puntos de la boca de la entalla (CMSD con sus siglas en inglés).
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Cuadro 6.6: Caracteristicas del ensayo numérico.

Ntmero de Numero de Tipo de Ntmero de Modelo
nodos elementos elemento  puntos de Integracién material
1227 5341 Tetraedro 1 Dano Isétropo

solo traccion

Descripcién de los resultados numéricos

El ensayo numérico se ha llevado a cabo aplicando el esquema de cargas descrito
en la Figura 6.13 y permitiendo inicamente la apariciéon de la fisura principal. Esta
fisura, tal como se muestra en la Figura 6.15, se inicia en la entalla y llega hasta el
borde derecho de la linea de aplicacion de la carga.
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Figura 6.15: Ensayo de viga con una entalla. Superficie de fractura.

El agotamiento del espécimen tiene lugar cuando la fisura principal se desarrolla
completamente, llegando hasta la zona superior de la pieza. La Figura 6.16 muestra
una imagen de la viga deformada al final del proceso de carga junto con las lineas
de iso-desplazamientos.
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Figura 6.16: Ensayo de viga con una entalla. Deformada y lineas de isodesplaza-
mientos.

La Figura 6.17 describe la curva Fuerza aplicada wvs. deslizamiento vertical en
la boca de la entalla (CMSD con sus siglas en inglés). También se presentan los
resultados experimentales tomados de [1]. Como se puede observar, hay un buen
ajuste de los resultados experimentales y numéricos para determinar la carga pico,
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aunque en la rama pre-critica el resultado numérico presenta una rigidez inicial
algo menor a lo esperado.
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Figura 6.17: Ensayo de viga con una entalla. Curva Fuerza en el punto de carga vs.

Deslizamiento vertical en la boca de la entalla.

Finalmente, la Figura 6.18 muestra la evolucién de la fisura en los tres pasos de
tiempo indicados en la Figura 6.17: (a) en el instante del inicio de la fisuracién, (b)
para la carga pico y (c) al final del proceso de carga.

2] 6 ©

Figura 6.18: Ensayo de viga con una entalla. Evoluciéon de la fisuracién.

6.1.4. Analisis del ensayo brasileno
Descripcién del ensayo experimental

El ensayo brasileno ya ha sido presentado en el Apartado 5.2.2 con el objetivo
de estudiar si la metodologia numérica presentada es capaz de reproducir correcta-
mente el efecto tamano. Sin embargo, es interesante presentar de nuevo este ensayo
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para poder estudiar un aspecto dificil de observar en los ensayos experimentales:
la evolucién de la fisura dentro del espécimen. Para ello se ha llevado a cabo la
simulaciéon numérica de un cilindro de hormigén con el esquema de apoyos y cargas
descrito en la Figura 6.19.

Figura 6.19: Ensayo brasileno. Esquema del ensayo.

Como material se ha considerado un hormigén estandar cuyas propiedades se
resumen en el Cuadro 6.7.

Cuadro 6.7: Propiedades materiales.

Ou E v Gy
[MPa] [GPad] [N/m]
26 305 02 100

Descripcién del ensayo numérico

Utilizando el esquema de cargas descrito en la Figura 6.19 se ha simulado el
analisis hasta rotura de un espécimen cilindrico con didmetro D = 0,3 m, espesor
B = 0,3 m y anchura de la platabanda b = 0,05 m. La Figura 6.20 muestra la
discretizacién por elementos finitos del modelo geométrico.

Las caracteristicas generales del ensayo numérico estan descritas en el Cuadro
6.8. Se ha utilizado como modelo material el modelo de dafio is6tropo sélo traccion
y se ha utilizado como método de continuacién un control de la apertura horizontal

w que tiene lugar entre dos puntos situados a ambos lados de la fisura (ver Figura
6.19).

Descripcién de los resultados numéricos

Al realizar el andalisis numérico, se ha impuesto que la superficie de rotura sea
estrictamente vertical. En este caso no se ha utilizado ninguno de los criterios que
proporcionan la direccién de la fisura (bien el criterio de la tensién principal méxima
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(b)

(d)

Figura 6.20: Ensayo brasilefio. Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado,
(b) vista lateral, (¢) planta, (d) perspectiva.

Cuadro 6.8: Caracteristicas del ensayo numérico.

Ntmero de  Numero de Tipo de Numero de Modelo
nodos elementos elemento  puntos de Integracién material
3257 16751 Tetraedro 1 Darnio Isétropo

solo traccién

o bien el andlisis de los valores de bifurcacién del equilibrio descritos en el Apéndice
A) sino que se ha impuesto directamente. Esto ha provocado que la fisura resultante
sea plana tal como se muestra en la Figura 6.21.
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Figura 6.21: Ensayo brasileno. Superficie de fractura.

A su vez, s6lo se ha permitido el inicio y desarrollo de la fisura principal en el
plano donde se aplican las cargas y se ha obligado a que el material de la platabanda



CAPITULO 6. APLICACIONES AL ESTUDIO DEL FALLO MATERIAL 133

se mantenga elastico. Este hecho hace que el andlisis numérico sélo tenga sentido
en el siguiente rango: desde el inicio del proceso de carga hasta la formacion de la
fisura principal. El resto de mecanismos de disipaciéon que llevan al agotamiento
del espécimen (la posterior formacién de fisuras secundarias a ambos lados de los
apoyos) no se tienen en consideracién. La Figura 6.22 muestra una imagen de la
deformada del espécimen cuando se ha formado completamente la fisura principal
junto con las lineas de iso-desplazamientos.

Figura 6.22: Ensayo brasileno. Deformada y lineas de iso-desplazamientos.

La Figura 6.23 muestra la curva Fuerza aplicada vs. la Apertura diametral.
Ambos valores han sido normalizando dividiendo la fuerza aplicada por el valor
de la carga pico y dividiendo las aperturas diametrales por el valor de la apertura
diametral para dicha carga pico. De nuevo, la curva mostrada sélo tiene sentido
hasta el minimo que presenta una vez superada la carga maxima. Las limitaciones
impuestas en el analisis hacen que que los fenémenos que tienen lugar méas alla de
ese minimo no puedan ser capturados.

Finalmente, la Figura 6.24 muestra la evolucién de la superficie de fractura
en los cuatro pasos de tiempo marcados en la Figura 6.23. Los pasos de tiempo
corresponden a los siguientes fenémenos: (a) inicio de la fisuracién en los bordes
del espécimen, (b) unién parcial de las dreas fisuradas, (c) unién total de las dreas
fisuradas y (d) fisura en el instante de carga maxima.



134 6.1. Reproduccién de ensayos experimentales

P/Pmax
2

1.0{ d

0.8

0.6

0.4

0.21

00 COD/COD(Pmax)
00 05 10 15 20 25 30 35

Figura 6.23: Ensayo brasilefio. Curva Fuerza normalizada vs. Apertura diametral
normalizada.

Seccion A-A

Figura 6.24: Ensayo brasileno. Evolucién de la fisuracién en la secciéon A-A.
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6.2. Analisis de estabilidad de taludes

6.2.1. Caso 1: Estabilidad de un talud simétrico con un tinico
material deformable

Descripcién del ensayo numérico

El primer ensayo que se presenta en este apartado consiste en el andlisis de
la estabilidad de un talud simétrico formado por un tnico material. Se trata de
un talud de 10 metros de altura y un angulo de inclinacién de 60°. La Figura
6.25 describe las dimensiones y la discretizacién por elementos finitos del modelo
analizado.
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Figura 6.25: Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado, (b) vista lateral,
(c) planta, (d) perspectiva.

El material deformable se ha caracterizado mediante un modelo de plasticidad
asociada con el criterio de fallo de Von Mises® [64] cuyos pardmetros materiales se
describen en el Cuadro 6.9. En este cuadro el valor de o, es el valor de la tensién
de comparacion o limite de fluencia para el material sin degradar.

El anélisis de seguridad frente al colapso llevado a cabo ha consistido en imponer
un valor creciente del peso propio hasta llegar a la formacién de una superficie de lo-
calizacién. Al pardmetro material de la densidad, cuyo valor es de p = 1800 kg/m?,
se le multiplica por un factor de carga creciente hasta que se produce el desliza-
miento de la cresta del talud. Las condiciones de contorno asumidas se describen
en la Figura 6.26.

3Se puede considerar que un suelo queda caracterizado mediante un modelo J2 en el caso de
suelos completamente saturados.
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Cuadro 6.9: Propiedades del material deformable.

Oe E v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m]  Kg/m?
0,1 10,0 04 10 1800
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Figura 6.26: Esquema de la simulacién.

Las caracteristicas de la simulacién han sido descritas en el Cuadro 6.10. El
tipo de elemento finito utilizado ha sido un hexaedro con ocho puntos de integra-
cién regulares y se ha aplicado el método BBAR®. En el anilisis numérico se ha
aplicado, como método de continuacién, un control del desplazamiento horizontal
en el arranque del talud. A su vez, sélo se ha permitido la formacién de una tnica
superficie de localizacion, aunque se ha permitido que fuera de la fisura el material
pueda entrar en carga y disipar mediante un modelo de plasticidad cuasi-perfecta
(un médulo de endurecimiento H — 07).

Cuadro 6.10: Caracteristicas del ensayo numérico.

Numero de Numero de Tipo de Numero de Modelo

nodos elementos elemento  puntos de Gauss material

6336 5250 Hexaedro 8 Plasticidad
BBAR Von Mises

Descripciéon de los resultados numéricos

Como se ha indicado anteriormente, se ha aumentado el peso propio de todo
el material de forma progresiva hasta la formacién final de la superficie de desliza-

4En la simulacién de la estabilidad de taludes se ha utilizado el modelo de plasticidad de
Von Mises. En este modelo las deformaciones plasticas provocan una deformacién volumétrica
nula, lo que hace que este tipo de material pueda considerarse incompresible (despreciando la
deformacién volumétrica provocada por la parte eldstica de las deformaciones). El modelo BBAR
utilizado permite superar el bloqueo que se produce en estas situaciones [35].
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miento que se muestra en la superficie 6.27. Esta superficie, desarrollada para un
talud con un Unico material, presenta una forma de funcién circular.

Figura 6.27: Superficie de fractura.

El proceso de localizacién de deformaciones presenta dos fases. En una primera
fase una parte importante del material del talud alcanza el régimen inelastico pero
no se produce la localizacién de las deformaciones. Posteriormente, al irse locali-
zando las deformaciones en una banda, los procesos disipativos también se localizan
hasta que sélo una linea de elementos finitos permanece en carga. La Figura 6.28
describe este fenémeno.

(a) (c)

X

R
S
\“8‘ W

=

0

\‘:\\ W
SR
N,
IR R
TR
SRR

\“\:“\

Figura 6.28: Evolucién de la localizacién de los procesos ineldsticos: (a) inicio de
los procesos ineldsticos, (b) inicio del proceso de localizacién y (c) estado final.

La deformada y las lineas de iso-desplazamientos al final del ensayo se muestran
en la Figura 6.29. Al haber utilizado el modelo de plasticidad asociada de Von
Mises, el fallo tiene lugar en un modo de deslizamiento, con lo que no aparecen
desplazamientos normales a la superficie de fallo.

En la Figura 6.30 se dibuja la curva factor de carga aplicada vs. el desplazamien-
to vertical en la coronacién del talud (marcado como punto P en la Figura 6.25). La
carga maxima aplicada corresponde a un valor de la densidad de 2700 kg/m3, que
se obtiene multiplicando el factor maximo de carga 1,5 por el valor de la propiedad
densidad del material 1800 kg/m?>.

Por ultimo, la Figura 6.31 muestra la evolucién de fisuracion en la superficie
de localizacién para los tres pasos de tiempo marcados en la Figura 6.30: (a) en el
inicio de la fisuracioén, (b) para la carga pico y (c) al final del proceso de carga.
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Figura 6.29: Deformada y lineas de iso-desplazamientos.
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Figura 6.30: Curva Factor de Carga vs. Desplazamiento vertical en coronacién.

Figura 6.31: Evolucién de la fisuracion.

6.2.2. Caso 2: Estabilidad de un talud simétrico con un ma-
terial blando sobre un lecho de roca rigido

Descripcién del ensayo numérico

El ensayo que se describe a continuacién analiza la estabilidad de un talud
compuesto por un material elastoplastico que descansa sobre un lecho de roca
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rigido. Se trata de un talud con una altura de 5 metros y un dngulo de inclinacién
de 45°. El lecho de roca tiene un escaléon cuyo objetivo es influir en la forma de
la superficie de rotura que se generaria si el talud estuviese formado por un tnico
material. La Figura 6.32 muestra las dimensiones y la discretizacién por elementos
finitos del modelo analizado.
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Figura 6.32: Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado, (b) planta, (c)
vista lateral, (d) perspectiva.

Los materiales se han caracterizado mediante un modelo de plasticidad asociada
con el criterio de fallo de Von Mises. Los parametros para el material elastoplastico
y el lecho de roca se muestran en los Cuadros 6.11 y 6.12 respectivamente. Como
se puede observar, se ha impuesto que el material del lecho de roca se mantenga
siempre en el rango elastico.

Cuadro 6.11: Propiedades del material elastoplastico.

Oc E v Gy Densidad
[MPa] [MPa [kN/m]  Kg/m3
0,1 100 04 10 1800

Como accién exterior se ha considerado que el peso propio aumenta gradualmen-
te (al valor del pardmetro densidad del material p = 1800 kg/m? se le multiplica
por un factor creciente) hasta lograr la formacién y el desarrollo de una superficie

de localizacién. Las condiciones de contorno consideradas se muestran en la Figura
6.33.
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Cuadro 6.12: Propiedades del lecho de roca.

Oe E v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m]  Kg/m?
00 100,0 0,4 10 1800
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Figura 6.33: Esquema de la simulacion.

Las caracteristicas del ensayo numeérico se describen en el Cuadro 6.13. Se ha
utilizado un elemento hexaédrico con 8 puntos de integracién (para las deforma-
ciones y tensiones regulares) aplicando el método BBAR [35]. El andlisis numérico
se ha llevado a cabo aplicando como método de continuaciéon un control del des-
plazamiento vertical en la cresta del talud (ver punto P en la Figura 6.32). Como
en el andlisis anterior, sélo se ha permitido el desarrollo de una unica superficie de
localizacion, aunque se ha permitido que fuera de la fisura el material pueda entrar
en carga y disipar mediante un modelo de plasticidad cuasi-perfecta (un médulo
de endurecimiento H — 07).

Cuadro 6.13: Caracteristicas del ensayo numérico.

Numero de  Numero de  Tipo de Ntumero de Modelo

nodos elementos elemento  puntos de Gauss material

7000 5954 Hexaedro 8 Plasticidad
BBAR Von Mises

Descripcién de los resultados numéricos

El ensayo se ha llevado a cabo aplicando un peso propio creciente a todos los
materiales hasta la formacién de una superficie de discontinuidad y el posterior
deslizamiento de una parte del talud. La Figura 6.34 muestra la superficie de frac-
tura generada. Como se puede observar, la existencia del lecho de roca tiene como
consecuencia que la superficie de localizaciéon esté compuesta por dos segmentos
curvos.
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Figura 6.34: Superficie de fractura.

En este ensayo, el proceso de localizacién no tiene lugar de forma tan nitida
como en el ensayo anterior. Como se observa en la Figura 6.35, tras el inicio de la
fisuracion una parte importante del talud entra en el rango ineldstico. Posteriormen-
te, conforme las deformaciones se localizan en una banda estrecha, los elementos
en carga se reducen a los elementos dentro de dicha banda. Sin embargo, en la Fi-
gura 6.35¢c aparece una zona con comportamiento ineldstico en aquellos elementos
préximos al escalén del lecho de roca y fuera de la superficie de localizacién.
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117777
o ss s s

=
[T,

Figura 6.35: Evolucién de la localizacién de los procesos ineldsticos: (a) inicio de
los procesos ineldsticos, (b) inicio del proceso de localizacién y (c) estado final.

La Figura 6.36 muestra una imagen de la deformada al final del proceso de
carga. Debido a que se ha elegido como modelo material el modelo de plasticidad
de Von Mises, no hay desplazamiento normal a la superficie de localizacién (sélo
hay deslizamiento tangencial).

La Figura 6.37 muestra la curva factor de carga aplicado wvs. el desplazamien-
to vertical de la coronacién del talud. La carga maxima aplicada corresponde a
una densidad cuyo valor es la densidad original del material p = 1800 kg/m?
multiplicada por un factor de 2,72, lo que corresponde a una densidad final de
p = 4896 kg/m?3.

Finalmente, en la Figura 6.38 se observa la evolucién de la superficie fisurada
conforme avanza el proceso de carga. Las imdgenes muestran el estado de la fisura
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Figura 6.36: Deformada y lineas de iso-desplazamientos.
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Figura 6.37: Curva Factor de Carga vs. Desplazamiento vertical en coronacion.

en los tres instantes de carga marcados en la Figura 6.37: (a) en el inicio de la
fisuracién, (b) para la carga pico y (c) cuando ha localizado toda la superficie.
En el instante (a) se observa cémo el inicio de la fisuracién tiene lugar, para este
ensayo, junto al escalon del lecho de roca y no en la cota mas baja de la superficie
de rotura como en el ejemplo anterior.

6.2.3. Caso 3: Estabilidad de un talud asimétrico con un ma-
terial blando sobre un lecho de roca rigido

Descripcion del ensayo numérico

El ultimo de los taludes mostrados en este apartado presenta un lecho de roca
inclinado con un escaldn y, a diferencia de los dos anteriores, no presenta simetria
respecto a su seccién central. El material elastoplastico forma un talud de 12 m de
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Figura 6.38: Evolucién de la fractura.

alto y un angulo 50,2° de inclinacién en su parte més alta y de 8 m de alto y un
angulo de 38,7° inclinacién en su parte més baja. En la Figura 6.39 se muestra un
esquema del ensayo junto con su discretizacion por elementos finitos.

10m

(b)_

30m

Figura 6.39: Modelo discretizado por elementos finitos: (a) alzado 1, (b) vista late-
ral, (c¢) alzado 2, (d) planta, (e) perspectiva.

Como en el ejemplo anterior, los materiales se han caracterizado mediante un
modelo de plasticidad con el criterio de fallo de Von Mises para el material que
localizard y con comportamiento elastico para el material del lecho de roca. Los
parametros para el material elastoplastico y el lecho de roca se muestran en los
Cuadros 6.14 y 6.15 respectivamente.

Cuadro 6.14: Propiedades del material elastoplastico.

Oe FE v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m]  Kg/m?
0,1 10,0 0,4 10 1800
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Cuadro 6.15: Propiedades del lecho de roca.

Oe E v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [kN/m]  Kg/m?
00 100,0 0,4 10 1800

Como accién exterior se ha considerado que la densidad del los materiales au-
menta de forma gradual hasta que tiene lugar la localizacion de deformaciones
formando una cuna de deslizamiento. Las condiciones de contorno asumidas estan
descritas en la Figura 6.40.
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Figura 6.40: Esquema de la simulacién.

Las caracteristicas generales del ensayo numérico se resumen en el Cuadro 6.16.
Como método de continuacién se ha utilizado el algoritmo de control de longitud
de arco descrito en el Apartado 3.6 y como tipo de elemento finito un elemento
hexaédrico con ocho puntos de integracién. En este ensayo, como en los dos ante-
riores, se ha utilizado el método de integracion BBAR. A su vez, se ha restringido
a una el nimero de fisuras posibles, aunque se ha permitido que fuera de la fisu-
ra el material pueda entrar en carga y disipar mediante un modelo de plasticidad
cuasi-perfecta (un médulo de endurecimiento H — 0).

Cuadro 6.16: Caracteristicas del ensayo numérico.

Numero de  Numero de  Tipo de Ntumero de Modelo

nodos elementos elemento  puntos de Gauss material

4088 3354 Hexaedro 8 Plasticidad
BBAR Von Mises

Descripcion de los resultados numeéricos

Dado el cardcter no simétrico del talud, al aplicar al material una densidad cre-
ciente se forma una superficie curva sin plano de simetria. Esta superficie, dibujada
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en la Figura 6.41, en la parte mas baja del talud se desarrolla integramente dentro
del material elastoplastico y penetra por la parte més alta del talud dentro del
lecho de roca.

(@ (b)

=< \\\\ =

Figura 6.41: Superficie de fractura.

En el proceso de localizacién de deformaciones se pueden distinguir dos fases. En
una primera fase una parte importante del material entra en régimen ineléstico sin
que se produzca una localizacién de las deformaciones. Posteriormente, conforme
avanza el proceso de carga, los fenémenos ineldsticos se localizan en una banda que
da lugar a la superficie de localizacion. La Figura 6.42 describe este fenémeno.

Como se observa en la Figura 6.41 una parte de la superficie de fisura permitida
atraviesa el lecho de roca, que se ha obligado a ser elastico. Este restricciéon ha
provocado que la localizacion de deformaciones tenga lugar, en esa zona, no dentro
de la superficie de localizacion, sino en los elementos del material elastopldstico en
contacto con el lecho de roca.

.
il

Figura 6.42: Evolucién de la localizacién de los procesos ineldsticos: (a) inicio de
los procesos ineldsticos, (b) inicio del proceso de localizacién y (c) estado final.

La deformada final del proceso de carga se describe en la Figura 6.43. Como
se ha indicado anteriormente, la localizacion en la parte méas baja del talud tiene
lugar dentro de la superficie de fisura permitida, desarrollada en su totalidad en el
material elastoplastico. Sin embargo, la localizacién en la parte mas alta del talud
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no tiene lugar en la superficie de fisura, sino en aquellos elementos pertenecientes
al material elastoplastico en contacto con el lecho de roca.

Figura 6.43: Deformada y lineas de iso-desplazamientos.

La Figura 6.44 muestra la curva factor de carga aplicado vs. el desplazamiento
vertical de un punto situado en la parte central de la coronacién de talud (ver
Figura 6.39). La carga méxima aplicada corresponde a una densidad del material
de 4896 kg/m?, valor que resulta de multiplicar el valor del pardmetro densidad
del material, igual a 1800 kg/m?3, por el maximo factor de carga aplicado de 2,72.

Factor de Carga
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Figura 6.44: Curva Factor de Carga vs. Desplazamiento vertical en coronacion.

Finalmente, la Figura 6.45 muestra la evolucién de la fisuraciéon dentro de la
superficie de localizacién en los tres pasos de tiempo marcados en la Figura 6.44:
(a) en el inicio del proceso de localizacién, (b) para la carga pico y (¢) cuando la
fisuracién de la superficie de localizacion se puede considerar completa. Destacar
de la Figura 6.45 que el inicio de la fisuracién tiene lugar en el interior del talud
y que, como ya se explicado anteriormente, no se ha producido la localizacién de
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deformaciones en aquella zona de la superficie de fisuracién que se ha desarrollado
en el seno del lecho de roca.

b}

Figura 6.45: Evolucién de la fractura.
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6.3. Analisis de la capacidad resistente de presas
de hormigén

La obtencién de factores de seguridad en presas que informen sobre su resisten-
cia global lleva aparejada una dificultad inherente: la necesidad de tener en con-
sideracion los mecanismos resistentes tridimensionales. Estos mecanismos, si bien
pueden no ser relevantes para el caso de presas de gravedad con directriz recta, son
insoslayables para los casos de presas tipo arco o tipo béveda.

Un segundo fenémeno que no admite la reduccién a un problema plano es el
propio mecanismo de fallo. Incluso en las presas de gravedad con directriz recta, si
la longitud de la presa no es lo suficientemente grande, el anélisis plano del fallo de
la seccién central no describe correctamente el comportamiento global del fallo de
la estructura.

Por todo lo anterior, el analisis del fallo estructural de presas debe realizarse en
buena parte de los casos mediante un anélisis tridimensional, sin realizar las simpli-
ficaciones que llevan a problemas de deformacién plana. Sin embargo, tal como se
indicé en el Capitulo §3, los andlisis tridimensionales del fallo material sufren serios
problemas de falta de convergencia. Como consecuencia, la metodologia numérica
presentada en este trabajo, que tiene como una de sus caracteristicas principales la
robustez en el andalisis numérico, se convierte asi en una opcién adecuada para este
tipo de analisis.

En este apartado se presenten los anédlisis de la capacidad resistente de dos
presas reales: la presa de Scalere (Italia) y la presa de Alqueva (Portugal). En la
primera se estudia la capacidad de la estructura frente a los empujes horizontales
del agua (se consideran dos hipdtesis para modelar estos empujes), mientras que
en la segunda se analizan los efectos sobre la estructura cuando tiene lugar un
deslizamiento diferenciado de parte de su cimentacién.

6.3.1. La presa de Scalere

Descripcion de la presa

La presa de Scalere es una presa arco gravedad situada en el centro norte de
Italia construida en el periodo 1910-1911. Se trata de una presa de gravedad hecha
de hormigén con una directriz ligeramente curva. Esta curvatura permite la apari-
cién de un efecto arco que dota a la estructura de una resistencia adicional. En su
construccién no se utilizaron juntas de construccién y los paramentos estéan forra-
dos con bloques de sillerfa dispuestos de forma regular®. La Figura 6.46 muestra
una perspectiva de la presa en la actualidad.

El punto més alto de la coronacion de la presa esta situado a 830.5 m sobre el
nivel del mar, la altura maxima es de 34 metros y la longitud en la coronacion es de
158 metros. El espesor maximo en su base es aproximadamente 21 metros mientras

5La descripcién de la presa de Scalere ha sido tomada del séptimo seminario de referencia en
andlisis numérico de presas que tuvo lugar en Bucares (Rumania) dentro de la red de investigacién
TIALAD (Integrity assessment of large concrete dams) [30].
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Figura 6.46: Presa de Scalere. Perspectiva.

que en su coronacién es de 3 a 5 metros. La Figura 6.47 muestra la definicion
geométrica del cuerpo de la presa.
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Figura 6.47: Presa de Scalere. Definicién geométrica.
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Descripciéon de las propiedades materiales

Para caracterizar los materiales a utilizar en el ensayo numérico se han tomado
los valores proporcionados en [30] y que se describen en los Cuadros 6.17 y 6.18
para el hormigén y la roca de cimentacién respectivamente.

Cuadro 6.17: Propiedades del hormigén.

o o, E v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [MPa) [kN/m]  Kg/m?
10 116 200 02 100 2300

Cuadro 6.18: Propiedades de la cimentacién.

of o, E v Gy Densidad
[MPa)] [MPa] [MPa) [kN/m] Kg/m?

1,0 10,0 15,0 0,2 100 No considerada

Descripcion del modelo numérico

Se han construido dos modelos geométricos para realizar dos tipos de ensayos:
un modelo plano para un analisis bidimensional y un modelo real para un anélisis
tridimensional. En el primer caso se ha discretizado la seccién mas alta de la presa
utilizando elementos triangulares mientras que para el andlisis tridimensional se ha
discretizado el modelo mediante elementos tetraédricos. La Figura 6.48 muestra una
imagen del modelo bidimensional mientras que la Figura 6.49 describe el modelo
tridimensional utilizado.

Figura 6.48: Modelo geométrico del andlisis bidimensional.

Como condiciones de contorno en los desplazamientos se ha asumido que las
caras laterales y la cara inferior (marcadas como A y B en la Figura 6.49) tienen
todos los desplazamientos restringidos, mientras que las caras frontal anterior y
posterior tienen los desplazamientos libres.
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Figura 6.49: Modelo geométrico del andlisis tridimensional: (a) paramento aguas
arriba, (b) paramento aguas abajo, (c) vista superior.

Tanto en el andlisis bidimensional como en el tridimensional se ha adoptado
un esquema de integracién con un tnico punto de integracién y se ha utilizado el
modelo del continuo de dano isétropo con una resistencia diferenciada a traccién
y a compresién [57]. Como método de continuacién se ha elegido la estrategia de
limitacién de la longitud de arco descrita en el Apartado 3.6 para ambos casos. Un
resumen de las caracteristicas de los ensayos numéricos se describen en los Cuadros
6.19 y 6.20 para los andlisis bidimensional y tridimensional respectivamente.

Cuadro 6.19: Caracteristicas del ensayo numérico bidimensional.

Ntmero de Numero de Tipo de Ntmero de Modelo

nodos elementos elemento puntos de Gauss material

371 640 Tridngulos 1 Dano
isétropo

Cuadro 6.20: Caracteristicas del ensayo numérico tridimensional.

Numero de  Numero de Tipo de Numero de Modelo
nodos elementos elemento  puntos de Gauss material
3047 13580 Tetraedro 1 Dano

isétropo




152 6.3. Anélisis de la capacidad resistente de presas de hormigén

Descripciéon de las acciones exteriores

Para definir las hipdtesis de carga a aplicar, se ha utilizado una combinacién de
las siguientes acciones exteriores:

1. Peso propio.

2. Incremento de la presion hidrostdtica del fluido almacenado.

Esta carga exterior consiste en, partiendo de la presa llena hasta la coronacion,
incrementar gradualmente la densidad del liquido almacenado. Esto hace que
la presién hidrostdtica en el paramento de la presa tome, para un cierto
instante de tiempo, un valor de:

p(t) = A(t)pw g2 (6.2)

donde p,, es el valor de la densidad del agua (1000 kg/m?), g es el valor de
la aceleracién de la gravedad (9,81 m/s?), z es la distancia vertical entre la
cota de coronacién de la presa y el punto considerado y, finalmente, A(t) es
una funcién que cumple:

At=0)=0 A({t)>0 (6.3)

La Figura 6.50 describe la aplicacién de esta accién exterior.

paso n+1

e

H
@ P9 (b)

Figura 6.50: Incremento de la densidad: (a) cargas actuantes, (b) esquema de apli-
cacion.

3. Incremento del nivel del fluido almacenado.

En este caso, la accién exterior se aplica en dos fases:

» Fase I. Aplicacion de una carga hidrostatica en el paramento de aguas
arriba hasta alcanzar la situacién de presa llena. La presién aplicada
responde a la siguiente expresion:

p(t) = A(t)pw gz siendo 0 < A(t) <1 (6.4)
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» Fase II. A partir de las situacién de presa llena, variacién del nivel de
agua permitiendo que éste supere la cota de coronacién de la presa. En
esta fase la presién aplicada se obtiene como:

. H' variable
p(t) = pwgz+ H pyg siendo { p(t) >0 (6.5)

donde H’ representa la variacién de la altura del nivel de agua medido a
partir de la cota de coronacién de la presa. En la Ecuacién (6.5) se han
anulado las presiones negativas para el caso en que H' < 0.

En la Figura 6.51 hay una descripciéon de esta accién exterior.

Fase | Fase Il
(0<H)
Final
Fase |
+ H'x l&
L — >
p.9H Pug

(@) (b)

Figura 6.51: Incremento del nivel de agua: (a) cargas actuantes, (b) esquema de
aplicacion.

4. Fractura hidrdulica

Se entenderd como fractura hidrdulica la influencia que la presion hidrostatica
en el interior de una fisura tiene en la evolucién la misma. Aunque no se
puede describir como una accién exterior, la consideracién del fenémeno de la
fractura hidrdulica constituird un ingrediente fundamental para determinar
la capacidad portante de la estructura.

El analisis de la fractura hidraulica implica resolver el problema de la loca-
lizacién de deformaciones en un sistema acoplado mecénico-hidraulico. Sin
embargo, en este trabajo se presenta una simplificacién de ese problema ba-
sada en la siguiente hipétesis (descrita en la Figura 6.52):
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CAJA 6.3.1. Modelizacién fractura hidrdulica: hipétesis simplifica-
tiva.

Se considerard que cuando en un punto material se inicia el proceso de frac-
tura®, en las caras de la fisura actuard una presion orientada en ambas caras
de igual valor a la presion hidrostdtica que hubiera en dicho punto si la per-
meabilidad del material fuese completa. Por el contrario, en aquellos puntos
donde no se haya iniciado el proceso de localizacion se considerard que la
permeabilidad del material es nula.

%Cuando se cumpla la condicién de localizacién descrita en la Ecuaciéon 2.1

Figura 6.52: Fractura hidrailica: fenomenologia.

La anterior hipdtesis se traduce en la reinterpretacion del equilibrio interno
de tensiones descrito en la Ecuacién 2.15b del Apartado §2.4. El equilibrio
interno de tensiones, una vez el proceso de localizacion se ha iniciado, pasa
entonces a ser en un formato general y utilizando notacién incremental (ver
Figura 6.53):

ts+[p|n=6g+ -n=6o--n (6.6)

Si se particulariza la Ecuacién (6.6) para el caso de la metodologia de discon-
tinuidades fuertes de continuo se obtiene:

6s n+pln=6g+ n=6g--n enS (6.7)

A partir de la Ecuacién (6.7), la ecuacion de las fuerzas residuales incremen-
tales para los grados de libertad mejorados [u] pasa a ser:

» Para la formulacién no simétrica, y substituyendo a la Ecuacién (2.78):

4 / sl ndg (6.8)
S e
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_ /\®
s

Figura 6.53: Fractura hidrailica: equilibrio interno de tracciones.

= Para la formulacién simétrica, y substituyendo a la Ecuacién (3.29):

RO ©_ L 0 ga©) a1
= [ (h 501 - (96 fo)0a

+ [ uslilnag (6.9)
Qle)

Observacion 6.3.2. En las Ecuaciones (6.8) y (6.9), el término p no depen-
de de los grados de libertad [11], ya que se ha supuesto que la totalidad de la
presion hidrostatica se aplica en el instante en el que se cumple la condicién
de localizacién, independientemente del valor del salto en el campo de los
desplazamientos. Aunque esta simplificacion no es real, pues la permeabili-
dad del medio depende del nivel de fisuracién del mismo, se puede afirmar
de ella que:

a) estd del lado de la seguridad al aumentar la influencia desfavorable de
la presion hidrostatica en la resistencia ultima de la estructura.

b) permite mantener la definicién de la matriz estructural global dada en
las Ecuaciones (2.84-2.88) para la formulacién no simétrica o en las
Ecuaciones (3.31-3.35) para la formulacién simétrica (debido a que p
no depende de [i]).

Resumen de los analisis numéricos realizados

El Cuadro 6.21 resume los andlisis numéricos realizados, donde se han aplica-
do combinaciones de las anteriores cargas externas a los modelos bidimensional y
tridimensional. Con estos ensayos se ha buscado estudiar dos fenémenos:

1. La importancia de realizar andlisis tridimensionales, en aquellas estructuras
donde la simplificacién a un analisis plano conlleva a que se ignoren mecanis-
mos resistentes importantes.

2. La importancia de tener en consideracién la influencia de la fractura hidrduli-
ca, si bien en este caso esta influencia puede haber sido sobredimensionada
como se ha indicado anteriormente.
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Cuadro 6.21: Resumen de ensayos.

Numero de  Modelo Peso Fractura Hipdotesis de
caso geométrico propio  hidrdulica  carga externa
1 2 Dimensiones  Si No Incremento

de la densidad
2 3 Dimensiones Si No Incremento

de la densidad
3 2 Dimensiones Si Si Incremento

de la densidad
4 3 Dimensiones  Si Si Incremento

de la densidad
5 2 Dimensiones Si No Incremento

del nivel de agua
6 3 Dimensiones  Si No Incremento

del nivel de agua
7 2 Dimensiones Si Si Incremento

del nivel de agua
8 3 Dimensiones Si Si Incremento

del nivel de agua

Descripcion de los resultados

En este apartado se describen los resultados obtenidos para cada uno de los

ocho andlisis numéricos resumidos en el Cuadro 6.21. Para hacerlo se proporcionan
para cada uno de estos analisis la siguiente informacién:

1. Curva de equilibrio, donde se muestra el factor de carga (bien la densidad

del fluido o bien la altura de éste sobre la cota de coronacién de la presa) wvs.
el desplazamiento horizontal en la cresta de la presa. Dentro de la curva de
equilibrio se indican distintos puntos importantes (marcados con A, B, C,...)
en los que muestra en figuras pequenas la evolucién del dominio donde falla
el material.

En los andlisis tridimensionales, el desplazamiento horizontal corresponde a
un punto de la coronacién de la presa, independientemente del modo de fallo
de ésta, por lo que este valor no se corresponde con el valor obtenido del
analisis bidimensional. Lo que si son comparables en ambos analisis son los
factores de carga.

En los casos 5, 6, 7'y 8 correspondientes a los anélisis cuya carga exterior ha
consistido en aumentar el nivel de agua, en las curvas de equilibrio se dibujan
los puntos pertenecientes a la fase I1. Por lo tanto, la abscisa inicial no estd en
el origen de coordenadas, sino en el valor del desplazamiento horizontal una
vez se ha aplicado la fase I.

. Patrones de fisuracion Se muestran los contornos de iso-desplazamientos para

los puntos marcados como A, B, C,...en la curva de equilibrio. La concen-
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tracién de estos contornos indica donde el gradiente del campo de los despla-
zamientos aumenta y por lo tanto, dénde aparecen las bandas de localizacion
de deformaciones.

3. Informacion adicional Se resumen los distintos factores de carga para los
puntos representativos de la curva de equilibrio.

A continuacién, y siguiendo el anterior esquema, se proporcionan los resultados
numéricos caso por caso:

Caso 1. Andlisis bidimensional incrementando la densidad del fluido y no consi-
derando la fractura hidrdulica.

Para este caso, y como se indica en la Figura 6.54, el inicio de la no-linealidad
y el inicio del proceso de fisuracién tiene lugar en el punto A con un factor
de carga de 1,08. Asi mismo, la carga pico se alcanza con un factor de carga
de 1,6 para, posteriormente, caer al punto B.

La Figura 6.55 muestra en el dominio del andlisis la concentracion de las lineas
de iso-desplazamientos. Como se puede observar, esta localizacion tiene lugar
en la interfaz cimentacion-estructura.

1.8
1.6

Factor de Carga

1.4
1.2 B
1.0 ‘ A

0.8
0.6 {
0.4/ }

0.2

Desplazamiento Horizontal [mm]

0.0 : : : : : : : : ; ;
00 10 20 30 40 50 60 70 80 9.0 100110

Figura 6.54: Caso 1: Incremento de la densidad y sin fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Caso 2. Andlisis tridimensional incrementando la densidad del fluido y no consi-
derando la fractura hidrdulica.

En el Caso 2, el inicio de la fisuracién ocurre en el punto A de la Figura 6.56
para un factor de carga de 2,6 y la carga pico en el punto C para un valor de
7,3. Una vez alcanzado la carga pico, la estructura descarga hasta el punto
D.

La concentracién de deformaciones tiene lugar durante los primeros estados
de carga en la interfaz cimentacién-estructura para, una vez alcanzado la
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Figura 6.55: Caso 1: Incremento de la densidad y sin fractura hidrdulica. Concen-
tracién de lineas de iso-desplazamientos.

carga pico, atravesar el cuerpo de la presa hasta la cota de coronacién (ver
Figura 6.57d).
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Figura 6.56: Caso 2: Incremento de la densidad y sin fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.57: Caso 2: Incremento de la densidad y sin fractura hidrdulica. Concen-
tracién de lineas de iso-desplazamientos.
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Caso 3. Andlisis bidimensional incrementando la densidad del fluido y conside-
rando la fractura hidrdulica.

El inicio de la no-linealidad y de la fisuracién tiene lugar en el punto A de la
Figura 6.58 para un factor de carga de 1,08. Tras alcanzar la carga pico de
1,22 se produce una descarga hasta el punto B.

La Figura 6.59 muestra la concentracién de las lineas de iso-desplazamientos
que tiene lugar en la unién del cuerpo de la presa y la cimentacion.

14 Factor de Carga
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Figura 6.58: Caso 3: Incremento de la densidad y con fractura hidraulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.59: Caso 3: Incremento de la densidad y con fractura hidrdulica. Concen-
tracion de lineas de iso-desplazamientos.

Caso 4. Andlisis tridimensional incrementando la densidad del fluido y conside-
rando la fractura hidrdulica.

El inicio de la no-linealidad se produce en el punto A para un factor de carga
de 2,6 mientras que la primera fisura macroscépica aparece en el punto B
para un factor de carga de 3,03. La carga pico corresponde al punto D para
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un valor de 5,14 para después caer a un valor de 3,5 en el punto E (ver Figura
6.60.

La Figura 6.61 muestra el esquema de fisuracion de la presa. En los primeros
estados de carga la fisuracién se desarrolla en la interfaz entre la estructura y
la cimentacién para, una vez alcanzada la carga pico, atravesar el cuerpo de
la presa en la rama de descarga (ver Figura 6.61d y e).

6T Factor de Carga /w ¢>
5 N 2
"/w ’>
JA 2 2.
L . »
= E

3 B

A
2]
11
0 Desplazamiento Horizontal [mm]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Figura 6.60: Caso 4: Incremento de la densidad y con fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.61: Caso 4: Incremento de la densidad y con fractura hidrdulica. Concen-
tracion de lineas de iso-desplazamientos.
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Caso 5. Andlisis bidimensional aumentando el nivel de agua y no considerando la
fractura hidrdulica.

El inicio de la no linealidad en la curva de equilibrio de la Figura 6.62 tiene
lugar para una altura del nivel de agua sobre la cota de coronacién de la
presa de 1 m. La fisuracién comienza a una altura de agua de 1,28 m para
posteriormente sufrir una pequena descarga (punto A). Tras varias ramas de
carga-descarga correspondientes a avances en el frente fisura, la carga pico se
alcanza para una altura del nivel de agua sobre la coronacién de la presa de
5,75 m. Posteriormente se produce una descarga hasta llegar al punto D.

La Figura 6.63 muestra los contornos de iso-desplazamientos al final del pro-
ceso de carga. Como se observa, la localizacion de deformaciones ha tenido
lugar en la interfaz entre el cuerpo de la presa y la cimentacion.

6 Altura sobre coronaciéon [m]

A

0 Desplazamiento Horizontal [mm]
50 60 70 80 90 100 11.0 120 13.0 14.0

Figura 6.62: Caso 5: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.63: Caso 5: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidrdulica. Con-
centracion de lineas de iso-desplazamientos.
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Caso 6. Andlisis tridimensional aumentando el nivel de agua y no considerando
la fractura hidrdulica.

En la curva de equilibrio de la Figura 6.64 el inicio de la no-linealidad tiene
lugar para una altura de agua de 16,2 m sobre el nivel de coronacién de la
presa (punto A). La fisuracién empieza a una altura de 22,2 m mientras que
la carga pico tiene lugar para una altura de 73,0 m para luego proceder a
descargar (punto C).

La Figura 6.65 muestra el proceso de la localizaciéon de deformaciones, que
tiene lugar en la interfaz entre el cuerpo de la presa y la cimentacion para,
una vez superada la carga pico, transcurrir por la estructura de la presa hasta
alcanzar la cota de coronacién (ver Figura 6.65c¢).
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Figura 6.64: Caso 6: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.65: Caso 6: Incremento del nivel de agua y sin fractura hidrdulica. Con-
centracion de lineas de iso-desplazamientos.
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Caso 7. Andlisis bidimensional aumentando el nivel de agua y considerando la
fractura hidrdulica.

Para el Caso 7, el inicio de la no-linealidad y de la fisuraciéon ocurre para una
altura sobre el nivel de la coronacién de la presa de 1 m tras la cual aparece
una rama de descarga. Posteriormente, la carga pico tiene lugar para una
altura de 1,82 m. En este caso, durante el proceso de carga se han considerado
puntos de la curva de equilibro en los que el nivel de agua esta por debajo de
la cota de coronacién de la presa (ver Figura 6.66).

La Figura 6.67 describe la concentracién de las lineas de iso-desplazamientos
que muestran cémo la localizacion de deformaciones tiene lugar en la interfaz
entre la estructura y la cimentacién de la presa.

2.0T Altura sobre coronacion [m]
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Figura 6.66: Caso 7: Incremento del nivel de agua y con fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.67: Caso 7: Incremento del nivel de agua y con fractura hidrdulica. Con-
centracién de lineas de iso-desplazamientos.
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Caso 8. Andlisis tridimensional aumentando el nivel de agua y considerando la
fractura hidrdulica.

En el Caso 8, como se describe en la Figura 6.68, el inicio de la no-linealidad
tiene lugar para una altura de agua de 16,2 m sobre el nivel de coronacién de
la presa. La fisuracién empieza a una altura de 20,5 m mientras que la carga
pico tiene lugar para una altura de 48,3 m.

A su vez, la Figura 6.69 muestra, utilizando los contornos de iso-desplazamientos,
como la localizacién de deformaciones ocurre en la interfaz entre la estructura
de la presa y la cimentacién para, tras la carga pico, atravesar el cuerpo de
la presa (ver Figura 6.69c).
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Figura 6.68: Caso 8: Incremento del nivel de agua y con fractura hidrdulica. Curva
Factor de Carga vs. Desplazamiento horizontal.

Figura 6.69: Caso 8: Incremento del nivel de agua y con fractura hidrdulica. Con-
centracién de lineas de iso-desplazamientos.
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Finalmente, en la Figura 6.70 se muestra las deformadas de los andlisis tridi-
mensionales al final del proceso de calculo. Para cada uno de los casos se muestra:

= una perspectiva de la estructura deformada.
= una visién de la seccién de coronacién antes y después del proceso de carga.

Como se observa en la Figura 6.70, la descarga en la curva de equilibrio tiene lugar
cuando la fractura propaga hasta alcanzar la cota de coronacién. Considerando la
vista presentada desde aguas abajo, en el Caso 2 la fractura alcanza la cota de
coronacion en la parte central, en los Casos 4 y 6 en la parte izquierda y en el Caso
8 en la parte derecha.
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Figura 6.70: Deformadas de los casos tridimensionales al final del analisis.

Resumen y analisis de los resultados

Para poder comparar los resultados obtenidos es necesario obtener unos factores
de seguridad para cada uno de los escenarios de cargas considerado. Segun la carga
exterior que se aplique, dichos factores de seguridad se definen como:
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= Bajo la hipdtesis de carga incremento de la densidad se obtiene un factor,
llamado factor de incremento de densidad:

AID = A (6.10)

siendo A el factor por el que multiplicamos la densidad del agua para la
situacién de presa llena.

= Bajo la hipdtesis de carga incremento del nivel de agua se obtiene un factor,
llamado factor de inundacién inminente:

H+H

siendo H' la altura que alcanza el nivel del agua sobre la cota de coronacién
de la presa y H la altura de la misma.

En los Cuadros 6.22 y 6.23 se resumen, respectivamente, los resultados numéri-
cos obtenidos para la hipdtesis de carga incremento de la densidad y para la hipdte-
sis de carga incremento del nivel de agua. Para cada uno de los dos escenarios se
indican dos factores de carga: aquel que provoca el inicio de la fisuracién y aquel
que provoca la fisuracién generalizada previa al fallo estructural global.

Cuadro 6.22: Resumen de ensayos: hipotesis Incremento de la densidad.

Caso Modelo  Fractura  Inicio Fisuracion  Fisuracion Generalizada

hidrdulica Factor \ip Factor \ip
1 2 Dim. No 1,08 1,60
2 3 Dim. No 2,60 7,30
3 2 Dim. Si 1,08 1,22
4 3Dim. Si 2,60 5,14

Cuadro 6.23: Resumen de ensayos: hipotesis Incremento del nivel de agua.

Caso Modelo  Fractura  Inicio Fisuracion  Fisuracion Generalizada

hidraulica Factor \irp Factor \rpr
5 2 Dim. No 1,03 1,16
6 3 Dim. No 1,46 3,06
7 2 Dim. Si 1,03 1,05
8 3 Dim. Si 1,46 2,36

Si se analizan los valores obtenidos se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Respecto a la influencia de andlisis bidimensional frente al andlisis tridimen-
stonal.

Los resultados muestran que los analisis bidimensionales, al ignorar los meca-
nismos resistentes especificamente tridimensionales, subestiman la capacidad
portante de la estructura hasta en un 60 %.
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2. Respecto a la influencia de la fractura hidrdulica en la resistencia dltima.

La consideracién de la fractura hidraulica conlleva a obtener valores de la
carga ultima de la estructura un 20 %-30 % inferiores respecto a los obtenidos
cuando este factor no es considerado. Sin embargo, dada las hipdtesis con-
vervadoras que se han asumido para reproducir la fractura hidrdulica, estos
porcentajes deberian ser algo menores si se hubiese reproducido el problema
mecanico-hidraulico acoplado real.

3. Respecto a las limitaciones del propio modelo.

Ademis de las simplificaciones asumidas para reproducir la fractura hidrauli-
ca, los andlisis presentados tienen una limitacién muy importante: no se ha
modelado a priori la junta que existe entre el cuerpo de la presa y la cimen-
tacién. Dado que en todos los analisis la localizacién de deformaciones tiene
lugar inicialmente (hasta alcanzarse la carga pico) en esa interfaz, si se hu-
biera modelado la junta y no se hubiese partido de una unién completamente
solidaria, los valores obtenidos para los factores de seguridad hubiesen sido
menores.

Otra limitacion que sufre los andlisis, al no haber considerado una junta pre-
existente entre el cuerpo de la presa y la cimentacion, es que no se ha tenido
en cuenta la subpresion inicial. Sin embargo, esta presion desestabilizadora
si que se considera una vez la fisura se ha desarrollado.

6.3.2. La presa de Alqueva
Descripcién de la presa

La presa de Alqueva, construida en el rio Guadiana, esta situado en el Alentejo
interior, la regién mas calurosa y seca de Portugal proxima a la frontera espanola.
Fue acabada de construir en el 2002 dando lugar a la mayor reserva de agua dulce
embalsada por métodos artificiales en Furopa. Forma parte de un conjunto de
infraestructuras formado por la propia presa, una central de energia hidroeléctrica
y un amplio sistema de regadios. La Figura 6.71 muestra una panoramica aguas
abajo.

Se trata de una presa boveda de doble curvatura de 96 metros de alto, estando
el punto més alto a una cota de 154 metros sobre el nivel del mar. La presa tiene
458 metros de largo, un espesor en su base de entre 32 y 33 metros y un espesor en
su coronamiento de 7 metros. Bajo la cimentacién transcurre una falla en el terreno
que forma un angulo aproximadamente de 30° con el plano vertical de simetria de
la presa. La Figura 6.72 muestra la definicién geométrica de la obra donde se ha
dibujado la trayectoria de la falla.

Descripcion del ensayo numérico

Para analizar la seguridad de la presa de Alqueva, se ha considerado el escenario
en el que tuviera lugar un deslizamiento del terreno situado a la derecha de la falla,
tal como ha sido dibujado en la Figura 6.73. Este desplazamiento impuesto se
descompone en una componente tangencial a la falla y una componente normal
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Figura 6.71: Presa de Alqueva. Perspectiva.
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Figura 6.72: Presa de Alqueva. Definicién geométrica.

que es las tres cuartas partes de la componente tangencial. Se ha considerado esta
hipotesis especial en el deslizamiento de la falla con el objetivo de poder comparar
con los resultados experimentales obtenidos en modelos a escala de mortero de
cemento por Oliveira et al. [50].

Aunque los datos experimentales existentes son de modelos a escala, para reali-
zar el andlisis numérico se ha optado por reproducir el comportamiento de la presa
real. Para ello se ha utilizado el modelo geométrico, discretizado por elementos
finitos, descrito en la Figura 6.74 que representa la presa a escala 1:1. Una de las
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Figura 6.73: Presa de Alqueva. Desplazamiento del terreno.

de la presa se utilizaron juntas verticales de construcci
también fueron utilizadas en el modelo a escala, no han sido reproducidas en el mo-
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diferencias entre el modelo numérico y el modelo real reside en que en la construc-
de cimentacién es completamente solidaria sin utilizar elementos junta entre ellos.

delo numérico. También se ha considerado que la unién cuerpo
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Figura 6.74: Presa de Alqueva. Modelo geométrico discretizado por elementos fi-
perspectiva con detalle de falla.
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Cuadro 6.24: Caracteristicas del ensayo numérico.

Ntmero de  Numero de Tipo de Ntmero de Modelo

nodos elementos elemento  puntos de Gauss material

5211 19260 Tetraedro 1 Dano
isétropo

continuo de dano isétropo con resistencia diferenciada a traccién y a compresion.
El Cuadro 6.24 resume las caracteristicas principales del ensayo numérico.

Para caracterizar los materiales se ha considerado, a falta de valores reales
que permitiesen caracterizar el terreno de cimentacién, que tanto el hormigén del
cuerpo de la presa como la roca de la cimentacion tienen las mismas caracteristicas
mecédnicas. Estas propiedades estdn resumidas en los Cuadros 6.25 y 6.26 para el
hormigén y la roca de cimentacion respectivamente.

Cuadro 6.25: Propiedades del hormigén.

of o E v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [MPa) [kN/m]  Kg/m?
35 %5 350 02 80 2400

Cuadro 6.26: Propiedades de la cimentacion.

of o, E v Gy Densidad
[MPa] [MPa] [MPa) [kN/m]  Kg/m?
35 255 350 02 80 2400

Finalmente, las acciones exteriores aplicadas el modelo numérico descrito han
sido las siguientes (aplicadas consecutivamente una tras la otra):

1. La accién del empuje del agua considerando el escenario en que la presa
esté llena.

2. El desplazamiento del terreno con la hipdtesis anteriormente descrita: un des-
plazamiento tangencial a la falla y un desplazamiento normal a ella que valga
tres cuartas partes del tangencial.

Descripcion y analisis de los resultados

Como primera accién se ha aplicado el empuje hidrostatico del agua, conside-
rando que el agua llega hasta la cota 153 sobre el nivel del mar (un metro por
debajo de la cota de coronacién). Bajo esta accién ningin punto del sélido de
estudio abandona el régimen eléstico.



CAPITULO 6. APLICACIONES AL ESTUDIO DEL FALLO MATERIAL 171

Posteriormente se aplica el desplazamiento impuesto en el terreno segtin esté ex-
plicado en la Figura 6.73. Al incrementar este desplazamiento impuesto se inicia
una fisura en la unién de la falla con el cuerpo de la presa. Esta fisura, tras pro-
pagarse verticalmente, sufre un quiebro y traza un camino casi horizontal para,
posteriormente, volver a adoptar un camino vertical hasta alcanzar la cota de coro-
nacion. La Figura 6.75 muestra, utilizando las lineas de iso-desplazamientos, cual
a sido el camino seguido por la fisura obtenida numéricamente, mientras que la
Figura 6.76 muestra una deformada de la estructura al final del proceso.

Figura 6.75: Presa de Alqueva: lineas de iso-desplazamientos. (a) paramento aguas
abajo, (b) paramento aguas arriba
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Figura 6.76: Presa de Alqueva: deformada al final del proceso

La comparacién entre las trayectorias de la fisura obtenidas en la simulacién
numérica y en los ensayos a escala de Oliveira et al. [50] se describen en la Figura
6.77. En esa figura se observa que si bien la fisura obtenida numéricamente reprodu-
ce correctamente la experimental en los dos primeros tramos, difiere de ésta cuando
toma el camino vertical para llegar a la cota de coronacién. Esta diferencia se debe
a que no han sido considerados en el andlisis numérico los planos de debilidad que
constituyen las juntas de construccion. Si se observa las fisuras experimentales de
la Figura 6.77, se ve que aparecen cuatro fisuras verticales, las dos mas exteriores
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marcadas con trazo grueso y las dos interiores marcadas con trazo fino. Estas fisu-
ras corresponden a las juntas de construccién y no aparecen en el analisis numérico
porque no han sido consideradas, lo que conduce a la diferencia que se observa en
los trazados de la superficie de fractura en los ensayos experimental y numérico.

(b) Experimental

Figura 6.77: Presa de Alqueva.

6.4. Resumen del capitulo

El objetivo de este capitulo ha sido describir la capacidad de la metodologia
numérica presentada para abordar el andlisis del fallo material en estructuras rea-
les. Una de las ideas clave que busca mostrar es que hay anélisis donde es necesario
utilizar una herramienta numérica que, ademas de proporcionar una respuesta ob-
jetiva® e independiente de la malla, sea capaz de realizar andlisis tridimensionales.
Tipicamente los anélisis tridimensionales son imprescindibles en aquellos casos don-
de la estructura moviliza mecanismos resistentes que no se consideran cuando el
andlisis se reduce a un anélisis plano (v.gr. el efecto arco).

Los ejemplos presentados en este capitulo se clasifican en tres grupos:

= Reproduccién de ensayos de piezas de hormigén cuya forma de fallo predo-
minante es en modo I.

= Reproduccién de ensayos de estabilidad de taludes cuya forma de fallo es de
deslizamiento.

6Se entiende por respuesta objetiva aquella que tiene una disipacién correcta de la energfa.
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= Reproduccién de ensayos para obtener la capacidad resistentes de presas en
los que aparecen mecanismos resistentes tridimensionales (efecto arco).
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Capitulo 7

CONCLUSIONES Y
DESARROLLOS FUTUROS

7.1. Conclusiones

Los algoritmos desarrollados para el analisis numérico en problemas de mecénica
de sélidos, y en particular para el andlisis numérico de la localizacion de deforma-
ciones en un medio continuo!, pueden caracterizarse atendiendo a su ezactitud, a
su robustez y al tiempo de cdlculo que requieren para encontrar la solucién del
problema. La robustez y el tiempo de calculo estan relacionados, dado que los al-
goritmos poco robustos necesitan muchas iteraciones por paso de tiempo para la
convergencia del sistema de ecuaciones global de la estructura. En este contexto
se entenderd por robustez la capacidad de la herramienta numérica para llevar a
término los andlisis bajo diferentes condiciones numéricas impuestas, como cam-
bios en las longitudes de los pasos de integracién, tolerancias requeridas para la
convergencia del sistema de ecuaciones, etc. ..

Toda herramienta numérica, que busque ser utilizada en el analisis del fallo
material en estructuras reales, debe poseer una adecuada combinacién de estas
tres caracteristicas. En particular, dado los severos problemas de convergencia que
presentan los problemas de localizacién de deformaciones, es imprescindible que
dicha herramienta garantice:

= la robustez necesaria para proporcionar un resultado,
= la exactitud necesaria para que ese resultado sea confiable y

= la velocidad de convergencia suficiente para que el andlisis numérico sea fac-
tible en tiempo de célculo.

En esta tesis se ha buscado reformular el método de discontinuidades fuertes de
continuo de forma que cumpla las tres condiciones anteriores. Dicha reformulacién
ha consistido en:

IEste andlisis es equivalente al anélisis del fallo material de estructuras por ablandamiento.
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adoptar una formulacién simétrica y un nuevo esquema de integracién IMPL-
EX, que asegure:

e larobustez de la herramienta numeérica al garantizar la definicién positiva
de las matrices algoritmicas intervinientes.

e la necesaria velocidad de convergencia.

utilizar unos esquemas de control del error que proporcionan la capacidad de
estudiar, de forma éptima, la convergencia de la solucién al imponer condi-
ciones cada vez mas restrictivas a dichos algoritmos.

utilizar un nuevo método de continuacién especifico para el esquema de inte-
gracién IMPL-EX, que asegura la obtencién de la curva de equilibrio correcta
atendiendo a las dificultados existentes en los puntos limite.

Esta reformulacion del método de discontinuidades fuertes de continuo presenta,

como toda aproximacién numérica, la necesidad de realizar dos series de estudios
para garantizar que la solucién encontrada sea aceptable:

1. Un andlisis de la convergencia de la solucion en un proceso de refinado del

tamano caracteristico de la malla de elementos finitos utilizada.

El objetivo de este andlisis es garantizar que la formulacién simétrica ci-
nematicamente éptima no introduce errores, debido a los problemas que tie-
ne para capturar el estado tensional en elementos que estén completamente
agotados.

Un andlisis de la convergencia de la solucion en un proceso de reduccion del
tamano de paso de tiempo.

Este estudio se realiza utilizando los algoritmos de control del error descritos.

La necesidad de realizar estos analisis sobre la convergencia de la solucién coloca

en desventaja la metodologia propuesta frente a la presentada en las Referencias
[46], [80], [19] v [70] para el caso de andlisis bidimensionales o andlisis tridimensio-
nales muy sencillos. Sin embargo, en andlisis tridimensionales de geometria com-
pleja donde aparezcan varias fisuras, la incapacidad de la formulacién anterior para
abordarlos hace patente la aplicabilidad de la nueva formulacién propuesta.

7.2.

Contribuciones principales

Las contribuciones principales presentadas en esta tesis son las siguientes:

= Reformulacion del método de discontinuidades fuertes de continuo:

e Adopcién de la formulacion variacional simétrica cinematicamente con-
sistente.

e Implementacién de un nuevo esquema de integracién, denominado IMPL-
EX, que garantiza:
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o la definicién positiva de las matrices algoritmicas intervinientes en
el problema numérico.

o la convergencia en una sola iteracién en cada paso de tiempo.

e Implementacién de unos algoritmos de control del error, especificos para
el esquema de integracién IMPL-EX, que permiten estudiar la evolu-
ciéon de la solucién al hacer mas restrictivos los parametros de dichos
algoritmos.

e Implementacién de un nuevo método de continuacién, especifico para el
esquema de integracion IMPL-EX, que permite superar los puntos limite
de la curva de equilibrio.

» Aplicaciones numéricas:

e Estudio de la capacidad del método de discontinuidades fuertes de conti-
nuo para capturar el efecto tamano en la determinacion de la capacidad
portante de estructuras.

e Estudio de la capacidad del método de discontinuidades fuertes de conti-
nuo para capturar el tamano y la evolucion de la zona de procesamiento
de fractura.

e Estudio de la capacidad del método de discontinuidades fuertes de conti-
nuo para analizar el fallo material de estructuras tridimensionales reales,
en particular el estudio de la seguridad remanente de presas de hormigén
con simple y doble curvatura.

7.3. Desarrollos futuros

El trabajo presentado en esta tesis puede ser considerado como un paso para
obtener una herramienta que permita el andlisis numérico del fallo material en
estructuras reales. Sin embargo, para ampliar el rango de anélisis posibles y asegurar
su exactitud, las futuras lineas de investigacién serian:

= Un estudio tedrico que demuestre la estabilidad incondicional del algoritmo
de integracién IMPL-EX para todo tamano de paso de tiempo.

= Un estudio que obtenga, en funcién del tamano de paso de tiempo utilizado,
una estimacién del error cometido en el analisis.

= La superacion de las limitaciéon que tiene el algoritmo global de captura de
superficies de discontinuidad. Dichas limitaciones, asociadas directamente con
el enriquecimiento asumido del campo de desplazamientos, se pueden resumir
como:

e Es necesario discriminar de forma arbitraria una de las dos direcciones de
localizacién que proporciona el andlisis de la bifurcacion del equilibrio.

e Kl algoritmo es incapaz de capturar la ramificacién de los caminos de
fisura (estos problemas tipicamente se dan en procesos de propagacién
dindmica de fractura).
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e El algoritmo es incapaz de considerar el andlisis de fisuras que se cortan.

» La extensién del método de discontinuidades fuertes de continuo al anilisis

dinamico. La principal dificultad, para extender la formulacién aqui presen-
tada al andlisis dindmico, reside en capturar la ramificaciéon que sufren los
caminos de fisura cuando las velocidades de aplicacién de la solicitaciéon son
lo suficientemente altas. Esta dificultad ha sido mostrada por Huespe et al. en
[34], donde se presenta una extensién al anélisis dindmico de la formulacién de
fisura cohesiva discreta presentada por Sancho et al. [82]. Esta formulacién,
al no necesitar ningun algoritmo de captura de fisura, es capaz de reproducir
de forma natural la ramificacién existente en los caminos de fisura.

La introduccién, dentro del método de discontinuidades fuertes de continuo,
del fenémeno de la fractura hidrdulica. Para poder hacerlo seria necesario
considerar el problema acoplado mecanico-hidraulico. En este caso, la presion
del fluido dentro de la fisura se obtendria de la resolucién del problema de
transporte de un flujo dentro de un medio permeable sometido a un proceso
de fisuracion.

La introduccién, dentro del método de discontinuidades fuertes de continuo,
del fenémeno de la degradacién del material por ataque quimico. En este caso
seria necesario considerar el problema acoplado mecédnico-difusivo que estu-
diaria la propagacién de un contaminante en un sélido sometido a fisuracion.

La aplicacién al estudio del hormigén armado. En esta linea de trabajo ha sido
desarrollada por Linero en [42] para el andlisis bidimensional y actualmente
se estd trabajando en su extension al andlisis tridimensional.



Apéndice A

Analisis de la localizacion en
los modelos inelasticos
inviscidos

A.1. Resumen historico

El problema de la localizacion de deformaciones, entendiéndolo como una ines-
tabilidad del material (en este trabajo no se han considerado las inestabilidades
geométricas), ha sido objeto de estudio desde principios del siglo XIX hasta nues-
tros dias. Este fenémeno puede ocurrir, bajo unas condiciones de carga adecuadas,
en practicamente todos los materiales sélidos: fragiles como los hormigones o las
rocas y ductiles como los metales o las arcillas.

Observacion A.1.1. Definiremos la localizacién de deformaciones como
un proceso por el cual en un sélido sometido a unas fuerzas externas, la
deformacion se concentra en una region estrecha (comparada con el tamaifio
del s¢lido analizado) llegdndose, por agotamiento de la capacidad resistente,
al fallo material.

Fenomenolégicamente, este proceso se asocia con la concentraciéon de defectos
micro-estructurales los cuales evolucionan a bandas de cortante (materiales dicti-
les) o a macrofisuras (materiales frégiles). Matemdticamente, este fenémeno se tra-
duce en un mal condicionamiento de las ecuaciones en derivadas parciales que rigen
el problema de continuo, lo cual es signo de la existencia de una bifurcacién en la
solucion de equilibrio, es decir, aparece una solucién que mantienen los campos
de deformaciones continuos y otra solucién que inicia la discontinuidad en dichos
campos.

La primera definicién rigurosa y el primer andlisis de estabilidad de este proble-
ma se debe a Hadamard (1903), que lo realizé en deformaciones finitas eldsticas.
Hadamard afirmé en [31] que las condiciones que determinan la aparicién de inesta-

179



180 A.1. Resumen histérico

bilidad material son la pérdida de elipticidad fuerte en las ecuaciones de equilibrio®.
Hill (1962) llegé a la misma condicién de estabilidad en [32] aplicando una pequena
perturbacién a una losa infinita bajo un estado de tensiones homogéneo e identi-
ficando la inestabilidad material con las condiciones que hacen esa perturbacion
crecer (la Referencia [10] da una descripcién de este método). Siguiendo el mismo
método, Rudnicki & Rice (1975) en [78] demostraron que las inestabilidades mate-
riales pueden tener lugar incluso en la presencia de endurecimiento para el caso de
plasticidad no asociada (debida a la falta de simetria mayor en el médulo tangente
constitutivo).

Basandose en estos resultados, la condicién que garantiza la estabilidad material
es la llamada condicion Legendre-Hadamard, la cual estable que, para todas las
direcciones de propagacién n y para cualquier vector no nulo h, un punto material
es estable si se cumple (condicién de elipticidad fuerte):

m®h): € :(h®n)>0 Vn,h (A.1)

donde @ es el operador tangente constitutivo y h, en el contexto de propagacién
de ondas, es la polarizacién de la onda (ver [81] y [10]).

Observacion A.1.2. En el analisis estatico de sélidos y bajo la hipétesis
de pequenos desplazamientos y deformaciones infinitesimales, la condicion
Legendre-Hadamard se reduce a:

det (n - c - n) >0 (A.2)

dénde de nuevo n es la direccién de propagacién y €' es el operador tan-
gente constitutivo.

Sabiendo que @Q, tensor caracteristico o tensor de localizacion, se expresa como
Q(n) = n- €' n, se puede interpretar la Ecuacién (A.2) diciendo que una condicién
necesaria para el inicio de la inestabilidad material (localizacién de deformaciones)
es la singularidad del tensor de localizacién o caracteristico.

Asumiendo los anteriores resultados, es decir, que una condicién necesaria para
la no unicidad de la solucién es la singularidad de @, muchos autores han desa-
rrollado criterios para obtener los médulos de endurecimiento/ablandamiento para
los cuales empieza la localizacién y la direccion de dicha localizacion. Siguiendo la
secuencia de desarrollos descrita en [79] por Runesson et al., fue Mandel (1964)
[45] el primero que determiné el médulo de endurecimiento critico para materiales
granulares en deformacién plana empleando el criterio de fallo de Mohr-Coulomb y
una regla de flujo no asociado para describir la dilatancia. Bajo las mismas asuncio-
nes que Mandel, Vermeer (1982) [91] y Vermeer & De Borst (1984) [92] rederivaron
el valor del médulo de endurecimiento y determinaron la orientacién de la banda de
cortante critica asumiendo que la tension principal intermedia se encuentra fuera
del plano del andlisis bidimensional. Rice (1976) [74] y Rudnicki & Rice (1975)
[78] derivaron expresiones explicitas para las direcciones criticas de bifurcacién
y el correspondiente valor del médulo de endurecimiento con el criterio de fallo

1Hadamard probé que en equilibrio estable, la desigualdad que define la elipticidad fuerte debe
mantenerse pero admitiendo que el ‘>’ sea reemplazado por un >’ (ver [47])
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de Drucker-Praguer para un estado tridimensional sin restricciones (considerando
no-asociativa la parte volumétrica de la regla de flujo). Finalmente, Ottosen & Ru-
nesson (1991) [67], con las mismas asunciones que Rudnicki & Rice generalizé los
resultados para un criterio de fallo arbitrario definido por los tres invariantes.

En esta anejo se va a realizar un amplio estudio del problema de la localizacion
de deformaciones. El Apartado §2.2 resume una deduccién directa de la condicién
matematica que marca el inicio del proceso de localizacién: la singularidad del ten-
sor de localizacion Q. Este criterio se aplica en el Apartado §A.3 a una clase general
de modelos materiales ineldsticos, donde no se han supuesto ninguna asuncién sobre
estos modelos. Posteriormente, en el Apartado §A.4 se derivan expresiones analiti-
cas para los valores criticos de los médulos de ablandamiento y las direcciones de
localizacién para dos modelos asociados: el modelo de dano isétropo y el modelo de
plasticidad asociada no viscosa. Finalmente, el Apartado §A.5 resume los anteriores
valores para el caso bidimensional.

A.2. Analisis de bifurcacion discontinua

Como fue anteriormente dicho, los modelos ineldsticos pueden presentar puntos
de bifurcacién en la curva de equilibrio en los cuales una rama estéd asociada a una
solucién que proporciona campos discontinuos. Este modo de fallo puede aparecer
debido a la existencia de operadores constitutivos no simétricos en el caso de flujo
no asociado y/o debido a la utilizacién de modelos materiales equipados con ablan-
damiento [28]. Esta seccién busca mostrar una demostracién directa de la condicién
necesaria para la localizacién de deformaciones asociada a un punto de bifurcacién:
la singularidad del tensor de localizacién Q.

Sea entonces un dominio 2 en el cual todas las variables (o, €, u) son espacial-
mente continuas en el estado actual de equilibrio estatico, y una superficie S que
divide este dominio en una parte positiva QF y una parte negativa Q~ (ver Figura
A.1). Para obtener las condiciones de localizacién de deformaciones se considerara,
para un estado de carga creciente, que la bifurcacién implica la existencia de una
solucién alternativa (diferente de la cuasi-homogénea) caracterizada por una cam-
po tasa de desplazamiento u1 y un campo tasa del gradiente del desplazamiento
V*u discontinuos a través de la superficie de discontinuidad S. Se asumira también
que la diferencia en los valores de u para los campos bifurcados y no bifurcados es

constante a lo largo de S.

Q

Figura A.1: Continuum con una superficie de localizacién
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Definiendo para cada punto material en S un sistema de coordenadas local
{¢1,¢2,n}, donde ¢; y {2 son vectores tangente unitarios a S y n es un vector
unitario normal a S, la asuncién que [1u], entendiendo [u] = u* —a~ como la
diferencia entre los valores de  en S y Q\S, es constante a lo largo de S puede ser
establecida como:

O [0 = [Ou] =[(Vew -G =[(Vew)]-¢=0 i=12 (A.3)
teniendo la solucién general a la Ecuacién (A.3) la siguiente forma:
[(Vow]=(8®n) (A.4)

donde B es un vector arbitrario mientras que n es el vector unidad normal a S.

Considerando la hipétesis de deformaciones infinitesimales, el salto en el campo
tasa de deformaciones tiene, basado en la Ecuacién (A.4), la siguiente expresién
(también llamada condicién de compatibilidad cinemaética de Maxwell):

[l = [V*a] = (B®n)® (A.5)

donde (e)® es la parte simétrica de (e).

Si se impone el equilibrio a ambos lados de la superficie de discontinuidad se
establece que la tasa del vector traccién t a través de la superficie S es unica, con
lo que:

t"—t =6t n—6"-n=[6]-n=0 (A.6)
y, utilizando la ecuacién constitutiva de un sélido elastoplastico inviscido:
o= 0" :¢ (A7)

donde @' es el tensor constitutivo tangente (tensor de cuarto orden), se llega a
dos posibles escenarios: bifurcacion continua y bifurcacion discontinua. Se conside-
rard Unicamente en este trabajo el primer escenario, la bifurcacién continua, porque
la bifurcacién discontinua, como fue indicado por Rice & Rudnick [73] y Ottosen
& Runesson [67] constituye una situacién menos critica en términos de posibilidad
de bifurcacién?.

En el escenario de bifurcacion continua, tanto los campos incrementales bifur-
cados y no-bifurcados corresponden a carga pldstica. En este caso, combinando
las Ecuaciones (A.5), (A.7) y (A.6) y considerando la simetria de &, se obtiene el
siguiente problema de autovectores:

(no(l?i~n)',8:0 (A.8)

expresion que puede ser escrita en términos del tensor de localizacion o caracteristi-

co@:
Qm)-B=0 (A.9)

2Como aclaracién, indicar que la bifurcacién discontinua es el escenario donde los campos
incrementales bifurcados corresponden a carga pldstica mientras que los campos incrementales no
bifurcados corresponden a descarga eléstica.
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La singularidad de @ es la tnica solucién no trivial de la Ecuacién (A.9). Por lo
tanto, un condicién necesaria para que tenga lugar la localizacion de deformaciones
es que, para algun n:

det @ (n)) =0 (A.10)

Como fue mencionado en el Apartado §A.1, este criterio para detectar el inicio de
la bifurcacién en la curva de equilibrio fue establecido por Hill en 1962.

A.3. Analisis de bifurcacion de una clase general
de modelos inelasticos

En este apartado se desarrollara el analisis de bifurcacién de una clase general
de modelos materiales, sin presuponer ninguna asuncién sobre sus criterios de fallo
y sus potenciales plasticos. Las tinicas restricciones que se impondran seran las
siguientes dos: el gradiente de la funcién de dano y el potencial plastico tendran
las mismas direcciones principales y todas las inestabilidades geométricas serdn
ignoradas.

Para poder entender la notacién usada en el resto del anejo, el Cuadro A.3.1 re-
sume las ecuaciones basicas de gobierno del modelo general de plasticidad inviscida
con endurecimiento isétropo.

CAJA A.3.1. Ingredientes del modelo de plasticidad.
» Relaciones tensién-deformacion:
o = C°:(e—¢€") (A.11)
siendo C° el médulo eldstico y €P el tensor de deformaciones pldsticas.
= Dominio eldstico en el espacio de las tensiones:
Es = {(0.X) €SxR™|f(a,x) < 0} (A.12)

siendo x la variable interna tipo tensién y f : S x R™ — R la funcién
de fluencia.

= Regla de flujo y regla de endurecimiento/ablandamiento:
78 (o, x) (A.13)
X = —h(e,x)

siendo v > 0 el multiplicador plastico, g : S x R™ — S la regla de flujo
plasticoy h: S x R™ — R™ la ley de endurecimiento.

= Condiciones de carga-descarga de Khun-Tucker:

v>0, f(o,x) <0, vf(o,x)=0 (A.14)
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Ingredientes del modelo de plasticidad (continuacidn).

» Condicién de consistencia:
vf(o,x)=0 (A.15)

= Médulo tangente elastopléstico:

{ e ify=0
C® = e C:g® C°:0,f . (A.16)
qj_aaf:@e:g+axf'h lf’y>0

siendo O, f el gradiente de la funcién de dano y asumiendo en adelante
que Og f := f. También se asumird en este trabajo que 0y f-h = H
(un escalar).

Siguiendo la notacién establecida en el anterior cuadro, el anélisis de bifurcacién
parte con la condicién necesaria para el inicio de la localizacién expresada en la
Ecuacién (A.10):

det @ (n)) =det(n- €% -n)=0 (A.17)

donde n es la direccién de localizacién y € representa el tensor constitutivo
tangente, el cual se define, en un formato general, como:

R

C? =9, C°—
' Vo (H)

C:gef: C° (A.18)
donde ¥, y 92 (H) dependen del modelo material elegido; f y g son, respectivamente,
los gradientes de la funcion de dano y el potencial plastico; k = 1 en carga plastica
mientras £ = 0 en (des)carga eldstica; H representa el modulo de ablandamiento
del continuo y, finalmente, C° es tensor constitutivo eldstico.

Si se inserta la Ecuacién (A.18) en la Ecuacién (A.17) y se expande la expresién
obtenida se tiene:

det(ﬁln-(ﬂe-n n- C:gxf: (De-n>:0 (A.19)

K

U2(H)
en la cual se asumird que ¥; > 0 (mds adelante, cuando se particularicen los
resultados para los diferentes modelos se verd que esta asuncién es aceptable) y
donde n- €°-n, el tensor caracteristico o actustico eldstico®Q®, es definido positivo.
Basado en la positividad del tensor (¢1n- €°-n), la expresién de la Ecuacién (A.19)
es equivalente a:

K -1
det([1—-——n - C°:g-Q° ®f: C-n) =0 A.20
( 9105(H) g > (820

donde se ha substituido (n- €°-n) porQ°® y donde 1 representa el tensor unitario
de segundo orden.
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En la expresién (A.20) puede aplicarse la siguiente propiedad de los determi-
nantes:

det(l+ca®b)=14+caa-b (A.21)
siendo a y b vectores y a un escalar. Con esta propiedad, la expresién (A.20) es
equivalente a:

K -1
1——(n-(De: Q° )-(f: (De-n):() A.22
510 (H) g-Q (A.22)
Considérese ahora que se estd tratando con un material isétropo cuyo tensor
constitutivo elastico es:
C°=21®1+2ul (A.23)

siendo A y u los coeficientes de Lamé. Después de algunas manipulaciones, la inversa
del tensor elastico caracteristicos tiene la siguiente expresion:
(Qefl — A+ H
(A +2p)

Entonces, insertando la Ecuacién (A.24) en la Ecuacién (A.22), y de nuevo tras
algunas manipulaciones, se obtiene:

n®n+ lI (A.24)
W

1 )\+M €. o.n)(n- c.f.n ll’l' e, n- e
E(—m(n-ﬂj.g Y(n- C°:f )+H( C°:g)(n- C .f))
— 5 (HN25)

donde se ha supuesto que se estd en carga pldstica (k = 1). Se puede ver que la
variacién de n dnicamente influye en la parte izquierda de la Ecuacién (A.25), por
lo que se puede reescribir de la siguiente forma:
1
41
siendo Z(n):

Z (n) = ¥(H) (A.26)

A+

2= T o

1
m-C:g-n)(n- C°:fn)+—(n- C°:g)(n- C°:9)
1
(A.27)
Las soluciones de la Ecuacién (A.26) definen un conjunto de niimeros reales:

G={HeR talque IneR"m | det@(H,n)) =0} (A.28)

siendo H,.;+, médulo de ablandamiento de critico o de bifurcacién, el maximo del
conjunto G y siendo n..;;, direccion de localizacién, la normal que maximiza H
en G. Dicho de otro modo, se busca una normal n..; que cumpla las siguientes

condiciones?:
OH 0’H
In 0 y 52y 5T definido negativo (A.29)

3Nos encontramos en un contexto de maximizacién debido al carcter negativo del médulo de
ablandamiento H.
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A partir de la Ecuacién (A.26) y considerando el cardcter mondtono creciente
de la funcién 92 (H) en H, las condiciones expresadas en (A.29) son equivalentes a:

0Z (n) 0 0%Z (n)

o y T definido negativo (A.30)

En el contexto de la simulacién numérica del fallo material, las Ecuaciones
(A.30) pueden ser resueltas numéricamente por proceso de maximizacién local (ver
[65]). Sin embargo, para problemas grandes esto implica un coste computacional de-
masiado grande y, para evitarlo, se han desarrollado procedimientos analiticos para
unas familias particulares de modelos constitutivos del continuo. En el siguiente
apartado, se mostraran estos resultados analiticos derivados de los modelos mate-
riales usados en este trabajo: el modelo de dano isétropo y el modelo de plasticidad
con flujo asociativo.

A.4. Valores criticos de modelos materiales parti-
culares

En este apartado se particulariza el andlisis previo de bifurcacién para los mo-
delos materiales inelésticos cuya ley de flujo plastico es del tipo asociativo. Se van
a estudiar dos modelos: el modelo de dano continuo isétropo y el modelo de plas-
ticidad general asociativa inviscida. Como resultado preliminar, que servird para
justificar posteriores asunciones que se asumiran sobre la estructura de ng.;, se
reproduce a continuacién la interpretacién geométrica de la condicién (A.26) expli-
cada en [93] y [55].

A.4.1. Interpretacion geométrica: la elipse de localizacién

Sea la Ecuacién (A.25) restringida al caso asociativo (f = g):

cam- C°:f-n)(n- C°:f-n)+ca(n- C:f)(n- C°:f) =v2(H) (A.31)

donde:
1 Afp 11
= = —— A.32
T Tt P i (4.32)
Si se substituye C°: f por o y se tiene en consideracién que:
on,=(n-0-n) y ™?=m-o)(n-o)-o02 (A.33)

se obtiene, después de algunas manipulaciones y en el espacio (o, 7), la expresién
matemdtica de una elipse (llamada elipse de localizacion por [93]):

2 2

g, T
n + =1 A.34
50 T 00 (A.34)
Co — C1 Co

El tamano de esta elipse, cuyo centro se sitia en el (0,0), depende tnicamente de
H y sus semiejes tienen una relacién constante entre ellos. Por lo tanto, se puede
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Sz(H) <82(Hcrlt)

8Z(H)=S‘2("—Icril)

v

Figura A.2: Elipse de localizacién y circulos de Mohr

definir H..;; como el valor méaximo de H para el cual existe la interseccién de la
zona admisible dentro del area de los circulos de Mohr con la elipse de localizacién.
Este concepto se describe en la Figura A.2.

Como se observa en la Figura A.2; la elipse de localizacién intersecta el circulo
maximo de Mohr, por lo que se puede afirmar que la normal n.,;; se sitiia en el plano
1-3 de la base formada por las direcciones principales de . Como se estd traba-
jando con un tensor constitutivo isétropo C°¢, puede afirmarse que n.,.;; también
se encuentra en el plano 1-3 de la base formada por las direcciones principales
de f. Esto significa que, en esa base, el vector n..;; tiene la siguiente estructura
Nepit = (n1,0,n3)" (ver Figura A.3).

Figura A.3: Direcciones de n.,;; en espacio de los autovectores de f



188 A.4. Valores criticos de modelos materiales particulares

A.4.2. Valores criticos del angulo de localizacién

Asumiendo, como se indicé anteriormente, que n..;; tiene la siguiente estructura:
_ 0 T A.35
Nerit = (nly 7”3) ( ’ )

y trabajando en el espacio de las direcciones principales de f, se imponen a conti-
nuacién las condiciones expresadas en la Ecuacién (A.30). De las ecuaciones (A.25)
y (A.26) se obtiene, imponiendo f = g:

cam- C:fn)y(n- C°:f-n)+co(n- C:f)(n- C°:f)=Z(n) (A.36)

siendo:

1 A 11
s = oo (A.37)

D A Y L
YT 0+ 2p) V1 p

Sabiendo que:

C=A1@1+2,1 (A.38)
Cf=Atr(f)1+2uf (A.39)

donde tr (f) es la traza del tensor f, es decir, tr (f) = Zi‘;’ /i, se puede expresar la
Ecuacién (A.36) en los siguientes términos:

Zm) = ¢ (A tr(f)+2un-f-n)’
+eoMtr(®n+2uf-n)" (Atr(f)n+2uf-n) (A.40)

Considerando (A.35), la expresién (A.40) puede ser expandida como:

Z (m) = c; A2 tr? (f) + 4deqp® (flnf + f3n§)2
+ derphtr (F) (Aind + f3n3) + ca (M () ny + 2uf1m)?
+ co (Atr (£) ng + 2uf3ng)? (A.41)

y, basdndose de nuevo en (A.35) y sabiendo que |n..;+| = 1, ng puede ser substituido
por:

n3 =1-n] (A.42)
entonces, la expresién (A.41) puede ser reescrita como:

Zm) = aXu’{) + dep’ (fs+ (f1 — fs) ”%)2 + deyp tr (£) find
+ o (M () + 20f1)% n? + deyp tr (£) f3 — deyp tr (£) fan?
+ ¢y (M (£) + 21f3) — co (Mtr () + 2uf3)° n? (A.43)
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y finalmente, si se agrupan en términos de potencias de n1, se obtiene la siguiente
expresion para Z (n):
Z(n) = [\ 02 () + derp®fE + derphtr (£) fs + oo (e () — 200f3)°)
TERM1
+ [Bewpfafi — 8cip®fs + derpdtr () fi + codp® f7 +
deghptr (F) f1 — deyptr (F) fz — deap® 7 — dephutr (£) f3] -n?
TERM?2
+ [deypPf7 — dep f — Sap’ fifs] nd
TERM3

(A.44)

En este punto, es facil imponer las condiciones expresadas en (A.30) a la Ecuacién
(A.44). Si se trabaja en forma compacta se obtiene:

8Z(n) -0 . 8Z(n1) -0
on 8n1
0 (TERM1+TERM?2 n} + TERM3 n{)
8’/11 n
2 TERM2 n; +4TERM3 n3 =0 (A.45)
y, finalmente, se puede expresar el valor de n; como:
TERM?2
2 e —
" T TS TERMS (A.46)
siendo:
4 4uv 4 N
TERM2 = P fi it 2 fi fom o i fo— o fo f
1—v 1—v 1—v 1—v
2 4 2
TERM3 = ——Cfifit o fi fs= o fy (A.47)
oz 1—v 1—v

donde se han insertados los valores de c¢; y co dados en (A.32), la expresién (A.44)
se ha expandido completamente y unicamente se han usado los médulos eldsticos

py v
Insertando la Ecuacién (A.47) en (A.46) y tomando en consideracién (A.42), se

puede afirmar que:

n2 hh+tviife—-fifs+vfafs
' ffi+fsfs—2f1 fs
o fafstviafs—fifs—viifa
" fifi+fsfs =2 fs (A.48)

lo que implica que, para el caso asociativo, el 4ngulo critico de localizacién es (ver
Figura A.3):

tan2 (foniy) = ny _ fafstvhf-fif-—vhf  fitvh (A.49)

n? fhitvhifa-fifstvfafs  fatufe
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siempre que se satisfagan las condiciones:

(fi+vf) 20 vy (fs+vfz) <0 (A.50)

Se analizara a continuacion si el valor de n.,.;; expresado en (A.48) corresponde
a un maximo de H, esto es, si se cumple la segunda parte de la condicién (A.30).
La condicién a imponer es:

927 (n)

0%n

0?7 (nq)
82’111

definido negativo <= <0 (A.51)

Utilizando la expresién de Z (n) dada en (A.44), la expresién anterior (A.51) lleva
a:

8?Z(n1)  0*(TERM1+TERM?2 n}+TERM3 n})
32711 - 82711
= 2TERM2+ 12 TERM3 n3 <0 (A.52)

donde TERM?2y TERM3 se han definido en (A.47). Insertando la expresién (A.46)
en la Ecuacién (A.52) se llega a:

2
TZMm) 5 rprue + 12 TERM3 n}
32711
TERM?2
= 2TERM?2+12 TERM3 <2TERM?>)
= 2TERM2 -6 TERM?2
—4TERM2<0 (A.53)

Por lo tanto, la condicién a probar es TERM?2 > 0 lo que implica, usando (A.47a),
que:

14_'uyf1 i+ fﬁyyfl f2 — 14_/ULVfl fs— 14ﬁyyf2 f3=20
hih+vhfo=ffa—viafs 20
(fr+vfe)(fr—fs) 20 (A.54)

Como (f1 — f3) es siempre positivo, la condicién para asegurar el méximo de H es
(f1 +vf2) > 0, que es una de las dos condiciones derivadas de las expresiones de
Ocrit (A.49 y A.50). En el Apartado §A.4.4 se lleva a cabo un estudio para el caso
en el las condiciones (A.50) no se verifican, donde se derivan los valores del médulo
de ablandamiento y del angulo criticos.

A.4.3. Valor critico del médulo de ablandamiento

Para obtener el maximo valor de H, es necesario insertar el valor de n.,;; de
la Ecuacién (A.48) en la expresién general de H dada en la Ecuacién (A.26) y
(A.31). En este caso, es necesario hacer un estudio diferenciado para el modelo de
plasticidad asociada y para el modelo de dano, debido a la diferente estructura que
presentan los mddulos tangentes constitutivos de ambos modelos.
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Sea entonces la expresion general de la condicién de localizacion, particularizada
por los valores criticos de Hepit y Nepit:

1 A+ p
| A (i € D) (e C 2 £ong) +
01< Oz e | e X

1
; (nc”‘t . (Ee : f) (Ilc”‘t . (De : f)) = 792(Hcrit) (A55)

donde los valores de 1 y ¥2(H), descritos en el siguiente cuadro, dependen del
modelo material

Cuadro A.1: Constantes ¢; y ¥2(H).

Modelo de dano Modelo de plasticidad
9 =X Y91 =1
L Yy(H)=H+f: C:f

siendo, para el modelo de dafio, x la variable interna tipo tensién y £ la variable
interna tipo deformacién (ver Apartado §2.3)).

Si se desarrolla la expresién (A.55), considerando los valores del Cuadro A.1
y el valor de n..;; dado en la Ecuaciéon (A.48), y tras algunas manipulaciones
algebraicas, se obtienen los siguientes valores de H.,.;; para los modelos de dano y
de plasticidad asociada:

fDam  _ X (171/721/2) x &
ertt ¢ E(ff(1—v)+fi A —v)+2vfofs+2vfi (fa+ f3)+202fF)
HIW' = —Ef3 (A.56)

donde, como en (A.49), se tienen que cumplir las siguientes condiciones:

(fitvf)>0 vy (fs+vf) <0 (A57)

A.4.4. Valores criticos en los casos extremos

Los valores criticos del médulo de ablandamiento, H.,;;, y la normal a la super-
ficie de fractura, n..;;, obtenidos en las dos secciones precedentes, se han calculado
asumiendo que se cumplen las condiciones expresadas en (A.50) o en (A.57), que
son:

(fi+tvfe)>20 vy (fs+vf) <0 (A.58)

A continuacién se analizard qué ocurre cuando estas condiciones no se cumplen.
Para poder obtener el méximo de la funcién H = H(n1), es necesario estudiar los
valores de la derivada de H(n1) en el intervalo 0 < n% < 1. El signo de la derivada
de H(ny) es el mismo que el signo de la derivada de Z(n1) como se explicé en el
Apartado §A.3 (ver la equivalencia entre la ecuaciones (A.29) y (A.30)). En este
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caso el estudio se ha realizado sobre 0Z(n1)/0n? en vez de sobre 9Z(n1)/0n,*.
Esta expresiéon se puede escribir, tras algunas manipulaciones algebraicas como:

0700) _ (5~ ) (fi+ ) - 2 (- o) ond (A.59)

on? 1—v

y reordenando la expresiéon anterior, puede ser escrita como:

>0 >0
OZQO;I) = 4—M(f1—f3) (fr +vf2) = (fr = f3)nd (A.60)
ny 1—-v ~—

terma

donde el signo de termp da el signo de 9Z(ny)/0n3.

Cuando la primera condicién de (A.58) no se satisface, es decir, cuando (f; +
vfa) < 0, se tiene a partir de la Ecuacién (A.60) que 9Z(n1)/0n? < 0 para todo
n?. Esto significa que H es decreciente en n? en el intervalo 0 < n? < 1y por lo
tanto H toma su valor maximo cuando n? = 0, llegando a las soluciones siguientes

(ver la Figura A.3):

Hcrit = 0°
goun _ X (=) (147)(1-2) x¢
crit - 2
& E(fs(Q=v)+(fi+f2)v)
2 2 2 E
HcPrli(ZSt - _ (fl + f21 i I/ZflfQ) (A61)

Por el contrario, cuando la segunda condicién de (A.58) no se satisface, es decir,
cuando (f3 + v fa) > 0, a partir de la Ecuacién (A.60) se tiene que 8Z(ny)/0n? >0
para todo n?. Esto significa que H es creciente en n? en el intervalo 0 < n? < 1,
y por lo tanto H toma su valor méximo cuando n? = 1, llevando a las siguientes

soluciones (ver la Figura A.3):

0crit == 900
Hqu _ 57(1*’/)(1+V)(1*2V)X§
erit £ E(AQ-0)+(fot f3) 1)
2 2
mpge - U2 Ens iZf2f3> = (A.62)

A.4.5. Resumen de los valores criticos

A continuacién se resumen los resultados anteriores teniendo en consideracién
si las condiciones expresadas en la Ecuacién (A.58) se cumplen o no:

4Se puede tomar esta decisién porque Z(n1) tiene la estructura Z(ni) = o + ,Bn% + ’yn‘ll, ver
Ecuacién (A.47).
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m Caso 1. (fi+vfe) >0y (fs+vfz) <O0:

0 _ J1+tvfe
erit = arctany/—-——-=
fa+vfs

pDam  _ X (1—V—21/2) x &
et £ E(ffQ-v)+fFA-v)+2vfofs+2vfi (f2 + f3)+202f3)
HIW' = —Ef3 (A.63)

w Caso 2. (fi+vfo) <0y (fs+vf) <O:

ecrit = 0°
HDqtm _ X_(l_y)(1+y)(1_2V)Xf
o § E(fs(—-v)+(fi+ f2)v)°
us B4+ f2+20fifo) E
HYg = it T 2) (A.64)
m Caso 3. (fi+vfe) >0y (fs+vfz) >0:
ecrit = 90°
Dam  _ K_(l—l/)(l-i—u)(l—Ql/)Xé'
Hcrit - 2
£ E(fiQ—v)+(f2+ f3)v)
us 2+ f2+20faf3) E
HESt = s . 2fs) (A.65)

A.5. Analisis bidimensional

El anélisis de bifurcacién discontinua en un marco bidimensional, i.e. bajo con-
diciones de tension plana y de deformacién plana, ha sido realizado por Runesson
et al. en [79]. Los resultados que se presentan aqui se pueden contrastar en dicha
referencia donde Unicamente no estan incluidos los valores criticos particularizados
para el modelo de dano.

Para las condiciones de deformacién plana, la tensién principal segunda es siem-
pre perpendicular al plano de trabajo. Esto significa que, si se asume que el cuer-
po de estudio estd situado en el plano X-Y, la tensién principal segunda siempre
tendra la direccién del eje OZ y la primera y segunda tension principal estaran
siempre en el plano de estudio X-Y. Como se vio en la Seccién §A.4.1, la direccion
de bifurcacion es siempre perpendicular a la tensién principal segunda, lo que impli-
ca que siempre estara situada en el plano de estudio X-Y y, por lo tanto, los valores
de bifurcacién para las condiciones de deformacién plana son un caso particular del
caso tridimensional®.

5qQ: .z . . . . T
Si para el caso de deformacién plana las direcciones principales de fsp son (figp, f2ogp)" , para
poder usar correctamente las expresiones derivadas del caso general tridimensional es necesario

tomar fi,5, = fipp, fo3p =0y f3;5 = fopp-
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Por el contrario, no se pueden establecer las mismas conclusiones para el caso
de condiciones de tensién plana y, dado que las expresiones analiticas de los valores
de bifurcaciéon son diferentes, se presenta a continuacién un estudio completo de
sus valores criticos.

Se empezara el estudio a partir de la condicién general de localizacion expresada
en la Ecuacién (A.17), pero particularizada para el caso asociativo:

det @ (n)) =det (n- € -n) =0 (A.66)
En esta ecuacién, el operador constitutivo tangente C°? se define como (para el
caso asociativo):
K

O =0 G

Cop:fRf: Cop (A.67)

habiéndose explicado las componentes de la expresion anterior en la Ecuacién
(A.18) pero particularizada a dos dimensiones, i.e., f corresponde a f = [f1, f2]”.
El tensor constitutivo eldstico C%.p, en tensién plana, es:

E
%P:ﬁ(y]'@l—i_(l_y):[) (A68)

donde, en este caso, se han utilizado los médulos eldsticos E y v y se han redefinido
los tensores unidad de segundo y cuarto orden de la siguiente manera:

[as = dap a,f=1,2 (A.69)
1
Mapys = B (0ar085 + 0as0sy)  ,B,7,0 =1,2

Siguiendo el mismo método que en la seccién §A.3, la condicién de localizacién
(A.66) pasa a ser:

k ¢ . . e—1 . . € . =
AV (n Cop - £-Q ) (f. 5 p n) 0 (A.70)
donde, para el caso de tensién plana, el inverso del tensor eldstico actstico Q€ es:
1
O = X (14 n)tet + (1-1)1) (A1)

siendo t = [ng, —n]7, como se muestra en la Figura A.4:
Para el caso de carga (x = 1), y tras haber insertado la Ecuacién (A.71) en la
Ecuacién (A.70), se obtiene la siguiente expresién:

1 (1+V2 e e
19_1<T)(n. Cop i fon)(n Cops fom)+
1—v?

E

Debido a que la variaciéon de n unicamente afecta a la parte izquierda de la
igualdad (A.72), esta expresién puede ser escrita como (usando el mismo criterio
que en §A.3):

1

2 (m) = 0s(H) (A.73)

- Crp:f)(n- Cp: f)) = O3(Herit) (A.72)
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Figura A.4: Continuum con una superficie de localizacién y sistema coordenado
local

siendo en este caso Z(n):

L+0)° e ‘
Z(n) = %(n Cip:fn)(n- CLp:f-n)+
1—v? e e
I n- Crp:f)(n- CLp:f) (A.74)
donde se han considerado las siguientes relaciones:
e o _  Ev
7p:f = 1_y2tr(f)1+1+yf
e Ev E
n- Crp:f-t = 1_Z/Ztr(f)n-t—i—mnf-t:1_|_Vn~f~t
. Ev E

Como se dijo para el caso general tridimensional, las soluciones de la Ecuacion
(A.73) definen un conjunto de nimeros reales (para el caso de tensién plana):

G={HeR talque IneR"m| det@(H,n)) =0} (A.76)

siendo H.,;;, valor del médulo de ablandamiento de bifurcacién, el méaximo del
conjunto G y siendo n.;;, direccién de localizacion, la normal que maximiza H en
G. Como se hizo en la Seccién §A.3, se busca una normal n.,.;; que cumpla:

oOH 0’H
I 0 y %deﬁnido negativo (A.7TT7)
0, como condicién equivalente debido a la naturaleza mondtona creciente en H de
¥2(H), se busca una normal n.,.;; que cumpla:
0z 0%z
W _, (n)
on 0n
A continuacién se imponen las condiciones (A.78) para obtener un valor analitico
de n..;;. A partir de (A.74) y (A.75) se tiene:

Zm)=Em-f-n)" (n-f-n)+
tr(f)n—|—f-n) (1 v

definido negativo (A.78)

E(1_y)(1” tr(f)n+f-n) (A.79)
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Para el siguiente paso, es necesario tener en cuenta que se esta trabajando en un
formato bidimensional y que la normal n tiene la estructura n = (n1,ns,0), donde
la tercera coordenada pertenece al vector fuera del plano del sistema coordenado
local mostrado en la Figura A.4. Por lo tanto, se puede afirmar que:

ns=1-n3 (A.80)

y, entonces, la expresién (A.79) toma la siguiente forma agrupada en potencias de
n.

Z() = s (ot vh) +

+2E (fi — f2) fini — E(fi — f2)° n} (A.81)

Imponiendo a la Ecuacién (A.81) la condicién expresada en (A.78a), y tras
algunas manipulaciones algebraicas, finalmente se obtiene:

L _
Y- fe
n? = f2 (A.82)
Ji—fe
que lleva a la siguiente solucién para el angulo critico:
2 _
tan® (Oerit) = —f— (A.83)
1

siempre que se satisfagan las siguientes condiciones:
Jiz0 and  f2 <0 (A.84)

Para poder garantizar que la solucién (A.83) y (A.84) corresponde a un méximo
de H, es necesario demostrar que:

827 (n)

027 (nq)
o <0 (A.85)

0?ny

definido negativo <=

lo que implica, a partir de (A.81) y (A.82), que:

0?7 (ny)
g, — 8B ) 120 (A.86)
que finalmente lleva a:

Ji=0 (A.87)

que es la condicién (A.84a) anteriormente establecida.
Una vez que se ha definido el valor de n,;;, es directo calcular el valor de H.,;;
para tanto el modelo de plasticidad asociada como el modelo de dano. Insertando
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el valor de n.,;; dado en la expresién (A.82) en la Ecuacién (A.72) y haciendo uso
de los coeficientes dados en la Tabla A.1, los valores resultantes de H.,.;; son:

(1-v) (1+v)°x¢

HDam _ K _
crit - E 9 9 9 9
E(f1 +f5+tv(fi+f2)" +2v flfQ)
gt = 0 (A.88)
imponiéndose de nuevo las siguientes condiciones:
[iz0 'y f2<0 (A.89)

Finalmente, y con los mismos argumentos que para el caso general tridimensio-
nal, las soluciones para las situaciones extremas, es decir, cuando las condiciones
(A.84) o (A.89) no se satisfacen, son como siguen:

= cuando f1 <0y fo <O:

Ocrit = 0°
oy = X U)X
£ E(fa+vfi)
HJS = —Eff (A.90)

= cuando f1 >0y fo > 0:

ecrit = 90°
HDam _ K_(].—l/z)xf
crit -
§  E(fitvfo)’

HPlast - _E f22 (Ag].)

crit
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Apéndice B

Analisis de los modelos de
plasticidad

Los modelos de plasticidad, en contraposicion a los de dano, son modelos cons-
titutivos que reproducen el comportamiento de los materiales que sufren deforma-
ciones irreversibles durante su proceso de agotamiento. Dentro de esta clase de
materiales, cuya proceso de localizacién presenta un comportamiento ductil, cabe
destacar ciertos tipos de suelos, los metales o los plasticos.

En este anejo se resume el modelo material de plasticidad utilizado en el Capitu-
lo §6.2: el modelo de plasticidad asociada particularizado con el criterio de fallo de
Von Mises. En este modelo la componente hidrostatica de las tensiones se mantiene
eldstica cualquiera que sea su valor y la condicién de fluencia tnicamente se debe
a la componente desviadora [64].

La estructura de este apéndice es la siguiente: en la seccién §B.1 se introducen
los ingredientes principales del modelo general de plasticidad asociada. En la sec-
cién §B.2 se describe el modelo de continuo de plasticidad asociada de Von Mises y
su correspondiente proyecciéon en un modelo discreto, siguiendo el proceso de regu-
larizacién descrito en el Apartado §2.7. Finalmente, en la secciéon §B.3 se describe
el algoritmo de integracién IMPL-EX aplicado al modelos de plasticidad, ya que
para estos modelos el esquema de integracion difiere levemente del presentado en
el apartado §3.4 para los modelos de dano isétropo.

B.1. Modelo general de plasticidad asociada
Los ingredientes del modelo general de plasticidad asociada son los siguientes:

1. Energia libre de Helmholtz:

 ese » € =ec—¢€P
vl =v e+ @ won{ Y0 o (B.1)
donde & = {&1,...,&n} son las variables internas tipo deformacién y donde

se ha realizado una descomposicién aditiva de las deformaciones € = €+ €? .
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200 B.1. Modelo general de plasticidad asociada

2. Leyes constitutivas:

oYe .
0= g = C°:e (B.2)
P
xi:faazéi coni=1,...,m (B.3)
donde o es el tensor de tensiones de Cauchy, x = {x1,...,Xm} son las

variables internas tipo tensién y C° = M1 ®1+2ul es el médulo constitutivo
elastico, con A y u los médulos de Lamé y 1 y I los tensores unitarios de
orden dos y cuatro.

3. Dominio eldstico en el espacio de las tensiones:
Eo = {(o,x) € SxR™ [ f(o,x) <0} (B.4)

siendo S el conjunto de los tensores simétricos de segundo orden y f : S x
R™ — R la funcién del criterio de fallo que se expresa como:

flo.x)=f(o) = flowx) (B.5)

donde f~(0') es la tension equivalente y f(au, X) incluye los efectos del ablan-
damiento (siendo o, la tensién ultima).

4. Reglas de flujo asociado y ley de ablandamiento:

o Of g Of
&P — T3 £ = ”ax (B.6)

siendo v > 0 el pardametro de consistencia, J, f : S X R™ — § la regla de flujo
pléstico en plasticidad asociada y h : S x R™ — R"™ la ley de ablandamiento
(en formato general).

5. Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:
720, f(o,x) <0, vf(o,x) =0 (B.8)

6. Condicién de consistencia:

vf(e,x)=0 (B.9)

7. Médulo tangente constitutivo:

QP = e e . - e. . . B.10
¢ &?f : a(]Jefz ?,fqi— axaf .fh ify>0 (B.10)
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B.2. Modelo de plasticidad de Von Mises con ablan-
damiento isétropo

El modelo de plasticidad asociada de Von Mises con ablandamiento isétropo
es una particularizacién del modelo general descrito en el apartado anterior pero
asumiendo [64]:

= una superficie de fluencia para la cual los estados de tensién hidrostaticos
estan siempre dentro del dominio elastico y el fallo es debido a los estados
desviadores.

= la existencia tinicamente de endurecimiento isétropo, con lo que el centro de
la superficie de fluencia en el espacio de las tensiones principales permanece
fijo.

B.2.1. Ingredientes

Los ingredientes del modelo plasticidad asociada con ablandamiento isétropo y
criterio de fallo de Von Mises son los siguientes:

1. Energia libre de Helmholtz:

€ ep

bled) = () + @ con{ LT57 (B.11)

%ee: C°: e

donde € = €° + € y € = {&} es la variable interna tipo deformacién llamada
deformacion pldstica equivalente.

2. Leyes constitutivas:

a':(?;f: =C:e*= C°: (e—¢€P) (B.12)
_ o
—— (B.13)

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy, x es la variable interna tipo
tension y €° = A1 ® 1+ 2ul es el médulo constitutivo eldstico ya definido.

3. Dominio elastico en el espacio de las tensiones:
Es ={(o,x) €SxR™| f(o,x) <0} (B.14)

siendo f: S x R™ — R la funcién del criterio de fallo que se expresa como:

flo,x) =4/ gade” codev — (o — X) (B.15)

dev

donde %" es la componente desviadora del tensor de tensiones.
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4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

p_,ya_o_ = 27W; (B.16)
£ = V% = con £li—o =0 (B.17)
X =—h(o.y) = ~H(x(©)E con { il (B.18)

siendo v > 0 el multiplicador plastico y habiéndose particularizado d,f y
h (o, ).

5. Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:

¥>0, f(o,x) <0, vf(o,x)=0 (B.19)

6. Condicion de consistencia:
vf(e.x)=0 (B.20)

7. Moédulo tangente constitutivo:

{ () siy=0
P = e C°: 0f @ C°: 05f .. (B.21)
C-r o, 5ra >0
3 a.dev
siendo Oy f = \/ = —— B.22
2 flo | (5:22)

B.2.2. Proyeccion del modelo continuo en uno discreto

Como se explicé en el Apartado §2.7, la utilizacién de un modelo del continuo
para reproducir el fenémeno de la localizacién de deformaciones lleva a la proyec-
cién, en la superficie de discontinuidad, de este modelo continuo en otro discreto.
Esta proyeccion tiene lugar tras la regularizacién tanto de la cinematica de discon-
tinuidad fuerte (descrita en §2.6.1) como del médulo de ablandamiento continuo
(descrita en §2.6.2).

En este Apartado se aplicard, para el modelo de plasticidad asociada con el
criterio de fallo de Von Mises, el mismo esquema que el aplicado en el Apartado §2.7
para el modelo de dano. En ambos casos, se han seguido los desarrollos presentados
por Oliver en [53] para los modelos genéricos de dano y plasticidad que se resumen
a continuacion.
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Banda de localizacion
de deformaciones

Figura B.1: Esquema de un sélido con una banda de discontinuidad en su seno.

Regularizacion del modelo de continuo

Sea un sélido 2 en el cual se ha desarrollado una banda de localizacién de defor-
maciones Q" € Q de tamafio h(t) variable. Este tamafio cumple que para el instante
de tiempo tp, en el que se inicia la localizacién de deformaciones, h(tg) = hp y
que para el instante de tiempo ¢t pp, en que se alcanza el régimen de discontinuidad
fuerte, h(tpr) = k — 0 (ver Figura B.1).

Sean entonces las expresiones ya introducidas en el Apartado §2.6 de:

» la version regularizada del campo de la deformacion, compatible con el campo
de los desplazamientos enriquecidos a nivel elemental con un modo [u]:

. 1
é(X, t) - Véﬁ + %Qh VS [[il]] +/,1/Qh h—

0 ([a] ® n) (B.23)

=¢€ acotado

siendo J#,n la funcién salto definida en Q" pgr una funcién de colocacién
en Q" (ugn =1six € Q" y pugr = 0si x ¢ Q"), V*(e) el operador gradiente
simétrico de (o) y el vector n el vector normal a la superficie de discontinuidad
S c Qh.

= la verston regularizada del modulo de ablandamiento del continuo:

H = h(t)H (B.24)

donde H es el médulo de ablandamiento del continuo de la Ecuacién (B.18)
y H es el médulo de ablandamiento del discreto, que en el caso mas general
se puede considerar que H = H(x) [53].

Anailisis del régimen de discontinuidad fuerte

En el régimen de discontinuidad fuerte la cinematica regularizada asume que el
espesor de la banda de localizacién Q" es h(t > tpr) = k — 0. Por lo tanto, dicha
banda de localizacién colapsa en una superficie S = QF € Q que se ha llamado
superficie de discontinuidad (ver Figura B.1). Se considerard, en los puntos per-
tenecientes a dicha superficie de discontinuidad, unos ejes locales {e; = n, ez, e3}
donde n representa la normal a S.
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Sea entonces la expresién de la continuidad de la tasa tracciones en S:
ts=06s n=06gs-n enS (cont. interna de tracciones) (B.25)

tal como fue introducida en la Ecuacién (2.58) del Apartado §2.8, cuando se defi-
nié la forma, fuerte del problema de valor de contorno’.
Utilizando la ecuacién constitutiva definida en (B.12) y la expresién de la ci-

nemadtica enriquecida definida en (B.23), la Ecuacién (B.25) puede escribirse como:

{33 = d'3~n= (De:(és—ég)~n
oy e (est L s_en).
= h(lg)yg()((l? .<€3—|—h(t) ([4] ® n) 63) n) (B.26)

que permite, multiplicando ambos términos por h(t), establecer la siguiente rela-
cion:
. 1 :
lim h(t) ( C°: ( €s 4+ — ([¢ P—€ék) -n—t =0 =
Jie 0 (€ (54 g @l om = 2) nmte

lim (h(t) C°:eés-n+ C:([ul®@n)’ n

h(t)—0
—h(t) C°: €5 -m — h(t)fs) =0 =
e @l o) n i (10 (€ sés 0 i)
Acotado
—h(t)qjezég-n) -0 =
C°: ([l @n)"-n= lm ((t) C°: & -n) (B.27)

h(t)—0

Utilizando la definicién del tensor acustico eldstico Q° = n- €°-n y la definicién
de la regla de flujo pléstico dada en (B.16), la Ecuacién (B.27) puede escribirse
€omo:

©[a] = n-C: lim (h(t)és
Q-[W] = n- € lim (h(1)ef)
3 o.dev
= n- C°: I ht\f 7
n h(tl)rgo< (t) Q'YSO_deU”>
= n- C: lim (h(t) )\/5"@” (B.28)
- “no IS g gt '

La Ecuacién (B.28) admite dos soluciones: una en la que el multiplicador de
flujo pléstico v en S sea acotado, lo que implicaria que [a] = 0 y que el modo
propuesto no es admisible, y otra en la que v en S sea del orden O(1/h), lo que
permitiria definir un nuevo multiplicador pldstico discreto como

11a estructura del problema de valor de contorno es independiente del modelo constitutivo
elegido, por lo tanto las formulaciones variacionales no simétrica (desarrollada en el Apartado
§2.8) y simétrica (desarrollada en el Apartado §3.3) son directamente aplicables para los modelos
de plasticidad.
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Definicién multiplicador plastico discreto:

5 & h(h’)m . (h(t)y) siendo 4 un valor acotado (B.29)
t)—

con el cual la Ecuacién (B.28) admite la solucién [u] # 0.

A partir de la expresién del nuevo multiplicador pldstico discreto, puede definirse
la variable interna tipo deformacion discreta £ cuya ley de variacién es

Definicién variable interna tipo deformacién discreta:

§% 5= Jin ((1))) = lim (n1)é) (B.30)
é_-| =UlDF 0
con { Etet[opo) Vi > tpp

Finalmente, utilizando la expresién anterior para &, la ley de variacién de la
variable interna tipo tensién y definida en (B.18) pasa a ser

Definicién ley de variacion de la variable interna tipo tensién:

X =—Hx(©)é=-Hx(©)h(t)é=—H(x()E (B.31)
=H(x(&))

con X|t=tpr =0
X|t:oo = 0Oy

donde se ha utilizado la regularizacién del médulo de ablandamiento continuo
definido en (B.24).

Sea ahora la expresion de la tasa de tensiones en un punto perteneciente a la
superficie de discontinuidad S:

s =

v ses—e) = tim (€ (et s (o) - &) )

, O N
— h(ltl)ILlO<(D .(63+h(t) ([[u]]@n) —\/;VSUTm”>> (B.32)

Si se multiplica por h(t) en ambos lados de la anterior igualdad y se tiene en

consideracién la definicién del multiplicador plastico discreto de la Ecuacién (B.29),
se obtiene:

. 3 o.dev
lim h(t)o = I h(t) C°: € € ([x sy = € ———
h(tl)rgo (t)os h(gﬂo( (t) € €s) + €« ([a] ® n) ’YS\/g C [ordev|]
—0 -0
. s ~ 3 o.dev ~ -
([ ®n)” = As 2 o] =9s0sf = sm (B.33)

que lleva a poder formular, en la base local {e; = n, ey, es}, en la superficie de



206 B.2. Modelo de plasticidad de Von Mises con ablandamiento isétropo

discontinuidad S y para el régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente igualdad:

[[u]]l %[[u]]Q %Hu]h ao’uf ao’lzf aUle
%[[uHQ 0 0 =79s 6U2lf 8022f 8023f (B34)
5[[’1'1,]}3 0 0 8<731f 6032f 6033f

La Ecuacién (B.34) permite definir los siguientes conceptos:

(a) el vector de flujo pldstico discreto m:

Definiciéon del vector de flujo plastico discreto:

aﬂllf
[[u]] = ’? 28012f = ’_}/m vt > tDF (B35)
28013f

(b) las condiciones de discontinuidad fuerte (ver [53] para una descripcién més

detallada):
Definicién de las condiciones a cumplir en el régimen de discontinuidad
fuerte:
aUQZf
aa'zgf =0 Vit > tDF (B36)
6033f

A partir de la Ecuacién (B.36) se puede afirmar que, para el régimen de dis-
continuidad fuerte y en la base local anteriormente definida, la funciéon de fluencia
f = f(o,x) depende exclusivamente de:

f=flon,012,013,x)  Vt>tipr (B.37)

Por otro lado, y en la misma base local, el vector traccién en S se expresa como:
_ _ T _

ts—O’S‘n—[Jlls,CﬁQS,Ulgs] donden:e1 (B38)

lo que permite expresar la funcién de fluencia discreta f como:

Definicién de la funcién de fluencia discreta:

3
f(tS7 X) = f(0-37X) = —O'gev : Ugev - (Ju - XS)

/ 2

- 3(0—%25 + 0—%35) - (UU - XS)

= \/3(t%$+t§$)7(0’u7)(5) YVt > tpr (B39)

cumpliéndose que:

m=0f Vt>tpr (B.40)
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Finalmente, se definira la energfa libre del modelo discreto proyectado 1 como
la cantidad de energia libre del modelo del continuo v existente en la superficie de
discontinuidad S, asumiendo que la superficie de discontinuidad tiene un espesor
h — 0, es decir:

7 = lim (h() gs) (B.41)

Partiendo de la expresiéon de la energfa libre dada en la Ecuacién (B.11) la
Ecuacién (B.41) pasa a ser:

b= Jim h(0) (0° (€5) + 07 (€5)

— Jin (ges - € es) + fim (1007 (65) (B.42)
—_————
=e=0 =yr

Para obtener la expresién de 9P se considerars el valor de la variable interna
tipo deformacién £ dentro del régimen de discontinuidad fuerte:

t
Es(t>tpr) = /ésdt

0

tp

. tor 1 . t 1 -
= dt—l—/ — dt—l—/ — dt
0 ES te h’(t)g tpr h’ f

~~
h—0 cte
tB tpr 1 . t .
- §5dt+/ —5dt+f/ Edt
0 tp h(t) tpr
~——
EDF A§|§DF
= Cpr+ AL, (B.43)

donde se ha utilizado la definicién de la variable interna discreta tipo deformacion
dada en (B.30).

Llevando la Ecuacién (B.43) a la Ecuacién (B.42) se puede expresar la parte
plastica de la energia libre discreta como:

PP = lim (g7 (€s)) = lm (h? (Epr + AL1,, ) = ¥7(AQ) (B.44)

donde se asume que para el régimen de discontinuidad fuerte (t > tpr) se uti-
lizard AE = A[} . La Ecuacién (B.44) permite definir la energia libre discreta
como:

Definiciéon de la energia libre discreta:

Y =9 (Afu]) + 9" (AE) = 0+ 97(AE) (B.45)

cumpliéndose que, para el caso en que el ablandamiento es lineal, la Ecuacion
(B.44) tiene la siguiente expresién:

YP(AE) = xspAE + %FIAEQ (B.46)
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donde xsp es el valor de la variable interna tipo deformacién del continuo en el
instante en el que se inicia el régimen de discontinuidad fuerte.

La expresion de la energfa libre discreta de la Ecuacién (B.45) define un modelo
constitutivo discreto rigido-pldstico con rigidez inicial infinita (ver Figura B.2).
Este modelo puede ser caracterizado, en un formato méas general, como:

o= OH(Au) (a0
5 (Alu] - A[u]?) - E- (Au] - Aful?) + 3#(A0) (.47

habiéndose considerado que:

E € R"xR™ representa la rigidez eldstica inicial infinita (B.48)
Afu] = A[u]® + Afu]? = AJu]? pues AJu]*=0 (B.49)

Utilizando el método de Coleman y Noll [44] la expresién de la ecuacién constitutiva
discreta se puede expresar como:

ts = az—?[bu}] =E- (Alu] — Au]?) (B.50)

siendo E = oo y Afu] = A[u]”.

t

> Afu]

Figura B.2: Modelo discreto rigido-plastico de rigidez infinita.

Modelo discreto proyectado del modelo de Von Mises

A continuacién se resumen los ingredientes del modelo de discreto equivalente
al modelo de plasticidad asociada de Von Mises proyectado en la superficie de
discontinuidad S.

1. Energfa libre discreta:

Y(Afu],Ag) = ¢(Au]) +¢P(AE) =0+ PP (AL (B.51)
= XSDA§+%HA§2 (B.52)

donde (B.52) es la particularizacién de la Ecuacién (B.51) para el caso de
ablandamiento lineal.
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2. Ley cohesiva discreta:

oY

b = 5AL] ~

E- (Afu] — Afu]?) (B.53)

siendo E = oo y Afu] = Afu]”.
3. Dominio elastico en el espacio de las tensiones:
E; = {(t,x) € R" xR| f (t,x) <0} (B.54)

siendo f : R” x R — R la funcién del criterio de fallo que se expresa como:

flt,x) = 1/3(t3 + 13) — (0w — x) (B.55)

4. Reglas de flujo y ley de ablandamiento:

g def *aif — 5 €:|t:tDF =0

ac= 76X —ooom { §£€0,00) Vt>tpp (B.56)

F 0

of 3

A[[llﬂ ’Ya :’ym:fyit%thg ig Vt > tpp (B.57)

3

o Xlt=tpr =0
Ax=—-HA{ con Xlt=co = Ou (B.58)

X € [0,00) YVt > tpr

donde H es el médulo de ablandamiento discreto y donde tg es el instante
de inicio de la localizacién de deformaciones.

5. Condiciones de carga-descarga del modelo en el espacio de las tracciones:

¥=0; fltx) <0 3f=0 (B.59)
6. Condicién de consistencia en el espacio de las tracciones:
3 f(t,x) =0 (B.60)

7. Disipacién interna del modelo:

0u([ul, A9
I(AE)
= —xA£E>0 (B.62)

AD = —YA{= AE>0 (B.61)

donde la Ecuacién (B.62) es la particularizacién de la Ecuacién (B.61) para
el caso de ablandamiento lineal.
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B.3. Esquema de integracion IMPL-EX para los
modelos de plasticidad

Como se indic6 en el Apartado §3.4, el algoritmo de integracién IMPL-EX
resuelve el problema discreto utilizando dos esquemas:

1. Un esquema implicito estdndar Backward-Euler (ver [85]).

Este esquema de integracién se resume en los Cajas B.3.1 y B.3.2 para el paso
de tiempo n+1.

CAJA B.3.1. Integracién implicita en el paso n+1:

e Variable independiente de entrada — €nt1(Atpt1)

e Ecuaciones de evolucién:

_ : _ dev dev
Ay = e sendo mo =\ S0t /oty
A€n+1 =  Yn+1

ont1 = o+ C: A€,

= o,+ C°: (Aem_l Aen_,’_l)

= op+ C°:Aepyr — C°:yprimy g
Xnt1 = Xn T H(xn)AG+1

= Xn + H(Xn)Vn+1

e Condicién de consistencias:

Tnt1 20, f(Tnt1, Xnt+1) <0, Vg1 f (Fns1, Xng1) =0

Yn+1 fn+1 (U7z+1a Xn+1) =0
U

si el material entra en régimen elastoplastico en carga
aparece una ecuacion no lineal en y,11 > 0 que se re-
suelve con un Newton-Raphson local

\
\/2 n+1 ’ynJrl ‘o '(riH})l (’YH+1) - (Uu — Xn+1 (’VnJrl)) =0

e Variables de salida:

"Yn+1
o'nJrl (€n+1 9 ’7n+1)
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CAJA B.3.2. Operador tangente algoritmico implicito en el paso
n+1:

al
[ ] Ao'n-&-l = ®n£1A€n+1

(fofl = C° régimen eldstico/descarga
— T Oy Osf : T
(Dilfl = C- I =2 ! régimen en carga
l H+4+0sf: C:0,f
atg —
(EnJrl . . 1
C= ( ¢+ ’Yn+1An+1)
siendo

O?f (O ni1: Xnt1)

A=
+1 ao'n-ﬁ—l & aan+1

2. Un esquema de integracion explicito

En este esquema de integracion se utiliza una extrapolacién del multiplicador
plastico 7,41 a partir de los valores convergidos implicitamente en los pasos
de tiempo anteriores {v,, Vn—1,-.-}. A partir de este valor del multiplicador
pléstico ¥, 11, se obtiene el tensor de tensiones o, 1.

La tension obtenida 7,41 (7n+1) se utiliza en el problema discreto de minimi-
zar las fuerzas residuales globales (ver la Ecuacién (2.78) para la formulacién
no simétrica y la Ecuacién (3.29) para la formulacién simétrica) conduciendo
a un operador algoritmico estructural constante en cada paso de tiempo. Las
Cajas B.3.3 y B.3.4 resumen el esquema de integracién IMPL-EX para el
modelo de plasticidad asociada de Von Mises.

CAJA B.3.3. Integracion explicita en el paso n+1:

e Variable independiente de entrada — €nt1(Atpniq)

e Extrapolacién del multiplicador pléastico

~ def Aty

'7n+1 — Atn "Yn
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Integracién explicita en el paso n+1: (continuacion)

e Ecuaciones de evolucién:

A§n+1 = 77771+1
2n+1 = Xnt H(XH)A&?-H
= Xnt H(Xn)in-‘rl
~ 3 ~dev v
~ ~ . m,4; = 50 (Uu — Xn+1)
A& = do § bt = 2 ntL
Ont1 = on+ C°: A€,

= on+ C°: (Aep1 — A )

= Oop+ (g AEn—i-l - C°: §n+1ﬁln+l(a/‘n+l)

~ _ ~esf ~dev __ ~esf ~dev
Ont1 = 0,0 T0,0 =0, 11+0,0,
el = oosl siendo o0l =0t + Htr (A€pia)
1
~dev _ dev . dev __ _dev
0.5 T T Eg T siendo o, = 0, + 2uAe€n 11
1 + (quf(rﬂrl)

e Variables de salida:

Oni1 (€ny1; VYnr1)

donde I% es el tensor desviador de cuarto orden y % es el médulo de
deformacién volumétrica.

CAJA B.3.4. Operador tangente algoritmico IMPL-EX en el paso
n+1:

¢ AG, 1 = € Aenia

S~ —1
Giiflz(@e +%+1An+1)

e 2 Nn ~n 3 1
Ay = 0°f (Tnt1s Xnt1) _ \/;( pdev

0011 ® 00,41

siendo




Apéndice C

Algoritmo de captura y
gestion de discontinuidades

Sea un sélido €2 en cuyo seno se desarrolla una superficie de discontinuidad
S que divide el sélido en dos partes QT y Q. Consideremos, tal como indica
la Figura C.1, un caso méas general en el que la superficie de discontinuidad S
no esta completamente formada, pudiéndose distinguir dentro de ella una zona
donde se ha iniciado la localizacién de deformaciones (se cumple la condicién de
localizacién, ver la Ecuacién 2.1) y otra zona en la que no.

< ™~
o/l N\ Q | o
Y S » Grados de libertad enriquecidos
"Ie ' \ Elementos con fisura activada
A | Elementos con fisura no activada

Figura C.1: Discretizacién del problema de un sélido en el que se forma una super-
ficie de discontinuidad.

En los Apartados §2.8 y §3.3 se ha obtenido, respectivamente, la formulacién
variacional discretizada del problema no simétrico y simétrico de un sélido en cuyo
seno se forma una superficie de discontinuidad. Para obtener esta formulacion se
expresoé la cinematica de un elemento finito, en cuyo seno se desarrolla una superficie
de discontinuidad S que lo divide en dos partes Q)+ y Q)= como:

a®(x, 1) = & (x,8) + 4 [0]© (x, 1) (C.1)

donde ﬁ(e) (x,t) representa la aproximacién del campo continuo de desplazamientos
y [a])(x,t) el modo elemental mejorado que representa el salto que tiene lugar
en S.

213



214

La funcién salto unitario .# ée) se definié de la siguiente forma:

MO (x) = A (x) - o (x) (C.2)
0 sixe O™
A (x) = :
siendo s (%) { +1 six e Qf (C.3)
P (x) = Y0 N (x)

donde 7#(¢)(x) es la funcién de Heaviside centrada en S y la funcién ¢(©)(x), que
tiene como soporte el dominio elemental y cumple que para Q7 vale 1 y para
Q™ wvale 0, se construye como la suma de las funciones de aproximacién estandar
elementales definidas para aquellos nodos que limitan con Q% (ver Figura C.2).

Figura C.2: Descripcién de la funcién .Z. ée).

Las Ecuaciones (C.1) y (C.3b) muestran la necesidad de utilizar un algoritmo
que permita, dado un conjunto de superficies de discontinuidad {S;1,Sa,...,Sns}
dentro del dominio global Q:

1. Conocer, para cada superficie de discontinuidad S;, los elementos finitos que
atraviesa y en cudles se ha cumplido la condicién de localizacién (se activa el
modo mejorado salto [a]) y en cuéles no.

2. Conocer, dentro de cada elemento finito atravesado por una discontinuidad,
la ubicacién exacta de dicha superficie de discontinuidad para poder construir
la funcién (®)(x) y asf integrar la cinemética descrita en la Ecuacién (C.1).

3. Garantizar que la discriminacién entre las zonas Q(9)* y Q€)= en cada uno de
los elementos finitos atravesados por la misma superficie de discontinuidad, no
incurre en incompatibilidad cinematica, es decir, no identifica un nodo como
perteneciente a Q(®)* en un elemento finito y como perteneciente a Q€)= en
el adyacente.

A continuacién se describe un algoritmo capaz de cumplir las anteriores tres
premisas. Este algoritmo, que entra dentro de la categoria de algoritmos globales
de captura de discontinuidades, fue presentado en [80] y [58].
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C.1. Algoritmo global tipo térmico
C.1.1. Fundamentos

A partir del analisis del inicio de la localizacién de deformaciones hecho en el
Apartado §2.2 y en el Apéndice §A es posible obtener, en cada uno de los puntos
pertenecientes al dominio de estudio €2, la siguiente informacion:

1. Un criterio de fallo que indica cudndo un punto material forma parte de
una superficie de discontinuidad. En este trabajo se utiliza la singularidad

del tensor actstico como criterio para detectar la bifurcacién en la curva de
equilibrio.

Una direccién de propagacién, proporcionada por el propio analisis de la
bifurcacién, que define en cada punto una normal n(x,t) a la superficie de
discontinuidad.

A partir de la direccién de propagacion n(x,t) = (n1,n2,n3)7 se puede definir,
en cada punto del dominio x € €2, dos vectores t(x,t) y s(x,t) normales a n(x,t)
y normales entre si como (ver Figura C.3):

S(X7 t) = (Oa ns, _n2)T

(C.4)
t(x,t) = (n3,0, —ny) 7

(C.5)

Por construccién, el conjunto de las infinitas superficies de discontinuidad {S;}
que pueden formarse en el dominio de estudio 2 son tangentes en cada punto a los
vectores s(x,t) v t(x,t) definidos anteriormente (ver Figura C.3).

@) (b)

(
\

[

!
N
AN 1
<
N
\ N 1
N N,
/
/

/

)
Q
S

Q(e)+

Figura C.3: Discretizacién del problema: (a) elementos enriquecidos.

Por otro lado, las superficies de discontinuidad se pueden identificar como las
superficies de iso-valores de un campo escalar 6(x,t) de forma que:

Si={xeQ|0(x,t)=6;} siendob; € R (C.6)
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Este campo escalar es interpretable como la solucién de un problema de valor
de contorno tipo térmico, cuya solucién 0(x,t) deberd cumplir en todo punto del
dominio €2 la siguiente doble condicién:

0
55 =5 VO=V0:-5=0 (C.7)
a0

S =t VI=V0t=0 (C.8)

En el siguiente apartado se describe, tomado de las referencias [80] y [58], el
algoritmo numérico basado en la obtenciéon de un campo escalar que cumpla las
condiciones definidas en las Ecuaciones (C.7-C.8)

C.1.2. Implementacion

A partir de la definicion de los vectores s y t se puede construir un tensor K de
orden dos como:

Kix,t)=s®@s+t®t (C.9)

de forma que las condiciones (C.7-C.8) pueden ser reescritas de la siguiente manera:

00 00
00 a0
-0 = t5=K-Vi=0 (C.11)

Definiendo un vector de flujo q(x,t) como:
a(x,t) = - K(x,t)Vo (C.12)

se obtiene el problema de valor de contorno tipo térmico descrito en la Caja C.1.1
y en la Figura C.4.

CAJA C.1.1. Problema de valor de contorno tipo térmico.
DADOS q*=0:9,0x[0,7] = R? 60" :9,Qx[0,T] = R

ENCONTRAR  0:Qx[0,T] = R

que satisfaga:

V.q=0 enQ (Ecuacién del calor) (C.13)
q=-K:-V0 enQ (Ley de Fourier) (C.14)
q-v=0 end,? (Condicién de contorno) (C.15)
0=0* en 0pQ (Condicién de contorno) (C.16)
donde v es la normal al contorno del dominio 9 y los contornos 9p2 y 9,2

cumplen 92 U 9,02 = 0.
La forma fuerte del problema de valor de contorno de la Caja C.1.1 admite una
formulacién variacional que se resumen en la Caja C.1.2.
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Figura C.4: Problema de valor de contorno tipo térmico (tomado de [80]).

CAJA C.1.2. Forma variacional del problema de valor de contorno
tipo térmico.

DADOS q*=0:9,2x%[0,T] —R> 6*:9Qx[0,T] - R

ENCONTRAR 6:Qx[0,T] = R

que satisfaga:

/ V60 - K - VOdQ = 0 (C.17)
Q

donde:

0eVp={0 | bga=0"} espacio de las funciones solucién

00 € V59 ={00 | 00p,0 =0} espacio de las funciones peso

La discretizacién de la formulacién variacional de la Caja C.1.2 lleva, finalmente,
a una solucién #" que permite implementar el algoritmo global de captura de las
discontinuidades de la siguiente forma:

CAJA C.1.3. Algoritmo global tipo térmico de captura de las su-
perficies de discontinuidad.

Sean {x € Q} los puntos utilizados para la discretizacién del dominio 2 y "
la solucién discretizada en dichos puntos del problema variacional (C.17).
El algoritmo consiste en:

s [Identificar los elementos raiz de cada una de las superficies de discon-
tinutdad.

Un elemento raiz es aquel en que, sin pertenecer a una superficie de
discontinuidad ya identificada en pasos de tiempo anteriores, se veri-
fica la condicién de localizacién de deformaciones.
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Algoritmo global tipo térmico de captura de las superficies de
discontinuidad. (Continuacion)

= QObtener, para cada elemento raiz, la temperatura de referencia 6; que
identificard la superficie de discontinuidad S; a la que pertenece.

La temperatura de referencia se obtiene como:

P (C.18)

donde n es el nimero de nodos del elemento finito raiz y %) son los
valores del campo 6" en dichos nodos.

s Determinar la posible posicion de la superficie de discontinuidad S;
dentro de un elemento dado.

Dado un elemento finito en el cual se ha verificado la condicién de
localizacion de deformaciones obtener, para cada una de las superficies
de discontinuidad existentes {S;}, los valores

{0 -0} k=1,....n (C.19)

donde n es el nimero de nodos del elemento finito, %) son los valores
del campo 6" en dichos nodos y 6; es la temperatura de referencia
asociada a la superficie de discontinuidad S;.

Atendiendo al signo del conjunto de los escalares definidos en (C.19)
pueden ocurrir dos situaciones:

(a) Que tengan el mismo signo (positivo o negativo) para todos los
valores de ;. En ese caso el elemento en consideracion sera un
elemento raiz y habra que obtener la temperatura de referencia
(descrita en (C.18)) de una nueva superficie de discontinuidad.

(b) Que para un valor de #; se cumpla que un grupo de valores sea
positivo y otro negativo. Teniendo en cuenta que la posicién de la
superficie de localizacion viene dado por el valor de 0; es directo
obtener la posicién geométrica de S; mediante una interpolacion
directa (ver Figura C.5).
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T \Q (67-0)<015; 3)/1(6"-6)>0
(T T (07-0)<0rcs @TY(616)>0
(UEETEENRNER Wi — 4

\ : ) ) (6746)<0 ( 6)\ (67-6,>0

N T (67-6)<0

\/} (®) (6°-6,)>0

Figura C.5: Mecanismo de captura global de discontinuidades (tomado de [80]).
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