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Notaciones

➟ R conjunto de los números reales.

➟ |x| valor absoluto o módulo de x.

➟ Rn := {x = (x1, x2, . . . , xn)} espacio eucĺıdeo n−dimensional (n ≥ 1).

➟ x · y =
n∑

i=1

xiyi producto escalar en Rn.

➟ ||x|| = √
x · x =

√√√√
n∑

i=1

x2
i norma eucĺıdea o módulo de x. Si ||x|| = 1,

entonces x es un vector unitario o versor .

➟ x ∧ y producto vectorial entre x e y;

x ∧ y := (x2y3 − y2x3, y1x3 − x1y3, x1y2 − y1x2).

➟ ∅ conjunto vaćıo.

➟ D abierto1 de R2.

➟
0
D interior de D.

➟ ∂D ≡ Γ frontera de D.

➟ ∪ y ∩ operación de unión y de intersección .

➟ D =
0
D ∪ ∂D clausura de D.

➟ n normal exterior a D.

➟ Mm,n(R) conjunto de las matrices con m filas y n columnas.

➟ det(A) determinante de A.

➟ rang(A) rango de A.

➟ f,x ≡ f,1 ≡ ∂f

∂x
y f,y ≡ f,2 ≡ ∂f

∂y
derivadas parciales de f .

➟ ∇f := (f,x, f,y) ≡ (f,1, f,2) gradiente de f.

➟ f,v ≡ ∂f

∂v
:= ∇f · v =

2∑

i=1

f,xivi = f,1v1 + f,2v2 derivada parcial de f

con respecto al versor v.

1Consideraremos abiertos regulares, convexos y acotados de R2.
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➟ |α| = α1 + α2 mult́ındice (α = (α1, α2) con αi entero positivo).

➟ f (α) =
∂|α|f

∂xα1∂yα2
= f,xα1yα2 derivada α−ésima de f.

➟ f1,x + f2,y ≡ f1,1 + f2,2 ≡
∂f1

∂x
+

∂f2

∂y
≡ divf divergencia de f .

➟ ḟ := (ḟ1(x), ḟ2(x), ḟ3(x)) = (f ′1(x), f ′2(x), f ′3(x)) vector derivada primera
de f . Equivalentemente por las derivadas sucesivas.

➟ sup
D

f (́ınf
D

f) extremo superior en D de f (extremo inferior en D

de f).

➟ máx
D

f (mı́n
D

f) máximo en D de f (mı́nimo en D de f).

➟ λ = λ(x, y) =
(

λxx λxy

λxy λyy

)
≡

(
λ11 λ12

λ12 λ22

)
tensor simétrico de orden

dos.

➟

{
λ11 > 0, o bien λ22 > 0
det λ > 0 (det λ = 0)

tensor definido positivo (semidefinido).

➟

{
λ11 > 0, o bien λ22 < 0
det λ > 0 (det λ = 0)

tensor definido negativo (semidefinido).

➟ detλ < 0 tensor indefinido.

➟ ∇·λ = (λxx,x+λxy,y, λxy,x+λyy,y) ≡ (λ11,1+λ12,2, λ12,1+λ22,2) divergencia
de λ.

➟ C0(D) conjunto de las funciones continuas en D.

➟ Cm(D) conjunto de las funciones m veces derivables con continuidad
en D.

➟ C∞(D) conjunto de las funciones infinitamente derivables en D.

➟ M(D) conjunto de las funciones medibles según Lebesgue2.

➟ Lp(D) :=
{

f ∈ M(D) :
∫

D
|f |pd D < ∞

}
; p ∈ R tal que p ≥ 1.

➟ L∞(D) :=
{

f ∈ M(D) : sup
x∈D

|f(x)| < ∞
}

. Si f ∈ C0(D) el sup coincide

con el máx.
2Consúltese la referencia [7].
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➟ ||f ||∞ ≡ ||f ||L∞ := sup
x∈D

|f(x)| norma infinito de f .

➟ Hp(D) := {f ∈ L2(D) : f (α) ∈ L2(D), ∀ mult́ındice α : |α| ≤ p}; p ∈ R
tal que p ≥ 1.

➟ Hp
0 (D) := {f ∈ Hp(D) : f = 0 en ∂D}3.

3Véase la referencia [7].
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Índice general

1. Introducción 13
1.1. Aspectos generales de las membranas . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2. Las membranas en aplicaciones portantes de ingenieŕıa civil . . . . 17
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las membranas son estructuras que conforman una superficie en el espacio,
con espesor mı́nimo. Dicho del modo más sencillo, las membranas son superficies
materiales, los objetos que más se aproximan materialmente a una superficie ge-
ométrica.

Las membranas trabajan sólo mediante esfuerzos en las direcciones tangentes a
su superficie media. Estos esfuerzos, de compresión o tracción, son los esfuerzos
de membrana .

En sentido estricto, las membranas son las que trabajan a tracción, puesto que,
dado su mı́nimo espesor, carecen de rigidez a flexión. La compresión es un esfuerzo
que va asociado a dicha rigidez y aśı las estructuras que, en paralelo, admiten tal
esfuerzo son las láminas. Las láminas son superficies materiales de espesor pe-
queño pero no mı́nimo, con cierta rigidez, donde normalmente aparecen flexiones
junto con los esfuerzos de membrana.

El presente trabajo trata sobre membranas en sentido estricto, esto es, sobre mem-
branas a tracción.

Estas estructuras se caracterizan por su gran ligereza y versatilidad de despliegue,
con todo lo que ello lleva consigo. Hasta hoy se han empleado en aplicaciones de
arquitectura (cubiertas, sobre todo) y, mucho menos, de ingenieŕıa civil (presas
inflables de poca altura, por ejemplo). Normalmente se pretensan antes de entrar
en servicio, para que adquieran cierta rigidez (como mı́nimo, se da un pretensado
de montaje, tensándolas algo para desplegarlas sin arrugas).

Las membranas abiertas (con bordes) requieren elementos externos que equilibren
sus esfuerzos, cerrando el conjunto, o que los transmitan al terreno. Las mem-
branas cerradas aprovechan el efecto neumático, equilibrando los esfuerzos por la
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continuidad de la estructura y la presión interna de un fluido (por la cual se pro-
duce el pretensado).

En cierto modo, puede decirse que una membrana es pura geometŕıa. En efec-
to, las implicaciones de la geometŕıa alcanzan aqúı su máximo grado, influyendo
de modo especial en la respuesta de la estructura, pero también en ciertas ac-
ciones sobre la misma (cargas de viento); además de afectar a otros factores no
estrictamente estructurales, pero no menos importantes, como su funcionalidad
o su impacto visual. Aśı pues, en las membranas se da la interacción de muchos
factores a través de la geometŕıa.

La investigación objeto del presente informe se centra en el análisis matemático
de las membranas portantes, esto es, las sometidas a cargas más allá de las aso-
ciadas a su propio despliegue (peso propio, pretensado, viento y, eventualmente,
nieve), con miras a extender sus aplicaciones en el campo de la ingenieŕıa civil,
concretamente a las pasarelas de peatones.

El paso a estructuras portantes como las indicadas implica, con respecto a las
no portantes, esfuerzos mayores. Ello no sólo ocurre por los efectos de las cargas
de uso de tales estructuras, sino porque requieren mayor pretensado para mantener
la rigidez. Pero, aparte del salto cuantitativo en esfuerzos, ese paso significa dar al
mismo tiempo un salto cualitativo1.

Precisamente, tal como se irá viendo, dicho salto cualitativo justifica y motiva en
último término la presente investigación, la cual pretende contribuir al desarrollo
del análisis de este tipo de membranas, permitiendo conocer de modo ajustado su
comportamiento estructural para el adecuado proyecto de las mismas.

1.1. Aspectos generales de las membranas

Es bien sabido que, para una cierta distribución de cargas, no toda superficie
en el espacio corresponde a una membrana. Sólo son membranas aquéllas cuya
forma permite equilibrar tales cargas con esfuerzos de membrana. Esto implica
que el cálculo de membranas siempre lleva asociado de algún modo un problema
de búsqueda de forma .

Por otra parte, las membranas funcionan, frente a cargas normales a su superficie,
gracias a su curvatura , la cual permite equilibrar dichas cargas con esfuerzos de
membrana. Esto ya da idea de la importancia que tiene la existencia de curvatura,
pero aún se aprecia mejor considerando el caso ĺımite de una membrana plana.

1Para explicaciones más detalladas véase la referencia [27].
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Una membrana plana, sometida a cargas normales, sólo puede trabajar merced
a su propia deformación, que genera curvatura; de modo que la deformación se
convierte en efecto primario, necesario para el equilibrio, que alcanza valores muy
altos por la magnitud de los esfuerzos que aparecen. Por el contrario, en una mem-
brana curva, que permita el equilibrio de las cargas normales, la deformación pasa
a ser efecto secundario, con valores más bajos, resultado de los menores esfuerzos
existentes.

En este punto conviene indicar que, dentro del análisis de membranas pueden
distinguirse, en términos generales, las siguientes fases:

- Fase de confección , en la que, como resultado del proceso de confección,
se tiene una forma que corresponde a esfuerzos nulos (forma potencial o
virtual, porque si se desplegara la membrana con esa forma apareceŕıa ya el
peso propio).

- Fase de pretensado, en la que, como resultado de desplegar y aplicar
el pretensado a la membrana confeccionada, se llega ya a una forma real,
asociada a las acciones de pretensado y peso propio, y la membrana queda
apta para entrar en servicio.

- Fase de servicio, en la que, como resultado de la aparición de otras ac-
ciones (viento, cargas de uso, etc.) durante la etapa de servicio de la mem-
brana, se llega a otras tantas formas.

Volviendo al asunto de la curvatura, hay que subrayar que, además de curva, la
superficie de las membranas es de curvatura de Gauss negativa (curvaturas de
sentido contrario en direcciones ortogonales del plano tangente). Esto obedece a
un motivo estructural muy claro. Si no fuera aśı, los esfuerzos de pretensado, siem-
pre de tracción, no podŕıan estar en equilibrio (sin considerar el peso propio de la
membrana, muy pequeño).

A la vista de lo anterior, y precisando ya más, en este trabajo se estudiará el
comportamiento de estas estructuras en la fase de pretensado, con el objetivo de
definir rigurosamente el problema completo del equilibrio (forma de la membrana,
bordes de la misma, esfuerzos de pretensado), planteándolo a través de un análisis
matemático adecuado.
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Figura 1.1: Maqueta de una pasarela peatonal: vistas generales.
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Figura 1.2: Maqueta de una pasarela peatonal: vista frontal.

1.2. Las membranas en aplicaciones portantes

de ingenieŕıa civil

Por lo que respecta a las aplicaciones de ingenieŕıa civil indicadas, las pasare-
las, la función de la estructura, que consiste en el paso de peatones, hace que la
membrana sea portante, esto es, capaz de soportar sus cargas de uso y además
hacerlo con deformabilidad limitada. Al mismo tiempo, también por motivos fun-
cionales, hay que emplear membranas rebajadas, con pendientes pequeñas. Todo
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ello implica que los esfuerzos sean aún mayores (cargas de uso más importantes y
curvaturas menores para equilibrarlas).

En consecuencia, no sólo es importante que las membranas de estas pasarelas
conformen superficies de doble curvatura (aunque las curvaturas sean pequeñas)
sino que las mismas han de tener curvatura de Gauss negativa, como ya se ha
comentado.

Aśı, en cuanto a la forma de la membrana, una posibilidad para la pasarela es
que, según la dirección de paso, el perfil inferior se curve hacia abajo, como un
arco, mientras que en la dirección perpendicular se curve hacia arriba (Figura1.1).
Por otro lado, como se ha dicho, la membrana ha de ser rebajada, teniendo pen-
dientes limitadas (al menos en la zona de paso).

Las Figuras 1.1 y 1.2, fotograf́ıas de un caso particular de pasarela, en maqueta
(de muestra, más rudimentaria que una de proyecto), proporcionan una referencia
concreta. La dimensión mayor de la membrana es aproximadamente un metro.

A la vista de esta pasarela, parece inmediato constatar que, si se compara con
una similar atirantada, la membrana asume aqúı, sin solución de continuidad, dos
funciones, siendo a la vez tablero y zona de transmisión de sus cargas (en lugar de
los tirantes) a otros dispositivos estructurales descritos más adelante.

Para lograr el adecuado comportamiento funcional y estructural de la pasarela,
la membrana se somete a un pretensado conveniente (tracciones en todas direc-
ciones, previas a la entrada en servicio).

El pretensado tiene básicamente dos misiones:

- contrarrestar las compresiones debidas a las cargas en fase de servicio, en
especial las de uso (las compresiones que apareceŕıan si no hubiera preten-
sado), de modo que la membrana se mantenga traccionada;

- proporcionar suficiente rigidez a la membrana, que debe soportar sus cargas
de uso con deformabilidad limitada.

Ambas razones conducen a la necesidad de un pretensado significativo. Por tanto,
la fase de pretensado toma aqúı un papel destacado.
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Figura 1.3: Membrana con bordes laterales flexibles (cables a tracción).
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Figura 1.4: Membrana con bordes laterales ŕıgidos (arcos a compresión-flexión).

Se aprecia aśı que existen factores estructurales contrapuestos con los que se
puede jugar, en particular la forma y el pretensado de la membrana. En este senti-
do, ha de buscarse cierto equilibrio entre ambos, que suponga aplicar un pretensado
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razonable, no demasiado fuerte (y costoso, no sólo por śı mismo sino por sus im-
plicaciones en la estructura de sustentación).

El problema de introducir y mantener el pretensado está relacionado con los bor-
des de la membrana. Estos bordes son elementos unidimensionales, definidos por
curvas en el espacio. Los mismos pueden tener curvatura o no tenerla (elementos
rectos). Si los elementos de borde son rectos, para equilibrar el pretensado de la
membrana deben tener rigidez a flexión.

Entre los elementos de borde curvos, revisten notable importancia los cables,
que trabajan a tracción, elementos sin rigidez a flexión cuya disposición (sentido
de la curvatura necesariamente hacia el exterior) se corresponde con esfuerzos de
tracción en la membrana. Un ejemplo gráfico es el ofrecido por la Figura 1.3, en la
cual se identifican en planta la pasarela, la dirección de paso y los cables de borde
laterales.

Al contrario de lo que ocurre en los cables, la curvatura de los bordes ŕıgidos,
que han de soportar por flexión (y otros esfuerzos) las cargas transmitidas por
los esfuerzos de la membrana, puede ser cualquiera. La Figura 1.4 representa un
ejemplo de pasarela con borde ŕıgido, en forma de arco, que trabaja a flexión y
compresión.



Caṕıtulo 2

Asunto, motivación, objetivos y
estado del arte

2.1. Asunto y motivación

Como se ha dicho, en las estructuras de membrana existe una ı́ntima relación
entre la forma y los esfuerzos, para que éstos puedan estar en equilibrio.

También queda dicho que la forma no está dada. Hay que encontrarla y también
los esfuerzos que con ella se equilibran. Lo normal es hacer eso para la situación
definida más arriba como fase de pretensado (membrana colocada y pretensada;
pero, salvo el peso propio, aún sin cargas).

Entonces, dados una determinada forma y los esfuerzos (de pretensado) asocia-
dos a ella, si se parte de la primera y se descuenta la deformación debida a los
segundos se llega a la forma de confección de la membrana (esfuerzos nulos).

En principio, resulta importante que, para cada forma prevista, los esfuerzos
puedan ser reproducidos realmente, esto es, controlados. Si no ocurre aśı, la mem-
brana siempre alcanzará una forma de equilibrio, pero distinta y con unos esfuerzos
ya no bien conocidos.

En membranas con un pretensado bajo importa menos que los esfuerzos de pre-
tensado no se controlen: el error resultante también será pequeño.

Pero esta investigación se orienta hacia aplicaciones tales como las pasarelas. En
ellas, como se sabe, la membrana es el tablero y por ello requiere por razones
funcionales una adecuada rigidez, que sólo se alcanza mediante un pretensado
significativo. Entonces, en proyecto, para adecuar la rigidez de la membrana en
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servicio, es muy útil conocer de antemano el rango y la distribución de sus es-
fuerzos de pretensado; y, en construcción, claro, importa mucho que esos esfuerzos
sean bien reproducidos.

Por tanto, como ya se apuntó anteriormente, todo lo relativo a los esfuerzos de
pretensado toma aqúı una especial relevancia y, en particular, su relación con la
forma de la membrana.

En definitiva, la presente investigación viene motivada en gran medida por es-
tas cuestiones, propias de aplicaciones con esfuerzos de pretensado importantes y
donde conviene definirlos de antemano para el mejor comportamiento en servicio
de la estructura; siendo preciso, en todo caso, aquilatar muy bien forma y esfuerzos
de pretensado.

En tal sentido, el punto de partida es el planteamiento matemático del equi-
librio de la membrana en la fase de pretensado, considerada como superficie
en el espacio, para proceder después a su análisis.

Al plantear dicho equilibrio aparecen productos de variables de forma y variables
de esfuerzos cuya suma es nula (despreciando el peso propio, lo que aqúı está aún
más justificado por la importancia cuantitativa del pretensado). Para poder ob-
tener algo de dichas expresiones, parece claro, en principio, que hay que fijar la
forma o bien fijar los esfuerzos. Ambas opciones son en general muy interesantes,
pero lo son especialmente en aplicaciones tales como las pasarelas.

En efecto, por las especiales implicaciones funcionales de la forma de la mem-
brana en pasarelas (pendientes limitadas para el paso, entre otras cosas), resulta
muy interesante fijar de antemano una forma adecuada, para obtener luego la
distribución de esfuerzos de pretensado que a ella corresponden, dar el rango nece-
sario a esos esfuerzos (con una constante que, se verá, queda libre) para lograr
suficiente rigidez y reproducirlos bien en construcción. Pero de no menor interés es
fijar unos esfuerzos de pretensado adecuados (distribución y rango, y que sean más
fácilmente introducidos en construcción), para obtener la forma y darle un rango
que no supere los ĺımites de pendiente (constante que asimismo queda libre).

Por otra parte, dada la conveniencia de colocar cables en algunos bordes de la
membrana (normalmente los más largos y elevados, para evitar ah́ı elementos de
borde ŕıgidos, siempre más pesados, y aplicar con mayor facilidad el pretensado),
se considera precisamente esta situación como caso más general. Como se verá, ello
supone una importante dificultad añadida con relación a la situación en que todos
los bordes son ŕıgidos.

Volviendo al asunto del equilibrio en la fase de pretensado, y precisando ya al-
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go más, se trata de un problema que implica a una serie de variables básicas en
distintos ámbitos interactivos (más o menos acoplados unos a otros, según el tipo
de elemento de borde, por una serie de ecuaciones que los relacionan), como son:

- en la propia membrana, la forma de la superficie y los esfuerzos de la mem-
brana;

- en el contorno de la membrana, la forma del mismo y las cargas (repartidas)
transmitidas por los esfuerzos de la membrana;

- en la interfaz membrana-contorno, las cargas (repartidas) de acción y reac-
ción.

Como ya se ha avanzado, desde el punto de vista matemático, el problema más
general, y más complejo, corresponde al caso en que los elementos de borde son
cables; pero es también el que más suele interesar desde el punto de vista estruc-
tural, por reducción de peso propio y por aplicación del pretensado.

Todo lo dicho lleva, fundamentalmente, a dos problemas de contorno aparente-
mente equivalentes, pero en realidad muy distintos en sus resultados. Mientras que
el primero consiste en fijar la superficie y las curvas que identifican la membrana y
sus bordes en el espacio, y buscar los esfuerzos correspondientes (planteamiento
directo), el otro es exactamente el opuesto, es decir, se fijan los esfuerzos y el con-
torno, quedando como incógnita la forma de la membrana (planteamiento dual).

Como se verá, el planteamiento directo conduce a un problema de contorno de
tipo hiperbólico; mientras que el planteamiento dual lleva a un problema de con-
torno de tipo eĺıptico.

2.2. Objetivos globales

En virtud de lo que se acaba de exponer, los objetivos básicos o globales de
esta investigación, basada en el análisis que se deriva del planteamiento matemático
del equilibrio de la membrana (tomada como superficie en el espacio) en fase de
pretensado, son:

- Conocer en general la problemática del análisis y sus resultados.

- Obtener espećıficamente esfuerzos de pretensado de membrana para formas
adecuadas para pasarelas y fijadas de antemano, dado lo apropiado que
muestra ser el planteamiento al respecto.

- Obtener espećıficamente formas de membrana, para esfuerzos de pretensa-
do adecuados para pasarelas y fijados de antemano, dado lo apropiado que
muestra ser el planteamiento al respecto.
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Con relación a los puntos anteriores, cabe aqúı recordar que, en construcción, el
procedimiento práctico habitual de análisis de este tipo de estructuras no es propia-
mente de membrana (bidimensional, 2D) sino de malla de cables (unidimensional,
1D); además, lo que de ah́ı se obtiene es la geometŕıa espacial de la malla (búsqueda
de forma) pero también los esfuerzos de los cables (tracciones), que aśı no pueden
ser en general fijados de antemano.

2.3. Estado del arte

2.3.1. Tecnoloǵıa de pasarelas con estructura de mem-
brana

Como se sabe, esta investigación se orienta hacia las membranas portantes
para aplicaciones de ingenieŕıa civil, particularmente las pasarelas con estructura
de membrana. Por ello, antes de entrar en el contexto donde el trabajo se enmar-
ca propiamente, parece necesario ofrecer una referencia concreta, aunque sea muy
resumida, sobre la tecnoloǵıa.

Aśı, en lo que sigue se presenta una breve descripción de la vertiente tecnoló-
gica de esta nueva ĺınea de investigación.

Esta tecnoloǵıa traslada a las pasarelas las ventajas de las estructuras de mem-
brana. En este sentido, ya se ha citado la ligereza, con todo lo que lleva consigo
estructural, constructiva e incluso ambientalmente (bajo peso propio; facilidad de
montaje y desmontaje; mı́nimo impacto; posible reutilización). Pero también mere-
cen ser destacadas las enormes posibilidades estéticas y ambientales (gran aptitud
de encaje visual en su entorno, jugando con los múltiples factores que permite una
superficie en el espacio: formas, sombras, contornos, texturas, colores, etc.); y, en
fin, el factor de su propia originalidad y novedad con respecto a lo existente.

En estas aplicaciones, por supuesto, la membrana se ajusta a las condiciones ge-
nerales, ya citadas, de que la superficie que conforma posea doble curvatura y
curvatura de Gauss negativa (Figura 1.1). Por otro lado, como se sabe, por su
función la membrana debe tener pendientes limitadas en la zona de paso; lo que
hace que sea rebajada.

En cuanto a los materiales de la membrana, ésta se confecciona con tejidos estruc-
turales de fibras de alta resistencia (con revestimiento superficial) o con materiales
compuestos en forma laminar (matriz y fibras de alta resistencia).
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Por supuesto, la membrana se somete a un pretensado, mediante tracciones en to-
das direcciones antes de su entrada en servicio, para su adecuado comportamiento
funcional y estructural, según lo indicado más arriba.

La membrana dispone en sus bordes de unos elementos ligados a ella para ab-
sorber las reacciones debidas al pretensado y a las cargas de uso. Estos elementos
pueden ser rectos (si la superficie es reglada, al menos en las zonas de borde) o
curvos. Si son rectos, tales elementos han de tener rigidez a flexión; si son curvos,
según el sentido de su curvatura tienen rigidez a flexión (arcos, que trabajan bási-
camente a compresión) o no (cables, a tracción).

A su vez, las esquinas y los elementos de borde van ligados a una estructura
de sustentación de la membrana, que sirve para situarla en la posición adecuada y
transmitir al terreno sus reacciones, a través de la cimentación.

La estructura de sustentación puede ser variada en tipo y materiales (mástiles;
estructura metálica o de otro material, que trabaje sobre todo a flexión; etc.).

Para concretar mejor, parece interesante comenzar examinando el propio caso de
la ya conocida maqueta mostrada en las Figuras 1.1 y 1.2 .

La estructura de sustentación está compuesta por mástiles a compresión y vientos
a tracción, t́ıpica de cubiertas. Por su parte, los bordes de la membrana disponen
de unos cordones pretensados (inapreciables en las fotograf́ıas) que la mantienen
a tracción.

Sin dejar el asunto del pretensado en este mismo caso, la Figura 1.2 muestra
asimismo dos cordones longitudinales sobre la membrana. Su misión consiste, tras
ser pretensados, en marcar mejor y aplanar algo la zona central de paso.

Por otro lado, como se aprecia en las Figuras 1.1 y 1.2, la maqueta dispone de
unas cartelas en la base de los mástiles, que se colocaron para fijarlos mejor sobre
el tablero de base. Estas cartelas no seŕıan necesarias en la estructura real.

Normalmente, los bordes correspondientes a las zonas de acceso de la membrana
se unen al terreno mediante estribos (con su correspondiente cimentación). Según
la posición de estos estribos, más o menos elevados sobre el terreno, existen o no
otros elementos como plataformas de acceso.

Tomando como referencia general la tecnoloǵıa de membranas para cubiertas,
parece claro que las aplicaciones que aqúı se contemplan requieren modificaciones
en ciertos aspectos. Aśı, sólo a t́ıtulo de ejemplo:

- ajustar los procedimiento de cálculo, dadas la importancia del pretensado y
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la gran responsabilidad de la función estructural, modelando la estructura
como membrana propiamente dicha mejor que como red de cables inscrita
en ella;

- prestar más atención al material de la membrana en lo que afecta al efec-
to disuasorio frente a intentos de vandalismo, utilizando materiales que se
comportan mejor al respecto;

- establecer un proceso constructivo que asegure la correcta introducción del
pretensado previsto.

A continuación se indica un hito fundamental alcanzado en esta vertiente tecnoló-
gica.

Se trata de la construcción en 2003 (Callús, Barcelona) de un prototipo de pasarela
basado en esta tecnoloǵıa (Figuras 2.1 y 2.2), merced a un proyecto de investigación
entre el CSIC, la Fundación Española para la Ciencia y la Tecnoloǵıa (FECYT) y
el Ayuntamiento de Callús, con resultado muy satisfactorio (referencias [28] y [29]).

El objetivo fundamental del proyecto fue hacer realidad la idea de estas pasarelas,
materializando completamente una en condiciones reales sobre el terreno (no en
laboratorio) y aśı comprobar tanto su aptitud funcional como su viabilidad estruc-
tural y constructiva.

Aunque la pasarela fue implantada sobre el terreno, al tratarse de un prototipo
hubo que sacrificar todo su potencial estético a la seguridad y al mı́nimo coste, de
modo que la membrana quedara a poca altura, disponiéndola en un solo vano (sin
mástiles; Figuras 2.1 y 2.2).

La estructura de sustentación consistió en sendas celośıas espaciales metálicas
tubulares. Los bordes transversales fueron cables anclados en las esquinas de los
estribos; los longitudinales, barras de reparto de fibra de vidrio conectadas a los
estribos mediante tensores. El pretensado se aplicó mediante el tesado de los cables
y los tensores.

Por supuesto, la definición de la forma y los esfuerzos en la fase de pretensado
se realizó mediante un análisis 2D sobre la superficie de la membrana (despre-
ciando el peso propio). El procedimiento fue partir, tras una etapa de tanteo, de
una expresión anaĺıtica de la misma z(x, y) (y de sus bordes laterales, los cables)
y ajustar con otros esfuerzos las distintas condiciones de equilibrio (membrana,
cable e interfaz), alcanzándose aśı una solución aproximada. Se llegó, entonces, a
unos esfuerzos de pretensado que se distribúıan con valor casi constante (aunque
distinto longitudinal y transversalmente) y su rango se obtuvo evaluando la rigidez
necesaria en la fase de servicio (véase la referencia [29]).
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Figura 2.1: Pasarela de Callús en la fase final de construcción.

Figura 2.2: Vista de la pasarela de Callús en su entorno.
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Las formas de pretensado y confección se diferencian justamente, como se in-
dicó, en los desplazamientos debidos al pretensado. Aqúı, el cálculo de la forma
de confección se llevó a cabo mediante una aproximación bastante ajustada para
membranas muy rebajadas, como ésta, suponiendo que al pretensar la membrana
(esfuerzos casi horizontales) sólo se producen desplazamientos horizontales. Tenien-
do en cuenta esto, la doble simetŕıa de la membrana y los esfuerzos casi constantes
en las direcciones de los ejes, la superficie mantiene su expresión en coordenadas
desplazadas z(x∗, y∗). Se obtuvo aśı una forma muy similar a la de pretensado, con
curvaturas un poco mayores, con la cual se confeccionó la membrana (referencia
[29]).

En fin, como se ha dicho, el resultado del proyecto fue muy satisfactorio, puesto
que el prototipo cumplió perfectamente los objetivos planteados.

2.3.2. Estado del conocimiento: métodos desarrollados

Los conceptos definidos en los apartados anteriores se relacionan en parte con
un conocido problema, correspondiente a determinar la configuración de equilibrio
de una membrana, llamado búsqueda de forma (form finding ; referencia [33]).
Conviene recordar en este momento que aqúı también se contempla, en principio,
la búsqueda de esfuerzos.

La bibliograf́ıa sobre la búsqueda de forma en membrana (superficie), presenta
en general un enfoque basado en obtener el equilibrio final de la membrana, tras
introducir en ella esfuerzos y deformaciones, a partir de una configuración inicial
correspondiente a esfuerzos nulos.

En este sentido, es frecuente, por ejemplo, restringir este enfoque de búsqueda
de forma a esfuerzos de membrana isótropos y constantes (referencia [35]). Con tal
restricción, lo anterior equivale al problema de buscar la superficie de área mı́nima
con el borde dado (véase la referencia [5]), problema ya directo (forma final, sin
pasar por desplazamientos), que se identifica con el modelo f́ısico de la peĺıcula de
jabón limitada por dicho borde (referencia [17]).

Por otro lado, aparte de la restricción mencionada, el citado enfoque presenta di-
versas variantes. Aśı, por ejemplo, obtener el equilibrio final a través de un análisis
dinámico (referencia [35]) o incluso obtenerlo en una lámina y pasar al de la mem-
brana como caso ĺımite reduciendo el espesor (referencia [13]).

Como se dijo, el planteamiento del equilibrio en este trabajo es directo (forma
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y esfuerzos finales) y general (esfuerzos y formas cualesquiera, que sean intere-
santes) y se aleja de los planteamientos anteriores.

Sin embargo, bajando una dimensión, de modo que la membrana es tratada como
una red de cables inscrita en la superficie, existe un procedimiento de búsqueda
de forma similar al de esta investigación, con planteamiento directo del equilibrio
final. Se trata del Método de la Densidad de Fuerzas, habitual por otra parte en
la práctica del análisis de estructuras de membrana en construcción.

De tal modo, el método anterior muestra ser aqúı una referencia clara y por ello se
le dedica especial atención. A su vez, dada su presencia, parece conveniente ofrecer
una visión de los métodos unidimensionales de búsqueda de forma.

Entre los métodos unidimensionales más comunes de resolución del problema de
búsqueda de forma de membrana, estáticos y dinámicos, los principales son:

- Método de Rigidez Transitoria (Transient Stiffness Method);

- Método de Relajación Dinámica (Dynamic Relaxation Method);

- Método de la Densidad de Fuerzas (Force Density Method).

Como se ha apuntado, estos métodos consisten en discretizar la membrana me-
diante nodos y elementos unidimensionales que los unen (véase la referencia [23]);
por lo que la membrana no es tratada como tal, esto es, un continuo bidimensional.

Resumamos, ahora, las caracteŕısticas principales de los tres métodos.

Método de la Rigidez Transitoria1

Este método estático se basa en la teoŕıa de los pequeños desplazamientos, su-
poniendo, aśı, una dependencia lineal del vector desplazamiento puntual con la
correspondiente fuerza exterior. El estudio completo conlleva al análisis del pro-
blema siguiente:

(2.1) f = Kd,

siendo f el vector fuerza exterior nodal, d el vector desplazamiento nodal y K la
matriz de rigidez axial , función de la geometŕıa y de las propiedades mecánicas
de la estructura. El sistema (2.1) representa un conjunto de ecuaciones de equili-
brio estático que tienen que verificarse en cada nodo de la estructura.

La principal limitación del método es la inherente hipótesis de linealidad comenta-
da, esto es, K constante. Bajo esta condición, de hecho, el análisis no incluye una

1Véanse, por ejemplo, las referencias [1] y [2].
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verdadera búsqueda de forma, ya que sus resultados son satisfactorios y buenos en
caso de pequeños desplazamientos.

De hecho, la ecuación (2.1) no puede ser aplicada directamente en problemas
con grandes desplazamientos, ya que en estos casos K es función de d, es de-
cir K = K(d).

En esta circunstancia, entonces, se necesita actualizar incrementalmente de la ma-
triz de rigidez a lo largo del proceso.

Si por comodidad indicamos con t un parámetro que identifica un dado instante de
tiempo del proceso, correspondiente a la configuración geométrica Xt y a la matriz
de rigidez Kt, entonces el desplazamiento y la geometŕıa en el instante t + ∆t se
obtienen respectivamente utilizando las relaciones:

dt+∆t = (Kt)−1f ,

y
Xt+∆t = Xt + dt+∆t.

Calculando, sucesivamente, la matriz de rigidez Kt+∆t, actualizada al paso t+∆t,
se “genera” el vector nodal de cargas internas, dado por

f̃
t+∆t

= Kt+∆tdt+∆t.

La diferencia entre los vectores f y f̃
t+∆t

, que representa un balance de fuerzas
exteriores e interiores, define el vector residual

Rt+∆t := f − f̃
t+∆t

,

utilizado, a su vez, para el cálculo del incremento del desplazamiento:

(2.2) ∆dt+∆t = (Kt+∆t)−1Rt+∆t.

A través del sistema (2.2), es posible actualizar la geometŕıa, la matriz de rigidez
y el vector residual. Siguiendo tales pasos se logra el equilibrio en el momento en
que el residuo alcance un valor suficientemente pequeño.

Método de Relajación Dinámica2

Desarrollado por Motro y Belckacem (referencias, respectivamente, [26] y [3]), se
basa en una discretización de la geometŕıa de manera que la masa de la estructura
se supone concentrada en cada punto (nodo) de la superficie. Dichas masas con-
centradas oscilan alrededor de la posición de equilibrio bajo la acción de fuerzas
externas. Este método, que funciona muy bien en grandes desplazamiento y en
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Figura 2.3: Oscilaciones amortiguadas del desplazamiento ( Método de Relajación
Dinámica).

casos de importantes no linealidades, utiliza para su resolución una técnica de
diferencias finitas por el siguiente sistema:

(2.3) f = Md̈ + Cḋ + Kd,

siendo f la fuerza exterior nodal, M la la matriz de masa (o de inercia), C la
matriz de amortiguamiento, K la matriz de rigidez, y ḋ y d̈ el vector veloci-
dad y aceleración respectivamente. La expresión (2.3) representa un conjunto
de ecuaciones dinámicas que tienen que verificarse en cada nodo de la estructura
hasta que se logre un estado de equilibrio.

Matemáticamente la relación (2.3) representa un sistema de ecuaciones lineales
de segundo orden que suele resolverse utilizando métodos numéricos incrementales.

En general, conocidos el desplazamiento inicial d(0) = d0, la velocidad inicial
ḋ(0) = ḋ

0
, y, consecuentemente, la aceleración inicial, d̈(0) = d̈

0
, se calcula el

2Para un estudio más profundo consúltense, por ejemplo, las referencias [2] y [34].
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Figura 2.4: Oscilaciones no amortiguadas del desplazamiento (Método de Rela-
jación Dinámica).

desplazamiento en un intervalo de tiempo [0, T ]. Se subdivide, entonces, el inter-
valo en n subintervalos iguales de longitud ∆t = T/n y el esquema de integración
prevé una aproximación de la solución en los tiempos 0, ∆t, 2∆t, . . . , t, t+∆t, . . . , T.

Un buen método de resolución, llamado diferencias finitas centradas, se basa
en las aproximaciones siguientes del vector velocidad y aceleración:

ḋ
t
:=

dt+∆t − dt−∆t

2∆t
,

y

d̈
t
:=

dt−∆t − 2dt + dt+∆t

(∆t)2
.

Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuación (2.3) al tiempo t, se tiene:
( 1

(∆t)2
M +

1
2∆t

C
)
dt+∆t

= f t −
(
K − 2

(∆t)2
M

)
dt −

( 1
(∆t)2

M − 1
2∆t

C
)
dt−∆t,



2.3.2 Estado del conocimiento: métodos desarrollados 33

que permite calcular, bajo oportunas condiciones que garanticen la no singularidad

de la matriz
( 1

(∆t)2
M +

1
2∆t

C
)
, dt+∆t.

Evidentemente, por lo que concierne al cálculo práctico y a la convergencia del
método, la matriz de masa M y la matriz de amortiguamiento C se han de es-
coger de forma adecuada.

En particular, si no hay amortiguamiento, esto es C = 0, obtenemos el sistema
( 1

(∆t)2
M

)
dt+∆t = f̂

t
,

siendo
f̂

t
= f t −

(
K − 2

(∆t)2
M

)
dt −

( 1
(∆t)2

M
)
dt−∆t.

Además si M es diagonal, el desplazamiento que se obtiene es

δt+∆t
i = f̂ t

i

((∆t)2

mii

)
,

siendo δt+∆t
i y f̂ t

i la i−ésima componente de los vectores dt+∆t y f̂
t

respectiva-
mente, y mii > 0 el i−ésimo elemento de la matriz diagonal M .

En la referencia [6], los autores comprueban que, para problemas lineales, la es-
tabilidad del proceso iterativo explicado depende de ∆t, M y K. En particular,
si µ1 es el autovalor más grande de la matriz M−1K, se obtiene estabilidad de
convergencia escogiendo

∆t <
2√
µ1

.

Hay que añadir que en un movimiento no amortiguado, es decir en el que falte la
matriz de amortiguamiento C, la estructura oscilaŕıa alrededor de su posición de
equilibrio y que, por ello, la presencia de la matriz C “ayuda”de forma importante
a que se logre estabilidad de una manera u otra.

En conclusión, el proceso estándar de cálculo que se sigue en la práctica es el
siguiente. Indicando con m el valor de las masas de (todos) los nodos, con N el
número de iteraciones necesarias para completar una oscilación, con I la matriz
identidad y con f la frecuencia fundamental dada por

f =
1

N∆t
,

se escogen M = mI, C = 4πmfI y se resuelve3 la ecuación diferencial (2.3).

3El valor 4πmf se llama amortiguamiento cŕıtico: para su cálculo, véase la
Apéndice D.
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Los resultados posibles pueden ser caracterizados e interpretados observando las
Figuras 2.3 y 2.4. De hecho, si por un lado la Figura 2.4 refleja cómo el desplaza-
miento oscila indefinida e independientemente del número de iteraciones alrededor
de la posición de equilibrio, para el otro la Figura 2.3 relaciona el comportamiento
de la solución para valores del coeficiente de amortiguamiento que sean mayores o
menores de amortiguamiento cŕıtico. Se tiene:

- si el coeficiente de amortiguamiento es inferior al cŕıtico, entonces la solución
puede salirse del equilibrio estático antes de establecerse la convergencia. En
este caso se habla de estructura sub-amortiguada;

- si el coeficiente de amortiguamiento es superior al cŕıtico, entonces el proce-
so hacia la convergencia del equilibrio estático puede necesitar varias itera-
ciones. En este caso se habla de estructura sobre-amortiguada.

Método de la Densidad de Fuerzas. Aplicación

El Método de la Densidad de Fuerzas fue desarrollado para cumplir las necesi-
dades computacionales en la modelización de la cubierta del Estadio Oĺımpi-
co de Munich, y se basa en la utilización de un sistema de ecuaciones lineales
para el equilibrio de una red de cables pretensados bajo una relación predefinida
fuerza/longitud. La estructura mostrada en la Figura 2.5 puede interpretarse como
una red de cables en la que se conocen las posiciones de los puntos 1, 2, 3 y 4 y las
tracciones ti5 en los cables a lo largo de los tramos i5, i = 1, 2, 3, 4. La incógnita
del problema es la posición final del punto 5, en el que actúa una fuerza externa
f5 = (f5x, f5y, f5z).

El método en consideración, propuesto por Linkwitz y Schek en 1971 (referen-
cias [24], [25] y [31]), utiliza una simple “estrategia” para transformar un problema
no lineal en uno lineal.

Las ecuaciones de equilibrio a largo de la dirección x para el nodo i, son:

n∑

j=1

tij
lij

(xi − xj) = fix, lij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2,

donde el nodo i está conectado con el nodo j y tij es la tracción en el mismo tramo
ij. Este sistema, debido al término lij , es no lineal. Para linealizarlo introduzcamos
las densidades de fuerzas (cuyos valores se deben conocer a priori) definidas
por:

(2.4) qij :=
tij
lij

.
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Figura 2.5: Idealización de una red de cables pretensados.

Obtenemos aśı, para el nodo i, el siguiente sistema lineal en la dirección x:

(2.5)
n∑

j=1

qij(xi − xj) = fix.

Equivalentemente, para las direcciones y y z, se tienen

(2.6)
n∑

j=1

qij(yi − yj) = fiy,

y

(2.7)
n∑

j=1

qij(zi − zj) = fiz.

Con el objetivo de escribir el sistema (2.5) en forma compacta y adecuada para
la implementación numérica, definamos la matriz de incidencia (o conectivi-
dad) Cs. Para una estructura general de n nodos y b elementos (cables, varillas,
aristas...), Cs ∈ Mb,n(R) y se construye de esta manera: si un elemento conecta
los nodos i y j, entonces la correspondiente fila tiene +1 en la i−ésima columna y
−1 en la j−ésima.
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Las ecuaciones de equilibrio a lo largo de la dirección x se escriben, entonces,
como

(2.8) CT
s QCsx = fx,

siendo Q ∈ Mb,b(R) la matriz diagonal de las densidades de fuerzas, fx ∈ Rn el
vector fuerza nodal en la dirección x y x ∈ Rn el vector columna de todas las
abscisas de los nodos.

Equivalentemente se obtienen las ecuaciones de equilibrio en las direcciones y y z.

Además, si las coordenadas de k nodos son conocidas (0 < k < n), es útil de-
scomponer Cs en

Cs = [Cu Cf ],

siendo Cu la matriz de Mb,n−k(R) obtenida simplemente escogiendo b filas y n− k
columnas de Cs y equivalentemente para Cf ∈ Mb,k(R).

En estas condiciones, el sistema que se obtiene es el siguiente:

(2.9) CT
u Q Cuxu = fx −CT

u QCfxf ,

siendo xu y xf los vectores de las abscisas de los nodos incógnitos y conocidos,
respectivamente. Estas ecuaciones, junto con las equivalentes en la dirección y y
z, pueden ser utilizadas para hallar las coordenadas de los nodos incógnitos.

En el problema de la búsqueda de forma, la fuerza exterior es nula y además,
si los esfuerzos son de tracción (esto es qij > 0), la matriz CT

u QCu es definida
positiva, entonces invertible: hay siempre una única solución en el problema de la
búsqueda de forma.

Hagamos un ejemplo de aplicación del método.

Ejemplo 2.1 Con referencia a la Figura 2.6, fijemos los nodos

Nodo 1 = (2, 1, 5); Nodo 2 = (3, 3, 1); Nodo 3 = (4, 4, 1) y Nodo 4 = (1, 1, 1).

Siendo b = 4 (elementos), n = 5 (nodos totales) y k = 4 (nodos fijos), obtenemos
Cs ∈ M4,5(R), Q ∈ M4(R), Cu ∈ R4, Cf ∈ M4(R), xu ∈ R y xf ∈ R4.
Supongamos, además, que las densidades de fuerzas sean todas iguales a 1 (qii = 1
por cada i) y que no actúe ninguna fuerza externa. La matriz Cs, y su descom-
posición, son

Cs :=




1 0 0 0 −1
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 −1


 .

︸ ︷︷ ︸
Cf

︸︷︷︸
Cu
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Figura 2.6: Ejemplo de utilización del Método de la Densidad de Fuerzas.

El sistema (2.9) se escribe como

(−1 −1 −1 −1
)

⇓
CT

u




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




⇓
Q




−1
−1
−1
−1




⇓
Cu

(
x5

)
⇓
xu

=

(
0
)
⇓
fx

− (−1 −1 −1 −1
)

⇓
CT

u




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




⇓
Q




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




⇓
Cf




2
3
4
1




⇓
xf

,

que nos proporciona la solución x = 2,5. Equivalentemente en las otras direcciones,
y = 2,25 y z = 2.

A continuación apliquemos el método a tres casos espećıficos partiendo de un do-
minio mallado por cuadrángulos. Examinaremos un caso de borde completamente
ŕıgido (véase el Ejemplo 2.2) y dos casos de borde compuesto en parte por cable
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(véase el Ejemplo 2.3); siempre el conjunto de partida será el dominio

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − 5 ≤ x ≤ 5 ∧ −1− 0,04x2 ≤ y ≤ 1 + 0,04x2},
cuyo mallado se ofrece en la Figura 2.7.

0.02.5

y 0

x

5.0 −5.0−2.5

−2

2

1

−1

Figura 2.7: Malla cuadrangular compuesta por 189 nodos.

Ejemplo 2.2 (de borde totalmente ŕıgido).

Densidades: qij = 1 en todo el dominio.

Con referencia a la Figura 2.7, fijemos los siguientes valores de la z en
el borde: {

z(∓5, y) =: g(y) = 0,5y2,

z(x,∓(1 + 0,04x2)) =: h(x) = −0,04x2 + 3.

El resultado que se obtiene, escogiendo todas las densidades de fuerzas qij

iguales a 1 en D =
0
D ∪ ∂D, se refleja en la Figura 2.8.

Ejemplo 2.3 (de borde compuesto en parte por cables).

Densidades: qij = 1 en el interior y qij = 15 en el contorno cable.

Con referencia a la Figura 2.7, fijemos los siguientes valores de la z en
el borde: {

z(∓5, y) =: g(y) = 0,5y2,

z(x,∓(1 + 0,04x2)) =: h(x) = incógnita.
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Figura 2.8: Borde totalmente ŕıgido: resultado obtenido (Método de la Densidad
de Fuerzas).

El resultado que se obtiene, escogiendo las densidades de fuerzas qij iguales
a 1 en en el interior de D y en su borde ŕıgido x = ∓5 y 15 en los cables
y = ∓(0,04x2 + 1), se refleja en la parte (a) de la Figura 2.9.

Densidades: qij = 1 en el interior y qij = 15 en el contorno cable.

Con referencia a la Figura 2.7, fijemos, igual que antes, los siguientes valores
de la z en el borde:

{
z(∓5, y) =: g(y) = 0,5y2,

z(x,∓(1 + 0,04x2)) =: h(x) = incógnita.

El resultado que se obtiene, escogiendo las densidades de fuerzas qij “todas”
iguales a 1, se refleja en la parte (b) de la Figura 2.9. Como puede apre-
ciarse en la misma Figura 2.9, el caso de las densidades qij = 1 en todo
el dominio, proporciona una forma diferente al caso en que se fijen igual a
15 las densidades en el borde cable. De hecho, en esta circunstancia, se está
imponiendo una fuerza superior a lo largo del cable, esto es una tracción
mayor, es decir una forma “menos ancha” a lo largo de la dirección de paso
x.
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Figura 2.9: Borde parcialmente compuesto por cables: resultado obtenido (Método
de la Densidad de Fuerzas).

2.3.3. Análisis del Método de la Densidad de Fuerzas

De cara a consideraciones interesantes que se desarrollarán en el texto (véase
Caṕıtulo 6), en este apartado nos dedicaremos a analizar en profundidad el Méto-
do de la Densidad de Fuerzas con el objetivo de matizar los siguientes aspectos:

i la forma depende del mallado utilizado, en particular, del tipo de e-
lemento empleado (triangular, cuadrangular, pentagonal...), aśı como de la
distribución de los nodos en el dominio;

ii la convergencia depende del proceso de refinamiento de la malla,
esto es, la solución converge en más o menos pasos en función de dicho
refinamiento.

Comprobemos lo dicho con un ejemplo concreto utilizando elementos cuadrangu-
lares.

Ejemplo 2.4 En el dominio D definido por

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − 5 ≤ x ≤ 5 ∧ −0,04x2 − 1 ≤ y ≤ 0,04x2 + 1},

y de bordes ŕıgidos x = ∓5 y y = ∓(0,04x2+1), fijemos el valor de z en el contorno
de la siguiente manera:

{
z = 0,5y2 si x = ∓5,

z = −0,04x2 + 3 si y = ∓(0,04x2 + 1).
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Figura 2.10: Mallado definido por la secuencia de puntos: A = 2k+1 y L = 2k+3
(k = 1, 2, 3, . . .). Caso k = 1.

A partir de estos datos averigüemos que la forma que equilibra la estructura de-
pende del mallado de D (i): lo haremos calculando en función de la malla el valor
de la solución en el origen O = (0, 0). Pongamos, ante todo, qij = 1.

Si con A (“de ancho”) indicamos el número de nodos en el que se subdivide el
borde vertical de D y con L (“de largo”) el número de nodos en el que se subdivide
el borde horizontal de D, el número total de nodos N de la malla es N=A×L.
Consideremos las particiones del dominio expresadas en las Figuras 2.10, 2.12 y
2.11 y calculemos el valor de z en el origen O = (0, 0).

Los resultados obtenidos pueden apreciarse, en función del número de nodos, en
las Tablas 2.3, 2.1 y 2.2; estos valores demuestran que la forma de la estructura,
es decir el valor de la variable z, depende de la malla.

Siempre refiriéndonos a las mismas tablas, analicemos la convergencia del méto-
do (ii). En efecto, si la Tabla 2.2 demuestra que el valor de z en el origen converge
en “pocos pasos” a 1,58, las Tablas 2.1 y 2.3 muestran que el resultado “sólo tiende
a ajustarse” a un valor (1,4 y 1,7, respectivamente).

Lo dicho obedece a la siguiente caracteŕıstica geométrica, propia del refinamien-
to (2k + 1)× (2k + 1): la discretización (2k + 1)× (2k + 1) conserva en cada
paso la relación de los elementos cuadrangulares de la malla. Esto puede
comprobarse aún más fácilmente en un dominio rectangular.
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Figura 2.11: Mallado definido por la secuencia de puntos: A = 2k +1; L = 2k +1
(k = 1, 2, 3, . . .). Caso k = 1.
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Figura 2.12: Mallado definido por la secuencia de puntos: A = 2k+3 y L = 2k+1
(k = 1, 2, 3, . . .). Caso k = 1.

En este sentido avancemos que dicha propiedad geométrica tiene un significado
estructural, que se podrá ver en el Caṕıtulo 6.

Como último comentario, insistamos que la limitación fundamental del Método
de la Densidad de Fuerzas es que su utilización no permite fijar los esfuerzos a
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priori, sino que los mismos, dependiendo de la forma final de la membrana (véase
ecuación (2.4)), se pueden calcular sólo a proceso acabado.

N=A×L= (2k + 3)× (2k + 1) Valor de la solución en O = (0, 0)
k = 1 → N= 15 0.57
k = 2 → N= 35 0.91
k = 3 → N= 63 1.09
k = 4 → N= 99 1.19
k = 5 → N= 143 1.26
k = 6 → N= 195 1.31
k = 7 → N= 255 1.35
k = 8 → N= 323 1.38
k = 9 → N= 399 1.40
k = 10 → N= 483 1.42
k = 11 → N= 575 1.43

Tabla 2.1: Caso (2k+3)×(2k+1): resultado obtenido con el Método de la Densidad
de Fuerzas.
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N=A×L= (2k + 1)× (2k + 1) Valor de la solución en O = (0, 0)
k = 1 → N= 9 1.5
k = 2 → N= 25 1.56
k = 3 → N= 49 1.57
k = 4 → N= 81 1.58
k = 5 → N= 121 1.58
k = 6 → N= 169 1.58
k = 7 → N= 225 1.58
k = 8 → N= 289 1.58
k = 9 → N= 361 1.58
k = 10 → N= 441 1.58
k = 11 → N= 529 1.58

Tabla 2.2: Caso (2k+1)×(2k+1): resultado obtenido con el Método de la Densidad
de Fuerzas.

N=A×L= (2k + 1)× (2k + 3) Valor de la solución en O = (0, 0)
k = 1 → N= 15 2.5
k = 2 → N= 35 1.91
k = 3 → N= 63 2.06
k = 4 → N= 99 1.96
k = 5 → N= 143 1.9
k = 6 → N= 195 1.85
k = 7 → N= 255 1.82
k = 8 → N= 323 1.79
k = 9 → N= 399 1.77
k = 10 → N= 483 1.75
k = 11 → N= 575 1.74

Tabla 2.3: Caso (2k+1)×(2k+3): resultado obtenido con el Método de la Densidad
de Fuerzas.



Caṕıtulo 3

Formulación matemática del
equilibrio en una membrana y
en sus bordes. Problema
completo del equilibrio

El objetivo de este caṕıtulo es encontrar las ecuaciones de equilibrio de una
membrana a tracción y de un cable, dedicándole particular atención no sólo a la
relación entre la forma y los esfuerzos de la membrana y la forma y la tracción del
cable1 sino también a la interfaz cable-membrana.

En particular expresaremos el equilibrio utilizando los esfuerzos naturales de mem-
brana (es decir, aquéllos tangentes a la superficie) y, equivalentemente, los esfuerzos
proyectados de la misma (es decir, justamente, las proyecciones en el plano hori-
zontal de los esfuerzos de membrana).
Procederemos de idéntica manera para el desarrollo del equilibrio de un cable y
formularemos el problema en términos de los parámetros proyectados.

3.1. Equilibrio en la membrana

Identifiquemos la membrana con una superficie S.

Si z := z(x, y) es una función real y regular definida en un dominio D ⊂ R2,
la parametrización de la superficie S es:

S → ϕ(x, y) := (x, y, z(x, y)), ∀ (x, y) ∈ D.

1En las referencias [22] y [37] se pueden encontrar informaciones sobre el tema.
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bordes. Problema completo del equilibrio

Con referencia a la Figura 3.1, S idealiza la membrana material, Ñαβ = Ñαβ(x, y)

x

z

y

O

D

S Ã

Ñxx

Ñxy

Ñxx Ñxy

Ñ yx

Ñ yy

Ñ yx

Ñ yy

Nyx

Nyy

Nxy
Nxx

Nyy Nyx

Nxy

Nxx

Figura 3.1: Elemento de superficie y esfuerzos correspondientes (sólo a efectos de
una mejor visión se muestra una superficie con curvatura de Gauss positiva).

(α, β = 1, 2)2 los esfuerzos de tracción, estos es, tangentes a S y Nαβ sus proyec-
ciones en el plano horizontal.

Hallemos el equilibrio trabajando con el tensor de los esfuerzos proyectados
en el plano xOy y definido por

(3.1) σ = σ(x, y) :=
(

Nxx Nxy

Nxy Nyy

)
.

A partir de la Figura 3.2, despreciando el peso de la membrana y suponiendo que
no actúe ninguna fuerza exterior, es inmediato comprobar el equilibrio horizontal.
De hecho, siendo Nxy = Nyx, se tiene

(3.2)

{
Nxx,x + Nxy,y = 0,

Nxy,x + Nyy,y = 0.

2Ñαβ indica el vector esfuerzo natural que actúa en la cara α = c.te a lo largo de la
dirección β. Evitaremos en general especificar la dependencia de las variables x e y.
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Por lo que concierne al equilibrio vertical, en la Figura 3.3 se aprecian las com-
ponentes verticales de los esfuerzos Nyx y Nyy en función de las pendiente de la
superficie. Diferenciando y actuando como en el caso plano, obtenemos la relación:

(Nxxz,x + Nyxz,x),x + (Nxyz,y + Nyyz,y),y = 0,

es decir

(3.3) z,x(Nxx,x + Nxy,y) + z,y(Nxy,x + Nyy,y) + Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy = 0.

Utilizando el sistema (3.2), se logran las definitivas ecuaciones de equilibrio en
función del tensor Nαβ :

(3.4)





Nxx,x + Nxy,y = 0,

Nxy,x + Nyy,y = 0,

Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy = 0.

A partir de la Figura 3.3, es fácil calcular la correspondencia entre Nαβ, esfuerzos

1

4

2

3

12 = 34 = dx

23 = 41 = dy

-

6

x

y

-

?

¾

6

-

?
¾

6

Nxx + Nxx,xdx

Nxy + Nxy,xdxNxy

Nxx

Nyy

Nyy + Nyy,ydy

Nyx

O

Nyx + Nyx,ydy

Figura 3.2: Elemento diferencial de membrana y sus esfuerzos proyectados.

proyectados de la membrana, y Ñαβ, esfuerzos naturales de la membrana. Hagá-
moslo por el esfuerzos Nyy; para los demás el proceso es exactamente el mismo.

Teniendo en cuenta que la longitud sobre la que actúa Ñyy es
√

1 + z2
,x, es inme-

diato reconocer que

(3.5) Nyy = Ñyy

√
1 + z2

,x cosβ = Ñyy

√
1 + z2

,x√
1 + z2

,y

.
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x y

zz

Nyxdx Nyydy

Nyyz,y dyNyxz,x dx

Ñyxdx Ñyydy

βα

z,x = tan α; z,y = tan β;

1√
1 + z2

,x

= cos α
1√

1 + z2
,y

= cos β

Figura 3.3: Proyecciones verticales del tensor Nαβ .

De forma análoga, se tienen:

(3.6) Nxx = Ñxx

√
1 + z2

,y√
1 + z2

,x

,

y

(3.7) Nxy = Ñxy = Ñyx = Nyx.

Equivalentemente, es posible hallar el equilibrio y lograr las mismas ecuaciones
partiendo directamente de los esfuerzos de membrana Ñαβ, aquéllos que actúan
en cada punto del plano tangente.

Fijémonos en el elemento diferencial que representa el plano tangente local a la
membrana; Figura 3.4. Imponiendo equilibrio de esfuerzos, en ausencia de fuerzas
exteriores y despreciando el peso de la membrana, obtenemos el siguiente sistema:

(3.8)

{
Ñyy,ydy + Ñxy,xdx = 0,

Ñxx,xdx + Ñyx,ydy = 0.

Expresemos cada vector Ñαβ en la base tangente a la membrana (referencia
(A.13)), definida por {

T x := (1, 0, z,x),
T y := (0, 1, z,y).
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Ñxx + Ñxx,xdx

Ñxy + Ñxy,xdx

Ñxx

Ñxy

Ñ yy

Ñ yy + Ñ yy,ydy

Ñ yx

Ñ yx + Ñ yx,ydy
4

3

2

1

T x

T y

O′

12 = 34 =
√

1 + z2
,xdx

23 = 41 =
√

1 + z2
,ydy

T x = (1, 0, z,x)

T y = (0, 1, z,y)

Figura 3.4: Elemento diferencial de membrana en su plano tangente.

Sea Ñxx el esfuerzo en la dirección del vector T x (fuerza por unidad de longitud)

y
√

1 + z2
,y la longitud del lado sobre el que justamente actúa. Desarrollando,

obtenemos:

Ñxx = Ñxx

√
1 + z2

,y

T x

||T x||dy = Ñxx

√
1 + z2

,y√
1 + z2

,x

(1, 0, z,x)dy.

Equivalentemente:

Ñyy = Ñyy

√
1 + z2

,x

T y

||T y||dx = Ñyy

√
1 + z2

,x√
1 + z2

,y

(0, 1, z,y)dx,

Ñxy = Ñxy

√
1 + z2

,y

T y

||T y||dy = Ñxy(0, 1, z,y)dy,

y

Ñyx = Ñyx

√
1 + z2

,x

T x

||T x||dx = Ñyx(1, 0, z,x)dx.
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Sustituyendo estas expresiones en el sistema (3.8) y efectuando los cálculos corres-
pondientes, obtenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio:





(
Ñxx

√
1 + z2

,y√
1 + z2

,x

)

,x

+ Ñxy,y = 0,

(
Ñyy

√
1 + z2

,x√
1 + z2

,y

)

,y

+ Ñxy,x = 0,

(
Ñxx

√
1 + z2

,y√
1 + z2

,x

z,x + Ñxyz,y

)

,x

+

(
Ñyy

√
1 + z2

,x√
1 + z2

,y

z,y + Ñxyz,x

)

,y

= 0.

Utilizando las relaciones entre Nαβ y Ñαβ (ecuaciones (3.5),(3.6) y (3.7)), se tienen
las mismas ecuaciones que las del sistema (3.4).

Si introducimos el operador de divergencia ∇ sobre el tensor de esfuerzos (3.1),
se logran las siguientes ecuaciones de equilibrio en forma compacta

(3.9)

{
∇ · σ = 0,

Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy = 0.

En definitiva, en términos del tensor de esfuerzos proyectados Nαβ , se puede “iden-
tificar” el equilibrio de la membrana (que es justamente un problema proprio del
plano tangente) a otro definido directamente en el plano horizontal xOy; tal “iden-
tificación” se resume en la primera relación del sistema (3.9) integrada con la
segunda ecuación del mismo sistema, estrictamente relacionada con la forma de la
superficie S.

Observación 3.1 Las ecuaciones escritas valen en ausencia de fuerzas exteriores.
Si, en cambio, sobre S actúa una fuerza F de componentes F (x, y) = (F1, F2, F3),
los sistemas (3.4) y (3.9) se escriben, respectivamente, como

(3.10)





Nxx,x + Nxy,y + F1 = 0,

Nyy,y + Nxy,x + F2 = 0,

Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy − F1z,x − F2z,y + F3 = 0,

y

(3.11)

{
−∇ · σ = F ,

Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy − F1z,x − F2z,y + F3 = 0.
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Una forma de afrontar el estudio de estas ecuaciones se basa en el método de
Airy . Éste consiste en suponer la existencia de una función

(3.12) H = H(x, y),

conocida como función de Airy , tal que

(3.13) H,xx = Nyy +
∫

F2dy, H,xy = −Nxy, H,yy = Nxx +
∫

F1dx.

Al sustituir esta relación en las ecuaciones del sistema (3.10), la única no trivial
es la tercera:

H,xxz,yy − 2H,xyz,xy + H,yyz,xx

= z,xx

∫
F1 dx + z,yy

∫
F2 dy + F1z,x + F2z,y − F3,

o bien, si F = 0,

(3.14) H,xxz,yy − 2H,xyz,xy + H,yyz,xx = 0.

Utilizaremos, en algunas circunstancias, la función de Airy y la correspondiente
ecuación diferencial.

3.2. Equilibrio en el borde

En este apartado nos dedicaremos al equilibrio en el borde de una membrana.
Ya se comentó que, en general, el borde es una curva cualquiera definida a lo largo
de la membrana que limita la superficie de la misma. En particular, se pueden
distinguir dos tipos de bordes: los bordes ŕıgidos y los cables a tracción. Desde
un punto de vista “geométrico” los primeros son elementos unidimensionales que
pueden tener “cualquier forma”, mientras que la forma de los cables, como argu-
mentaremos más adelante, tiene que estar relacionada con la forma de la mem-
brana.

En cualquiera de los casos hay que imponer equilibrio entra la fuerza de borde
y la fuerza resultante de los esfuerzos de membrana: tal equilibrio es posible sólo
si estas fuerzas pertenecen al plano tangente de la membrana a lo largo del borde,
esto es, sólo si la fuerza es ortogonal al vector normal de la superficie en
el contorno.

Identifiquemos el borde con una curva C. Si y := y(x) es una función real y regular
definida en un dominio I ⊂ R, la parametrización de C es:

C → r(x) := (x, y(x), z(x, y(x))), ∀ x ∈ I.
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Formulación matemática del equilibrio en una membrana y en sus

bordes. Problema completo del equilibrio

O

z
y

f̃

x

Ñxx

ÑxyÑ yx

Ñ yy

ly lx
l

S
C

Figura 3.5: Elemento de membrana y de borde: equilibrio de borde.

Con referencia a la Figura 3.5 consideremos los esfuerzos naturales Ñαβ = Ñαβ(x, y)
de la membrana S y la fuerza de borde (repartida, esto es, fuerza por unidad de
longitud) f̃ = f̃(x) = (f̃1, f̃2, f̃3) en C. Imponiendo equilibrio se obtiene

lyÑxx
T x

||T x|| + lxÑyx
T x

||T x|| + lyÑxy
T y

||T y|| + lxÑyy
T y

||T y|| + lf̃(x) = 0,

es decir, siendo





lx =
√

1 + z2
,xdx,

ly =
√

1 + z2
,ydy,

l =
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2dx,

√
1 + z2

,ydyÑxx
T x

||T x|| +
√

1 + z2
,xdxÑyx

T x

||T x||
+

√
1 + z2

,ydyÑxy
T y

||T y|| +
√

1 + z2
,xdxÑyy

T y

||T y||
+

√
1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃(x)dx = 0,
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o bien

(3.15)





y′

√
1 + z2

,y√
1 + z2

,x

Ñxx − Ñxy +
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃1 = 0,

y′Ñxy −

√
1 + z2

,x√
1 + z2

,y

Ñyy +
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃2 = 0,

z,xy′

√
1 + z2

,y√
1 + z2

,x

Ñxx − z,xÑxy + y′Ñxyz,y

− z,y

√
1 + z2

,x√
1 + z2

,y

Ñyy +
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃3 = 0.

Considerando la equivalencia entre los esfuerzos proyectados y naturales de mem-
brana, es decir las expresiones (3.5), (3.6) y (3.7), las tres ecuaciones del sistema
(3.15) se escriben como:





y′Nxx −Nxy +
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃1 = 0,

y′Nxy −Nyy +
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃2 = 0,

z,xy′Nxx − z,xNxy + y′Nxyz,y − z,yNyy +
√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃3 = 0.

La tercera ecuación es combinación lineal de las primeras dos y, en particular, se
tiene

(3.16) f̃3 = z,xf̃1 + z,yf̃2.

Esto implica que el último sistema es equivalente al siguiente bidimensional

(3.17)





√
1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃1 = Nxy − y′Nxx,√
1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2f̃2 = Nyy − y′Nxy.

Observación 3.2 La relación f̃3 = z,xf̃1 + z,yf̃2 expresa la ortogonalidad entre la
fuerza f̃ y el versor normal N a S (véase la ecuación (A.14)) en el borde. De
hecho siendo

N ∼ (z,x, z,y,−1),

se tiene
0 = f̃3 − z,xf̃1 + z,yf̃2 = f̃ ·N .

Esto confirma lo comentado anteriormente: para que haya equilibrio la fuerza de
borde ha de pertenecer al plano tangente a la membrana en cada punto del contorno.
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Dicho de otra forma, se está tratando un problema plano en el que sólo las com-
ponentes f̃1 y f̃2 de f̃ “intervienen directamente” en la formulación; de echo, una
vez que se conozcan f̃1 y f̃2, f̃3 se calcula a partir de la ecuación f̃3 = z,xf̃1 +z,yf̃2.

Consideremos, ahora, la fuerza f = (f1, f2) en el plano xOy, equivalente a la
“proyección por unidad de longitud”de f̃ sobre el plano horizontal; se comprueban
las relaciones 




f̃1 =

√
1 + y′2√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2
f1,

f̃2 =

√
1 + y′2√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2
f2.

Aśı, en términos de f , el sistema (3.17) se expresa como

(3.18)

{√
1 + y′2f1 = Nxy − y′Nxx,√
1 + y′2f2 = Nyy − y′Nxy,

que, como comprobaremos a continuación, puede simplificarse en la t́ıpica forma
que traduce el equilibrio de borde en un problema plano.

Trabajemos, para ello, en el plano horizontal xOy. El versor normal n a la curva
proyectada Γ y parametrizada por (x, y(x)) es

(3.19) n =
1√

1 + y′2
(−y′, 1).

En estas circunstancias el sistema (3.18) se expresa como

(3.20) σ · n = f , ∀ x ∈ Γ.

En definitiva, utilizando el tensor de esfuerzos proyectados Nαβ y la fuerza proyec-
tada f , se puede “identificar” el equilibrio entre cable y membrana (que es justa-
mente un problema proprio del plano tangente) a otro definido directamente en el
plano horizontal xOy; tal “identificación” se resume en el sistema (3.18) integrado
con la ecuación f̃3 = z,xf̃1 + z,yf̃2, estrictamente relacionada con la forma de la
superficie S.

Reiteremos que, aunque la expresión (3.20) sea válida para cualquier tipo de borde,
es muy importante entender cómo considerar la fuerza f = (f1, f2) en función del
borde que se tenga: si el borde es ŕıgido la fuerza puede ser cualquiera mientras
que si el borde es una cable veremos que f1 y f2 dependen de la tracción y de la
forma del mismo.
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3.2.1. Equilibrio entre borde ŕıgido y membrana

Identifiquemos el borde ŕıgido con una curva Cr. Si y := y(x) es una función
real y regular definida en un dominio I ⊂ R, la parametrización de Cr es:

Cr → r(x) := (x, y(x), z(x, y(x))), ∀ x ∈ I.

Trabajemos en el plano horizontal, es decir en la proyección Γr de Cr sobre xOy.
El versor normal n a la curva proyectada parametrizada por (x, y(x)) es

n =
1√

1 + y′2
(−y′, 1).

Si indicamos con f r = (f r
1, f

r
2) la fuerza de borde, esto es, la fuerza por unidad

de longitud repartida a lo largo de Γr, podemos escribir el equilibrio como

σ · n = f r, ∀ x ∈ Γr,

que es la restricción del sistema (3.20) al dominio Γr.

3.2.2. Equilibrio entre cable y membrana

Una vez más identifiquemos el cable con una curva Cc. Si y := y(x) es una
función real y regular definida en un dominio I ⊂ R, la parametrización Cc es:

Cc → r(x) := (x, y(x), z(x, y(x))), ∀ x ∈ I.

Trabajemos en el plano horizontal, es decir en la proyección Γc de Cc sobre xOy.
El versor normal n a la curva proyectada parametrizada por (x, y(x)) es

n =
1√

1 + y′2
(−y′, 1).

Hasta aqúı “todo funciona” como en el caso de borde ŕıgido; la diferencia funda-
mental es que la fuerza f c en un cable depende de la tracción del mismo
y de su forma .

De hecho un cable es, como ya se comentó, un elemento unidimensional capaz
de trabajar sólo a tracción, esto es, a través de esfuerzos axiales (es decir, tan-
gentes en cada punto del mismo). A ráız de ello y refiriéndonos a la Figura 3.6, si
f c = (f c

1 , f c
2) define la fuerza de reacción del cable (proyectado) y P la proyección

a lo largo de Γc de la tracción natural P̃ a lo largo de Cc, entonces las ecuaciones
de equilibrio que se obtienen son

P ′(x) + f c = 0,
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esto es

(3.21)

{
P ′

x − f c
1 = 0,

(Pxy′)′ − f c
2 = 0,

siendo

(3.22) Px =
P̃√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2
,

y P̃ el valor de la tracción natural del cable, definida por

P̃ =
P̃√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2
(1, y′, z,x + y′z,y).

De todo ello, teniendo en cuenta la relación f̃3 = f̃1z,x + f̃2z,y, se logra:




f̃1 = P ′
x,

f̃2 = (y′Px)′,
f̃3 = z,xP ′

x + z,y(y′Px)′.

Siendo, en este caso, f̃ fruto de la tracción Px del cable, no sólo es ortogonal a la
normal a la superficie, sino que pertenece al plano osculador (véase su defini-
ción (A.10)) definido por el mismo cable3. Lo dicho nos permite considerar una
importante relación geométrica, que denominaremos Relación de compatibilidad
espacial del equilibrio o, simplemente, Relación de compatibilidad. Esta relación
es una condición necesaria para que una curva sea un cable de borde de
una membrana .

Identifiquemos el cable con una curva Cc. Si y := y(x) es una función real y
regular definida en un dominio I ⊂ R, la parametrización Cc es:

Cc → r(x) := (x, y(x), z(x, y(x))), ∀ x ∈ I.

Fijada la forma S de la membrana y su ecuación z = z(x, y), siendo el plano oscu-
lador el definido por los vectores t y n (fórmulas (A.4) y (A.5) respectivamente),
para que una curva Cc perteneciente a S sea un cable para S hemos de imponer la
ortogonalidad entre estos vectores y el versor normal a la superficie N .

Teorema 3.3 (Relación de compatibilidad). Sea S ⊂ R3 una superficie para-
metrizada por ϕ(x, y) = (x, y, z(x, y)) ((x, y) ∈ D ⊂ R2) y con versor nor-
mal N definido por la relación (A.14), y Cc ⊂ R3 una curva perteneciente a S

3Esto equivale a afirmar que el versor binormal b (relación (A.6)) del cable coincide
con el versor normal N de la superficie, o bien, que el plano osculador del cable coincide
punto a punto con el plano tangente a la membrana.
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E l e m e n t o   d i f e r e n c i a l    d e    c a b l e

M E M B R A N A 

y

x
O

Γc, proyección de Cc en xOy : y = y(x)

P (x)

P (x + dx)

Γc

Nxy

Px
y′Px

Nyy

Nxx

Nyx
f c

2f c
1

f c

Figura 3.6: Equilibrio horizontal: fuerza de reacción - tracción el cable.

parametrizada por r(x) = (x, y(x), z(x, y(x))) (x ∈ I ⊂ R) y con versor tangente
t y normal n, dados respectivamente por las expresiones(A.4) y (A.5). En estas
condiciones si r es un cable para S entonces necesariamente

(3.23) z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0, ∀ x ∈ I.

Demostración
Hace falta imponer

(3.24)

{
t · N = 0,

n · N = 0.

Utilizando (A.4), (A.5) y (A.14) se tiene que





t ∼ (1, y′, z,x + z,yy
′),

n ∼ (0, y′′, z,xx + 2′yz,xy + y′2z,yy + y′′z,y),
N ∼ (z,x, z,y,−1).

Esto implica que la primera ecuación del sistema (3.24) se cumple para cualquier
valor de x en I, mientras que la segunda se verifica si y sólo si

z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0.

¥
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Finalmente, utilizando la Relación de compatibilidad (3.23), la fuerza repartida
f̃ es: 




f̃1 = P ′
x,

f̃2 = (y′Px)′,
f̃3 = z,xP ′

x + z,y(y′Px)′ = [(z,x + z,yy
′)Px]′.

3.3. Interpretación geométrica de la relación

de compatibilidad

Demos una interpretación geométrica de la relación (3.23).

Supongamos tener una membrana S, gráfica de una función z = z(x, y), y un
cable Cc cuya proyección Γc en el plano horizontal sea una curva plana gráfica de
una función y = y(x):

Γc := {(x, y) ∈ R2 : x ∈ I, y = y(x)}.
Calculemos la curvatura de Gauss K y la curvatura normal κ, dadas, res-
pectivamente, por las expresiones (A.24) y (A.19). Para ello necesitamos algunas
magnitudes previas: los coeficientes E, F y G y L, M y N de la primera y
segunda forma fundamental de la Definición A.7.





ϕ,x = (1, 0, z,x), ϕ,y = (0, 1, z,y), N =
1√

1 + ||∇z||2 (−z,x,−z,y, 1),

ϕ,xx = (0, 0, z,xx), ϕ,xy = (0, 0, z,xy), ϕ,yy = (0, 0, z,yy),
E = 1 + z2

,x, F = z,x z,y, G = 1 + z2
,y,

L :=
z,xx√

1 + ||∇z||2 , M =
z,xy√

1 + ||∇z||2 , N =
z,yy√

1 + ||∇z||2 .

Se tiene que

(3.25) K =
z,xx z,yy − z2

,xy

(1 + ||∇z||2)2 .

Por lo que concierne a la curvatura normal, debido a la ecuación (A.19), escojamos
un versor tangente a la superficie

e :=
ṙ(x)
||ṙ(x)|| =

1√
1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2

(1, y′, z,x + y′z,y),

y descompongámoslo en la base tangente {T x,T y}:

e = aT x + bT y ⇔





a =
1√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2
,

b =
y′√

1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2
.
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Finalmente obtenemos

κ := II(e, e) =(a, b) ·
(

L M
M N

)(
a
b

)
= La2 + 2Mab + Nb2

=
z,xx + 2z,xyy

′ + z,yyy
′2

[1 + y′2 + (z,x + y′z,y)2]
√

1 + ||∇z||2 .

(3.26)

Observación 3.4 A ráız de la expresión (3.26) podemos dar otra importante in-
terpretación de la Relación de compatibilidad (3.23): las curvas que la verifican
son tales que la curvatura normal κ a lo largo de las mismas se anule, esto es,
son las direcciones asintóticas para la superficie z (referencia [10]).

A continuación consideraremos unos ejemplos de superficies y direcciones asintóti-
cas correspondientes.

Ejemplo 3.5 Si z(x, y) = z1(x)+ z2(y), entonces la ecuación (3.23) se transforma
en una ecuación diferencial ordinaria del primer orden del tipo:

y′(x) = ∓
√

z′′1 (x)
z′′2 (y(x))

.

Como casos particulares, se comprueba que

• si z(x, y) = ys−xr, entonces
√

r − 1
r

yr =
√

s− 1
s

xs +c, c constante (véase

la Figura 3.7 correspondiente a s = 2 y r = 4);

• si z(x, y) =
1
2
(x2 − cosh2 x) + y2, entonces y = ∓ coshx + c, c constante.

Otros ejemplos son

• z(x, y) := e
|y| − x2

2 , entonces y(x) = ±x2

2
∓ x + c, c constante, (véase la

Figura 3.8);

• z(x, y) := e|x| (1− |y|), entonces y(x) := ∓1∓ ce
∓

x

2 , c constante.

3.4. Problema completo del equilibrio: prob-

lema directo y dual

Formulamos y definamos, ahora, el problema diferencial completo para el equi-
librio de una membrana. Las ecuaciones generales se expresan en la relación (3.4)
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Figura 3.7: Superficie y direcciones asintóticas.
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(b) Gráfica de las direcciones asintóticas
y(x) ∼ ∓ cosh(x).

Figura 3.8: Superficie y direcciones asintóticas.

o, de forma más compacta, en el sistema (3.9). Como se justifica más detallada-
mente en el Apéndice B, necesitamos añadir a estas ecuaciones unas condiciones
de borde adecuadas que puedan definir bien el problema de contorno.

Distinguiremos dos tipos de problemas:

- problema directo, en el que nos proponemos encontrar, una vez fijada
la forma de membrana, los esfuerzos de pretensado para dicha forma que
verifiquen el equilibrio;

- problema dual , en el que nos proponemos encontrar, una vez fijados los
esfuerzos de tracción adecuados, la forma de la membrana que verifique su
equilibrio.

Analizaremos y formularemos los dos problema en el caso general, es decir en el
caso en que el borde esté formado, en parte, por cables. A partir de ello se podrá
particularizar el estudio de ambos problemas a circunstancias en las que el borde
sea completamente ŕıgido.

Como se podrá apreciar a lo largo del texto, la presencia de los cables en cualquiera
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de los dos problemas complica sensiblemente no sólo la formulación sino el (even-
tual) método de resolución.

Simetŕıa del problema

Antes de entrar en los detalles del problema completo, fijemos uno de los puntos
de partida: la simetŕıa general del problema.

Conclusión 3.6 (acerca de la simetŕıa general del problema).
Independientemente de que el problema analizado sea el directo o el dual, nos
dedicaremos a soluciones simétricas. Ante todo ha de precisarse que el dominio es
siempre un dato del problema; más precisamente en esta tesis nos limitaremos
a considerar dominios planos, y simétricos respeto a los dos ejes, definidos como
sigue:

(3.27) D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)}.

Consecuentemente
∂D ≡ Γ = Γ1 ∪ Γ2,

siendo
Γ1 := {(x, y) ∈ R2 tal que x = ∓a ∧ −b ≤ y ≤ b},

y
Γ2 := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ y = ∓y(x)},

con a y b números reales e y = y(x) función real, par, regular y definida en [−a, a]
tal que

∓y(−a) = ∓y(a) = ∓b.

En particular si y = y(x) define un cable, recordando que el sentido de la curvatura
del mismo ha de ser siempre hacia el exterior de la ĺınea de paso (generalmente
el eje x; Figura 1.3), entonces la curva correspondiente será convexa: y′′(x) > 0.

Siguiendo con el asunto de la simetŕıa, se puede comprobar que si se escogen
los datos simétricos (dominio de partida, coeficientes y condiciones de
frontera) se puede garantizar la simetŕıa de la solución (esfuerzos o
forma de membrana). Justifiquémoslo muy brevemente.

Problema directo. Fijemos la superficie z = z(x, y) simétrica:

z(−x, y) = z(x, y) (par en x) y z(x,−y) = z(x, y) (par en y).

A partir de la tercera ecuación de equilibrio (sistema (3.4))

Nxx(x, y)z,xx(x, y) + 2Nxy(x, y)z,xy(x, y) + Nyy(x, y)z,yy(x, y) = 0,
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se tiene que

Nxx(−x, y)z,xx(−x, y) + 2Nxy(−x, y)z,xy(−x, y) + Nyy(−x, y)z,yy(−x, y)
= Nxx(−x, y)z,xx(x, y)− 2Nxy(−x, y)z,xy(x, y) + Nyy(−x, y)z,yy(x, y) = 0,

siempre que 



Nxx(−x, y) = Nxx(x, y) (par en x),
Nyy(−x, y) = Nyy(x, y) (par en x),
Nxy(−x, y) = −Nxy(x, y) (impar en x).

Equivalentemente se logra




Nxx(x,−y) = Nxx(x, y) (par en y),
Nyy(x,−y) = Nyy(x, y) (par en y),
Nxy(x,−y) = −Nxy(x, y) (impar en y),

es decir la simetŕıa del tensor Nαβ .

Al revés, si

0 = Nxx(−x, y)z,xx(−x, y) + 2Nxy(−x, y)z,xy(−x, y) + Nyy(−x, y)z,yy(−x, y)
= Nxx(x, y)z,xx(−x, y)− 2Nxy(−x, y)z,xy(x, y) + Nyy(−x, y)z,yy(x, y)
= Nxx(x, y)z,xx(x, y) + 2Nxy(x, y)z,xy(x, y) + Nyy(x, y)z,yy(x, y),

entonces

[Nxx(x, y)−Nxx(−x, y)]z,xx(x, y) + 2[Nxy(x, y) + Nxx(−x, y)]z,xy(x, y)
+ [Nyy(x, y)−Nyy(−x, y)]z,yy(x, y) = 0, ∀ z simétrica,

es decir 



Nxx(−x, y) = Nxx(x, y) (par en x),
Nyy(−x, y) = Nyy(x, y) (par en x),
Nxy(−x, y) = −Nxy(x, y) (impar en x),

y, equivalentemente,




Nxx(x,−y) = Nxx(x, y) (par en y),
Nyy(x,−y) = Nyy(x, y) (par en y),
Nxy(x,−y) = −Nxy(x, y) (par en y).

Problema dual. Fijemos los esfuerzos Nαβ simétricos:




Nxx(−x, y) = Nxx(x, y) y Nxx(x,−y) = Nxx(x, y),
Nyy(−x, y) = Nyy(x, y) y Nyy(x,−y) = Nyy(x, y),
Nxy(−x, y) = −Nxy(x, y) y Nxy(x,−y) = −Nxy(x, y).
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Si z verifica la última ecuación del sistema (3.4), pongamos

zx(x, y) = z(−x, y) y zy(x, y) = z(x,−y).

Se tiene

Nxx(x, y)zx
,xx(x, y) + 2Nxy(x, y)zx

,xy(x, y) + Nyy(x, y)zx
,yy(x, y)

= Nxx(x, y)z,xx(−x, y)− 2Nxy(x, y)z,xy(−x, y) + Nyy(x, y)z,yy(−x, y)
= Nxx(−x, y)z,xx(−x, y) + 2Nxy(−x, y)z,xy(−x, y) + Nyy(−x, y)z,yy(−x, y) = 0,

es decir z(x, y) = z(−x, y). Equivalentemente se obtiene z(x, y) = z(x,−y).

Signo de la curvatura de Gauss de una membrana a tracción

Analicemos otro aspecto del problema: el paralelismo entre las membranas a
tracción, las superficies minimales y las con curvaturas de Gauss negativa.

Conclusión 3.7 (acerca del signo de la curvatura de Gauss de una membrana
a tracción).
Reconsideremos la ecuación (3.23): para que existan soluciones, su discriminante
ha de ser no negativo, es decir

z2
,xy − z,xxz,yy ≥ 0.

Confrontando esta desigualdad con la expresión (3.25), concluimos que la superfi-
cie, por lo menos a lo largo de eventuales cables, ha de tener curvatura de Gauss
K no positiva: se comprueba que el mismo resultado es válido en todo punto de
la superficie. De hecho, teniendo en cuenta que la relación (3.14) coincide con la
ecuación de las superficies minimales (A.27) en el caso en que





Nxx = H,yy = 1 + z2
,y,

−Nxy = H,xy = z,xz,y,

Nyy = H,xx = 1 + z2
,x,

debido a que la curvatura de Gauss de una superficie minimal es no positiva
(Observación A.13) y siendo el tensor de los esfuerzos σ definido positivo, existe
una “analoǵıa” entre las ecuaciones (3.14) y (A.27). Podemos afirmar, entonces,
que, en general, a una cierta distribución de esfuerzos de tracción para
una membrana corresponde siempre una superficie con curvatura de
Gauss negativa y, viceversa, a una cierta superficie con curvatura de
Gauss negativa corresponde siempre una distribución de esfuerzos de
tracción.
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Formulación matemática del equilibrio en una membrana y en sus

bordes. Problema completo del equilibrio



Caṕıtulo 4

Problema directo

Como ya se dijo, en el problema directo se fija la forma de la membrana y se
busca la distribución de esfuerzos que equilibran el sistema. Siendo, aśı, el tensor
de los esfuerzos Nαβ la incógnita del problema, se han de fijar, para la misma, las
adecuadas condiciones de contorno.

4.1. Formulación matemática y propiedades

Sea
r(x) = (x, y(x), z(x, y(x))) − a ≤ x ≤ a,

la parametrización tridimensional de la curva, borde de la membrana. Trabajemos
en el plano xOy, es decir en proyección. El versor normal n a la curva proyectada
Γ parametrizada por (x, y(x)) es

(4.1) n =
1√

1 + y′2
(−y′, 1).

En particular, para los bordes verticales de ecuación x = ∓a (véase la definición
del dominio D expresada por la ecuación (3.27)), el versor normal es

n :=

{
(1, 0), por x = a,

(−1, 0), por x = −a.

Finalmente podemos definir las condiciones de contorno: si D es el dominio con
borde Γ ≡ ∂D y f(x) es la fuerza de borde, esto es, la fuerza por unidad de
longitud repartida a lo largo de Γ, entonces las condiciones de contorno, correspon-
dientes al problema directo y que reflejan el equilibrio en el borde, se expresan en
la ecuación (3.20) (propia del problema plano) aqúı recordada:

σ · n = f , ∀ x ∈ Γ.
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Tenemos ahora todos los instrumentos necesarios para plantear el problema com-
pleto en el caso general, caso en el que el borde está compuesto, en parte, por
cables:

∂D ≡ Γ = Γr ∪ Γc.

Problema 4.1 (Problema directo). Datos:

1) Membrana identificada con la gráfica de una superficie z = z(x, y) con
curvatura de Gauss negativa;

2) curvas y = ∓y(x) candidatas a definir el borde compuesto por cables
(Γc), obtenidas resolviendo la ecuación (3.23);

3) curvas de ecuación x = ∓a que definen el borde ŕıgido (Γr);

4) borde completo ∂D ≡ Γ = Γr ∪ Γc;

5) distribución de la fuerza de borde ŕıgido f r en Γr.

Calcular:

1) tensor σ := Nαβ y la fuerza de borde en el cable f c definida en Γc tal
que

(4.2)





σ sea un tensor positivo en D,

(∇ · σ)α =
2∑

β=1

Nαβ,β = 0, ∀ α = 1, 2,

Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy = 0 en D,

σ · n = f r en Γr,

σ · n = f c en Γc,

siendo n el versor normal exterior a Γ.

Comentario 4.2 Utilizando la ecuación de equilibrio en términos de la función de
Airy, esto es, la ecuación

H,xxz,yy − 2H,xyz,xy + H,yyz,xx = 0,

y siendo z una superficie con curvatura de Gauss negativa, la segunda ecuación
diferencial del sistema (4.2) es hiperbólica; tenemos, aśı, un problema hiperbólico
en dos incógnitas (el tensor σ y el vector f c) con ciertas condiciones de contorno
sobre σ.

Si se fijara f c el mismo sistema (4.2) seŕıa un problema hiperbólico, en general,
no resoluble (véase el Ejemplo 4.3).
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Ejemplo 4.3 Considérese la superficie z = −A2x4 + 6B2y2 (A y B constantes),

la curva (candidata a cable) y =
A2

2B2
x2 y los esfuerzos Nxx = 1, Nxy = 0 y

Nyy =
A2

B2
x2.

La superficie z y la curva y verifican la Relación de compatibilidad (3.23)

z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0.

Teniéndose que cumplir σ · n = f c (fuerza por unidad de longitud a lo largo del
cable), se tiene

f c =
(
− A2

B2
x,

A2

B2
x2

)
.

Si y = y(x) es un cable, ha de existir una función Px (que es la tracción en el
cable; véase el Apartado 3.2.2) tal que valga el sistema (3.21):

{
P ′

x − f c
1 = 0,

(Pxy′)′ − f c
2 = 0.

Se tiene, entonces

Px =
A2

2B2
x2,

y

−3A4

2B4
x2 =

A2

B2
x2,

es decir
−3A2 = 2B2,

que es una ecuación no resoluble.

Antes de dedicarnos a eventuales soluciones, es nuestra intención evidenciar ciertas
singularidades del problema directo. Tales“anomaĺıas”se deben, sobre todo, al tipo
de ecuación diferencial, esto es, una ecuación de tipo hiperbólico cuyo problema
de contorno asociado no está en general bien planteado. Veámoslo con el siguiente

Ejemplo 4.4 Aśı como mostrado en la Figura 4.1, fijemos para la membrana la
forma de la “silla de montar” de ecuación

z(x, y) = −x2 + y2 + a2;

y, para el dominio plano que define el borde ŕıgido, el subconjunto de R2

R = (−a, a)× (−b, b) = (−π, π)×
(
− π

2
,
π

2

)
.
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x 

y 

z 

O 
R 

(−a,−b) 

(a,b) 

Figura 4.1: Problema directo en el rectángulo R: superficie y borde.

Reconsideremos las ecuaciones de equilibrio del sistema (3.4). Derivemos la primera
con respecto a x, la segunda con respecto a y, y restemos término a término:

{
Nxx,xx −Nyy,yy = 0 en R,

Nxx = Nyy en R.

Definiendo, simplemente por comodidad de nomenclatura, ω(x, y) := Nxx(x, y), se
tiene: {

Nxx = Nyy = D en R,

ω,xx − ω,yy = 0 en R.

Impongamos, ahora, la condición sobre el borde ŕıgido. Sean n y f r respectivamente
el versor exterior a ∂R = Γ = Γr y la fuerza por unidad de longitud aplicada en la
misma frontera (para facilitar la lectura evitemos el supeŕındice r de la fuerza f r,
esto es, la fuerza de borde es f). Debido a la simetŕıa del dominio y de la superficie
y de acuerdo con la Conclusión 3.6, escojamos una distribución para f que se
equilibre en Γ, esto es, igual en valor y dirección y opuesta en sentido, en cada par
de puntos simétricos del borde. Se obtienen, aśı, las siguientes descomposiciones
para n y f (Figura 4.2):

(4.3)





nv
+ := (1, 0), normal exterior en x = π,

nv− := (−1, 0), normal exterior en x = −π,

nh
+ := (0, 1), normal exterior y =

π

2
,

nh− := (0,−1), normal exterior en y = −π

2
,
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y 

nv
+nv
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nh
−

nh
+

fh
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1 (x)
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2 (x)

f v
2 (y)
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1 (y)

Figura 4.2: Ejemplo problema directo con bordes ŕıgidos.

y

(4.4)





fv
+ := (fv

1 (y), fv
2 (y)), componentes de f en x = π,

fv
− := (−fv

1 (y),−fv
2 (y)), componentes de f en x = −π,

fh
+ := (fh

1 (x), fh
2 (x)), componentes de f en y =

π

2
,

fh
− := (−fh

1 (x),−fh
2 (x)), componentes de f en y = −π

2
,

siendo fh
α y fv

α funciones arbitrarias y conocidas. Con estos datos, la condición de
borde (3.20) que expresa el equilibrio se escribe como:

Nxx = fv
1 (y) en x = ∓π y Nxy = fv

2 (y) en x = ∓π,

y

Nxy = fh
1 (x) en y = ∓π

2
y Nyy = fh

2 (x) en y = ∓π

2
.

El primer problema que tenemos es que las relaciones escritas son insuficientes
para definir en “todo el borde Γ” las condiciones de frontera sobre la incógnita ω,
de aqúı la imposibilidad de definir correctamente el problema completo de contorno.

De todas formas, obviando esta dificultad y fijando, por ejemplo, ω = c (c con-
stante) en Γ, tendŕıamos que resolver

(4.5)

{
ω,xx − ω,yy = 0 en R,

ω = c en Γ.
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La función ω(x, y) = c resuelve el sistema pero la unicidad no está garantizada ya
que la familia de funciones wk(x, y) := c+sin kx cos ky, siendo k cualquier número
natural, sigue resolviéndolo.

Observemos que el sistema (4.5) define un problema hiperbólico con condición de
Dirichlet, esto es, un t́ıpico ejemplo de problema en general mal definido en teoŕıa
de ecuaciones diferenciales.

Para confirmar aun más la presencia de singularidades en el problema directo,
estudiémoslo a través del método de Airy. Siendo z una superficie con curvatura
de Gauss negativa, la correspondiente ecuación (3.14) es hiperbólica. Además, las
curvas caracteŕısticas (véase Definición B.1) de la ecuación diferencial del
problema resuelven la ecuación (B.2), es decir

y′(x) =
−z,xy ∓

√
z2
,xy − z,xxz,yy

z,yy
.

Esta ecuación equivale a la relación (3.23), esto es, los eventuales cables coinciden
con las curvas caracteŕısticas de la ecuación. Tenemos aśı un problema hiperbólico
con condiciones de bordes definidas sobre curvas caracteŕısticas; en conformidad
con la Conclusión B.2, tal problema está, en general, mal puesto.

Lo dicho en estos último párrafos equivale a afirmar que, fijada una forma de
membrana, puede que exista más de una distribución de esfuerzos que la equilibre
o bien, en caso de que los datos se definan sobre caracteŕısticas, pueda que no
exista ninguna.

Aunque con lo comentado hayamos querido avisar al lector del“mal comportamien-
to”del problema directo, nos parece adecuado e interesante presentar una casúıstica
de casos resolubles y bien definidos. En efecto, aunque el problema de Dirichlet sirve
a menudo de ejemplo de problema mal puesto, se dedicó parte de la investigación
en estudiar más en detalles algunos problemas de contorno de tipo hiperbólico
con el objetivo de encontrar casos interesantes y adaptables al problema directo
(véanse las referencias [15], [19], [20] y [21]).

Los casos que estudiaremos en el próximo apartado se definen en bordes total-
mente ŕıgidos ya que, como se dijo, en general el problema directo no está bien
definido a lo largo de los cables siendo éstos curvas caracteŕısticas de la ecuación
diferencial correspondiente.

4.2. Casúıstica del problema directo

Empecemos con un breve resumen acerca de la ecuación de ondas y de la
correspondiente fórmula de d’Alembert que utilizaremos para la resolución de
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dos ejemplos de problema directo.

Notas básicas sobre las ecuaciones de las ondas y la fórmula de
d’Alembert

Consideremos la ecuación de ondas en la incógnita u := u(x, t), función de la
variable espacial x ∈ R y de la variable temporal t ∈ R, dada por

(4.6) u,tt = c2u,xx, c constante1.

La solución general puede ser hallada considerando el cambio de variables

ξ := x− ct, y η := x + ct,

y aplicando la regla de la cadena para las funciones compuestas:
{

u,xx = u,ξξ + 2u,ξη + u,ηη,

u,tt = c2u,ξξ − 2c2u,ξη + c2u,ηη.

A partir de estas relaciones, la ecuación (4.6) se escribe, en las incógnitas ξ y η,
como

u,ξη = 0,

cuya genérica solución es
u(ξ, η) = ϕ(ξ) + ψ(η).

En definitiva, todas las soluciones de la ecuación (4.6) son del tipo

(4.7) u(x, t) := ϕ(x− ct) + ψ(x + ct),

siendo ϕ y ψ funciones cualesquiera representantes, respectivamente, una onda que
se propaga a velocidad c hacia las x crecientes y una onda que se propaga a ve-
locidad c hacia las x decrecientes.

A partir de estas consideraciones, podemos afirmar que el problema con datos
iniciales u0 y v0 definido por

(4.8)





u,tt = c2u,xx x, t ∈ R,

u(x, 0) = u0(x),
u,t(x, 0) = v0(x),

tiene una única solución dada por la fórmula de d’Alembert

(4.9) u(x, t) =
1
2
u0(x− ct) +

1
2
u0(x + ct) +

1
2c

∫ x+ct

x−ct
v0(s)ds.

1La ecuación (4.6) modeliza las pequeñas vibraciones de una cuerda“infinita” en ausen-
cia de fuerzas exteriores.
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Para comprobarlo impongamos a la función (4.7) las condiciones iniciales. Se tiene

(4.10) u0(x) = ϕ(x) + ψ(x),

y
v0(x) = −cϕ′(x) + cψ′(x),

es decir, integrando,

(4.11)
∫ x

x0

v0(s)ds = −cϕ(x) + cψ(x).

Resolviendo a la vez las ecuaciones algebraicas (4.10) y (4.11) se concluye




ϕ(x) =
1
2
u0(x)− 1

2

∫ x

x0

v0(s)ds,

ψ(x) =
1
2
u0(x) +

1
2

∫ x

x0

v0(s)ds,

es decir

u(x, t) =
1
2
u0(x− ct) +

1
2
u0(x + ct) +

1
2c

∫ x+ct

x−ct
v0(s)ds.

4.2.1. Ejemplos de problema directo mediante la uti-
lización de la fórmula de d’Alembert

A continuación consideraremos dos ejemplos definidos en un dominio rectangu-
lar (borde totalmente ŕıgido) en los que aplicaremos, para su resolución, la fórmula
de d’Alembert y el siguiente

Teorema 4.5 Sea D un dominio convexo y regular de R2. Si F = F (x, y) y g =
g(t) son dos funciones reales y regulares de R2 y R respectivamente y tales que
F (x, y) = g(ax+ by + c) y F (x, y) = F (−x, y) = g(−ax+ by + c) (o bien F (x, y) =
F (x,−y) = g(ax− by + c)), entonces F es constante.

Demostración
Sean

u :=
1√

a2 + b2
(b,−a) y v :=

1√
a2 + b2

(b, a),

dos versores de R2. Calculemos las derivadas direccionales de F a lo largo de u y
v. Siendo F (x, y) = g(ax+ by + c) y F (x, y) = F (−x, y) = g(−ax+ by + c) (o bien
F (x, y) = F (x,−y) = g(ax− by + c)), se tiene





F,u = ∇F · u =
g′ab− g′ba√

a2 + b2
= 0,

F,v = ∇F · v =
−g′ab + g′ba

a2 + b2
= 0.
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x 

y 

z 

O 
R 

(−a,−b) 

(a,b) 

Figura 4.3: Problema en el rectángulo R: superficie y borde.

u y v son vectores linealmente independientes, aśı que, para cada dirección w,
existen dos constantes λ1 y λ2 tales que w = λ1u + λ2v; de ello se deduce que

F,w = λ1F,u + λ2F,v = 0.

Finalmente, siendo D convexo sigue que F = c.te en D.

¥

Ejemplo 4.6 Aśı como mostrado en la Figura 4.3, fijemos para la membrana la
forma de la “silla de montar” de ecuación

z(x, y) = −x2 + c2y2 + a2; c ∈ R,

y, para el dominio plano que define el borde ŕıgido, el subconjunto de R2

R = (−a, a)× (−b, b).

Operando en las ecuaciones de equilibrio, obtenemos:
{

Nyy,yy − c2Nxx,xx = 0 en R,

Nxx = c2Nyy en R.

Definiendo, simplemente por comodidad de nomenclatura, ω(x, y) := Nyy(x, y), se
tiene: {

Nxx = c2Nyy = c2ω en R,

ω,yy = c2ω,xx en R.
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Impongamos, ahora, la condición sobre el borde ŕıgido. Sean n y f (evitando,
igual que antes, el supeŕındice r) respectivamente el versor exterior a Γ y la fuerza
por unidad de longitud aplicada en la misma frontera. Debido a la simetŕıa del
dominio y de la superficie y de acuerdo con la Conclusión 3.6, escojamos una
distribución para f que se equilibre en Γ, esto es, igual en valor y dirección y
opuesta en sentido, en cada par de puntos simétricos del borde. Se obtienen, aśı,
las siguientes descomposiciones para n y f (Figura 4.2):

(4.12)





nv
+ := (1, 0), normal exterior en x = a,

nv− := (−1, 0), normal exterior en x = −a,

nh
+ := (0, 1), normal exterior y = b,

nh− := (0,−1), normal exterior en y = −b,

y

(4.13)





fv
+ := (fv

1 (y), fv
2 (y)), componentes de f en x = a,

fv
− := (−fv

1 (y),−fv
2 (y)), componentes de f en x = −a,

fh
+ := (fh

1 (x), fh
2 (x)), componentes de f en y = b,

fh
− := (−fh

1 (x),−fh
2 (x)), componentes de f en y = −b,

siendo fh
α y fv

α funciones arbitrarias y dadas. Con estos datos, la condición de
borde (3.20) que expresa el equilibrio se escribe como:

Nxx = fv
1 (y) en x = ∓a y Nxy = fv

2 (y) en x = ∓a,

y
Nxy = fh

1 (x) en y = ∓b y Nyy = fh
2 (x) en y = ∓b.

El problema de equilibrio completo es, entonces

(4.14)





ω,yy = c2ω,xx en R,

ω(∓a, y) =
fv
1 (y)
c2

,

ω(x,∓b) = fh
2 (x),

Nxy(∓a, y) = fv
2 (y),

Nxy(x,∓b) = fh
1 (x).

Imponiendo, además, continuidad en las esquinas al esfuerzo Nxy, se tiene

fv
2 (∓b) = fh

1 (∓a).

Con el objetivo de utilizar la fórmula (4.9), consideremos este otro problema

(4.15)





ω,yy = c2ω,xx en R,

ω(x,∓b) = fh
2 (x),

ω,y(x,∓b) = δ(x).
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fórmula de d’Alembert 75

Utilizando el cambio de variable z = y + b, se obtiene

(4.16)





ω,yy(x, z) = c2ω,xx(x, z) en R̃ ≡ (−a, a)× (0, 2b),
ω(x, 0) = ω(x, 2b) = fh

2 (x),
ω,y(x, 0) = ω,y(x, 2b) = δ(x),

cuya única solución (debido a la relación (4.9)) es

ω(x, z) =
1
2
fh
2 (x− cz) +

1
2
fh
2 (x + cz) +

1
2c

∫ x+cz

x−cz
δ(s) ds,

o bien, en términos de x e y,

ω(x, y) =
1
2
fh
2 (x− cy − cb) +

1
2c

fh
2 (x + cy + cb) +

1
2c

∫ x+cy+cb

x−cy−cb
δ(s) ds.

Con referencia a la Conclusión 3.6 y al Teorema 4.5, necesariamente se cumple
que ω(x, y) = c.te, esto es Nyy = c.te, Nxx = c.te y Nxy = 0.

Escogiendo, por ejemplo, fh
2 (x) = c1 (constante positiva) y δ(x) = 0, la solución

en esfuerzos en todo R es,




Nxx = c2c1 ∀ (x, y) ∈ R,

Nyy = c1 ∀ (x, y) ∈ R,

Nxy = Nxy = 0 ∀ (x, y) ∈ R.

Sigamos con la casúıstica estudiando el mismo problema utilizando, esta vez, la
función de Airy (véase la definición en la expresión (3.12)).

Ejemplo 4.7 Sea H la función de Airy definida en el rectángulo R := (−a, a) ×
(−b, b) y sea, igual que antes, z(x, y) := −x2 + c2y2 + a2 (c ∈ R) la expresión de
la superficie: obtenemos

(4.17)





H,yy(x, y) = c2H,xx(x, y) en R,

H,yy(∓a, y) = fv
1 (y),

H,xy(∓a, y) = −fv
2 (y),

H,xy(x,∓b) = −fh
1 (x),

H,xx(x,∓b) = fh
2 (x).

Consideremos el siguiente problema reducido:




H,yy(x, y) = c2H,xx(x, y) en R,

H,xy(x,∓b) = −fh
1 (x),

H,xx(x,∓b) = fh
2 (x).
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La solución de este problema nos dará una relación directa entre las funciones fh
α

y fv
α.

A través del cambio de variable z = y + b, se logra

(4.18)





H,zz(x, z) = c2H,xx(x, z) en R̃ ≡ (−a, a)× (0, 2b),
H,xz(x, 0) = H,xz(x, 2b) = −fh

1 (x),
H,xx(x, 0) = H,xx(x, 2b) = fh

2 (x).

Operando en las últimas dos de (4.18), se tienen las condiciones siguientes:
{

v0(x) := H,z(x, 0) = −F h
1 (x) + c1, con F h

1 tal que (F h
1 )′(x) = fh

1 (x),
u0(x) := H(x, 0) = F̂ h

2 (x) + c2x + c3, con F̂ h
2 tal que (F̂ h

2 )′′(x) = fh
2 (x),

con ci (i = 1, 2, 3) constantes arbitrarias.

Utilizando la (4.9) se obtiene la solución

H(x, z) =
1
2
[F̂ h

2 (x− cz) + F̂ h
2 (x + cz)] + c1z + c2x + c3

− 1
2c

F̂ h
1 (x + cz) +

1
2c

F̂ h
1 (x− cz), con F̂ h

1 tal que (F̂ h
1 )′′(x) = fh

1 (x),

o bien, en términos de x e y,

H(x, y) =
1
2
[F̂ h

2 (x− cy − cb) + F̂ h
2 (x + cy + cb)] + c1(y + b) + c2x + c3

− 1
2c

F̂ h
1 (x + cy + cb) +

1
2c

F̂ h
1 (x− cy − cb).

(4.19)

A partir de la función de Airy (4.19), obtenemos los esfuerzos:

(4.20)





H,yy = Nxx =
c2

2
[fh

2 (x− cy − cb) + fh
2 (x + cy + cb)]

− c

2
[fh

1 (x + cy + cb)− fh
1 (x− cy − cb)],

H,xx = Nyy =
1
2
[fh

2 (x− cy − cb) + fh
2 (x + cy + cb)]

− 1
2c

[fh
1 (x + cy + cb)− fh

1 (x− cy − cb)],

−H,xy = Nxy =
c

2
[fh

2 (x− cy − cb)− fh
2 (x + cy + cb)]

+
1
2
[fh

1 (x + cy + cb) + fh
1 (x− cy − cb)].

Con referencia a la Conclusión 3.6 y al Teorema 4.5, necesariamente se cumple
que ω(x, y) = c.te, esto es Nyy = c.te, Nxx = c.te y Nxy = 0.



4.2.2 Un caso de resolubilidad concreto 77

Escogiendo, por ejemplo, fh
2 (x) = c1 (constante positiva) y fh

1 (x) = 0, la solu-
ción en esfuerzos en todo R es,





Nxx = c2c1 ∀ (x, y) ∈ R,

Nyy = c1 ∀ (x, y) ∈ R,

Nxy = Nxy = 0 ∀ (x, y) ∈ R.

A diferencia de los problemas de Dirichlet en las que las condiciones de borde se
basan en definir la función incógnita en todo el contorno, los dos ejemplos anteriores
son problemas en que los “datos al borde” se traducen en condiciones iniciales
o finales sobre la función incógnita.

4.2.2. Un caso de resolubilidad concreto

Como se dijo, el problema de Dirichlet sirve de ejemplo de problema mal
puesto en teoŕıa de ecuaciones hiperbólicas. Numerosas aplicaciones del proble-
ma de Dirichlet en teoŕıa dinámica de los gases sónicos y supersónicos o teoŕıa de
láminas con curvatura a signo alterno necesitan definir dominios en los cuales el
problema de Dirichlet esté bien definido.

Un resultado positivo a tal propósito es el siguiente (referencia [20]).

Teorema 4.8 (de existencia y unicidad para un problema de Dirichlet). Consi-
dérese la ecuación

(4.21) L(u) := (−y)mu,xx − u,yy − λ2(−y)mu = 0,

en el dominio
D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1,−α < y < 0},

siendo α = (1− 2β)2β−1, 2β = m/(2 + m), m constante positiva y λ ∈ R.
El dominio D es un rectángulo tal que las curvas caracteŕısticas correspondientes
a la ecuación (4.21)

AB0 : x =
2

2 + m
(−y)(2+m)/2, BA0 : 1− x =

2
2 + m

(−y)(2+m)/2,

pasan por sus vértices A = (0, 0), A0 = (1, 0), B = (−α, 0) y B0 = (1,−α).
Denotemos con D1 el triángulo curviĺıneo ABC, es decir la parte de D definida
por el segmento AB y los arcos de caracteŕısticas AC y BC, siendo C el punto
de intersección de las dos caracteŕısticas AB0 y BA0, y con D2, D3 y D4 los
triángulos curviĺıneos BCB0, B0CA0 y A0CA, respectivamente (Figura 4.4). Bajo
estas condiciones el problema





L(u) = 0 en D,

u(x, 0) = τ(x), u(x,−α) = 0 para 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, y) = 0, u(1, y) = 0 para − α ≤ y ≤ 0,
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x 
y 

B0B

A A0

C

m = 2

D1 D3

D4

D2

Figura 4.4: Dominio D y triángulos curviĺıneos D1, D2, D3 y D4.

tiene una única solución continua en el dominio cerrado D. Además u es dife-
renciable con continuidad en todo D con la posible excepción de las caracteŕısticas
AB0 y BA0. En particular si τ(x) ≡ 0 la solución que se obtiene es u ≡ 0.

Apliquemos este resultado a un caso concreto:

Ejemplo 4.9 Se consideren la superficie

z(x, y) := c1y
4 − c2x

2, c1 y c2 números positivos,

y el rectángulo

(4.22) R = (−a, a)× (−b, b).

Con el fin de aplicar el resultado del Teorema 4.8 concluiremos que ha de existir
una relación entre las constantes c1, c2, a y b.

Poniendo u = Nyy, se tiene la siguiente ecuación de equilibrio:

6y2 c1

c2
u,xx − u,yy = 0,
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cuyas curvas caracteŕısticas son
√

c1

c2
y2 = ∓ 2√

6
x + c.te.

Como está indicado en la Figura 4.5, definamos los sectores Ri (i = 1, 2, 3, 4) y
consideremos las curvas

x =
a

b2
y2 y x =

a

b2
y2 − a,

y
x = − a

b2
y2 y x = − a

b2
y2 + a.

Impongamos que tales parábolas (que pasan respectivamente por los puntos (a, b),
(a,−b) y (0, 0) y (−a, 0), (0,−b) y (0, b) y (−a,−b), (−a, b) y (0, 0) y (a, 0), (0,−b)
y (0, b)) coincidan con las curvas caracteŕısticas de la ecuación diferencial; se ob-
tiene la siguiente relación:

c1 =
2a2

3b4
c2.

Considerada la simetŕıa de la superficie y del dominio, la idea es adaptar los

x 

y 

(−a,−b) 

(a,b) 

R4

R3

R1

R2

γ(y) γ(y)γ(y)

γ(y) γ(y)γ(y)

τ(x) τ(x)

τ(x) τ(x)

τ(x) τ(x)

Figura 4.5: Rectángulo R y sectores correspondientes: R1, R2, R3 y R4.
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resultados del Teorema 4.8 en cada sector del rectángulo R. Definamos, para dicho
propósito, las siguientes condiciones sobre Nyy en todo el borde de R y en los ejes:

{
u(∓a, y) = u(0, y) = γ(y),
u(x,∓b) = u(x, 0) = τ(x),

siendo γ y τ funciones adecuadas y tales que

(4.23) τ(∓a) = γ(∓b), τ(0) = γ(0), τ(∓a) = γ(0), τ(0) = γ(∓b).

A través del cambio de variable definido por

v(x, y) := u(x, y)− [γ(y) + τ(x)− τ(∓a)],

la ecuación diferencial que se obtiene y sus correspondientes condiciones de con-
torno en R son, respectivamente

y2v,xx − c2

6c1
v,yy + τ ′′(x)y2 − γ′′(y) = 0,

y
v = 0 en Γ = ∂R.

Impongamos, ahora,
τ ′′(x)y2 = γ′′(y),

y
c2 = 6c1.

Se tiene

τ(x) = Ax2 + Bx + C y γ(y) = A
y4

12
+ Dy + E, A, B, C,D y E ∈ R,

y
b2 = 2a.

En definitiva, el problema correspondiente restringido al sector R1, es
{

y2v,xx − v,yy = 0 en R1,

v = 0 en ∂R1,

cuya única solución, debido al Teorema 4.8, es v = 0, es decir, en términos de u,

u(x, y) := γ(y) + τ(x)− τ(a).

Las condiciones (4.23) nos proporcionan las siguientes expresiones para τ y γ

τ(x) = γ(y) = k,



4.2.2 Un caso de resolubilidad concreto 81

siendo k una constante positiva arbitraria; la única solución en R1 es, entonces,

Nyy(x, y) = u(x, y) = k.

Consecuentemente
Nxx(x, y) = y2u(x, y) = y2k,

y, debido a su imparidad en las dos variables (Conclusión 3.6),

Nxy(x, y) = 0.

Considerando el equilibrio en el borde, se obtiene




Nxx(∓a, y) = fv
1 (y) = y2k,

Nxy(∓a, y) = fv
2 (y) = 0,

Nxy(x,∓b) = fh
1 (x) = 0,

Nyy(x,∓b) = fh
2 (x) = k.

El problema queda aśı únicamente determinado a partir del conocimiento de la
función γ(y), o bien τ(x) = fh

2 (x) = k.

Actuando de la misma forma en los demás sectores se obtiene la única solución en
todo R

Nyy(x, y) = u(x, y) = k,

Nxx(x, y) = y2k,

y
Nxy(x, y) = 0.
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Caṕıtulo 5

Problema dual

Como ya se dijo, en el problema dual se fija la distribución de esfuerzos y se
busca la forma de membrana que equilibre el sistema. Siendo, aśı, la superficie z la
incógnita del problema, se han de fijar, para la misma, las adecuadas condiciones
de contorno.

5.1. Formulación matemática y propiedades

Como para el problema directo, analicemos este problema en el caso general,
esto es, suponiendo que el borde esté formado, en parte, por cables.

Más precisamente, y como ya se comentó anteriormente (véase la Conclusión 3.6),
consideraremos un dominio

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)},

con frontera
∂D ≡ Γ = Γr ∪ Γc,

siendo
Γr := {(x, y) ∈ R2 tal que x = ∓a ∧ −b ≤ y ≤ b},

y
Γc := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ y = ∓y(x)},

con a y b números reales e y = y(x) función real, par, regular, convexa y definida
en [−a, a] tal que

∓y(−a) = ∓y(a) = ∓b.

Problema 5.1 (Problema dual). Datos:
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1) Esfuerzos de membrana Nxx, Nxy y Nyy, tales que verifiquen el equilibrio
plano y sean de tracción, estos es, tales que





(∇ · σ)α =
2∑

β=1

Nαβ,β = 0, ∀ α = 1, 2,

Nxx > 0 (o bien Nyy > 0) y NxxNyy −N2
xy > 0.

2) curvas y = ∓y(x) candidatas a definir el borde compuesto por cables
(Γc), obtenidas resolviendo el sistema (3.21);

3) curvas de ecuación x = ∓a que definen el borde ŕıgido (Γr);

4) borde completo ∂D ≡ Γ = Γr ∪ Γc;

5) valor de la membrana en el bordo ŕıgido Γr, definido asignando una
función regular g en Γr.

Calcular

1) superficie z = z(x, y) definida en D y función h = h(x) definida en Γc

tales que

(5.1)





−div (σ · ∇z) = 0 en D,

z = g en Γr,

z = h en Γc,

z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0 en Γc.

Comentario 5.2 Siendo el tensor σ definido positivo, la ecuación diferencial del
sistema (5.1) es eĺıptica y en forma de divergencia; véase ecuación (B.5)). Ten-
emos, aśı, un problema eĺıptico en dos incógnitas (la función z y la función h) con
condiciones de contorno no estándar sobre z. De hecho, si por un lado las ecua-
ciones z = g en Γr y z = h en Γc se conocen en la literatura como condiciones
de Dirichlet (correspondientes a t́ıpicos problemas de Dirichlet), por otro la
condición (“de cable”) z,xx + 2z,xyy

′ + z,yyy
′2 = 0 en Γc es inusual en estos tipos

de problemas.

Además, si se fijara h, el sistema (5.1) seŕıa un problema eĺıptico en el que la
incógnita z debeŕıa verificar a la vez dos condiciones sobre Γc, esto es, un sistema
sobredeterminado y, en general, no resoluble (véase el Ejemplo 5.3).

A tal propósito cabe comentar que la literatura relacionada con los problemas
eĺıpticos sobredeterminados1 no presentó analoǵıas, por lo menos estrictas, con
el problema dual.

1Véanse, por ejemplo, las referencias [8], [12] y [16].
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Ejemplo 5.3 Considérese el dominio R = [−5, 5]× [−2, 2], los esfuerzos Nxx = 10,
Nxy = 0 y Nyy = 4 y las funciones h(x) = −x2 + 22 y g(y) = 5y2 − 23 definidas
respectivamente en los segmentos [−5, 5] y [−2, 2].
z = 2 − x2 + 5y2 es la única función que resuelve las tres ecuaciones del sistema
(5.1) pero no la última. De hecho, siendo y = y(x) = ∓2 (−5 ≤ x ≤ 5) se tiene

0 6= −2 = −2 + 2 · 0 · 0 + 10 · 02 = z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2.

Con el siguiente resultado básico expresaremos la condición de contorno

z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0 en Γc,

en una forma más adecuada para la formulación que desarrollaremos, forma en la
que no aparecerán las derivadas segundas de la función z.

Teorema 5.4 Sean h := h(x), y := y(x) y z := z(x, y) funciones reales y regulares
de R y de R2, con y′′(x) 6= 0. Pongamos:

(P1) :

{
z(x, y(x)) = h(x),
z,xx + 2z,xyy

′ + z,yyy
′2 = 0,

(P2) :





z(x, y(x)) = h(x),

z,y(x, y(x)) =
h′′

y′′
.

Entonces (P1) y (P2) son equivalentes.

Demostración
(P1) ⇒ (P2)
Por derivación:

z,x + y′z,y = h′ ⇒ z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 + z,yy
′′ = h′′.

Siendo z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0 sigue z,y = h′′/y′′.
(P2) ⇒ (P1)
Siendo

z(x, y(x)) = h(x),

se tiene, por derivación,

h′′(x) = z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 + z,yy
′′.

Al ser h′′ = z,yy
′′ concluimos

z,xx + 2zxyy
′ + zyyy

′2 = 0.
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¥
Aplicando, entonces, el resultado del Teorema 5.4 a las últimas dos expresiones
del sistema (5.1), podemos sustituir el mismo por el siguiente

(5.2)





−div (σ · ∇z) = 0 en D,

z = g en Γr,

z = h en Γc,

h′′ = z,yy
′′ en Γc,

que será nuestro punto de partida para el estudio del problema dual en el caso
general.

Tal como se presenta, el sistema (5.2) no es un usual problema de contorno de
tipo eĺıptico. Antes de dedicarnos a su resolución, procediendo a su construcción,
argumentemos la unicidad de la misma.

En la siguiente demostración se utilizará expĺıcitamente la condición y′′(x) > 0
que caracteriza, justamente, la propiedad geométrica de un cable, esto es, una
curva con una concavidad bien definida.

Unicidad del Problema dual 5.1

Demostración
Reducción al absurdo. Sean z1 = z1(x, y) y z2 = z2(x, y) dos funciones de D que

 

x 

y

* 
* 

D 

Γr Γr

Γc

Γc

M = (−a, y0)

M = (−x0, y(−x0))

Figura 5.1: Dominio de referencia D.

resuelvan el sistema (5.2). Poniendo

z(x, y) := z1(x, y)− z2(x, y) y h(x) := z1(x, y(x))− z2(x, y(x)),
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se tiene que 



−div (σ · ∇z) = 0 en D,

z = 0 en Γr,

z = h en Γc,

z,yy
′′ = h′′ en Γc.

Debido al Principio del Máximo Débil B.12, la z tiene un máximo en ∂D; sea
éste el punto M = (x0, y0) (véase Figura 5.1).

- Si M ∈ Γr (ecuación x = ∓a), entonces dicho máximo vale 0. Esto significa
que la función h es no positiva, esto es, h ≤ 0. Si h = 0, entonces sigue la
tesis siendo necesariamente z = 0.

En cambio, si h < 0, entonces existe, al menos, un punto P = (x0, y(x0))
perteneciente a Γc en el que h alcanza un mı́nimo; h′(x0) = 0 y h′′(x0) ≥ 0.

Si n = (n1, n2) =
1√

1 + y′2
(−y′, 1) es el versor normal exterior; debido al

Principio del Máximo Fuerte B.15, se tiene

(5.3) n1z,x + n2z,y = z,n(x0, y(x0)) < 0.

Además, siendo h′(x0) = 0, se cumple

(5.4) h′(x0) = −n2z,x + n1z,y = 0,

Confrontando las relaciones (5.3) y (5.4), se tiene, siendo n2 = 1

(n2
1 + n2

2)z,y = ||n||2z,y = z,y < 0.

Por la convexidad de y, se tiene y′′(x0) > 0, aśı que

0 > z,y(x0, y(x0))y′′(x0) = h′′(x0) ≥ 0,

es decir una contradicción.

- Si M ∈ Γc (ecuación y = ∓y(x)), entonces h′(x0) = 0 y h′′(x0) ≤ 0. Debido
al Principio del Máximo Fuerte B.15, se tiene, siendo n2 = 1

(5.5) n1z,x + n2z,y = z,n(x0, y(x0)) > 0.

Además, siendo h′(x0) = 0, se cumple

(5.6) h′(x0) = −n2z,x + n1z,y = 0,

Confrontando las relaciones (5.5) y (5.6), se tiene

(n2
1 + n2

2)z,y = ||n||2z,y = z,y > 0.

Por la convexidad de y, se tiene y′′(x0) > 0, aśı que

0 < z,y(x0, y(x0))y′′(x0) = h′′(x0) ≤ 0,

es decir una contradicción.

¥
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5.1.1. Problema dual: método de resolución

En este apartado nos dedicaremos, utilizando el Método de los Elementos Fini-
tos (Apéndice C, referencias [18] y [40]), a construir la solución del problema dual
completo, esto es, a resolver el sistema (5.2). Dicho método de resolución es adap-
table a la situación en la que el dominio no tenga cables.

A partir de la formulación (5.2), consideremos por separado el sistema reducido

(5.7)





−div (σ · ∇z) = 0 en D,

z = g en Γr,

z = h en Γc,

y la ecuación

(5.8) h′′ = z,yy
′′ en Γc.

Siguiendo el mismo razonamiento del Apartado C.2, fijemos una malla para D,
indiquemos con nt el número total de nodos en D, con nr el número de nodos en
Γr y con nc el número de nodos en Γc. Poniendo

z '
nt∑

j=1

zjNj y h '
nc∑

j=1

hjNj ,

y sustituyendo en el sistema (5.7) se logra el siguiente sistema lineal:

(5.9)




K AT
r AT

c

AT
r 0 0

AT
c 0 0







z
λr

λc


 =



0
g
h


 ,

siendo z = (z1, . . . , zt), g = (g1, . . . , gr) y h = (h1, . . . , hc) los vectores de los valo-
res nodales de z en D, g en Γr y h en Γc, K la matriz de rigidez , Ar y Ac las
matrices correspondientes a los vectores nodales h de Γc y g de Γr, y λr y λc los
multiplicadores de Lagrange2.

Sea z la solución del sistema (5.9): se tiene la descomposición

(5.10) z = Hh + Gg,

con H ∈ Mnt×nc(R) y G ∈ Mnt×nr(R).

2El método utilizado es conocido como Método de los multiplicadores de La-
grange .
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Por lo que concierne la ecuación (5.8), definamos el vector residual nc−dimen-
sional R de componentes

(R)i = Ri(h) :=
∫

Γc

(z,yy
′′ − h′′)Ni d Γc, i = 1, . . . , nc,

e impongamos que sea el vector nulo:

(5.11) Ri(h) =
∫

Γc

(z,yy
′′ − h′′)Ni dΓc = 0, i = 1, . . . , nc.

Poniendo, igual que antes,

z '
nt∑

j=1

zjNj y h '
nc∑

j=1

hjNj ,

sustituyendo en la relación (5.11) e integrando por partes, se obtiene

nt∑

j=1

zj

∫

Γc

y′′Nj,yNi dΓc +
nc∑

j=1

hj

∫

Γc

N ′
jN

′
i d Γc = 0, i = 1, . . . , nc.

Definiendo, finalmente,

Mij :=
∫

Γc

y′′Nj,yNi d Γc

=
∫ a

−a
y′′(x)Nj,y(x, y(x))Ni(x, y(x))

√
1 + y′(x)2 d x,

y

Wij :=
∫

Γc

N ′
jN

′
i dΓc

=
∫ a

−a
Nj(x, y(x))′Ni(x, y(x))′

√
1 + y′(x)2 d x,

logramos

(5.12) Mz + Wh = 0,

con M ∈ Mnc,nt(R) y W ∈ Mnc(R).
Confrontando los dos sistema (5.12) y (5.10) se obtiene la solución h

(5.13) h = −(MH + W )−1MGg,

vector nodal correspondiente a la forma de la superficie z a lo largo de Γc (o, más
bien, a la forma del cable) y, consecuentemente, la solución z

(5.14) z = Hh + Gg,
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vector nodal correspondiente a la forma de la superficie z en todo el dominio D.

Lo que se acaba de comentar acerca de este problema es la otra cara de la moneda
del problema directo, ya que si bien éste está en general mal definido, el proble-
ma dual tiene solución única. Esto significa que, fijados una cierta distribución de
esfuerzos y un borde para la membrana, existe una sola superficie que equilibre el
sistema.

5.1.2. El problema dual restringido: método de resolu-
ción

El problema expresado en el sistema (5.2) se reduce a un t́ıpico problema
eĺıptico de contorno con condiciones de Dirichlet (véase el Problema B.5) en el
caso en que el borde esté totalmente compuesto por elementos ŕıgidos. En efecto,
siendo Γc ≡ ∅, el problema correspondiente consiste en calcular z = z(x, y) tal que

(5.15)

{
−div (σ · ∇z) = 0 en D,

z = g en Γr ≡ Γ ≡ ∂D,

siendo g el valor de z en todo el borde Γ.

Más en particular, se tiene:

Problema 5.5 Sea a un número real positivo, y = y(x) una función real, par y
regular de I = [−a, a] y D el dominio definido por

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)}.

Si h := h(x) y g := g(y) son dos funciones reales, pares y regulares definidas, res-
pectivamente, en I = [−a, a] y J = [−b, b], siendo b = y(∓a), y tales que verifiquen
las siguientes condiciones de compatibilidad

h(∓a) = g(|b|),

hallar una función z tal que verifique

(5.16)





−
2∑

α,β=1

(Nαβz,β),α = 0 en D,

z = g en x = ∓a,

z = h en y = ∓y(x).
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Debido al Teorema B.8, este problema tiene una única solución3, expresada anaĺıti-
camente por

(5.17) z = mı́n
w∈K

F(w) = mı́n
w∈K

{1
2

∫

D

2∑

α,β=1

Nαβz,βz,αdD
}

,

siendo

K := {w ∈ H1(D) tal que w(∓a, y) = g(y) y w(x,∓y(x)) = h(x)}.

Además, a partir de la Observación B.13, podemos concluir que el Problema 5.5
está bien puesto, entendiendo por problema bien puesto aquél para que pueda
garantizarse la existencia , la unicidad y la estabilidad de la solución.

Aunque la fórmula (5.17) proporcione la solución “anaĺıtica” del sistema (5.16),
la minimización expĺıcita del funcional F(w), no siempre es imediata4; ha de re-
currirse, en general, a métodos numéricos.

Si por un lado la ecuación matricial (C.4) del Apartado C.2 da la fórmula expĺıci-
ta para la resolución numérica del sistema (5.16), por el otro, debido a la unicidad
del problema, puede lograrse la misma expresión utilizando el método argumenta-
do en el Apartado 5.1.1. De hecho, siendo Γc ≡ ∅, se ha Ar = 0, M = 0, W = 0
y h vector nodal, esta vez conocido a priori, que, igual que g, contribuye a definir
la condición de Dirichlet en Γ = Γr. En estas circunstancias, entonces, los sistemas
(5.12) y (5.13) se simplifican en

(5.18) z = Gg,

con G matriz inversa de [
K AT

r

AT
r 0

]
.

Observación 5.6 La desigualdad (B.14) garantiza la estabilidad de la solución
numérica expresada por el sistema (5.18): dicha solución no sólo no vaŕıa sen-
siblemente al cambiar de malla sino que se acerca suficientemente a la solución
anaĺıtica aunque la malla que se considere no sea muy fina.

3La regularidad de dicha solución se conoce a partir del Teorema B.10 y de las In-
mersiones de Sobolev (B.13); escogiendo los datos “regulares” (por ejemplo Nαβ , y, g y h
continuos) es posible garantizar la regularidad de la solución (z dos veces diferenciable con
continuidad).

4Más adelante consideraremos unos casos concretos en el que es posible minimizar el
funcional “a mano”: Caso 1 y Caso 2 del Ejemplo 5.7.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) ≡ b = 2 m
Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = 0
g(y) = 0
z = 0
e = ||z − znúm||/||z|| = 0

−1 −0.5 0 0.5 1

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

m 

(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.2: Resultado gráfico de la solución numérica znúm calculada por el M.E.F.
Caso: g(y) = h(x) = constante=0.

5.1.3. Ejemplos del problema dual restringido

En este apartado consideraremos unos casos concretos de problema dual re-
stringido; una vez fijados los esfuerzos, hallaremos la solución en función de la
“forma” del dominio D y de las condiciones de frontera, esto es, del valor de la z a
lo largo de ∂D = Γ.

Consideraremos tres ejemplos. En el primero, Ejemplo 5.7, fijaremos como dominio
plano un rectángulo y consideraremos, por separado, cuatro diferentes condiciones
de frontera sobre la superficie: podremos, de esta forma, solucionar el problema
de forma anaĺıtica en el caso en que los bordes en el espacio sean o constantes
(caso de superficie plana) o tales que exista una relación adecuada entre ellos y los
esfuerzos.
En los dos casos restantes resolveremos el problema de forma numérica fijando, en
primer lugar, bordes espaciales con concavidades opuestas y, luego, con concavi-
dades concordes.



5.1.3 Ejemplos del problema dual restringido 93

En el segundo y en el tercer ejemplo, Ejemplo 5.8 y Ejemplo 5.9, fijaremos,
respectivamente, un dominio plano cuya frontera esté compuesta en parte por bor-
des que tienen la concavidad de los cables5 y un dominio plano cuya frontera esté
compuesta en parte por arcos6 y consideraremos, por separado, tres diferentes
condiciones de frontera sobre la superficie: solucionaremos el problema de forma
numérica fijando, en primer lugar, bordes espaciales constantes, luego con concavi-
dades opuestas, y, finalmente, con concavidades concordes.

El objetivo de los ejemplos es, una vez más, verificar la eficacia del método numéri-
co para la resolución del problema de Dirichlet (confrontando, cuando será posible,
la solución numérica con la anaĺıtica) y comprobar lo comentado en la Observación
3.4, esto es, que la superficie obtenida tenga curvatura de Gauss negativa (o al
menos “no positiva”) una vez que se fijen los esfuerzos de tracción adecuados.

Ejemplo 5.7 Consideremos el siguiente dominio rectangular:

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −b ≤ y ≤ b};

es posible, en este caso, definir la variable ϕ “trasladando” z en el rectángulo R :=
(−a, a)× (−b, b) de las siguiente manera:

ϕ(x, y) := z(x, y)− [h(x) + g(y)− g(|b|)].

Se tiene, aśı, el nuevo problema homogéneo




−
2∑

α,β=1

(Nαβϕ,β),α = Nxxh′′(x) + Nyyg
′′(y) en R,

ϕ = 0 en |y| = b,

ϕ = 0 en |x| = a,

cuya solución es, debido al Teorema B.8,

ϕ = mı́n
ψ ∈H1

0 (D)
J [ψ],

siendo

J [ψ] :=
1
2

∫

D
(Nxxψ2

,x + 2Nxyψ,xψ,y + Nyyψ
2
,y) dD

−
∫

D
ψ(Nxxh′′(x) + Nyyg

′′(y)) dD.

(5.19)

Profundicemos, ante todo, los dos casos en los que es posible hallar la solución de
forma anaĺıtica y expĺıcita.

5Esto es, hacia el exterior de la ĺınea de paso, el eje x.
6Esto es, hacia el interior de la ĺınea de paso, el eje x.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) ≡ b = 2 m

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = −0,034x2 + 1,53
g(y) = 0,17y2

Nxxh′′(x) = −Nyyg
′′(y)

z = −0,034x2 + 0,17y2 + 0,68
e = ||z − znúm||/||z|| = 4,6 · 10−16
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.3: Resultado gráfico de la solución numérica znúm calculada por el M.E.F.
Caso: Nxxh′′(x) = −Nyyg

′′(y).

Caso 1 Cualquiera sea el tensor de esfuerzos σ, si h′′(x) = g′′(y) = 0, es decir,
debido a las condiciones de compatibilidad, g = h = c, constante, se tiene
ϕ = c. Siendo ϕ ∈ H1

0 (D), concluimos ϕ = 0, es decir z(x, y) = c; la
curvatura de Gauss correspondiente es, entonces,

K =
z,xxz,yy − z2

xy

(1 + z2
,x + z2

,y)2
= 0 en D.

Caso 2 Si se escogen Nαβ, h = h(x) y g = g(x) tales que Nxxh′′(x) = −Nyyg
′′(y),

se tiene ϕ = c. Siendo ϕ ∈ H1
0 (D), concluimos ϕ = 0, es decir z(x, y) =

h(x) + g(y)− h(∓a); la curvatura de Gauss correspondiente es, entonces

K =
z,xxz,yy − z2

xy

(1 + z2
,x + z2

,y)2
=

h′′(x) g′′(y)
(1 + h′(x)2 + g′(y)2)2

.

Siendo Nxx y Nyy positivos, debido a la relación

Nxxh′′(x) = −Nyyg
′′(y),
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se tiene que cumplir que h′′(x) g′′(y) < 0 (ó 0 en un punto (x0, y0) del plano),
esto es, K < 0 en D. (ó 0 en una dirección).

A la vez estos mismos casos se han resuelto también numéricamente, fijando unos
valores concretos de los datos. En particular, con referencia a las Figuras 5.2 y
5.3, es posible calcular el error relativo (en la norma eucĺıdea) entre la solución
expĺıcita z y la numérica znúm:

e :=
||z − znum||

||z|| .

Si bien en estos dos casos particulares haya sido posible calcular expĺıcitamente
la superficie y su curvatura de Gauss, en general se ha de recurrir a métodos
numéricos.

Caso 3 En la Figura 5.4 se representa la solución en el caso de bordes espaciales de
concavidades discordes.

Caso 4 En la Figura 5.5 se representa la solución en el caso de bordes espaciales de
concavidades concordes.

Ejemplo 5.8 Consideremos el siguiente dominio

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)},
siendo y = y(x) tal que y′′(x) > 0, esto es, una curva cuya concavidad coincide con
la de un cable. En las Figuras 5.6, 5.7 y 5.8 se puede apreciar, independientemente
del valor de los datos de frontera g = g(y) y h = h(x), cómo la solución numérica
del problema sea una superficie con curvatura de Gauss no positiva.

Ejemplo 5.9 Consideremos el siguiente dominio

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)},
siendo y = y(x) tal que y′′(x) < 0, esto es, una curva cuya concavidad es como la
de un arco. En las Figuras 5.9, 5.10 y 5.11 se puede apreciar, independientemente
del valor de los datos de frontera g = g(y) y h = h(x), cómo la solución numérica
del problema sea una superficie con curvatura de Gauss no positiva.

Los casos de los Ejemplos 5.7, 5.8 y 5.9 muestran, de manera práctica, cómo el
problema dual definido en dominios compuestos totalmente por bordes ŕıgidos sea
siempre resoluble independientemente de la forma de los mismos elementos que
componen el contorno.

Por lo contrario, como se sabe, la presencia de cables limita las “libertades” a
la hora de escoger el dominio de referencia: de hecho, fijados los esfuerzos Nαβ, si,
por una parte, una cualquier curva y = y(x) en el plano horizontal puede funcionar
como borde ŕıgido, por la otra, la expresión y = y(x) de un cable ha necesaria-
mente de verificar el sistema (3.18), siendo f el vector dado por el sistema (3.21).
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) ≡ b = 2 m
Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = −0,0375x2 + 1,4375
g(y) = 0,125y2
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.4: Resultado gráfico de la solución numérica znúm calculada por el M.E.F.
Caso: h(x) ∼ −x2 y g(y) ∼ y2.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) ≡ b = 2 m
Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = 0,017x2 − 0,1133
g(y) = 0,17y2
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.5: Resultado gráfico de la solución numérica znúm calculada por el M.E.F.
Caso: h(x) ∼ x2 y g(y) ∼ y2.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) = 1 + 0,04x2

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = 0
g(y) = 0
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.6: Resultado gráfico de la solución numérica calculada por el M.E.F.
Caso: g(y) = h(x) = constante=0.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) = 1 + 0,04x2

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = −0,0375x2 + 1,4375
g(y) = 0,125y2
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.7: Resultado gráfico de la solución numérica calculada por el M.E.F.
Caso: h(x) ∼ −x2 y g(y) ∼ y2.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) = 1 + 0,04x2

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = 0,024x2 − 0,08
g(y) = 0,17y2
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.8: Resultado gráfico de la solución numérica calculada por el M.E.F.
Caso: h(x) ∼ x2 y g(y) ∼ y2.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) = 3− 0,04x2

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = 0
g(y) = 0

−1 −0.5 0 0.5 1

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

m 

(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.9: Resultado gráfico de la solución numérica calculada por el M.E.F.
Caso: g(y) = h(x) = constante=0.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) = 3− 0,04x2

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = −0,0375x2 + 1,4375
g(y) = 0,125y2
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.10: Resultado gráfico de la solución numérica calculada por el M.E.F.
Caso: h(x) ∼ −x2 y g(y) ∼ y2.
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.

(b) Datos del problema

a = 5 m y y(x) = 3− 0,04x2

Nxx = 10,Nxy = 0,Nyy = 4 (kN/m)
h(x) = 0,017x2 − 0,1133
g(y) = 0,17y2
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(d) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.11: Resultado gráfico de la solución numérica calculada por el M.E.F.
Caso: h(x) ∼ x2 y g(y) ∼ y2.



104 Problema dual

5.1.4. Ejemplo del problema dual general

En el Apartado 5.1.1 se mostró cómo resolver el Problema dual 5.1 en pre-
sencia de cables de borde, esto es cómo calcular numéricamente el cable h y la
superficie z: nos referimos a las ecuaciones (5.13) y (5.14).

A continuación analizamos el problema y calculamos sus resultados en un caso
real, el prototipo de pasarela de Callús (referencias [28] y [29]). En realidad, se
trata de un caso algo distinto, porque aqúı se parte de unos esfuerzos constantes
y, por tanto, como se verá, de cables de planta eĺıptica; mientras que en Callús,
al tener que ajustar los esfuerzos a una forma dada de membrana y a unos cables
con planta parabólica, los mismos no eran exactamente constantes.

Sea
D := {(x, y) ∈ R2 tal que − a ≤ x ≤ a ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)},

el domino de partida y fijemos los siguientes datos:




a = 5m,

Nxx = 10 kN/m,

Nxy = 0 kN/m,

Nyy = 4 kN/m,

g(y) =
17
800

y2
(
11− 1

6
y2

)
(g e y en metros) forma de z en x = ∓a.

Para que y = y(x) sea la proyección de un cable para la membrana, es necesario
que la misma resuelva el sistema (3.18) (siendo f el vector dado por el sistema
(3.21)), es decir {

P ′
x = −10y′,

(Pxy′)′ = 4.

Integrando se tiene

(c1 − 10y)dy = (c2 + 4x)dx, (c1 y c2 constantes arbitrarias),

es decir

c1y − 5y2 = c2x + 2x2 + c3 (c1, c2 y c3 constantes arbitrarias).

Para hallar las ci (i = 1, 2, 3), fijemos las siguientes propiedades de y:

y(∓5) = 2 y(0) = 1.

Se obtiene la elipse “positiva”, centrada en el punto
(
0,

13
2

)
y de ecuación

ε+ :
8

605
x2 +

4
121

(
y − 13

2

)2
= 1.
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Por simetŕıa, se obtiene la elipse “negativa” de ecuación

ε− :
8

605
x2 +

4
121

(
y +

13
2

)2
= 1.

Escogiendo las “ramas adecuadas” de ε+ y ε− (Figura 5.12) podemos finalmente

−10 −5 0 5 10
−15

−10

−5

0

5

10

15

x 

y 

ε−

ε+

Figura 5.12: Curvas planas (elipses) adecuadas a trabajar como cables.

definir el siguiente dominio:

(5.20) D := {(x, y) ∈ R2 tal que − 5 ≤ x ≤ 5 ∧ −y(x) ≤ y ≤ y(x)},

siendo y(x) :=
13
2
−

√
121
4
− 2

5
x2 (en la Figura 5.13 se representa gráficamente el

dominio D).

Nos queda por resolver, entonces, el problema siguiente:




10z,xx + 4z,yy = 0 en D,

z =
17
800

y2
(
11− 1

6
y2

)
en x = ∓5,

z = h en y = ∓
(13

2
−

√
121
4
− 2

5
x2

)
,

z,yy
′′ = h′′ en y = ∓

(13
2
−

√
121
4
− 2

5
x2

)
.
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x 

y

D 

Figura 5.13: Representación gráfica del dominio D definido por la expresión (5.20).

Los resultados numéricos obtenidos7 (expresados en metros), correspondientes a la
forma del cable y a la forma de la membrana, se aprecian, respectivamente, en las
Figuras 5.14 y 5.15.

Estos resultados son semejantes a los de la pasarela de Callús, aunque cuanti-
tativamente existen diferencias. No obstante, hay que recordar que se trata de
casos algo distintos y que, como se dijo en el Caṕıtulo 2, la solución adoptada en
Callús no constituye propiamente una referencia para comparar resultados, puesto
que es aproximada.

Finalmente, por lo que concierne la componente Px de la tracción del cable, a
partir de la relación P ′

x = −10y′, se obtiene

Px = −10y + P 0
x , (P 0

x constante).

Fijando P 0
x tal que P̃ (0) = Px(0) = 55 kN, se concluye

Px = 10

√
121
4
− 2

5
x2,

cuya gráfica se representa en la Figura 5.16.

Es interesante subrayar aqúı algo que tiene que ver con el proceso constructi-
vo. Dada la ley descendente hacia los extremos que se obtiene para la componente
Px y, por tanto, para la propia tracción P del cable, para poder reproducirla seŕıa

7Estos resultados derivan de la ejecución de un programa en MATLAB que refleja el
método numérico del Apartado 5.1.1.
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Figura 5.14: Resultado gráfico de la solución numérica h = h(x): alzado del cable.

necesaria una determinada secuencia de pretensado: primero tesando los cables de
borde y después tesando longitudinalmente la membrana (como justamente se hizo
en Callús; véase la referencia [29]).
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(a) Solución numérica: vista tridimen-
sional.
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(b) Solución numérica: proyección en el
plano yz.
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(c) Solución numérica: proyección en el
plano xz.

Figura 5.15: Resultado gráfico de la solución numérica de la superficie z = z(x, y).
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Figura 5.16: Resultado gráfico de la solución anaĺıtica de la componente Px.
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Caṕıtulo 6

Verificaciones

6.1. Correspondencia de resultados entre el

problema directo y el dual (en ausencia

de cables)

En el Apartado 4.2 hemos considerado una casúıstica del problema directo
en ausencia de cables de borde; en particular nos hemos interesado al caso en que
el dominio fuera un rectángulo y la superficie fuera del tipo z(x, y) = z1(x)+z2(y).

En los Ejemplos 4.6, 4.7 y 4.9 se comprobó cómo pueda hallarse una única solu-
ción una vez que se fije la forma de membrana y ciertas condiciones de borde para
los esfuerzos. Queremos comprobar los resultados de dichos ejemplos a través del
método de resolución comentado en el Apartado 5.1.1.

Comprobación del Ejemplo 4.7

En el Ejemplo 4.7 se verificó cómo a la superficie de ecuación

z(x, y) = −x2 + c2y2, con (x, y) ∈ R = (−a, a)× (−b, b),

corresponda la única distribución de esfuerzos




Nxx = c1c
2,

Nxy = 0,

Nyy = c1.

En particular escogiendo

z(x, y) =
1
20

(−x2 + 4y2 + 25), con (x, y) ∈ R = (−5, 5)× (−2, 2),
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se logra la solución en esfuerzos





Nxx = 4,

Nxy = 0,

Nyy = 1.

Al revés si se fijan los esfuerzos anteriores, el rectángulo (−5, 5) × (−2, 2) y las
condiciones de fronteras siguientes





h(x) = z(x,∓2) =
1
20

(−x2 + 41),

g(y) = z(∓5, y) =
1
5
y2,

se obtiene, a través del método numérico utilizado para resolver el problema dual
(véase Apartado 5.1.1), una solución aproximada que indicamos con znúm. En
estas condiciones el error relativo entre la solución numérica y la anaĺıtica es el
siguiente

e =
||z − znúm||

||z|| = 5,5 · 10−16.

En la Figura 6.1 puede comprobarse cómo la gráfica de la solución anaĺıtica z
(subfigura (a)) y la gráfica de la solución numérica znúm (subfigura (b)) coincidan.
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(a) Solución anaĺıtica: vista tridimensio-
nal.
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0
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0

1

2

m 

(b) Solución numérica: vista tridimensio-
nal.

Figura 6.1: Comparación gráfica de los resultados obtenidos.

Comprobación del Ejemplo 4.9

En el Ejemplo 4.9 se verificó cómo a la superficie de ecuación

z(x, y) = c1y
4 − c2x

2, con (x, y) ∈ R = (−a, a)× (−b, b),
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(
siendo b2 = 2a y c1 =

2a2

3b4
c2

)
, corresponda la única distribución de esfuerzos





Nxx = ky2,

Nxy = 0,

Nyy = k.

En particular escogiendo

z(x, y) =
1
20

(1
6
y4 − x2 + 25

)
, con (x, y) ∈ R = (−5, 5)× (−

√
10,

√
10),

se logra la única solución en esfuerzos




Nxx = y2,

Nxy = 0,

Nyy = 1.

Al revés si se fijan los esfuerzos anteriores, el rectángulo (−5, 5)× (−√10,
√

10) y
las condiciones de fronteras siguientes





h(x) = z(x,∓√10) =
1
20

(
− x2 +

250
6

)
,

g(y) = z(∓5, y) =
1

120
y4,

se obtiene, a través del método numérico utilizado para resolver el problema dual
véase Apartado 5.1.1), una solución numérica que indicamos con znúm. En estas
condiciones el error relativo entre la solución numérica y la anaĺıtica es el siguiente

e =
||z − znúm||

||z|| = 3,7 · 10−8.

En la Figura 6.2 puede comprobarse cómo la gráfica de la solución anaĺıtica z
(subfigura (a)) y la gráfica de la solución numérica znúm (subfigura (b)) coincidan.

6.2. Análisis de los planteamientos discreto y

continuo (en ausencia de cables)

Nos referiremos al planteamiento (o enfoque) discreto cada vez que resolvere-
mos un problema de búsqueda de forma utilizando el Método (“discreto”) de la
Densidad de Fuerzas (véase el Apartado 2.3.3). En cambio, nos referiremos al
planteamiento (o enfoque) continuo cada vez que resolveremos un problema de
búsqueda de forma utilizando el sistema (“continuo”) (5.15) y resolviéndolo con el
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(a) Solución anaĺıtica: vista tridimensio-
nal.
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(b) Solución numérica: vista tridimensio-
nal.

Figura 6.2: Comparación gráfica de los resultados obtenidos.

Método de los Elementos Finitos (véase el Apartado 5.1.2).

El Método de la Densidad de Fuerzas se basa en estudiar el equilibrio de una
membrana apoximándola a una red de cables, esto es considerándola como un con-
junto de barras o, en general, como un conjunto de elementos unidimensional que
trabajan sólo a tracción. En el Ejemplo 2.4 se comprobó que el resultado de este
método depende, en general, del mallado. A parte este inconveniente, la limitación
más importante es que el planteamiento discreto no permite definir los esfuerzos
de la membrana a priori. De hecho, reconsiderando la relación (2.4)

tij = qijlij ,

que proporciona el valor de la tracción en el tramo ij, se concluye que las mismas
tracciones dependen de las longitudes entre los nodos ij, es decir de la forma final
de la estructura.

Por otro lado el planteamiento continuo analiza la membrana por lo que verdade-
ramente representa: un continuo bidimensional. Esto permite (problema dual), a
diferencia de la red de cables, fijar a priori la distribución de esfuerzos de preten-
sado de la membrana en todo punto de la misma.

En este apartado queremos discutir el comportamiento de los dos enfoques, dedicán-
dole particular importancia a aquellos casos en los que tenga sentido comparar los
resultados. Para esto, seguiremos el siguiente esquema.

i Estudio de un problema de borde ŕıgido a través del planteamiento
discreto (resolución del sistema “discreto” (2.9)).

ii Definición puntual de los esfuerzos Nxx, Nyy y Nxy a partir de la
forma obtenida en el punto anterior .
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iii Ajuste al continuo de los esfuerzos Nxx, Nyy y Nxy por medio de una
aproximación polinomial de los esfuerzos puntuales anteriores.

iv Estudio de un problema de borde ŕıgido a través del planteamie-
nto continuo utilizando las mismas condiciones de frontera y los
esfuerzos obtenidos en el punto anterior (resolución numérica del pro-
blema dual con borde ŕıgido, esto es del sistema “continuo” (5.15)).

El punto más sutil de este proceso es, sin duda, definir adecuadamente los esfuerzos
Nαβ en término de las tracciones tij de las barras (ii).

Fijémonos en las Figuras 6.3 y 6.4 que expresan, respectivamente, el equilibrio
tridimensional en el nodo i de las tracciones naturales A, B, C y D (color negro
), y el mismo equilibrio entre las tracciones proyectadas a = (ax, ay), b = (bx, by),
c = (cx, cy) y d = (dx, dy) (color azul).

A partir de la Figura 6.4, siendo el esfuerzo Nxx la fuerza en la dirección x dividida
por la longitud del lado sobre la que actúa1, es natural la siguiente definición para
los valores Nαβ :

(6.1)





Nxx =
ax + cx

by + dy
,

Nyy =
by + dy

ax + cx
,

Nxy =
ay + cy

by + dy
,

Nyx =
bx + dx

ax + cx
.

Definidos los esfuerzos nodo a nodo, las expresiones continuas del “tensor” Nαβ se
obtienen aproximando los valores puntuales de cada esfuerzo por funciones polino-
miales2. Dichos polinomios no verifican, en general, todas las propiedades que ha

1Consideraciones análogas pueden hacerse para los esfuerzos Nyy, Nxy y Nyx.
2Si f = f(x, y) es función real de dos variables reales, el n-polinomio aproximante

de f en D es aquel polinomio Pn(x, y) :=
∑

i,j=1...n
i+j=n

Aijx
iyj de grado n tal que la integral

∫

D

|f(x, y)− Pn(x, y)|2dD,

sea mı́nima.
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de tener el tensor σ, esto es, un tensor simétrico 3 y tal que
{

Nxx,x + Nxy,y = 0,

Nxy,x + Nyy,y = 0.

Una manera de“obviar” estas anomaĺıas es, una vez fijado el polinomio aproximan-
te para el esfuerzo Nxx, calcular Nxy y Nyy por integración. Finalmente, debido a
la simetŕıa del problema, y escogiendo, por ejemplo, polinomios de cuarto grado,
podemos fijar el siguiente tensor Nαβ

(6.2)





Nxx = Ax4 + By4 + Cx2y2 + Dx2 + Ey2 + F,

Nxy = −4Ax3y − 2
3
Cxy3 − 2Dxy,

Nyy = Gx4 +
1
6
Cy4 + 6Ax2y2 + Lx2 + Dy2 + M,

siendo A, B, C, D, E, F , G, L y M constantes por determinarse.

6.2.1. Comparación de algunos problemas resueltos por
el planteamiento continuo y discreto

A continuación “pondremos en marcha” el proceso definido en los puntos i,
ii, iii y iv del apartado anterior. Fijaremos como solución de referencia aquélla
calculada a través del planteamiento continuo4 (y que identificaremos con zcon),
y definiremos el error e en el origen O entre esta solución y la del planteamiento
discreto zdis como

e :=
|zcon − zdis|
|zcon| .

En particular analizaremos dos ejemplos de borde ŕıgido, uno definido en un do-
minio rectangular

R := [−5, 5]× [−2, 2],

y otro en un dominio “curviĺıneo”

D := {(x, y) ∈ R2 tal que − 5 ≤ x ≤ 5 ∧ −1− 0,04x2 ≤ y ≤ +1 + 0,04x2}.
En el Ejemplo 6.1 (dominio rectangular R), consideraremos tres casos diferentes
del valor de la z a lo largo de ∂R: fijaremos un borde constante en y = ∓2 y
proporcional a y2 en x = ∓5 (caso (a)), un borde proporcional a y2 en x = ∓5 y
proporcional a −x2 en y = ∓2 (caso (b)), y un borde proporcional a y2 en x = ∓5
y proporcional a −x2 en y = ∓2 (caso (c)). Al revés, en el Ejemplo 6.2 (dominio
curviĺıneo D), sólo consideraremos el caso de un borde proporcional a y2 en x = ∓5
y proporcional a −x2 en y = ∓(0,04x2 + 1).

3Por lo que concierne la simetŕıa, en el sistema (6.1) se podŕıa coger la media de los
esfuerzos cruzados.

4La Observación 5.6 del Apartado 5.1.2, que garantiza la eficacia del enfoque con-
tinuo, justifica dicha elección.
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Figura 6.3: Idealización de las tracciones naturales y de las tracciones proyectadas
del nodo i.

Ejemplo 6.1 (Resolución del problema en un dominio rectangular).

(a) Forma de la membrana en el borde: parabólico y constante.

Fijemos estos valores de z en el borde:

(6.3)

{
z = 0,5y2 si x = ∓5,

z = 2 si y = ∓2.

Escogiendo para R una discretización del tipo (2k + 1) × (2k + 1) (en el
Ejemplo 2.4 se comprobó que esta subdivisión “acelera” la convergencia) y
calculando las relaciones del sistema (6.1), podemos afirmar (como profun-
dizaremos más adelante) que en cada paso y en cada nodo de la malla
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Figura 6.4: Fuerzas en el nodo i y definición del tensor.

se obtienen los siguientes esfuerzos “constantes”5

(6.4)





Nxx = 2,5,

Nxy = Nyx = 0,

Nyy = 0,4.

En estas condiciones el valor numérico de la solución zdis en el origen
O = (0, 0) es 1,1785. Por otro lado, resolviendo a través del planteamiento
continuo el problema de Dirichlet que tenga los datos al borde y los esfuerzos
expresados respectivamente por los sistemas (6.3) y (6.4), obtenemos una
solución aproximada zcon que en el origen vale 1,1826. El error relativo es,
entonces

e :=
|zcon − zdis|
|zcon| = 8,6 · 10−3.

La Figura 6.5 ofrece el resultado gráfico de las dos soluciones.

5No hace falta aproximar tales valores ya que obtendŕıamos polinomios constantes.
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(a) Solución numérica: planteamiento dis-
creto.
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(b) Solución numérica: planteamiento con-
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Figura 6.5: Resultado gráfico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

(b) Forma de la membrana en el borde: parabólico con concavidades
discordes.

Fijemos estos valores de z en el borde:
{

z = 0,5y2 si x = ∓5,

z = −0,04x2 + 3 si y = ∓2.

Siguiendo la misma ĺınea del caso anterior, obtenemos los siguientes esfuer-
zos: 




Nxx = 2,5,

Nxy = Nyx = 0,

Nyy = 0,4.

Los valores aproximados de la solución zdis y zcon en el origen O = (0, 0)
son 1,5875 y 1,5897. El error relativo es, entonces

e :=
|zcon − zdis|
|zcon| = 1,4 · 10−3.

La Figura 6.6 ofrece el resultado gráfico de las dos soluciones.

(c) Forma de la membrana en el borde: parabólico con concavidades
concordes.

Fijemos estos valores de z en el borde:
{

z = 0,5y2 si x = ∓5,

z = 0,04x2 + 1 si y = ∓2.
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(a) Solución numérica: planteamiento dis-
creto.
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Figura 6.6: Resultado gráfico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

Siguiendo la misma ĺınea del caso anterior, obtenemos los siguientes esfuer-
zos: 




Nxx = 2,5,

Nxy = Nyx = 0,

Nyy = 0,4.

Los valores aproximados de la solución zdis y zcon en el origen O = (0, 0)
son 0,7626 y 0,7755. El error relativo es, entonces

e :=
|zcon − zdis|
|zcon| = 1,6 · 10−2.

La Figura 6.7 ofrece el resultado gráfico de las dos soluciones.

Ejemplo 6.2 (Resolución del problema en un dominio cualquiera).

Forma de la membrana en el borde: parabólico con concavidades
discordes.

Fijemos estos valores de z en el borde:
{

z = 0,5y2 si x = ∓5,

z = −0,04x2 + 3 si y = ∓(0,04x2 + 1).

A diferencia de antes y debido a que el dominio es curviĺıneo, la discretización
(2k + 1) × (2k + 1) no ofrece en cada paso y en cada nodo de la ma-
lla una distribución constante de esfuerzos; el valor de los esfuerzos paso a
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Figura 6.7: Resultado gráfico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.
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Figura 6.8: Malla de 289 compuesta por cuadrángulos; caso k = 8.

paso y nodo a nodo va variando. Fijemos, entonces, la malla de la Figura
6.8. Calculando los polinomios aproximantes para los valores nodales de los
esfuerzos “discretos”, obtenemos las siguientes expresiones para los esfuerzos
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“continuos” (véase el sistema (6.2)):





Nxx = 0,009x4 + 0,435y4 − 0,212x2y2 − 0,214x2 + 2,87y2 + 3,932,

Nxy = Nyx = −0,037x3y + 0,141xy3 + 0,429xy,

Nyy = −0,001x4 − 0,035y4 + 0,056x2y2 − 0,004x2 − 0,214y2 + 0,295.

En estas condiciones los valores aproximados de la solución zdis y zcon en el
origen O = (0, 0) son 1,5875 y 1,4246. El error relativo es, entonces

e :=
|zcon − zdis|
|zcon| = 0,114.

La Figura 6.9 ofrece el resultado gráfico de las dos soluciones.
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(a) Solución numérica: planteamiento dis-
creto.
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(b) Solución numérica: planteamiento con-
tinuo.

Figura 6.9: Resultado gráfico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

Interpretación de los resultados de los ejemplos

Los ejemplos analizados muestran que en circunstancias de dominios rectan-
gulares el proceso aqúı considerado proporciona errores mı́nimos entre la solución
discreta zdis y la solución continua zcon. Al contrario, el error que se obtiene en
casos de dominios con bordes curviĺıneos es sensiblemente mayor.

Para justificar tal comportamiento, fijémonos en la Figura 6.11 que identifica un
rectángulo discretizado por una subdivisión del tipo A=L= 2k + 1. Dicha subdi-
visión conserva las relaciones entre los lados que definen los cuadrán-
gulos de la malla o, lo que es igual, considerando el sistema (6.1), conserva
los esfuerzos. Comprobémoslo: partiendo de puntos equiespaciados en los bordes
verticales y horizontales, el resultado que se obtiene es un mallado compuesto por
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Figura 6.10: Caso de mallado rectangular: tracciones en las direcciones de los ejes.

rectángulos iguales en cada paso y semejantes paso por paso. En particular los

lados del rectángulo R miden r1 =
10
2k

y r2 =
4
2k

. Con esta subdivisión e indepen-

dientemente del paso de mallado, la relación entre r1 y r2 es constante y vale 5/2.

Por tanto, al considerar estos problemas, los dominios rectangulares constituyen
casos singulares en que no sólo se pasa del discreto al continuo de manera inmedi-
ata sino, como se va a ver, exacta.

En este sentido, a partir de las tracciones en los cables de la malla, es posible
fijar el tensor de esfuerzos Nαβ, que resulta ser diagonal y de componentes con-
stantes. Aśı, tal y como reflejan la Figura 6.10 (particularización a estos casos de
la Figura 6.4) y el sistema (6.1), se obtiene el tensor

(6.5)





Nxx =
ax + cx

by + dy
,

Nyy =
by + dy

ax + cx
,

Nxy = 0.

Como puede apreciarse claramente, el paso de las tracciones de los cables a los es-
fuerzos de membrana se realiza aqúı de manera correcta, ya que se cumplen todas
las condiciones puntuales y continuas de un tensor de tracción.

Por otra parte, al refinar el mallado, como las relaciones entre los lados se mantienen,
los esfuerzos no vaŕıan. Esto significa, a la vista del planteamiento continuo (pro-
blema dual: fijados unos esfuerzos corresponde una forma única), que en estos
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casos discretos nos encontramos con la misma estructura con independencia del
refinamiento del mallado, esto es, como se conservan los esfuerzos, se conserva la
estructura. Esto explica la mejor convergencia de resultados al refinar la malla
para ciertos casos analizados al final del Caṕıtulo 2, siendo ésta máxima para
dominios rectangulares.

En definitiva, los problemas discretos con dominio rectangular y este tipo de ma-
llado son casos singulares en los que śı tiene sentido, en sentido estricto, su com-
paración con los correspondientes continuos; tal como se ha hecho en los casos del
Ejemplo 6.1, con los resultados indicados.

(−5,−2) 

(5,2) 

D  

R  

Número de nodos del mallado: 

R 

R =     
        

R 

O 

Número de nodos del mallado:

k 

(k+1) 

k 

(k+1) 

X  

X 

X 4

Figura 6.11: Subdivisión tipo N=A×A=L×L de un dominio rectangular.



Caṕıtulo 7

Resumen y conclusiones

El presente caṕıtulo contiene el resumen final y las conclusiones del trabajo de
tesis doctoral titulado “Análisis matemático del equilibrio en estructuras de mem-
brana con bordes ŕıgidos y cables. Pasarelas: forma y pretensado”, desarrollado en
este documento.

7.1. Resumen

La investigación puede resumirse en los siguientes puntos:

- Introducción a las estructuras de membrana (en general y con aplicaciones
portantes; Caṕıtulo 1).

- Asunto, motivación, objetivos y estado del arte (Caṕıtulo 2).

- Problema del equilibrio de membrana en la fase de pretensado, planteado
en la superficie de la membrana (continuo 2D en el espacio). Condiciones de
equilibrio plano y condición de equilibrio espacial con dualidad entre forma
y esfuerzos (ecuaciones en derivadas parciales de los esfuerzos proyectados y
de la superficie; Caṕıtulo 3).

- Problema del equilibrio entre membrana y cable de borde. Equilibrio de
un cable. Interacción entre cable y membrana. Condiciones de equilibrio en
el plano (esfuerzos proyectados). Condición espacial (coincidencia entre los
planos osculador del cable y tangente de la membrana; Caṕıtulo 3).

- Planteamiento y discusión del problema directo en membrana (búsqueda de
esfuerzos / forma dada). Sistema de ecuaciones en derivadas parciales de
tipo hiperbólico. Análisis del problema con borde completo de tipo ŕıgido.
Análisis del problema con borde parcial de tipo cable (curvas caracteŕısticas;
Caṕıtulo 4).
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- Resolución del problema directo en una serie de casos (en que el problema
está bien puesto). Casos con planteamiento directo. Casos con planteamiento
mediante la función de Airy (Caṕıtulo 4).

- Planteamiento del problema dual en membrana (búsqueda de forma / es-
fuerzos dados). Sistema de ecuaciones en derivadas parciales de tipo eĺıptico
(Caṕıtulo 5).

- Discusión del problema dual con borde ŕıgido (Dirichlet). Existencia y unici-
dad. Proceso de resolución. Verificación del proceso de resolución: compara-
ción con casos de solución expĺıcita. (Caṕıtulo 5).

- Discusión del problema dual con borde parcial de tipo cable. Unicidad y
proceso de construcción de la solución. Resolución de un caso concreto con
solución aproximada conocida (Caṕıtulo 5).

- Verificación del proceso de resolución del problema dual con borde ŕıgido:
consistencia de resultados de los problemas directo y dual para los mismos
casos (Caṕıtulo 6).

- Comparación entre los problemas discreto (malla de cables, 1D) y continuo
(problema dual, 2D) de búsqueda de forma de membrana. Interpretación
del problema discreto a la vista del continuo. Consistencia de resultados de
ambos problemas en casos comparables (Caṕıtulo 6).

Los resultados numéricos y las gráficas del trabajo, correspondientes tanto al pro-
blema de búsqueda de forma a través del planteamiento continuo 2D como al
discreto 1D, se han obtenido ejecutando programas desarrollados en MATLAB y
MAPLE.

7.2. Conclusiones

La cuestión básica que justifica la investigación se encuentra en la idea de
ampliar la aplicación de las membranas a tracción a estructuras portantes de in-
genieŕıa civil como, por ejemplo, las pasarelas.

Las ecuaciones de equilibrio de una membrana en la fase de pretensado (con-
siderada en la tesis come fase de referencia) se expresan, a través de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, en forma de producto de variables de esfuerzos
y variables de forma.

El planteamiento completo del equilibrio se alcanza añadiendo las correspondientes
condiciones de contorno (compuesto por elementos ŕıgidos o cables) a la ecuación
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diferencial.

El análisis sobre la superficie de la membrana, desarrollado en esta tesis, establece
directamente una correspondencia forma-esfuerzos. Más precisamente se comprue-
ba que el problema del equilibrio de una membrana, escrito en sus variables na-
turales (forma y esfuerzos, todo ello en el espacio), es equivalente a uno bastante
más sencillo y manejable, en función de los esfuerzos proyectados, compuesto por
un sistema con dos ecuaciones de equilibrio plano y una ecuación de equilibrio en
el espacio. Se trata de las siguientes relaciones:

(7.1)





Nxx,x + Nxy,y = 0 (Equilibrio plano en x),
Nyy,y + Nxy,x = 0 (Equilibrio plano en y),
Nxxz,xx + 2Nxyz,xy + Nyyz,yy = 0 (Equilibrio esfuerzos-forma),

siendo Nαβ los esfuerzos proyectados (sobre el plano de referencia xOy), biuńıvo-
camente relacionados con los reales, y z la forma de la membrana.

A partir de estas ecuaciones es inmediato considerar dos planteamientos natu-
rales que conducen a sendos problemas diferenciales, denominados aqúı problema
directo (búsqueda de esfuerzos) y problema dual (búsqueda de forma).

Examinemos, entonces, dichos problemas, comenzando con el caso de borde to-
talmente ŕıgido y siguiendo con el de borde compuesto en parte por cables.

Análisis de los problemas directo y dual en caso de
dominio con borde totalmente ŕıgido

El problema directo se basa aqúı en hallar el tensor de los esfuerzos en el interior
de una membrana, una vez que se hayan fijados la superficie de la misma (con
curvatura de Gauss negativa) y el valor del tensor en su contorno. La ecuación
diferencial asociada a este problema es hiperbólica y entonces, en general, no es
posible garantizar la existencia y la unicidad de la solución.

Aśı se ha presentado un ejemplo concreto que admite diversas soluciones en es-
fuerzos. Se trata del caso de un paraboloide hiperbólico definido en un rectángulo
equilibrado por una serie infinita de esfuerzos de tipo sinusoidal.

No obstante, el problema se resuelve satisfactoriamente (esto es, se obtiene una
única distribución de esfuerzos para la forma dada de la membrana) en algunos
casos en los que el dominio es rectangular y la superficie es un paraboloide hiper-
bólico. De hecho, para estas hipótesis, se identifica el equilibrio con un problema
de propagación de ondas en el que las condiciones de frontera se interpretan como
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condiciones iniciales o bien finales.

En el texto se han considerado dos ejemplos de superficie z(x, y) := −x2 + c2y2 y
dominio rectangular R = [−a, a] × [−b, b] (en metros) y se ha resuelto el sistema
(7.1), en un caso añadiéndole una condición propia de las ecuaciones de ondas y
en otro utilizando la función de Airy.

Se obtiene, entonces, en ambas circunstancias la misma solución anaĺıtica, dada
por el tensor de esfuerzos constantes del tipo





Nxx = c2,

Nyy = 1,

Nxy = 0.

En definitiva, una membrana con forma de paraboloide hiperbólico en un dominio
rectangular, admite una única solución posible de esfuerzos cuyo tensor es diago-
nal y de componentes constantes. En particular los bordes ŕıgidos resultantes son
arcos parabólicos de concavidad opuesta en una y otra dirección.

Otro resultado “positivo” para el problema directo se define en un dominio rec-
tangular R = [−a, a] × [−b, b] y utilizando la superficie z(x, y) := c1y

4 − c2x
2. Se

comprueba que, si c1, c2, a y b son tales que c1 =
2a2

3b4
c2, existe una única solución

de esfuerzos del tipo 



Nxx = y2,

Nyy = 1,

Nxy = 0.

Por tanto, una membrana con la forma indicada (paraboloide hiperbólico de cuar-
to grado en una dirección) en un dominio rectangular, admite una única solución
posible de esfuerzos cuyo tensor es diagonal y una componente constante. A dife-
rencia del anterior, en este caso se ha de imponer una relación entre el rectángulo
y la forma de la membrana.

El problema dual se basa aqúı en hallar la forma de la membrana, una vez que
se hayan fijados su contorno y los esfuerzos. La ecuación diferencial asociada a
este problema es eĺıptica y entonces es siempre posible garantizar la existencia y
la unicidad de la solución fijando el valor de la membrana en el borde (condición
de Dirichlet).

En algunos casos “ad hoc” se obtienen resultados anaĺıticos de la solución. En el
texto se han considerado dos ejemplos de dominio rectangular R := [−a, a]×[−b, b].
En el primer caso, cualquiera que sea el tensor de los esfuerzos Nαβ, si se fija la
z en x = ∓a y y = ∓b con valor constante se obtiene una forma plana para la
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membrana.

Al revés, si se fijan Nxx y Nyy tales que Nxxh′′(x) = Nyyg
′′(y) (con h y g va-

lores espaciales de z en y = ∓b y x = ∓a), se obtiene una membrana de la forma
z(x, y) = h(x) + g(y)− h(∓a).

Por supuesto, para resolver el problema general (dominios y esfuerzos cualesquiera)
debe recurrirse a métodos numéricos.

Aśı, en este trabajo se ha elaborado un proceso numérico utilizando el Método
de los Elementos Finitos. Su respuesta es satisfactoria, en el sentido de comprobar
la regularidad de la solución y, en particular, su estabilidad en función del mallado.
Esto es coherente con los resultados teóricos conocidos para el problema eĺıptico
de tipo Dirichlet, un problema con solución única y estable.
Asimismo, él proceso responde muy bien en cuanto a sus resultados en casos con-
cretos, comenzando por su excelente ajuste en los que tienen soluciones anaĺıticas.

Pero, además, la utilización de este proceso numérico ha permitido la verificación
cruzada entre resultados de ambos problemas, directo y dual. En este sentido, y
más precisamente, se procedió aqúı fijando los esfuerzos resultantes del problema
directo y buscando la forma correspondiente. La diferencia entre las formas aśı
obtenidas y las fijadas en el problema directo resulta verdaderamente inapreciable.

Por otra parte, el Método de la Densidad de Fuerzas, clásico instrumento utilizado
en construcción para calcular la forma de la membrana, es aqúı una referencia im-
portante. El método se basa en aproximar la superficie de la membrana mediante
una red de cables y estudiar el equilibrio en ella.

Por ello, se compararon los resultados del problema dual con los del Método de la
Densidad de Fuerzas. Las conclusiones de tal comparación pueden resumirse aśı:
cualitativamente, la comparación en śı sólo es coherente o, en otras palabras, tiene
sentido en casos de dominios rectangulares; cuantitativamente, precisamente en
estos casos proporciona errores inapreciables.

En fin, lo anterior sirve para destacar la idoneidad general, teórica y tecnológi-
ca, de plantear el equilibrio y, en particular, la búsqueda de forma como problema
continuo de membrana. Teórica, porque se confirma algo previsible: la imposibi-
lidad de definir adecuatamente (salvo casos singulares) el estado tensional de la
membrana partiendo únicamente de las tracciones de una red de cables inscrita en
ella. Tecnológica, por la posibilidad de partir de unos esfuerzos interesantes para el
buen funcionamiento en servicio de la membrana (en el método de la red de cables
las tracciones no se fijan; van asociadas a la forma resultante).
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Análisis de los problemas directo y dual en caso de
dominio con borde compuesto en parte por cables

Igual que ocurre para la membrana, se comprueba que el problema del equilibrio
de un cable de borde, escrito en sus variables naturales (forma y fuerza de tracción
en el espacio), es equivalente a otro más simple y manejable, en función de las
variables proyectadas, compuesto por un sistema con dos ecuaciones de equilibrio
plano y una ecuación en el espacio (que asegura la compatibilidad espacial del
equilibrio membrana-cable). Se trata de las siguientes relaciones:

(7.2)





f1

√
1 + y′2 = Nxy − y′Nxx = P ′

x (Equilibrio plano en x),
f2

√
1 + y′2 = Nyy − y′Nxy = (y′Px)′ (Equilibrio plano en y),

z,xx + 2z,xyy
′ + z,yyy

′2 = 0 (Compatibilidad espacial de equilibrio),

siendo y = y(x) la proyección del cable sobre el plano xOy y Px la proyección de
su fuerza de tracción sobre el eje x.

Aqúı en el problema directo el planteamiento es el siguiente: se escoge una super-
ficie (con curvatura de Gauss negativa), se calcula la forma de los cables y = y(x)
utilizando la relación de compatibilidad y se hallan los esfuerzos Nαβ de manera
que se cumpla el sistema (7.1) en el interior y las primeras dos ecuaciones del
sistema (7.2) en el cable. Lo anterior implica que, en los bordes que son cables, la
carga repartida f = (f1, f2) es asimismo una incógnita.

Al igual que en el caso de borde totalmente ŕıgido la ecuación diferencial del pro-
blema es hiperbólica. Si a esto le añadimos que las curvas que definen los cables
coinciden con las curvas caracteŕısticas de la ecuación, el resultado que se obtiene
es un problema hiperbólico con datos definidos sobre curvas caracteŕısticas, esto
es, en general, un problema no resoluble y mal planteado.

En el problema dual el planteamiento es el siguiente: se escoge un tensor de esfuer-
zos (de tracción), se calcula y = y(x) eliminando Px de las dos primeras ecuaciones
del sistema (7.2) y se halla la superficie z de manera que se cumpla el sistema (7.1)
en el interior y la última ecuación del sistema (7.2) en el cable. Esto implica que la
función h = h(x), valor de la superficie en el cable (h(x) = z(x, y(x))), es asimismo
una incógnita. Hay que indicar que la relación de compatibilidad es equivalente a
la ecuación z,yy

′′ = h′′, que es la expresión utilizada en los cálculos.

Aunque la ecuación diferencial siga siendo eĺıptica, dicho problema no corresponde
ni a un problema de Dirichlet ni a un problema eĺıptico estándar. De hecho la
formulación considera un sistema diferencial con una condición “at́ıpica” sobre el
cable (justamente la relación de compatibilidad).
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El planteamiento con este tipo de borde lleva entonces a considerar un “llamativo
y singular” sistema de ecuaciones cuyo interés llega a abrazar sin duda también la
rama de la matemática pura y, en particular, la Teoŕıa de Ecuaciones en Derivadas
Parciales.

En efecto, la búsqueda bibliográfica llevada a cabo sobre dicho sistema no ha sido
demasiado fruct́ıfera. De hecho la condición de frontera expresada por la relación
de compatibilidad (tercera ecuación del sistema (7.2)) no es “estándar”, esto es,
no puede ser tratada como una condición de Dirichlet o Neumann. Aśı, si bien
un problema eĺıptico fuerte de Dirichlet o Neumann es siempre equivalente a una
ecuación integral débil que “incorpora en si misma” las correspondientes condi-
ciones de frontera, la condición z,xx + 2z,xyy

′ + z,yyy
′2 = 0 (o bien z,yy

′′ = h′′) no
parece poder tener la misma caracteŕıstica.

Aśı pues, todo parece indicar que, a partir de un planteamiento mecánico (e-
quilibrio entre membrana y cable), aparece un novedoso problema matemático
(problema de contorno de tipo eĺıptico).

En este problema (dual con cables de borde) se construyó la solución mediante
un proceso numérico, mientras que se argumentó su unicidad desde un punto de
vista anaĺıtico (utilizando instrumentos clásicos de E.D.P. como los Principios del
Máximo).

Precisando más, la construcción de la solución del problema sigue la ĺınea del
Método de los Elementos Finitos, aproximando la membrana z y el cable h me-

diante funciones lineales: z =
n∑

i=1

ziNi y h =
nc∑

i=1

hiNi. Al anular el residuo integral

definido por
∫

Γc

(z,yy
′′ − h′′)Ni Γc, se obtiene un sistema lineal en las incógnitas zi

y hi. Comparando este sistema con otro obtenido al considerarse las ecuaciones de
equilibrio (7.1), se puede calcular numéricamente h y z.

A lo comentado hasta ahora sobre este problema cabe añadir que todo indica que
no existe un caso anaĺıticamente resoluble al que referirse como punto de apoyo
(aparte del caso de membrana plana). Esto hace que el problema y su resolución
sean, si cabe, más interesantes y estimulantes.

Ante tal situación, la referencia tuvo que ser tecnológica. Aśı, sólo se estudió un
caso asimilable a la pasarela de Callús (referencia [29]), con esfuerzos parecidos:
esfuerzos constantes (y, consecuentemente, con cables de planta eĺıptica). Los re-
sultados obtenidos fueron semejantes a la solución adoptada en Callús (solución
aproximada, no sirviendo estrictamente como referencia). Por otro lado, la solución
numérica que se obtiene presenta una cierta inestabilidad en función de la malla
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escogida.

En fin, como antes (bordes ŕıgidos), podŕıa hablarse aqúı de la idoneidad gene-
ral del planteamiento del equilibrio de la membrana y, en particular, la búsqueda
directa de forma a partir de esfuerzos dados, como problema continuo. Incluso
cabŕıa hacer mayor énfasis ante la aparente falta de alternativas similares.

Consideraciones finales y continuidad inmediata

Puede afirmarse que esta tesis ha sido desarrollada y presentada formalmente
recorriendo una “ĺınea sutil” que separa al formalismo y al rigor matemáticos del
pragmatismo y la intuición ingenieriles. Esto se plasma sin duda en el lenguaje
utilizado, que se espera sea asequible a todos aquellos lectores familiarizados con
los conceptos y las herramientas del análisis matemático y la ingenieŕıa estructural.

Por otro lado, recordando los objetivos globales que inspiraron y motivaron es-
ta investigación, puede decirse que los mismos parecen haber sido bien cubiertos,
con un desarrollo completo de la temática y, en lo posible, con las necesarias ref-
erencias a la tecnoloǵıa. Por supuesto, todo trabajo es susceptible de quedar más
y mejor completo. A esto, y a dar idea de lo que podŕıa ser su continuidad más
inmediata, tratan de responder los párrafos que siguen.

Puede decirse que la investigación aqúı presentada ha marcado las bases del es-
tudio anaĺıtico sobre superficie del equilibrio en estructuras de membrana, para
la fase de pretensado, con el planteamiento directo ya conocido. A partir de aqúı
cabe prever diferentes progresos, algunos de tipo más bien teórico pero sobre todo
de carácter práctico, que interesa indicar al concluir este trabajo.

Aśı, limitándonos al entorno temático de esta tesis y sin entrar en otros aspec-
tos de esta vertiente básica de la ĺınea de investigación, entre los avances ahora
previsibles pueden citarse éstos:

- Estudio de la solución del problema dual con cables como un posible prob-
lema de contorno de Neumann, no conocido a priori de modo expĺıcito pero
construible.

- Estudio, relacionado con el anterior, de la estabilidad de la solución numérica
del mismo problema con relación al mallado.

- Estudios cercanos a la práctica del diseño de membranas, en interacción
ya con otras fases, en particular la de servicio; por ejemplo, para definir
esfuerzos de pretensado interesantes (para conseguir la adecuada rigidez en
servicio y facilitar el proceso constructivo).
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- Estudio del pretensado introducido mediante cables, incluyendo como dato
la tracción P̃ del cable, con las interacciones que se producen (rozamiento,
etc.) al tesarlos (aqúı P̃ ha sido tenida en cuenta, por supuesto, a través de
Px; pero quedaba fijada como resultado).

- Adecuación de los procesos de cálculo a situaciones más generales (dominios
no simétricos, etc.).
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Apéndice A

Elementos de Geometŕıa
Diferencial de curvas y
superficies

Este caṕıtulo es un breve resumen de resultados clásicos de Geometŕıa Di-
ferencial. Estudiaremos curvas y superficies del espacio eucĺıdeo R3. Para las
demostraciones o un análisis a mayor profundidad consultar las referencias [10] y
[32].

A.1. Curvas de R3: el triedro de Frenet

Definición A.1 Sea I = (a, b) ⊂ R un intervalo abierto. Una curva regu-
lar de parámetro x en R3 es una aplicación regular r : I → R3 (r(x) =
r1(x), r2(x), r3(x)) infinitamente derivable tal que

(A.1) ||ṙ(x)|| =
√√√√

3∑

i=1

ṙi(x)2 6= 0, ∀ x ∈ I.

r se llama parametrización de la curva. El soporte de la curva (o traza)
es el subconjunto de R3 imagen de I a través r y denotado por C.

Indicaremos con P un punto genérico de la curva, esto es, la imagen a través de
r de x en I (P ≡ r(x)). Cuando queramos fijar un punto particular de la curva
utilizaremos un sub́ındice por el punto de la curva.

Esto nos lleva a la siguiente
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Definición A.2 Si I = [a, b], se llama primer (respectivamente segundo) ex-
tremo de la curva C al punto del espacio r(a) ≡ Pa (respectivamente r(b) ≡ Pb) y
diremos que C es una curva cerrada si r(a) =r(b).

Sea x0 ∈ I. El número real dado por

t : I → R

x 7→
∫ x

x0

||ṙ(θ)|| dθ,

define la función longitud de arco y la t(x) es justamente la longitud de la
curva entre los puntos P = r(x) y P0 = r(x0). t ∈ C∞ y, siendo r regular,
t′(x) = ||ṙ(x)|| > 0 (∀ a ≤ x ≤ b), es decir t es función invertible entre I y
J = t([a, b]). Indiquemos con x(t) su inversa. Si escogemos t como parámetro de
r, se obtiene

||ṙ(t)|| = ||ṙ(x(t))|| = ||ṙ(x)x′(t)|| = ||ṙ(x)||
t′(x)

= 1, ∀ t ∈ J.

Si ||ṙ(x)|| = 1 ∀ x ∈ I, entonces la parametrización de r se llama natural o
abscisa curviĺınea .

Todo ello conlleva a la siguiente

Proposición A.3 Si r : I → R3 es una curva regular, existe siempre una repara-
metrización natural de r.

Si r es una curva parametrizada por su abscisa curviĺınea, se define vector uni-
tario tangente en t a la curva el siguiente:

(A.2) t(t) := ṙ(t), ∀ t ∈ I.

Definición A.4 Sea r : I −→ R3 una curva parametrizada por su abscisa curviĺınea
t. El número κ(t) := ||r̈(t)|| define la curvatura de r en t.

En un punto en que κ(t) 6= 0, está bien definido un vector n(t) en la dirección r̈(t)
mediante la relación r̈(t) = κ(t)n(t).

n(t) se llama vector unitario normal en t a r y es ortogonal a t(t).

Para ultimar, es posible definir el vector unitario binormal a r en t:

(A.3) b(t) := t(t) ∧ n(t).
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Definición A.5 Sea r : I −→ R3 una curva parametrizada por su abscisa curviĺınea
t tal que r̈(t) 6= 0, t ∈ I. El número τ(t) definido por ḃ(t) = τ(t)n(t) define la
torsión de r en t.

Generalicemos, sin entrar en detalles, los resultados y las definiciones dadas al caso
en que la curva no esté necesariamente parametrizada por su abscisa natural.

Dada una curva r su vector unitario tangente, normal y binormal están
definidos por

(A.4) t(x) :=
ṙ(x)
||ṙ(x)|| , ∀ x ∈ I,

(A.5) n(x) :=
ṫ(x)
||ṫ(x)|| , ∀ x ∈ I,

y

(A.6) b(x) := t(x) ∧ n(x), ∀ x ∈ I.

Es posible, además, calcular la curvatura y la torsión en términos de r en un punto
x. Más precisamente

(A.7) κ(x) =
||ṙ(x) ∧ r̈(x)||
||ṙ(x)||3 ,

y

(A.8) τ(x) =
| det[ṙ(x), r̈(x), ...r (x)]|

||ṙ(x) ∧ r̈(x)|| .

En conclusión, por cada punto P de una curva regulara C ⊂ R3 parametrizada
por r = r(x), es siempre posible definir una terna de vectores

(A.9) (t(x), n(x), b(x)),

que forma una base ortonormal de R3 y que “sigue” la curva punto a punto: es-
ta base se conoce con el nombre de base móvil de la curva o triedro de Frenet .

Escogiendo, además, de dos en dos los vectores de la base móvil de Frenet, se
pueden definir tres distintos planos:

(A.10)





plano osculador , el definido por los vectores t y n,

plano normal , el definido por los vectores n y b,

plano rectificante, el definido por los vectores t y b.

Los escalares que acabamos de definir (la curvatura y la torsión) tienen un preciso
significado geométrico:
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- κ mide en cada punto la desviación de la curva r con respecto la recta
pasante por este punto y de dirección la tangente t, o bien mide la variación
de dirección del mismo vector tangente t;

- τ mide en cada punto la desviación de la curva r con respecto al plano
osculador por este punto, o bien mide la variación de de las dirección de los
vectores t y n.

A.2. Superficies de R3: la curvatura de Gauss

Definición A.6 Sea D un subconjunto abierto y acotado contenido en R2. Una
superficie regular de parámetros (x, y) en R3 es una aplicación ϕ : D → R3

(ϕ(x, y) = (ϕ1(x, y), ϕ2(x, y), ϕ3(x, y))) infinitamente derivable tal que

(A.11) rang (J) = 2, ∀ (x, y) ∈ D,

siendo J la matriz Jacobiana de ϕ dada por

(A.12) J :=




ϕ1,x ϕ1,y

ϕ2,x ϕ2,y

ϕ3,x ϕ3,y


 .

ϕ se llama parametrización de la superficie. El soporte de la superficie
(o traza) es el subconjunto de R3 imagen de D a través ϕ y denotado por S.

Indicaremos con P un punto genérico de la superficie, esto es la imagen a través
de ϕ de (x, y) en D (P ≡ ϕ(x, y)).

Dada una superficie ϕ sus vectores tangentes están definidos por

(A.13)

{
T x(x, y) := ϕ,x, ∀ (x, y) ∈ D,

T y(x, y) := ϕ,y, ∀ (x, y) ∈ D.

Estos dos vectores definen en cada punto el plano tangente a la superficie que
indicamos con TP (S).

Multiplicando vectorialmente T x(x, y) y T y(x, y), se define el campo de ver-
sores normales a la superficie:

(A.14) N(x, y) :=
T x(x, y) ∧ T x(x, y)
||T x(x, y) ∧ T y(x, y)|| .

Si por un lado el comportamiento de una curva respecto de su vector tangente está
bien definido en función de su curvatura κ en cada punto, por el otro el problema
de cómo las superficies se “alejan” de su plano tangente es más complicado.

Empecemos el estudio con las siguientes
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Definición A.7 Se llama primera forma fundamental I aquélla tal que su
matriz de representación es:

(A.15) I :=
(

E F
F G

)
,

siendo

(A.16) E := ϕ,x ·ϕ,x, F := ϕ,x ·ϕ,y, G := ϕ,y ·ϕ,y.

Equivalentemente, se llama segunda forma fundamental II aquélla tal que su
matriz de representación es:

(A.17) II :=
(

L M
M N

)
,

siendo

(A.18) L := N ·ϕ,xx, M := N ·ϕ,xy, N := N ·ϕ,yy.

Estas dos formas contienen mucha información a cerca de la geometŕıa de la su-
perficie S ⊂ R3 en un entorno de un punto genérico:

Definición A.8 Sea e ∈ TP (S) un versor tangente a la superficie S en el punto
P . La curvatura normal (o simplemente curvatura) en la dirección e es el
escalar

(A.19) κ(e) := II(e,e).

Pongamos

(A.20) S1
P (S) := {e ∈ TP (S) : ||e|| = 1}.

La curvatura normal, siendo una función

(A.21) κ : S1
P (S) → R,

continua y definida en un conjunto cerrado y limitado, tiene en ello un máximo y
un mı́nimo. Estos dos valores reciben el nombre de curvaturas principales, y a
las direcciones a lo largo de las cuales κ toma el valor de las curvaturas principales
se les denominan direcciones principales.

Sean κ1 y κ2 las curvaturas principales, entonces

Definición A.9 La curvatura de Gauss de una superficie S en su punto P es,

(A.22) K(P ) := κ1 κ2

La curvatura media de S en P es,

(A.23) H(P ) :=
κ1 + κ2

2
.
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Para calcular expĺıcitamente K(P ) y H(P ) utilizando la primera y la segunda
forma fundamental podemos utilizar las formulas sucesivas:

K(P ) :=
LN −M2

EG− F 2
,(A.24)

H(P ) :=
EN + GL− 2FM

2(EG− F 2)
.(A.25)

Observación A.10 Recordamos la desigualdad de Schwarz . Para cada vector
x e y de Rn, vale

(A.26) |x · y| ≤ ||x||||y||,

y vale el signo de igualdad si y solo si los dos vectores son paralelos.

En (A.24) y (A.25) el denominador es siempre positivo. De hecho,

EG− F 2 = ||ϕ,x||2||ϕ,y||2 − (ϕ,x ·ϕ,y)
2.

Siendo ϕ,x y ϕ,y linealmente independientes, se tiene EG− F 2 > 0.

A partir de todo ello, clasifiquemos los puntos de una superficie en función de su
curvatura de Gauss o media.

- Un punto P ∈ S se dice eĺıptico si K(P ) > 0.

- Un punto P ∈ S se dice hiperbólico si K(P ) < 0.

- Un punto P ∈ S se dice parabólico si K(P ) = 0 y H(P ) 6= 0.

- Un punto P ∈ S se dice planar si K(P ) = 0 y H(P ) = 0.

A partir de esto se tiene la siguiente

Definición A.11 Una superficie regular S se llama superficie minimal si y sólo
si su curvatura media H es identicamente nula.

Otra útil representación de las superficies minimales se exprime en la siguiente

Proposición A.12 Si la gráfica de una función regular z = z(x, y) define una
superficie minimal S, entonces z verifica la siguiente ecuación de las superficies
minimales (o ecuación de Lagrange):

(A.27) (1 + z2
,y)z,xx − 2z,xyz,xz,y + (1 + z2

,x)z,yy = 0.
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Observación A.13 A partir de la Definición A.11, se puede afirmar que en una
superficie minimal K ≤ 0. De hecho en las superficies minimales todos los puntos
son hiperbólicos o planares ya que si H = 0 las dos curvaturas principales son
opuestas: κ1 = −κ2 (eventualmente, κ1 = κ2 = 0).

Notemos, además, que los coeficientes




1 + z2
,x,

z,xz,y,

1 + z2
,y,

de la ecuación (A.27) coinciden, respectivamente, con los coeficientes E, F y G de
la primera forma fundamental asociada a una superficie ϕ parametrizada por

ϕ(x, y) = (x, y, z(x, y)).

Tale forma, identificada con la siguiente matriz de representación

I :=
(

E F
F G

)
=

(
1 + z2

,x z,xz,y

z,xz,y 1 + z2
,y

)
,

es definida positiva.

En definitiva la ecuación (A.27) “expresa” una correspondencia entre la pos-
itividad de la primera forma fundamentel I y la curvatura de Gauss
K (no positiva) de las superficie minimales que reseulven la misma
ecuación.
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Apéndice B

Elementos básicos sobre las
Ecuaciones Diferenciales en
Derivadas Parciales de R2

En este caṕıtulo estudiaremos y clasificaremos las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales del segundo orden. Para las demostraciones o un análisis en
mayor profundidad consultar las referencias [7], [9], [11] o [38].

B.1. Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Par-

ciales (E.D.P.): aspectos generales

Sean dadas A, B, C y Φ funciones regulares: una ecuación diferencial en
derivadas parciales (E.D.P.) casi-lineal del segundo orden en la variable
u = u(x, y) tiene una expresión general del tipo:

(B.1) A(x, y)u,xx + 2B(x, y)u,xy + C(x, y)u,yy + Φ(x, y, u, u,x, u,y) = 0.

Si existen cuatro funciones D, E, F y G de C∞(R2) tal que

Φ = D(x, y)u,x + E(x, y)u,y + F (x, y)u + G(x, y),

entonces hablamos de una ecuación diferencial lineal del segundo orden .

La ecuación considerada tiene, generalmente, infinitas soluciones, por lo que para
garantizar la“eventual”unicidad, la función u(x, y) tiene que satisfacer condiciones
adicionales (condiciones de Cauchy) a lo largo de una curva plana Γ ⊂ R2.
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B.2. Problema de Cauchy y curvas caracteŕıs-

ticas: clasificación de las E.D.P.

De acuerdo con la Proposición A.3, sea r una curva plana contenida en R2

y parametrizada por su abscisa curviĺınea t, dada por

Γ :

{
x := r1(t),
y := r2(t),

con ṙ1(t)2 + ṙ2(t)2 = 1,

{
t = (ṙ1, ṙ2),
n = (ṙ2,−ṙ1).

La cuestión que ahora nos planteamos consiste en encontrar una solución u =
u(x, y), de la ecuación (B.1) y que verifique las condiciones de Cauchy siguientes:

u(r1(t), r2(t)) = u(t); u,x(r1(t), r2(t)) = p(t); u,y(r1(t), r2(t)) = q(t).

En tales condiciones las funciones u(t), p(t) y q(t) no pueden darse arbitrariamente,
sino que están relacionadas con r1(t) y r2(t) de la siguiente forma

u′(t) = u,xṙ1(t) + u,y ṙ2(t) = p(t)ṙ1(t) + q(t)ṙ2(t).

Por otra parte tendremos que, si tal solución u existe, debe satisfacer las ecuaciones
{

p′(t) = u,xxṙ1(t) + u,xy ṙ2(t),
q′(t) = u,yxṙ1(t) + u,yy ṙ2(t).

Obtenemos, aśı, el sistema lineal en las incógnitas u,xx, u,xy y u,yy :



ṙ1 ṙ2 0
0 ṙ1 ṙ2

A 2B C







u,xx

u,xy

u,yy


 =




Φ
p′(t)
q′(t)


 ,

que tiene solución si

det




ṙ1 ṙ2 0
0 ṙ1 ṙ2

A 2B C


 6= 0,

o equivalentemente si

A(ṙ2)2 − 2Bṙ2ṙ1 + C(ṙ1)2 6= 0.

Por tanto sobre una curva que satisfaga esta propiedad los datos de Cauchy u(t),
p(t), q(t), r1(t), y r2(t) determinan las derivadas segundas de u. Derivando respecto
de x, y considerando

p̂(t) = u,xx(r1(t), r2(t)),

y
q̂(t) = u,xy(r1(t), r2(t)),



B.2 Problema de Cauchy y curvas caracteŕısticas: clasificación de las
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tenemos el sistema lineal en las incógnitas u,xxx, u,xxy y u,xyy :




ṙ1 ṙ2 0
0 ṙ1 ṙ2

A 2B C







u,xxx

u,xxy

u,xyy


 =




Φ̂
ˆp′(t)
ˆq′(t)


 , (Φ̂ función de A, B, C y u),

que tiene solución si

det




ṙ1 ṙ2 0
0 ṙ1 ṙ2

A 2B C


 6= 0,

o equivalentemente si

A(ṙ2)2 − 2Bṙ2ṙ1 + C(ṙ1)2 6= 0.

En este caso podemos despejar estas derivadas terceras de la u sobre nuestra curva
y aśı sucesivamente. Esto nos permite construir una solución formal en serie de
potencias de (x− r0

1) y (y − r0
2), en un punto (r0

1, r
0
2) de la curva.

Podemos, entonces, afirmar que u(x, y) es desarrollable en serie de Taylor a partir
de las condiciones de Cauchy, si y solo si

A(ṙ2)2 − 2Bṙ2ṙ1 + C(ṙ1)2 6= 0.

Definición B.1 Una curva caracteŕıstica para una E.D.P. casi lineal del tipo
(B.1) es una familia de curvas que resuelve la ecuación diferencial ordinaria si-
guiente:

A(ṙ2)2 − 2Bṙ2ṙ1 + C(ṙ1)2 = 0,

o bien, escogiendo r1(x) = x y r2(x) = y(x),

(B.2) y′(x) =
B(x, y(x))∓

√
B(x, y(x))2 −A(x, y(x))C(x, y(x))

A(x, y(x))
.

El signo de la expresión B(x, y(x))2 − A(x, y(x))C(x, y(x)) determina el tipo de
E.D.P. Más precisamente:

- si B2 − AC > 0, existen dos familias de curvas caracteŕısticas: la ecuación
es de tipo hiperbólico;

- si B2 − AC = 0, existe una familia de curvas caracteŕısticas: la ecuación es
de tipo parabólico;
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- si B2 − AC < 0, no existe ninguna familia (real) de curvas caracteŕısticas:
la ecuación es de tipo eĺıptico.

A ráız de todo ello se puede concluir lo siguiente:

Conclusión B.2 (acerca de una E.D.P. hiperbólica).
El problema de Cauchy para una E.D.P. hiperbólica está bien definido a lo
largo de una curva Γ ⊂ R2 si y sólo si la curva no coincide con ninguna
de las curvas perteneciente a una de las dos familias de caracteŕısticas del
problema.

Conclusión B.3 (acerca de una E.D.P. parabólica).
El problema de Cauchy para una E.D.P. parabólica está bien definido a lo
largo de una curva Γ ⊂ R2 si y sólo si la curva no coincide con ninguna de
las curvas perteneciente a la familia de caracteŕısticas del problema.

Conclusión B.4 (acerca de una E.D.P. eĺıptica).
El problema de Cauchy para una E.D.P. eĺıptica está bien definido a lo largo
de cualquier curva Γ ⊂ R2.

B.2.1. Propagación de singularidades

En esta sección veremos que las curvas caracteŕısticas están relacionadas con
la propagación de cierto tipo de singularidades de la solución de una E.D.P.

Consideremos una E.D.P. casi lineal definida en un abierto D del plano R2

L(u) := A(x, y)u,xx + 2B(x, y)u,xy + C(x, y)u,yy + Φ(x, y, u, u,x, u,y) = 0,

donde Γ = {(r1(t), r2(t))} es una curva del abierto D tal que D \ Γ sea la unión
disjunta de dos abiertos X e Y . Consideremos una función u en D, tal que u = u1

en X y u = u2 en Y , con u1 y u2 regulares y soluciones de la E.D.P. respectivamente
en X ∪ Γ e Y ∪ Γ. Ocurre, por continuidad, que para todo t

(B.3)





u1(r1(t), r2(t)) = u2(r1(t), r2(t)),
u1,x(r1(t), r2(t)) = u2,x(r1(t), r2(t)),
u1,y(r1(t), r2(t)) = u2,y(r1(t), r2(t)).

Sean 



s11(t) = u1,xx(r1(t), r2(t))− u2,xx(r1(t), r2(t)),
s12(t) = u1,xy(r1(t), r2(t))− u2,xy(r1(t), r2(t)),
s22(t) = u1,yy(r1(t), r2(t))− u2,yy(r1(t), r2(t)),

los saltos de las derivadas segundas a lo largo de Γ. Operando obtenemos:
{

0 = ṙ1s11 + ṙ2s12,

0 = ṙ1s12 + ṙ2s22,
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lo cual implica que

(B.4) s12 = − ṙ1

ṙ2
s11, s22 = − ṙ1

ṙ2
s12 =

ṙ2
1

ṙ2
2

s11.

Por otra parte considerando L(u1)−L(u2) = 0 sobre la curva, teniendo en cuenta
(B.3), sigue que

As11 + 2Bs12 + Cs22 = 0,

lo cual implica que 


ṙ1 ṙ2 0
0 ṙ1 ṙ2

A 2B C







s11

s12

s22


 =




0
0
0


 .

Todo ello conlleva a que, si el determinante de la matriz es no nulo (es decir la curva
no es caracteŕıstica), hay solución única sαβ = 0 y no hay saltos en las derivadas
segundas, por lo que nuestra solución u será de clase C2, pero si el determinante se
anula, la curva es caracterśtica y en tal caso encontraŕıamos una solución no nula
para los saltos, es decir unas singularidades a lo largo de las curvas caracteŕısticas.
Observemos que, por lo tanto, el salto en un punto determina el salto en cualquier
otro punto. Por ejemplo si en un punto t0 no hay salto, s11(t0) = 0, no lo hay, según
la (B.4), en ningún punto: s12 = s22 = s11 = 0; es decir las derivadas segundas de
ambas soluciones coinciden y u será de clase C2.

B.3. Formulación variacional de algunos pro-

blemas de contorno de tipo eĺıptico

Sea D ⊂ R2 un dominio acotado y regular con frontera ∂D ≡ Γ, soporte de
una curva plana. Un operador eĺıptico simétrico en forma de divergencia
en D está definido por:

(B.5) Lu := −
2∑

α,β=1

(aαβu,α),β ≡ div (A · ∇u), aαβ ∈ C∞(D),

siendo

A :=
(

a11 a12

a21 a22

)
, con a12 = a21.

Además L verifica las condiciones de elipticidad si y sólo si existe un número
α ∈ R+ tal que

(B.6)
2∑

α,β=1

aαβξαξβ ≡ (A · ξ) · ξ ≥ α||ξ||2, ∀ (x, y) ∈ D, ∀ ξ ∈ R2.

Se define, a partir de lo dicho, el siguiente
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Problema B.5 (de Dirichlet). Sea dado el operador eĺıptico en forma de diver-
gencia (B.5). Por cada función f asignada en D y g en Γ ≡ ∂D, hallar u tal
que

(B.7) PD :

{
Lu = f en D,

u = g en Γ.

Con el objetivo de dar algunos resultados principales para el Problema B.5, defi-
namos el siguiente conjunto de funciones:

(B.8) K := {v ∈ H1(D) tal que v − g ∈ H1
0 (D)}.

Es importante distinguir dos tipos de solución.

Definición B.6 Una solución fuerte o (clásica) para el Problema B.5 es una
función u de clase C2 tal que verifique punto a punto el sistema (B.7).

Definición B.7 Una solución débil para el Problema B.5 es una función u ∈
K tal que

(B.9)
∫

D
(A · ∇u) · ∇v dD =

∫

D
fv d D, ∀ v ∈ H1

0 (Γ).

El resultado fundamental es:

Teorema B.8 (de existencia y unicidad por el Problema de Dirichlet). Sea dado
el operador eĺıptico en forma de divergencia (B.5) tal que verifique la condición
(B.6). Para cada función f ∈ L2(D) y g ∈ C1(Γ) existe una única solución débil
u ∈ K del Problema B.5, dada por

u = mı́n
v ∈K

F(v),(B.10)

F(v) :=
1
2

∫

D
(A · ∇v) · ∇v dD −

∫

D
fv d D,(B.11)

siendo K el conjunto de funciones definido por la expresión (B.8).

En particular si g ≡ 0 (caso homogéneo), entonces

(B.12) u = mı́n
v ∈H1

0 (D)

{
1
2

∫

D
(A · ∇v) · ∇v d D −

∫

D
fv d D

}
.

Es importante subrayar que una solución fuerte, que es la útil y la adecuada para
todos los problemas diferenciales de este estilo, es también débil pero la aserción
opuesta es en general falsa: depende de los datos del problema. Más precisamente,
se podŕıa demostrar esta
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Proposición B.9 (Retorno a una solución fuerte). Si u ∈ C2(D) es una solu-
ción débil del Problema B.5, entonces es también solución fuerte.

Para terminar el asunto, hace falta garantizar, entonces, un cierto grado de regu-
laridad para la solución débil.

Teorema B.10 (Regularidad para el Problema de Dirichlet). Sea D un dominio
regular con frontera Γ acotada. Sea f ∈ L2(D) y u ∈ H1

0 (ΓD) una solución débil
de Problema B.5. Entonces u ∈ H2(D). Además si D es de clase Cm+2 y si
f ∈ Hm(D), entonces u ∈ Hm+2(D).

Los resultados de regularidades están estrictamente relacionados con el siguiente

Teorema B.11 (Inmersión de Rellich-Kondrachov-Sobolev). Si D es un abierto
de R2 de clase C1 con Γ acotada, entonces

(B.13) Hm(D) ⊂ Cm−1(D).

La relación (B.13) y el resultado de regularidad del Teorema B.10, nos garantizan
que con sólo escoger los datos correspondientes de clae m = 1, la solución débil u
es H3, esto es C2, entonces clásica por las consideraciones hechas en Proposición
B.9. En particular, si D es de clase C∞ y f ∈ C∞, u es clásica y pertenece a
C∞.

B.3.1. Principios del máximo para problemas eĺıpticos

En este apartado daremos dos importantes teoremas.

El primero es conocido como Principio del Máximo Débil (referencia [14]).

Teorema B.12 (Principio del Máximo Débil). Sea L el operador eĺıptico (B.5)
definido en un dominio regular D y tal que verifique las condiciones (B.6). Supong-
amos que

Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0) en D,

siendo u ∈ C2(D) ∩ C0(D). Entonces u alcanza su máximo (mı́nimo) en ∂D, es
decir

sup
D

u = sup
Γ

u (́ınf
D

u = ı́nf
Γ

),

o bien, siendo u continua hasta el borde,

máx
D

u = máx
Γ

u (mı́n
D

u = mı́n
Γ

).

Una de las múltiples aplicaciones de este teorema es la siguiente
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Observación B.13 (Estabilidad del Problema de Dirichlet). Si u es una cualquiera
función continua en D se tiene

u ≤ máx
D

u.

En particular si u resuelve el Problema B.5, debido al Teorema B.12

u ≤ sup
D

u = sup
Γ

u = sup
Γ

g.

Consideremos ahora dos funciones g1 y g2 de C0(Γ) “cercanas” la una a la otra,
esto es, tales que e

||g1 − g2||L∞(Γ) = máx
Γ
|g1 − g2| < ε en Γ,

siendo ε un número real pequeño y positivo. Sean, en estas condiciones, u1 y u2

las soluciones respectivamente de los problemas
{
Lu1 = f en D,

u1 = g1 en Γ.
y

{
Lu2 = f en D,

u2 = g2 en Γ.

La función ũ := u1 − u2 verifica el problema
{
Lũ = 0 en D,

ũ = g1 − g2 en Γ.

Debido al Principio del Máximo Débil se ha

||ũ||L∞(D) = máx
D

ũ ≤ máx
Γ

ũ = máx
Γ

(g1 − g2) = ||g1 − g2||L∞(Γ),

y, en particular,

||u1 − u2||L∞(D) = máx
D

|u1 − u2| = máx
D

|ũ| ≤ máx
Γ
|ũ|

= máx
Γ
|g1 − g2| = ||g1 − g2||L∞(Γ) < ε.

(B.14)

Dicho de tra forma, la desigualdad (B.14) demuestra la dependencia continua
de la solución con los datos de contorno para el Problema B.5, esto es, si
los datos de frontera vaŕıan poco entre ellos, la misma conclusión vale
para las soluciones.

Dediquémonos ahora al Principio del Máximo Fuerte. Ante todo hace falta una
definición.

Definición B.14 Un dominio D de R2 se dice satisfacer la condición de esfera
interior en un punto del plano (x0, y0) ∈ ∂D si y sólo si existe una circunferencia
B ⊂ D tal que (x0, y0) ∈ ∂B.
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A partir de esta definición es poible demostrar el siguiente teorema (Principio del
Máximo Fuerte, consúltese la referencia [14]).

Teorema B.15 (Principio del Máximo Fuerte). Sea L el operador eĺıptico (B.5)
definido en un dominio D y que verifique las condiciones (B.6). Sea (x0, y0) ∈ ∂D
tal que

(i) u sea continua en (x0, y0);

(ii) u(x0, y0) > u(x, y) (u(x0, y0) > u(x, y)) por cada (x, y) ∈ D;

(iii) D satisfaga la condición de esfera interior en (x0, y0).

Entonces, si Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0) en D, se tiene que

u,n = ∇u · n(x0, y0) > 0 (u,n = ∇u · n(x0, y0) < 0),

siendo n la normal exterior a ∂D.

Es importante observar que los dominios con “cierta regularidad” (por ejemplo los
dominios limitados cuya frontiera es una curva regular) son dominios que verifican
la propiedad de esfera interior a los cuales, entonces, es posible aplicar el Teorema
B.15.
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Apéndice C

Generalidades del Método de
los Elementos Finitos

El contenido de este caṕıtulo se centra en los fundamentos generales del Método
de los Elementos Finitos.

C.1. Aspectos básicos del Método de los El-

ementos Finitos

El Método de los Elementos Finitos (abreviado M.E.F.)1 es un método
numérico utilizado para la resolución de ecuaciones diferenciales t́ıpicas en proble-
mas de ingenieŕıa y f́ısica.

Se basa en dividir el dominio en el que está definido el problema en una serie
de subdominios o elementos finitos en los que, de un lado, se distinguen una
serie de puntos representativos llamados nodos y, de otro, se definen unas ciertas
funciones de forma ; el conjunto de los nodos y de las adyacencias definen la
malla .

Los cálculos se realizan sobre una malla creada a partir del dominio con pro-
gramas especiales llamados generadores de mallas.

1Véanse las referencias [18] y [40].
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C.2. Residuos ponderados y forma débil de

un problema eĺıptico de Dirichlet en R2

Con referencia al Apartado B.3, reconsideremos el Problema de Dirichlet
B.5:

Sea dado el operador eĺıptico en forma de divergencia (B.5). Por cada función
f asignada en D y g en Γ, hallar u tal que

PD :

{
Lu ≡ −div(A · ∇u) = f en D,

u = g en Γ.

La resolución del sistema anterior equivale a la solución del siguiente problema
en forma débil :

hallar u tal que

(C.1)
∫

D
(∇v) · (A · ∇u)dD =

∫

D
fvdD, ∀ v ∈ H1

0 (ΓD).

Como se expresó en el Teorema B.8 del Apartado B.3 es posible resolver la
ecuación (C.1), y su (única) solución es

u = mı́n
v ∈K

F(v),(C.2)

F(v) :=
1
2

∫

D
(A · ∇v) · ∇v dD −

∫

D
fv d D,(C.3)

siendo K el conjunto de funciones definido por la expresión (B.8).

Actuando de forma numérica, aproximemos, ahora, la solución u por la siguiente
expresión:

u '
n∑

j=1

Nj(x, y)uj ,

siendo n el número total de nodos que componen la malla, uj los valores nodales
incógnitos de la función u, y que componen el vector n-dimensional u, y Nj las
funciones de forma lineales de clase C0 que valen, en cada elemento, 1 en el nodo
j y 0 en los de más. Escogiendo, además, v = Ni, al sustituir en la ecuación (C.1)
se obtiene el sistema

Ku = f ,

siendo
(K)ij = Kij =

∫

D
(∇Ni) · (A · ∇Nj)dD,
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y

(f)i = fi =
∫

D
fNidD.

Si la interpolación u '
n∑

j=1

Njuj no cumple las condiciones de contorno de Dirich-

let, es posible imponerlas utilizando algunos métodos adecuados: aqúı utilizaremos
el Método de los multiplicadores de Lagrange que explicaremos brevemente
a continuación.

Si indicamos con m los nodos pertenecientes al borde de D y que definen los
“puntos vinculados” de la función u, es posible definir

g '
m∑

j=1

Nj(x)gj ,

siendo gj los valores nodales conocidos de la función g, y que componen el vector
m-dimensional g, y Nj las funciones de forma lineales de clase C0 que valen, en
cada elemento de borde, 1 en el nodo j y 0 en el otro.

Como consecuencia de ello la ecuación u = g en Γ puede expresarse de forma
matricial como sigue:

Au = g,

siendo A ∈ Mm,n(R) una matriz compuesta de “unos y ceros” y que relaciona la
u con su valor al borde g en un cierto punto j. Con estas notaciones el sistema de
ecuaciones resultante del problema de extremos es

(C.4)
[
K AT

A Om

] [
u
λ

]
=

[
f
g

]
,

es decir
u = Gg,

con G matriz inversa de [
K AT

r

AT
r 0

]
,

Om matriz cuadrada m dimensional compuesta por todos ceros y λ vector de Rm

de los multiplicadores de Lagrange.
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Apéndice D

Coeficiente de amortiguamiento
(Método de Relajación
Dinámica)

Se considera el sistema dinámico simple indicado en Figura D.1. El cuerpo de
masa m se mueve, bajo la acción longitudinal a lo largo de la dirección x de un
muelle de constante elástica k, sobre un plano que presenta un amortiguamiento
dado por ẋc, siendo c función del material del cuerpo y del suelo. En ausencia de
fuerzas exteriores, la ecuación dinámica es

ẍ +
c

m
ẋ +

k

m
x = 0.

Poniendo
ω2 =

k

m
y 2ζω =

c

m
,

se tiene la siguiente ecuación del movimiento en función de la pulsación ω y del
coeficiente de amortiguamiento ζ:

ẍ + 2ζωẋ + ω2x = 0.

Siendo
λ2 + 2ζωλ + ω2 = 0,

la ecuación caracteŕıstica correspondiente, obtenemos las siguientes ráıces:

λ1,2 = ω(−ζ ∓
√

ζ2 − 1).

- Si |ζ| > 1, existen dos soluciones reales para λ correspondientes al movimien-
to

x(t) = Ae(−ζ+µ)ωt + Be(−ζ−µ)ωt,

siendo µ =
√

ζ2 − 1 y A y B constantes reales.
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m 

k 

x 

c x 
. 

, fuerza de amortiguamiento  

Figura D.1: Sistema dinámico con muelle y amortiguamiento.

- Si |ζ| = 1, existe una única solución real para λ correspondiente al movimien-
to

x(t) = [A + Bt]e−ωt,

siendo A y B constantes reales.

- Si |ζ| < 1, existen dos soluciones complejas para λ correspondientes al
movimiento

x(t) = (A cos νωt + B sin νωt)e−ζωt.

siendo ν =
√

1− ζ2 y A y B constantes reales.

Se suele hablar de amortiguamiento cŕıtico cuando ζ = 1. Se obtiene, aśı

c

m
= 2ζω = 2× 1× 2πf = 4πf,

siendo f la frecuencia fundamental. Finalmente

c = 4πmf.


