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Capitulo 1

Introduccion

Las membranas son estructuras que conforman una superficie en el espacio,
con espesor minimo. Dicho del modo més sencillo, las membranas son superficies
materiales, los objetos que méas se aproximan materialmente a una superficie ge-
ométrica.

Las membranas trabajan sélo mediante esfuerzos en las direcciones tangentes a
su superficie media. Estos esfuerzos, de compresién o traccién, son los esfuerzos
de membrana.

En sentido estricto, las membranas son las que trabajan a traccién, puesto que,
dado su minimo espesor, carecen de rigidez a flexién. La compresion es un esfuerzo
que va asociado a dicha rigidez y asi las estructuras que, en paralelo, admiten tal
esfuerzo son las ldminas. Las laminas son superficies materiales de espesor pe-
queno pero no minimo, con cierta rigidez, donde normalmente aparecen flexiones
junto con los esfuerzos de membrana.

El presente trabajo trata sobre membranas en sentido estricto, esto es, sobre mem-
branas a traccién.

Estas estructuras se caracterizan por su gran ligereza y versatilidad de despliegue,
con todo lo que ello lleva consigo. Hasta hoy se han empleado en aplicaciones de
arquitectura (cubiertas, sobre todo) y, mucho menos, de ingenierfa civil (presas
inflables de poca altura, por ejemplo). Normalmente se pretensan antes de entrar
en servicio, para que adquieran cierta rigidez (como minimo, se da un pretensado
de montaje, tensandolas algo para desplegarlas sin arrugas).

Las membranas abiertas (con bordes) requieren elementos externos que equilibren
sus esfuerzos, cerrando el conjunto, o que los transmitan al terreno. Las mem-
branas cerradas aprovechan el efecto neumatico, equilibrando los esfuerzos por la
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continuidad de la estructura y la presién interna de un fluido (por la cual se pro-
duce el pretensado).

En cierto modo, puede decirse que una membrana es pura geometria. En efec-
to, las implicaciones de la geometria alcanzan aqui su maximo grado, influyendo
de modo especial en la respuesta de la estructura, pero también en ciertas ac-
ciones sobre la misma (cargas de viento); ademés de afectar a otros factores no
estrictamente estructurales, pero no menos importantes, como su funcionalidad
o su impacto visual. Asi pues, en las membranas se da la interaccién de muchos
factores a través de la geometria.

La investigacién objeto del presente informe se centra en el andlisis matemdtico
de las membranas portantes, esto es, las sometidas a cargas méas alld de las aso-
ciadas a su propio despliegue (peso propio, pretensado, viento y, eventualmente,
nieve), con miras a extender sus aplicaciones en el campo de la ingenieria civil,
concretamente a las pasarelas de peatones.

El paso a estructuras portantes como las indicadas implica, con respecto a las
no portantes, esfuerzos mayores. Ello no sélo ocurre por los efectos de las cargas
de uso de tales estructuras, sino porque requieren mayor pretensado para mantener
la rigidez. Pero, aparte del salto cuantitativo en esfuerzos, ese paso significa dar al
mismo tiempo un salto cualitativol.

Precisamente, tal como se ira viendo, dicho salto cualitativo justifica y motiva en
dltimo término la presente investigacién, la cual pretende contribuir al desarrollo
del analisis de este tipo de membranas, permitiendo conocer de modo ajustado su
comportamiento estructural para el adecuado proyecto de las mismas.

1.1. Aspectos generales de las membranas

Es bien sabido que, para una cierta distribucién de cargas, no toda superficie
en el espacio corresponde a una membrana. Sélo son membranas aquéllas cuya
forma permite equilibrar tales cargas con esfuerzos de membrana. Esto implica
que el calculo de membranas siempre lleva asociado de algin modo un problema
de biusqueda de forma.

Por otra parte, las membranas funcionan, frente a cargas normales a su superficie,
gracias a su curvatura, la cual permite equilibrar dichas cargas con esfuerzos de
membrana. Esto ya da idea de la importancia que tiene la existencia de curvatura,
pero aun se aprecia mejor considerando el caso limite de una membrana plana.

IPara explicaciones més detalladas véase la referencia [27].
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Una membrana plana, sometida a cargas normales, sélo puede trabajar merced
a su propia deformacién, que genera curvatura; de modo que la deformacién se
convierte en efecto primario, necesario para el equilibrio, que alcanza valores muy
altos por la magnitud de los esfuerzos que aparecen. Por el contrario, en una mem-
brana curva, que permita el equilibrio de las cargas normales, la deformacién pasa
a ser efecto secundario, con valores mas bajos, resultado de los menores esfuerzos
existentes.

En este punto conviene indicar que, dentro del analisis de membranas pueden
distinguirse, en términos generales, las siguientes fases:

- Fase de confeccion, en la que, como resultado del proceso de confeccion,
se tiene una forma que corresponde a esfuerzos nulos (forma potencial o
virtual, porque si se desplegara la membrana con esa forma apareceria ya el
peso propio).

- Fase de pretensado, en la que, como resultado de desplegar y aplicar
el pretensado a la membrana confeccionada, se llega ya a una forma real,
asociada a las acciones de pretensado y peso propio, y la membrana queda
apta para entrar en servicio.

- Fase de servicio, en la que, como resultado de la aparicién de otras ac-
ciones (viento, cargas de uso, etc.) durante la etapa de servicio de la mem-
brana, se llega a otras tantas formas.

Volviendo al asunto de la curvatura, hay que subrayar que, ademéas de curva, la
superficie de las membranas es de curvatura de Gauss negativa (curvaturas de
sentido contrario en direcciones ortogonales del plano tangente). Esto obedece a
un motivo estructural muy claro. Si no fuera asi, los esfuerzos de pretensado, siem-
pre de traccién, no podrian estar en equilibrio (sin considerar el peso propio de la
membrana, muy pequeno).

A la vista de lo anterior, y precisando ya maés, en este trabajo se estudiard el
comportamiento de estas estructuras en la fase de pretensado, con el objetivo de
definir rigurosamente el problema completo del equilibrio (forma de la membrana,
bordes de la misma, esfuerzos de pretensado), planteandolo a través de un analisis
matematico adecuado.
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Figura 1.1: Maqueta de una pasarela peatonal: vistas generales.
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Figura 1.2: Maqueta de una pasarela peatonal: vista frontal.

1.2. Las membranas en aplicaciones portantes
de ingenieria civil

Por lo que respecta a las aplicaciones de ingenieria civil indicadas, las pasare-
las, la funcién de la estructura, que consiste en el paso de peatones, hace que la
membrana sea portante, esto es, capaz de soportar sus cargas de uso y ademas
hacerlo con deformabilidad limitada. Al mismo tiempo, también por motivos fun-
cionales, hay que emplear membranas rebajadas, con pendientes pequenas. Todo
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ello implica que los esfuerzos sean ain mayores (cargas de uso mas importantes y
curvaturas menores para equilibrarlas).

En consecuencia, no sélo es importante que las membranas de estas pasarelas
conformen superficies de doble curvatura (aunque las curvaturas sean pequenas)
sino que las mismas han de tener curvatura de Gauss negativa, como ya se ha
comentado.

Asi, en cuanto a la forma de la membrana, una posibilidad para la pasarela es
que, segun la direccién de paso, el perfil inferior se curve hacia abajo, como un
arco, mientras que en la direccién perpendicular se curve hacia arriba (Figural.T).
Por otro lado, como se ha dicho, la membrana ha de ser rebajada, teniendo pen-
dientes limitadas (al menos en la zona de paso).

Las Figuras 1.1 y [1.2, fotografias de un caso particular de pasarela, en maqueta
(de muestra, més rudimentaria que una de proyecto), proporcionan una referencia
concreta. La dimension mayor de la membrana es aproximadamente un metro.

A la vista de esta pasarela, parece inmediato constatar que, si se compara con
una similar atirantada, la membrana asume aqui, sin solucién de continuidad, dos
funciones, siendo a la vez tablero y zona de transmisién de sus cargas (en lugar de
los tirantes) a otros dispositivos estructurales descritos més adelante.

Para lograr el adecuado comportamiento funcional y estructural de la pasarela,
la membrana se somete a un pretensado conveniente (tracciones en todas direc-
ciones, previas a la entrada en servicio).

El pretensado tiene basicamente dos misiones:

- contrarrestar las compresiones debidas a las cargas en fase de servicio, en
especial las de uso (las compresiones que aparecerian si no hubiera preten-
sado), de modo que la membrana se mantenga traccionada;

- proporcionar suficiente rigidez a la membrana, que debe soportar sus cargas
de uso con deformabilidad limitada.

Ambas razones conducen a la necesidad de un pretensado significativo. Por tanto,
la fase de pretensado toma aqui un papel destacado.
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Figura 1.3: Membrana con bordes laterales flexibles (cables a traccion).
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Figura 1.4: Membrana con bordes laterales rigidos (arcos a compresién-flexién).

Se aprecia asi que existen factores estructurales contrapuestos con los que se
puede jugar, en particular la forma y el pretensado de la membrana. En este senti-
do, ha de buscarse cierto equilibrio entre ambos, que suponga aplicar un pretensado
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razonable, no demasiado fuerte (y costoso, no sélo por s{ mismo sino por sus im-
plicaciones en la estructura de sustentacién).

El problema de introducir y mantener el pretensado esté relacionado con los bor-
des de la membrana. Estos bordes son elementos unidimensionales, definidos por
curvas en el espacio. Los mismos pueden tener curvatura o no tenerla (elementos
rectos). Si los elementos de borde son rectos, para equilibrar el pretensado de la
membrana deben tener rigidez a flexién.

Entre los elementos de borde curvos, revisten notable importancia los cables,
que trabajan a traccion, elementos sin rigidez a flexién cuya disposicién (sentido
de la curvatura necesariamente hacia el exterior) se corresponde con esfuerzos de
traccién en la membrana. Un ejemplo gréfico es el ofrecido por la Figura(l.3, en la
cual se identifican en planta la pasarela, la direcciéon de paso y los cables de borde
laterales.

Al contrario de lo que ocurre en los cables, la curvatura de los bordes rigidos,
que han de soportar por flexién (y otros esfuerzos) las cargas transmitidas por
los esfuerzos de la membrana, puede ser cualquiera. La Figura [1.4] representa un
ejemplo de pasarela con borde rigido, en forma de arco, que trabaja a flexién y
compresion.



Capitulo 2

Asunto, motivacion, objetivos y
estado del arte

2.1. Asunto y motivacion

Como se ha dicho, en las estructuras de membrana existe una intima relacién
entre la forma y los esfuerzos, para que éstos puedan estar en equilibrio.

También queda dicho que la forma no estd dada. Hay que encontrarla y también
los esfuerzos que con ella se equilibran. Lo normal es hacer eso para la situacion
definida més arriba como fase de pretensado (membrana colocada y pretensada,
pero, salvo el peso propio, aun sin cargas).

Entonces, dados una determinada forma y los esfuerzos (de pretensado) asocia-
dos a ella, si se parte de la primera y se descuenta la deformacién debida a los
segundos se llega a la forma de confeccién de la membrana (esfuerzos nulos).

En principio, resulta importante que, para cada forma prevista, los esfuerzos
puedan ser reproducidos realmente, esto es, controlados. Si no ocurre asi, la mem-
brana siempre alcanzara una forma de equilibrio, pero distinta y con unos esfuerzos
ya no bien conocidos.

En membranas con un pretensado bajo importa menos que los esfuerzos de pre-
tensado no se controlen: el error resultante también serd pequeno.

Pero esta investigacion se orienta hacia aplicaciones tales como las pasarelas. En
ellas, como se sabe, la membrana es el tablero y por ello requiere por razones
funcionales una adecuada rigidez, que sélo se alcanza mediante un pretensado
significativo. Entonces, en proyecto, para adecuar la rigidez de la membrana en
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servicio, es muy util conocer de antemano el rango y la distribucién de sus es-
fuerzos de pretensado; y, en construccién, claro, importa mucho que esos esfuerzos
sean bien reproducidos.

Por tanto, como ya se apunté anteriormente, todo lo relativo a los esfuerzos de
pretensado toma aqui una especial relevancia y, en particular, su relaciéon con la
forma de la membrana.

En definitiva, la presente investigacién viene motivada en gran medida por es-
tas cuestiones, propias de aplicaciones con esfuerzos de pretensado importantes y
donde conviene definirlos de antemano para el mejor comportamiento en servicio
de la estructura; siendo preciso, en todo caso, aquilatar muy bien forma y esfuerzos
de pretensado.

En tal sentido, el punto de partida es el planteamiento matemadtico del equi-
librio de la membrana en la fase de pretensado, considerada como superficie
en el espacio, para proceder después a su andlisis.

Al plantear dicho equilibrio aparecen productos de variables de forma y variables
de esfuerzos cuya suma es nula (despreciando el peso propio, lo que aqui estd ain
més justificado por la importancia cuantitativa del pretensado). Para poder ob-
tener algo de dichas expresiones, parece claro, en principio, que hay que fijar la
forma o bien fijar los esfuerzos. Ambas opciones son en general muy interesantes,
pero lo son especialmente en aplicaciones tales como las pasarelas.

En efecto, por las especiales implicaciones funcionales de la forma de la mem-
brana en pasarelas (pendientes limitadas para el paso, entre otras cosas), resulta
muy interesante fijar de antemano una forma adecuada, para obtener luego la
distribucion de esfuerzos de pretensado que a ella corresponden, dar el rango nece-
sario a esos esfuerzos (con una constante que, se verd, queda libre) para lograr
suficiente rigidez y reproducirlos bien en construccion. Pero de no menor interés es
fijar unos esfuerzos de pretensado adecuados (distribucién y rango, y que sean mas
facilmente introducidos en construccién), para obtener la forma y darle un rango
que no supere los limites de pendiente (constante que asimismo queda libre).

Por otra parte, dada la conveniencia de colocar cables en algunos bordes de la
membrana (normalmente los mas largos y elevados, para evitar ahi elementos de
borde rigidos, siempre més pesados, y aplicar con mayor facilidad el pretensado),
se considera precisamente esta situacién como caso mas general. Como se verd, ello
supone una importante dificultad anadida con relacién a la situacién en que todos
los bordes son rigidos.

Volviendo al asunto del equilibrio en la fase de pretensado, y precisando ya al-
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go mas, se trata de un problema que implica a una serie de variables bésicas en
distintos 4mbitos interactivos (mds o menos acoplados unos a otros, segun el tipo
de elemento de borde, por una serie de ecuaciones que los relacionan), como son:

- en la propia membrana, la forma de la superficie y los esfuerzos de la mem-
brana;

- en el contorno de la membrana, la forma del mismo y las cargas (repartidas)
transmitidas por los esfuerzos de la membrana;

- en la interfaz membrana-contorno, las cargas (repartidas) de accién y reac-
cién.

Como ya se ha avanzado, desde el punto de vista matemaético, el problema mas
general, y mas complejo, corresponde al caso en que los elementos de borde son
cables; pero es también el que mas suele interesar desde el punto de vista estruc-
tural, por reduccién de peso propio y por aplicacién del pretensado.

Todo lo dicho lleva, fundamentalmente, a dos problemas de contorno aparente-
mente equivalentes, pero en realidad muy distintos en sus resultados. Mientras que
el primero consiste en fijar la superficie y las curvas que identifican la membrana y
sus bordes en el espacio, y buscar los esfuerzos correspondientes (planteamiento
directo), el otro es exactamente el opuesto, es decir, se fijan los esfuerzos y el con-
torno, quedando como incégnita la forma de la membrana (planteamiento dual).

Como se vera, el planteamiento directo conduce a un problema de contorno de
tipo hiperbolico; mientras que el planteamiento dual lleva a un problema de con-
torno de tipo eliptico.

2.2. Objetivos globales

En virtud de lo que se acaba de exponer, los objetivos béasicos o globales de
esta investigacion, basada en el andlisis que se deriva del planteamiento matematico
del equilibrio de la membrana (tomada como superficie en el espacio) en fase de
pretensado, son:

- Conocer en general la problematica del andlisis y sus resultados.

- Obtener especificamente esfuerzos de pretensado de membrana para formas
adecuadas para pasarelas y fijadas de antemano, dado lo apropiado que
muestra ser el planteamiento al respecto.

- Obtener especificamente formas de membrana, para esfuerzos de pretensa-
do adecuados para pasarelas y fijados de antemano, dado lo apropiado que
muestra ser el planteamiento al respecto.
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Con relacion a los puntos anteriores, cabe aqui recordar que, en construccion, el
procedimiento practico habitual de analisis de este tipo de estructuras no es propia-
mente de membrana (bidimensional, 2D) sino de malla de cables (unidimensional,
1D); ademas, lo que de ahi se obtiene es la geometria espacial de la malla (busqueda
de forma) pero también los esfuerzos de los cables (tracciones), que asi no pueden
ser en general fijados de antemano.

2.3. Estado del arte

2.3.1. Tecnologia de pasarelas con estructura de mem-
brana

Como se sabe, esta investigacién se orienta hacia las membranas portantes
para aplicaciones de ingenieria civil, particularmente las pasarelas con estructura
de membrana. Por ello, antes de entrar en el contexto donde el trabajo se enmar-
ca propiamente, parece necesario ofrecer una referencia concreta, aunque sea muy
resumida, sobre la tecnologia.

Asi, en lo que sigue se presenta una breve descripcion de la vertiente tecnold-
gica de esta nueva linea de investigacion.

Esta tecnologia traslada a las pasarelas las ventajas de las estructuras de mem-
brana. En este sentido, ya se ha citado la ligereza, con todo lo que lleva consigo
estructural, constructiva e incluso ambientalmente (bajo peso propio; facilidad de
montaje y desmontaje; minimo impacto; posible reutilizacién). Pero también mere-
cen ser destacadas las enormes posibilidades estéticas y ambientales (gran aptitud
de encaje visual en su entorno, jugando con los multiples factores que permite una
superficie en el espacio: formas, sombras, contornos, texturas, colores, etc.); y, en
fin, el factor de su propia originalidad y novedad con respecto a lo existente.

En estas aplicaciones, por supuesto, la membrana se ajusta a las condiciones ge-
nerales, ya citadas, de que la superficie que conforma posea doble curvatura y
curvatura de Gauss negativa (Figura [I.1). Por otro lado, como se sabe, por su
funcién la membrana debe tener pendientes limitadas en la zona de paso; lo que
hace que sea rebajada.

En cuanto a los materiales de la membrana, ésta se confecciona con tejidos estruc-
turales de fibras de alta resistencia (con revestimiento superficial) o con materiales
compuestos en forma laminar (matriz y fibras de alta resistencia).
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Por supuesto, la membrana se somete a un pretensado, mediante tracciones en to-
das direcciones antes de su entrada en servicio, para su adecuado comportamiento
funcional y estructural, segin lo indicado més arriba.

La membrana dispone en sus bordes de unos elementos ligados a ella para ab-
sorber las reacciones debidas al pretensado y a las cargas de uso. Estos elementos
pueden ser rectos (si la superficie es reglada, al menos en las zonas de borde) o
curvos. Si son rectos, tales elementos han de tener rigidez a flexién; si son curvos,
segun el sentido de su curvatura tienen rigidez a flexién (arcos, que trabajan bési-
camente a compresién) o no (cables, a traccion).

A su vez, las esquinas y los elementos de borde van ligados a una estructura
de sustentacién de la membrana, que sirve para situarla en la posicion adecuada y
transmitir al terreno sus reacciones, a través de la cimentacién.

La estructura de sustentacién puede ser variada en tipo y materiales (méstiles;
estructura metdlica o de otro material, que trabaje sobre todo a flexién; etc.).

Para concretar mejor, parece interesante comenzar examinando el propio caso de
la ya conocida maqueta mostrada en las Figuras 1.1y [1.2.

La estructura de sustentacién estd compuesta por mastiles a compresion y vientos
a traccién, tipica de cubiertas. Por su parte, los bordes de la membrana disponen
de unos cordones pretensados (inapreciables en las fotografias) que la mantienen
a traccion.

Sin dejar el asunto del pretensado en este mismo caso, la Figura [1.2 muestra
asimismo dos cordones longitudinales sobre la membrana. Su misién consiste, tras
ser pretensados, en marcar mejor y aplanar algo la zona central de paso.

Por otro lado, como se aprecia en las Figuras 1.1/ y 1.2, la maqueta dispone de
unas cartelas en la base de los maéstiles, que se colocaron para fijarlos mejor sobre
el tablero de base. Estas cartelas no serian necesarias en la estructura real.

Normalmente, los bordes correspondientes a las zonas de acceso de la membrana
se unen al terreno mediante estribos (con su correspondiente cimentacién). Segin
la posicion de estos estribos, mas o menos elevados sobre el terreno, existen o no
otros elementos como plataformas de acceso.

Tomando como referencia general la tecnologia de membranas para cubiertas,
parece claro que las aplicaciones que aqui se contemplan requieren modificaciones
en ciertos aspectos. Asi, sélo a titulo de ejemplo:

- ajustar los procedimiento de cdlculo, dadas la importancia del pretensado y
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la gran responsabilidad de la funcién estructural, modelando la estructura
como membrana propiamente dicha mejor que como red de cables inscrita
en ella;

- prestar mas atencion al material de la membrana en lo que afecta al efec-
to disuasorio frente a intentos de vandalismo, utilizando materiales que se
comportan mejor al respecto;

- establecer un proceso constructivo que asegure la correcta introduccién del
pretensado previsto.

A continuacion se indica un hito fundamental alcanzado en esta vertiente tecnold-
gica.

Se trata de la construccién en 2003 (Callis, Barcelona) de un prototipo de pasarela
basado en esta tecnologia (Figuras2.1y2.2), merced a un proyecto de investigacién
entre el CSIC, la Fundacién Espaniola para la Ciencia y la Tecnologia (FECYT) y
el Ayuntamiento de Callis, con resultado muy satisfactorio (referencias [28] y [29]).

El objetivo fundamental del proyecto fue hacer realidad la idea de estas pasarelas,
materializando completamente una en condiciones reales sobre el terreno (no en
laboratorio) y asi comprobar tanto su aptitud funcional como su viabilidad estruc-
tural y constructiva.

Aunque la pasarela fue implantada sobre el terreno, al tratarse de un prototipo
hubo que sacrificar todo su potencial estético a la seguridad y al minimo coste, de
modo que la membrana quedara a poca altura, disponiéndola en un solo vano (sin
mastiles; Figuras 2.1y 2.2).

La estructura de sustentacién consistié en sendas celosias espaciales metalicas
tubulares. Los bordes transversales fueron cables anclados en las esquinas de los
estribos; los longitudinales, barras de reparto de fibra de vidrio conectadas a los
estribos mediante tensores. El pretensado se aplicé mediante el tesado de los cables
v los tensores.

Por supuesto, la definicién de la forma y los esfuerzos en la fase de pretensado
se realizé mediante un anélisis 2D sobre la superficie de la membrana (despre-
ciando el peso propio). El procedimiento fue partir, tras una etapa de tanteo, de
una expresién analitica de la misma z(z,y) (y de sus bordes laterales, los cables)
y ajustar con otros esfuerzos las distintas condiciones de equilibrio (membrana,
cable e interfaz), alcanzandose asi una solucién aproximada. Se llegd, entonces, a
unos esfuerzos de pretensado que se distribuian con valor casi constante (aunque
distinto longitudinal y transversalmente) y su rango se obtuvo evaluando la rigidez
necesaria en la fase de servicio (véase la referencia [29]).



2.3.1 Tecnologia de pasarelas con estructura de membrana

Figura 2.1: Pasarela de Callis en la fase final de construccién.

Figura 2.2: Vista de la pasarela de Callis en su entorno.



28 Asunto, motivacion, objetivos y estado del arte

Las formas de pretensado y confeccién se diferencian justamente, como se in-
dicé, en los desplazamientos debidos al pretensado. Aqui, el cdlculo de la forma
de confeccion se llevé a cabo mediante una aproximacion bastante ajustada para
membranas muy rebajadas, como ésta, suponiendo que al pretensar la membrana
(esfuerzos casi horizontales) sélo se producen desplazamientos horizontales. Tenien-
do en cuenta esto, la doble simetria de la membrana y los esfuerzos casi constantes
en las direcciones de los ejes, la superficie mantiene su expresién en coordenadas
desplazadas z(z*, y*). Se obtuvo asi una forma muy similar a la de pretensado, con
curvaturas un poco mayores, con la cual se confeccion6 la membrana (referencia

[29])-

En fin, como se ha dicho, el resultado del proyecto fue muy satisfactorio, puesto
que el prototipo cumplié perfectamente los objetivos planteados.

2.3.2. Estado del conocimiento: métodos desarrollados

Los conceptos definidos en los apartados anteriores se relacionan en parte con
un conocido problema, correspondiente a determinar la configuracion de equilibrio
de una membrana, llamado bisqueda de forma (form finding; referencia [33)]).
Conviene recordar en este momento que aqui también se contempla, en principio,
la bisqueda de esfuerzos.

La bibliografia sobre la busqueda de forma en membrana (superficie), presenta
en general un enfoque basado en obtener el equilibrio final de la membrana, tras
introducir en ella esfuerzos y deformaciones, a partir de una configuracion inicial
correspondiente a esfuerzos nulos.

En este sentido, es frecuente, por ejemplo, restringir este enfoque de busqueda
de forma a esfuerzos de membrana is6tropos y constantes (referencia [35]). Con tal
restriccién, lo anterior equivale al problema de buscar la superficie de area minima,
con el borde dado (véase la referencia [5]), problema ya directo (forma final, sin
pasar por desplazamientos), que se identifica con el modelo fisico de la pelicula de
jabén limitada por dicho borde (referencia [17]).

Por otro lado, aparte de la restriccién mencionada, el citado enfoque presenta di-
versas variantes. Asi, por ejemplo, obtener el equilibrio final a través de un andlisis
dindmico (referencia [35]) o incluso obtenerlo en una ldmina y pasar al de la mem-
brana como caso limite reduciendo el espesor (referencia [13]).

Como se dijo, el planteamiento del equilibrio en este trabajo es directo (forma
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y esfuerzos finales) y general (esfuerzos y formas cualesquiera, que sean intere-
santes) y se aleja de los planteamientos anteriores.

Sin embargo, bajando una dimensién, de modo que la membrana es tratada como
una red de cables inscrita en la superficie, existe un procedimiento de busqueda
de forma similar al de esta investigacién, con planteamiento directo del equilibrio
final. Se trata del Método de la Densidad de Fuerzas, habitual por otra parte en
la practica del analisis de estructuras de membrana en construccién.

De tal modo, el método anterior muestra ser aqui una referencia clara y por ello se
le dedica especial atencién. A su vez, dada su presencia, parece conveniente ofrecer
una vision de los métodos unidimensionales de busqueda de forma.

Entre los métodos unidimensionales mas comunes de resolucién del problema de
busqueda de forma de membrana, estaticos y dinamicos, los principales son:

- Método de Rigidez Transitoria (Transient Stiffness Method);

- Método de Relajacion Dindmica (Dynamic Relaxation Method);

- Método de la Densidad de Fuerzas (Force Density Method).

Como se ha apuntado, estos métodos consisten en discretizar la membrana me-
diante nodos y elementos unidimensionales que los unen (véase la referencia [23));
por lo que la membrana no es tratada como tal, esto es, un continuo bidimensional.

Resumamos, ahora, las caracteristicas principales de los tres métodos.
METODO DE LA RIGIDEZ TRANSITORIA!

Este método estatico se basa en la teoria de los pequenos desplazamientos, su-
poniendo, asi, una dependencia lineal del vector desplazamiento puntual con la
correspondiente fuerza exterior. El estudio completo conlleva al anélisis del pro-
blema siguiente:

(2.1) f=Kd,

siendo f el vector fuerza exterior nodal, d el vector desplazamiento nodal y K la
matriz de rigidez axial, funcién de la geometria y de las propiedades mecanicas
de la estructura. El sistema (2.1) representa un conjunto de ecuaciones de equili-
brio estatico que tienen que verificarse en cada nodo de la estructura.

La principal limitacién del método es la inherente hipétesis de linealidad comenta-
da, esto es, K constante. Bajo esta condicién, de hecho, el analisis no incluye una

Véanse, por ejemplo, las referencias [1] y [2].
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verdadera busqueda de forma, ya que sus resultados son satisfactorios y buenos en
caso de pequenos desplazamientos.

De hecho, la ecuacién (2.1) no puede ser aplicada directamente en problemas
con grandes desplazamientos, ya que en estos casos K es funcion de d, es de-
cir K = K(d).

En esta circunstancia, entonces, se necesita actualizar incrementalmente de la ma-
triz de rigidez a lo largo del proceso.

Si por comodidad indicamos con ¢ un pardmetro que identifica un dado instante de
tiempo del proceso, correspondiente a la configuracién geométrica X'y a la matriz
de rigidez K, entonces el desplazamiento y la geometria en el instante ¢ + At se
obtienen respectivamente utilizando las relaciones:

dAt = (KHLf

Xt+At — Xt + dt+At.

Calculando, sucesivamente, la matriz de rigidez K*+2*, actualizada al paso t + At,
se “genera” el vector nodal de cargas internas, dado por

}HN _ KUHALgitAL

. . ~t+At
La diferencia entre los vectores f y f , que representa un balance de fuerzas

exteriores e interiores, define el vector residual

+ At ~t+At
R+ :f_f )

utilizado, a su vez, para el calculo del incremento del desplazamiento:
(2.2) AdiTAt — (Kt+At)flRt+At.

A través del sistema (2.2), es posible actualizar la geometria, la matriz de rigidez
y el vector residual. Siguiendo tales pasos se logra el equilibrio en el momento en
que el residuo alcance un valor suficientemente pequeno.

METODO DE RELAJACION DINAMICAZ

Desarrollado por Motro y Belckacem (referencias, respectivamente, [26] y [3]), se
basa en una discretizacién de la geometria de manera que la masa de la estructura
se supone concentrada en cada punto (nodo) de la superficie. Dichas masas con-
centradas oscilan alrededor de la posiciéon de equilibrio bajo la accién de fuerzas
externas. Este método, que funciona muy bien en grandes desplazamiento y en
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Sub-amortiguamiento

Amortiguamiento critico

Sobre-amortiguamiento

Equilibrio estatico
L ———————

~— — -

N N Numero de iteraciones

Figura 2.3: Oscilaciones amortiguadas del desplazamiento ( Método de Relajacién
Dindmica).

casos de importantes no linealidades, utiliza para su resolucion una técnica de
diferencias finitas por el siguiente sistema:

(2.3) f=Md+Cd+ Kd,

siendo f la fuerza exterior nodal, M la la matriz de masa (o de inercia), C la
matriz de amortiguamiento, K la matriz de rigidez, y d y d el vector veloci-
dad y aceleracion respectivamente. La expresién (2.3) representa un conjunto
de ecuaciones dindmicas que tienen que verificarse en cada nodo de la estructura
hasta que se logre un estado de equilibrio.

Matemdticamente la relaciéon (2.3) representa un sistema de ecuaciones lineales
de segundo orden que suele resolverse utilizando métodos numéricos incrementales.

En general, conocidos el desplazamiento inicial d(0) = d°, la velocidad inicial

. -0 U 0
d(0) = d, y, consecuentemente, la aceleracién inicial, d(0) = d, se calcula el

2Para un estudio méas profundo constltense, por ejemplo, las referencias [2] y [34].
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No amortiguamiento

Equilibrio estatico

N N NGmero de iteraciones

Figura 2.4: Oscilaciones no amortiguadas del desplazamiento (Método de Rela-
jacién Dindmica).

desplazamiento en un intervalo de tiempo [0,T]. Se subdivide, entonces, el inter-
valo en n subintervalos iguales de longitud At = T'/n y el esquema de integracién
prevé una aproximacién de la solucién en los tiempos 0, At, 2At, ... t, t+At, ..., T.

Un buen método de resolucién, llamado diferencias finitas centradas, se basa
en las aproximaciones siguientes del vector velocidad y aceleracién:

o B dt+At _ dtht

d = oAt

i dt—At o 2dt 4 dt+At
d =
(At)?

Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuacién (2.3) al tiempo ¢, se tiene:

1 1 t+AL
((At)2M * 2Atc>d

—f' - (K- (AthM)dt - ((Alt)QM - %Atc) =,
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que permite calcular, bajo oportunas condiciones que garanticen la no singularidad

1
de la matriz ( M + C), ditAat,

1
(At)? 2At

Evidentemente, por lo que concierne al calculo practico y a la convergencia del
método, la matriz de masa M y la matriz de amortiguamiento C se han de es-
coger de forma adecuada.

En particular, si no hay amortiguamiento, esto es C = 0, obtenemos el sistema

((Alt)2M) At — }t’

siendo

F=f- (K- (AQt)QM)dt - <(A1t)2M) di=5t,

Ademsds si M es diagonal, el desplazamiento que se obtiene es

SIFAL fq((At)Q)j

1
™mi;

dt+At

. EHAL T 14 A L .
siendo 9; y fi la i—ésima componente de los vectores y f respectiva-

mente, y m;; > 0 el i—ésimo elemento de la matriz diagonal M.

En la referencia [6], los autores comprueban que, para problemas lineales, la es-
tabilidad del proceso iterativo explicado depende de At, M y K. En particular,
si p1 es el autovalor méas grande de la matriz M 'K, se obtiene estabilidad de
convergencia escogiendo
2
At < ——.
VA !

Hay que anadir que en un movimiento no amortiguado, es decir en el que falte la
matriz de amortiguamiento C, la estructura oscilaria alrededor de su posicién de
equilibrio y que, por ello, la presencia de la matriz C “ayuda” de forma importante
a que se logre estabilidad de una manera u otra.

En conclusién, el proceso estandar de célculo que se sigue en la practica es el
siguiente. Indicando con m el valor de las masas de (todos) los nodos, con N el
numero de iteraciones necesarias para completar una oscilaciéon, con I la matriz
identidad y con f la frecuencia fundamental dada por

1

I =Nar

se escogen M = mlI, C = 4mmfI y se resuelve? la ecuacién diferencial (2.3).

3El valor 4mmf se llama amortiguamiento critico: para su calculo, véase la
Apéndice D.
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Los resultados posibles pueden ser caracterizados e interpretados observando las
Figuras 2.3 y 2.4. De hecho, si por un lado la Figura 2.4 refleja como el desplaza-
miento oscila indefinida e independientemente del nimero de iteraciones alrededor
de la posicion de equilibrio, para el otro la Figura 2.3 relaciona el comportamiento
de la solucion para valores del coeficiente de amortiguamiento que sean mayores o
menores de amortiguamiento critico. Se tiene:

- si el coeficiente de amortiguamiento es inferior al critico, entonces la solucién
puede salirse del equilibrio estatico antes de establecerse la convergencia. En
este caso se habla de estructura sub-amortiguada;

- si el coeficiente de amortiguamiento es superior al critico, entonces el proce-
so hacia la convergencia del equilibrio estatico puede necesitar varias itera-
ciones. En este caso se habla de estructura sobre-amortiguada.

METODO DE LA DENSIDAD DE FUERZAS. APLICACION

El Método de la Densidad de Fuerzas fue desarrollado para cumplir las necesi-
dades computacionales en la modelizacién de la cubierta del Estadio Olimpi-
co de Munich, y se basa en la utilizacién de un sistema de ecuaciones lineales
para el equilibrio de una red de cables pretensados bajo una relacién predefinida
fuerza/longitud. La estructura mostrada en la Figura 2.5 puede interpretarse como
una red de cables en la que se conocen las posiciones de los puntos 1,2,3 y 4 y las
tracciones t;5 en los cables a lo largo de los tramos 5, ¢ = 1, 2, 3,4. La incégnita
del problema es la posicién final del punto 5, en el que actia una fuerza externa

-f5 = (f5z7f5y’f52)'

El método en consideracién, propuesto por Linkwitz y Schek en 1971 (referen-
cias [24], [25] y [31]), utiliza una simple “estrategia” para transformar un problema
no lineal en uno lineal.

Las ecuaciones de equilibrio a largo de la direcciéon x para el nodo 4, son:

> (= ag) = fuan Uy = \/(%' —)? + (yi — y5)* + (2 — 2)%

i

donde el nodo ¢ esta conectado con el nodo j y t;; es la traccién en el mismo tramo
ij. Este sistema, debido al término /;;, es no lineal. Para linealizarlo introduzcamos
las densidades de fuerzas (cuyos valores se deben conocer a priori) definidas
por:

(2.4) Gij = 7



2.3.2 Estado del conocimiento: métodos desarrollados 35

5.5

t;5 tension en el tramo 5
4

Figura 2.5: Idealizacién de una red de cables pretensados.
Obtenemos asi, para el nodo i, el siguiente sistema lineal en la direccién x:
n
(2.5) > (i — x5) = fir.
j=1
Equivalentemente, para las direcciones y y z, se tienen
n
(2.6) > aii (i = yj) = fuys
j=1
y
n
(2.7) > a4z — z) = frr
j=1

Con el objetivo de escribir el sistema (2.5) en forma compacta y adecuada para
la implementacion numérica, definamos la matriz de incidencia (o conectivi-
dad) Cj. Para una estructura general de n nodos y b elementos (cables, varillas,
aristas...), Cs € My ,(R) y se construye de esta manera: si un elemento conecta
los nodos i y j, entonces la correspondiente fila tiene +1 en la i—ésima columna y
—1 en la j—ésima.
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Las ecuaciones de equilibrio a lo largo de la direccién x se escriben, entonces,
como

(2.8) ClQC.x = f,,

siendo Q@ € M;(R) la matriz diagonal de las densidades de fuerzas, f, € R" el
vector fuerza nodal en la direccion z y * € R”™ el vector columna de todas las
abscisas de los nodos.

Equivalentemente se obtienen las ecuaciones de equilibrio en las direcciones y y z.

Ademas, si las coordenadas de k nodos son conocidas (0 < k£ < n), es tutil de-
scomponer Cg en

Cs= [Cu Cf]a
siendo C', la matriz de My ,,—;(R) obtenida simplemente escogiendo b filas y n — k
columnas de C, y equivalentemente para Cy € M, ;(R).

En estas condiciones, el sistema que se obtiene es el siguiente:
(2.9) ctoo,z,=f,-CLQCzy,

siendo x, y xs los vectores de las abscisas de los nodos incégnitos y conocidos,
respectivamente. Estas ecuaciones, junto con las equivalentes en la direccién y y
z, pueden ser utilizadas para hallar las coordenadas de los nodos incognitos.

En el problema de la busqueda de forma, la fuerza exterior es nula y ademas,
si los esfuerzos son de traccién (esto es g;; > 0), la matriz CLQC, es definida
positiva, entonces invertible: hay siempre una unica solucion en el problema de la
busqueda de forma.

Hagamos un ejemplo de aplicacién del método.
Ejemplo 2.1 Con referencia a la Figura 2.6, fijemos los nodos
Nodo 1 = (2,1,5); Nodo 2 = (3,3,1); Nodo 3 = (4,4,1) y Nodo4 = (1,1,1).

Siendo b =4 (elementos), n =5 (nodos totales) y k =4 (nodos fijos), obtenemos
Cs € Mys(R), Q € My(R), C, € RY, C; € My(R), z, € R yx; € RL
Supongamos, ademds, que las densidades de fuerzas sean todas iguales a 1 (g; =1
por cada i) y que no actie ninguna fuerza externa. La matriz Cs, y su descom-
posicion, son

1000 -1
0100 -1
Cs:= 0010 -1
0001 -1

—— =
c, C.
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Nodo 1=(2,1,5)

Nodo 2=(3,3,1)
Nodo 3=(4,4,1)

Nodo 4=(1,1,1)

Figura 2.6: Ejemplo de utilizacién del Método de la Densidad de Fuerzas.

El sistema (2.9) se escribe como

10 0 0\ /-1
010 0]|-1
(-1 _1u_1 _1)0010 —1 (ﬁ5)_
Cc’ 000 1/\-1) z.
U y
Q C.
1000\ /1 00 0\ /2
01 00||l0100]]|3
(3)_(_1 _1u_1 _1>0010 001 o0]l4)]
f. cT 000 1/\oo0o0 1/\1
U U 4
Q C, Ly

que nos proporciona la solucion x = 2,5. Fquivalentemente en las otras direcciones,
y=225yz=2.

A continuacién apliquemos el método a tres casos especificos partiendo de un do-
minio mallado por cuadrangulos. Examinaremos un caso de borde completamente
rigido (véase el Ejemplo 2.2) y dos casos de borde compuesto en parte por cable
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(véase el Ejemplo 2.3); siempre el conjunto de partida serd el dominio
D :={(z,y) € R%°talque —5 <z <5 A —1—0,04z% <y <1+ 0,04z},

cuyo mallado se ofrece en la Figura 2.7.

i *"‘\‘\-\‘ ///»
1< -\--\" /;/ >
—1 <:'\-E‘E>\_ /ﬁ,’j/ﬁ>
14 P — < o [
y 0
] P > P4 L
1: </‘"‘/‘>/‘;‘>—4‘ ’NQ"\-\)\*‘\->
1T +—T <+ T —
] :./‘2;9‘—/‘ '\-QS"\_:
] </ "\,‘>
2_—|' T T T ] T T T T T T T T T ] T T 1 .l\.>
5.0 25 0.0 -2.5 -5.0

Figura 2.7: Malla cuadrangular compuesta por 189 nodos.

Ejemplo 2.2 (de borde totalmente rigido).

Densidades: ¢;; = 1 en todo el dominio.

Con referencia a la Figura 2.7, fijemos los siguientes valores de la z en
el borde:

2(¥5,y) =t g(y) = 0,597,

2(x, F(1 4 0,042?)) =: h(z) = —0,0422 + 3.

El resultado que se obtiene, escogiendo todas las densidades de fuerzas g;;
_ 0
iguales a 1 en D = DUOD, se refieja en la Figura 2.8|.
Ejemplo 2.3 (de borde compuesto en parte por cables).

Densidades: ¢;; = 1 en el interior y g;; = 15 en el contorno cable.

Con referencia a la Figura 2.7, fijemos los siguientes valores de la z en
el borde:

2(¥5,y) =t g(y) = 0,597,
2(x, F(1 4 0,042?)) =: h(z) = incégnita.
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Figura 2.8: Borde totalmente rigido: resultado obtenido (Método de la Densidad
de Fuerzas).

El resultado que se obtiene, escogiendo las densidades de fuerzas q;; iguales
a1 en en el interior de D y en su borde rigido x = F5 y 15 en los cables
y = F(0,0422 + 1), se refleja en la parte (a) de la Figura 2.9.

Densidades: ¢;; = 1 en el interior y ¢;; = 15 en el contorno cable.

Con referencia a la Figura 2.7, fijemos, igual que antes, los siguientes valores
de la z en el borde:

2(F5,y) = g(y) = 0,542,
z(x, F(1 + 0,042%)) =: h(z) = incodgnita.

El resultado que se obtiene, escogiendo las densidades de fuerzas q;; “todas”

iguales a 1, se refleja en la parte (b) de la Figura 2.9. Como puede apre-
ciarse en la misma Figura 2.9, el caso de las densidades q;; = 1 en todo
el dominio, proporciona una forma diferente al caso en que se fijen igual a
15 las densidades en el borde cable. De hecho, en esta circunstancia, se estd
imponiendo una fuerza superior a lo largo del cable, esto es una traccion
mayor, es decir una forma “menos ancha” a lo largo de la direccion de paso
x.
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(a) Caso de contorno compuesto por ca- (b) Caso de contorno compuesto por ca-
bles: ¢;; = 15 en el borde cable y ¢;; = 1 bles: g;; = 1 en “todo” dominio.
en el interior.

Figura 2.9: Borde parcialmente compuesto por cables: resultado obtenido (Método
de la Densidad de Fuerzas).

2.3.3. Analisis del Método de la Densidad de Fuerzas

De cara a consideraciones interesantes que se desarrollardn en el texto (véase
Capitulo 6), en este apartado nos dedicaremos a analizar en profundidad el Méto-
do de la Densidad de Fuerzas con el objetivo de matizar los siguientes aspectos:

i la forma depende del mallado utilizado, en particular, del tipo de e-
lemento empleado (triangular, cuadrangular, pentagonal...), asi como de la
distribucién de los nodos en el dominio;

ii la convergencia depende del proceso de refinamiento de la malla,
esto es, la solucién converge en m&as o menos pasos en funcién de dicho
refinamiento.

Comprobemos lo dicho con un ejemplo concreto utilizando elementos cuadrangu-
lares.

Ejemplo 2.4 En el dominio D definido por
D :={(z,y) € R? tal que —5 <z <5 A—0,0d2® — 1 <y <0,042* 4 1},

y de bordes rigidos x = F5 yy = F(0,042%41), fijemos el valor de z en el contorno
de la siguiente manera:

z=0,5y> si x = F5,
z=—0,0422 +3 si y = F(0,0422 + 1).



2.3.3 Analisis del Método de la Densidad de Fuerzas 41

3 G2 15
12
11
2 14
D
7
4 10
1
13
(-5,-2)

Figura 2.10: Mallado definido por la secuencia de puntos: A = 2k+1y L = 2k+3
(k=1,2,3,...). Caso k = 1.

A partir de estos datos averigiiemos que la forma que equilibra la estructura de-
pende del mallado de D (i): lo haremos calculando en funcion de la malla el valor
de la solucion en el origen O = (0,0). Pongamos, ante todo, q;; = 1.

Si con A (“de ancho”) indicamos el nimero de nodos en el que se subdivide el
borde vertical de D y con L (“de largo”) el nimero de nodos en el que se subdivide
el borde horizontal de D, el numero total de nodos N de la malla es N=AxL.
Consideremos las particiones del dominio expresadas en las Figuras 2.10, 2.12 y
211 y calculemos el valor de z en el origen O = (0,0).

Los resultados obtenidos pueden apreciarse, en funcion del numero de nodos, en
las Tablas 2.3, 2.11 y 2.2, estos valores demuestran que la forma de la estructura,
es decir el valor de la variable z, depende de la malla.

Siempre refiriéndonos a las mismas tablas, analicemos la convergencia del méto-
do (ii). En efecto, si la Tabla 2.2 demuestra que el valor de z en el origen converge
en “pocos pasos” a 1,58, las Tablas 2.1/ y 2.3 muestran que el resultado “solo tiende
a ajustarse” a un valor (1,4 y 1,7, respectivamente).

Lo dicho obedece a la siguiente caracteristica geométrica, propia del refinamien-
to (2k+1) x (2k+1): la discretizacion (2k+1) x (2k+ 1) conserva en cada
paso la relacion de los elementos cuadrangulares de la malla. Esto puede
comprobarse aun mds facilmente en un dominio rectangular.
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° 62

1
(-5-2) !

Figura 2.11: Mallado definido por la secuencia de puntos: A =2k +1; L = 2k +1
(k=1,2,3,...). Caso k = 1.

(5.2)

3 13

. D///’G\ 1

(-5.-2)

Figura 2.12: Mallado definido por la secuencia de puntos: A = 2k+3y L = 2k+1
(k=1,2,3,...). Caso k = 1.

En este sentido avancemos que dicha propiedad geométrica tiene un significado
estructural, que se podrd ver en el Capitulo (6.

Como ultimo comentario, insistamos que la limitacién fundamental del Método
de la Densidad de Fuerzas es que su utilizacién no permite fijar los esfuerzos a



2.3.3 Analisis del Método de la Densidad de Fuerzas

43

priori, sino que los mismos, dependiendo de la forma final de la membrana (véase
ecuacion (2.4)), se pueden calcular sélo a proceso acabado.

N=AxL= (2k +3) x (2k + 1) | Valor de la solucién en O = (0,0)
k=1— N=15 0.57
k=2 — N=35 0.91
k=3 — N=63 1.09
k=4 — N=99 1.19
k=5 — N=143 1.26
k=6 — N=195 1.31
k=7 — N=255 1.35
k=8 — N=323 1.38
k=9 — N=2399 1.40
k=10 — N=483 1.42
k=11 — N=575 1.43

Tabla 2.1: Caso (2k+3) x (2k+1): resultado obtenido con el Método de la Densidad

de Fuerzas.



44 Asunto, motivacion, objetivos y estado del arte

N=AxL= (2k +1) x (2k+ 1) | Valor de la solucién en O = (0,0)
k=1— N=9 1.5
k=2 — N=25 1.56
k=3 — N=49 1.57
k=4 — N=381 1.58

k=5 — N=121 1.58
k=6 — N=169 1.58
k=7 — N=225 1.58
k=8 — N=289 1.58
k=9 — N= 361 1.58
k=10 — N=441 1.58

=11 — N=529 1.58

Tabla 2.2: Caso (2k+1) % (2k+1): resultado obtenido con el Método de la Densidad
de Fuerzas.

N=AXxL= (2k + 1) x (2k + 3) | Valor de la solucién en O = (0,0)
k=1— N=15 2.5
k=2 — N=35 1.91
k=3 — N=63 2.06
k=4 — N=99 1.96
k=5 — N=143 1.9
k=6 — N=195 1.85
k=7 — N=255 1.82
k=8 — N=323 1.79
k=9 — N=399 1.77
k=10 — N=483 1.75
k=11 — N=575 1.74

Tabla 2.3: Caso (2k+1) x (2k+3): resultado obtenido con el Método de la Densidad
de Fuerzas.



Capitulo 3

Formulacion matematica del
equilibrio en una membrana y
en sus bordes. Problema
completo del equilibrio

El objetivo de este capitulo es encontrar las ecuaciones de equilibrio de una
membrana a traccion y de un cable, dedicandole particular atencién no sélo a la
relacion entre la forma y los esfuerzos de la membrana y la forma y la traccién del
cable! sino también a la interfaz cable-membrana.

En particular expresaremos el equilibrio utilizando los esfuerzos naturales de mem-
brana (es decir, aquéllos tangentes a la superficie) y, equivalentemente, los esfuerzos
proyectados de la misma (es decir, justamente, las proyecciones en el plano hori-
zontal de los esfuerzos de membrana).

Procederemos de idéntica manera para el desarrollo del equilibrio de un cable y
formularemos el problema en términos de los parametros proyectados.

3.1. Equilibrio en la membrana

Identifiquemos la membrana con una superficie S.

Si z := z(z,y) es una funcién real y regular definida en un dominio D C R2
la parametrizacion de la superficie S es:

§— QO(I',@J) = (x,y,z(x,y)), v (w,y) € D.

'En las referencias [22] y [37] se pueden encontrar informaciones sobre el tema.
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Con referencia a la Figura3.1, S idealiza la membrana material, Naﬁ = Nag(x, Y)

N, Nyac

vy

Figura 3.1: Elemento de superficie y esfuerzos correspondientes (sélo a efectos de
una mejor visién se muestra una superficie con curvatura de Gauss positiva).

(o, B = 1,2)? los esfuerzos de traccién, estos es, tangentes a S y Nqp sus proyec-
ciones en el plano horizontal.

Hallemos el equilibrio trabajando con el tensor de los esfuerzos proyectados
en el plano xOy y definido por

N, N,
3.1 o=o(r,y):= ( e zy) )
(3.1 = (e e

A partir de la Figura 3.2, despreciando el peso de la membrana y suponiendo que
no actie ninguna fuerza exterior, es inmediato comprobar el equilibrio horizontal.
De hecho, siendo Ny = Ny, se tiene

(32 o S~
Naye + Nyyy = 0.

2N, indica el vector esfuerzo natural que actia en la cara o = c.te a lo largo de la
direccién (. Evitaremos en general especificar la dependencia de las variables = e y.
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Por lo que concierne al equilibrio vertical, en la Figura 3.3/ se aprecian las com-
ponentes verticales de los esfuerzos Ny, y Ny, en funcién de las pendiente de la
superficie. Diferenciando y actuando como en el caso plano, obtenemos la relacion:

(Naz2za + Nyzzz) z + (Nayzy + Nyyzy) y = 0,
es decir
(3.3) 22(Nazz + Nayy) + 2y(Nayz + Nyyy) + Naa2 oo + 2Nay2 ay + Nyyzyy = 0.

Utilizando el sistema (3.2)), se logran las definitivas ecuaciones de equilibrio en
funcién del tensor N,g:

Na:ac,m + Nmyvy = 07
(3.4) Nayz + Nyyy =0,

A partir de la Figura 3.3, es facil calcular la correspondencia entre Nz, esfuerzos

y Nyy + Ny ydy
12 =34 =dx
Nyz + Nygydy
4 y 3 99 _ A1 —
N, y ‘ Ny + Ny odde 23 =41 = dy
O
Nya v Nug + Nygoda
1 9
Nyo
YN,

Figura 3.2: Elemento diferencial de membrana y sus esfuerzos proyectados.

proyectados de la membrana, y N,g, esfuerzos naturales de la membrana. Hagé-
moslo por el esfuerzos IN,,; para los demds el proceso es exactamente el mismo.

Teniendo en cuenta que la longitud sobre la que actia ]\~fyy es ,/1+ z?x, es inme-

diato reconocer que

_ y/14+ 22
(3.5) y—NyyMl—i—z cos f = Nyy—~———=
\/1—&-22
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z z
Ny, dy
Nyyzydy 3
Ny, dy
Z, = tana; 2, = tan 3;
1 1 3
————— = cos ————— = C0S
Vit+ak NaE
£ Y

Figura 3.3: Proyecciones verticales del tensor N,g.

De forma andloga, se tienen:

_ 1+ 2
/1422

(3.7) Nyy = Nuy = Nyz = Ny

y

Equivalentemente, es posible hallar el equilibrio y lograr las mismas ecuaciones
partiendo directamente de los esfuerzos de membrana IN,g, aquéllos que actian
en cada punto del plano tangente.

Fijémonos en el elemento diferencial que representa el plano tangente local a la
membrana; Figura[3.4. Imponiendo equilibrio de esfuerzos, en ausencia de fuerzas
exteriores y despreciando el peso de la membrana, obtenemos el siguiente sistema:

(3.8) Ny + Noyode = 0,
Ny odx + N yp ydy = 0.

Expresemos cada vector Nag en la base tangente a la membrana (referencia
(A.13)), definida por
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Figura 3.4: Elemento diferencial de membrana en su plano tangente.

Sea, Nm el esfuerzo en la direccién del vector T, (fuerza por unidad de longitud)

v 4/14 z?y la longitud del lado sobre el que justamente actida. Desarrollando,

obtenemos:

— - —— T, _ /142
Ncca: - Naca: 1 +Zi dy = Nxx7y(1707z,x)dy'

I )

Equivalentemente:

/ 2
__ T - 1 + 27
Y—dx = Ny, ° 0,1, z,)dx,

Nuw = N1+ 2o |
Y

2(
,/1+z,y

— ~ T
ny = Nmy 1+ Z%JHTszy = ny(o’ 1’Zvy)dy’

— ~ T ~
Nye = Nyg /14 22 HTdem = Ny (1,0, 2 5)dx.
X
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Sustituyendo estas expresiones en el sistema (3.8) y efectuando los célculos corres-
pondientes, obtenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio:

_ /1t _
NIE:L‘ +Nmy7y:O,
w/l—i—z?z ,x
_ y/1+ 2L _
Nyy7/2 + Nay,z =0,
1—|—sz "
_ /142 _ 41422
Nag Zao+ Naoyzy |+ [ Ny
\ 1/1+Z,2z . ,/1+z72y

Utilizando las relaciones entre Ny y Nag (ecuaciones (3.5),(3.6) y (3.7)), se tienen
las mismas ecuaciones que las del sistema (3.4)).

Zy+ ]vxyz,x> =0.
7y

Si introducimos el operador de divergencia V sobre el tensor de esfuerzos (3.1),
se logran las siguientes ecuaciones de equilibrio en forma compacta

V-o=0,
(3.9) 7
Naazgw + 2NoyZzy + Nyyzyy = 0.

En definitiva, en términos del tensor de esfuerzos proyectados N,g, se puede “iden-
tificar” el equilibrio de la membrana (que es justamente un problema proprio del
plano tangente) a otro definido directamente en el plano horizontal xOy; tal “iden-
tificacién” se resume en la primera relacién del sistema (3.9) integrada con la
segunda ecuacién del mismo sistema, estrictamente relacionada con la forma de la
superficie S.

Observacion 3.1 Las ecuaciones escritas valen en ausencia de fuerzas exteriores.
Si, en cambio, sobre S actia una fuerza F de componentes F(x,y) = (Fy, Fy, F3),
los sistemas (3.4) y (3.9) se escriben, respectivamente, como

Nx:c,a: + Na:y,y +F = 07
(3.10) Nyyy + Nayo + Fo =0,
Nizzge + 2Npyz oy + Nyyz gy — F122 — Fozy + F3 =0,

—-V-.o=F,
(3.11)
Nizzze + 2Npyz oy + Nyyz gy — F122 — Fozy + F3 = 0.
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Una forma de afrontar el estudio de estas ecuaciones se basa en el método de
Airy. Este consiste en suponer la existencia de una funcion

(3.12) H = H(z,y),

conocida como funcion de Airy, tal que
(3.13) H ;i = Nyy + /ngy, H;y=—Ngy, Hyy= Ny + /Fld:z.

Al sustituir esta relacion en las ecuaciones del sistema (3.10), la unica no trivial
es la tercera:

H o2y — 2H oy22y + H yyZ aa

= Zza / Fidx + 2y, / Fody+ Fiz, + Frzy — F3,
o bien, si F =0,
(3.14) H 02 yy — 2H 3y2 oy + H yy2 20 = 0.

Utilizaremos, en algunas circunstancias, la funcién de Airy y la correspondiente
ecuacion diferencial.

3.2. Equilibrio en el borde

En este apartado nos dedicaremos al equilibrio en el borde de una membrana.
Ya se comentd que, en general, el borde es una curva cualquiera definida a lo largo
de la membrana que limita la superficie de la misma. En particular, se pueden
distinguir dos tipos de bordes: los bordes rigidos y los cables a traccion. Desde
un punto de vista “geométrico” los primeros son elementos unidimensionales que
pueden tener “cualquier forma”, mientras que la forma de los cables, como argu-
mentaremos mas adelante, tiene que estar relacionada con la forma de la mem-
brana.

En cualquiera de los casos hay que imponer equilibrio entra la fuerza de borde
y la fuerza resultante de los esfuerzos de membrana: tal equilibrio es posible s6lo
si estas fuerzas pertenecen al plano tangente de la membrana a lo largo del borde,
esto es, sOlo si la fuerza es ortogonal al vector normal de la superficie en
el contorno.

Identifiquemos el borde con una curva C. Si y := y(x) es una funcién real y regular
definida en un dominio I C R, la parametrizacion de C es:

C—r(x):=(z,y(x),2(x,y(x))), Yz e I.
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Figura 3.5: Elemento de membrana y de borde: equilibrio de borde.

Con referencia a la Figural3.5/consideremos los esfuerzos naturales Naﬁ = Nag (z,9)
de la membrana S y la fuerza de borde (repartida, esto es, fuerza por unidad de
longitud) f = f(x) = (f1, f2, f3) en C. Imponiendo equilibrio se obtiene

N

- T, - T, _ T .
I.N,,—~% + 1 N, —2 +1 N Y
T T T TR A

Lt 1f(2) =0,

es decir, siendo

lp = /1 + 22.dx,
ly = /1 + 22 dy,

= \/1 +y? + (20 +y'zy)%de,

~ T ~ T
14+ 22dyN,,—=% + /1 4+ 22dxN ad
A T I G s ST ]

~ T ~ T
+y/1 4+ 22dyNyy—2= + /1 + 22.dx N, —2—
VT e TV T SRS i)

/192 4 (20 + /22 F(2)de = 0,
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o bien

W1 +Z?y _
yliNxx
\/1+z72l,
_ 1422 _
Y Npy — ~———=Nyy + /1 + 9%+ (22 +y'2y)%f2 =0,
1+ 2%
(3.15)
,/1+zi, _
Z,xyliNxac -z,
/1 —I—z?x
\1+2% B
— a2y~ =Ny + /1 + ¥+ (20 +¥'2y)°f3 = 0.

’y
/ 2
\ 1+ z4

Considerando la equivalencia entre los esfuerzos proyectados y naturales de mem-
brana, es decir las expresiones (3.5), (3.6) y (3.7), las tres ecuaciones del sistema
(3.15)) se escriben como:

- ny + \/1 + le + (z,x + ylz,y)zfl =0,

xﬁwy + ylﬁxyz,y

y/Nzx - ny + \/1 + y/2 + (Z,x + ylz,y)Qﬁ =0,
Y Nay — Nyy + \/1 + 92+ (20 + ylz,y)2j?2 =0,
Z,my/Nm: — Z,xny + y’Nzyz,y — Z7yNyy + \/1 + y/2 —+ (z@ + y’z7y)2]§ = 0.

La tercera ecuacién es combinacion lineal de las primeras dos y, en particular, se
tiene

(3.16) fa=zafi + 2y fo.

Esto implica que el dltimo sistema es equivalente al siguiente bidimensional

\/1 + y’2 + (Z,m + y’Z,y)2J71 = ny - y,mea

(3.17) -
\/1 + Y2+ (22 + Y 2y)%f2 = Nyy — ¥ Ny

Observacién 3.2 La relacion fvg = 273;]71 + z7y~2 expresa la ortogonalidad entre la

fuerza f y el versor normal N a S (véase la ecuacion (A.14)) en el borde. De
hecho siendo
N ~ (’271‘7 2y -1),
se tiene _ _ L
OZfB_Z,xf1+Z,yf2:f'N~

Esto confirma lo comentado anteriormente: para que haya equilibrio la fuerza de
borde ha de pertenecer al plano tangente a la membrana en cada punto del contorno.
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Dicho de otra forma, se estd tratando un problema plano en el que sélo las com-
ponentes f1 y fo de f “intervienen directamente” en la formulacion; de echo, una
vez que se conozcan f1 Y fa, f3 se calcula a partir de la ecuacion f3 = z 4 f1+ 24 fo.

Consideremos, ahora, la fuerza f = (f1, f2) en el plano xOy, equivalente a la
“proyeccién por unidad de longitud” de f sobre el plano horizontal; se comprueban

las relaciones
V1+y?

.]?1 = f17
\/1+y/2_‘_(z7x+y/z7y)2

~ V1+y?

f2 s fa-

— \/1—|—y/2+(z,x+y/z,y)

Asi, en términos de f, el sistema (3.17) se expresa como

vV1+ y/2f1 = Nzy - y/Nxza
vV1+ y/2f2 = Nyy - y,ny,

que, como comprobaremos a continuacién, puede simplificarse en la tipica forma
que traduce el equilibrio de borde en un problema plano.

(3.18)

Trabajemos, para ello, en el plano horizontal zOy. El versor normal n a la curva
proyectada I" y parametrizada por (z,y(z)) es

1
NEaTA

En estas circunstancias el sistema (3.18) se expresa como

(3.19) n= /1),

(3.20) oc-n=f Vel

En definitiva, utilizando el tensor de esfuerzos proyectados N,z y la fuerza proyec-
tada f, se puede “identificar” el equilibrio entre cable y membrana (que es justa-
mente un problema proprio del plano tangente) a otro definido directamente en el
plano horizontal zOy; tal “identificacién” se resume en el sistema (3.18) integrado
con la ecuacion fg = z@]?l + z,yjé, estrictamente relacionada con la forma de la
superficie S.

Reiteremos que, aunque la expresion (3.20) sea vélida para cualquier tipo de borde,
es muy importante entender cémo considerar la fuerza f = (f1, f2) en funcién del
borde que se tenga: si el borde es rigido la fuerza puede ser cualquiera mientras
que si el borde es una cable veremos que f1 y fo dependen de la traccién y de la
forma del mismo.
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3.2.1. Equilibrio entre borde rigido y membrana

Identifiquemos el borde rigido con una curva C". Si y := y(x) es una funcién
real y regular definida en un dominio I C R, la parametrizacion de C* es:

C' = r(z):=(z,y(x), 2(z,y(z))), Vo e I.

Trabajemos en el plano horizontal, es decir en la proyeccion I'* de C* sobre xQOy.
El versor normal n a la curva proyectada parametrizada por (x,y(x)) es

1 /
S — )
/—1+y,2( Y1)

Si indicamos con f* = (fi, f3) la fuerza de borde, esto es, la fuerza por unidad
de longitud repartida a lo largo de I'", podemos escribir el equilibrio como

n =

o-n=f" Vx eI

que es la restriccién del sistema (3.20) al dominio I™.

3.2.2. Equilibrio entre cable y membrana

Una vez més identifiquemos el cable con una curva C°. Si y := y(x) es una
funcién real y regular definida en un dominio I C R, la parametrizacién C¢ es:

C¢ —r(x) = (z,y(z), 2(x,y(x))), Yo e I.

Trabajemos en el plano horizontal, es decir en la proyecciéon I'® de C¢ sobre xOy.
El versor normal n a la curva proyectada parametrizada por (x,y(x)) es

1
izE

Hasta aqui “todo funciona” como en el caso de borde rigido; la diferencia funda-
mental es que la fuerza f°¢ en un cable depende de la traccién del mismo
y de su forma.

7).

n —=

De hecho un cable es, como ya se comentd, un elemento unidimensional capaz
de trabajar sélo a traccién, esto es, a través de esfuerzos ariales (es decir, tan-
gentes en cada punto del mismo). A raiz de ello y refiriéndonos a la Figura 3.6, si
¢ =(fy, f5) define la fuerza de reaccién del cable (proyectado) y P la proyeccién
a lo largo de I'° de la traccion natural Palo largo de C®, entonces las ecuaciones
de equilibrio que se obtienen son

P'(z)+ f° =0,
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esto es

P, —f=0
(3.21) v ,Jj Lo

(Pey') — f3 =0,
siendo

P

(3.22) P,

B VIHyZ+ (22 +y2y)%

y P el valor de la traccién natural del cable, definida por

~ P
P =
VI+y? + (20 +y'zy)?

(1> ylv Z,.’b + ylz,y)‘

De todo ello, teniendo en cuenta la relacion J?g = flzx + J?gzﬂu,, se logra:

fi="PL
f2 = (y,Px)ly
f3=2.P,+ 2,y Pr).

Siendo, en este caso, } fruto de la traccion P, del cable, no sdlo es ortogonal a la
normal a la superficie, sino que pertenece al plano osculador (véase su defini-
cién (A.10)) definido por el mismo cable®. Lo dicho nos permite considerar una
importante relacion geométrica, que denominaremos Relacién de compatibilidad
espacial del equilibrio o, simplemente, Relacién de compatibilidad. Esta relacion
es una condicion necesaria para que una curva sea un cable de borde de
una membrana.

Identifiquemos el cable con una curva C°. Si y := y(x) es una funcién real y
regular definida en un dominio I C R, la parametrizacién C¢ es:

C¢ —r(x) = (z,y(x), 2(x,y(x))), Yo e I.

Fijada la forma S de la membrana y su ecuacién z = z(z, y), siendo el plano oscu-
lador el definido por los vectores t y n (férmulas (A.4) y (A.5) respectivamente),
para que una curva C¢ perteneciente a S sea un cable para S hemos de imponer la
ortogonalidad entre estos vectores y el versor normal a la superficie V.

Teorema 3.3 (Relacién de compatibilidad). Sea S C R?® una superficie para-
metrizada por @(z,y) = (v,9,2(z,y)) ((z,y) € D C R2) y con versor nor-
mal N definido por la relacion (A.14), y C° C R> una curva perteneciente a S

3Esto equivale a afirmar que el versor binormal b (relacién (A.6)) del cable coincide
con el versor normal IN de la superficie, o bien, que el plano osculador del cable coincide
punto a punto con el plano tangente a la membrana.
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Elemento diferencial de cable

MEMBRANA

I, proyeccién de C¢ en 20y : y = y(x)

Figura 3.6: Equilibrio horizontal: fuerza de reaccién - traccién el cable.

parametrizada por r(z) = (z,y(x), z(z,y(x))) (x € I C R) y con versor tangente
t y normal m, dados respectivamente por las expresiones(A.4) y (A.5). En estas
condiciones si T es un cable para S entonces necesariamente

(3.23) Zgw + 220y + z,yyy’Q =0, Vzel

Demostracion
Hace falta imponer

t-N=0
(3.24) { ’
n - N =0.

Utilizando (A.4), (A.5) y (A.14) se tiene que

t~ (17 y/7 Zx + Z,yy/)a
n~ (0,y", 220 + %Z,xy + yl2z,yy +y"2y),
N ~ (23,2, —1).

Esto implica que la primera ecuacién del sistema (3.24) se cumple para cualquier
valor de x en I, mientras que la segunda se verifica si y sélo si

Zaw + 2205y + 24y = 0.
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Finalmente, utilizando la Relacion de compatibilidad (3.23)), la fuerza repartida
foes:

fi =P,

f; = (y,Px)lv

}VS =2:P + 2y (V' Py) = (20 + 249 ) Pl

3.3. Interpretacién geométrica de la relacion
de compatibilidad

Demos una interpretacion geométrica de la relacién (3.23).

Supongamos tener una membrana S, grifica de una funcién z = z(z,y), y un
cable C° cuya proyeccién I'C en el plano horizontal sea una curva plana grafica de
una funcién y = y(x):

I¢:={(z,y) € R?: 2z € I, y=y(x)}.

Calculemos la curvatura de Gauss K y la curvatura normal K, dadas, res-
pectivamente, por las expresiones (A.24) y (A.19). Para ello necesitamos algunas
magnitudes previas: los coeficientes E, F'y Gy L, M y N de la primera y
segunda forma fundamental de la Definicion A.7.

1

=(1,0,2%), =(0,1,24), N=———--(—24,—2y,1),
P ( ) Py ( y) I HVZHQ( x ys 1)
‘P,xx = (07 07 Z,Ccm)7 (P,xy = (07 07 Z,my)a (107yy = (07 07 Z,yy)u

E:I—i—z’zx, F=zgz2,, Gzl—i—z?y,
Zxz Zry _ 2y

V1I+][[Ve[? V1F]([Ve]? NSESIVZIIER

Se tiene que

2
vam Z:yy B Z,my

(3.25) K = (AT

Por lo que concierne a la curvatura normal, debido a la ecuacién (A.19), escojamos
un versor tangente a la superficie
7(z) 1

e .= " = (1)3//72, +y/Z, )7
1@~ T+ 52+ (20 + Y2y o

y descompongamoslo en la base tangente {T,,T}:

1
a =
1 2 / 2’
e=al,+VT, < Vity +y(/z,x+yz,y)

b

VI YR (za Y22
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Finalmente obtenemos

K :=II(e,e)=(a,b)- (AZ %) (Z) = La® + 2Mab + Nb>

/ /2
Zaz T 2209y + ZyyY

1442+ (20 + 7221 +][V2]2

(3.26)

Observacion 3.4 A raiz de la expresion (3.26) podemos dar otra importante in-
terpretacion de la Relacion de compatibilidad (3.23): las curvas que la verifican
son tales que la curvatura normal K a lo largo de las mismas se anule, esto es,
son las direcciones asintdticas para la superficie z (referencia [10]).

A continuacion consideraremos unos ejemplos de superficies y direcciones asintoti-
cas correspondientes.

Ejemplo 3.5 Si z(z,y) = z1(z) + 22(y), entonces la ecuacion (3.23) se transforma
en una ecuacion diferencial ordinaria del primer orden del tipo:

o [ @
v = @)

Como casos particulares, se comprueba que

. r—1 s—1 . ,
o siz(x,y) =y°—a", entonces y = x®+c, ¢ constante (véase
r s

la Figura 3.7 correspondiente a s =2 yr =4);

2

o siz(r,y) = i(m —cosh?z) + 4%, entonces y = Fcoshz + ¢, ¢ constante.

Otros ejemplos son

$2

L 2
- x
e|y| 2, entonces y(r) =+— Fx + ¢, ¢ constante, (véase la

o z(z,y) = 5

Figura [3.8));
T

el
o z(z,y) = el] (1—|y|), entonces y(x):=F1Fce 2, c constante.

3.4. Problema completo del equilibrio: prob-
lema directo y dual

Formulamos y definamos, ahora, el problema diferencial completo para el equi-
librio de una membrana. Las ecuaciones generales se expresan en la relacion (3.4))
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direccion asintética

V

0
-5 2
0 0

5 -2

direccion asintética -2
(a) Grafica de la superficie z(x,y) ~ (b) Grafica de las direcciones asintéticas

—zt 4y y(x) ~ Fa2.

Figura 3.7: Superficie y direcciones asintéticas.

2 direccion asintética

5 -2

(a) Grafica de la superficie z(x,y) ~ (b) Grafica de las direcciones asintéticas
(22 — cosh(z)?) + y*. y(x) ~ F cosh(x).

Figura 3.8: Superficie y direcciones asintéticas.

o, de forma més compacta, en el sistema (3.9). Como se justifica més detallada-
mente en el Apéndice B, necesitamos anadir a estas ecuaciones unas condiciones
de borde adecuadas que puedan definir bien el problema de contorno.

Distinguiremos dos tipos de problemas:

- problema directo, en el que nos proponemos encontrar, una vez fijada
la forma de membrana, los esfuerzos de pretensado para dicha forma que
verifiquen el equilibrio;

- problema dual, en el que nos proponemos encontrar, una vez fijados los
esfuerzos de traccion adecuados, la forma de la membrana que verifigue su
equilibrio.

Analizaremos y formularemos los dos problema en el caso general, es decir en el
caso en que el borde esté formado, en parte, por cables. A partir de ello se podra
particularizar el estudio de ambos problemas a circunstancias en las que el borde
sea completamente rigido.

Como se podrd apreciar a lo largo del texto, la presencia de los cables en cualquiera
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de los dos problemas complica sensiblemente no sélo la formulacién sino el (even-
tual) método de resolucion.

Simetria del problema

Antes de entrar en los detalles del problema completo, fijemos uno de los puntos
de partida: la simetria general del problema.

Conclusion 3.6 (acerca de la simetria general del problema).
Independientemente de que el problema analizado sea el directo o el dual, nos
dedicaremos a soluciones simétricas. Ante todo ha de precisarse que el dominio es
stempre un dato del problema; mas precisamente en esta tesis nos limitaremos
a considerar dominios planos, y simétricos respeto a los dos ejes, definidos como
sigue:

(3.27) D:={(z,y) € R® talque —a<z<a A —y(z) <y <y}

Consecuentemente
oD=T=Ttur?,

siendo
= {(z,y) € R? talque z=Fa A —b<y <b},

[?:={(z,y) € R* talque —a<z<a Ay=Fy(x)},

con a y b nimeros reales e y = y(z) funcién real, par, regular y definida en [—a, a]
tal que

Fy(—a) = Fy(a) = Fb.

En particular si y = y(x) define un cable, recordando que el sentido de la curvatura
del mismo ha de ser siempre hacia el exterior de la linea de paso (generalmente
el eje x; Figura[1.3), entonces la curva correspondiente serd convexa: y”(z) > 0.

Siguiendo con el asunto de la simetria, se puede comprobar que si se escogen
los datos simétricos (dominio de partida, coeficientes y condiciones de
frontera) se puede garantizar la simetria de la solucion (esfuerzos o
forma de membrana). Justifiquémoslo muy brevemente.

PROBLEMA DIRECTO. Fijemos la superficie z = z(z,y) simétrica:

z(—z,y) = z(x,y) (paren x)y z(z,—y) = 2(z,y) (par en y).

A partir de la tercera ecuacién de equilibrio (sistema (3.4)))

Nm(iﬂ,y)z,m(ﬁﬂ, y) + 2ny($,’y)2,xy($,y) + Nyy(xay)z,yy(x7y) =0,
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se tiene que

Nxcs(_fca y)Z,m(—l’, y) + 2ny(_x7 y)z,xy(_xv y) + Nyy(_xy y)z,yy(_xy y)
= Nac:c(_xv Z/)Z,m(w, y) - 2ny(_xu y)z,my(xa y) + Nyy(_xa y)zﬂy(‘ra y) = 07
siempre que
Nyz(—x,y) = Nyo(z,y) (par en x),

LY
Nyy(=z,y) = Nyy(z,y) (par en z),
T,y

Nay(—=2,y) = —Ngy(x,y) (impar en x).

Equivalentemente se logra
Nez(z,—y) = Nyz(z,y) (par en y),

Nyy(x, —y) = Nyy(,y) (par en y),
Nay(x, —y) = —Ngy(x,y) (impar en y),

es decir la simetria del tensor N,g.

Al revés, si

0= Nxz(_xa y)z,xw(_xay) + 2wa(_$7y)z,xy(_xa y) + Nyy(_l‘,y)z,yy(_%y)
= Nm(%y)z,m(_l‘»?/) - 2ny(—$,y)2’zy($,y) + Nyy(_xay)z,yy(%y)
- Nm(%y)z,m(%y) + 2ny($7y)z,xy(l’ay) + Nyy(xvy)z,yy(-T»y)a

entonces

[New(2,y) — Naa(=2,y)]2 00 (7, y) + 2[Nay(2,Y) + Noz(—2,9)]2,2y (7, y)
+ [Nyy(z,y) — Nyy(—z,9)] 2,4y (z,y) =0, V z simétrica,

es decir

8
8
—

N, —x,y) = Nmr(x,y) (par en 27),

Nyy(—2,y) = Nyy(x,y) (par en z),
Nyy(—2x,y) = —Ngy(z,y) (impar en z),

y, equivalentemente,
Neo(z,—y) = Nez(z,y) (par en y),

Nyy(iﬂ: —y) = Nyy(@"ay) (par en y),
Nyy(z, —y) = —Nyy(z,y) (par en y).

PROBLEMA DUAL. Fijemos los esfuerzos N,g simétricos:

Nzx(_:ﬂay) = N:m:(xay) y N:m:(xa _y) = Nxx($ay)a
Nyy(=z,y) = Nyy(7,y) ¥ Nyy(x, —y) = Nyy(z,9),
Nmy(—x,y) = —ny(a:,y) y ny(w, —y) = —ny(a:,y).
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Si z verifica la ultima ecuacién del sistema (3.4), pongamos

2(x,y) = 2(—x,y) vy 2(x,y) = z2(z,—y).
Se tiene

N:c:(:(x) y)ZfEm(xv y) + Qny(.’E, y)Zi:y(xy y) + Nyy(q/‘v y)Zzy(CC, y)
= N.Z’l‘(xu y)Z,m(—ﬂf,y) - 2Na:y($7y Z,a:y(_xvy) + Nyy(x7y)z,yy(_x7y)
= Nm(—m,y)z,m(—% y) + 2ny(_xa Yy Z,xy(_xay) + Nyy(_may)z7yy(_3fvy) = 07

es decir z(z,y) = z(—=z,y). Equivalentemente se obtiene z(z,y) = z(z, —y).

Signo de la curvatura de Gauss de una membrana a traccién

Analicemos otro aspecto del problema: el paralelismo entre las membranas a
traccion, las superficies minimales y las con curvaturas de Gauss negativa.

Conclusion 3.7 (acerca del signo de la curvatura de Gauss de una membrana
a traccion).

Reconsideremos la ecuacién (3.23): para que existan soluciones, su discriminante
ha de ser no negativo, es decir

Ziay — ZaxZyy = 0.

Confrontando esta desigualdad con la expresion (3.25), concluimos que la superfi-
cie, por lo menos a lo largo de eventuales cables, ha de tener curvatura de Gauss
K no positiva: se comprueba que el mismo resultado es vélido en todo punto de
la superficie. De hecho, teniendo en cuenta que la relacién (3.14) coincide con la
ecuacion de las superficies minimales (A.27) en el caso en que

_ _ 2
Npw = Hyy =1+ 23,
_ny = H’zy = Z@Z,lﬁ

_ _ 2
Nyy = H g =1+ 273,

debido a que la curvatura de Gauss de una superficie minimal es no positiva
(Observacion [A.13) y siendo el tensor de los esfuerzos o definido positivo, existe
una “analogia” entre las ecuaciones (3.14) y (A.27). Podemos afirmar, entonces,
que, en general, a una cierta distribucion de esfuerzos de traccion para
una membrana corresponde siempre una superficie con curvatura de
Gauss negativa y, viceversa, a una cierta superficie con curvatura de
Gauss negativa corresponde siempre una distribucion de esfuerzos de
traccion.
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Capitulo 4

Problema directo

Como ya se dijo, en el problema directo se fija la forma de la membrana y se
busca la distribucién de esfuerzos que equilibran el sistema. Siendo, asi, el tensor
de los esfuerzos N,g la incégnita del problema, se han de fijar, para la misma, las
adecuadas condiciones de contorno.

4.1. Formulaciéon matematica y propiedades

Sea
r(z) = (z,y(2), 2(z,y(z)) —a<z<a,

la parametrizacion tridimensional de la curva, borde de la membrana. Trabajemos
en el plano zOy, es decir en proyeccién. El versor normal n a la curva proyectada
I parametrizada por (z,y(x)) es

1 /
(Y, 1).
/—1+yl2( 1)

En particular, para los bordes verticales de ecuacién x = Fa (véase la definicién
del dominio D expresada por la ecuacién (3.27)), el versor normal es

1,0), =a,
n::{(’) por r =a

(4.1) n =

(=1,0), por x = —a.

Finalmente podemos definir las condiciones de contorno: si D es el dominio con
borde I' = 9D y f(z) es la fuerza de borde, esto es, la fuerza por unidad de
longitud repartida a lo largo de I', entonces las condiciones de contorno, correspon-
dientes al problema directo y que reflejan el equilibrio en el borde, se expresan en
la ecuacién (3.20) (propia del problema plano) aqui recordada:

o-n=Ff, Vx €T.
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Tenemos ahora todos los instrumentos necesarios para plantear el problema com-
pleto en el caso general, caso en el que el borde estd compuesto, en parte, por
cables:

oD =T =T"ur-.

Problema 4.1 (Problema directo). Datos:

1) Membrana identificada con la grifica de una superficie z = z(x,y) con
curvature de Gauss negativa;

2) curvas y = Fy(z) candidatas a definir el borde compuesto por cables
(T°), obtenidas resolviendo la ecuacion (3.23);

3) curvas de ecuacion r = Fa que definen el borde rigido (I");

4) borde completo 0D =T =T"UT*,

5) distribucion de la fuerza de borde rigido f* enI.
Calcular:

1) tensor o := N3 y la fuerza de borde en el cable f¢ definida en I'° tal
que

o sea un tensor positivo en D,
2

(V-0)a=) Nagp=0, Va=12,

(4.2) p=1
Nizzge +2Npyz gy + Nyyzyy =0 en D,

o-n=Ff" enl",

o-n=jf° enl*,

siendo m el versor normal exterior a T'.

Comentario 4.2 Utilizando la ecuacion de equilibrio en términos de la funcion de
Airy, esto es, la ecuacion

H,zxz,yy - 2H7xyz7xy + H7yyzvx'r = 0’

y siendo z una superficie con curvatura de Gauss negativa, la sequnda ecuacion
diferencial del sistema (4.2) es hiperbdlica; tenemos, asi, un problema hiperbélico
en dos incognitas (el tensor o y el vector f°) con ciertas condiciones de contorno
sobre o .

Si se fijara f¢ el mismo sistema (4.2)) seria un problema hiperbdlico, en general,
no resoluble (véase el Ejemplo 4.3).
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Ejemplo 4.3 Considérese la superficie z = —A%z* + 6B%*y?> (A y B constantes),

A2
la curva (candidata a cable) y = ﬁxz y los esfuerzos Nyp = 1, Ny = 0 y
Nyy — ﬁx .

La superficie z y la curva y verifican la Relaciéon de compatibilidad (3.23))
Z gz + 22,xyy' + z7yyy/2 =0.
Teniéndose que cumplir o -n = f° (fuerza por unidad de longitud a lo largo del

cable), se tiene
A2 A2,
7= (= g ")
Siy = y(z) es un cable, ha de existir una funcion P, (que es la traccion en el
cable; véase el Apartado 3.2.2) tal que valga el sistema (3.21):

Pals _ff =0,
(Ppy') — fs =0.

Se tiene, entonces

T = T594
2B2
Y 4 2
34 oA,
2B4 B2
es decir
—34% = 2B,

que es una ecuacion no resoluble.

Antes de dedicarnos a eventuales soluciones, es nuestra intencién evidenciar ciertas
singularidades del problema directo. Tales “anomalias” se deben, sobre todo, al tipo
de ecuacién diferencial, esto es, una ecuacién de tipo hiperbdlico cuyo problema
de contorno asociado no esta en general bien planteado. Veamoslo con el siguiente

Ejemplo 4.4 Asi como mostrado en la Figura 4.1, fijemos para la membrana la
forma de la “silla de montar” de ecuacion

2(z,y) = —2 + y* + a?;
y, para el dominio plano que define el borde rigido, el subconjunto de R?

R=(—a,a) x (—b,b) = (—m,7) (—gg)
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Figura 4.1: Problema directo en el rectangulo R: superficie y borde.

Reconsideremos las ecuaciones de equilibrio del sistema (3.4). Derivemos la primera
con respecto a x, la sequnda con respecto a y, y restemos término a término:

Nuzgz = Nyyyy =0 en R,
Nyz = Ny, en R.

Definiendo, simplemente por comodidad de nomenclatura, w(z,y) := Nyz(z,y), se
tiene:

{Nm =Ny, =D en R,

Wer —wyy =0 en R.

Impongamos, ahora, la condicion sobre el borde rigido. Seann y f* respectivamente
el versor exterior a OR =T =TI y la fuerza por unidad de longitud aplicada en la
misma frontera (para facilitar la lectura evitemos el superindice v de la fuerza f*,
esto es, la fuerza de borde es f). Debido a la simetria del dominio y de la superficie
y de acuerdo con la Conclusion [3.6|, escojamos una distribucion para f que se
equilibre en I, esto es, igual en valor y direccion y opuesta en sentido, en cada par
de puntos simétricos del borde. Se obtienen, asi, las siguientes descomposiciones

para n y f (Figura 4.2):

nY = (1,0), normal exterior en x = T,

n’ :=(—1,0), normal exterior en x = —,
(4.3) n}jr :=(0,1), normal exterior y = g,

n' :=(0,—1), normal exterior en y = —

57
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57
fro= —fi(x), —f3(x)), componentes de f eny = —g,

/ XV
v A
n’ n’
h
o s
Figura 4.2: Ejemplo problema directo con bordes rigidos.
Yy
Foi= (f(y), ),  componentes de f enw =,
U= (—F () —f3)),  componentes de f en = —,
(44) fﬁ = (f(x), f(x)), componentes de f eny = T
(

siendo f y f¥ funciones arbitrarias y conocidas. Con estos datos, la condicion de
borde (3.20) que expresa el equilibrio se escribe como:

T T
wa:flh(x) en y::F§ Y Nyy:fzh(x) en y::F?

El primer problema que tenemos es que las relaciones escritas son insuficientes
para definir en “todo el borde I'” las condiciones de frontera sobre la incognita w,
de aqui la imposibilidad de definir correctamente el problema completo de contorno.

De todas formas, obviando esta dificultad y fijando, por ejemplo, w = ¢ (¢ con-
stante) en T', tendriamos que resolver

(4.5) {w,m —wyy =0 en R,

w=c enl.
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La funcion w(zx,y) = c resuelve el sistema pero la unicidad no estd garantizada ya
que la familia de funciones wg(x,y) := c+sin kx cos ky, siendo k cualquier nimero
natural, sigue resolviéndolo.

Observemos que el sistema (4.5) define un problema hiperbdlico con condicion de
Dirichlet, esto es, un tipico ejemplo de problema en general mal definido en teoria
de ecuaciones diferenciales.

Para confirmar aun mas la presencia de singularidades en el problema directo,
estudiémoslo a través del método de Airy. Siendo z una superficie con curvatura
de Gauss negativa, la correspondiente ecuacién (3.14) es hiperbdlica. Ademads, las
curvas caracteristicas (véase Definicion B.1) de la ecuacién diferencial del
problema resuelven la ecuacién (B.2), es decir

_ 2
Zay T/ Fay — ZaxZyy

2y

y'(x) =

Esta ecuacién equivale a la relacién (3.23), esto es, los eventuales cables coinciden
con las curvas caracteristicas de la ecuacién. Tenemos asi un problema hiperbélico
con condiciones de bordes definidas sobre curvas caracteristicas; en conformidad
con la Conclusion B.2, tal problema estd, en general, mal puesto.

Lo dicho en estos tultimo parrafos equivale a afirmar que, fijada una forma de
membrana, puede que exista mas de una distribucion de esfuerzos que la equilibre
o bien, en caso de que los datos se definan sobre caracteristicas, pueda que no
exista ninguna.

Aunque con lo comentado hayamos querido avisar al lector del “mal comportamien-
to”del problema directo, nos parece adecuado e interesante presentar una casuistica
de casos resolubles y bien definidos. En efecto, aunque el problema de Dirichlet sirve
a menudo de ejemplo de problema mal puesto, se dedicé parte de la investigacion
en estudiar mas en detalles algunos problemas de contorno de tipo hiperbdlico
con el objetivo de encontrar casos interesantes y adaptables al problema directo
(véanse las referencias [15], [19], [20] y [21]).

Los casos que estudiaremos en el proximo apartado se definen en bordes total-
mente rigidos ya que, como se dijo, en general el problema directo no esta bien
definido a lo largo de los cables siendo éstos curvas caracteristicas de la ecuacién
diferencial correspondiente.

4.2. Casuistica del problema directo

Empecemos con un breve resumen acerca de la ecuacion de ondas y de la
correspondiente formula de d’Alembert que utilizaremos para la resolucion de
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dos ejemplos de problema directo.
Notas basicas sobre las ecuaciones de las ondas y la féormula de
d’Alembert

Consideremos la ecuacién de ondas en la incégnita v := u(z,t), funcién de la
variable espacial x € R y de la variable temporal ¢ € R, dada por

(4.6) Ut = c2u7m, ¢ constantel.
La solucién general puede ser hallada considerando el cambio de variables
E=x—ct, v n:=2x+ct,

y aplicando la regla de la cadena para las funciones compuestas:

Ugzz = Uge + 2U gy + Uy,
Ut = CQU,& - 202%577 + Cgu,nn-

A partir de estas relaciones, la ecuacién (4.6) se escribe, en las incégnitas £ y 7,
como
gy =0,

cuya genérica solucién es
u(&,n) = ¢(&) + ¢ (n).
En definitiva, todas las soluciones de la ecuacién (4.6) son del tipo

(4.7) u(z,t) == p(x —ct) + P(z + ct),

siendo ¢ y 9 funciones cualesquiera representantes, respectivamente, una onda que
se propaga a velocidad ¢ hacia las = crecientes y una onda que se propaga a ve-
locidad ¢ hacia las = decrecientes.

A partir de estas consideraciones, podemos afirmar que el problema con datos
iniciales ug y vg definido por

Uy = 62u,$$ z,t € R,
(4.8) u(z,0) = up(z),

ut(z,0) = vo(x),

tiene una unica solucién dada por la férmula de d’Alembert

1 1 z+ct
(4.9) u(z,t) = zug(x — ct) + zup(x + ct) + — / vo(s)ds.
2 2 % /.,

La ecuacién (4.6) modeliza las pequefas vibraciones de una cuerda “infinita” en ausen-
cia de fuerzas exteriores.
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Para comprobarlo impongamos a la funcién (4.7) las condiciones iniciales. Se tiene
(4.10) uo(x) = p(z) + ¥ (x),

y

vo(z) = —cy'(z) + et (),
es decir, integrando,
(4.11) /x vo(s)ds = —cp(x) + cp(x).

Resolviendo a la vez las ecuaciones algebraicas (4.10) y (4.11) se concluye

o) = uo(e) — 5 [ wols)ds,

2
o
vla) = yuola) + 5 [ wols)ds,

es decir

1 1 x+ct
u(z,t) = 5“0(93 —ct)+ iuo(a: +ct) + % / vo(s)ds.
r—ct

4.2.1. Ejemplos de problema directo mediante la uti-
lizacidon de la formula de d’Alembert

A continuacién consideraremos dos ejemplos definidos en un dominio rectangu-
lar (borde totalmente rigido) en los que aplicaremos, para su resolucién, la férmula
de d’Alembert y el siguiente

Teorema 4.5 Sea D un dominio convexo y reqular de R%. Si F = F(x,y) y g =
g(t) son dos funciones reales y regulares de R? y R respectivamente y tales que
F(z,y) = glax+by+c) y F(z,y) = F(—x,y) = g(—ax+by+c) (o bien F(z,y) =
F(xz,—y) = glax — by + ¢) ), entonces F' es constante.

Demostracion

Sean
1 1

u:=——(b,—a v:=——(b,a),
b)Y (0

dos versores de R?. Calculemos las derivadas direccionales de F a lo largo de u y
v. Siendo F(z,y) = glax+by+c¢) y F(z,y) = F(—x,y) = g(—ax + by + ¢) (o bien
F(z,y) = F(z,—y) = g(ax — by + ¢)), se tiene

‘ab— g'b
oy = b —gba _

F,=VF. — =0,
’ Ia2b+b2lb
F,=VF :M:().

a? + b?
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X

Figura 4.3: Problema en el rectangulo R: superficie y borde.
u y v son vectores linealmente independientes, asi que, para cada direcciéon w,
existen dos constantes A1 y A2 tales que w = Aju + Aov; de ello se deduce que
F,=MF,+XF,=0.

Finalmente, siendo D convexo sigue que F' = c.te en D.

Ejemplo 4.6 Asi como mostrado en la Figura 4.3, fijemos para la membrana la
forma de la “silla de montar” de ecuacion

2(z,y) = -2+ Ay? +d?; c e R,
y, para el dominio plano que define el borde rigido, el subconjunto de R?
R = (—a,a) x (=b,b).
Operando en las ecuaciones de equilibrio, obtenemos:

Nyyyy — *Nyzaz =0 en R,
Ny = cQNyy en R.
Definiendo, simplemente por comodidad de nomenclatura, w(z,y) := Nyy(x,y), se
tiene:
{Nm = c2Nyy =c%w en R,

Wyy = Cway  en R



74 Problema directo

Impongamos, ahora, la condicion sobre el borde rigido. Sean m y f (evitando,
igual que antes, el superindice r) respectivamente el versor exterior a I' y la fuerza
por unidad de longitud aplicada en la misma frontera. Debido a la simetria del
dominio y de la superficie y de acuerdo con la Conclusion 3.6/, escojamos una
distribucion para f que se equilibre en I', esto es, igual en valor y direccion vy
opuesta en sentido, en cada par de puntos simétricos del borde. Se obtienen, ast,
las siguientes descomposiciones para n y f (Figura 4.2):

nY :=(1,0), normal esterior en x = a,
(4.12) n’ = (—1,0), normal exterior en x = —a,
‘ nh = (0,1), normal exterior y = b,
nh = (0,—1), normal exterior en y = —b,
)
fL= (), 5)), componentes de f enx=a
(4.13) == w),-f3(y)), componentesde f enx = —a,
f}_f_ = (fi(x), f}(z)), componentes de f eny="b
fho= (—f(x), —f2(z)), componentes de f eny = —b,

stendo fg y [Y funciones arbitrarias y dadas. Con estos datos, la condicion de
borde (3.20) que expresa el equilibrio se escribe como:

New=fi(y) en x=Fa y Ngy=[f(y) en v =Fa,

Nﬂcy:f{l@) en y=Fb Y Nyy:f2h(33) en y = Fb.

El problema de equilibrio completo es, entonces

_ 2
Wyy = CWar en R,

w(Fa,y) = flc(z ),
(4.14) w(z, Fb) = (

)s
Nay(Fa,y) = f3(y),
Nyy(x, Fb) = flh(x)

Imponiendo, ademds, continuidad en las esquinas al esfuerzo Ny, se tiene
h
f3(Fb) = fi'(Fa).
Con el objetivo de utilizar la formula (4.9), consideremos este otro problema

Wyy = Cwas en R,
(4.15) w(z, Fb) = fi(x),
wy(z, Fb) = 6(x).
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Utilizando el cambio de variable z =y + b, se obtiene

Wy, 2) = Pw oz, 2) en R = (—a,a) x (0,2b),
(4.16) w(z,0) = w(z,2b) = fH(x),
wy(x,0) =wy(z,2b) = 0(z),

cuya Unica solucion (debido a la relacion (4.9)) es

1 1 1 T+cz
w(z, z) = 2f§(x—cz)+2f§(:r+cz)+20/ d(s) ds,

o bien, en términos de x ey,

1 1 z+cy—+cb
wlo) = 5w —cy—)+ 5 B rey+ )+ 5 [ s

Con referencia a la Conclusion 3.6/ y al Teorema 4.5], necesariamente se cumple
que w(x,y) = c.te, esto es Ny, = c.te, Nyz = c.te y Ny, = 0.

Escogiendo, por ejemplo, f}(x) = c1 (constante positiva) y 6(z) = 0, la solucidn
en esfuerzos en todo R es,

Nyz =c*c; ¥V (2,9) € R,
Nyy=c1 V (z,y) € R,
Ny =Nyy=0 V (z,y) € R.

Sigamos con la casuistica estudiando el mismo problema utilizando, esta vez, la
funcién de Airy (véase la definicién en la expresién (3.12)).

Ejemplo 4.7 Sea H la funcion de Airy definida en el rectingulo R := (—a,a) x
(—=b,b) y sea, igual que antes, z(x,y) := —2% + 2y*> + a® (c € R) la expresion de
la superficie: obtenemos

Hyy(z,y) = c°H 32(7,y) en R,
Hyy(Fa,y) = f{(y),
(4.17) Hy(Fa.y) = —f3(y),
H zy(z, Fb) = — (),
H (2, Fb) = fzh(x)

Consideremos el siguiente problema reducido:

H,yy(l‘, y) = CzH,xx(xv y) en R7
H gy(2,¥b) = — f{'(2),
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La solucién de este problema nos dard una relacion directa entre las funciones f"
v
Yy fo

A través del cambio de variable z = y + b, se logra

H..(v,2) = H4u(x,2) en R=(—a,a) x (0,2b),
(4.18) H.(2,0) = H . (x,2b) = — f(),
H o (2,0) = Ha(2,2b) = f3 ().

Operando en las dltimas dos de (4.18), se tienen las condiciones siguientes:

vo(z) = H ,(x,0) = —F(z) + c1, con FJ' tal que (F") (z) = fi(z),
up(z) := H(z,0) = FI(x) + cox + c3, con FP tal que (FI)'(z) = fi(x),

con ¢; (i =1,2,3) constantes arbitrarias.

Utilizando la (4.9) se obtiene la solucion

1 ~ ~
H(z,z) :§[F2h(a: —c2) + FMx + c2)] + c12 + cox + c3

]. e 1 -~ ~ ~
— Q—Flh(x +ecz)+ 2—F1h(aﬁ —¢2), con FJ tal que (FI"'(z) = f(x),
c c
o bien, en términos de x ey,

1 .~ ~
H(z,y) :§[F2h(x —cy—cb)+ Flz+cy+cb)] +ei(y+b) + cax +c3
(4.19) 1, e
- Q—CFI (x 4+ cy + cb) + 2—CF1 (x — cy — cb).
A partir de la funcion de Airy (4.19), obtenemos los esfuerzos:

( 2

Hyy = Noo =S5 (2 — cy — cb) + f} (@ + cy + cb)
Sl eyt eb) — fliw —cy — b)),
Hoao = Ny =3[ — ey — cb) + Fio + cy + cb)
(4.20) )

Sl @+ ey +cb) = fil(w — ey — b)),
—Huy = Noy =5 |f3 (z = ey — b) = f3 (x + ey + cb)]
43l + ey + o)+ S — ey — b)),

\

Con referencia a la Conclusién 3.6 y al Teorema 4.5, necesariamente se cumple
que w(x,y) = c.te, esto es Ny, = c.te, Nyz = c.te y Nyy = 0.
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Escogiendo, por ejemplo, fi(x) = c1 (constante positiva) y fi(x) = 0, la solu-
cion en esfuerzos en todo R es,

Ngw =c*c; ¥V (z,9) € R,
Nyy=c1 V (z,y) € R,
Npy =Ngy =0 V (z,y) € R.

A diferencia de los problemas de Dirichlet en las que las condiciones de borde se
basan en definir la funcién incégnita en todo el contorno, los dos ejemplos anteriores
son problemas en que los “datos al borde” se traducen en condiciones iniciales
o finales sobre la funcién incégnita.

4.2.2. Un caso de resolubilidad concreto

Como se dijo, el problema de Dirichlet sirve de ejemplo de problema mal
puesto en teoria de ecuaciones hiperbdlicas. Numerosas aplicaciones del proble-
ma de Dirichlet en teoria dindmica de los gases sénicos y supersénicos o teoria de
ldminas con curvatura a signo alterno necesitan definir dominios en los cuales el
problema de Dirichlet esté bien definido.

Un resultado positivo a tal propésito es el siguiente (referencia [20]).

Teorema 4.8 (de existencia y unicidad para un problema de Dirichlet). Consi-
dérese la ecuacion

(4.21) L(u) = (=y) ™ Uz — gy — N (—y)™u =0,
en el dominio
D={(z,y) e RZ:0<z<1,—a<y<0},
siendo a = (1 — 20)?°71, 28 = m/(2 +m), m constante positiva y A € R.

El dominio D es un rectangulo tal que las curvas caracteristicas correspondientes
a la ecuacion (4.21)

2 2
ABy: 2= —(—)&™/2 BAy: 1—x= _\(2+m)/2
0 2—i—m( y) ; 0 T 2+m( Y) ,

pasan por sus vértices A = (0,0), Ag = (1,0), B = (—,0) y By = (1, —a).
Denotemos con D1 el tridngulo curvilineo ABC, es decir la parte de D definida
por el segmento AB y los arcos de caracteristicas AC' y BC, siendo C el punto
de interseccion de las dos caracteristicas ABy y BAg, y con Dy, D3 y Dy los
tridngulos curvilineos BC By, BoC Ag y AgC A, respectivamente (Figural4.4)). Bajo
estas condiciones el problema

L(u) =0 en D,
u(z,0) =7(x), u(x,—a)=0 para 0 <z <1,
u(0,y) =0, u(l,y) =0 para —a <y<0,
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A
y
X
A Ay
D,
D, c Dy
m =2
D,
B By

Figura 4.4: Dominio D y tridngulos curvilineos D1, Do, D3y Dy.

tiene una unica solucion continua en el dominio cerrado D. Ademds u es dife-
renciable con continuidad en todo D con la posible excepcion de las caracteristicas
ABy y BAy. En particular si T7(x) = 0 la solucion que se obtiene es u = 0.

Apliquemos este resultado a un caso concreto:
Ejemplo 4.9 Se consideren la superficie
z(z,y) == C1y4 —c2?, Y 2 numeros positivos,
y el rectangulo
(4.22) R = (—a,a) x (=b,b).

Con el fin de aplicar el resultado del Teorema [4.8! concluiremos que ha de existir
una relacion entre las constantes c1, co, a y b.

Poniendo uw = Ny, se tiene la siguiente ecuacion de equilibrio:

2C1
6y —Uze —Uyy =0,
C2
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cuyas curvas caracteristicas son

1/ﬂ Q—qtlx—i—cte
c2y \/6 .te.

Como estd indicado en la Figura 4.5, definamos los sectores R; (i = 1,2,3,4) y
consideremos las curvas

a a
=5yt Y w=5y

a 2 a 2
x:—b—2y Y x:—b—Qy + a.

Impongamos que tales pardbolas (que pasan respectivamente por los puntos (a,b),
(a7 _b) ) (07 0) Y (_a7 0)7 (07 _b) Y (07 b) ) (_a7 —b), (—CL, b) ) (0’ O) ) (a’ 0)7 (07 _b)
y (0,b)) coincidan con las curvas caracteristicas de la ecuacion diferencial; se ob-
tiene la siguiente relacion:

24>

Cl1 = ﬁCQ.

Considerada la simetria de la superficie y del dominio, la idea es adaptar los

A

7(x) y 7(x) (a.b)
v(y) v(y) Y(y)
Rg RQ
T(I) T(SC) XV
R4 Rl
v(y) v(y) v(y)
(-a,~b) 7(x) 7(z)

Figura 4.5: Rectangulo R y sectores correspondientes: Ry, Ro, R3 y Ry.
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resultados del Teorema 4.8 en cada sector del rectdngulo R. Definamos, para dicho
propdsito, las siguientes condiciones sobre Ny, en todo el borde de R y en los ejes:

{u(zm,y) = u(0,y) =(v),
u(z, Fb) = u(x,0) = 7(x),

stendo v y T funciones adecuadas y tales que

(423)  7(Fa) =1(Fb), 7(0) =(0), 7(Fa)=(0), T(0) = A(F).

A través del cambio de variable definido por

v(z,y) = u(z,y) — [v(y) + 7(x) — 7(Fa)l,

la ecuacion diferencial que se obtiene y sus correspondientes condiciones de con-
torno en R son, respectivamente

Vyy +7"(@)y* =" (y) =0,

2
Y Vgax —
601

v=0 en I =0R.

Impongamos, ahora,

T//(I‘)yz — "Y”(y),
Y
Cy = 601.
Se tiene
y
7(z) = Az? + Bz + C y () :AE+Dy+E, A B,C,DyFE € R,
Y

b2 = 2a.

En definitiva, el problema correspondiente restringido al sector Ry, es

y2v7m —Vyy =0 en Ry,
v=0 en ORy,

cuya unica solucion, debido al Teorema 4.8, es v = 0, es decir, en términos de u,
u(z,y) ==(y) +7(x) — 7(a).

Las condiciones (4.23) nos proporcionan las siguientes expresiones para T y vy
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stendo k una constante positiva arbitraria; la inica solucion en Ry es, entonces,

Nyy(x73/) = u(xvy) = k.

Consecuentemente
Neo(,y) = y*u(z,y) = y°k,
y, debido a su imparidad en las dos variables (Conclusién 3.6)),

Nyy(z,y) =0.

Considerando el equilibrio en el borde, se obtiene

Neo(Fa,y) = 1 (y) = y*k,
Nay(Fa,y) = f5(y) =0,
Nyy(z, Fb) = f(z) =0,
Nyy(f'jv:Fb) = f2h($) =k

El problema queda ast unicamente determinado a partir del conocimiento de la
funcion y(y), o bien T(x) = fH(x) = k.

Actuando de la misma forma en los demds sectores se obtiene la iunica solucién en

todo R
Nyy(x7y) = u(x,y) =k,

Nuo(z,y) = 32k,

Nmy(ﬂf, y) = 0.
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Problema directo




Capitulo 5

Problema dual

Como ya se dijo, en el problema dual se fija la distribucién de esfuerzos y se
busca la forma de membrana que equilibre el sistema. Siendo, asi, la superficie z la
incognita del problema, se han de fijar, para la misma, las adecuadas condiciones
de contorno.

5.1. Formulacién matematica y propiedades

Como para el problema directo, analicemos este problema en el caso general,
esto es, suponiendo que el borde esté formado, en parte, por cables.

M4s precisamente, y como ya se comenté anteriormente (véase la Conclusion 3.6),
consideraremos un dominio

D:={(z,y) e R? talque —a<z<a A —y(z)<y<y(x)},

con frontera
O0D=T=T"UTr",

siendo
' :={(z,y) € R2 tal que x = Fa N —b <y < b},

= {(z,y) € R* talque —a<z<a Ay=TFy(x)}

con a y b nimeros reales e y = y(z) funcién real, par, regular, convexa y definida
en [—a,al tal que
Fy(—a) = Fy(a) = Fb.

Problema 5.1 (Problema dual). Datos:
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1) Esfuerzos de membrana Ny,, Ny, y Ny, tales que verifiquen el equilibrio
plano y sean de traccion, estos es, tales que

2
(V'U)a :ZNaﬁvﬁ:()’ va: 1727
B=1
Nzw >0 (0 bien Nyy >0) y NgaNyy — N:%y > 0.

2) curvas y = Fy(z) candidatas a definir el borde compuesto por cables
(), obtenidas resolviendo el sistema (3.21);

3) curvas de ecuacion x = Fa que definen el borde rigido (I");

4) borde completo 0D =T =T UT*;

5) wvalor de la membrana en el bordo rigido I'", definido asignando una
funcion regqular g en I'".
Calcular
1) superficie z = z(x,y) definida en D y funcién h = h(x) definida en T'°
tales que
—div(o-Vz)=0 en D,
z=g en I,
z=h en T€,

Zaz + 2205y + 2yy? =0 en TC

(5.1)

Comentario 5.2 Siendo el tensor o definido positivo, la ecuacion diferencial del
sistema (5.1) es eliptica y en forma de divergencia; véase ecuacion (B.5)). Ten-
emos, ast, un problema eliptico en dos incdgnitas (la funcion z y la funcion h) con
condiciones de contorno no estdndar sobre z. De hecho, si por un lado las ecua-
ciones z =g en I'" y z = h en I'° se conocen en la literatura como condiciones
de Dirichlet (correspondientes a tipicos problemas de Dirichlet), por otro la
condicion (“de cable”) z zo + 22 zyy + Z7yyy’2 =0 en I'° es inusual en estos tipos
de problemas.

Ademds, si se fijara h, el sistema (5.1) seria un problema eliptico en el que la
incognita z deberia verificar a la vez dos condiciones sobre I'°, esto es, un sistema
sobredeterminado y, en general, no resoluble (véase el Ejemplo [5.3)).

A tal propdsito cabe comentar que la literatura relacionada con los problemas
elipticos sobredeterminados' no presentd analogias, por lo menos estrictas, con
el problema dual.

Véanse, por ejemplo, las referencias [8], [12] y [16].
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Ejemplo 5.3 Considérese el dominio R = [—5,5] x [—2,2], los esfuerzos N, = 10,
Ny =0y Ny = 4 y las funciones h(x) = —x2 + 22 y g(y) = 5y* — 23 definidas
respectivamente en los segmentos [—5,5] y [—2,2].

z =2 — 2%+ 5y% es la tinica funcién que resuelve las tres ecuaciones del sistema
(5.1) pero no la iltima. De hecho, siendo y = y(x) = F2 (=5 < x < 5) se tiene

0#—2=-2+2-0-04+10-0% = 24p + 2225 + 25>
Con el siguiente resultado béasico expresaremos la condiciéon de contorno
Zze + 227xyy/ + z7yyyl2 =0 enT¢

en una forma maés adecuada para la formulaciéon que desarrollaremos, forma en la
que no apareceran las derivadas segundas de la funcioén z.

Teorema 5.4 Sean h := h(x), y:=y(z) y z := z(x,y) funciones reales y requlares
de R y de R?, con y"(x) # 0. Pongamos:

.y {z<x,y<w>> = h(x),

Zax + 222y + 2yyy? =0,

[ =h,
(P z,y<x,y<m>>=’;,,.

Entonces (P1) y (P2) son equivalentes.

Demostracion
(P1) = (P2)

Por derivacién:
2ot Yzy=h = 240 +22.9 + z7yyy’2 +zy" =h".
Siendo Zxx + 2Z,g:yy/ + Z,yny =0 sigue Zy = h”/y”.
(772) = (P1)
Siendo

z(z,y(x)) = h(z),

se tiene, por derivacion,
Vi . / 2 "
Wx) = 2ga + 2209y + 29y~ + 299"
Al ser " = z 4y” concluimos

Z gz + 2zxyy/ + zyyg/2 =0.
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Aplicando, entonces, el resultado del Teorema 5.4/ a las tltimas dos expresiones
del sistema (5.1), podemos sustituir el mismo por el siguiente

—div (e -Vz) =0 en D,

z=g¢g en I,

z=h en I'°

h' = zuy" en I°,

(5.2)

que serd nuestro punto de partida para el estudio del problema dual en el caso
general.

Tal como se presenta, el sistema (5.2) no es un usual problema de contorno de
tipo eliptico. Antes de dedicarnos a su resolucion, procediendo a su construccién,
argumentemos la unicidad de la misma.

En la siguiente demostracion se utilizard explicitamente la condicién y”(z) > 0
que caracteriza, justamente, la propiedad geométrica de un cable, esto es, una
curva con una concavidad bien definida.

Unicidad del Problema dual 5.1

Demostracion
Reduccién al absurdo. Sean z1 = z1(z,y) y 22 = 22(x,y) dos funciones de D que

Ay
M = (—z0,y(—0)) /FC///
* M = (—a,yo) D X
e e
T

Figura 5.1: Dominio de referencia D.

resuelvan el sistema (5.2). Poniendo

2(z,y) = 21(z,y) — 22(2,y) vy h(z) = 21(z,y(2)) — 22(2, y(2)),
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se tiene que
—div(o-Vz)=0 en D,
z=0 en I,
z=~h en I°,
zyy" =h" en T°.
Debido al Principio del Maximo Débil B.12, la z tiene un méaximo en 0D; sea
éste el punto M = (xzg,y0) (véase Figura 5.1).

- Si M € I (ecuacién = = Fa), entonces dicho méximo vale 0. Esto significa
que la funcién h es no positiva, esto es, h < 0. Si b = 0, entonces sigue la
tesis siendo necesariamente z = 0.

En cambio, si h < 0, entonces existe, al menos, un punto P = (xq, y(z))
perteneciente a I'® en el que h alcanza un minimo; h'(x¢) = 0y h”(xg) > 0.

Sin = (ni,n2) = (—1/,1) es el versor normal exterior; debido al

VETE

Principio del Maximo Fuerte B.15| se tiene

(5.3) N1Zg + N2zy = 2,,(z0,y(x0)) < 0.

Ademds, siendo h/(x¢) = 0, se cumple

(5.4) B (zg) = —ngzy + mizy =0,

Confrontando las relaciones (5.3) y (5.4), se tiene, siendo ng =1
(nf +13)zy = [In|[Pzy = 2y < 0.

Por la convexidad de vy, se tiene y”(x¢) > 0, as{ que

0> zy(20,y(%0))y" (z0) = h"(z0) > 0,

es decir una contradiccion.

- Si M € T (ecuacién y = Fy(z)), entonces h'(zg) = 0y h”(x¢) < 0. Debido
al Principio del Maximo Fuerte B.15| se tiene, siendo no =1

(5.5) nizZg +n2zy = 2, (20, y(x0)) > 0.
Ademds, siendo h/(x¢) = 0, se cumple
(5.6) B (zo) = —ngzy + mizy =0,
Confrontando las relaciones (5.5) y (5.6), se tiene
(12 + n2)zy = |Inl[2y = 2 > 0.
Por la convexidad de y, se tiene y”(z¢) > 0, as{ que
0 < zy(20,y(20))y" (x0) = K" (20) <0,

es decir una contradiccién.
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5.1.1. Problema dual: método de resolucién

En este apartado nos dedicaremos, utilizando el Método de los Elementos Fini-
tos (Apéndice C| referencias [18] y [40]), a construir la solucién del problema dual
completo, esto es, a resolver el sistema (5.2)). Dicho método de resolucién es adap-
table a la situacién en la que el dominio no tenga cables.

A partir de la formulacién (5.2), consideremos por separado el sistema reducido

—div(o-Vz)=0 en D,
(5.7) z=g en I,

z=h en I'°
y la ecuacién
(5.8) h" = z,y" en T°.
Siguiendo el mismo razonamiento del Apartado |C.2, fijemos una malla para D,

indiquemos con ng el nimero total de nodos en D, con n, el nimero de nodos en
I'" y con n¢ el nimero de nodos en I'°. Poniendo

Nt Nc
Z’:ZZ]‘NJ' y h:Zh]‘Nj,
J=1 J=1

y sustituyendo en el sistema (5.7) se logra el siguiente sistema lineal:

K AT ATz 0
AT 0 0] [X h

siendo z = (z1,...,2¢), 9 = (91,--.,9:) y h = (h1,..., h¢) los vectores de los valo-
res nodales de z en D, gen I'" y h en I'°, K la matriz de rigidez, A, y A. las
matrices correspondientes a los vectores nodales h de ' y g de I'", v A, v A¢ los
multiplicadores de Lagrange?.

Sea z la solucién del sistema (5.9)): se tiene la descomposicién
(5.10) z=Hh+ Gg,

con H € My, xn.(R) y G € My, xn, (R).

2El método utilizado es conocido como Método de los multiplicadores de La-
grange.
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Por lo que concierne la ecuacién (5.8), definamos el vector residual n.—dimen-
sional R de componentes

(R); = Ri(h) ::/ (29 — W)N; AT, i=1,... ne,
e impongamos que sea el vector nulo:
(5.11) R;(h) = / (zyy" — R")N;dT° =0, i=1,...,n..

Poniendo, igual que antes,
Nt N
2> ZN; y h~ Y hyNj,
j=1 Jj=1

sustituyendo en la relacién (5.11) e integrando por partes, se obtiene

Tt Ne
ZZj/ Y/ NjyN; dT° + Zhj/ NIN/AT® =0, i=1,...,n.
=1 Ie i—1 T'c
Jj= j=
Definiendo, finalmente,
Mij = / y/,Nj’yNidFC
I‘C

- / @) Ny y(@)) Ni( y(@) V1§ Y @) d,

—a

y
Wy = /F NIN/dT®
= [ Nty Vil y(@)) VTF P da,
logramos
(5.12) Mz +Wh =0,

con M € M, _, (R)y W € M, (R).
Confrontando los dos sistema (5.12) y (5.10) se obtiene la solucién h

(5.13) h=—-(MH + W) 'MGg,

vector nodal correspondiente a la forma de la superficie z a lo largo de I'® (0, més
bien, a la forma del cable) y, consecuentemente, la solucién z

(5.14) z = Hh + Gg,



920 Problema dual

vector nodal correspondiente a la forma de la superficie z en todo el dominio D.

Lo que se acaba de comentar acerca de este problema es la otra cara de la moneda
del problema directo, ya que si bien éste estd en general mal definido, el proble-
ma dual tiene solucién unica. Esto significa que, fijados una cierta distribucién de
esfuerzos y un borde para la membrana, existe una sola superficie que equilibre el
sistema.

5.1.2. El problema dual restringido: método de resolu-
cién

El problema expresado en el sistema (5.2) se reduce a un tipico problema

eliptico de contorno con condiciones de Dirichlet (véase el Problema B.5) en el

caso en que el borde esté totalmente compuesto por elementos rigidos. En efecto,
siendo I'® = (), el problema correspondiente consiste en calcular z = z(x,y) tal que

(5.15) {—div (0-Vz)=0 en D,

z=g¢g en ["=T=0D,
siendo g el valor de z en todo el borde I'.

Ma3s en particular, se tiene:

Problema 5.5 Sea a un ndmero real positivo, y = y(x) una funcidn real, par y
reqular de I = [—a,a] y D el dominio definido por

D:={(z,y) € R*tal que —a<z<a A —y(z) <y <y(x)}.

Sih:=h(z) yg:=g(y) son dos funciones reales, pares y requlares definidas, res-
pectivamente, en I = [—a,a] y J = [—b,b], siendo b = y(Fa), y tales que verifiquen
las siguientes condiciones de compatibilidad

h(Fa) = g(|b]),
hallar una funcion z tal que verifique

2

— Z (Napz,8),a =0 en D,

(5.16) a,f=1
zZ=g enx = Fa,

z=h eny = Fyx).
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Debido al Teorema B.8| este problema tiene una tinica solucién®, expresada analiti-
camente por

2
. . g1
(5.17) z = 11316111%]:(11)) = min {5 /D %:1 Nagq/gz’adD},
a,B=

siendo

K :={w € H'(D) tal que w(Fa,y) = g(y) y w(z,Fy(x)) = h(z)}.

Ademds, a partir de la Observacién B.13), podemos concluir que el Problema 5.5
estd bien puesto, entendiendo por problema bien puesto aquél para que pueda
garantizarse la existencia, la unicidad y la estabilidad de la solucion.

Aunque la férmula (5.17) proporcione la solucién “analitica” del sistema (5.16),
la minimizacién explicita del funcional F(w), no siempre es imediata®; ha de re-
currirse, en general, a métodos numéricos.

Si por un lado la ecuacién matricial (C.4) del Apartado!C.2 da la férmula explici-
ta para la resolucién numérica del sistema (5.16), por el otro, debido a la unicidad
del problema, puede lograrse la misma expresién utilizando el método argumenta-
do en el Apartado/5.1.1. De hecho, siendoI'® =0, seha A, =0, M =0, W =0
y h vector nodal, esta vez conocido a priori, que, igual que g, contribuye a definir
la condicién de Dirichlet en I' = I'". En estas circunstancias, entonces, los sistemas
(5.12) y (5.13) se simplifican en

(5.18) z =Gy,
con G matriz inversa de
K AT
AT o |”

Observacion 5.6 La desigualdad (B.14) garantiza la estabilidad de la solucion
numérica expresada por el sistema (5.18): dicha solucién no sélo no varia sen-
siblemente al cambiar de malla sino que se acerca suficientemente a la solucion
analitica aungue la malla que se considere no sea muy fina.

3La regularidad de dicha solucién se conoce a partir del Teorema B.10/y de las In-
mersiones de Sobolev (B.13)); escogiendo los datos “regulares” (por ejemplo Nog, v, g ¥ h
continuos) es posible garantizar la regularidad de la solucién (z dos veces diferenciable con
continuidad).

4Ma4s adelante consideraremos unos casos concretos en el que es posible minimizar el
funcional “a mano”: Caso 1 y Caso 2 del Ejemplo 5.7,
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1 a=bmyvy(x)=b=2m
0 Nyw =10, Ny = 0, Nyy =4 (kN/m)
e h(z)=0
2
) . 9(y) =0
g z=0
" | e = |12 = znuml|/||2]] = 0
B I
-1 -05 0 0.5 1
(a) Solucién numérica: vista tridimen- (b) Datos del problema
sional.
.
05t : : : 1
0 0
-1
05 5 0 5
s 1 os 0 05 1 15 2
. I | T 1 |
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
(¢) Solucién numérica: proyeccién en e (d) Solucién numérica: proyeccién en el
plano yz. plano zz.

Figura 5.2: Resultado grafico de la solucién numérica zy, calculada por el M.E.F.
Caso: ¢g(y) = h(xz) = constante=0.

5.1.3. Ejemplos del problema dual restringido

En este apartado consideraremos unos casos concretos de problema dual re-
stringido; una vez fijados los esfuerzos, hallaremos la solucién en funcién de la
“forma” del dominio D y de las condiciones de frontera, esto es, del valor de la z a
lo largo de 0D =T.

Consideraremos tres ejemplos. En el primero, Ejemplo5.7, fijaremos como dominio
plano un rectangulo y consideraremos, por separado, cuatro diferentes condiciones
de frontera sobre la superficie: podremos, de esta forma, solucionar el problema
de forma analitica en el caso en que los bordes en el espacio sean o constantes
(caso de superficie plana) o tales que exista una relacién adecuada entre ellos y los
esfuerzos.

En los dos casos restantes resolveremos el problema de forma numérica fijando, en
primer lugar, bordes espaciales con concavidades opuestas y, luego, con concavi-
dades concordes.
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En el segundo y en el tercer ejemplo, Ejemplo 5.8 y Ejemplo (5.9, fijaremos,
respectivamente, un dominio plano cuya frontera esté compuesta en parte por bor-
des que tienen la concavidad de los cables® y un dominio plano cuya frontera esté
compuesta en parte por arcos® y consideraremos, por separado, tres diferentes
condiciones de frontera sobre la superficie: solucionaremos el problema de forma
numérica fijando, en primer lugar, bordes espaciales constantes, luego con concavi-
dades opuestas, y, finalmente, con concavidades concordes.

El objetivo de los ejemplos es, una vez mas, verificar la eficacia del método numéri-
co para la resolucién del problema de Dirichlet (confrontando, cuando seré posible,
la solucién numérica con la analitica) y comprobar lo comentado en la Observacion
3.4, esto es, que la superficie obtenida tenga curvatura de Gauss negativa (o al
menos “no positiva”) una vez que se fijen los esfuerzos de traccién adecuados.

Ejemplo 5.7 Consideremos el siguiente dominio rectangular:
D:={(z,y) € R®tal que —a<z<a A —b<y<b};

es posible, en este caso, definir la variable ¢ “trasladando” z en el rectangulo R :=
(—a,a) x (=b,b) de las siguiente manera:

o(x,y) = z(z,y) — [h(x) + g(y) — g([b])].
Se tiene, asi, el nuevo problema homogéneo

2

- Z (Nap®,8),0 = Nyzh' () + Nyyg”(y) en R,
a,B=1
¢=0 enlyl =b,

=0 en|z|=aq,

cuya solucion es, debido al Teorema B.8|

Y= min j[¢]7
Y€ HY(D)
siendo
1
.7[1#] 325 / (Nxxw?x + 2Nzy¢,xw,y + Nyywi) dD
(5.19) y

- /D G(Naoh"(2) + Ny () d D.

Profundicemos, ante todo, los dos casos en los que es posible hallar la solucion de
forma analitica y explicita.

5Esto es, hacia el exterior de la linea de paso, el eje .
SEsto es, hacia el interior de la linea de paso, el eje .
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a=5bmyvy(x)=b=2m
Nyz =10, Nyy = 0, Ny = 4 (kKN/m)
h(z) = —0,03422 + 1,53

g(y) = 0,17y
th"(:c) = — yyg”(y)
z = —0,0342% 4 0,17y* + 0,68
e — e =112 = zagmll/|[2l] = 4,6 10718
(ao) Solucion Dislumérica: \;ista tridimLeSH— (b) Datos del problema

sional.

0 0.5 0 0.5 1 15
(¢) Solucién numérica: proyeccién en el (d) Solucién numérica: proyeccién en el
plano yz. plano zz.

1 15

Figura 5.3: Resultado grafico de la solucién numérica z,4y, calculada por el MLE.F.
Caso: Ny h'"(x) = —Nyyg" (y).

Caso 1 Cualquiera sea el tensor de esfuerzos o, si h'(x) = ¢"(y) = 0, es decir,
debido a las condiciones de compatibilidad, g = h = ¢, constante, se tiene
¢ = c. Siendo ¢ € H(D), concluimos ¢ = 0, es decir z(z,y) = ¢; la
curvatura de Gauss correspondiente es, entonces,

2
Rax?yy — Zzy

— == D.
(1+ z?x + zi)2 en

K =

Caso 2 Si se escogen Nog, h = h(z) y g = g(x) tales que Ny h"(z) = —Nyyg"(y),
se tiene p = c. Siendo ¢ € HE(D), concluimos p = 0, es decir z(z,y) =
h(z) + g(y) — h(Fa); la curvatura de Gauss correspondiente es, entonces

K — Z7xxzayy - Z%y — h‘”(x) g”(y)
Q+2+237  (+HE?+d0)

Siendo Nz y Ny, positivos, debido a la relacion

Nmzh/,(:E) = - yyg”(y)7
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se tiene que cumplir que h"(x) ¢"(y) < 0 (60 en un punto (xo,yo) del plano),
esto es, K <0 en D. (60 en una direccion).

A la vez estos mismos casos se han resuelto también numéricamente, fijando unos
valores concretos de los datos. En particular, con referencia a las Figuras 5.2 y
5.3, es posible calcular el error relativo (en la norma euclidea) entre la solucion
explicita z y la numérica Zngm:

_ 11z = Zouml|
||l
Si bien en estos dos casos particulares haya sido posible calcular explicitamente
la superficie y su curvatura de Gauss, en gemeral se ha de recurrir a métodos
numEricos.

Caso 3 FEn la Figura 5.4 se representa la solucion en el caso de bordes espaciales de
concavidades discordes.

Caso 4 FEn la Figura 5.5 se representa la solucion en el caso de bordes espaciales de
concavidades concordes.

Ejemplo 5.8 Consideremos el siguiente dominio
D:={(z,y) € R®tal que —a<z<a A —y(z) <y <y(x)}

siendo y = y(x) tal que y"(x) > 0, esto es, una curva cuya concavidad coincide con
la de un cable. En las Figuras 5.6/, 5.7/ y/5.8 se puede apreciar, independientemente
del valor de los datos de frontera g = g(y) y h = h(x), cédmo la solucion numérica
del problema sea una superficie con curvatura de Gauss no positiva.

Ejemplo 5.9 Consideremos el siguiente dominio
D:={(z,y) € R%tal que —a<z<a A —y(z) <y <y}

siendo y = y(x) tal que y"(x) < 0, esto es, una curva cuya concavidad es como la
de un arco. En las Figuras 5.9, [5.10 y5.11 se puede apreciar, independientemente
del valor de los datos de frontera g = g(y) y h = h(x), cdmo la solucion numérica
del problema sea una superficie con curvatura de Gauss no positiva.

Los casos de los Ejemplos 5.7, 5.8 y [5.9 muestran, de manera practica, como el
problema dual definido en dominios compuestos totalmente por bordes rigidos sea
siempre resoluble independientemente de la forma de los mismos elementos que
componen el contorno.

Por lo contrario, como se sabe, la presencia de cables limita las “libertades” a
la hora de escoger el dominio de referencia: de hecho, fijados los esfuerzos Nz, si,
por una parte, una cualquier curva y = y(x) en el plano horizontal puede funcionar
como borde rigido, por la otra, la expresién y = y(x) de un cable ha necesaria-
mente de verificar el sistema (3.18), siendo f el vector dado por el sistema (3.21).
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a=5myvy(x)=b=2m

Nyo =10, Ny = 0, Ny, = 4 (kN/m)
h(z) = —0,03752% + 1,4375

9(y) = 0,125y

0 0. 0.4 0.6 0.8 1 12 14
(a) Solucién numérica: vista tridimen- (b) Datos del problema

sional.

15

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
(¢) Solucién numérica: proyeccién en el (d) Solucién numérica: proyeccién en el
plano yz. plano zz.

Figura 5.4: Resultado grafico de la solucién numérica 2,4y, calculada por el MLE.F.
Caso: h(z) ~ —2% vy g(y) ~ 3>
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0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
numérica: vista tridimen-

0 0.
(a) Solucién
sional.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(¢) Solucién numérica: proyeccién en el

plano yz.

a=5myy(x)=b=2m

Nuw =10, Ny = 0, N,y = 4 (kN/m)
h(z) = 0,017z — 0,1133

9(y) = 0,17y

(b) Datos del problema

0.5E é
0

5 0 -5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(d) Solucién numérica: proyeccién en el

plano zz.

Figura 5.5: Resultado grafico de la solucién numérica zp4,, calculada por el MLE.F.

Caso: h(z) ~ 22 y g(y) ~ y>.
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-1 -0.5 0 0.5 1
(a) Solucién numérica: vista tridimen-

sional.

1r

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
(¢) Solucién numérica: proyeccién en el

plano yz.

a=5myy(z) =1+ 0,042

Nya =10, Ny = 0, Ny = 4 (kN/m)
h(z) =0

g(y) =0

(b) Datos del problema

m

-1 -0.5 0 0.5 1
(d) Solucién numérica: proyeccién en el
plano zz.

Figura 5.6: Resultado grafico de la solucién numérica calculada por el M.E.F.

Caso: g(y) = h(x) = constante=0.
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5 -2

|

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4
(a) Solucién numérica: vista tridimen-

sional.

1

0.5

0
-2
0

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
m

B ]

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14
(c) Solucién numérica: proyeccién en el

plano yz.

a=5my y(z) =1+ 0,042

Nz =10, Npy = 0, N,y = 4 (kN/m)
h(z) = —0,03752% + 1,4375

g9(y) = 0,125y>

(b) Datos del problema

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4
(d) Solucién numérica: proyeccién en el

plano zz.

Figura 5.7: Resultado gréfico de la solucién

Caso: h(z) ~ —22 y g(y) ~ 32.

numérica calculada por el M.E.F.
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(a) Solucién numérica: vista tridimen-
sional.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

plano yz.

(¢) Solucién numérica: proyeccién en el

a=5myy(z) =1+ 0,042

Nyw = 10, Nyy = 0, N, = 4 (kN/m)
h(z) = 0,02422 — 0,08

g(y) = 0.17y°

(b) Datos del problema

. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(d) Solucién numérica: proyeccién en el
plano zz.

Figura 5.8: Resultado gréfico de la solucién

Caso: h(z) ~ 22 y g(y) ~ y>.

numérica calculada por el M.E.F.
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-1 -05 0 0.5 1
(a) Solucién numérica: vista tridimen-

sional.

1r

0.5F

m
-1 -0.5 0 0.5 1

(¢) Solucién numérica: proyeccién en el
plano yz.

a=5my y(z)=3— 0,042

Nyw =10, Nyy = 0, N,y = 4 (kN/m)
h(z)=0

9(y) =0

(b) Datos del problema

m

B 0 ]

-1 -0.5 0 0.5 1
(d) Solucién numérica: proyeccién en el
plano zz.

Figura 5.9: Resultado gréfico de la solucién

Caso: g(y) = h(z) = constante=0.

numérica calculada por el M.E.F.
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m
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14
(a) Solucién numérica: vista tridimen-

sional.

15

1

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.

plano yz.

0,
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
m
8 1

1.2 14
(¢) Solucién numérica: proyeccién en el

a=5my y(z) =3 — 0,042

Nz = 10, Ny = 0, Ny, = 4 (kN/m)
h(z) = —0,03752% + 1,4375

9(y) = 0,125y

(b) Datos del problema

5 0 -5

m

R

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
(d) Solucién numérica: proyeccién en el

plano zz.

Figura 5.10: Resultado grafico de la solucién numérica calculada por el M.E.F.

Caso: h(z) ~ —2% y g(y) ~ 3>
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0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6
(a) Solucién numérica: vista tridimen-

sional.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(¢) Solucién numérica: proyeccién en el

plano yz.

a=5myy(z)=3-—0,04z2

Ny =10, Ny = 0, Ny, = 4 (kN/m)
h(z) = 0,017z — 0,1133

g9(y) = 0,17y?

(b) Datos del problema

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
(d) Solucién numérica: proyeccién en el

plano zz.

Figura 5.11: Resultado grafico de la solucién numérica calculada por el M.E.F.

Caso: h(z) ~ 22 y g(y) ~ y>.
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5.1.4. Ejemplo del problema dual general

En el Apartado 5.1.1/ se mostré cémo resolver el Problema dual 5.1/ en pre-
sencia de cables de borde, esto es como calcular numéricamente el cable h y la
superficie z: nos referimos a las ecuaciones (5.13) y (5.14).

A continuacién analizamos el problema y calculamos sus resultados en un caso
real, el prototipo de pasarela de Callis (referencias [28] y [29]). En realidad, se
trata de un caso algo distinto, porque aqui se parte de unos esfuerzos constantes
y, por tanto, como se verd, de cables de planta eliptica; mientras que en Callis,
al tener que ajustar los esfuerzos a una forma dada de membrana y a unos cables
con planta parabdlica, los mismos no eran exactamente constantes.

Sea
D :={(z,y) € R? tal que —a<z<a A —y(z) <y <yx)},

el domino de partida y fijemos los siguientes datos:

a = 5m,
Ngz = 10kN/m,
Nzy = 0kN/m,
Ny, = 4kN/m,
17 5 15
9(y) = %y (11 - éy ) (g e y en metros) forma de z en x = Fa.

Para que y = y(x) sea la proyeccién de un cable para la membrana, es necesario
que la misma resuelva el sistema (3.18) (siendo f el vector dado por el sistema
(3.21)), es decir

P, =—-10y/,
(Ppy') = 4.

Integrando se tiene
(c1 — 10y)dy = (c2 + 4x)dz, (c1y co constantes arbitrarias),
es decir
ay — 5y2 = cox + 22% + cs (c1,c2 y c3 constantes arbitrarias).
Para hallar las ¢; (i = 1,2, 3), fijemos las siguientes propiedades de y:

y(F5) =2 y(0) =1

13
Se obtiene la elipse “positiva”, centrada en el punto (O, ?> y de ecuacion

8 2, 4 ( 13)2 1
€4t —r°+ —(y——=) =1L
605 121\ " 7
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Por simetria, se obtiene la elipse “negativa” de ecuacién

8 2, 4 ( +13)2 .
i —rf 4 — —) =1
= 605 A

Escogiendo las “ramas adecuadas” de ey y e_ (Figura [5.12) podemos finalmente

1

15

T

10

(o)
J

T

-10

_15 Il Il Il J
-10 -5 0 5 10

Figura 5.12: Curvas planas (elipses) adecuadas a trabajar como cables.

definir el siguiente dominio:
(5.20) D:={(z,y) € R? talque —5<z<5 A —y(z) <y <y}

13 121 2
= — —\/— - gxz (en la Figura[5.13| se representa graficamente el

siendo y(z) : 5 1

dominio D).

Nos queda por resolver, entonces, el problema siguiente:

(102,40 + 42,4, =0 en D,

17 1,
= (11> ) = F5,
z 800y< 6/ ) M=
13 121 2
_ _ _ _ T2
z=nh eny—:F(f2 \/74 517 );
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e

//\

Figura 5.13: Representacion grafica del dominio D definido por la expresién (5.20)).

Los resultados numéricos obtenidos” (expresados en metros), correspondientes a la
forma del cable y a la forma de la membrana, se aprecian, respectivamente, en las
Figuras 5.14 y 15.15.

Estos resultados son semejantes a los de la pasarela de Callis, aunque cuanti-
tativamente existen diferencias. No obstante, hay que recordar que se trata de
casos algo distintos y que, como se dijo en el Capitulo 2, la solucién adoptada en
Callus no constituye propiamente una referencia para comparar resultados, puesto
que es aproximada.

Finalmente, por lo que concierne la componente P, de la traccién del cable, a
partir de la relaciéon P, = —10y/, se obtiene

P, = —10y+ P°, (P? constante).

x

Fijando P? tal que P(0) = P,(0) = 55 kN, se concluye

121 2
Px =10 T — 5332,

cuya grafica se representa en la Figura 5.16.
Es interesante subrayar aqui algo que tiene que ver con el proceso constructi-

vo. Dada la ley descendente hacia los extremos que se obtiene para la componente
P, y, por tanto, para la propia tracciéon P del cable, para poder reproducirla seria

"Estos resultados derivan de la ejecucién de un programa en MATLAB que refleja el
método numérico del Apartado |5.1.1.
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107

A Z

15

1.4F

1.3F

1.2

11
1,

0.9¢

0.7r

0.6

0.5 :
-5 0

Figura 5.14: Resultado gréfico de la solucién numérica h = h(x): alzado del cable.

necesaria una determinada secuencia de pretensado: primero tesando los cables de
borde y después tesando longitudinalmente la membrana (como justamente se hizo

en Callds; véase la referencia [29]).
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
(a) Solucién numérica: vista tridimen-

sional.

0 5
m m
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
(b) Solucién numérica: proyeccién en el (c) Solucién numérica: proyeccién en el
plano yz. plano zz.

Figura 5.15: Resultado grafico de la solucién numérica de la superficie z = z(x, y).
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35 a

30 §

20 h

10 a

0
-5 0 5

Figura 5.16: Resultado grafico de la solucién analitica de la componente P.
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Capitulo 6

Verificaciones

6.1. Correspondencia de resultados entre el
problema directo y el dual (en ausencia

de cables)

En el Apartado 4.2/ hemos considerado una casuistica del problema directo
en ausencia de cables de borde; en particular nos hemos interesado al caso en que
el dominio fuera un rectangulo y la superficie fuera del tipo z(z,y) = z1(z) + 22(y).

En los Ejemplos 4.6, 4.7y 4.9 se comprobd cémo pueda hallarse una tinica solu-
cién una vez que se fije la forma de membrana y ciertas condiciones de borde para
los esfuerzos. Queremos comprobar los resultados de dichos ejemplos a través del
método de resolucion comentado en el Apartado 5.1.1.

Comprobacién del Ejemplo 4.7

En el Ejemplo 4.7 se verificé como a la superficie de ecuacién
2(x,y) = —22 + 2y, con (z,y) € R=(—a,a) x (—b,b),

corresponda la tnica distribucion de esfuerzos

2
Na:ac = c1c,
Nyy =0,
Nyy = C1.

En particular escogiendo

1
2(z,y) = %(—:1:2+4y2+25), con (z,y) € R=(=5,5) x (=2,2),
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se logra la solucién en esfuerzos

Nz :47
ny =0,
N, = 1.

Al revés si se fijan los esfuerzos anteriores, el rectangulo (—5,5) x (—2,2) y las
condiciones de fronteras siguientes

h(z) = 2(z, 72) = io(_x2 +41),
v,
5

Z(:F57y) =Y,

)
—~
<
~—
I

se obtiene, a través del método numérico utilizado para resolver el problema dual
(véase Apartado [5.1.1)), una solucién aproximada que indicamos con zygy,. En
estas condiciones el error relativo entre la solucion numérica y la analitica es el
siguiente
Z — Zng
e = 2= Znimll _ 5510716,
||l
En la Figura 6.1 puede comprobarse como la gréfica de la solucién analitica z
(subfigura (a)) y la grafica de la solucién numérica zpgy (subfigura (b)) coincidan.

0 m 0.5 1 15 2 0 m 0.5 1 1‘.5 é
(a) Solucién analitica: vista tridimensio- (b) Solucién numérica: vista tridimensio-
nal. nal.

Figura 6.1: Comparacién grafica de los resultados obtenidos.

Comprobacién del Ejemplo 4.9
En el Ejemplo [4.9] se verificé como a la superficie de ecuacion

z(m,y) = Cly4 - 621'27 con ($,y) € R= (_a” (I) X (_b’ b)7



6.2 Anadlisis de los planteamientos discreto y continuo (en ausencia de
cables) 113

2
. a . N y
(swndo ¥ =2ayc = @62} corresponda la unica distribucion de esfuerzos

Ngz = ky27
Nmy =0,
Ny, = k.

En particular escogiendo
1 /1
2(x,y) = %<6y4 — 224 25), con (z,y) € R=(-5,5) x (_\/ﬁ7 \/ﬁ)7

se logra la tnica solucién en esfuerzos

Nx:p = y2’
Ny =0,
N,y = 1.

Al revés si se fijan los esfuerzos anteriores, el rectangulo (—5,5) x (—+/10,+/10) y
las condiciones de fronteras siguientes

() = 2(e, FVI0) = oo (— o2 + 220,

Ly
= Z 57 = — s
9(y) = 2(F5,9) = 7559
se obtiene, a través del método numérico utilizado para resolver el problema dual
véase Apartado 5.1.1)), una solucién numérica que indicamos con zngy,. En estas
condiciones el error relativo entre la solucién numérica y la analitica es el siguiente

_ |12 = Znim|
|I2]]

=3,7-1078.

En la Figura 6.2 puede comprobarse cémo la grifica de la solucién analitica z
(subfigura (a)) y la grafica de la solucién numérica zpgy (subfigura (b)) coincidan.

6.2. Analisis de los planteamientos discreto y
continuo (en ausencia de cables)

Nos referiremos al planteamiento (o enfoque) discreto cada vez que resolvere-
mos un problema de bisqueda de forma utilizando el Método (“discreto”) de la
Densidad de Fuerzas (véase el Apartado 2.3.3). En cambio, nos referiremos al
planteamiento (o enfoque) continuo cada vez que resolveremos un problema de
busqueda de forma utilizando el sistema (“continuo”) (5.15) y resolviéndolo con el
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mo02 04 06 08 i 112 114 1.‘6 1.‘8 é mo02 04 06 08 i 1‘.2 1‘.4 1‘.6 1‘.8 é
(a) Solucién analitica: vista tridimensio- (b) Solucién numérica: vista tridimensio-

nal. nal.

Figura 6.2: Comparacién grafica de los resultados obtenidos.

Método de los Elementos Finitos (véase el Apartado 5.1.2).

El Método de la Densidad de Fuerzas se basa en estudiar el equilibrio de una
membrana apoximandola a una red de cables, esto es considerandola como un con-
junto de barras o, en general, como un conjunto de elementos unidimensional que
trabajan solo a traccién. En el Ejemplo 2.4/ se comprobd que el resultado de este
método depende, en general, del mallado. A parte este inconveniente, la limitacién
mas importante es que el planteamiento discreto no permite definir los esfuerzos
de la membrana a priori. De hecho, reconsiderando la relacién (2.4)

tij = qijlij,

que proporciona el valor de la traccién en el tramo 7, se concluye que las mismas
tracciones dependen de las longitudes entre los nodos ij, es decir de la forma final
de la estructura.

Por otro lado el planteamiento continuo analiza la membrana por lo que verdade-
ramente representa: un continuo bidimensional. Esto permite (problema dual), a
diferencia de la red de cables, fijar a priori la distribucién de esfuerzos de preten-
sado de la membrana en todo punto de la misma.

En este apartado queremos discutir el comportamiento de los dos enfoques, dedican-
dole particular importancia a aquellos casos en los que tenga sentido comparar los
resultados. Para esto, seguiremos el siguiente esquema.

i FEstudio de un problema de borde rigido a través del planteamiento
discreto (resolucién del sistema “discreto” (2.9)).

ii Definicion puntual de los esfuerzos N.;, Ny, y Ny a partir de la
forma obtenida en el punto anterior.
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iii Ajuste al continuo de los esfuerzos N, Ny, y N, por medio de una
aproximacion polinomial de los esfuerzos puntuales anteriores.

iv Estudio de un problema de borde rigido a través del planteamie-
nto continuo utilizando las mismas condiciones de frontera y los
esfuerzos obtenidos en el punto anterior (resolucién numérica del pro-
blema dual con borde rigido, esto es del sistema “continuo” (5.15)).

El punto mas sutil de este proceso es, sin duda, definir adecuadamente los esfuerzos
Ny en término de las tracciones t;; de las barras (ii).

Fijémonos en las Figuras 6.3l y [6.4 que expresan, respectivamente, el equilibrio
tridimensional en el nodo i de las tracciones naturales A, B, C' y D (color negro
), v el mismo equilibrio entre las tracciones proyectadas a = (ag,ay), b = (bs, by),
c = (cz,¢y) y d = (dy,dy) (color azul).

A partir de la Figura 6.4, siendo el esfuerzo N, la fuerza en la direccién x dividida
por la longitud del lado sobre la que acttial, es natural la siguiente definicién para
los valores N,g:

ay + Cp
N.. =
xrx by‘i‘dy,
by +d,
6.1 Nyy_am+cm’
() N Gy oy
Y by+dy7
N betda
Y gy ey

Definidos los esfuerzos nodo a nodo, las expresiones continuas del “tensor” N,z se
obtienen aproximando los valores puntuales de cada esfuerzo por funciones polino-
miales?. Dichos polinomios no verifican, en general, todas las propiedades que ha

!Consideraciones andlogas pueden hacerse para los esfuerzos Ny,, Nyy v Ny
2Si f = f(x,y) es funcién real de dos variables reales, el n-polinomio aprorimante

de [ en D es aquel polinomio P, (z,y) := Z Aij:L'iyj de grado n tal que la integral

i,j=1...n
1+j=n

/ f(z.y) — Pa(z,y)d D,
D

sea minima.
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de tener el tensor o, esto es, un tensor simétrico® y tal que

Nx:v,a: + Nazy,y = 07
Naye 4+ Nyy,y = 0.

Una manera de “obviar” estas anomalias es, una vez fijado el polinomio aproximan-
te para el esfuerzo N, calcular N, y Ny, por integracién. Finalmente, debido a
la simetria del problema, y escogiendo, por ejemplo, polinomios de cuarto grado,
podemos fijar el siguiente tensor N,g

Ny = Az* + By* + C2?y? + D2 + Ey?> + F,
2
(6.2) Ny = —4Az%y — SCay” — 2Day,
1
Ny, = Gat + 60y4 + 6Az2y? + La® + Dy® + M,

siendo A, B, C, D, E, F, G, L y M constantes por determinarse.

6.2.1. Comparacion de algunos problemas resueltos por
el planteamiento continuo y discreto

A continuaciéon “pondremos en marcha” el proceso definido en los puntos i,
ii, iii y iv del apartado anterior. Fijaremos como solucion de referencia aquélla
calculada a través del planteamiento continuo* (y que identificaremos con zcon),
y definiremos el error e en el origen O entre esta solucién y la del planteamiento
discreto zg;s como
o — |Zcon - Zdis|

|Zcon’

En particular analizaremos dos ejemplos de borde rigido, uno definido en un do-
minio rectangular

R :=[-5,5] x [-2,2],
y otro en un dominio “curvilineo”
D:={(z,y) € R%talque —5 <z <5 A —1—0,04z% <y < +1+ 0,04z%}.

En el Ejemplo 6.1 (dominio rectangular R), consideraremos tres casos diferentes
del valor de la z a lo largo de OR: fijaremos un borde constante en y = F2 y
proporcional a 4% en & = F5 (caso (a)), un borde proporcional a y? en x = F5 y
proporcional a —z2 en y = F2 (caso (b)), y un borde proporcional a 4% en z = F5
y proporcional a —z2 en y = F2 (caso (c)). Al revés, en el Ejemplo 6.2/ (dominio
curvilineo D), sélo consideraremos el caso de un borde proporcional a 42 en x = F5
y proporcional a —22 en Yy = :F(0,04a:2 +1).

3Por lo que concierne la simetria, en el sistema (6.1) se podria coger la media de los
esfuerzos cruzados.

4La Observacién 5.6/ del Apartado 5.1.2, que garantiza la eficacia del enfoque con-
tinuo, justifica dicha eleccion.
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Figura 6.3: Idealizacién de las tracciones naturales y de las tracciones proyectadas
del nodo 3.

Ejemplo 6.1 (Resolucién del problema en un dominio rectangular).
(a) Forma de la membrana en el borde: parabdlico y constante.

Fijemos estos valores de z en el borde:

(6.3) z = 0,5y~2 st T = Fd,
z=2 st y=F2.

FEscogiendo para R una discretizacion del tipo (2k + 1) x (2k + 1) (en el
Ejemplo 2.4/ se comprobé que esta subdivision “acelera” la convergencia) y
calculando las relaciones del sistema (6.1), podemos afirmar (como profun-
dizaremos mds adelante) que en cada paso y en cada nodo de la malla
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Figura 6.4: Fuerzas en el nodo i y definicién del tensor.

se obtienen los siguientes esfuerzos “constantes™

N:cz = 2757
(6'4) ny = Nyx = 07
Ny, = 0,4.

En estas condiciones el wvalor numérico de la solucion zgs en el origen
O = (0,0) es 1,1785. Por otro lado, resolviendo a través del planteamiento
continuo el problema de Dirichlet que tenga los datos al borde y los esfuerzos
expresados respectivamente por los sistemas (6.3) y (6.4), obtenemos una
solucion aproximada zecon que en el origen vale 1,1826. El error relativo es,
entonces

= e m ] g6 108

| Zcon ‘

La Figura [6.5] ofrece el resultado grdfico de las dos soluciones.

5 . ’ . .
°No hace falta aproximar tales valores ya que obtendriamos polinomios constantes.
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(a) Solucién numérica: planteamiento dis- (b) Solucién numérica: planteamiento con-
creto. tinuo.

Figura 6.5: Resultado gréafico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

(b)

Forma de la membrana en el borde: parabdlico con concavidades
discordes.

Fijemos estos valores de z en el borde:

2 =0,5y> si © = TFb,
z=—0,042>+3 si y= F2.

Siguiendo la misma linea del caso anterior, obtenemos los siguientes esfuer-
208:

Nzx = 2757
Ngy = Nyz =0,
N,y = 0,4

Los wvalores aproximados de la solucion zqis Y zcon en el origen O = (0,0)
son 1,5875 y 1,5897. El error relativo es, entonces

. ‘Zcon - Zdis‘

e = =1,4-1073.

‘Zcon|
La Figura 6.6 ofrece el resultado grdfico de las dos soluciones.

Forma de la membrana en el borde: parabdlico con concavidades
concordes.

Fijemos estos valores de z en el borde:

2 =0,5y% si x = FH,
2=0,0422 +1 si y=TF2.
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(a) Solucién numérica: planteamiento dis- (b) Solucién numérica: planteamiento con-
creto. tinuo.

Figura 6.6: Resultado grafico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

Siguiendo la misma linea del caso anterior, obtenemos los siguientes esfuer-

208.
Nyw = 2,5,
N;By = Nya: =0,
Nyy = 0,4,

Los walores aproximados de la solucion zgis Y Zeon €n el origen O = (0,0)
son 0,7626 y 0,7755. El error relativo es, entonces

_ |Zcon - Zdis’

e = =1,6-10"2

|Zcon‘
La Figura 6.7 ofrece el resultado grafico de las dos soluciones.

Ejemplo 6.2 (Resolucién del problema en un dominio cualquiera).

Forma de la membrana en el borde: parabdlico con concavidades
discordes.

Fijemos estos valores de z en el borde:

z=0,5y% si x = F5,
z = —0,042% + 3 si y = F(0,0422 + 1).

A diferencia de antes y debido a que el dominio es curvilineo, la discretizacion
(2k 4+ 1) x (2k + 1) no ofrece en cada paso y en cada nodo de la ma-
lla una distribucion constante de esfuerzos; el valor de los esfuerzos paso a
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(a) Solucién numérica: planteamiento dis- (b) Solucién numérica: planteamiento con-
creto. tinuo.

Figura 6.7: Resultado grafico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

] :\“\:‘\<b‘ ;ﬁ—/‘/’/t
1] <:\"E-\"-’\« ‘Ka/ﬁ/ﬁ>
3= S S S G G
y 0]
E >—< 7T 4 — L NNN>
15 <”"‘;A»/‘;‘::: E:\:"\'”
14+ —1 L <
= =3
2= <’/I‘ T T 1 T T T T 1 T T T T ] T T 1 'I\'T;
5.0 25 0.0 -25 -5.0

Figura 6.8: Malla de 289 compuesta por cuadrangulos; caso k = 8.

paso y nodo a nodo va variando. Fijemos, entonces, la malla de la Figura
6.8. Calculando los polinomios aproximantes para los valores nodales de los
esfuerzos “discretos”, obtenemos las siguientes expresiones para los esfuerzos
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“continuos” (véase el sistema (6.2)):

Ny = 0,0092% + 0,435y* — 0,2122%y? — 0,2142% + 2,87y> + 3,932,
Nuy = Nyz = —0,03723y + 0,1412y3 + 0,429zy,

Ny, = —0,001z* — 0,035y* + 0,05622y* — 0,0042% — 0,214y> + 0,295.

En estas condiciones los valores aproximados de la solucion zqis Y Zcon €n €l
origen O = (0,0) son 1,5875 y 1,4246. El error relativo es, entonces

— ’Zcon - Zdis’ _ 0’114.

’ Zcon ‘

La Figura 6.9 ofrece el resultado grdfico de las dos soluciones.

5 -2
(a) Solucién numérica: planteamiento dis- (b) Solucién numérica: planteamiento con-
creto. tinuo.

Figura 6.9: Resultado grafico de la soluciones calculadas por medio del
planteamiento discreto y continuo.

Interpretacién de los resultados de los ejemplos

Los ejemplos analizados muestran que en circunstancias de dominios rectan-
gulares el proceso aqui considerado proporciona errores minimos entre la solucion
discreta zgis y la solucién continua zeon. Al contrario, el error que se obtiene en
casos de dominios con bordes curvilineos es sensiblemente mayor.

Para justificar tal comportamiento, fijémonos en la Figura [6.11] que identifica un
rectangulo discretizado por una subdivision del tipo A=L= 2k + 1. Dicha subdi-
visién conserva las relaciones entre los lados que definen los cuadrdn-
gulos de la malla o, lo que es igual, considerando el sistema (6.1), conserva
los esfuerzos. Comprobémoslo: partiendo de puntos equiespaciados en los bordes
verticales y horizontales, el resultado que se obtiene es un mallado compuesto por
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(5.2)

A U S
]

(=5,-2)

Figura 6.10: Caso de mallado rectangular: tracciones en las direcciones de los ejes.

rectangulos iguales en cada paso y semejantes paso por paso. En particular los

lados del rectangulo R miden r; = o y ro = % Con esta subdivisién e indepen-

dientemente del paso de mallado, la relacién entre r; y 9 es constante y vale 5/2.

Por tanto, al considerar estos problemas, los dominios rectangulares constituyen
casos singulares en que no sélo se pasa del discreto al continuo de manera inmedi-
ata sino, como se va a ver, exacta.

En este sentido, a partir de las tracciones en los cables de la malla, es posible
fijar el tensor de esfuerzos IN,g, que resulta ser diagonal y de componentes con-
stantes. Asi, tal y como reflejan la Figura 6.10 (particularizacién a estos casos de
la Figura [6.4)) y el sistema (6.1), se obtiene el tensor

Ay + Cy
(6.5) _ by +d,
W g+,

Ngy =0

Como puede apreciarse claramente, el paso de las tracciones de los cables a los es-
fuerzos de membrana se realiza aqui de manera correcta, ya que se cumplen todas
las condiciones puntuales y continuas de un tensor de traccién.

Por otra parte, al refinar el mallado, como las relaciones entre los lados se mantienen,
los esfuerzos no varfan. Esto significa, a la vista del planteamiento continuo (pro-
blema dual: fijados unos esfuerzos corresponde una forma tnica), que en estos
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casos discretos nos encontramos con la misma estructura con independencia del
refinamiento del mallado, esto es, como se conservan los esfuerzos, se conserva la
estructura. Esto explica la mejor convergencia de resultados al refinar la malla
para ciertos casos analizados al final del Capitulo 2], siendo ésta méxima para
dominios rectangulares.

En definitiva, los problemas discretos con dominio rectangular y este tipo de ma-
llado son casos singulares en los que si tiene sentido, en sentido estricto, su com-
paracién con los correspondientes continuos; tal como se ha hecho en los casos del
Ejemplo 6.1, con los resultados indicados.

Numero de nodos del mallado: K xk
Ndmero de nodos del mallado:  (k+1) X (k+1)
R= 4xR
(5.2)
R
R
0]
D
(-5,-2)

Figura 6.11: Subdivisién tipo N=A x A=LxL de un dominio rectangular.



Capitulo 7

Resumen y conclusiones

El

presente capitulo contiene el resumen final y las conclusiones del trabajo de

tesis doctoral titulado “Anadlisis matemético del equilibrio en estructuras de mem-

brana

con bordes rigidos y cables. Pasarelas: forma y pretensado”, desarrollado en

este documento.

7.1.

Resumen

La investigacién puede resumirse en los siguientes puntos:

Introduccién a las estructuras de membrana (en general y con aplicaciones
portantes; Capitulo [1)).

Asunto, motivacién, objetivos y estado del arte (Capitulo [2)).

Problema del equilibrio de membrana en la fase de pretensado, planteado
en la superficie de la membrana (continuo 2D en el espacio). Condiciones de
equilibrio plano y condicion de equilibrio espacial con dualidad entre forma
y esfuerzos (ecuaciones en derivadas parciales de los esfuerzos proyectados y
de la superficie; Capitulo [3).

Problema del equilibrio entre membrana y cable de borde. Equilibrio de
un cable. Interaccién entre cable y membrana. Condiciones de equilibrio en
el plano (esfuerzos proyectados). Condicién espacial (coincidencia entre los
planos osculador del cable y tangente de la membrana; Capitulo 3).

Planteamiento y discusién del problema directo en membrana (bisqueda de
esfuerzos / forma dada). Sistema de ecuaciones en derivadas parciales de
tipo hiperbdlico. Anélisis del problema con borde completo de tipo rigido.
Anélisis del problema con borde parcial de tipo cable (curvas caracteristicas;
Capitulo 4)).
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- Resolucién del problema directo en una serie de casos (en que el problema
estd bien puesto). Casos con planteamiento directo. Casos con planteamiento
mediante la funcién de Airy (Capitulo 4).

- Planteamiento del problema dual en membrana (busqueda de forma / es-
fuerzos dados). Sistema de ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico
(Capitulo 5).

- Discusién del problema dual con borde rigido (Dirichlet). Existencia y unici-
dad. Proceso de resolucién. Verificacién del proceso de resolucién: compara-
cién con casos de solucién explicita. (Capitulo [5).

- Discusién del problema dual con borde parcial de tipo cable. Unicidad y
proceso de construccion de la solucion. Resolucion de un caso concreto con
solucién aproximada conocida (Capitulo 5).

- Verificacién del proceso de resolucion del problema dual con borde rigido:
consistencia de resultados de los problemas directo y dual para los mismos
casos (Capitulo 6)).

- Comparacién entre los problemas discreto (malla de cables, 1D) y continuo
(problema dual, 2D) de bisqueda de forma de membrana. Interpretacion
del problema discreto a la vista del continuo. Consistencia de resultados de
ambos problemas en casos comparables (Capitulo 6)).

Los resultados numéricos y las graficas del trabajo, correspondientes tanto al pro-
blema de busqueda de forma a través del planteamiento continuo 2D como al
discreto 1D, se han obtenido ejecutando programas desarrollados en MATLAB y
MAPLE.

7.2. Conclusiones

La cuestion basica que justifica la investigacion se encuentra en la idea de
ampliar la aplicaciéon de las membranas a traccién a estructuras portantes de in-
genieria civil como, por ejemplo, las pasarelas.

Las ecuaciones de equilibrio de una membrana en la fase de pretensado (con-
siderada en la tesis come fase de referencia) se expresan, a través de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, en forma de producto de variables de esfuerzos
y variables de forma.

El planteamiento completo del equilibrio se alcanza aniadiendo las correspondientes
condiciones de contorno (compuesto por elementos rigidos o cables) a la ecuacién
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diferencial.

El analisis sobre la superficie de la membrana, desarrollado en esta tesis, establece
directamente una correspondencia forma-esfuerzos. Mds precisamente se comprue-
ba que el problema del equilibrio de una membrana, escrito en sus variables na-
turales (forma y esfuerzos, todo ello en el espacio), es equivalente a uno bastante
mas sencillo y manejable, en funcién de los esfuerzos proyectados, compuesto por
un sistema con dos ecuaciones de equilibrio plano y una ecuacién de equilibrio en
el espacio. Se trata de las siguientes relaciones:

Nygz + Nayy =0 (Equilibrio plano en z),
(7.1) Nyyy + Nyyo =0 (Equilibrio plano en y),
Nyzzze +2Npyz gy + Nyyz gy =0 (Equilibrio esfuerzos-forma),

siendo N,z los esfuerzos proyectados (sobre el plano de referencia xOy), biunivo-
camente relacionados con los reales, y z la forma de la membrana.

A partir de estas ecuaciones es inmediato considerar dos planteamientos natu-
rales que conducen a sendos problemas diferenciales, denominados aqui problema
directo (busqueda de esfuerzos) y problema dual (busqueda de forma).

Examinemos, entonces, dichos problemas, comenzando con el caso de borde to-
talmente rigido y siguiendo con el de borde compuesto en parte por cables.

Analisis de los problemas directo y dual en caso de
dominio con borde totalmente rigido

El problema directo se basa aqui en hallar el tensor de los esfuerzos en el interior
de una membrana, una vez que se hayan fijados la superficie de la misma (con
curvatura de Gauss negativa) y el valor del tensor en su contorno. La ecuacién
diferencial asociada a este problema es hiperbdlica y entonces, en general, no es
posible garantizar la existencia y la unicidad de la solucién.

Asi se ha presentado un ejemplo concreto que admite diversas soluciones en es-
fuerzos. Se trata del caso de un paraboloide hiperbdlico definido en un rectangulo
equilibrado por una serie infinita de esfuerzos de tipo sinusoidal.

No obstante, el problema se resuelve satisfactoriamente (esto es, se obtiene una
tnica distribucién de esfuerzos para la forma dada de la membrana) en algunos
casos en los que el dominio es rectangular y la superficie es un paraboloide hiper-
bdlico. De hecho, para estas hipotesis, se identifica el equilibrio con un problema
de propagacion de ondas en el que las condiciones de frontera se interpretan como
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condiciones iniciales o bien finales.

En el texto se han considerado dos ejemplos de superficie z(z, y) := —22 + c%y% y
dominio rectangular R = [—a, a] X [—b,b] (en metros) y se ha resuelto el sistema
(7.1), en un caso anadiéndole una condicién propia de las ecuaciones de ondas y
en otro utilizando la funcién de Airy.

Se obtiene, entonces, en ambas circunstancias la misma solucién analitica, dada
por el tensor de esfuerzos constantes del tipo

Nxm = 025
Ny, =1,
Nyy = 0.

En definitiva, una membrana con forma de paraboloide hiperbdlico en un dominio
rectangular, admite una unica solucidn posible de esfuerzos cuyo tensor es diago-
nal y de componentes constantes. En particular los bordes rigidos resultantes son
arcos parabdlicos de concavidad opuesta en una y otra direccién.

Otro resultado “positivo” para el problema directo se define en un dominio rec-

tangular R = [—a, a] x [~b,b] y utilizando la superficie z(z,y) := c1y* — c22?. Se
comprueba que, si ¢q, co, a y b son tales que ¢y = ?)’Zicz, existe una unica solucion
de esfuerzos del tipo

Now = 92,

Nyy =1,

Ngy = 0.

Por tanto, una membrana con la forma indicada (paraboloide hiperbdlico de cuar-
to grado en una direccién) en un dominio rectangular, admite una dnica solucion
posible de esfuerzos cuyo tensor es diagonal y una componente constante. A dife-
rencia del anterior, en este caso se ha de imponer una relacién entre el rectangulo
v la forma de la membrana.

El problema dual se basa aqui en hallar la forma de la membrana, una vez que
se hayan fijados su contorno y los esfuerzos. La ecuacién diferencial asociada a
este problema es eliptica y entonces es siempre posible garantizar la existencia y
la unicidad de la solucién fijando el valor de la membrana en el borde (condicién
de Dirichlet).

En algunos casos “ad hoc” se obtienen resultados analiticos de la solucién. En el
texto se han considerado dos ejemplos de dominio rectangular R := [—a, a] x [—b, b].
En el primer caso, cualquiera que sea el tensor de los esfuerzos N,g, si se fija la
zen x = Fa y y = Fb con valor constante se obtiene una forma plana para la
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membrana.

Al revés, si se fijan Nyz y Nyy tales que Npyh'(xz) = Nyyg”(y) (con h y g va-
lores espaciales de z en y = Fb y = Fa), se obtiene una membrana de la forma
z(z,y) = h(z) + 9(y) — h(Fa).

Por supuesto, para resolver el problema general (dominios y esfuerzos cualesquiera)
debe recurrirse a métodos numéricos.

Asi, en este trabajo se ha elaborado un proceso numeérico utilizando el Método
de los Elementos Finitos. Su respuesta es satisfactoria, en el sentido de comprobar
la regularidad de la solucién y, en particular, su estabilidad en funcién del mallado.
Esto es coherente con los resultados tedricos conocidos para el problema eliptico
de tipo Dirichlet, un problema con solucién unica y estable.

Asimismo, él proceso responde muy bien en cuanto a sus resultados en casos con-
cretos, comenzando por su excelente ajuste en los que tienen soluciones analiticas.

Pero, ademds, la utilizacién de este proceso numérico ha permitido la verificacién
cruzada entre resultados de ambos problemas, directo y dual. En este sentido, y
mas precisamente, se procedié aqui fijando los esfuerzos resultantes del problema
directo y buscando la forma correspondiente. La diferencia entre las formas asi
obtenidas y las fijadas en el problema directo resulta verdaderamente inapreciable.

Por otra parte, el Método de la Densidad de Fuerzas, clasico instrumento utilizado
en construccién para calcular la forma de la membrana, es aqui una referencia im-
portante. El método se basa en aproximar la superficie de la membrana mediante
una red de cables y estudiar el equilibrio en ella.

Por ello, se compararon los resultados del problema dual con los del Método de la
Densidad de Fuerzas. Las conclusiones de tal comparacion pueden resumirse asi:
cualitativamente, la comparacion en si sélo es coherente o, en otras palabras, tiene
sentido en casos de dominios rectangulares; cuantitativamente, precisamente en
estos casos proporciona errores inapreciables.

En fin, lo anterior sirve para destacar la idoneidad general, tedrica y tecnologi-
ca, de plantear el equilibrio y, en particular, la bisqueda de forma como problema
continuo de membrana. Tedrica, porque se confirma algo previsible: la imposibi-
lidad de definir adecuatamente (salvo casos singulares) el estado tensional de la
membrana partiendo inicamente de las tracciones de una red de cables inscrita en
ella. Tecnoldgica, por la posibilidad de partir de unos esfuerzos interesantes para el
buen funcionamiento en servicio de la membrana (en el método de la red de cables
las tracciones no se fijan; van asociadas a la forma resultante).
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Analisis de los problemas directo y dual en caso de
dominio con borde compuesto en parte por cables

Igual que ocurre para la membrana, se comprueba que el problema del equilibrio
de un cable de borde, escrito en sus variables naturales (forma y fuerza de traccién
en el espacio), es equivalente a otro mds simple y manejable, en funcién de las
variables proyectadas, compuesto por un sistema con dos ecuaciones de equilibrio
plano y una ecuacién en el espacio (que asegura la compatibilidad espacial del
equilibrio membrana-cable). Se trata de las siguientes relaciones:

fivV1+y? = Ny — y Ny = P, (Equilibrio plano en x),
(7.2) fov/1+y? = Nyy —y'Nyy = (yPr) (Equilibrio plano en y),
Zaw + 2209y + 24yy"? = 0 (Compatibilidad espacial de equilibrio),

siendo y = y(x) la proyeccién del cable sobre el plano Oy y P, la proyeccién de
su fuerza de traccién sobre el eje x.

Aqui en el problema directo el planteamiento es el siguiente: se escoge una super-
ficie (con curvatura de Gauss negativa), se calcula la forma de los cables y = y(x)
utilizando la relacién de compatibilidad y se hallan los esfuerzos N,z de manera
que se cumpla el sistema (7.1) en el interior y las primeras dos ecuaciones del
sistema (7.2) en el cable. Lo anterior implica que, en los bordes que son cables, la
carga repartida f = (f1, f2) es asimismo una incégnita.

Al igual que en el caso de borde totalmente rigido la ecuacién diferencial del pro-
blema es hiperbdlica. Si a esto le anadimos que las curvas que definen los cables
coinciden con las curvas caracteristicas de la ecuacion, el resultado que se obtiene
es un problema hiperbdlico con datos definidos sobre curvas caracteristicas, esto
es, en general, un problema no resoluble y mal planteado.

En el problema dual el planteamiento es el siguiente: se escoge un tensor de esfuer-
zos (de traccién), se calcula y = y(x) eliminando P, de las dos primeras ecuaciones
del sistema (7.2) y se halla la superficie z de manera que se cumpla el sistema (7.1)
en el interior y la ultima ecuacién del sistema (7.2) en el cable. Esto implica que la
funcién h = h(x), valor de la superficie en el cable (h(x) = z(z,y(z))), es asimismo
una incognita. Hay que indicar que la relacién de compatibilidad es equivalente a
la ecuacién z,y"” = h”, que es la expresién utilizada en los calculos.

Aunque la ecuacién diferencial siga siendo eliptica, dicho problema no corresponde
ni a un problema de Dirichlet ni a un problema eliptico estandar. De hecho la
formulacién considera un sistema diferencial con una condicién “atipica” sobre el
cable (justamente la relacién de compatibilidad).
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El planteamiento con este tipo de borde lleva entonces a considerar un “llamativo
y singular” sistema de ecuaciones cuyo interés llega a abrazar sin duda también la
rama de la matematica pura y, en particular, la Teoria de Ecuaciones en Derivadas
Parciales.

En efecto, la bisqueda bibliografica llevada a cabo sobre dicho sistema no ha sido
demasiado fructifera. De hecho la condicién de frontera expresada por la relaciéon
de compatibilidad (tercera ecuacién del sistema (7.2)) no es “estandar”, esto es,
no puede ser tratada como una condicién de Dirichlet o Neumann. Asi, si bien
un problema eliptico fuerte de Dirichlet o Neumann es siempre equivalente a una
ecuacion integral débil que “incorpora en si misma’ las correspondientes condi-
ciones de frontera, la condicién z 44 + 22,4yy’ + 24,y = 0 (0 bien z,y” = h”) no
parece poder tener la misma caracteristica.

Asi pues, todo parece indicar que, a partir de un planteamiento mecénico (e-
quilibrio entre membrana y cable), aparece un novedoso problema matemético
(problema de contorno de tipo eliptico).

En este problema (dual con cables de borde) se construyé la solucién mediante
un proceso numeérico, mientras que se argumenté su unicidad desde un punto de
vista analitico (utilizando instrumentos clasicos de E.D.P. como los Principios del
Maximo).

Precisando mas, la construccién de la solucién del problema sigue la linea del
Método de los Elementos Flnltos aprox1mando la membrana z y el cable A me-

diante funciones lineales: z = Z ziN;y h = Z h;N;. Al anular el residuo integral
=1 =1

definido por / (z4y" — K")N; T, se obtiene un sistema lineal en las incégnitas z;
I_‘C

y h;. Comparando este sistema con otro obtenido al considerarse las ecuaciones de
equilibrio (7.1)), se puede calcular numéricamente h y z.

A lo comentado hasta ahora sobre este problema cabe anadir que todo indica que
no existe un caso analiticamente resoluble al que referirse como punto de apoyo
(aparte del caso de membrana plana). Esto hace que el problema y su resolucién
sean, si cabe, més interesantes y estimulantes.

Ante tal situacion, la referencia tuvo que ser tecnolégica. Asi, sélo se estudié un
caso asimilable a la pasarela de Callds (referencia [29]), con esfuerzos parecidos:
esfuerzos constantes (y, consecuentemente, con cables de planta eliptica). Los re-
sultados obtenidos fueron semejantes a la solucién adoptada en Callis (solucién
aproximada, no sirviendo estrictamente como referencia). Por otro lado, la solucién
numérica que se obtiene presenta una cierta inestabilidad en funcién de la malla
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escogida.

En fin, como antes (bordes rigidos), podria hablarse aqui de la idoneidad gene-
ral del planteamiento del equilibrio de la membrana y, en particular, la buisqueda
directa de forma a partir de esfuerzos dados, como problema continuo. Incluso
cabria hacer mayor énfasis ante la aparente falta de alternativas similares.

Consideraciones finales y continuidad inmediata

Puede afirmarse que esta tesis ha sido desarrollada y presentada formalmente
recorriendo una “linea sutil” que separa al formalismo y al rigor matematicos del
pragmatismo y la intuicién ingenieriles. Esto se plasma sin duda en el lenguaje
utilizado, que se espera sea asequible a todos aquellos lectores familiarizados con
los conceptos y las herramientas del analisis matematico y la ingenieria estructural.

Por otro lado, recordando los objetivos globales que inspiraron y motivaron es-
ta investigacion, puede decirse que los mismos parecen haber sido bien cubiertos,
con un desarrollo completo de la tematica y, en lo posible, con las necesarias ref-
erencias a la tecnologia. Por supuesto, todo trabajo es susceptible de quedar mas
y mejor completo. A esto, y a dar idea de lo que podria ser su continuidad méas
inmediata, tratan de responder los parrafos que siguen.

Puede decirse que la investigaciéon aqui presentada ha marcado las bases del es-
tudio analitico sobre superficie del equilibrio en estructuras de membrana, para
la fase de pretensado, con el planteamiento directo ya conocido. A partir de aqui
cabe prever diferentes progresos, algunos de tipo mas bien tedrico pero sobre todo
de caracter practico, que interesa indicar al concluir este trabajo.

Asi, limitandonos al entorno temético de esta tesis y sin entrar en otros aspec-
tos de esta vertiente béasica de la linea de investigacién, entre los avances ahora
previsibles pueden citarse éstos:

- Estudio de la solucién del problema dual con cables como un posible prob-
lema de contorno de Neumann, no conocido a priori de modo explicito pero
construible.

- Estudio, relacionado con el anterior, de la estabilidad de la solucién numérica
del mismo problema con relacién al mallado.

- Estudios cercanos a la préactica del diseno de membranas, en interaccién
ya con otras fases, en particular la de servicio; por ejemplo, para definir
esfuerzos de pretensado interesantes (para conseguir la adecuada rigidez en
servicio y facilitar el proceso constructivo).
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- Estudio del pretensado introducido mediante cables, incluyendo como dato
la traccién P del cable, con las interacciones que se producen (rozamiento,
etc.) al tesarlos (aqui P ha sido tenida en cuenta, por supuesto, a través de
P,; pero quedaba fijada como resultado).

- Adecuacion de los procesos de cdlculo a situaciones més generales (dominios
no simétricos, etc.).
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Apéndice A

Elementos de (Geometria
Diferencial de curvas y
superficies

Este capitulo es un breve resumen de resultados clasicos de Geometria Di-
ferencial. Estudiaremos curvas y superficies del espacio euclideo R3. Para las
demostraciones o un anélisis a mayor profundidad consultar las referencias [10] y
[32].

A.1. Curvas de R3: el triedro de Frenet

Definicion A.1 Sea I = (a,b) C R wun intervalo abierto. Una curva regu-
lar de pardmetro x en R® es una aplicacion regular v : I — R3 (r(z) =
ri(x),ra(x), r3(x)) infinitamente derivable tal que

(A1) [I7 ()] =

r se llama parametrizacion de la curva. El soporte de la curva (o traza)
es el subconjunto de R® imagen de I a través v y denotado por C.

Indicaremos con P un punto genérico de la curva, esto es, la imagen a través de
r de z en I (P = r(z)). Cuando queramos fijar un punto particular de la curva
utilizaremos un subindice por el punto de la curva.

Esto nos lleva a la siguiente
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Definicion A.2 Si I = [a,b], se llama primer (respectivamente segundo) ex-
tremo de la curva C al punto del espacio r(a) = P, (respectivamente r(b) = By) y
diremos que C es una curva cerrada si r(a) =r(b).

Sea xg € I. El nimero real dado por

t: I —-R

w/ 1#(6)]] d6,
o

define la funcién longitud de arco y la t(z) es justamente la longitud de la
curva entre los puntos P = r(z) y Py = r(zg). t € C* y, siendo r regular,
t'(x) = ||r(z)]| > 0 (Va < x < b), es decir ¢ es funcién invertible entre I y
J = t([a,b]). Indiquemos con z(t) su inversa. Si escogemos t como pardmetro de
7, se obtiene

I+l = @)l = l#@ 2O = T 1, v e
t'(x)
Si||r(z)]| =1 V x € I, entonces la parametrizacién de r se llama natural o

abscisa curvilinea.

Todo ello conlleva a la siguiente

Proposicién A.3 Sir : I — R3? es una curva reqular, existe siempre una repara-
metrizacion natural de r.

Si r es una curva parametrizada por su abscisa curvilinea, se define vector uni-
tario tangente en t a la curva el siguiente:

(A.2) t(t) =7 (t), YVt e I.

Definicién A.4 Sear : I — R? una curva parametrizada por su abscisa curvilinea
t. El nimero k(t) := ||#*(t)|| define la curvatura de r ent.

En un punto en que x(t) # 0, estd bien definido un vector n(t) en la direccién #(t)
mediante la relacién #(t) = k(t)n(t).

n(t) se llama vector unitario normal ent a r y es ortogonal a t(t).

Para ultimar, es posible definir el vector unitario binormal a r en t:

(A.3) b(t) := t(t) An(t).
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Definicién A.5 Sear : I — R? una curva parametrizada por su abscisa curvilinea
t tal que #(t) # 0, t € I. El nimero 7(t) definido por b(t) = 7(t)n(t) define la
torsion der ent.

Generalicemos, sin entrar en detalles, los resultados y las definiciones dadas al caso
en que la curva no esté necesariamente parametrizada por su abscisa natural.

Dada una curva r su vector unitario tangente, normal y binormal estian
definidos por

x) = "(z) x
(A4) t(z) = @) Vo el,
n(z) = t(z) x
(A.5) (x): @ Vo el,
y
(A.6) b(z):=t(x) An(x), Vo e€l.

Es posible, ademas, calcular la curvatura y la torsién en términos de r en un punto
x. M&s precisamente

_ @) A#@
A7 = i@
y
_ ldetff(e). ), 7 (o)
A TR AR

En conclusién, por cada punto P de una curva regulara C C R?® parametrizada
por r = r(x), es siempre posible definir una terna de vectores

(A.9) (t(2), n(x), b(z)),

que forma una base ortonormal de R? y que “sigue” la curva punto a punto: es-
ta base se conoce con el nombre de base mdwvil de la curva o triedro de Frenet.

Escogiendo, ademas, de dos en dos los vectores de la base movil de Frenet, se
pueden definir tres distintos planos:

plano osculador, el definido por los vectores t y n,
(A.10) plano normal, el definido por los vectores n y b,

plano rectificante, el definido por los vectores t y b.

Los escalares que acabamos de definir (la curvatura y la torsién) tienen un preciso
significado geométrico:
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- k mide en cada punto la desviacién de la curva r con respecto la recta
pasante por este punto y de direccién la tangente ¢, o bien mide la variacién
de direccién del mismo vector tangente ¢;

- 7 mide en cada punto la desviaciéon de la curva r con respecto al plano
osculador por este punto, o bien mide la variacién de de las direccién de los
vectores t y n.

A.2. Superficies de R®: la curvatura de Gauss

Definicién A.6 Sea D un subconjunto abierto y acotado contenido en R%. Una
superficie regular de pardmetros (x,y) en R? es una aplicacion ¢ : D — R3
(p(z,y) = (p1(z,y), p2(z,y), p3(x,y))) infinitamente derivable tal que

(A.11) rang (J) =2, V (z,y) € D,

stendo J la matriz Jacobiana de ¢ dada por

Plaz Ply
(A.12) Ji= | p2a w2y
Y3,z P3y

@ se llama parametrizacion de la superficie. El soporte de la superficie
(o traza) es el subconjunto de R® imagen de D a través ¢ y denotado por S.

Indicaremos con P un punto genérico de la superficie, esto es la imagen a través

de ¢ de (z,y) en D (P = ¢(z,v)).

Dada una superficie ¢ sus wvectores tangentes estian definidos por
To(z,y) =@, V(z,y) €D,
Ty(xay) = 90,y7 V (-’L',y) € D.

Estos dos vectores definen en cada punto el plano tangente a la superficie que
indicamos con Tp(S).

(A.13)

Multiplicando vectorialmente T (z,y) y Ty(z,y), se define el campo de ver-
sores normales a la superficie:

T.(x,y) NTy(x,
(A.14) N(z,y) = L@y ATa(z,y)
Si por un lado el comportamiento de una curva respecto de su vector tangente esté

bien definido en funcién de su curvatura s en cada punto, por el otro el problema
de cémo las superficies se “alejan” de su plano tangente es méas complicado.

Empecemos el estudio con las siguientes
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Definicion A.7 Se llama primera forma fundamental I aquélla tal que su
matriz de representacion es:

E F
(A.15) I .= <F G) ,
siendo
(A.16) E=¢p, ¢, Fi=¢, ¢, G=¢, ¢,

Fquivalentemente, se llama seqgunda forma fundamental I1 aquélla tal que su
matriz de representacion es:

L M
(A.17) II .= (M N> ,
siendo
(A.18) L:=N-¢,, M:=N-p,, N:=N-p,.

Estas dos formas contienen mucha informacion a cerca de la geometria de la su-
perficie S C R? en un entorno de un punto genérico:

Definicion A.8 Sea e € Tp(S) un versor tangente a la superficie S en el punto
P. La curvatura normal (o simplemente curvatura) en la direccion e es el
escalar

(A.19) K(e) :=1II(e,e).
Pongamos
(A.20) SL(S):={e € Tp(S) : |le|]| = 1}.

La curvatura normal, siendo una funcién
(A.21) K:SL(S) =R,

continua y definida en un conjunto cerrado y limitado, tiene en ello un maximo y
un minimo. Estos dos valores reciben el nombre de curvaturas principales, y a
las direcciones a lo largo de las cuales K toma el valor de las curvaturas principales
se les denominan direcciones principales.

Sean K1 y Ko las curvaturas principales, entonces
Definicion A.9 La curvatura de Gauss de una superficie S en su punto P es,
(A.22) K(P):= K1 Ko

La curvatura media de S en P es,

:/{/1-1-/{2

(A.23) H(P): ;
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Para calcular explicitamente K(P) y H(P) utilizando la primera y la segunda
forma fundamental podemos utilizar las formulas sucesivas:

LN — M?
(A.24) K(P) «— m,
EN +GL—-2FM
(A.25) H(P) = == p6— )

Observacion A.10 Recordamos la desigualdad de Schwarz. Para cada vector
x ey de R", vale

(A.26) -yl < [lz[l|lyll,

y vale el signo de igualdad si y solo si los dos vectores son paralelos.

En (A.24) y (A.25) el denominador es siempre positivo. De hecho,
EG = F? =|l¢.|Plle,|I* = (0. 0,)*

Siendo ¢, y @, linealmente independientes, se tiene EG — F?2 > 0.

A partir de todo ello, clasifiquemos los puntos de una superficie en funcién de su
curvatura de Gauss o media.

Un punto P € S se dice eliptico si K(P) > 0.

Un punto P € S se dice hiperbdlico si K(P) < 0.

- Un punto P € S se dice parabdlico si K(P)=0y H(P) # 0.

Un punto P € S se dice planar si K(P) =0y H(P)=0.
A partir de esto se tiene la siguiente

Definicion A.11 Una superficie regular S se llama superficie minimal si y sélo
81 su curvatura media H es identicamente nula.

Otra util representacién de las superficies minimales se exprime en la siguiente
Proposicion A.12 Si la grdfica de una funcion reqular z = z(z,y) define una
superficie minimal S, entonces z verifica la siguiente ecuacion de las superficies

minimales (o ecuacion de Lagrange):

(A.27) (14 22) 20 — 2zayzazy + (L4 23) 24y = 0.
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Observacion A.13 A partir de la Definicion [A.11], se puede afirmar que en una
superficie minimal K < 0. De hecho en las superficies minimales todos los puntos
son hiperbolicos o planares ya que si H = 0 las dos curvaturas principales son
opuestas: K1 = —Ra (eventualmente, K1 = K2 =0).

Notemos, ademds, que los coeficientes

1+ z?x,

Ry,

1+ 22
7y’

de la ecuacion (A.27) coinciden, respectivamente, con los coeficientes E, F' y G de
la primera forma fundamental asociada a una superficie @ parametrizada por

QO(.%', y) = (.%', Y, Z(x7 y))

Tale forma, identificada con la siguiente matriz de representacion

Io— E F _ 1+ z?x 222y
’ F G Zazy 1+ Z?y ’
es definida positiva.

En definitiva la ecuacion (A.27) “expresa” una correspondencia entre la pos-
itividad de la primera forma fundamentel I y la curvatura de Gauss
K (no positiva) de las superficie minimales que reseulven la misma
ecuacion.
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Apéndice B

Elementos basicos sobre las
Ecuaciones Diferenciales en
Derivadas Parciales de R?

En este capitulo estudiaremos y clasificaremos las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales del sequndo orden. Para las demostraciones o un andlisis en
mayor profundidad consultar las referencias [7], [9], [11] o [38].

B.1. Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Par-
ciales (E.D.P.): aspectos generales

Sean dadas A, B, C'y ® funciones regulares: una ecuacion diferencial en
derivadas parciales (E.D.P.) casi-lineal del segundo orden en la variable
u = u(z,y) tiene una expresion general del tipo:

(B.1) Az, y)u gz + 2B(2,y)U gy + C(2, yY)Uyy + P(z,y,u, Uz, uy) = 0.
Si existen cuatro funciones D, E, F y G de C*®(R?) tal que
¢ = D(z,y)uys + E(x,y)uy + F(z,y)u+ G(z,y),
entonces hablamos de una ecuacion diferencial lineal del segundo orden.
La ecuacion considerada tiene, generalmente, infinitas soluciones, por lo que para

garantizar la “eventual” unicidad, la funcién u(x, y) tiene que satisfacer condiciones
adicionales (condiciones de Cauchy) a lo largo de una curva plana I' C R2.
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B.2. Problema de Cauchy y curvas caracteris-
ticas: clasificacion de las E.D.P.

De acuerdo con la Proposicién [A.3) sea r una curva plana contenida en R?
y parametrizada por su abscisa curvilinea ¢, dada por

Jri=n), con ()2 4 o (£)2 = t = (r1,72),
F'{yzz ro(t), 1O+ R0 =1, {n:(h,h).

La cuestién que ahora nos planteamos consiste en encontrar una soluciéon u =
u(x,y), de la ecuacién (B.1) y que verifique las condiciones de Cauchy siguientes:

u(ri(t),r2(t)) = u(t); wa(ri(t),ra(t)) = p(t); wy(ri(t), r2(t)) = q(t).

En tales condiciones las funciones u(t), p(t) y ¢(t) no pueden darse arbitrariamente,
sino que estan relacionadas con 71 (t) y r2(t) de la siguiente forma

W(t) = uari(t) +uyra(t) = p(t)ri(t) + q(t)r2(t).
Por otra parte tendremos que, si tal solucion u existe, debe satisfacer las ecuaciones

{p'@ = U071 (t) + Ugyfa(t),
q'(t) = uyat1(t) + uyyra(t).

Obtenemos, asi, el sistema lineal en las incégnitas u gz, U zy ¥ U yy

7"1 7.“2 0 uwx (0]
0 7 7 Ugy | = p/(t) y
A 2B C U gy q(t)
que tiene solucion si
71 T9 0
det 0 7'“1 7;'2 75 0,
A 2B C

0 equivalentemente si
A(9)? = 2Bior1 + C(i)* # 0.

Por tanto sobre una curva que satisfaga esta propiedad los datos de Cauchy wu(t),
p(t), q(t), r1(t), y r2(t) determinan las derivadas segundas de u. Derivando respecto
de z, y considerando

P(t) = wge(r1(t), m2(1)),

4(t) = ugy(ri(t), ra(t)),
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tenemos el sistema lineal en las incégnitas u zze, Ugry ¥ U zyy :

rt rg 0 U xxx (i)
0 71 79 Ugay | = | /() |, (P funcién de A, B, C'y u),
A 2B C U zyy q’zt)

que tiene solucion si

12 0
det 0 T"l 7'“2 7& 0,
A 2B C

o equivalentemente si
A(2)? — 2Brory + C(1)* # 0.

En este caso podemos despejar estas derivadas terceras de la u sobre nuestra curva
y asi sucesivamente. Esto nos permite construir una solucién formal en serie de

potencias de (z — 1Y) y (y — r9), en un punto (r{,7J) de la curva.

Podemos, entonces, afirmar que u(x,y) es desarrollable en serie de Taylor a partir
de las condiciones de Cauchy, si y solo si

A(79)? = 2Bigiy 4+ C ()% # 0.

Definicion B.1 Una curva caracteristica para una E.D.P. casi lineal del tipo
(B.1) es una familia de curvas que resuelve la ecuacion diferencial ordinaria si-
guiente:

A(rg)? = 2Biaiy + C(i)* = 0,

o bien, escogiendo ri(x) =z y ro(x) = y(z),

B(z,y(x)) F v/ B(w,y(x))* — Alz,y(«))C (=, y(z))
Az, y(x)) '

(B.2) Y (z) =

El signo de la expresion B(x,y(r))? — A(x,y(x))C(z,y(x)) determina el tipo de
E.D.P. Més precisamente:

- si B2 — AC > 0, existen dos familias de curvas caracteristicas: la ecuacién
es de tipo hiperbdlico;

- si B2 — AC = 0, existe una familia de curvas caracteristicas: la ecuacién es
de tipo parabdlico;
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- si B2 — AC < 0, no existe ninguna familia (real) de curvas caracteristicas:
la ecuacion es de tipo eliptico.

A raiz de todo ello se puede concluir lo siguiente:

Conclusién B.2 (acerca de una E.D.P. hiperbélica).

El problema de Cauchy para una E.D.P. hiperbdlica esta bien definido a lo
largo de una curva I' C R? si y sélo si la curva no coincide con ninguna
de las curvas perteneciente a una de las dos familias de caracteristicas del
problema.

Conclusion B.3 (acerca de una E.D.P. parabdlica).

El problema de Cauchy para una E.D.P. parabdlica estd bien definido a lo
largo de una curva I' C R? si y sélo si la curva no coincide con ninguna de
las curvas perteneciente a la familia de caracteristicas del problema.

Conclusién B.4 (acerca de una E.D.P. eliptica).
El problema de Cauchy para una E.D.P. eliptica esta bien definido a lo largo
de cualquier curva I' C R2.

B.2.1. Propagacion de singularidades

En esta seccién veremos que las curvas caracteristicas estan relacionadas con
la propagacién de cierto tipo de singularidades de la solucién de una E.D.P.

Consideremos una E.D.P. casi lineal definida en un abierto D del plano R?
L(u) := Az, y)uze + 2B(x, Y)Uzy + C(z,y)Uyy + P(T,y, U, Uz, uy) =0,

donde T' = {(r1(t),r2(t))} es una curva del abierto D tal que D \ T sea la unién
disjunta de dos abiertos X e Y. Consideremos una funciéon u en D, tal que u = u;
en X yu =ugenY,conu; y us regulares y soluciones de la E.D.P. respectivamente
en X UT eY UT. Ocurre, por continuidad, que para todo ¢

uy(ri(t), r2(t)) = uz(r1(t), r2(t)),
(B3) u17x(r1(t),r2(t)
ut,y(r1(t), m2(t)

Sean
811(t) = U142 (r1(t), 2(t)) — u2,22(r1(2), m2(2)),
512(t) = w12y (r1(t), r2(t)) — w2,y (r1(t), 72(2)),

s22(t) = u,yy(r1(t), r2(t)) — uyy(ri(t), r2(t)),
los saltos de las derivadas segundas a lo largo de I'. Operando obtenemos:

=Uu
=Uu

0 = 71811 + 72512,
0 = 71512 + 12522,
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lo cual implica que

71 71 ]
(B.4) S$12 = — 511, 8§22 = — 512 = —5511-
) r 75

Por otra parte considerando L£(u1) — L(ug) = 0 sobre la curva, teniendo en cuenta
(B.3)), sigue que
As11 +2Bs12 + Csop = 0,

lo cual implica que

1 12 0 511 0
0 7:’1 7.“2 S12 = 0
A 2B C S99 0

Todo ello conlleva a que, si el determinante de la matriz es no nulo (es decir la curva
no es caracteristica), hay solucién tnica sog = 0 y no hay saltos en las derivadas
segundas, por lo que nuestra solucién u serd de clase C2, pero si el determinante se
anula, la curva es caracterstica y en tal caso encontrarfamos una soluciéon no nula
para los saltos, es decir unas singularidades a lo largo de las curvas caracteristicas.
Observemos que, por lo tanto, el salto en un punto determina el salto en cualquier
otro punto. Por ejemplo si en un punto ¢y no hay salto, s11(¢9) = 0, no lo hay, segiin
la (B.4), en ningin punto: s12 = sg2 = s11 = 0; es decir las derivadas segundas de
ambas soluciones coinciden y u serd de clase C?.

B.3. Formulacién variacional de algunos pro-
blemas de contorno de tipo eliptico

Sea D C R? un dominio acotado y regular con frontera 0D = I, soporte de
una curva plana. Un operador eliptico simétrico en forma de divergencia
en D esté definido por:

2
(B.5) Lui=— ) (aague)s=div(A-Vu), aqs € C™(D),

siendo

_ fa11 a2 _
A= , COnN aje = asj.
a1 Q2

Ademas L verifica las condiciones de elipticidad si y sélo si existe un niimero
a € Ry tal que

2

(B.6) Z anpéalp = (A-€)-€>all€|?, V¥ (v,y) € D, V¢ € R
a,B=1

Se define, a partir de lo dicho, el siguiente
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Problema B.5 (de Dirichlet). Sea dado el operador eliptico en forma de diver-
gencia (B.5). Por cada funcion f asignada en D y g en I' = 0D, hallar u tal
que

(B.7) Pp {Eu =/ en D,

u=g en I.

Con el objetivo de dar algunos resultados principales para el Problema B.5, defi-
namos el siguiente conjunto de funciones:

(B.8) K :={v € HY (D) tal que v —g € Hj(D)}.
Es importante distinguir dos tipos de solucién.

Definiciéon B.6 Una solucion fuerte o (cldsica) para el Problema B.5 es una
funcion u de clase C? tal que verifique punto a punto el sistema (B.7).

Definicién B.7 Una solucion débil para el Problema B.5 es una funcion u €
K tal que

(B.9) /D(A-Vu)~VvdD—/vadD, Y v e HYT).

El resultado fundamental es:

Teorema B.8 (de existencia y unicidad por el Problema de Dirichlet). Sea dado
el operador eliptico en forma de divergencia (B.5) tal que verifique la condicion
(B.6). Para cada funcién f € L*(D) yg € CYT) existe una tinica solucion débil
u € K del Problema B.5| dada por

(B.10) u = 5%1'%]:(1)),
(B.11) F(v) ::;/D(A-V’U)-VUdD—/DfUdD,

siendo K el conjunto de funciones definido por la expresion (B.8).

En particular si g =0 (caso homogéneo ), entonces

1
(B.12) u= min {/(A-Vv)-VvdD—/ fvdD}.
veHy(D) | 2./p D

Es importante subrayar que una solucién fuerte, que es la 1til y la adecuada para
todos los problemas diferenciales de este estilo, es también débil pero la asercion
opuesta es en general falsa: depende de los datos del problema. Més precisamente,
se podria demostrar esta
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Proposicién B.9 (Retorno a una solucién fuerte). Si u € C?(D) es una solu-
cion débil del Problema B.5| entonces es también solucion fuerte.

Para terminar el asunto, hace falta garantizar, entonces, un cierto grado de regu-
laridad para la solucién débil.

Teorema B.10 (Regularidad para el Problema de Dirichlet). Sea D un dominio
regular con frontera T acotada. Sea f € L*(D) yu € HY(T'p) una solucion débil
de Problema B.5. Entonces u € H?(D). Ademds si D es de clase C"™"2 y si
f € H™(D), entonces u € H™2(D).

Los resultados de regularidades estdan estrictamente relacionados con el siguiente

Teorema B.11 (Inmersiéon de Rellich-Kondrachov-Sobolev). Si D es un abierto
de R? de clase C' con T acotada, entonces

(B.13) H™D) c ™ Y(D).

La relacion (B.13) y el resultado de regularidad del Teorema B.10, nos garantizan
que con solo escoger los datos correspondientes de clae m = 1, la solucion débil u
es H?, esto es C?, entonces cldsica por las consideraciones hechas en Proposicién
B.9. En particular, si D es de clase C* y f € C, u es cldsica y pertenece a
Cc*.

B.3.1. Principios del maximo para problemas elipticos

En este apartado daremos dos importantes teoremas.
El primero es conocido como Principio del Mdzimo Débil (referencia [14]).

Teorema B.12 (Principio del Maximo Débil). Sea L el operador eliptico (B.5)
definido en un dominio regular D y tal que verifique las condiciones (B.6). Supong-
amos que

Lu>0 (Lu<0) enD,

siendo u € C%(D) N CY(D). Entonces u alcanza su mdzimo (minimo) en OD, es
decir

supu = supu (inf u = inf),
D r D r

o bien, siendo u continua hasta el borde,

Una de las multiples aplicaciones de este teorema es la siguiente
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Observaciéon B.13 (Estabilidad del Problema de Dirichlet). Siu es una cualquiera
funcion continua en D se tiene

u < maxu.
D

En particular si u resuelve el Problema B.5, debido al Teorema B.12

u < supu = supu = sup g.
D r r

Consideremos ahora dos funciones g1 y go de CO(T) “cercanas” la una a la otra,
esto es, tales que e

g1 —92HL°<>(P) = mlgiX!m —g2l<e enT,

siendo € un niumero real pequerio y positivo. Sean, en estas condiciones, uy Yy uso
las soluciones respectivamente de los problemas

{,Cul =fenD, {Euz =fenD,
Yy

u; =gy en L. us = go en .

La funcidn u := uy — ug verifica el problema

Lu=0enD,
u=g;—go enl.

Debido al Principio del Maximo Débil se ha
[ oo (D) = max U < mdx u = mFéLX(gl —92) = llg1 — g2l (1),

y, en particular,

Hu1 — 'LLQHLOO(D) = méx|u1 — UQ’ = méx|ﬂ] § méx\ﬂ]
(B.14) P b r
= mdx g1 — 92| = llg1 — g2l (r) <&

Dicho de tra forma, la desigualdad (B.14) demuestra la dependencia continua
de la solucién con los datos de contorno para el Problema B.5, esto es, si
los datos de frontera varian poco entre ellos, la misma conclusion vale
para las soluciones.

Dediquémonos ahora al Principio del Mdximo Fuerte. Ante todo hace falta una
definicion.

Definicién B.14 Un dominio D de R? se dice satisfacer la condicion de esfera
interior en un punto del plano (xo,y0) € 0D siy sdlo si existe una circunferencia
B C D tal que (x0,y0) € OB.
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A partir de esta definicién es poible demostrar el siguiente teorema (Principio del
Mdzimo Fuerte, consultese la referencia [14]).

Teorema B.15 (Principio del Maximo Fuerte). Sea L el operador eliptico (B.5)
definido en un dominio D y que verifique las condiciones (B.6). Sea (zo,y9) € 0D
tal que

(i) u sea continua en (xo,yo);
(i) w(zo,yo) > u(x,y) (u(zo,yo) > u(z,y)) por cada (z,y) € D;
(iii) D satisfaga la condicion de esfera interior en (xo,yo)-
Entonces, si Lu >0 (Lu < 0) en D, se tiene que
U, =Vu-n(xgy) >0 (v, =Vu-n(z,yo) <0),
siendo n la normal exterior a 0D.

Es importante observar que los dominios con “cierta regularidad” (por ejemplo los
dominios limitados cuya frontiera es una curva regular) son dominios que verifican
la propiedad de esfera interior a los cuales, entonces, es posible aplicar el Teorema
B.15l
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Apéndice C

Generalidades del Método de
los Elementos Finitos

El contenido de este capitulo se centra en los fundamentos generales del Método
de los Elementos Finitos.

C.1. Aspectos basicos del Método de los El-
ementos Finitos

El Método de los Elementos Finitos (abreviado M.E.F.)! es un método
numérico utilizado para la resolucién de ecuaciones diferenciales tipicas en proble-
mas de ingenieria y fisica.

Se basa en dividir el dominio en el que estd definido el problema en una serie
de subdominios o elementos finitos en los que, de un lado, se distinguen una
serie de puntos representativos llamados nodos y, de otro, se definen unas ciertas
funciones de forma; el conjunto de los nodos y de las adyacencias definen la
malla.

Los célculos se realizan sobre una malla creada a partir del dominio con pro-
gramas especiales llamados generadores de mallas.

1Véanse las referencias [18] y [40].
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C.2. Residuos ponderados y forma débil de
un problema eliptico de Dirichlet en R?

Con referencia al Apartado B.3| reconsideremos el Problema de Dirichlet
B.5:

Sea dado el operador eliptico en forma de divergencia (B.5). Por cada funcion

f asignada en D y g en I, hallar u tal que

u=g en I.

{Eu = —div(A-Vu)=f en D,
Pp:

La resolucion del sistema anterior equivale a la solucién del siguiente problema
en forma débil:

hallar u tal que
(C.1) /(Vv)-(A-Vu)dD:/ fvdD, Yv € H}(Tp).
D D

Como se expres6 en el Teorema B.8 del Apartado B.3l es posible resolver la
ecuacién (C.1), y su (tinica) solucién es

(C.2) u= gréi%}"(v),
(C.3) F(v) ::;/D(A-Vv)-VvdD—/vadD,

siendo K el conjunto de funciones definido por la expresion (B.8).

Actuando de forma numérica, aproximemos, ahora, la soluciéon u por la siguiente
expresion:

n
U~ Z Nj(z,y)uj,
j=1
siendo n el nimero total de nodos que componen la malla, u; los valores nodales
incdgnitos de la funcién u, y que componen el vector n-dimensional u, y N; las
funciones de forma lineales de clase C” que valen, en cada elemento, 1 en el nodo
j y 0 en los de mas. Escogiendo, ademds, v = INV;, al sustituir en la ecuacién (C.1)

se obtiene el sistema
Ku=f,

siendo
(K)ij = Kij = / (VN;) - (A-VN;)dD,
D
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(f)i=fi= /DfNidD-

n
Si la interpolacion u ~ Z Njuj no cumple las condiciones de contorno de Dirich-
j=1
let, es posible imponerlas utilizando algunos métodos adecuados: aqui utilizaremos
el Método de los multiplicadores de Lagrange que explicaremos brevemente
a continuacion.

Si indicamos con m los nodos pertenecientes al borde de D y que definen los
“puntos vinculados” de la funcién u, es posible definir

m

9= Nj(x)gj,

j=1

siendo g; los valores nodales conocidos de la funcién g, y que componen el vector
m-dimensional g, y N; las funciones de forma lineales de clase C° que valen, en
cada elemento de borde, 1 en el nodo j y 0 en el otro.

Como consecuencia de ello la ecuaciéon u = g en I' puede expresarse de forma
matricial como sigue:
Au =g,

siendo A € M, ,(R) una matriz compuesta de “unos y ceros” y que relaciona la
u con su valor al borde g en un cierto punto j. Con estas notaciones el sistema de
ecuaciones resultante del problema de extremos es

K AT|[u f
(c4) HEsINEHE
es decir
u = Gg,
con G matriz inversa de
K AT
AT o0 |’

O,, matriz cuadrada m dimensional compuesta por todos ceros y A vector de R™
de los multiplicadores de Lagrange.
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Apéndice D

Coeficiente de amortiguamiento
(Método de Relajacién
Dinamica)

Se considera el sistema dindamico simple indicado en Figura D.1. El cuerpo de
masa m se mueve, bajo la accion longitudinal a lo largo de la direcciéon x de un
muelle de constante eldstica k, sobre un plano que presenta un amortiguamiento
dado por zc, siendo ¢ funcién del material del cuerpo y del suelo. En ausencia de
fuerzas exteriores, la ecuacion dindmica es

Pt it —z=0.
m- m

Poniendo

k c
W= = y 2w = —,
m m

se tiene la siguiente ecuacion del movimiento en funcion de la pulsacion w y del
coeficiente de amortiguamiento (:

&+ 2wi + w?r = 0.

Siendo
A2 4+ 20wh +w? =0,

la ecuacion caracteristica correspondiente, obtenemos las siguientes raices:

M2 =w(—CF V2 -1).

- Si|¢| > 1, existen dos soluciones reales para A correspondientes al movimien-
to

siendo pt = 1/¢2 — 1y Ay B constantes reales.
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cx , fuerza de amortiguamiento

Figura D.1: Sistema dindmico con muelle y amortiguamiento.

- Si |¢| = 1, existe una tinica solucién real para A correspondiente al movimien-

to
z(t) = [A+ Btle™",

siendo A y B constantes reales.

- Si |[¢| < 1, existen dos soluciones complejas para A correspondientes al

movimiento
z(t) = (Acosvwt + Bsinvwt)e S,

siendo v = /1 — (2 y A y B constantes reales.

Se suele hablar de amortiguamiento critico cuando ( = 1. Se obtiene, asi
C —otw=2x1x2nf=drf,
m

siendo f la frecuencia fundamental. Finalmente

c=4mmf.



