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IHTRODUCCIOH 

Humerosas álgebras de funciones, importantes en Análisis, 

se obtienen al imponer condiciones de crecimiento a funciones 

de un determinado espacio y dotarlas de una topología adecuada 

a dichas condiciones. Algunas veces se obtienen álgebras de Ba -

nach a las que es aplicable la teoría de Gelfand; otras veces 

son álgebras localmente multiplicativamente convexas, es decir 

espacios localmente convexos dotados de un producto continuo y 

que poseen una base de entornos m-convexos { convexos e idem -

potentes para el producto ), las cuales son límites proyecti -

vos de álgebras normadas y a las que, en consecuencia, es a -

plicable la teoría citada, debidamente generalizada. Noso 

tros estudiaremos, aquí, un álgebra topològica de funciones ana

líticas que, por la naturaleza de las condiciones de creci -

miento, no es límite de álgebras normadas, procurando poner 

de manifiesto las propiedades más generales que se manejan, pa -

ra que el estudio sea utilizable para otras álgebras análogas. 

En el Capítulo I se introduce el álgebra E de las 

funciones enteras de orden, menor o igual que ^ , dotada de 

una topología natural, y se establecen las propiedades de es -
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ta topología que se necesitarán más adelante! topologías lo -

cálmente convexas de este tipo y otras análogas, habían ya 

sido consideradas por ejemplo en [15] y en t3] donde de mo -

doespecial se establece el hecbo de que sean nucleares. 

El Capítulo IX trata a E**" desde el-punto de vista de 

álgebra, estableciendo en especial la continui'dad de la de -

rivaci6n y del paso al inverso. 

En el Capítulo III se considera el espacio de sucesiones 

asociado a E probando gue su topología normal coincide con 

la original y deduciendo de ello la densidad de los polino -

mios en E , lo qne dice qp.e el espectro de caracteres de 

esta álgebra es el plano complejo. 

En el Capítulo lY se estudian las propiedades más ligadas 

a la naturaleza de las funciones de E*^ : cuestiones de acota -

ci6n y convergencia de productos infinitos y de la descompo -

sicidn de Hadamard de estas funciones. Los resultados obteni -

dos se aplican a caracterizar los ideales cerrados de E*^ a 

través de sus ceros, obteniéndose en particular que el espec -

ti^ de ideales maximalés cerrados del álgebra coincide con el 

espectro de caracteres. La determinación de ideales cerrados 

había sido ya tratada para álgebras de funciones analíticas 

con condiciones de crecimiento en [5] , {l1 $ {Q1 , [s] y [lí] 

En el Capítiao Y se considera el problema de la inter -

polación de una sucesión dada por funciones de E |se intro -

duce un álgebra de sucesiones' dotada de una topología análoga 
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a la de E ̂  , en la que forzosamente hm de estar las suce -

siones interpolables y se prueba que tales sucesiones son den -

sas en ella, así como en el espacio de todas las sucesiones do -

tado de la topología producto» Los aétodos utilizados se apli -

can, también, a estudiar los cocientes del álgebra de las fun -

ciones enteras por un ideal cerrado. 

El Capítulo YI empieza con algunas condiciones para que 

un álgebra topoldgica sea un álgebra de fmciones enteras y 

pasa después a tratar los problemas de diirisidn e inversión 

de una sucesión convergente en tales álgebras, los cuales están 

ligados a la descripción d© los ideales cerrados ea álgebras 

satisfaciendo hipótesis análogas a las propiedades estudiadas 

en E • 

la notación utilizada en cuestiones relacionadas con 

las propiedades de las funciones enteras de orden finito es, 

en general, la de I12] fue, al igual que ll3lt contiene t o 

dos los resultados que se utilizan sin demostración. 



CAPITULO I LA TOPOLOGIA DE E*̂ . 

Designaremos siempre рог С el plano complejo у por E 

el álgebra de las funciones enteras, es decir analíticas so

bre C. Supondremos que E está dotada de la topología, que 

llamaremos ^ , de la convergencia uniforme sobre los com

pactos de C, con lo cual E es uü álgebra de Eréchet local-

mente multiplicativamente convexa, es decir su topología 

puede definirse por una familia de seminormas (en este caso 

normas) |рДпе.Н, verificando todas ellas p^(f .g) $ Pj^(f) .p^Cg) 

cualesquiera que sean f,g de E, o lo que es equivalente: el 

álgebra E es límite proyectivo de álgebras normadas (véase 

Para cada función entera f consideraremos la función 

г - — > H(r,f) - sup|f(2)|= sup|f(z)\ para r>/0 

coincidiendo ambas expresiones en virtud del principio del 

máximo. Evidentemente M(r,f) es una función creciente de r 

no acotada si f no es una constante. 

Se llama orden de la función entera f al ínfimo del 

'conjunto de niimeros h ̂  O, para los cuales es válida la de

sigualdad: 
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M(r,f) 4 exp(r ) para r^r^ , r^ conveniente 

Si no existe ningún h con ests condición se considera 

que f tiene orden infinito. El orden de f lo designaremos 

por to(f) y, en virtud de la definición, tenemos que si 

vjJ(f) = ^ entonces se puede asegurar que: 

£.>0 existe г^(£) tal que: M(r,f) ¿ exp(r^'^) si r^r^ 

Para las propieda des elementales del orden de una 

función entera puede consultarse [I2l y \,13\ vol. I. 

• Si oC es un mimerò (finito) no negativo designare -

mos por E*̂  al consunto de funciones enteras de orden no 

superior a oc ; es decir : 

f é E*̂  si у sólo si f 6 E у w (f) è ex. 

bas propiedades del orden de \ina función permiten 

al 

asegurar que E es un subespacio vectorial de E у tam -

bien una subálgebra .De las definiciones resulta inme -
diatamente que si o( < ̂  entonces E** c E** y que el ál -

gebra de los polinomios Clz] está contenida en E^ y por 

tanto en cualquier E , o i ^ o » 

Vamos a introducir en el álgebra E una topología 

natural : 

si f 6 E*^ entonces por la definición de este espa -

ció resili ta que el cociente 
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^¿i^^— ( í > O, cualquiera) 

está acotado,asintoticamente , por 1 • Pero dicho cociente 

está acotado para todo valor de r , porque si se verifica : 

como este cociente es función continua d© r también está 

acotado entre O y • 

Para cada f fc y £ > O, llamaremos : 

. -T^o expCr''*̂ ) exp( tzf*^) 

obteniéndose la -filtima igualdad haciendo \z\ = r • 

Es inmediato , a partir de la definición, que es 

una norma en E*^ ; en efecto: 

1) p^(f t g) é Pg(f) t V^ie) porque se cumple : 

M(r,f t g) ̂  M(r,f) t M(r,g) y dividiendo por 

expCr***̂ ) se obtiene la subaditividad. 

2) pJXf) =\X\.pJf) porque M(r,\f) r:m.M(r,f) 

3) p¿(f) = O M(r,f) = O >í r ̂  O y por tanto 

f ha de ser nula. 
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Considerareiaos en S l a topologia, que llajaaremoa ^ , 

dada por la familia de normas ^PP \ , £ > 0 que será рог tan -

to separada y además metri zable, porque la familia \рб\.2>0 

es equivalente a la familia, que designaiemos por {Pjj^ 

n € H haciendo un abuso de notaci6n : 

ba equivalencia resulta de que para 1/n ¿. £ se verifi --

ca г 

exp(r*-»'''̂ )¿.exp(r''+4. 7 por tanto Pĵ (f) > p^Cf). 

Además la familia, de normas \ Рд^ t n H сгжр1е obvia

mente : 

"4» es, pues, una topología localmente convexa metrizable 

en E*^ I si fe l'*' los entornos d© f en esta topología 

vienen dados como los conjuntos de funciones g e E*^ que, 

para cada a б Ц y cada g > O, verifican : 

гго expCr*̂ "̂ /-) 

es àecir : 
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Observación I - 1. - las normas no cumplen la condición 

multiplicativa j>^if.s) Pj^(f).Pj^(g) J para verlo basta to 

mar f = g = z., con lo cual: 

z 6 p,(z) s sup 
exp(r) e 

de donde ; 

2 r^ 4-
p. (z ) « sup = -3^ 

V expCr) 0 

Puesto que E es un subespacio de E (espacio de las 

funciones enteras)'podemos considerar también en E*^ la to -

pología de la convergencia uniforme sobre los compactos, que 

seguiremos llamando % al igual, que en E; se, verifica la ' 

siguiente : 

Proposición I «- 1> Sobre el espacio E"**- {"^"^ O)-la topólo 

gía 'iC*'de finida por las normas { es más fina que la to -

,pología. ̂  de la convergencia uniforme sobre los compactos. 

Demostración : , 

Consideremos un entorno de cero ¥ de la topología ^ 

que podemos suponer de la forma 

féE*^ ^ Krtf) <:€^ para Ш1 r> 0̂ y£>0. 

fornemos n^ii cualquiera y S>o tal que 
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S-exp̂ r****̂  é t para el valor de r considerado 

con lo cual si t&E^ y P^if) ^ ^ obtenemos 

HCr,f) ^ & exp(r**'̂ ) 4 t es decir f 6 ¥ y por lo 

tanto ¥ es entorno de cero de la topologia ^"^./Z 

' 11 espacio K con la topologia ^ , inducida por K 

no es completo puesto que, cualquier función entera (por, e -

0emplo exp(expCs)) que es de orden infinito y por tanto no 

pertenece a ningún E*̂  -, o-^^'»') es límite uniforme sobre 

'los' compactos de,„una sucesión de polinomios, los cuales ^ 

formarán una sucesión-de Cauchiy según ^ en is*̂  que no se -

rá convergente en K • El siguiente resultado demuestra 

que' la topología-'^-'^ es adecuada para E*^ í 

Teoreaa 1 1«' - El espacio' con la topología es 

completo. (E** f*^^ es, por tanto, un espacio de Frécket. 

- Demostración 

Sea (f^)'una sucesión de.Cauchy en E respecto',,^"^í 

Por la Proposición I - 1 (f̂ )̂ es también de Cauchy en ^ 

y por lo tanto convergente hacia una cierta función entera 

f é'B.-;¥eaíaos que f 6 E*̂  - y además (f^) — ^ f en-^^, 

por la condición d© Caucliy tenemos que dados p<s 1 y 

£ > o existe n^e H de modo que si n,m > n^ se verifica : 

M r > O, \z\ 4 r = ^ |f^Cs) - y s ) 11 6- expCr^*% 
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Al hacer tender m a infinito tenemos que f^Cz) tien -

de a f(z) y, por tanto : 

si п > п ^ у \z\ér es : | f̂ Cz) - f(z)\а£-езср( r^^'S 

lo cual significa por una parte (teniendo en cuenta la de -

finición de orden) que oa (f - f^) aoi^M^ , para algún, n, 

у como fj^6 E*^'^ У E**"^es espacio vectorial resulta que 

también f eE*""''^; como д puede ser cualquiera se sigue que 

f fc E**̂  • 

Por otra parte la última desigualdad establecida sig -

nifica también que (f^) : > f en*^*!// 

.Observación I - 2, - Como hemos dicho antes E no es com -

pieto con la topología ^ y s£ que lo es, según acabamos de 

ver, con ̂  j en particular la topología ^ es estrictamen -

te más fina que la (ver Proposición I - 1), Puesto que 

cada E contiene a E y por tanto a los polinomios, el com -

pletado de (E"̂  ,*^) es el espacio de todas las funciones en -

teras E» 

Puesto que, sobre Б , la topología^es más fina que 

la ̂ resulta todo conjunto acotado es, naturalmente, -

acotado mientras que el recíproco no es cierto; vamos a 

ver, sin embargo, que la convergencia de una sucesión 

jimto con la'^- acotación es suficiente para asegurar que 

dicha sucesión es ^^«convergente» Este es un criterio 
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Teorema 1 - 2 « - Sea (f̂ )̂ una sucesión de funciones de E 

convergente segán ̂  hacia una función entera f j supon -

gamos, además, que la sucesión (f^) es acotada; en -

tonces se puede asegurar que también (f^) —$> f segán 

(y, en consecuencia, f6 E'^ ), . 

Demostración : 

Sea (f^) —^—^f en % verificando, además, la con -

di ci ón de - acotación; es decir ; 

M q^l existe : \z\i г ^ 1 ^ < i M^.exp(r^*^^),^ пбН,г:^0 

Para probar el teorema basta ver que (f^) es de Cau -

chy según Para ello supongamos dados 6 > 0 y p 6 H y 

consideremos el desarrollo de Taylor de cada f^; sea í 

«o , 

t^i^)-Í4z'' (z.C) con aS=!s3l 

con lo cual cada sucesión (aj)jj£2q es convergente (porque 

la convergencia en ^ implica la convergencia de la función 

•bastante útil de convergencia que será utilizado en 

lo sucesivo. 

Observemos que, de acuerdo con las definiciones, una 

parte de E es - acotada cuando : 

M n 6 K existe > O tal que : 

r>^ O, \z\ 4r \f(2)\ 4 l.í̂ .expCr*'̂ '̂  para toda te A . 
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O, V n<tK e s : \a^\^üílli¿ 

y por la condición de o - acotación de las f se obtiene 
n 

Ni r>. 0 , ^ n 4 l í \a^\< M ^ ^ ^ ^ )̂ (con qé H). 

Para establecer la condición de Cauchy para las f̂ ,̂ 

dado p 6 N, escojamos q>p, q é K y S > O, este último s u 

ficientemente pequeño para que se verifique : 

Se ve que esto és posible porque : 

4 > P ^ V t < V P luego r""*''̂::: /"^''^ ^ {%> O) 

y basta tomar S > O de modo que (r f S )'*^'\ r*̂"* 

lo que es posible ya que (r f ^ )***'^ —.-«^ r°^^si S — O . 

Ahora, con esta elección de £ y S" y, teniendo en 

cuenta la a cotación que satisfacen los coeficientes a^, te -

nemos : 

\ z \ i r ^ \tjz) " fj,(2)\ ^ 1 ̂  (a^ - a^)2^ \ < 

y todas sus derivadas). 

Además por las desigualdades de Cauchy tenemos que : 

file:///z/ir
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H e » ^ *>W,l J. 
t ; 

r \ 

\ r t 

Biempre que sea suficientemente grande y donde £'>0 es 

un ntimero que después será convenientemente elegido. 

El término ^ - r consta de un número fi -
viae 

nito de sumandos en los que el factor \aĵ  "" ̂  | qtie afecta 

' k 

a r puede hacerse tan pequeño como se qtiiera para n,m gran

des por ser (â )jĵ  de Cauchyj asi pues para €'>o , se puede 

conseguir que : 

21 1 ^ ~ 4 ^-T" si m,n>^ conveniente 

Ahora bien : 

r̂ * 4 exp(r'*''''̂ ) si r > r^ conveniente 

y si f > O es el número prefijado en la condición de Cauchy 

se puede, fácilmente, tomar adecuado para que la desi -

gualdad 

¿'•r^" 4 €exp(r^^''^) 
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sea cierta tamÌDién para O ¿ r ¿ r^. Se obtiene, en resumen; : -

\z\ Ir \fn(2) - f^{z)\ 6(1 t 2II^).exp(r'M si n,m^O 

que es, esencialmente, la condición de Cauchy según "^"^ pa -

ra la sucesión (íĵ )»// 

Corolario 1« - El espacio E con la topología "5 es de Hon-

tel. 

Demostración,; 

Toda sucesión acotada por es acotada por ^ ,lue

go tendrá una'parcial ^ - convergente, según el teorema clá-

si co de Hontel, la cual en virtud de lo anterior será tam -

bien convergente. Asi pues todo conjunto acotado de 

E es relativamente compacto por sucesiones y por tanto re -

lativamente cofipacto por ser E metrìsable.// 

Corolario 2. - El espacio E^ con la topología %^°^es separa

ble. 

Demostración : 

En efecto, se trata de un espacio que es de Fróchet y 

de Montel,// 



CAPITULO II Eli ALGEBRA-E*^, 

Como ya se lia dicho en el Capítulo I, de las propieda

des del orden de una función entera, resulta inmediatamente 

gue el espacio irectorial E*' tiene también estructura de ál -

gehra con el producto ordinario de funciones. Vamos a ver, 

en primer lugar, que este producto es compat3,Me con la topo

logía, es decir que E*̂  es un álgebra topològica : 

Proposición II o 1, - El producto de funciones en E es 

continuo con la topología '^'^ • 

Demostración : 

Puesto que el producto es tina forma bilineal, basta 

ver que es continua en el origen; hay que probar, pues, que : 

dados £ > 0 y n€ B, existen S > 0 y m é l de modo que : 

A tal fin basta tomar m = 2n con lo cual se tiene s 

Pj^(f) -==^ M(r,f) 4 S.exp(r'S ^ r>,0 
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y puesto que, obviaraente, M{r,f.g) H(r,f).H(r,g) obtenemos: 

M(r,f.g) :é S%xp(2/''% 

y si TQ es suficientemente grande para que T>/TQ implique 

2 < r''̂*', entonces se verifica : 

M(r,f.g) ¿SUxpCr-'h si r>/ r 

y como S • exp(r**'̂*'̂ )̂ y £ •e3cp(r*''''''') son funciones estricta

mente crecientes de r se puede tomar í suficientemente pe -

queño a fin de que : 

Ŝ xpCi*'̂ '/-) ^£exp(r"'b 'N/r>0 

lo cual significa que pjĵ (f.g) <E •// 

Así pues E*^ es un''espacio de Fréchet provisto de una 

multiplicación continua y en este sentido diremos que es un 

álgebra de Fréchet, a pesar de que no sea localmente multi -

plicativamente convexa, es decir límite proyectivo de álge -

bras normadas 

Observación II - 1» - Si consideramos el álgebra E pro -

vista de la sola norma p̂ ,̂ entonces al variar n obtendré -

mos un sistema proyectivo de álgebras,cada una de las cua -

les será un espacio localmente convexo, de límite E*^ con 

la topología ; pero en E*^ con la topología dada por la 

sola norma p̂ ^ el producto no tiene por^ir- ¿.¿i continuo, es 
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decir, (E*̂  ,p^) no. es álgebra normada. 

Otra descomposicidn de E*^ como límite proyectivo, q.ue 

es átil para estudiar a E*̂  como espacio localmente convexo, 

es la siguiente : 

sea H"̂  =1 f € E i M(r,f) ^ K.expCr'*̂  ) M r^o\ 

(K constante) con lo cual es inmediato que H*̂  es espacio 

"Vectorial en el que se introduce la norma natural j 

Tbo expCr"̂ ) 

Entonces se verifica evidentemente : 

рч 

у, рог tanto, E límite proyectivo de la sucesión н***'"" 

recibe la estructura de espacio de Fréchet que claramente 

coincide con la anteriormente introducida « 

Sin embargo cada H*̂  no es ni tan sólo cerrado para el. 

•producto de funciones lo cual hace que esta descomposición 

no tenga interés para el estudio de E como álgebra t o p ó l o -, 

gica. farà convencerse de tal afirmación respecto de H*^ bas

ta considerar, por ejemplo, la función exp(2), para la cual 

se tiene : 

M(r,expl2)) « e x p i r ) ^ exp(r) Чт^О 
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en cambio para exp(z).exp(2) = exp(2z) es : 

M(r,exp(2z)) = exp(2r) 

que no puede estar acotado por ningún múltiplo de explr) 

porque : 

e23>(2r) ^ K.exp(r) exp(r) ^ K, 

lo que es absurdo. 

Pasamos a estudiar a continuación la derivación en 

el álgebra ¡¿ . Por las propiedades del orden de una fun -

ción entera (veasell2]. ó ll3})» es sabido que una función 

y su derivada tienen el mismo orden, ui(f) = « ^ ( f ) . Así 

pues E*^ es cerrada para la derivación. Vamos a probar 

ahora la compatibilidad de esta operación con la topología 

Proposición II - 2« - ba derivación f з> f' es una opera

ción continua en el espacio E'^ con la topología • La ° C -

convergencia de una sucesión implica, pues, la conver-

.gencia de las sucesiones de derivadas. 

Demostración : 

Hemos de probar que, dados £> O, nsH, existen S> O 

ш^Ш йе modo que : 

o bien, lo que es lo mismo : 
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М r>.0 : M(r,f) < S . exp(r*''4 KCr,f') ¿ £ ехр(г''Ч. 

Empecemos рог observar que para todo г'Я se verifi -

ca la desigualdad : 

M(r,f') < M(2r,f) 

la cual, por comodidad de lectura, establecemos a continua -

ción siguiendo a [12} (p. 244); 

considerando la circunferencia ^ de .centro el punto 

2, siendo \z\ ss r, у radio la unidad, orientada positiva -

mente, el teorema de los residuos aplicado a la función 

nos dà : 

2 d? = He3(f,z) = f'(z) 

de donde se obtiene la desigualdad : 

Izl = г =^lf'(2)l = ài f 
4 a|=ii(rt i,f) 

porque sobre ^: \ ̂  - 2\ =: 1 у ^ M(r f Iff)- En re -

sumen, se tiene ; 

M(r,fO M(r t 
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de donde, si r:̂ '!, resulta finalmente : 

M(r,f') 4 H(r t Iff) ¿ .M(2r,f) 

Así, pues, la hipótesis Pj^íf) ^ ̂  » hecha al prin

cipio, permite establecer : 

H(r,f') è M(2r,f) Í &-exp(2''**'" r ""'S r > l 

y si hemos tomado m de modo que l/m<l/n, con lo cual 

1/n = 1/m -f h. (h>0), entonces se verifica : 

M(r,f') ¿S.exp(2*'̂ ''-.r'*̂ ĥ 4 S..exp(í̂ "'-̂ 'V= exp(/^'h 

siempre que r^/r^ conveniente (basta p, ej. que r^>2*^''^). 

Ahora bien, incluso para 0 í ri r^ tenemos, según he

mos visto antes, la desigualdad : 

H(r,f') ^ M(r t l,f) 

y por tanto : 

M(r,f') èSexp((rtir^'')è^exp((rtir*^ )̂ 0 ér^ 

ünalmente, puesto que tanto e3cp(.(rtl) ) como 

expír*"'"''*') son funciones crecientes y no nulas de r, se puede 

elegir S>o de modo que : 

M(r,f') ̂ S-expíírtl)^"''^) 4 €.exp(r''̂ 'H O ^ r é r ^ 

y como, por otra parte, habíalos obtenido : 
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M(r,f') íS-expCr''*'̂ -) 

basta que ^ se elija, también, menor que £ para poder asegu

rar que í 

como se quería probar.// 

Queremos determinar, ahora, los elementos inversibles 

del álgebra E y estudiar la compatibilidad del paso al in

verso en E con la topología ^ \ 

IiOB elementos inversibles de E se obtienen inmedia -

tamente a partir de las propiedades conocidas, aunque no 

elementales, de las funciones enteras de orden finito; en e • 

fecto, tenemos la siguiente : 

Proposición II - 3. - una función f e E*^ 'es inversible en 

E si y sólo si es de la forma 

f(z) = exp(P(z)) 

donde PCZ) es una función polinónica de grado no superior 

a sí • 

Demostración : 

Si f es inversible en E°^ , entonces f ha de ser una 

función sin ceros y como f es de orden finito ( (f)^"*^}, 

por el teorema de descomposición de Hadamard (véase p# ej. 
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^121 , p, 251), Ьа de ser de la forma 

f(z) = exp(?(z)) 

con P(z) función polinòmica; como, por otra parte, el or -

den de exp(P(z)) coincide con el grado de P(z) resulta que 

este no puede superar a cc , 

Reciprocamente,- si f(z) = e3cp(P(z)) con gr(P) á , 

entonces f es una función sin ceros у pertanto es inversi -

ble dentro del álgebra de las funciones enteras; ahora bien 

su inversa es la función exp(- P(z)), que pertenece también 

a E*̂  , porque su orden es gr(- P) ^ c< ,// 

En la teoría de las álgebras topológicas son cono -

cidas las llamadas álgebras con inverso continuo que son 

álgebra s en las cuales existe un entorno de la unidad for

mado por elementos inversibles y además la operación de pa

so al inverso es continua. Este hecho, que se utiliza de 

modo esencial en la teoría de Gelfand de las álgebras ñor -

.madas, hace que las álgebras con inverso continuo sean, en 

algunos aspectos, muy parecidas a las álgebras de Banach. 

ba posibilidad de ser un álgebra con inverso conti

nuo se desea rta' inmediatamente para el álgebra E : 

Proposición II - 4. - El álgebra E*^ no es un álgebra con 

inverso continuo (no posee un entorno de la imidad de ele -

mentes inversibles). 
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V = (feE"* \ P^(f-1) 

y veamos que siempre contiene funciones de E con ceros y, 

por tanto, no inversibles; en efecto : 

puesto que z es una función de orden cero existe una 

constante M > O tal que : 

\2\£. H,exp(\zt*'''-) para todo z complejo; 

consideremos, ahora, la función : 

f (z ) = 1 t ̂  z con ^ = e/u , 

con lo cual se tiene : 

\t{z) - l\ = |S z \ = S \ z \ ¿ S-HexpClzll*'') =£ехр( \гГ'^ 

es decir p^(f - 1) ¿ t У fé Y, pero la función 1 t S-z 

'tiene ceros y por tanto no es inversible.// 

Segtin acabamos de ver los elementos inversibles de E 

no forman ninguna parte abierta de este espacio; sin enbar -

go si designamos por ü al conjunto de dichos elementos, la 

operación f ^ f"'̂  que puede realizarse dentro de U es 

continua, como vamos a probar a continuación. Empacemos, 

para ello, estableciendo el siguiente resultado auxiliar : 

Pemoatración : 

Consideremos un entorne arbitrario de la unidad, que 

será de la forma : 
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Lema II - 1. - Supongamos que una sucesión de polinomios 

reales 

V ^ ) =a5+ajrt ... t a^ '^ 

todos ellos de grado menor o igual que o(. , es tal que 

lim P (r) = O para todo r^O; entonces las sucesiones de 
w-iíP n 
coeficientes 

(SQ), (a^), ...» (a^) п е Ы 

son toda s ellas convergentes hacia cero. 

Demostración : 

Dando a г sucesivamente los valores 1, 2,...,c< o b 

tenemos las siguientes sucesiones de límite cero : 

yo) = ̂S = ̂S —^ o 
Рд(1) = X l = aQ t t ...t > O 
P^(2) = \ ^ = a^ t 2 ^ t — t 2 a^ > O 

Pii(o<) = = ag to<.^ t ...t o<*a^ > O 

Las igualdades anteriores permiten despejar a^, 

a'̂ Í̂  como combinación lineal de X Q » ^ J , c o n coeficien

tes independientes de n; para verlo basta observar que el 

determinante del sistema que se obtiene al considerar a^, 

a^»...>a^ como incógnitas es el determinante de Vandermon -

de : 
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1 O O ... O 

1 1 1^... 1°̂  

1 2 2^... 2** 

••••• •••••• 
1 oí. dx^... tìC 

correspondiente a (O, 1, 2,...,04) que es distinto de cero. 

Puesto que Xq, "X̂ » • • • » tienden hacia cero se ob -

tiene el resultado deseado para a^, a^,..., a^ •// 

Pasamos ahora a establecer la continuidad del paso al 

inverso en ; 

Teorema II - 1. - Sea U el conjunto de elementos inversibles 

^ 1 

en E ; entonces la aplicación f > f es continua so

bre U para la topologia 

Demostración : 

Basta, para establecer este resultado, demostrar que 

si f^eü y 1 ( e n ^ ) entonces también 1/f^ > 1; 

porque, por la continuidad del producto (Proposición II - 1) 

'si — g e t J tendremos f^/g ^ 1, de donde g/f^ - — ^ 1 

y de nuevo 1/f^ ^ 1/g (multiplicando por 1/geTl). 

Supongamos, a tal fin, que 

fj^(z) = exp(Pj2)), gr(Pĵ )¿.o(, (ver Prop. II-3) 

y que exp(P^(z)) 1; es decir 
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^ £ > 0 , p€ií existe nQ:\z\¿r exp(Pj (̂2)) - fexp(r*''^) (n?/nQ) 

Según sabemos (Proposición I - 1) exp(P^(z)) > 1 

uniformemente sobre cada compacto y, en particular, es : 

"^z éG : exp(Pj^(z)) ^ 1 y de aquí 

\exp(P^(z))j = exp(Re(Pj^(z))) > 1 Re(Pj^(z)) ^ 0 

Ahora pongamos z = r,exp(ie-), con lo cual : 

\l/f^ - l\=\exp(-.Pjz)) - l\ = \exp(P^(z) - lHexp(-P (̂2))\ = 

= lexp(Pj^(z)) - l\exp(Re(-Pjre''))). 

Llamemos : 

= °0 + ^í^ t-.t con = -aj t U'^ ^ 

con lo cual tendremos para todo r > 0 , Oí^-&--lr[¡ 

Re(P^(r¿*')) = -aQ -(ajeóse-1 bjsen&')r -(agCos^et b^sen«?.^)r^ -

• •. .-(a^cosdle'^b^.sen^'e)T'*'- i> O 

y de acuerdo con el Lema II - 1 : 

a^cosvc6-t "Í^^SQ^^®"-—^0 k = 0,1,..,,< Oé^bS^w 

y de aquí : 

\ ™ > O ; b^ O para k = 0,1, 
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Así, pues, suponiendo que r^l obtenemos la acotación : 

lexp(-P^(z)) - l| = |exp(P (z) - l\.exp(¿(a?cosv(er+b2senvje-)r^) ¿ 

1 

á|exp(Pj^(z)) - l|.ezp¿[|£^|t|t^l]r'') < 

y si llamamos 

obtenemos : • *«0 

exp(-P^(z)) - l| ¿ lexp(P^(z)) - l\.exp(ll^.r^) con 11̂^ ^ O 

Ahora se trata de ver que dados ^ > 0 ; ^ q e - N s e veri -

fica : 

\z\<r =^\exp(-Pjz) ^ l\ £?exp(r*''''̂ ) n> n^ 

para lo cual tomemos p .= 2q y e>0 que elegiremos conveniente

mente. Se tiene : 

\z\¿r ^ exp(-Pjz)) - l\ ¿ |exp(Pjz)) - l\'expd'i^.r"') ¿ 

í:£exp(r'*^''0.exp(M^.r°') 4 £• exp((ltry r'"̂ ^ si r>.l y n^nQ 

Puesto que la sucesión (M^) está acotada ( Ĥ ^ > O ) 

se deduce que existe una constante H>/0, de modo que : 

\z\í r =^ jexp(-P^(z) - l\¿£exp(M.r*"*^í), r>/l,n>^ n^ 

y si Tq"̂  1 es tal que 11 kx^^, entonces tendremos : 
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\z\4r ^ lexp(-Pjz)) - l\ 4 £.ezp(r'"*'̂ n « £• ехр(г*''Ъ 

siempre que r^r^ у п>п^. Ahora bien, £. expCr*"*y 
S.exp(r *'''̂) son funciones estrictaiiente crecientes de r x 

por tanto, se puede elegir£>O de modo que : 

£<:S y^si 0¿r ¿rQ,es : £• expír'''"̂ ) 6 6 ехрСг^'/'Ч ̂  ̂  ¿ ̂ -exp(r'''^) 

obteniéndose finalmente : 

\z\tr -^^lexpC-P^Cz)) - l|^ ̂-expCr""*''̂ ) para todo r >/0,n>/n^.// 

file:///z/4r
file:///z/tr


CAPITULO III EL ESPACIO DE SUCE3I0IIES D E E*^ . 

Para cada función féE"^ consideremos la sucesión 

( a^, a^,..., ) ¿e los coeficientes de su desa -

rrollo de Taylor como función entera; es decir : 

f ( z ) =! 51 f- 2 tC. 

Las sucesiones complejas que corresponden a funció -

iies de E*̂  forman un espacio vectorial que denotaremos por 

, subespacio del de todas las sucesiones complejas. 

Es fácil, utilizando los teoremas de Hadamard sobre funcio

nes enteras de orden finito, caracterizar las sucesiones dé 

este espacio : 

Proposición III - 1. - La sucesión compleja (aQ,aj^,.,«,a^,,,) 

es la sucesión de coeficientes del desarrollo de una función 

de E si y sólo si cumple la condición : 

^ \ а . ^ п ^ ^ ^ 4 oo para todo : 0 ^ ^ < ~ • 

Demostración : 

Empecemos por observar que, segdn un teorema de Ha — 
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Reciprocamente, : si (a^) cumple esta condición, 

f(2;) = V a .z define una función entera, porque : — n 

<1A es : \a^p^f^ > O 

y por tanto : 

^a^^"^/^ 1/n̂  si n"^nQ conveniente; 

de aquí resulta : 

^a^^'*'/^ O, luego f 6E y, además, >l/^es decir f éE^^,// 

damard (véase [12} р. 246), si f(z) = ^ a .z es mia 

funcién entera de orden ^«í+d», entonces se-verifica : 

1/̂  = sup ̂ £ > 0 ^ ^ ^^^0 °o^"v®^e^^6^ 

Ч 

De aquí se desprende que si f e E se tiene : 

4>iCf) ¿ o< =^ l/^(f) >̂  1/̂  

y, por tanto : 

P<l/o<, ^ \â \̂¿ M.n-^P , siendo M cierta cte. 

у tomando f* *• Vdk ^® obtiene : 

\ a^\ < M.n-^^^ =^\a^\.n^^ H.n̂ ^̂ l'̂ ^ ( p' - p > 0) 

у de aquí : 

\a^\n^^ + *o si ^ ««• lA . 
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Picho de otro modo el espacio , de las sucesiones 

correspondientes a funciones de E*^ , se identifica con el 

espacio escalonado definido por la sucesión (n^) y sus po — 

tencias de exponentes = 1 Д — 1/k, к = 1,2,5,,.« 

Eepresentemos por _Q.^ al espacio de sucesiones : 

provisto de la norma : 

"so 

Entonces lo que hemos dicho equivale a que : 

SI" = r\n^ 

y en I T podemos considerar la topología de espacio local-

mente convexo definida por la familia de normas [ч.^]^» Esta 

topología es la i;opología normal del espacio TL y con ella 

^П-*^ es metrizable y completo (para estos puntos puede 

consultarse [63 p. 419)« Vamos a ver a continuación que esta 

topología coincide con la 

En virtud de la Proposición anterior, decir que una 

sucesión (a^) pertenece a SV" es equivalente a que verifi -

que las condiciones : 

^ \a^\n^^** donde = 1/^ - 1/k , k = 1,2,... 
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feE*^ , K(r,f) éSexp(rí) ^ ¿la^p'^P^ £ 

siendo (a^) los coeficientes de Taylor de f, 

Para ello sea ^ ><=< tal que ̂  ¿ 1/̂  4. 1/,̂  y S > O que 

determinaremos; para cada r > O y n se tiene : 

M(r,f) exp(rf) 

r r 

supuesto que M(r,f) á S'exp(r^), Si para cada n damos a r 

el valor 

Proposición III - 2. - Consideremos E*̂  con la topología 

y el espacio de sucesiones -w. con la topología normal; en — 

tonces el isomorfismo entre E"̂  y Xl'^ que asocia a cada f 

los coeficientes de su desarrollo es un isomorfismo topólo ~ 

gico* 

Demostración : 

De acuerdo con el Teorema I - 1 y lo observado ante -

rioraente tanto E como -O- , con sus topologías respec -

tivas, son espacios de Fréchet; así, pues, basta probar que 

el citado isomorfismo E*̂  J^ea continuo; es decir, que 

la topología ^ es más fina que la topologia normal. Así he

mos de probar que dados £ ?• O, ¿. l/c existen S > O, ^ > 

tales que : 
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que es el que hace mínimo el cociente exp(r^) -teĵ r̂ejaos 

y de aquí resulta : 

u s a Mro 

y esta serie es convergente porque, aplicando el criterio de 

la raiz, se tiene : 

" l/^ ' Ce.y)"^/^ .n̂ "'̂ ^ — — ^ O , ya que ^ - l/f>0 

Así, pues, hasta elegir S > O, de modo que : 

S • ¿ - —STT" " ^ ^^^^^^ ^4* 

El caso 0«. = O queda incluido en la discusión anterior 

•ohservando que E^ se identifica con el espacio de las suce

siones (a^) tales que : 

y entonces basta tomar j* = 1/k de modo que 1/^ >^ , o sea 

Como aplicación de lo anterior vamos a deducir un re — 
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convergen bacia f en la topología , En consecuencia, el 

espacio de los polinomios es denso en E provisto de , 

Pemostración : 

En efecto cada polinomio P̂ ^ se identifica en con 

la sección (a^, ^^'''''^п* ^»**'»^«*») ^® •̂ ^ sucesión (a^) 

correspondiente a f. Asi, pues, el enunciado del teorema se 

traduce en que, en Xl , las secciones de гша sucesión conver

jan hacia ella por la topología definida por las normas l̂ q̂ĵ^ 

que como hemos recordado, coincide con la topología normal 

de Í.X (la cual coincide con por la Proposición III - 2). 

Ahora bien, es un resultado conocido (véase \.6"i p, 414) que 

en todo espacio de sucesiones que contenga a ^ (espacio de 

las sucesiones casi-nulas) las secciones de гша sucesión 

convergen hacia ella por la topología normal j , obviamen -

te , i T * ^ contiene в. ^ .// 

Dada un álgebra topològica A, el espectro de caracte -

res de A es el conjunto de morfismos continuos de A en C, no 

nulos, provisto de la topología débil inducida por el sis -

sultaào sobre la topología , utilizando una propiedad 

de la topologia normal de \m espacio de sucesiones : 

Teorema III - 1. - Sea f(z) = ¿ a ,z una función de E ; 

entonces las sumas parciales de esta serie 
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feema àiial <A', A > (el espectro de A esima parte de A', 

dual topològico de A como espacio vectorial topològico). 

El hecho de que los polinomios sean densos en S**" 

permite determinar el espectro de caracteres de esta ál — 

gebra : 

Teorema III - 2. - El álgebra E**" provista de la topología 

'̂ '̂  pose© a la función z como generador topològico. El es -

pe otro de caracteres de E'*' s© identifica con C (como es 

pació topològico)» 

Demostración : • ' , 

' 'El álgebra sobre C engendrada -por '2 es el álgebra de 

los polinomios, la cual es densa en E** provista de "^(teo

rema III — 1 ) , lo que significa que z genera topológicamen -

te a E"^ . 

Por otra parte cada punto del plano complejo X e c 

define un carácter sobre B , sea '^j^, poniendo 5 

% í f f(X) 

ya que la convergencia segán implica la convergencia 

puntual. Además, si X jé ̂  es también -̂̂ ^ ?̂  

Recíprocamente, si ^ tE** - C es un carácter, lia • 

mando 

X = ^ (2) iz es la función idéntiba) 

se tiene : 
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^ (Ej^(z)) = Pj^(X) para cada polinomio 

y, por tanto, por la continiiidad de |̂ У la densidad de 

los polinomios, resulta : 

'^(f) = f(X) para toda f e E*' 

es decir ^ = • 

Einalmente por ser los elementos de E funciones con-

tlmias sobre С, resulta que la topología ordinaria de С es 

más fina q ue la débil e inmediatamente se ve que coincide 

con ella .// 

En el Capítulo I ya se vie (Observación I - 1) que 

las normas ^p^l^ utilizadas para definir la topología 

no verificaban la condición multiplicativa : pj^(f.g) ^ 

Рд(^)«Рд(в) • Ahora podemos probar que esta condición no 

se verifica tampoco para ningún sistema de seminormas que 

definan ^ ,es decir que (E" ) no es un álgebra lo - . 

cálmente multiplicativamente convexa o todavía, formulado 

de forma equivalente (véase \lo\ p, 13 ) ; 

Proposición III - 3. - El álgebra E provista de la to -

pología no es límite proyectivo de una sucesión de ál

gebras normadas. 

Bemostracióii : 

En efecto, si E*^ fuera límite proyectivo de álgebras 
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es continuo sobre E"* provisto de la sola norma p^, como 

resulta de la definición de esta norma; así pues este morfis

mo ha de ser continuo por la topología definida por alguna 

norma q^'y esto significa que para algán m ̂  С está incluí-

do en el espectro de (E** t4.j¡^)» Se tendría, pues, que С 

coincidiría con el espectro de (E** »q^), lo que está en 

contradicción con que dicho espectro sea compacto,// 

Observación III - 1. - Para cada ^ p> tenemos E^ с E . 
« ft л<» Ч 

У la inyección natural E •> E^ es continua por ser t 

más fina que como se desprende de su definición. Si 

normadas, vendría definida por mía familia de normas 

\^n\ equi va lente a las \l9j^ verificando además la con -

dición multiplicativa lo que implica que E"*" con la sola 

norma q^ es álgebra normada; así pues cada carácter del 

á Igebra (E"*" ¡q^) y por tanto de su completada, el álgebra 

de Baña ch (E'̂  , q ^ ) determina un carácter de (E** jV^); di-

cho de otro modo, el-espectro de (E , q^) que es un espa -

ció compacto está contenido en el espectro de caracteres 

de ÍM'^ ,"^) el cual, en virtud del teorema III - 2 coincide 

con С , y su topología es también la inducida por C, por 

tratarse de funciones continuas. 

Por otra parte, para cada Хб c, el morfismo : 

t -, ^ f(X) f éE*^ 
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damos a c< los valores 1, 2, 3» podemos considerar el 

límite inductivo de los espacios : 

lim = Ú E^ 

que no es más que el espacio de todas las funciones enteras 

de orden finito. Lo tínico que queremos hacer notar aquí es 

que este límite no es estricto porque cada E^ es denso co

mo subespacio de Ê "̂̂ , ya que los polinomios son densos en 

Ê"**"̂  y pertenecen a E'̂ ; si la topología de E^ fuera la in -

ducida por Ê"*""̂, como E^ es completo, tendría que coincidir 

con Ê"̂"̂  lo que,. claraaente, es falso. 



CAPITULO lY IDEALES CERRADOS DE E*̂ . 

En este Capítulo estudiamos propiedades de los ideales 

de E utilizando como instrumento la convergencia según la 

topología '̂̂ ^ de productos infinitos adecuados. Antes de pa -

fiar a establecer los resultados conviene recordar algunas no-

ciones y propiedades de las mismas que aparecerán con fre — 

cuencia; la referencia para las mismas es l l 2 l ó I13J • 
Sea f una función entera de orden finito (p. ej. f éE*^) 

y sean 2 2 ^ , Z 2 » . . . , Z j ^ , . . , sus ceros no nulosj el exponente de 

convergencia de los ceros de f es el ínfimo,^ , del con -

junto dg los números £ > 0 , tales que : 

- . 1 

También es interesante considerar el número X que 

eea el mínimo número entero no negativo tail que : 

^ 1 

Se verifica siempre la desigualdad ; 
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f(z) = exp(P(z)).z^. T \ (1 - z/z^).exp(z/z^f ..+i(z/2j^)'^j 

como producto del producto .canónico de f por el factor 

J\á^if) ( ^(f) = orden de f) 

y, obviamente : 

Así, pues, para una función de E** siempre existe un 

tal entero X y, recordando el teorema de descomposición 

de Wei.erstrass de una función entera, se tiene que el pro -

ducto : 

V\(l - z/Zj^).exp(z/z¿t ( z / z ^ ) ^ f . t i : ( z / z j ^ ) ^ ) 

es xmiformemente convergente sobre cada compacto. Si, ade -

más, f tiene en el origen un céro de orden k , entonces la 

función : 

z — > z . TI (1 - z/z^).exp(z/z^t.••i-Í(z/Zj^) ) 

se llama el producto canónico de f. Es inportante tener en 

cuenta que, para un producto canónico, se verifica siempre 

que su orden coincide con el exponente de convergencia de 

sus ceros. 

Un teorema de Hadamard asegura que toda función en -

tera de orden finito, f, se puede escribir de la forma : 
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exp(P(2)), donde P(z) es un polinomio de grado no superior 

al orden de f; además, se verifica que el orden de f es el 

máximo entre el grado de P(z) y el orden del producto ca -

ndnico; es decir : 

u3(f) = máx( gr(P(2)); ) . 

Utilizaremos con frecuencia una acotación conocida 

de los factores primos de V/eierstrass cuya demostración, 

que es un simple cálculo y omitimos por brevedad, puede en

contrarse en^2]|(p. 250) : 

lema lY - 1, - Para todo X.= 1,2,,.« se tiene la desigualdad: 

1(1 - z).exp(zt z^f.t-j:Z^)l 4 exp(A\zí) , z 

válida para : X ¿ f í Xt 1» y ¿onde A depende sólo de ^ • 

Para \ = O la desigualdad sigue siendo cierta con tal 

que i Xí^ ¿ Xt ! • 

Pasamos a estudiar ahora la convergencia de un pro -

ducto ca nónico según la topología de E* . Tenemos : 

Teorema IV - 1. - Sea íeE^ y pongamos f(z) = exp(P(z) ).F(z), 

donde 

F(z) = z°^«"n (1 - z/Zj^).exp(z/z^t...t¿(z/Zj^)^) 

es el producto canónico de f. Entonces se verifica : 
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lim exp(I'(z)).z . TI (1 - z/z. ).exp(z/z. ̂ ....tiCz/z, ) ) = f 

Demos traci <5n : 

Teniendo en cuenta que exp(P(z)) y 2°̂  pertenecen a E*̂  

y la Proposición II - 1, si llamaiaos 

g^iz) - TT (1 - z/zĵ ).exp(z/zĵ f •••ri(z/zjj) ) 

"basta demostrar que (g^) es ^ — convergente, ya que enton

ces exp^P(z)).z°^.g^ será convergente y su límite ha de 

ser f, porque así es con la topología ^ del espacio de las 

funciones entera y (Prop. I - 1 ) . Además de acuer

do con el. Teorema I - 2 para asegurar que (g^) es - con

vergente es suficiente ver que es - acotada, ya que es 

iiniformemente convergente sohre los compactos. 

Para establecer este punto, sea yw. el exponente de 

convergencia de la sucesión (ẑ ^̂) con lo cual : 

Como g^tE^ y la inyección natural. 'B^ —— 

es continua resulta que es suficiente probar que Xs^) 

acotada. A tal fin distinguiremos dos casos : 

12 caso; ^ ¿-X-f 1. En este caso si p es un número na — 

turai suficientemente grande, tenemos X f 1 

y podemos aplicar el lema IT - 1 para obtener : 
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(1 - z/s^).exp(z/z^f ..tì(z/2^)'^)\ exp(A\z/zJ'̂ '"''̂ 5 

y, por tanto : 

jg^Wl^T^expCAlz/z / 'y Ь exp(A \ z r 4£-j^;(.6 exp(K\zf*'^1 

siendo K > 0 cierta constante, en virtud de que — Z f ^ ? ^ ^ ^ 

Tenemos, pues : 

M(r,g^) ¿ expiKxì^"^ 

у si r^, conveniente, podemos conseguir К < t^^^ con 

lo cual 

M(r,g^) < ехрСг'^^'Ч si r ^ Tq 

Ahora hien, para. 0 Í r ̂  r^ exp(Kr/'*'''̂ p) у exp(r'"''̂ 0 son 

funciones estrictamente crecientes de г, рог lo cual existe 

xma constante H > O tal que 

exp(Krf'̂ '̂ f̂) ̂  Н.ез;р(г̂ *'̂ )̂ O é r l r ^ 

.у, en resumen, se obtiene 

H(r,g^) ̂  H.exp(r^"'^) 4n y^íuf. grande 

lo que prueba que (g^) es - acotada, 
00 

2& caso: |л =s \ ^ 1, En este caso tenemos 2.—-^—• + 

y como V £: jAí\ir 1» aplicando el lema lY — 1 tenemos : 

|(1 - z/z^).exp(z/z^t...ti(z/zj^)\ ̂  exp(Alz/z^\f^ 
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у, рог tanto : 

lgĵ (z)\̂ 'nexp(A\z/z/) с exp(A\zf.I-¿̂  = ехрСК \zf) 

у, рог tanto, para г >̂  1 : 

M(r,ĝ ) é exp(Kr^) ¿ exp(Krl**'̂ 0 

y de aquí s© deduce la acotación de (ĝ ) exactamente 

igual que en el 12 caso. 

Observemos, finalmente, que el caso \ = O queda i n 

cluido en el 12 caso si j*- 1, ya que y- t l/2p > O 

siempre; y queda incluido, en el 2^• caso s i = 1, y esto 

completa la demostración del teorema.// 

Hemos visto que la descomposición de Hadamard de una 

función de E converge hacia ella segtin . Vamos a con -

siderar ahora la convergencia de los restos de dicha descom -

posición. Si f es una función de E , de modo que : 

f ( 2 ) = expCP(z)).2^"TT (1 - z/z^).exp(z/z^t...TÍ(z/zJ^) 

entonces el producto 

â̂^̂^ ТУ̂,̂̂  " 2/2jj).exp(z/zj^f*ty2/2¿y ) 
define una función Fĵ t E , porque el exponente de conver -

gencia de la sucesión (Zjj^ifZ^^g»---»^^»»»») ©s menor o i -

goal que el de la sucesión (2j^,Z2,...), sea ̂  , У por tanto 

'^(Fj^) ij*^ í . Queremos probar ahora que los restos 
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Ahora bien, como : 

P,(2) = limT\(l - z/z ).exp(2/z„t...tr<z/zjS 

uniformemente sobre \z\^R, tendremos llamando a., (z) 
1 ' 

= (1- 2/Zj^^¿).exp(z/zj^_^¿i....t¿íz/zj^^j^)^''''^, que : 

|a^(z),a2(z).#»ag(z)j> lf/¿ para todo fí> s^. 

tienden a 1 en ̂  . Empecemos por estudiar la convergencia 

local uniforme de tales restos : 

Lema 11 ~ 2» - Sea f E, una función entera, y su descom — 

posición de Víeierstrass-: 

f(z} = exp(iiCz)).2\-^^{l ^ z/zj.expiz/z¿t...rjiz/zj^') 

donde este producto converge uniformemente sobre todo com -

pacto; entonces la sucesión de restos 

= - 2/z^).erp(z/z^+...ti<z/2/i 

tiende a l , uniformemente sobre todo compacto. 

Demostración , ' • 

Dado R > 0 y £> O, vamos a ver que existe SQ tal que : 

\ JX,̂^ - z/Zj^).exp(z/2^f «-t (z/z^) ) - l\*£si \z\éR , s > SQ 

Pa.ra ello tomemos ÍIQ tal que lZĵ >̂ R si h^h^ con lo 

cual í'jj(z) no tiene ningiSn cero en el disco de centro el ori

gen y radio R, y por tanto |íjj(z)|>'^> O si iz\£R , con i^^-^. 
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el producto canónico de una función de E (es decir el ex -

ponente de convergencia de (z^) es ^ ^) y llamemos : 

í'ĵ (z) = ^^^(1 - z/zj^).exp(z/zj^f ••fj;(z/zjj) )• 

Entonces se verifica que Fĵ Cz) — 1 según la topología , 

Demostración : 

Ya hemos observado antes que E*^ , ysea , como 

siempre, ^ el exponente de convergencia.de la sucesión (z^), 

En virtud del Lema IV - 2, — ^ l uniformemente 

sobre cada compacto; por tanto según el Teorema I - 2 es 

Por otra parte, por la condición uniforme de Cauchy, 

se tiene : 

aj^(2)...ag^^(z) - a^(z)...ag(z)|< ilf/^Vr, si s > 8 Q , \2\Ь R 

de donde, dividiendo por |a^(z)...agCz)\ :̂  V/¿ se obtiene : 

\ae^l(z)...ag^^(z) -f l \ á £ ̂ r si s > SQ , \2\¿R 

у, por tanto : 

\T\Ì^ - z/2 )̂.e2q)(z/Zj^t..-tÌ:(z/Zjj^) - si \z\4R.// 

Podemos establecer ahora el resultado análogo para la 

convergencia : 

Teorema IV - 2, - Sea 

OD y_ 

F(z) = z . TT (1 - z/z^).exp(z/2^t.-«tt(z/2j^) ) 

http://convergencia.de
file:///z/4R.//
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snficiente ver que (P^) es una sucesión ^ - acotada y 

como f--*^ basta ver que es - acotada. La demostra — 

ción es análoga a la del Teorema lY - 1 y vamos a indicar 

solamente como se obtiene la acotación fundamental : 

12 caso: X *y* Xt 1 J entonces por el lema l Y — 1 es : 

TT (1 - z/zJ.exp(z/2.t...iiCz/z f )\ 1 exp(A\z\̂ '̂'̂ 0. 

siendo p £ N convenientemente grande para que M + l/2p ^ X t 1-

22 caso: = t 1 í entonces -—-r̂ -̂̂ '̂ 'y se tiene : 

T\(l - z/z, ).exp(z/z.f..i4:(z/zj )\ 1 exp(A\zl^). 21 ^ 

^ exp(K\zf). 

En ambos casos, así como cuando X - O, se razona como 

en la demostración del Teorema antes citado.// 

Con la notación del Teorema lY - 1, el resultado an ~ 

terior dice que x 

f(2)/Ag^(z) èxp(P(z)) 

en , cuando n — ^ o o . Como, además, exp(P(z)) es inver -

sible y el producto continuo, se tiene también : 

f(z)/exp(P(2)).z^g (z) ^ 1. 
n 

Yamos a aplicar los resultados anteriores al estudio 
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de los ideales cerrados de E * , para lo cual conviene in -

troduciг una notación adecuada : 

Si I es un ideal de E designaremos por Z(l) al con -

junto de puntos de С en los que se anulan simultáneamente 

todas las funciones de I, entendiendo que a cada punto de 

Z(l) se le asigna una multiplicidad, que es la mínima que 

tenga como ceroj&e una función de I. Por su definición Z(l) 

es siempre un conjunto discreto y cerrado, eventualmente 

vacío. Por otra parte, si ACC es discreto y cerrado desig

naremos por (A) al ideal formado por todas las funciones 

de E"^ que se anulan en cada punto de A. Estos puntos pueden 

ir afectados de una multiplicidad y entonces las fimciones 

de ^ (A) han de tener ceros de este orden, como mínimo. 

El ideal ^ (A) es cerrado en virtud de las Proposiciones 

I - 1 y l l - 2. 

Pasamos a demostrar, a continuación que el espectro 

de caracteres de E'*' (ver Teorema III - 2) coincide con el 

espectro de ideales maximales cerrados. 

Teorema IV - 3. - Si I es un ideal de E tal que Z(l) = 0 

entonces I es denso en E , provista de ^C^, 

Demostración : 

Por ser el producto continuo y I ideal, basta ver que 

léT , es decir que existen funciones F^^él tales que 

J? ^ 1, en • Desde luego I jé (O) y sea f 6 I, f j¿ O : 
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f(z) = exp(P(z)).2^.'na - z/z ).exp(z/z f . t t ( z / z f ) 

con Xlc< ,gr(P) . Vamos a ver que f(2)/z-Zj^eI, para 

todo (incluido el origen). Desde luego fC2)/2-Zj^feE*^ 

porgue este cociente es una función entera, f et; y z-z^e E 

(ver p, ej. [12] p.255)í pero además por hipótesis existe 

gtl tal que g(Zj^) 7̂  O, con lo cual tenemos : 

^ - ^ n 2 - 2 ^ Z - Z ^ 

donde - g(^) oí f(z) ^ 
z — z 

a 2 - z„ 
n 

de lo que se deduce que g(Zj^). '̂ ^̂ ^ fe I y, por tanto. 
z - z^ 

f(z) 
' €s I. Aplicando este resultado reiteradamente y 

2 — z 
n 

teniendo en cuenta que exp(P(z)) y exp(z/z„t»»»t^^(2/z„)^) 
n TI 

son elementos inversibles de e"^ (Proposición II - 3) re 

sulta que 

y, finalmente, de acuerdo con el Teorema lY - 2 se cumple 

que ^ 1 , según ^\//_ 

Para cada XtC, el conjunto M^^ de las funciones que 
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ве anulan en "Х- forman un ideal maximal cerrado de E** ; 

tenemos ahora el recíproco : 

Corolario 1. - Si M es un ideal maximal cerrado de E 

existe un punto tal que M es el ideal de las funciones 

que se anulan en \ . 

Demostración : 

En virtud del Teorema IV — 3 existe un punto У-е 

tal que f ¿M implica f(X) = 0; es decir H с Kjj por tanto 

H « M ̂ .// 

Corolario 2. - En E*̂  con "^"^existen ideales'densos. 

Demostración : 

Consideremos la sucesión = ^ ̂  ( ? > 1) cuyo ex -

ponente de convergencia es nulo. Sea I el ideal formado por 

las funciones de E que se anulan en los , de uno de e -

líos en adelante; entonces Z(I) = 0 porque la función 

"Л (1 - z/z) 

pertenece a I y no se anula en 2 ,̂.,.,Zĵ . (Estas funcio -
nes son de E^ y por tanto de E** . ^^>0),// 

La descripción de los ideales cerrados de E°^ es ahora 

consecuencia fácil del siguiente resultado,. válido para una 

amplia clase de álgebras de funciones enteras, que se encuen 

tra p. ej. en [14} p. 456 : 
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é I, para p = l,2,...,n - m. 
(z - a)^ 

Pemostraci6n : 

Basta considerar el caso n = m t 1 У "̂ er ^ue f(z)/z-ael; 

por hipótesis existe g & I con : 

g(z) = (z - a)\h(z) , h(a) f O 

Ahora hasta poner 

2 — a svz/« .„. .- , £ j 

^ (z - a.)^^^ 

porque f,g 6 I y los coeficientes son de E** ; como h(a) j¿ O 

también es f(z)/2 - a e I,// 

Teorema lY - 4> — Sea I un ideal propio cerrado de E ; e n 

tonces se verifica que I = ^ ( Z ( l ) ) , 

Demostración : 

Por el Teorema lY - 3 es 2(1) ?¿ 0 y, desde luego, 

I c|f(Z(I))j sea ahora f e ef(z(I)) y veamos que fé I; po -

demos suponer que I ^ (O) y elegir por tanto una función 

g e I, g j¿ O que será de la forma : 

g(z) = exp(P(z)).z°*."TT(l - z/Zj^).exp(z/z^f..Tx(z/z^) ) 

Lema I¥ -» 3. - Sea I tin ideal de , f é l J acZ(I) con 

multiplicidad m. Si fCa) = O con multiplicidad n>m, enton -

ees 
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Llamando g^(z) = "П(1 - z/zj^).erp(z/zj^f •-fiCz/sj^) )> se 

tiene de acuerdo con el Teorema IV - 2 : 

^:^1 , en % 
exp(P(z))z^gj^(z) 

y, por tanto, ^'^ ^ ^ 
exp(P)z^g^ 

Ahora bien, si un cero Zj^ tiene multiplicidad r en g , 

multiplicidad s en f y multiplicidad h en 1(1), se tiene s^h 

y como en f . g tiene multiplicidad rfs y rts-h > r se pue -

de aplicar el Lema IV - 3 para obtener f .g/(z-2j^)''^e I. En 

resumen, se ha visto que 

é I 
exp(P)z°^g^(z) 

de donde se sigue que f6 I y, como I es cerrado, fe I . / / 

Corolario. - Si I es un ideal propio de E , se verifica 

1 = ^ ( Z ( I ) ) . 

Demostración : 

es un ideal cerrado que contiene a I y, 

además, si I , J ideal cerrado se tiene : 

J^l ^ Z(J)<:z( l ) =^ J = "^ (ZCJ) ) ^ ^ ( Z ( I ) ) 

segán el Teorema; por tanto ^ (Z( l ) ) es el mínimo ideal 
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cerraào quo contieno al,// 

Si A OS un conjunto discroto y Corrado do C dispondré -

mo8 BUS pxmtos en una sucooián ordenada socún los nodulos 

cjrociontes A =s { Zj^,z^,,,,,z^f,mm\ con \Zĵ \* — 

donde \z^ ^ o» y cada 2̂  puedo estar repetido un ciorto nú

mero do voces o, eqiiivalontononto, ir af o otado do una multi - • 

plicidad que deoicnareaoo por r̂ .̂ 

Hemos visto que 

•la I f e \ f(z^) = O con muí tipi. ̂  r̂ "̂  

es im ideal cerrado do E y, recíprocamente, (Teorema IV - 4) 

todo ideal cerrado es de esta forma, siendo A = Z(I)« Como 

los puntos de A son ceros de funciones de E , se ha de 

verificar : exponente do convergencia de (2̂ ) í; ^ ; es de

cir 

y esta condicién, a su vez, es necesaria para que e/ÍA) 

sea distinto de (O). El razonamiento del siguiente Teorema 

prueha que también es suficiente, a la vez que determina los 

ideales cerrados de E ̂  , 

Teorema IV - 5. - Todo ideal cerrado de É " es principal. 

El recíproco también es cierto. 
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Deaostracién :. 

Podemos suponer I Ф- (O) ; sean z-ĵ jZgi •••»2^,... los 

puntos de ZCl) distintos del origen; por ser ceros de fun -
tí 

cienes de E se tiene : exp. de conv. de (ẑ )̂ ; es decir: 

Sea ahora \ él mínimo entero no negativo tal que : 

con lo cual el producto canónico 

2 z™. Tl(l - z/2j^).exp(z/z^t...t^z/2^) ) 

converge (ponemos z , si el origen figura con multiplicidad 

m en Z(I)). 

Sea F(2) el valor de dicho producto canónico con lo cual 

o^(F) = exp. conv.(Zj^) y F(z) se anula exactamente en 

los puntos (2j^). Así, pues, F e í y para cada ge I la función 

g/F es entera y de orden ¿ «< , Es decir, X = (F), 

El que todo ideal principal sea cerrado es consecuencia 

inmediata de las Proposiciones I - 1 y II - 2.// 

Observación IV - 1. - Los métodos y resultados de este Ca -

pítulo se pueden aplicar también al álgebra E de. todas las 

funciones enteras con. la topología de la convergencia local 
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Tiniforme, para obtener resultados conocidos de dicha álgebra. 

Queremos observar, aquí, solamente el hecho de que al ser E 

un álgebra localmente multipli cativamente convexa se pueden 

utilizar también las propiedades generales de estas álgebras, 

lo cual no es posible para E . Así, por ejemplo, la igual -

dad entre el espectro de caracteres y el espectro de ideales 

maximales cerrados se obtiene directamente por este camino 

y el resultado central contenido en el Teorema IV - 3, que 

significa que todo ideal no denso está contenido en un ideal 

maximal cerrado es cierto en toda igebra localmente m-con -

vexa (véase {lO])» 



CAPiniLO V ÏHTERPOLACIOM POR FUIJGIOîŒS DE E"" 

Consideremos im conjnnto discreto y cerrado del plano 

complejo, cuyos puntos supondremos dispuestos en sucesión de 

módulos crecientes : â̂ ^̂  ¿ ̂ag^í .••¿jâ f̂ y donde cada 

a^ va afectado de una multiplicidad r^ > O. Tal como se ha 

visto en el Capítulo anterior estas sucesiones determinan to

dos los ideales cerrados de E*̂  , Queremos estudiar ahora el 

espacio de las sucesiones i^j^) para las cuales existe una 

función féE*' tal que f(a^) = W ^ , con multiplicidad r^. 

En primer lugar, si queremos que entre las sucesio -

nes interpolables estén las sucesiones casi-nulas es nece -

sari o que el exponente de convergencia de (a^) sea menor o 

igual que ct^ ,porque todas las â ,̂ salvo un ml'oero finito, 

han de figurar entre los ceros de una función de E * no i -

dénticamente nula. Supondremos en lo que sigue que (â )̂ cum 

pie esta condición, es decir que : 

1 

Tamos a introducir tm espacio de sucesiones que será 
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mtilizado en lo sucesivo en relación con la interpolación por 

funciones de ü : 

si (Wjj^) es interpolable, es decir, existe fé E'̂  con 

f(a^J s bj^, desde luego С ̂>-*̂ ) puede ser arbitraria ya que: 

fCE'* ^^^n\=l^^V\~ expClaĵ *̂*"̂ ) paran^nQ, £ > 0 

ya que |â ^ ^ ^ . as í , pues, es necesario que ( uJ^) cum -

pía esta condición o la condición equivalente : 

^£>0, existe H^^O : M¿.exp( \a¿^**^) ^ n 

Pijada (â )̂ con las'condiciones antes citadas llamare

mos XI(a^) al conjunto de sucesiones comple.jas que cumplen 

la condición necesaria de interpolación; es decir : 

Xl(a^) =. I Cw^)\HS Í: M .̂expC \ a X ' ) . ^^>0, M n ^ 

En virtud de la definición tenemos que si (w^) £(a^^) 

son finitas las cantidades 

p^(u)^) = sup \ ^ \ '^^>0. 

^ ехр(\а^Г) 

Es inmediato que Л(а^^) tiene estructura de espacio 

vectorial y también de álgebra sobre C, con las operaciones 

habituales de sucesiones. Consideraremos en £1 (a^) la to

pología definida por la sucesión de normas 
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р^Сюд) = шт> \^^п\ к = 1,2,.... 

qme es eqtiiiralente а la definida por la familia \ p̂ í̂  • 

Por su sencillez y analogía con los resultados со-

rrespondientes para el álgebra E omitimos la demostración 

de ia siguiente : 

Proposición ? - 1. - El álgebra -Q(a^), con la topología de

finida por las normas Pĵ , es un álgebra topológica. Dicha to

pología es más fina que la inducida por la topología produc-

to del espacio de todas las sucesiones complejas y hace de 

jQ, (â )̂ un espacio de Préchet, 

Yamos a obtener a continuación un resultado parcial de 

interpolación, que utilizaremos después : 

Proposición V - 2. - Sea (a^) con Ss^li: \a2|é ••• é\a¿... -— ôa 

una sucesión de números complejos de exponente de convergen -

cia , donde ca da a^ va afectado de una multiplicidad г̂ >̂ O; 
1 2 Г* 

entonces.elegidos números complejos '-*^¿»^*^J>«.., exis-

te una función f e E tal que : 

f(a^) = ы^, f'(a^) = u>|,..., #'Ча.) 

y V n i : f(aj^) = O, f'Câ )̂ =0,..., â )̂ = O. 

Demostración ; 

Por las hipótesis hechas sobre (a^) existe Лша función 
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geE"*^ tal que g(a.) = 0 con multiplicidad г., para todo 
д О 

j = 1 , 2 , y a que basta considerar por ejemplo la función 

g(z) rsTXd - z/a^).exp(z/a^t.,.t3:(z/ajj) ) 

tú 1 
siendo "X el mínimo entero no negativo tal que^"». 

^^^^ 

g(z) = b^(z - a^)^' t - a^)" t ••• 

ei desarrollo de g alrededor de a^, y consideremos la función 

racional : 

H(z} = t p t»««t V-
z - a^ (z - a^)*^ (z - а̂ 5̂ ̂  

5*> 

con lo cual f(z) = g(z),H(2) es tma función entera que per

tenece a E , ya que 

g(z). £ E gíz). .̂ ^ E 

2 - a^ Cz - a^)' 

y, además 

fCz) = g(z).H{2) = \ » K t C\^i«Vct í>¿.\n-,)(.z - a^) t 

.de donde haciendo 

'^i = "^i' \n 5 ^ i = \ ' Xn-\;..... 

se pueden obtener \j , \<>. a fin de que f cumpla 

las condiciones deseadas, ya que en los puntos ^^i é ^ * ^ 

posee un cero del mismo orden que g, por lo menos.// 
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^k^ "^n^ = = 1 , 2 . . . . 

00 

Xl(a„,ll) = T\ E.̂  . con E^ =-0-(a^)., provisto de U5 ,\f r>̂ ( 

con lo cual fL"(a^,H) es un espacio de Fréchet por la 

Obserración V - 1. — Evidentemente el resTiltado anterior 

es también válido cuando las condiciones a f y sus derivadas 

se imponen sobre un número finito de puntos â ,̂ ya que en -

tonces basta tonar la suma de las funciones que las cumplen 

para cada uno de los a^ considerados. 

Dado un ideal cerrado de E* vamos a construir un ho -

momorfismo continuo de E" en un álgebra de sucesiones adecua

da, cuyo núcleo sea I; determinar la imagen de este homomor -

fiemo está relacionado con el problema de interpolacién. 

Supongamos que I es el ideal cerrado determinado por 

los ceros : \â \ é \a2\i ... í\aĵ \£ ... (donde a.^ aparece con 

mialtiplicida d r^) y consideremos el álgebra (a^) de -

finida anteriormente; en (a^) llamaremos a la topólo -

gfa inducida por la topología producto de -^^(a^^) y 

^ a la topolOi°:ía definida por las normas 

\^n\ 

exp( \aX'") 

Consideremos ahora el espacio vectorial -0-(a^»N) que 

sea producto de una sucesión de espacios Ízales a - ^ ^ % ) > 

provisto de la topología, que se.fluiremos llamando ^ , pro

ducto de la topolO:'i:ía ^ sobre cada factor. Es decir : 

file:///a2/i
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n * n" n 

vx>í - o si m >/ r^ 
n ' n 

ba.sucesión ^ (f}£-Л-(а^,г^^) por ser f,f',f",... 

funciones de E « La aplicación lineal ^ es continua 

сиш1ао se dota a E*̂  de la topología ^ y a (a^í^j^) 

de la topología со • en efecto : 

el paso de E a ./L (â )̂ dado por f (f (â )̂) es 

JProposición Y - 1. En / X (a^,N) podemos considerar también 

la topología , producto de la topología de -O^ (â )̂ 

qm es menos fina que la o? ( y con la cual /l-(a^) no es 

completo). 

Un elemento de A . (a^,H) es, pues, una sucesión doble 

(^^) n = 1,2,... a = 0,1,.., Si r^,r2,,.,,rj^,... es la 

sucesión de multiplicidades de los ceros del ideal I, con -

sideremos el siguiente subespacio de XI (̂ ĵ fN) : 

- ^ ^ V V = [ n) € (a^»H)\n1 n e l : \ o ^ = O si m>;rj^^ 

Por ser, en il.(a^,H), la topología vjD . más fina que 

la 1\ resulta que -Ti (»̂ »1*,̂ ) es un subespacio cerrado de 

jfi (aĵ jN) y por tanto es, a su vez, un espacio de Fréchet. 

Definamos, a continuación, una aplicación lineal 

^ . E** •- ' •"••'> XT. (aj^»r^) de la forma siguiente : 
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* 

continuo porque 

\f(2)\ è SexpC\zr^ Л1 z кеК 

implica 

\f (a^) \ ¿ ̂ . exp( ̂a¿**"'̂  ) M n ìi 

у por la Proposición II - 2 lo son, en E*^ , las aplicaciones 

f — ^ f ' • > f"- -> ....De lo dicho у de que la topólo -

già de -^i^-n'^n^ ®^ producto de la de -/l(a^) se dedu -

ce la continuidad de ^ • 

El espacio Câ f̂ ĵ ) se puede dotar de una estructura 

de álgebra topològica de modo que ^ sea una representación 

continua de núcleo I. A tal fin designemos, como es habitual, 

por сЦХ% el álgebra de las series formales a coeficientes 

complejos y para ca da r^, orden de multiplicidad de â ,, con-

eideremos el ideal {̂ ') de Ctt¿\ y el álgebra cociente 

que es щ álgebra de dimensión finita r^. Si formamos, ahoraj 

©1 álgebra producto 

resulta que Ci (а̂ >̂1"д̂ ) se identifica a ima parte de este pro

ducto; en efecto, basta hacer corresponder al elemento 

(^^д) con = O si m> T^f de fb (а̂ ,̂г̂ )̂ 



- 65 -

la sucesión 

del citado producto, üi suponemos a -TL (aĵ yT̂ )̂ dotado de la 

estructura de álgebra que le transmite su inclusión en 

CíM/i^'^) (con lo cual la miiltiplicación es continua res

pecto de la topología ), resulta que la aplicación lineal 

antes introducida, es un homomorfismo (de álgebras) como se 

ve sin más que tener en cuenta la regla de Leibniz de deri -

vación de un producto. Finalmente, recordando el Teorema lY -

4 se tiene que el núcleo de ^ es precisamente el ideal I. Re

sumiendo todo lo anterior tenemos la 

Proposición Y - 3. - Cada ideal cerrado I de determina 

un homomorfismo continuo de núcleo I, en el álgebra /l(a^,r^) 

provisto de su topología de Fróchet u) .(ver p, 63) 

Observemos, ahora, que determinar la imagen del h o 

momorfismo ^ equivale a determinar cual es el espacio de 

los valores que se pueden prefijar para ima función de K 

y un número finito de sus derivadas en los puntos a^» Ya — 

mos a obtener algunos resultados sobre este espacio. 

Lema Y -• 1. - Consideremos el espacio jTL {B^) provisto de 

su topología 5 entonces cada («*̂ )̂ € -TI (a^) es lími -
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y como ^ = S ello significa que 

r*'*̂  -r^'^r^C > -lost 

lo que es claramente posible. Finalmente se tiene, pues; 

te, según w , de sus secciones. En particular, el espa -

ció de las sucesiones casi-nulas es denso en iTl (aĵ )« 

Demostración :• 

Hay qVLQ ver que para todo £ > 0 y .f>=H , existe UQ 

tal que 

P^{0,...,0, ui^, ̂  n^i*. ^ n>nQ 

donde ( ̂  es una sucesión de .í^ Ca^)í dicho de otra mane

ra 

\^^\ £ £ • expC ¡a^l?) si n>,nQ 

Elijamos, para ello, f' tal que con lo cual 

pero además, puesto que \a.^ "•—^ oo es 

ya que ello equivale a ver que si ?'a J , entonces 

éxp(r?') £.exp(r^) para r^r^, que a su vez equivale a 

p i' 
r-* - r > -logL 
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Teoreaa V - 1« - Consiàeremos el homomorfisiao ^ :E°*—-i)-0-(aĵ ,rĵ ) 
(introducido en p. B'p) y /I(a^,r^) dotado de la topologia 
oJ j entonces la imagen de *̂  es un subespacio denso de 

Demostración : 

Por una parte JTL (Sĵ »!"̂ ) está incluido en el pro -

ducto de una sucesión.de espacios /l(a^) y su topología es 

la producto de las topologías \p en cada .JX^{a^), Por 

otra parte, llamando ^ al espacio de sucasiones casi-nu -

las, el lema Y - 1 nos permite asegurar que el espacio 

( ) rs JO. (a ,̂r )̂ 

es denso en J \ . (ajj»r^)« Así, pues, para establecer el 
Teorema es suficiente ver que la imagen de ^ contiene al 

subespacio ( C) ) r\ /VCa^^fT^); pero esto no es más que 

el enunciado de la Proposición V - 2, combinado con la defi

nición de .// 

Hemos hecho notar antes que el espacio X U (a^,r^), que 

contiene a la im^en de vj| , es a su vez una parte del álge

bra 

CllX,r^V C\WV(X'') X . . . X Cttxil/(X''̂ ) X . . . 

en la cual podemos considerar la topología producto de la 

de cada espacio de dimensión finita cWxlVCX̂ '')- Entonces se 
tiene : 
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Teorema 1 - 2, - Ьа imagen fiel homomorfismo ^ es un su -

bespacio denso y magro de cRx,r̂ "\(que como e spaci o. ve с tori al 

es isomorfo a C^), con la topología producto. 

JDeíaostracién : 

Como por la topología producto una sucesión es límite 

de sus secciones, razonando como en el teorema anterior, se 

tiene que 

es denso en c\\x,r^y por tanto también lo es la imagen de ^ 
contiene a ( © Ф ) (\ rA-(a^,r^^). Por otra parte с1[х,гД 

con la topología producto es un.espacio de Próchet y el ho~ 

jnomiorfismo ^ no es exhaustivo, ya que por ejemplo la su

cesión 

= ехр(езср(|а̂ \ )) 

no se puede interpolar por funciones de • El resulta -

do enunciado se deduce por el teorema de la aplicación a -

bierta. // 

Queremos terminar este Capítulo viendo como los méto

dos desarrollados en el mismo, que son aplicables tejabién 

al álgebra de las funciones enteras, dan en este caso re -

sultados mucho más precisos, y obtener como aplicación un 

teorema sobre aproximación por funciones enteras con ceros 

dados. 
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Como ya se M z o notar en la Observación IIT — 1, los re

sultados del Capítulo lY son válidos para el álgebra E de 

todas las funciones enteras provista de la topología de la 

convergencia uniforme sobre los compactos. En particular 

si I es un ideal cerrado de E, existe ua conjunto discre

to y cerrado ÍBj]. é \S'2\-*** - l^nl-*** modo que I está 

formado por las funciones enteras que se anulan en cada aĵ  

(con una multiplicidad determinada Consideremos el 

homomorfismo, ^ , del álgebra E en el álgebra CÍ\x,r '5\ = 

T \ Cltól/(X"̂ )̂, considerado antes; es decir : 

E5f —Lj^ (V'^^^.AWì.-niiìl i V4O,aV-^,--., •....) 

que también en este caso es continuo porque la convergencia 

local uniforme implica la convergencia puntual de la función 

y sus derivadas. Además, por lo antes dicho, también I es el 

núcleo de ^ • Tenemos ahora : 

Teorema ? - 3. - Si I es un ideal cerrado de E de ceros (a^) 

Qon multiplicidades (r^^), entonces el álgebra cociente E/I 

es isomorfa (algebraica y topoldgicaraente) al álgebra CÍlX,rJJ. 

Demostración : 

El homooorfismo ^ í E v> CÍSc,r̂  es exhaustivo; 

en efecto, ello equivale a afirmar que dada una sucesión ar

bitraria de números complejos 

1 1 *̂*̂  1 
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existe гша fiincidn entera tal que en cada punto a¿ la 

función y sus r^ - 1 primeras derivadas toman los valores 

establecidos v̂**.*. Esto es una conocida propiedad 

de interpolación por funciones enteras (ver p, ej. W, Rudin 

"Real and Complex Analysis" Me, Graw Hill p. 298), Resili -

ta, pues, que induce un homomorfismo de E/I sobre 

CllXjTjĵ ; dotando a E/Í de la topología cociente este homo -

morfismo será continuo у E/I es un espacio de Fréchet, Por 

el teorema de la aplicación abierta se obtiene que el ho -

momorfismo entre E/I y С\1х,гД, que es biyectivo, será tam
bién topològico.// 

Como aplicación deducimos el siguiente : 

Teorema Y - 4> - Sea (a^) una sucesión de puntos del plano 

complejo con \a „ \ ~ » a p y para cada a„ tenemos un entero no 

negativo r^» Entonces dado un compacto arbitrario К del plano 

y un náaero €> O, existe un número finito de a^, [ а с , , . . . , а с Д 

y un ̂ > O de modo que : 

para toda función entera f verificando í 

existe una función entera g que cumple 

g(aj^) = 0,...,g {oj) = O; g(a2) = 0,...,g (ag) = 0|... 

en todo punto a^, y además 
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\iiz) - g(2>\ ^ £ en todo 2 é K. 

Demostración : 

Consideremos el ideal cerrado I definido por los ceros 

(â ,rĵ ) y establezcamos el isomorfismo bicontinuo entre E/I 

y (¡ÚLXfT^; el inverso de dicho isomorfismo 

H % C^,r^il ^ E/I 

es continuo con las topologías que hemos considerado en cada 

uno de estos espacios y esto significa que si para una f un -

i*'̂,..., S . e s t á 

suficientemente próxima a cero en cfe,rjj existe otra fun -

ción entera equivalente a la primera, es decir f - h con 

h6I, próxima al cero en E; es decir que es posible aproxi

mar tma función entera que tome valores pequeños (ella y 

sus derivadas) en un conjunto finito de SL^, por una función 

del ideal, uniformemente sobre cada compacto. Y esto es lo 

que se afirma en el Teorema. // 



CAPITübO V I ALGEBRAS COIÌ COCIENTES С0!1Т1Ш03, 

Ешрегашоз рог dar eondiciones eficientes para que un ál

gebra topològica se pueda considerar сошо гш álgebra de fun — 

piones enteras. En lo que sigue,álgebra de fráchet siipifica ^ 

rá espacio de .Fréchet provisto de un producto continuo. Si A 

es un álgebra de Fréchet indicaremos por X el espectro de ca -

racteres de A, es decir de morfismos continuos no nulos de A 

en C, espectro que dotaremos de la topologia débil inducida 

por el sistema dual <A'',A> , 

|яета^У1_1^_1» 3i A es un lllgebra topolégica que posee un ge

nerador topològico z é A, entonces el espectro de caracteres 

% áe к m puede identificar con tina parte de C* 

Demostración : 

Para cada x € A podemos considerar la función continua 

X í X ^ С por xOa =}C(x) ^ % e x 

En particular tenemos z : X — ^ с , .continua, que 

fidemás es infectiva ya que. si ^.jK^X fueran tales que 

l(X.) z M P sea %,{z) s 1Ы 
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entonces también ocurriría %\ (x) = ? í̂.Cx) para cada x t A por 
ser z generador y, por tanto, X i s s X j ^ , Identificaremos el 

carácter X con" el punto del plano z()L).// 

En T?lrtud del lema anterior sobre el espectro X de un 

álgebra A con un sólo generador podemos considerar además de 

la topología débil, la topología inducida por la de Cj como 

la inclusión z : X > С es continua,resulta que la to -

pología débil de X es más fina que la inducida por C, ?шао8 

a dar una condición para que ambas topologías coincidan. 

Según acabamos de observar cada elemento de un álge

bra A determina una función continua sobre Xj diremos que A 

es un álgebra de funciones si el único elemento de A que de

termina la función nula, es el cero de A. En este caso podemos 

considerar, sobre A,la topología^de la convergencia uniforme-

sobre los compactos de X por la topología inducida por С y 

se tiene la 

Proposición VI - 1. - Sea A im á Igebra de Fréchet de fun -

cienes coa un generador cuya topología sea más fina que la 

de la convergencia Tinifoirae sobre los compactos de X = SpcCA) 

dotado de la topología inducida por С y tal que, además, por 

ella X sea localmente compactoj entonces sobre X, la topología 

débil coincide con la de C» 

Demostración : 

En primer lugar observemos que z, : X — ^ С es coatí -
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ntia cuando se dota a X de la topologia de C, porque : 

Así pues también son funciones continuas sobre X to -

dos los elementos de A de la forma P(z) (P polinomio). Ahora 

bien, si X 6 A tenemos 

X = lim Pj^(z) (en A) P̂ ^ polinomios 

y si "XQ ss XQCZ) é X , por hipótesis existe un entorno com -
pacto 7 de XQ sobre el cual I*ĵ Cz) —>з: uniformemente, por 

ser la topologia de A más fina que la de la convergencia sobre 

los compactos. De aqui resulta que x es una función continua 

en V y por tanto en X Q. 

Ж hecho de que cada xé.A sea una función continua en X 

por la topologia inducida por С implica que esta coincida con 

la débil, porque si x £ A : 

quiere decir que la débil es menos fina que la de С y ya se ha 

observado el reciproco.// 

Si suponemos que el generador z de A es \ma función tras

cendente sobre С, entonces el álgebra de los polinomios С[z] 

la podemos considerar incluida en A y estos elementos de A son 

funciones sobre C. En el siguiente resultado hacemos una hipó -

tesis más sobre A : 
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Propooiclón VI - 2. - Soa A tin álgebra do Prdchot de ftmcionos 
con un generador Si traocondonte oobre C, cuya topología oca 
oás fina que la de la convergencia uniforao cobro loo conpac -
tos do X e Spec(A) por la topología inducida por С y quo in -
duzca sobro Clz) гша topología náa fina quo la do la convor -
gcncia puntual; entóneos A os гш álgobra de fiincionoo ontorao. 
Denostracldn : 

Por el Leaa VI - 1 J so incluye en C; véanos en primor 
lugar que en este caso X «= C; en efecto, cada "Xt С defino un 
carácter en ol álgebra C[z)do los polinomios poniendo 

P(z) •> P(X) 

esta forna sobre 0\z\ es continua por la topología de A por 
hipótesis y como Ĉ z) es densa en A se extenderá a una forma 
lineal continua de A en C, que ta-nbién sorá vin carácter por 
la continuidad del producto en A. Así pues cada С deter -
mina un carácter de A y recíprocamente. 

Ahora por la Proposicián VI - 1 la topología ddbil de X 
coincide con la de С y A es un álgebra de funciones continuas 
sobre C, Finalmente cada x A es limite de una sucesión de 
polinomios imiforaemonte sobre cada compacto de С y por tanto 
os una función entera.// 

.Observación : La conpletitud de A no es necesaria para los re
sultados anteriores. La hemos incluido tínicamente porque, más 
adelante, aparecerán álgebras con las hipótesis de la Prop. VI-2, 
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En xm álgebra topològica de Eréchet hay dos problemas 

de convergencia que tienen interás para utilizar la descompo -

sición de Weierstrass de una función entera dentro de un ál -

gebra determinada de funciones enteras. Estos problemas son : 

12 : Si tenemos una sucesión convergente f̂^ ^ f y un 

elemento «*. del álgebra que divida a cada ¿ cuándo se 

puede asegurar que ы, divide a f y además f̂ /oc — — fA ? 

22 : Si tenemos una sucesión convergente f^ - — — ^ f y un ele

mento del álgebra de modo que cada f̂ ^ divide a c*. ¿ cuán

do podemos asegurar que f divide a ck y además ^/f^ — — " ^ / f ? 

ba primera cuestión es fácil de contestar en condiciones 

generales; en efecto, en primer lugar observemos que el hecho 

áe que Ы j f^ implique que c2.| f (si f^ — — ^ f) es equi va -

lente a decir que los ideales principales del álgebra sean 

cerrados; vamos a ver que esta condición necesaria para que la 

respuesta a 12 sea afirmativa es también suficiente : 

Proposición VI - 3. - Sea A un álgebra de Fréchet, sin divisores 

de cero, cuyos ideales principales sean cerrados; entonces si 

f ^ f en A y «A £ A es tal que ok | f̂ ,̂ se verifica d \ f 

y también í^/^ ^ t/^ . 

Demostración : 

Designemos por Â ^ el ideal principal engendrado por ¡A, 

el cual, por hipótesis, será un espacio de Fréchet; por ser el 

producto continuo y carecer A de divisores de cero, la apli -
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cación : 

: A f definida por f Ь «̂ -f̂  

es Myectiva, lineal y continua. Ahora el teorema de la apli -

cacián abierta asegura que es también continua y como 

fĵ ,f e tenemos que ^ ""^^^n^ es decir 

Damos a continuación un criterio que permite asegurar 

que los ideales principales de un álgebra de funciones enteras 

son cerrados y que es aplicable a la ma^or parte de álgebras 

conocidas : 

Proposición VI - 4. - Sea á un álgebra de funciones enteras 

con una topologia que implique la convergencia puntual y tal 

que I 

12 ; La derivación f >• f es continua en A. 

22 : Si f,g 6 A y f/g es una función entera, entonces 

f/g e A. 

En estas condiciones los ideales principales de A son 

cerrados. 

Demostración.: 

En efecto, si f̂ ^ ^ f en A entonces por 12 también 

^n ^ ^n' ^f'í.... Si los ceros de 

lo son de cada i^ con multiplicidad no superior; por tanto 

cada cero de lo es también de f con multiplicidad no 
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superior; así pues f/rt será una funcián entera y por 2^ 

será de A,// 

El álgebra de las funciones enteras y el álgebra E*^ 

satisfacen estas condiciones (ver Proposición II - 2) y a 

ellas es, por tanto, aplicable la Proposición Yl - 3» 

El 22 problema -planteado es difícil de resolver con con

diciones generales; incluso para el álgebra E ^ no hemos 

sabido establecer dicha afirmación, la cual probamos a con -

tinuación para el álgebra de las funciones enteras, resulta

do que utilizaremos más adelante. 

Proposición 7 1 - 5 . - Si f^,f, ̂  son funciones enteras de 

modo que f^ f (uniformemente sobre cada compacto), 

^n\^ y f ,. entonces «<>/f̂  ^ ^/f. 

Demostración : 

Todos los ceros de f̂ ^ y f son ceros de ; dado un 

compacto K y £. > O habrá sólo un número finito de ceros de 

en K y, prescindiendo de un entorno de cada uno de ellos, 

obtendremos un compacto K' c K en el que se cumplirá 

l f(2)| > > O 

y como ••••-—•> f uniformemente sobre K', también 

¡fj^(2)\ :̂  m > 0 . , \f(z)\ :̂  m sobre K' si n>, 

Así, pues, tenemos : 
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1 f^.f - m2 

tmifonaeiaente en К'. Basta, pues, тег que también " ^n^ 

tiende a cero uniformemente en el entorno de cada cero de o( ; 

podemos suponer para ello que se trata de un cero simple y que 

además es el origen, de manera que : 

f s 2.f í ^n ~ ^'^n » «. =5 z.« 

en un entorno compacto de dicho cero. Ahora por la Proposición 

Ш - 3, aplicada а E, tenemos que f̂ ^ — — » f (en E) y co -

Ш0 f jfe O en.iim entorno del origen también será f^ jé O en dicho 

entorno, para n avanzado;se tiene, por tanto s 

^ Cf - fp) ^ 5 ( f - f^) 

y como el denominador es jé O en un entorno del origen y 

1^ - f — — ^ 0 queda establecido el resultado i// 

Observación ¥1 1, — En primer, lu^r queremos'- hacer notar 

que el hecho de que f \ oi, ha de formar parte de la hij^ótesis 

en el enunciado del problema 22 ya que no sé puede esperar 

que \ 0̂  implique f \ «й, (puede ser cada f̂ ^ sin ceros y f 

con ceros). 

Observemos ahora que el 22 problema enunciado es equi — 
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valente a un problema de inversión de aplicaciones lineales con

tinuas entre espacios de Fréchet; en efecto 

si llamamos = {î^ , AQ = (f) y suponemos que los idea

les principales son cerrados y que A no tiene divisores de cero, 

podemos considerar las aplicaciones biyectivas, lineales y con

tinuas entre espacios de Fréchet 

^H: A -i> v̂ :̂ A —^ AQ 
definidas por : x — — > x.f^^ y x —> > x , f 

de manera que f^ ^ f implica • '•i>̂  ̂  (por lo menos 

puntualmente). Si ahora consideramos las aplicaciones inversas 

1 : ^ A 1o""̂  : AQ ^ A 

definidas todas ellas en el subespacio A = A« , el 

problema enunciado significa que \^~^ «««—^^~o* P̂ '̂ '̂ ^̂ îiiê *© 

sobre A, 

Queremos, para terminar este Capítulo, ver el interés 

que tiene en la determinación de los ideales cerrados de un 

álgebra el que sea afirmativa la respuesta a los problemas l^ 

y 22, antes planteados; para abreviar diremos que una tal ál

gebra tiene cocientes continuos ; en primer lugar tenemos el : 

Lema VI - 2, - Sea f = "H f u n producto infinito convergente 

en un álgebra A con cocientes continuos; entonces el producto 

gjj = "^fjj^ es también convergente y, además, la sucesión (gĵ ) 

tiende a 1, en A, 
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Demostración : 

Tenemos que f^,f2^.f2>%»^2*'^3*" ^ ^ ̂  °°°° % 

divide a cada témino deducimos que 

^2» ̂ 2* • • • % 

Análogamente ^ ^/%***^k ^ por tan-

t o ¿ % = f/f]_...fjj. ELnalmente como f^...fj^ ^ f y f̂ ^̂ .̂ fĵ  

divide a f obtenemos que 

% - — ^ f/^ = 3. •// 

Podemos ver ahora como la estructura de los ideales 

cerrados obtenida en el Capítulo I? para el álgebra E*^ de

pende únicamente de que las operaciones algebraicas y topoló-

gicas con funciones enteras se puedan efectuar en el álgebra 

considerada. 

Teorema VI - 1. - Sea A un álgebra de i*réchet, sin divisores 

de óero, tal que verifique las hipótesis de la Proposición VI - 2 

y además 

is : Si f é A y Í{ZQ) - O entonces f/z - ZQ £ A. 

22 : La derivación f ^ f' es continua en A# 

5S : Si > í Y f^\d^ entonces «</fĵ  converge en A» 

42 : La descomposición de Weierstrass de cada f eA es válida en 

A en el siguiente sentido 

Si f(z) = exp(hC2)).2 . Ty(3.-z/2^).expCz/z^t...t¿(2/Zj^) 1 

este producto converge en A y las funciones exp(h(z)). 
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exp(z/z^f ••T'̂ Cz/zjj) )̂ son inversibles en A. 

En estas hipótesis cada ideal cerrado de A es el conjxm -

to de funciones de A que se anulan (contando multiplicidades) 

en ima parte discreta y cerrada de Spec(A) = C, que es precisa -

mente el conjunto de ceros del ideal» 

Demostración ; 

En primer lugar, -de las hipótesis 1?,32 y A-i junto con 

la Proposición VI - 2, se tiene que A es un álgebra de funcio -

nes enteras y que si f,g6 A entonces f/g é A (por ser A comple

ta y por la Proposición VI - 5). Esto junto con la hipótesis 22 

y las Proposiciones VI - 4 y VI - 3 nos asegura que A es un ál

gebra con cocientes continuos. 

Sea ahora I un ideal cerrado de A y Z(I) el conjunto dis

creto y cerrado de sus ceros y sea Cz(l)) el ideal de las 

funciones de A que se anulan en Z(l); se trata de ver que I = 

Basta ver que si f é tf (2(1)). entonces f el; en primer 

lugar ha de ser Z(I) ^ 0 de manera totalmente análoga al Teo

rema IV - 3> aplicando el lema VI - 2. Este mismo Lema per -

mite aplicar el razonamiento del Teorema IV - 4i ya que en vir

tud del mismo.si 

ĝ Cz) = "Tx (l-z/zj5.).exp(z/zjj.t...t^(z/Zj^) *) 

es- un producto parcial en la descomposición de g , tenemos que 
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g/e2p(li(z)).2^.g^ ^ 1 en-A , 

siendo exp(h(z)) y la función sin ceros y los ceros en el 

origen que aparecen en la descomposición de £.// 
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SOBRE EL ALGEBRA D3 LAS FUl̂ CIOlJES ElITERAS DE ORDEII ACOTADO 

J. Gufi 

A К E X O 

I) La demostración del Teorema I - 2 ( pag. 13 ) debe susti

tuirse; por la siguiente : 

Empecemos por ver que f €.E^ ; en efecto, por ser (f^) ^ -

acotada, dado p í К existe tal que : 

\f^(z)\ < Mp.exp(/'''̂ n si \z\ír M n c N ^ 

y en consecuencia como f^(z) $>f(2), se tiene 

\f(z)\ £ Ií̂ .exp(r**''̂ ) si \z\¿r 

lo qué significa que f é-Ê** . 

Ahora tenemos, pues, que (f̂ ^ - f) es una sucesión ^ -

acotada; dado q fe sea p > q y tal que 

\fj2) - f(z)U I-Ip.e>q)(r'''''0 si \z\í:r M n t K ; 

dado í> O, obviamente existirá un Tq tal que 

Ahora bien, como .f^ — f uniformemente sobre los compactos se 

podrá conseguir 

\f^(z) - f(2)\ < A ^ 6 .expCr"'"'̂ ) si 0^ \zll TQ 



locual, junto con lo anterior, completa la demostración. 

II) La demostración de la Proposición VI - 5 ( pag, 78 ) nece

sita un siayor detalle a partir del punto en que se afirma que 

o .̂Cf - •̂ n̂ /'̂ n"'̂  tiende a cero uniformemente en un entorno de cada 

cero áe d i 

Desde luego se puede suponer que dicho cero es el origen y que 

f(0) = O ya que en otro caso es inmediato, Supongamos que fCz) = 

z .f(z) con f(0) 5̂  O y observemos qtie el orden del origen como 

cero de f̂ ^ no puede ser superior a k para infinitos valores de n, 

.Vongamos, pues : 

'K(z) = z^ . í (z) I = z\t^{z) con t^iO) j¿ O y Oí h^í # K 

y consideremos las sucesiones parciales de (f^) 

(f^) foraada por la s f̂^ tales que == O 

(f^) " " h = 1 

Evidentemente hasta demostrar que d .(f - fj)/f^.f — — ^ O 

uniformemente en un. entorno del origen para i = l,,..,k. Ahora bien: 

d.{t^ f|) z%^.z^.(f\-f^) o4.(f^ - f^) 

f^.f Z^.f^J^f f\.f 

donde fCz) = z^.f^íz) para i = 1,...jk» Además se verifica que 

f^ . — ^ f^ (por la Prop. ¥1-3) y f / O en un entorno del origen, 

'" ''*'i ' • • • • '̂ i ' • 
Como también fĵ (O) f¿ O las serán ?¿ O en un entorno del origen en 

que no haya otro cero de^, y de aquí se obtiene lo deseado* 




