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Notaciones

La mayor parte de las notaciones que se usan en esta tesis se definen en el
texto cuando se usan por primera vez. Sin embargo, a continuacion senalaremos
algunas notaciones bésicas, que se usan con frecuencia en la exposicion.
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x<y
x<y
X2y
x>y
XKy

el conjunto de los niimeros naturales, enteros no-negativos
el conjunto de los niimeros enteros

el conjunto de los nimeros reales

para naturales i < j, el conjunto {i,i+1,...,j}

indica el conjunto de las partes del conjunto finito X
utilizados para indicar la cardinalidad del conjunto finito X
R es un subconjunto de T

R es un subconjunto de 7'y R no es igual a T’

iguales por definicion

k—!(f!_—k)!, el coeficiente binomial: n sobre k
m, el coeficiente multinomial (a; + ax + - -- + a,, = n)

el conjunto de las permutaciones u ordenaciones del conjunto N
delta de Kronecker, 1 si 2 = j, y 0 en otro caso

el conjunto de vectores cuyas coordenadas se indexan por N

el conjunto de vectores de RV de coordenadas positivas o nulas

un vector de RV

el i-ésimo vector de la base canénica de R", i.e. e} = 0jj

el vector de incidenciaa SC NenRM : 1sii€ Sy 0 en otro caso
producto interior de dos vectores ).\ z;%; (x,y € RY)
complementario de S en N : los elementos de N que no son de S
z; < y; paracadai € N (x,y € RV)

x; < y; paracadai € Ny z; < y; para algn i € N (x,y € RV)

z; > y; paracadai € N (x,y € RV)

z; > y; paracadai € Ny x; > y; paraalgin i € N (x,y € RV)

x; < y; para cada i € N (x,y € RV)

indica el final de una demostracion



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo vamos a senalar algunas cuestiones generales sobre la teoria
de juegos y mas concretamente los juegos cooperativos, intentando situar el tema
del cual trata la presente tesis. Ademas, indicaremos el significado de las con-
tribuciones marginales desde una perspectiva no demasiado técnica, senalando el
concepto de solucion més popular en los juegos cooperativos, el valor de Shapley,
que las utiliza de forma extensiva.

Por otra parte, la génesis de la presente tesis se har presente, asi como una
explicacion detallada de los temas que la componen, con una atencién especial
a los temas actuariales (en un sentido amplio), ya que éstos fueron, en primera
instancia, los que originaron este trabajo.

Finalizaremos el capitulo exponiendo los principales resultados a los cuales
hemos llegado, asi como aquellas cuestiones que quedan abiertas y mereceran
mas atenciéon en el futuro.

1.1 The name of the game

.De qué trata la Teoria de Juegos?

A pesar de que el nombre de Teoria de Juegos sugiere un entorno maés ladico,
lo cual provoca numerosos errores en los buscadores de Internet o en los catalo-
gos de las bibliotecas, ésta se centra en los modelos matematicos que analizan los
problemas de decision en los que hay conflicto y/o cooperacion entre los diversos
decisores, que suponemos racionales. Por ello, algunos autores sugieren como
sinénimo el nombre de Teoria de Decisién Interpersonal o Multipersonal. Pro-
porciona técnicas matematicas generales para analizar situaciones en las cuales
dos 0 més individuos toman decisiones que afectan el bienestar o la riqueza tanto
del decisor como de los otros.

El nombre procede del articulo Zur Theorie der Gesellschaftsspiele de John
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8 Introduccién

von Neumann (1928), si bien la teoria de juegos tal como la conocemos se fun-
damenta en el libro Theory of Games and Economic Behavior por John von
Neumann y Oskar Morgenstern (1944). Se puede afirmar que ha sido el libro
esencial para todo el desarrollo de la teoria econémica mas reciente, aunque la
teoria de juegos tiene un alcance muy general, con aplicaciones a la economia,
otras ciencias sociales,y también las ciencias naturales, como por ejemplo en al-
gunos modelos biologicos de conflicto.

El campo de la teoria de juegos se puede dividir, a grandes rasgos, en dos
partes, teoria de juegos cooperativos y teoria de juegos no cooperativos, donde la
diferencia procede del supuesto de si los participantes pueden hacer acuerdos vin-
culantes o no. La teoria de juegos no cooperativos suele analizar qué decisiones
tomarén los agentes si no se pueden obligar a acuerdos, y por ello la nocién de
equilibrio es la relevante en ese contexto. Por otra parte la teoria de juegos coo-
perativos da por supuesto que antes de que se tomen decisiones, los jugadores
pueden obligarse sobre ellas, lo que lleva a focalizar la atencién sobre ;qué coa-
liciones se formaran?, jcomo se repartira el resultado de la cooperacion?, etc. y
por tanto los conceptos fundamentales se denominan soluciones.

Juegos cooperativos

La teoria de juegos cooperativos trata de las situaciones en las cuales los
agentes (jugadores) coordinan sus acciones, de forma que esta coordinacién re-
dunda en beneficios conjuntos, que frecuentemente exceden a los beneficios in-
dividuales. Como ya hemos comentado, la cuestién principal consiste en dividir
estos beneficios conjuntos.

En algunas ocasiones estos beneficios conjuntos se pueden transferir libre-
mente entre los participantes, mientras que en otros casos no es asi. Esto suele
suceder si hay una medida de la utilidad que es intercambiable entre los jugadores,
tal como el dinero o alguna otra medida semejante. Por ello, una division interna
de los juegos cooperativos se encuentra entre los juegos cooperativos de utilidad
transferible o juegos T.U. y los juegos cooperativos de utilidad no transferible o
juegos N.T.U. En un juego T.U. a cada grupo de jugadores (una coalicion) se le
puede asignar un tinico nimero real, que representa el pago maximo que puede
alcanzar la coalicion si sus participantes se coordinan y cooperan. No hay res-
tricciones sobre como repartir el producto de la cooperacion entre los jugadores.
En cambio, en un juego N.T.U., y de forma més general, asocia a cada coalicién
un conjunto de posibles divisiones del beneficio conjunto entre los componentes.
Estas divisiones no pueden ser transferidas libremente entre los jugadores.

Aqui nos restringiremos a juegos cooperativos con utilidad transferible. Y
ademas supondremos que el conjunto de los agentes o jugadores es finito.



1.1 The name of the game 9

No hemos senalado que los juegos cooperativos se pueden analizar desde el
punto de vista de las ganancias o desde el punto de vista de los costes. La
diferencia fundamental consiste en como se visualizan los valores de las coaliciones
por los participantes. Si prefieren cantidades mayores a menores, se trata de un
juego de ganancias, lo que sera la situacion habitual, mientras que en el caso
contrario serd un juego de costes.

Habitualmente se supone que todos los agentes cooperaran, es decir, que la
coalicion total se va a formar, y una posible distribucién de estos beneficios con-
juntos se llama un vector de pagos. Otras posibilidades, como lo que se denomina
coalition formation, tampoco seran consideradas aqui. Las definiciones bésicas,
asf como la nomenclatura adecuada a los juegos cooperativos, se proporcionaran
en la seccion 2.1, asi como también una introduccién a algunos conceptos de
solucioén, tal como el core.

Se han estudiado diversas extensiones de la teoria de juegos cooperativos de
utilidad transferible, poniendo limitaciones a la cooperacion, lo que serd ana-
lizado brevemente en el capitulo 4, o bien considerando un namero infinito de
jugadores. Sin embargo estas extensiones no formaran parte de nuestro estudio.
Ademaés algunos clases de juegos cooperativos tienen propiedades especiales, y a
veces proceden de un modelo econémico o politico, lo que sera remarcado cuando
aparezca.

Conceptos de solucién en los juegos cooperativos

En la discusion del problema del reparto del producto de la cooperacion entre
los jugadores, la bisqueda de soluciones a este reparto, tanto desde un punto de
vista normativo como positivo, ha sido una constante desde el inicio de la teorfa
de juegos, con von Neumann y Morgenstern (1944), quienes ya sefalan lo que en
el lenguaje actual se denomina conjuntos estables como Solutions and standards
of behavior.

Las soluciones pueden ser conjuntistas (como los conjuntos estables o el core)
o bien puntuales. Este iltimo caso es el que suele tener més adeptos, puesto que,
una vez se ha formalizado la cooperacion entre los jugadores, se espera que la
teoria nos aporte una “soluciéon” a los distintos problemas de reparto de ganan-
cias o de costes, recomendando una distribuciéon que sea més o menos equitativa.
Algunas de estas soluciones son el valor de Shapley, el nucleolo, o el valor-tau,
cuya recomendacioén se fundamenta en diversos presupuestos tedricos. Ademés
de sus propiedades, conviene analizar la variabilidad de la solucién respecto a
la monotonia de los juegos, en lo que se podria llamar un anélisis de sensibili-
dad. Young (1985a, 1985b, 1992 y 1994), en contextos diferentes, analiza esta
cuestion.

De estas “soluciones”, algunas no estan definidas para todos los juegos, o son
vacias en algiin caso, lo que las convierte en insatisfactorias. Otras veces contienen
mas de un punto, y en este caso la eleccion de uno de ellos puede indicar que
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después de la seleccién viene un proceso que no se puede decidir simplemente con
la forma caracteristica, y requiere otros instrumentos. En cualquier caso, no hay
una dnica eleccion posible, y se trata, por ello, de una recomendacién basada en
la asuncion de principios o axiomas que sustenten la solucion. Este analisis de los
axiomas que justifican una solucién ya proviene desde el principio de la definicion
del valor (de Shapley). El core de un juego cooperativo es una solucién conjuntista

que tiene como caracteristica que distingue y agrupa las distribuciones para las
cuales ninguna coalicién o grupo de agentes tendria incentivos para romper la
cooperacion. Por ello el core tiene una vocacion positivista, porque tiende a
anticipar el comportamiento de los agentes.

Por el contrario, las soluciones puntuales suelen analizarse desde el punto de
vista normativo, indicando qué propiedades cumplen y cuéles lo individualizan,
en lo que se llama la axiomatizacion de la solucion.

Formalmente, una solucién puntual ¥ de un juego cooperativo de utilidad
transferible (N, v), no es mas que un procedimiento que asigna a cada juego
cooperativo (N, v) de una cierta clase A de juegos un vector

\‘D(Na'”) = (q’laip%---w‘pﬂ) € Rna

donde ¥; indica el pago al jugador i de forma que el beneficio o coste total
sea totlamente distribuido o imputado a los jugadores. Exigiremos, pues, que
2ien Vi =v(N)

Discutiremos con algo mas de detalle el valor de Shapley (Shapley, 1953),
puesto que aparecerd en diversas ocasiones a lo largo de la presente memoria.

El valor de Shapley

El valor (de Shapley), introducido por Lloyd Shapley en 1953, es una solu-
cién puntual con propiedades muy atractivas, las cuales se pueden encontrar en
cualquier manual de juegos cooperativos, como en Rafels (1999), Owen(1995) o
Driessen(1988). Se trata de un concepto fundamental en la teoria de juegos y sus
aplicaciones, y muchas veces es el inico concepto que aparece en los manuales de
Investigacion Operativa, junto con el core, en lo que se refiere a la teoria de juegos
cooperativos. El valor de un juego para un jugador se puede interpretar como una
evaluacion a priori de las ganancias esperadas, en una version probabilistica de
la formacion de la coalicién total, si bien otras interpretaciones son también posi-
bles. Tanto el valor de Shapley como sus generalizaciones siguen siendo objeto
de investigaciones, tanto desde el punto de vista tedrico como aplicado.

Refleja la idea de tener en cuenta las diversas contribuciones marginales de
los jugadores, que corresponden al incremento del beneficio que se deriva de la
incorporacion de cada jugador a las distintas coaliciones. La literatura
generada por el estudio del valor de Shapley es muy extensa. Como senala Hart
en 1990:
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The main solution concept here, from which the whole theory has
developed, is the Shapley value (Shapley, 1953). It may be surprising
that after so many years there are still new and interesting things to
say about the Shapley value, even in finite TU games!

Ademas del concepto fundamental, al cual se pueden complementar los articu-
los recogidos en el libro editado por Alvin Roth (1988): The Shapley value. Es-
says in honour of Lloyd S. Shapley, podemos destacar las extensiones a los juegos
con cooperacion restringida (Myerson, 1977), con un continuo de jugadores y su
aplicacion al estudio del equilibrio competitivo de una economia (Aumann, 1964),
los estudios en los que se relaja la simetria en el tratamiento de los jugadores (va-
lor de Shapley ponderado) como en Shapley(1953b) o Kalai y Samet (1987), la
extension multilineal de Owen (1972), por no hablar de las numerosas aplicaciones
de distribucién de costes.

En lo que respecta a las contribuciones marginales, cabe sefialar que ademés de
los axiomas tradicionales que determinan el valor de Shapley: eficiencia (que sig-
nifica que los valores suman el valor de la coalicién total), simetria o tratamiento
igual (que significa que jugadores iguales reciben exactamente lo mismo), adi-
tividad (el valor de la suma de dos juegos es igual a la suma de los valores en
cada uno de ellos) y jugador falso (si un jugador solo aporta su valor individual,
solo recibe su valor), Young (1985) introduce el axioma de contribuciones mar-
ginales, que senala que el valor de un jugador en cualquier juego solo depende
de sus contribuciones marginales. Young demuestra que eficiencia, simetria y
contribuciones marginales determina univocamente el valor de Shapley.

También la introduccién del potencial para los juegos cooperativos (Hart y
Mas-Colell, 1989) ha permitido encontrar otra derivacién teérica muy interesante
al valor de Shapley.

1.2 Objetivos de esta tesis

El objetivo de la presente memoria es el estudio de situaciones en las cuales un
grupo de individuos o empresas (agentes con capacidad de decisién) con intereses
en principio conflictivos se enfrenta a un proceso conjunto de toma de decisiones.

Inicialmente el objetivo principal era el estudio de modelos teéricos de juegos
cooperativos, tanto desde un punto de vista de resultados generales como para
hallar aplicaciones de la teoria de juegos cooperativos al area actuarial, especial-
mente al célculo de primas de seguros y reaseguros. En este campo, se trataba de
encontrar maneras mas eficientes de compartir la cooperacion implicita presente
en los seguros. Algunos ejemplos de esta preocupacion se pueden encontrar en
el modelo del reparto del coste de la solvencia (seccién 5.4), en el ejemplo 5.1, o



12 Introduccién

en el estudio que aparece en el articulo de Alegre y Claramunt (1995). En el
texto se proporciona una vision panoramica de algunas aplicaciones de los juegos
cooperativos de utilidad transferible en el capitulo 5.

El modelo de juego cooperativo que se presenta: Solvency cost share games ,
trata de aplicar el modelo tedrico de los juegos homogéneos hacia una aplicacion,
si bien sencilla, pero que capture lo esencial del problema practico, y que puede
derivar hacia modelos més complejos.

Por otra parte, otros modelos tienen en cuenta que en determinadas situa-
ciones, como el reaseguro, los agentes tienen perfiles de utilidad distintos, puesto
que dependera de su capital y reservas, asi como de la suma en riesgo. Esto lleva
hacia modelos de cooperacion, pero en los cuales la utilidad no es transferible.
Suijs (1998) tiene un estudio muy completo de aplicacién de los juegos coope-
rativos al campo actuarial, en los que se analiza un modelo de intercambio de
polizas, que depende de las utilidades de los agentes, pero con unas fases en las
cuales las coaliciones pueden decidir entre diversos tipos de acciones.

Posteriormente, el objeto de la tesis fue derivando hacia un estudio mas teéri-
co del modelo de los juegos cooperativos con utilidad transferible, especialmente
hacia el estudio de las contribuciones marginales en los juegos cooperativos de
utilidad transferible. Y dentro de este contexto, el conjunto de Weber y su com-
portamiento se convirtié en el hilo conductor de la presente tesis. Por ello el
titulo, puesto que esta memoria trata especialmente de las contribuciones margi-
nales, para analizar el conjunto de Weber, que es el menor conjunto convexo que
las contiene.

Los problemas que intenta analizar la presente memoria se pueden describir
de la siguiente manera:

estudiar la relacion entre el conjunto de Weber y el conjunto de las imputaciones,
con el propoésito de analizar si el conjunto de Weber puede recoger los
principales conceptos de soluciéon en los juegos cooperativos,

en el estudio de esta relacion aparece un juego no cooperativo bipersonal de
suma nula, cuya utilizacion en el contexto cooperativo es novedosa, y que
se puede conectar con la familia de nucleolos matriciales,

estudiar la relacion entre los conjuntos de Weber de juegos relacionados por
relaciones de orden, y cuyo estudio permite conectar teoremas procedentes
de campos muy diferentes,

analizar la limitacién de la informacién disponible en el célculo de los vectores
de contribuciones marginales, mediante el 'olvido’ de parte de los valores
de las coaliciones, para encontrar como se relacionan éstos entre si,

definir juego cooperativo con grupos homogéneos, para estudiar los modelos con
gran nimero de jugadores,
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estudiar las condiciones para que un juego con grupos homogéneos sea equili-
brado, asi como condiciones para hallar que sea totalmente equilibrado, con
extension para funciones definidas sobre el primer cuadrante,

estudiar el conjunto de Weber y el valor de Shapley para juegos con grupos
homogéneos,

analizar la convexidad de juegos con grupos homogéneos.

1.3 Esquema de la presente tesis

En primer lugar se presenta este primer capitulo, de introduccién sobre la
teoria de juegos, y cuyo contenido refleja la descripcion de los capitulos, las
partes més relevantes y los problemas abiertos que quedan.

Posteriormente, y centrando el contenido en si de la memoria, el nicleo del
trabajo se compone de dos partes netamente diferenciadas:

e la Parte I: Vectores de Contribuciones Marginales para juegos de utilidad
transferible, compuesto de tres capitulos, y

e la Parte II: Juegos Cooperativos con grupos homogéneos, compuesta de dos
capitulos.

El trabajo termina con la bibliografia citada a lo largo de los capitulos.

A lo largo de todo el trabajo se ha procurado complementar los conceptos o
resultados que se exponen con esquemas y ejemplos que permitan comprender de
manera mas adecuada aquellas ideas, procurando que la exposicion sea lo més
amena posible.

En el capitulo 2 se trabaja con el conjunto de Weber y el conjunto de las
imputaciones. Para ello, en la primera seccién se proporciona una breve introduc-
cién a la teorfa de juegos cooperativos (con utilidad transferible), con la notacion
que se empleara en lo sucesivo. Mas tarde se analiza el conjunto de Weber, con
su definicion y diversos ejemplos, entre los que cabe destacar el modelo de pro-
duccion conjunta de un terrateniente y varios campesinos, donde se encuentra
que el valor-tau pertenece al conjunto de Weber.

Mas tarde se aborda el tema principal en este capitulo, las relaciones entre
el conjunto de Weber y las imputaciones. Se analiza la condicién que permite
identificar los juegos para los cuales el conjunto de Weber esta incluido en el
conjunto de las imputaciones: la cero-monotonia. También se proporcionan otras
condiciones para asegurar que ambos conjuntos coinciden, y por tltimo alguna
condiciéon para la inclusién contraria.



14 Introduccion

Se contintia con un ejemplo en el cual se encuentra que la interseccion entre
el conjunto de Weber y el de las imputaciones es vacia, lo que responde nega-
tivamente a la cuestion planteada. Sin embargo, esto es asi para un juego de
cuatro jugadores, ya que se demuestra que para un nimero menor, siempre hay
interseccién no vacia.

La seccion siguiente proporciona una caracterizacion de la interseccion ha-
ciendo intervenir un juego bipersonal no cooperativo de suma nula, en el cual los
equilibrios y el valor se pueden analizar. Se trata del resultado més importante de
este capitulo. También se proporcionan cotas del valor del juego no cooperativo,
y alguna caracterizacion correspondiente.

Por tltimo el capitulo finaliza con el estudio del selectope.

En el capitulo 3 se analiza la relacion entre los conjuntos de Weber de juegos
con la misma eficiencia y ordenados por la relacion de orden usual.

Para ello, en primer lugar se proporcionan algunos resultados parciales antes
de abordar el teorema de la interseccion. Este teorema de la interseccién per-
mite demostrar que estos conjuntos de Weber se intersecan. Esto resulta ser de
sumo interés, puesto que proporciona consecuencias insospechadas sobre temas
aparentemente inconexos.

En la siguiente seccion se detallan las consecuencias del teorema, con un esque-
ma que indica las relaciones que se presentan. Estas van desde la demostracion
del resultado clasico de inclusion del core en el conjunto de Weber hasta el hecho
de que todo juego convexo es un juego con large core o el teorema del sandwich.
En el esquema estéd indicado donde se encuentra el resultado original, si existia.

En el capitulo 4 se analiza la relacién entre los conjuntos de Weber de juegos
en los cuales hemos limitado la informacién disponible.

Tras unos cuantos ejemplos se demuestran diversos teoremas que justifican que
si el juego es suficientemente regular (cero-mondtono), los conjuntos de Weber de
los juegos de nivel forman una cadena.

En la siguiente seccién, y bajo condiciones generales, se demuestra, mediante
un argumento de induccién, que los conjuntos de Weber consecutivos presentan
siempre intersecciéon no vacia, lo que no ocurre forzosamente para conjuntos de
Weber de niveles no consecutivos.

Ademas, y usando herramientas del capitulo anterior, se encuentra un resul-
tado de interseccion de conjuntos de Weber de nivel k entre juegos ordenados y
con la misma eficiencia.

Una vez finalizada la Parte I, pasamos a la Parte II: juegos cooperativos con
grupos homogéneos.

En el capitulo 5 se define juego con grupos homogéneos, y se dan todos los
instrumentos para encontrar los conceptos de los juegos cooperativos ordinarios
trasladados a este contexto.

En primer lugar se analizan diversas situaciones que motivan la introduccién
de este instrumento. También se exponen con detalle unos ejemplos de indole
actuarial, lo que justifica nuestro interés primero.



1.3 Esquema de la presente tesis 15

Posteriormente se introduce el concepto de juego cooperativo con grupos ho-
mogéneos, asi como otra serie de conceptos relacionados: conjunto de imputa-
ciones, core, algunas definiciones necesarias, etc. También se expone la relacion
con los juegos cooperativos ordinarios.

Como aplicaciones econémicas inmediatas se analiza el modelo del Airport
cost game, asi como el mercado de los guantes, para introducir un modelo propio,
el modelo actuarial de los Solvency cost share games.

El conjunto de las imputaciones y el core de los juegos con grupos homogéneos
sirven para encontrar condiciones para que un juego sea equilibrado, asi como
otro juego cooperativo ordinario, el de los tipos, para ver la relacion que hay
entre los cores correspondientes, asi como los juegos de unanimidad con grupos
homogéneos.

En la siguiente seccion se estudia la caracterizacion de funciones definidas
sobre la malla entera, que restringidas proporcionen juegos equilibrados siem-
pre. Se encuentran algunas condiciones necesarias, asi como otras suficientes,
con numerosos ejemplos. Se presenta un modelo que generaliza el de los juegos
financieros, y del que puede asegurarse que es equilibrado.

Ademés esta misma caracterizacién se analiza para funciones definidas sobre
el cuadrante positivo de R", lo que permite encontrar algunas condiciones nece-
sarias, asf como otras suficientes. Se puede demostrar que algunos modelos con
funciones usadas en la matemética econémica, como las funciones Cobb-Douglas,
C.E.S. o de Leontief, bajo ciertas condiciones, proporcionan juegos siempre equi-
librados.

Se define y estudia el vector de contribuciones marginales y el conjunto de
Weber para juegos con grupos homogéneos, con la introduccién del concepto
de multipermutacién. Se descubren otras relaciones con los juegos cooperativos
ordinarios, asf como la inclusién del core en el conjunto de Weber.

El valor de Shapley para este tipo de juegos aparece asociado a las multi-
permutaciones. Se encuentra la féormula que determina el valor de Shapley, si
bien la axiomatizacion queda pendiente, ya que no es facil trasladar los axiomas
ordinarios a este tipo de juegos. Esta seccion finaliza con el calculo del valor de
Shapley en los juegos del mercado de los guantes.

En el capitulo 6 se analiza la convexidad para los juegos con grupos homogé-
neos, observandose que no coincide con la supermodularidad.

En la primera seccion se proporciona un ejemplo para hacer evidente que la
supermodularidad sobre el reticulo es claramente insuficiente para las propiedades
que esperamos tenga un juego convexo.

Por lo tanto se hace necesario definir un nuevo concepto que hemos deno-
minado f-convexidad, del que se proporcionan diversas caracterizaciones, y que
implica la supermodularidad. Al final se justifica esta definicién como un concep-
to relacionado con el signo de las diferencias segundas. Se proporcionan algunos
ejemplos de funciones y se observa que este concepto no esti directamente rela-
cionado con la convexidad de funciones de varias variables.
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Por ultimo, se define juego convexo con grupos homogéneos, que restringido a
los juegos cooperativos ordinarios se traduce en la convexidad usual. Se propor-
cionan algunas caracterizaciones de esta clase de juegos, si bien no se cumple que
la inclusion del core en el conjunto de Weber sea una caracterizacion de la clase.
Si se considera el juego cooperativo ordinario de los tipos, éste proporciona el
mismo conjunto de Weber, y el mismo core. Finaliza la memoria con un ejemplo
del modelo del reparto del coste de la solvencia para mostrar la notable economia
de calculos.

1.4 Conclusiones y cuestiones abiertas

En esta seccidn intentaremos poner de manifiesto las aportaciones que presen-
ta esta tesis, asf como identificar aquellos aspectos que quedan abiertos a futuras
investigaciones.

Capitulo 2

En primer lugar, se han encontrado condiciones generales que permiten iden-
tificar los juegos para los cuales el conjunto de Weber esta incluido en el conjunto
de las imputaciones, en los que ambos coinciden, asi como alguna condicién para
la inclusion contraria. Estos resultados no estaban descritos con anterioridad.

También en el caso del modelo del terrateniente y los campesinos se muestra
que el valor-tau se encuentra en el conjunto de Weber, lo que no suele resultar
cierto, incluso para clases de juegos bastante generales

En segundo lugar, ha quedado claro que el conjunto de Weber no es, en gene-
ral, un catcher de los principales conceptos de solucion, excepto, claro esté, del
valor de Shapley, por su propia definicion. También se dispone, utilizando herra-
mientas procedentes del campo de los juegos no cooperativos de suma nula, de un
criterio nuevo para estudiar la interseccion entre el conjunto de las imputaciones
y el conjunto de Weber.

Este criterio, que corresponde a un equilibrio de Nash del juego no coopera-
tivo, proporciona un punto del conjunto de Weber, y que se puede analizar a la
luz de lo que Potters y Tijs (1992) sefialan como un nucleolo general.

Por otra parte, el selectope tiene una clara relacion con el conjunto de Weber,
y alguna de las condiciones estaban especificadas de forma incorrecta. A la luz
de lo estudiado anteriormente tampoco el selectope puede servir para atrapar las
soluciones.

Cuestién: jEn alguna clase de juegos, lo méis amplia posible, se podra asegurar
que el conjunto de Weber es un cafcher de determinadas soluciones, como, por
ejemplo, el nucleolo?
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Cuestion: ;Qué propiedades tiene, desde el punto de vista de la axiomatica,
el punto del conjunto de Weber que aparece como nucleolo general de la matriz

M"?

Cuestién: En el estudio que se realiza, se puede estudiar la matriz traspuesta, y
el valor correspondiente, que tiene otro significado. ;Coémo se puede caracterizar
el valor que aparece y analizar la axiomética que cumple?

Cuestién: Hay otros conjuntos relacionados con las contribuciones marginales,
como los Reduced Marginal Worth Vectors, de Nufiez y Rafels (1998). En la
misma linea del capitulo, ;qué relacion tiene con el conjunto de las imputaciones?

Cuestiéon: Todo lo senalado en este capitulo, jen qué condiciones se puede
extender hacia situaciones de cooperacion parcial, en el sentido que analiza Bilbao
(2000)?

Capitulo 3

En este capitulo se analiza la relacién entre los conjuntos de Weber de juegos
con la misma eficiencia y ordenados por la relaciéon de orden usual. El teorema
de la interseccion permite demostrar que estos conjuntos de Weber se intersecan.
Este teorema resulta ser de gran interés, puesto que ademaés de su propio significa-
do, ello nos proporciona consecuencias insospechadas sobre temas aparentemente
inconexos, como los juegos exactos no-gap, los juegos totalmente esenciales o el
teorema del sandwich. Algunas de estas consecuencias ni siquiera estaban refe-
renciadas con anterioridad, y las demostraciones aqui presentadas difieren de las
originales, puesto que utilizan el teorema de la interseccion.

Cuestion: ;Es posible determinar alguna condiciébn para que si hallamos la
interseccion de los conjuntos de Weber de tres juegos de la misma eficiencia y
ordenados ésta sea con seguridad no vacia? Obsérvese que si los juegos son
equilibrados, los cores respectivos se contienen, y por eso en este caso es seguro
que hay interseccion.

Cuestién: ;Hay otras consecuencias del teorema de la interseccién que conecten
otros teoremas para los juegos exactos y la cobertura equilibrada de un juego?

Cuestion: ;Podemos asegurar que hay algiin conjunto del conjunto de Weber que
contiene al core latente o Least Core? Sobre este tema disponemos de respuestas
parciales.

Capitulo 4

En este capitulo se analiza la relacion entre los conjuntos de Weber de juegos
en los cuales hemos limitado la informacion disponible. Se demuestran diversos
teoremas para sefialar que si el juego es suficientemente regular (cero-monétono),
los conjuntos de Weber de los juegos de nivel forman una cadena. Ademas, y bajo
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condiciones méas generales, los conjuntos de Weber consecutivos presentan siempre
interseccién no vacia, lo que no tiene que ocurrir necesariamente para conjuntos
de Weber de niveles no consecutivos. Por otra parte, y usando herramientas del
capitulo anterior, se encuentra algin otro resultado interesante.

Toda esta parte es absolutamente novedosa y su utilizacion se puede analizar
desde el punto de vista de los criterios de reparto de costes utilizados en la inge-
nieria. También se puede indicar que los vectores de contribuciones marginales
ajustados de Driessen (1988) para los juegos k-convexos se pueden ver como un
conjunto de Weber de nivel para un juego definido adecuadamente.

Cuestion: Una vez se determinan los conjuntos de Weber de nivel k, jes posible
senalar relaciones entre los valores de Shapley, que permitieran acotar, para de-
terminados tipos de juegos, la informaciéon a procesar para calcularlos? Téngase
en cuenta que desde el punto de vista de la informacién, la determinacion del
valor de las coaliciones se convierte con frecuencia en un problema insoluble en
las aplicaciones practicas, y no tanto el algoritmo de calculo del valor de Shapley.
Este puede ser el interés de obtener valores aproximados de Shapley.

Cuestion: En el contexto de un juego definido sobre un hipergrafo,;se pueden
utilizar las ideas de limitar la informacion para definir el conjunto de Weber de
una manera més adecuada? Y de la misma manera el selectope.

Cuestioén: ;Como se puede influir en la determinacion del valor de Shapley para
juegos definidos sobre estructuras combinatorias?

Capitulo 5 .

En este capitulo se define juego con grupos homogéneos, y se dan las princi-
pales herramientas para trasladar la teoria de los juegos cooperativos. También
se analiza la condicién para que un juego con grupos homogéneos tenga el core
no vacio, es decir las colecciones equilibradas en este contexto. Esto permite, a
mi entender, reflexionar sobre el significado de coleccion equilibrada, y después
de juego equilibrado.

Se proporcionan algunas condiciones para que un juego sea equilibrado, conec-
tandolo con otros estudios anteriores. Asimismo, se estudian algunas condiciones
para obtener juegos totalmente equilibrados, y se observa que algunos modelos de
juegos cooperativos presentan esta propiedad. En concreto algunos modelos con
funciones usadas en la matemética econémica, como las funciones Cobb-Douglas,
C.E.S. o de Leontief, bajo ciertas condiciones, proporcionan juegos siempre equi-
librados. Parece que para otros modelos este estudio también es posible

Como se sefala en la introduccién al capitulo, algunas ideas ya se habfan
estudiado con anterioridad, si bien generalmente centradas en el contexto de
los juegos simples. De todas maneras, las condiciones que se encuentran son
completamente nuevas, y especialmente interesante es el modelo actuarial de los
Solvency cost share games , asi como las aplicaciones econémicas que se senalan
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por todo el capitulo.
La interpretacion y formulas del valor de Shapley son interesantes, asi como

la aplicacion a los juegos del mercado de los guantes.

Cuestién: Ademas de estudiar estos casos de juegos totalmente equilibrados, jes
posible encontrar comportamientos asintoticos y relaciones con juegos definidos
para una infinidad de jugadores?

Cuestion: ;Como se puede analizar unas estructuras similares a los juegos coo-
perativos, pero definidas sobre el cuadrante positivo de R*? ;Y qué significado
tendria en este caso, desde el punto de vista econémico?

Cuestion: Una vez se determina el conjunto de Weber para juegos con grupos
homogéneos, jes posible definir el selectope correspondiente?

Cuestién: El modelo de los Multi-Choice games de Hsiao y Raghavan (1990,
1993) es formalmente muy parecido a nuestro modelo. Por ello, jes posible
trasladar nuestras definiciones en aquel contexto?

Cuestién: ;Se puede encontrar una axiomatizacion del valor de Shapley para
juegos con grupos homogéneos, si bien ya ha quedado claro que los axiomas
clasicos no servirdn?

Capitulo 6

En este capitulo se analiza la convexidad para los juegos con grupos homogé-
neos, observandose que no coincide con la supermodularidad (en el contexto del
reticulo que se considera). Ello obliga a definir un nuevo concepto que hemos
denominado f-convexidad, al menos de forma provisional, y del que se propor-
cionan caracterizaciones variadas, para analizar su significado. Se observa como
se puede estudiar si un juego con grupos homogéneos es full convez y se dan las
principales herramientas para analizarlo. Los principales teoremas permiten en-
contrar de forma sencilla el sentido de la f-convexidad. Como se indica en el texto,
este concepto ha debido ser definido sin que se haya encontrado otro concepto
similar, mas que el de complementariedad de costes e increasing differences, con
un sentido algo distinto.

Ademas las funciones f-convexas permiten generar juegos convexos a partir de
una distribucién de recursos iniciales entre los agentes, pero no necesariamente
en una variable. Hemos encontrado algunos modelos que son convexos, y un
resultado que conviene remarcar es que en este caso se puede asociar un juego
cooperativo ordinario, el juego de los tipos, que proporciona el mismo conjunto
de Weber, y el mismo core, con notable economia de calculos.

Cuestion: Dado que la f-convexidad se define sobre un reticulo, jse podria
extender el concepto a otro tipo de reticulos?

Cuestion: Las funciones f-convexas se pueden trasladar al cuadrante positivo
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de R", y convendria obtener los teoremas que se dan en el texto aplicados a este
nuevo conjunto, asi como encontrar las relaciones entre ambas definiciones.

Cuestion: Una vez se ha visto que la igualdad entre el core y el conjunto de
Weber no caracteriza los juegos convexos con grupos homogéneos, jse puede
encontrar alguna caracterizacion que vaya mas a los fundamentos de esta clase
de convexidad?

Cuestién: ;Se puede hallar una relacion general entre los valores de Shapley del
juego con grupos homogéneos y el correspondiente del juego de los tipos? ;O al
menos en el caso de algin modelo concreto?



Parte 1

VECTORES DE
CONTRIBUCIONES
MARGINALES PARA JUEGOS
DE UTILIDAD TRANSFERIBLE



Capitulo 2

El conjunto de Weber y las
imputaciones

El anéalisis de un conjunto de distribuciones “razonables” dentro de las cuales
se deberia encontrar la o las soluciones de un juego cooperativo es una cuestion
que surge desde los comienzos de la teoria de juegos. Milnor (1952) ya expresa
un deseo de aislar ciertas distribuciones, e introduce el concepto de “conjunto
razonable” (reasonable set), en el sentido de que un reparto que no pertenezca al
conjunto deberia ser inmediatamente rechazado por inviable. Posteriormente, y
modificando ligeramente las definiciones de Milnor, Gerard-Varet y Zamir (1987)
definen un conjunto de “distribuciones aceptables” (reasonable outcomes), que
ademés se puede justificar mediante su axiomatizacion. Este tipo de conjuntos
se suelen denominar conceptos de pre-solucion, por lo que se acaba de senalar:
un reparto que no pertenezca al conjunto deberfa ser inmediatamente rechazado
por inviable. Dado que los conjuntos anteriormente senalados suelen ser grandes,
diversos autores han introducido otros conjuntos menores, subconjuntos de los
anteriores y que conserven ciertas cualidades deseables. Entre éstos cabe indicar
a Milnor (1952) con las soluciones “L” y “D”, asi como los trabajos de Tijs (1981),
Rafels y Tijs (1997) y Kikuta (1997).

Un conjunto que se presenta como candidato a un anélisis de este tipo es el
conjunto de Weber (Weber, 1978). Para ello, en este capitulo veremos la defini-
cion del conjunto de Weber, que no es mas que el menor conjunto que contiene
a los vectores de contribuciones marginales, y la cuestiéon que nos interesaréa seré
estudiar bajo qué condiciones podemos asegurar que el conjunto de Weber y el
conjunto de las imputaciones tienen puntos en comin, con la idea de analizar si
algunas de las soluciones “clasicas” en la Teoria de Juegos se encuentran en el
conjunto de Weber.

En primer lugar se encuentran algunas condiciones sobre la inclusion del con-
junto de Weber en el conjunto de las imputaciones, asi como para la igualdad de
ambos.

Posteriormente, se proporciona un ejemplo de un juego de cuatro jugadores

23
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para el cual la interseccion entre el conjunto de Weber y el de las imputaciones es
vacia, lo que permite descartar el objetivo inicial. Por otra parte, se proporciona
una caracterizaciéon en términos de un juego no cooperativo bipersonal de suma
cero definido adecuadamente, dandose una interpretacion de esta caracterizacion.
Este juego es analizado, para encontrar cotas y significado al valor de este juego.
Ciertos resultados parciales permiten identificar algunas amplias clases de juegos
en las cuales se puede afirmar que esta interseccion es no vacia. En el capitulo
siguiente, y utilizando otras herramientas, se vuelve sobre este tema, con nuevas
aportaciones.

También se estudia otro conjunto relacionado con el conjunto de Weber, el
selectope .

2.1 Juegos cooperativos de utilidad transferible.
Definiciones basicas

Consideremos la situacion en la que hay tres abogados que estan especializa-
dos en diferentes ramas del derecho. Cada uno esta establecido por separado y
mantiene su propio bufete, y soporta, por tanto, los costes (alquileres, material,
personal) de mantenerlo, aunque todos los despachos estan situados en el mismo
complejo de oficinas. Sin embargo, es evidente que si deciden unir sus bufetes,
manteniendo cada uno su especializacion, se producirdn ahorros substanciales en
los costes, ademas de los efectos beneficiosos de la unién, las “sinergias”. El primer
abogado estd dispuesto a liderar el proceso, y que cada uno de los otros pague
solamente el coste anadido que provoca su adhesion. En otras palabras, permite
que los otros se lleven todo el ahorro generado. Si denotamos por 1,2 y 3 a los
tres abogados, los pagos a los que cada uno haré frente seran:

zi = e(l),
zz = ¢(12) - (1),
zz3 = ¢(123) — ¢(12).

Cada uno paga la contribucién marginal al coste que genera. Esta es una posible
distribucién del coste total, ¢(123). Es evidente que otras distribuciones seran
posibles, y solo dependeran de los pactos que hayan alcanzado entre ellos. Para
cada ordenacion de los agentes se obtendréa una distribucion diferente del reparto
del coste total, y tomando ponderaciones de estas distribuciones se obtendria un
conjunto de pagos entre los agentes que corresponde a este criterio (utilizar las
contribuciones marginales). Este conjunto sera el objeto de estudio en el presente
capitulo, el conjunto de Weber.



2.1 Juegos cooperativos. Definiciones basicas 25

La herramienta adecuada para tratar esta clase de problemas y otros similares
es la Teoria de juegos cooperativos, de la que aqui veremos algunos aspectos.
Habitualmente, los juegos que se analizan suelen corresponder a juegos de ahorros,
en los que se discute la distribucion, no de costes, sino de ahorros o de ganancias.

Definiciones

Un juego cooperativo de utilidad transferible (T.U.) es un par (N, ), en el
que N = {1,2,...,n} es un conjunto finito (los jugadores) y v es una funcion
definida sobre los subconjuntos de V y que toma valores sobre los niimeros reales,
y que se denomina la funcién caracteristica, con la condicién que »(@) = 0.
En el contexto de los juegos cooperativos cualquier subconjunto de N se llama
una coalicién, y el valor de una coalicion S, v(S), se puede interpretar como el
valor neto que una coalicion puede obtener independientemente de las acciones
que tomen los deméas jugadores. Formalmente podemos escribir:

Definicién 2.1. Un juego cooperativo es un par ordenado (N,v) donde N =
{1,...,n} yv:2¥ — R, con la condicion v(§) =0 .

Escribiremos v(z; 43 ...%) en lugar de v({4,%s,...,%}) para indicar el valor
de una coalicion, si no ha lugar a confusién.

Dado un juego cooperativo (N, v), se define el conjunto de las Preimputa-
ciones como aquellos vectores x € R" tales que z; + ...+ z, = v(N). Supuesta
una preimputacién x el jugador i recibe el pago z;. El conjunto de todas las
preimputaciones de v se indica por I*(v) :

I'(v) = {z €R" | 21 + 22 + ... + T, = 2(N) = v(N)}.

El conjunto de las Imputaciones es el conjunto de los vectores de I *(v)
que son eficientes e individualmente racionales:

I(v) :=={x € I'(v) | 2; > v(i), para i=1,2,..,n}.

El conjunto de las imputaciones puede ser vacio, y un juego cooperativo se
dice esencial si justamente I(v) # 0, que es equivalente a que Y v(j) < v(N).
JEN
El core de un juego cooperativo (N,v) , que denotaremos por Core(v), es
el conjunto de las preimputaciones que asignan a cada coalicién un pago que al
menos es igual al valor de la coalicién. Formalmente podemos escribir,

Core(v) := {x € R" | z(S) > v(S), para toda S C N y z(N) =v(N)}
donde se usa la notacién z(S) para representar 3 x; . Por convenio, una suma

i€S
sobre el conjunto vacio es cero.
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El core es sin duda el principal concepto de solucién en la teoria de los juegos
cooperativos. Sin embargo, no es en general una preimputaciéon tnica, y fre-
cuentemente puede ser vacio. Un juego con el core no vacio se denomina juego
equilibrado.

Dado un juego cooperativo (N, v), el subjuego (S, v|5) , cuyo conjunto de
jugadores es S C N, no es mas que la restriccion a S del juego original, y se
define de la siguiente manera:

vs(T) :=v(T) paratodoT C S.

Un juego cooperativo es totalmente equilibrado si los subjuegos inducidos
(S,v}5) , son equilibrados para toda S C N, S # 0.

Utilizaremos la notacion e® € RY para indicar el vector incidente a la coalicién
S, es decir, el = 1sii € S, y 0 en otro caso. Si S = {i}, denotaremos por e’ el
vector correspondiente a efi}.

Un juego (N, v) es modular si cumple que para cualquier coalicion S C N :

v(S) = Z’u(i).

1€S

Para un juego modular el conjunto de las imputaciones se reduce a un tnico
punto, que también es el tinico punto del core:

I(v) = Core(v) = {(v(1),v(2),...,v(n))}.
Otro juego relacionado con un juego cooperativo es el juego dual de uno dado.
Vamos a definirlo formalmente:

Definicién 2.2. El juego dual de un juego cooperativo (N,v) es el juego (N,v?),
definido por

v4(S) :=v(N) —v(N\ S), para cualquier coalicion S C N.

Obsérvese de la definicion que

Estructura
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El conjunto de todos los juegos cooperativos TU sobre el mismo conjunto de
jugadores N se denota por GV. Es evidente que si se consideran las operaciones

usuales de suma de juegos y producto por un escalar:

(v +v2)(S) = wvi(S) +v2(S), ¥y
(A-0)(S) = A-vi(S),

para cualquier S € N, A € Ry vy, v, € GV, el conjunto GV posee la estructura
de espacio vectorial sobre R.

Cero-normalizacion

Una herramienta ttil para el analisis de los juegos cooperativos consiste en la
0-normalizacion, es decir, en considerar el juego transformado del original median-
te una reescalacion de los valores individuales, de forma que éstos se conviertan
en el origen de la escala. Matematicamente se puede expresar mediante el juego
vp asociado a cualquier juego v:

v(S) == v(S) — Z v(i¢), para cualquier S C N.

sk

Corresponde a la diferencia del juego original con el juego modular generado
por los valores de las coaliciones individuales.

Los juegos 0-normalizados cumplen que v(i) = 0, para i = 1,2,...,n. El
conjunto de todos los juegos 0-normalizados se escribe como

GY ={veG"|v()=0,i=1,2,..n}.

Esta técnica permite simplificar ciertos calculos, ya que la mayor parte de las solu-
ciones que se consideran se trasladan de forma correcta por la 0-normalizacion.
Esto significa, por ejemplo, que la relacion entre I(v) e I(vg) corresponde a una
traslaciéon de vector (—v(1),—v(2),...,—v(n)). Se trata, desde luego, de una
biyeccion. En particular, veremos que la interseccién entre el conjunto de Weber
y el conjunto de las imputaciones se conserva por esta técnica.

2.2 El conjunto de Weber

A partir de la definicién del vector de contribuciones marginales asociado a
una permutacion, en esta seccién vamos a definir el conjunto de Weber, que no es
mas que el menor conjunto convexo que contiene todos los vectores mencionados.



28 El conjunto de Weber y las imputaciones

Los vectores de contribuciones marginales

Consideremos un juego cooperativo, y una ordenaciéon de los jugadores. Se
puede pensar en que los jugadores van entrando ordenadamente en la coalicion
total y cada uno de ellos va recibiendo la parte del valor que van aportando
al juntarse con sus predecesores. Como Shapley (1953) hace notar, su valor
no es mas que una mezcla probabilista (equiprobable) de estas contribuciones
marginales.

Sea (N, ) un juego cooperativo. Una ordenacién del conjunto de jugadores,
N, se puede representar como una aplicaciéon del conjunto [1,n]y = {1,2,...,n}
en el conjunto N:

6:[1,n]y — N.

Habitualmente se escribird como:
0 = (31:3‘2: iie wzﬂ):

donde 7, representa el jugador que ha entrado en el lugar k-ésimo, o si se prefiere,
la imagen de k por €. Con un ligero abuso de notacion esta ordenacion se puede
considerar como una permutacion de N, es decir, una biyeccién del conjunto N
en si mismo. El conjunto de las permutaciones del conjunto N se indicarian por
Iy, o si no hay confusion posible, IT,.

Consideremos ahora una permutacién 6 = (iy,%,...,1,), y el vector que
asigna a cada jugador la contribuciéon marginal asociada a la coalicion que forma
el jugador con sus predecesores en la ordenacion:

mf (v) v({ir}),
mf,(v) = v({ir,i2}) —v({i1}),

ml (v) = v(N) = o(N\ {in}).
Formalmente,

Definicién 2.3. Sea (N,v) un juego cooperativo. Para cualquier permutacion 6 €
Iy, definimos el vector de contribuciones marginales asociado a 0,

m’(v) = (m{(v) ,mj(v),..., mh(v)) € K",
de la siguiente manera:
mi(v) = v(Py; U {i}) — v(Py;), para cadai€ N,

donde Py; = {j € N | 07'(j) < 671(i)} es el conjunto de predecesores de i en la
permutacion 6.
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Nétese que un vector de contribuciones marginales tiene para cada compo-
nente la contribuciéon marginal del jugador respecto de la ordenacién dada por
la permutacion. Hay n! vectores de contribuciones marginales, aunque pueden
repetirse. Es obvio, por la definicion, que cualquier vector de contribuciones mar-
ginales es un vector eficiente, es decir, se trata de una preimputaciéon. Podemos
ahora pasar a definir el conjunto de Weber (Weber, 1978):

Definicién 2.4. El conjunto de Weber se define como la envoltura convera de
todos los vectores de contribuciones marginales, i.e.

Web(v) := convez {m’(v) }, ., .
De la definicion resulta evidente que
1. el conjunto de Weber es siempre no vacio,
2. el conjunto de Weber es siempre convexo, y
3. el conjunto de Weber es siempre compacto.

En general, y debido a su definicién como envoltura convexa, es dificil dar una
descripcion general del conjunto de Weber, e incluso comprobar si una preim-
putacion determinada pertenece o no a dicho conjunto. Solamente en algunos
casos, o para algunas clases de juegos cooperativos, es posible hallar sus vértices.

Por otra parte, los elementos del conjunto de Weber estan acotados por la
mayor y la menor de las contribuciones marginales. Si z € Web(v), entonces

20 {v(SU{i}) —v(S)} < < A%, {v(SU{i}) —v(S)},

¥, en particular, v(7) se encuentra siempre en ese intervalo:

Sin (S UL ~u(5)} < wli) < gmex. {v(SU{i}) ~v(5)},

ya que, para S =0, »(SU{i}) — v(S) = v(d).

Veremos unos ejemplos de conjuntos de Weber para el caso de tres jugadores,
lo que nos permitird analizar su comportamiento.

Ejemplo 2.5. Consideremos el juego siguiente de tres jugadores, N = {1,2, 3}:
v(l) = 0, v(12) = 6,
v(2) = 0, »(13) = 2, »(N) = 10.
v(3) = 0, v(23) = 5,
Los vectores de contribuciones marginales correspondientes se indican en la

tabla 2.1. Por tanto, la representacion del conjunto de Weber es la que se muestra
en la figura 2.1.
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Ordenacién Vector de contribuciones
marginales de v

T 1,2,3 (0,6,4)
1,3,2 (0,8,2)
2.1.3 (6,0,4)
2,3,1 (5,0,5)
312 (2,8,0)
3,2,1 (5,5,0)

Tabla 2.1: Vectores de contribuciones marginales del juego del ejemplo 2.5

(0,0,10)

(10,0,0) (2,8,0) (0,10,0)

Figura 2.1: El conjunto de Weber y el core del juego del ejemplo 2.5

Veamos ahora otro ejemplo en el que hallaremos el conjunto de Weber de un
juego con el core vacio.

Ejemplo 2.6. Consideremos el juego siguiente de tres jugadores, N = {1,2, 3}

»(l) = 0, v»(12) = 8,
v(@2) = 0, v(13) = 8, v(N) = 10
v(3) = 0, v»(23) = 5,

Ahora los vectores de contribuciones marginales serdn los que ezponen en la
tabla 2.2, mientras que la representacion del conjunto de Weber es la que se
muestra en la figura 2.2.
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Ordenacion Vector de contribuciones
marginales de v

1,2,3 (0,8,2)
1,3,2 (0,2,8)
2,1,3 (8,0,2)
2,3,1 (5,0,5)
3,1,2 (8,2,0)
3,2,1 (5,5,0)

Tabla 2.2: Vectores de contribuciones marginales del juego del ejemplo 2.6

(0,0,10)

2‘;2=2

(5,0,5)
W eb(v)

73 =2 0,8,2)
(8,0,2

- / AN
(10,0,0) (8,2,0) z3=0 " (0,10,0)

.'.i:1=5

Figura 2.2: El conjunto de Weber del juego del ejemplo 2.6

Veamos ahora algunas otras propiedades de los conjuntos de Weber: el de un
juego modular y la relaciéon entre el conjunto de Weber de un juego y de su dual.

Proposicién 2.7. Sea v € GN. El juego es modular si y solo si Web(v) = {z}.

Demostracién:

Es evidente que un juego modular tiene el conjunto de Weber reducido a un
punto, ya que todos sus vectores de contribuciones marginales coinciden. Por otra
parte, si el conjunto de Weber se reduce a un elemento, deben coincidir todos

los vectores de contribuciones marginales, y por tanto para cualquier coalicién
S C N y para cualquier : € N\ S,

z; = v(SU {i}) — v(S) = v(i) — v(0) = v(3).

Por tanto este juego se describe para cualquier coalicion S € N como

v(S) = z’u(i).

€S
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Se trata, pues, de un juego modular. O

Consideremos un juego cooperativo (N, v), y veamos que el conjunto de Weber
de este juego y su dual coinciden.

Para cada ordenacion @ = (iy,1s,...,1,), consideramos la ordenacion 6’ =
(inyin-1,..-,41). Resulta que m®(v) = m? (v?). En efecto,

mf; () = v¥(inin_1-. k) = V(ininot . fgg1) =
= [v(N) = v(N\ {tn tn-1,---,%})]
—[v(N) = (N \ {Enyin=1,---r5k41})] =
= U(N \ {iusin—l: LEEE ik-i-l}) - 'U(N\ {im in—i; LS zk}) =
= w(iip.. i) — V(isiz. .. ik—1) = mi (v)
Como dos a dos coinciden los vectores de contribuciones marginales resulta que

Web(v) = Web(v?) (aunque en general no coinciden los juegos v y v9).
Para visualizar la propiedad anterior, vamos a exponer un ejemplo:

Ejemplo 2.8. Consideremos el juego siguiente de tres jugadores, N = {1,2,3}:

v(l) = 0, »(12) = 8,
v(2) = 2, v(13) = 7, v(N) = 10.
¥(3) = 1, v(23) = 6,

El juego dual del anterior es el siguiente:
v(l) = 4, »(12) = 9,
w2 = 3, v(13) = 8, o(N) = 10.
v(3) = 2, v(23) = 10,

S calculamos los vectores de contribuciones marginales se obtiene la tabla 2.3:

Ordenacion Vector de contribuciones Vector de contribuciones

marginales de v marginales de v¢
1.2,3 ©,8,2) @5,1)
1,3,2 (0,3,7) (4,2, 4)
2,1,3 (6,2,2) (6,3,1)
2,3,1 (4,2, 4) 0,3,7)
3,1,2 (6,3,1) (6,2,2)
3,2,1 E,5,1) (0,8,2)

Tabla 2.3: Vectores de contribuciones marginales de un juego y su dual

Como se observa, los vectores de contribuciones marginales de un juego y de
su juego dual coinciden dos a dos.
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Otra propiedad importante es la siguiente: el core es un subconjunto del con-
junto de Weber, lo que fue probado por primera vez por Weber (1978) utilizando
un argumento de induccién. Esta propiedad serd demostrada en el capitulo si-
guiente utilizando nuevos resultados sobre el conjunto de Weber.

Para la clase de los juegos convexos esta inclusion juega un papel central.
Shapley (1971) di6 la definicion de esta clase de juegos, que es la siguiente:

Definicién 2.9. Un juego cooperativo (N,v) es convezo(supermodular) si las de-
siqualdades siguientes se verifican para cualquier par de subconjuntos S,T de N:

v(S) +v(T) < v(SUT) +v(SNT).

En la definicién de juego convexo se utiliza el hecho de que los juegos coo-
perativos se pueden observar como funciones definidas sobre conjuntos (las coa-
liciones), relacionadas por las leyes del dlgebra de conjuntos, que en otras ramas
de la matematica se conocen como funciones supermodulares. En primer lugar,
Shapley (1971) probé que si un juego es convexo entonces todos los vectores de
contribuciones marginales pertenecen al core y se trata de los extremos del core.
Mas tarde, Weber(1978) demostr6 que en general el core esta incluido en el con-
junto de Weber, y de ambos resultados se deduce que si un juego es convexo
el core coincide con el conjunto de Weber. Ichiishi (1981) probé la condicién
suficiente, es decir, que si el core y el conjunto de Weber coinciden, el juego es
convexo. Dicho resultado ya era conocido anteriormente, y de hecho Weber lo
sefiala en su trabajo. Rafels e Ybern (1995) dan una generalizacién del resultado
sin utilizar todos los vectores de contribuciones marginales.

Otra definicién relacionada con la anterior corresponde a la de juego concavo
0 submodular:

Definicién 2.10. Un juego cooperativo (N,v) es concavo(submodular) si las de-
sigualdades siguientes se verifican para cualquier par de subconjuntos S, T de N:

v(S)+v(T) > v(SUT)+v(SNT).
De estas definiciones resulta evidente la siguiente proposicion.

Proposicién 2.11. Sea un juego cooperativo (N,v). El juego v es convezo si y solo
si v? es concavo.

Para complementar estas definiciones, se puede definir juego modular de ma-
nera diferente a como se ha hecho en la pagina 26, usando las relaciones analogas
de las anteriores:
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Definicién 2.12. Un juego cooperativo (N,v) es modular si para cualquier par de
subconjuntos S, T de N:

v(S)+v(T)=v(SUT)+v(SNT).

Esta definicion es equivalente a la anterior, ya que se deduce inmediatamente
que un juego modular cumple que para cualquier coalicion S C N

v(S) = Zv(z‘),

ies

sin mas que proceder ordenadamente con los jugadores de S, con lo que ambas
definiciones coinciden.

Soluciones basadas en las contribuciones marginales

Uno de los propésitos principales de la teoria de los juegos cooperativos es
analizar como repartir el valor de la coalicién total entre los jugadores, ya sea
si consideramos un reparto de costes como si tratamos de repartir las ganancias
derivadas de la cooperacion. Se han propuesto y estudiado diversas soluciones,
como por ejemplo el valor de Shapley (que sin duda es la que ha generado la
mayor cantidad de analisis), el nucleolo, el valor-tau (7-value), . ..

Cualquier solucién definida sobre una clase de juegos que sea una ponderacién
de las contribuciones marginales de un jugador a las diversas coaliciones elegira
un punto del conjunto de Weber. En particular el valor de Shapley (Shapley,
1953), Sh(v), siempre pertenece al conjunto de Weber, ya que se puede obtener
tomando el promedio de los vectores de contribuciones marginales. Dado que hay
n! vectores de éstos, se toma un peso de % para cada uno de ellos. Por tanto,

> Am’(v) = Sh(v),

felly

con A\g = = para cada 6 € TIy. Por esta razon podemos afirmar que el valor de
Shapley ocupa una posicion “central” en el conjunto de Weber (téngase en cuenta
que si un punto aparece dos veces como vector de contribuciones marginales para
dos permutaciones distintas, se cuenta como doble).

Los vectores de contribuciones marginales o sus ponderaciones son soluciones
eficientes, que violan en general el axioma de simetria de la solucién, y se denomi-
nan random-order values (Weber, 1988). Alcanzan todos los puntos del conjunto
de Weber. Por otra parte, los valores ponderados de Shapley (Shapley, 1953) uti-
lizan otras colecciones de pesos (véase Kalai y Samet, 1987) y en general recubren
el core, aunque no necesariamente el conjunto de Weber.
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Un ejemplo de solucién y el conjunto de Weber

Para acabar esta seccién vamos a considerar un modelo econémico de juego
cooperativo para el cual un concepto de solucion, el valor-tau (7—value), se en-
cuentra en el conjunto de Weber.

El valor-tau

El valor de Tijs, T-value, o valor-tau fue introducido por S.H. Tijs (1981).
Es una solucion de compromiso, un acuerdo intermedio entre dos vectores, lo
que como maximo pueden esperar recibir los jugadores (cota superior) y lo que
esperan recibir como minimo (cota inferior). Se escribe como 7(v).

En primer lugar asociamos a cada juego cooperativo (N, v) un vector M(v) €
RY, que se denomina el vector de utopia, cuyas componentes son las contribu-
ciones marginales de cada jugador a la coalicion total:

M(v) = (My(v), M3(v),..., M;,(v))
= (0(N)=o(N\{1}),v(N) =o(N\ {2}), ., v (N) — o(N \ {n})).

Por otra parte también asociamos un vector m(v) € RY, el vector de derechos
minimos, que se obtiene de la siguiente manera:

mi(v) = fnax v(S) — .ESZ\{.} M;(v) para cada i € N.
3 1

Si se verifica que:

1. la cota inferior es menor que la superior, es decir,
mi(v) < M;(v) para cada ¢ € N,

2. el valor del juego es intermedio entre lo que se demanda como vector de
derechos minimos y el vector de utopia, es decir,

D _mi(v) < o(N) < 3 Mi(v),

i€eN iEN
se dice que el juego es cuasi-equilibrado (quasi-balanced), y en este caso el

valor-tau estd definido (Tijs, 1981).
Esta clase de juegos se denota como QB (cuasi-equilibrados).

Definicion 2.13. Sea (N,v) un juego cooperativo, cuasi-equilibrado. Sea el vector

de utopia M(v) € RN, definido como antes, y el vector de derechos minimos
m(v) € RY, también definido como antes.

El valor-tau, 7(v), se define como el winico vector eficiente en el segmento
que une M(v) y m(v):

T= (Tl'l T2y eeny T‘n) € RN!
que verifica:
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1. 7=X-m(v) + (1= X)- M(v), con X € [0,1],

2. T(N) = v(N).

En general, un juego arbitrario no es forzosamente cuasi-equilibrado, aunque
todos los juegos con core no vacio (equilibrados) son cuasi-equilibrados.

El valor 7(v) no ha de estar necesariamente en el core, incluso en el caso de un
juego convexo. Para una descripcion detallada de las propiedades que satisface
el valor-tau se puede consultar el libro de Driessen (1988).

El modelo de producciéon con un terrateniente y varios campesinos

Consideremos el siguiente modelo de juego cooperativo, que consiste en una
economia de produccion, en el que hay un terrateniente y una serie de campesinos.

Sea N = {1,2,...,n} el conjunto de agentes de la economia, de los cuales el
agente 1 es el terrateniente que posee la propiedad de la tierra, mientras que los
agentes 2, 3,...,n son campesinos sin tierra, con la misma capacidad de trabajo,
que pueden ser contratados por el terrateniente para cultivar sus tierras. El valor
de la cosecha depende tnicamente del nimero de campesinos contratados y se
representa mediante una funcion de produccién f(z), definida sobre el conjunto
{0,1,2,...,n — 1} a valores reales, con f(0) =0, ya que suponemos que el terra-
teniente por si solo es incapaz de producir nada. Supondremos también que se
trata de una funcién no decreciente, es decir,

f(t) > f(t—1) para t=1,2,..,n—1.
La funcion caracteristica de este modelo es, pues,

T f(S|-1) si 1€,
v(5) “{ 0 si 1¢8.

Estos juegos son siempre equilibrados, y para una descripcién mas detallada
del modelo se puede consultar Shapley y Shubik (1967), Chetty, Dasgupta y
Raghavan (1976) o Driessen y Tijs (1984). En particular, al ser equilibrados son
cuasi-equilibrados, y el valor-tau est& siempre definido.

Veremos que en este modelo el valor-tau se encuentra siempre en el conjunto
de Weber.

Proposicién 2.14. Sea (N, v) un juego de produccidn con un terrateniente y n — 1
campesinos. Entonces
7(v) € Web(v).
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Demostracion:
Por hipétesis, la funcién de produccion es positiva:

f:{0,1,2,..,n—1} — R

con f(t) > 0 para cualquier t =0,1,2,...,n — 1.
Calculemos ahora el vector de utopia. Para el terrateniente sera

My(v) =v(N)—v(N\{1}) = f(n=1) 20,

mientras que para los campesinos serd, teniendo en cuenta que la funcion de
produccion es no decreciente,

M;(v) =v(N)—=v(N\{i})) =f(n—1)—f(n—2)>0 para i=23,..,n.

Por otra parte, si calculamos el vector de derechos minimos obtendremos, para
el terrateniente

mi(v) = _max {1)(5)-— > Mj(u)}-.:

SCN, 1€8 jés
= max {f(s=1) ~ (s~ D[/ —1)~ f(n 2]} = B,

mientras que para los campesinos,

m;i(v) = S 0O% v(S) — ;Mj(v) =0, para 1=23,...,n
JES\I

Esto altimo es asi puesto que para la coalicion S = {i},v ({i}) = 0, mientras
que para las coaliciones S en las que 1 € S, se observa que

v(S) = X M;(v) =

JES\i

=f(s-1)=fln=-1)=(s-2)[f(n-1)- f(r—-2)] < 0
siendo s la cardinalidad de S,
y para las coaliciones S en las que 1 ¢ S, se observa que

v(S)— Y Mi(v) = —(s—1) [f(n—=1)— f(n—-2)] <0,

jes\i

siendo s la cardinalidad de S, en ambos casos debido a que la funcién es no
decreciente.

Antes de proseguir con el célculo del valor-tau, vamos a distinguir el caso
en que f(n —1) = 0, que corresponde al juego nulo. En este caso el vector de
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derechos minimos y el de utopia coinciden con el vector nulo, que ademas es la
inica imputacion y el tnico elemento del conjunto de Weber.

A partir de aqui podemos suponer que f(n— 1) > 0.

Es importante observar que 0 < B < f(n — 1), ya que al calcular el valor de
B, uno de los elementos que se consideran para hallar el maximo (para s = 1) es
0. También vale la pena hacer notar que si f(n —1) — f(n — 2) = 0, entonces
B=f(n-1).

De aqui podemos calcular el valor-tau del juego de produccién:

7(v) =m(v) + A [M(v) — m(v)],
con el valor de A que se obtiene imponiendo la eficiencia:

> ri(v) = B+A[f(n-1)=Bl+A-(n=-1)[f(n—1) - f(n—2)]

1EN
= fln-1),
de donde
y=4¢ Fa=-1)-5 +f((1:— 11))[f(f “T=fm—g] * Prin-b,
’ si B=f(n-1)
Entonces:

n(v) = B+ X [f(n—1)— B]
ni(v) = X[f(n=1)—f(n—2)] para i=23,..,n

Consideremos ahora la ordenacion 8 € Ty en la que los jugadores entran con
el orden (n,n —1,n—2,...,1). En este caso el jugador 1 entra en ultimo lugar,
de forma que el vector de contribuciones marginales sera:

m? (v) = (f(n—1),0,...,0).

Consideremos también la familia de ordenaciones, 7; C Iy , en las que el jugador
1 entra en primer lugar. Hay exactamente (n — 1)! ordenaciones posibles en 7 y
para cualquier # € 7, se verifica que

mf (v) = 0, y ademaés,
Yeermi(v)=(n-2)! f(n—1), para i=2,3,...,n.

Para verlo, solamente hay que pensar en la eficiencia de los vectores de con-
tribuciones marginales y en la simetria entre los jugadores.
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Vamos a demostrar que el valor-tau se puede escribir como combinacién con-
vexa de los vectores de contribuciones marginales correspondientes a 8 y a las
permutaciones de 7;.

Veamos que

?(v) = 7(v),

BGT

donde
B

fln—=1)"
Este valor de « esta bien definido puesto que f(n —1) > 0, y de la definicion

de B, esta claro que « € [0, 1].
Si calculamos para el jugador 1:

a=A"+(1-A")

a-mf (1) + 3 =5 md (o) = a- f(n—1),

GET

que resulta ser:

B
f(n—l)]f(”’“”
Mf(n—1)+(1-\)B
B+/\*[f(n—1)—B]

= 71(v).

a-fin-1 = [A*+(1—A*)

Mientras que para i = 2,3,...,n tendremos

a-mf (v) +Z: mf(v)=z(;:?)!mf(v),

BGT 9eTh

que se convierte:

1l —a 11—«

g (v 9 (1) =
&m0 (711—1)%?‘“'”
— 'i?—_-l—)!(n—2)!f(ﬂ.—l)=
= (n—cl!) fin=1)=
_ fn-1)-a-f(n-1)
(n—1) B
_ -1 —n()
(n—1) B

= 7(v)
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O

Hemos visto que en este modelo de juegos el valor-tau pertenece al conjunto
de Weber y también al conjunto de las imputaciones.

Sin embargo, en este modelo, es posible que el valor-tau no pertenezca al core
del juego, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Considérese el siguiente juego de 6 jugadores, N = {1,2,3,4,5,6},
en el que el jugador 1 es el propietario y los restantes jugadores son los campesinos,
cuya funcion de produccion es la siguiente:

f(z)
0
25
25
25
25
50

cnrb.c.am.—lc:-lii

El vector de utopia viene dado por las contribuciones marginales a la coalicidon
total, v(N) — v(N \ {i}), que en este caso son:

M = (50, 25, 25, 25, 25, 25) .
El vector de derechos minimos es:
m = (0,0,0,0,0,0),

de donde el valor-tau es:

_ (100 50 50 50 50 50)

que no pertenece al core de este juego, ya que 11 + 7o < v({1,2}) = 25.
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2.3 El conjunto de Weber y las imputaciones

Ya se ha visto que el conjunto de Weber puede estar incluido en el conjunto
de las imputaciones, si bien también es posible la inclusion contraria. Vamos a
analizar las condiciones que se pueden considerar para obtener dichas inclusiones.

Determinadas relaciones entre el conjunto de las imputaciones y el conjunto de
Weber para un juego cooperativo arbitrario son conocidas o pueden ser obtenidas
facilmente. Si un juego v verifica la condicién de cero-monotonia, es decir, si
cumple:

v(S) + Z v(i) <v(T), para cualesquiera S,7 con SCT C N,
i€T\S

es facil ver que Web(v) C I(v). Los juegos cero-monétonos son, por tanto, esen-
ciales. Ademas, la cero-monotonia es una caracterizaciéon de dicha inclusién, como
se muestra en el siguiente teorema:

Teorema 2.16. Considérese un juego cooperativo (N, v). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. v es cero-mondtono,
2. v(S) +v(i) < v(SU{i}), para cualquier S C N y para cualquieri ¢ S,
3. Web(v) C I(v).

Demostracién:
Las dos primeras condiciones son obviamente equivalentes, y la segunda es
equivalente a la tercera teniendo en cuenta la propia definicion de Web(v). O

Es posible hallar otra caracterizacion de la inclusion del conjunto de Weber
en las imputaciones, obteniendo condiciones sobre las cotas de los vectores del
conjunto de Weber.

Teorema 2.17. Sea (N,v) un juego cooperativo. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Web(v) C I(v),

2. i Su{i}) - = o(i J
sgr?vl\!}i} {v(SU{i}) —v(S)} = v(i), para todoi € N.
Demostracién:
L= 2.
Si Web(v) C I(v), entonces m’(v) € I(v) para cualquier permutacion 6 € ITy.
Por lo tanto »(i) < m!(v), para cualquier permutacién 6 € Iy, con lo que

ngNiﬁ‘_} {v(SU{i}) — v(S)} =v(i), paratodoie N.
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2= 1.
Por otra parte, si

SC_I:I}\}\I}E:‘} {v(SU{i}) —v(S)} =wv(i), paratodoi€ N,

se verifica que v(i) < mf(v) para cualquier permutacion @ € Iy y para cualquier
jugador ¢ € N. Pero los vectores de contribuciones marginales son eficientes, con
lo que m%(v) € I(v). O

Veamos ahora unas condiciones que permiten afirmar la igualdad entre Web(v)
y I(v). En primer lugar vamos a dar una condicién para que los vértices del
conjunto de imputaciones pertenezcan al conjunto de Weber, si el juego es cero-
monétono. Posteriormente, y utilizando condiciones sobre las cotas del conjunto
de Weber, se obtendra un teorema de caracterizacién de la igualdad.

Sea v € GV un juego cooperativo esencial, es decir, con Y ien? (@) < v (N).
El vector €', definido por

JeN\{i}
v (j) si j#1i,

es el extremo del conjunto de las imputaciones que corresponde al valor maximo
de la coordenada 1.

€y =

{U(N)— S () si j=i

Lema 2.18. Sea (N, v) un juego cooperativo cero-mondtono. Entonces las condi-
ciones siguientes son equivalentes:

1. é € Web(v),
2. max {v(SU{i})-v(S)}=ov(N)- X ().

S JENG)

Demostracién:

1.= 2.

Como el juego es cero-monétono, sabemos que Web(v) C I(v).

Si &' € Web(v), debe ser un extremo del conjunto de Weber, y existe una
permutacion 6 € Iy, de forma que

m?(v) = é

Ademés, para cualquier otra permutacion, el vector de contribuciones marginales
es una imputacion y

ml(v) = v(SU {i}) — v(S) < v(N) — Z v(j), para cualquier 6 € Ty,
JEN\{i}
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con lo que se obtiene la igualdad deseada:

max {v(SU{i})—v(S)} =v(N)— Z v(7).

SEM\(E) JEN\{i}

2.2 1.
Por otra parte, si

max {v(SU{i}) = v(S)} =v(N) = 3 (i),

R JEN\i)

consideremos la coalicién S* donde se alcanza ese méaximo, y la permutacion
6 € TIx que hace entrar a los jugadores de S* en primer lugar, después el jugador
i, y por ultimo los jugadores de N \ (S* U {i}).

Para esa permutacioén (recordemos que el juego es cero-monétono) tenemos

mé(v) > v (j) si jE€ st

mi(v) =o(N)— 3 9lj), para el jugadori
jeNv(i)

md(v) > v (j) i JEN\(S'U{i)).

Aplicando ahora la eficiencia del vector de contribuciones marginales obtenemos
que ese vector es un extremo del conjunto de las imputaciones:

. v(N)— 5 w(j) para el jugador i
(v) = jENi)
v (7) si j#14,

justamente el vector é'. 0

Teorema 2.19. Sea (N, v) un juego cooperativo. Entonces, las condiciones siguien-
tes son equivalentes:

1. Web(v) = I(v)

2. min {v(SU{i})—v(S)} =v(i) ¥

SCN\{i}
max {v(SU{i}) —v(S)} =u(N)— 3 o(j), para todo i € N.
SCN\{i} JEN\{i}

Demostracién:
1=-2.

Como Web(v) C I(v), sabemos que sgnflviﬂi} {v(S U {i}) — v(S)} = v(i), para

todo 2 € N, y el juego es cero-mondtono.



44 El conjunto de Weber y las imputaciones

Ademés I(v) = Web(v), con lo que los extremos del conjunto de las imputa-
ciones, é', deben corresponder a algiin vector de contribuciones marginales y por
tanto, por el lema anterior2.18:

max {v(SU{i}) —v(S)} =v(N) - Z v(j), para todo i € N.
semin JENNG)

221
De la primera igualdad, y aplicando el teorema anterior 2.17, se obtiene que

Web(v) C I(v),
pero ademas, si

max {v(SU{i}) —v(S)} =v(N) - Y v(j),

SEN\{i} JENN{)

aplicando el lema 2.18 para cualquier jugador ¢ € N, proporciona la igualdad
deseada. =)

Podemos, asimismo, analizar dicha igualdad estudiando en primer lugar el
caso de los juegos simples monétonos, que han sido ampliamente utilizados en el
contexto de los juegos de votacion.

Definicion 2.20. Un juego cooperativo de n jugadores (N,v) es un juego simple
mondotono si cumple:

e v(S) € {0,1} para toda coalicion S C N, con v(N) =1,
e para cualquier par de coaliciones S,T C N, si S C T, entonces v(S) < v(T).

El conjunto de los juegos simples monotonos se escribe como S, .
El conjunto de las coaliciones ganadoras en un juego simple monétono v se
define de la siguiente manera,

W(v) = {S € 2" | v(S) =1},
y el conjunto de coaliciones minimales ganadoras
MW@)={Se2" |v(S)=1ysi TCS, T#S, v(T)=0}.

Un juego simple monoétono queda determinado mediante las coaliciones mini-
males ganadoras.

Entonces, un jugador i € N se llama pivote si existe una coalicién S € 2V
tal que i € Sy S € MW(v). Si analizamos esta definicién, podemos sefialar
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que el jugador i es pivote si se une a una coalicién perdedora y la convierte en
ganadora.
En un juego simple mondtono, los vectores de contribuciones marginales son
vectores de la base canonica de R", los que corresponden a los jugadores pivote.
Por ello, dentro de la clase de juegos simples monétonos, S ., la condicién
para la coincidencia entre el conjunto Web(v) y el conjunto I(v) es justamente
que todos los jugadores sean pivote.

Consideremos ahora la clase de los juegos cero-monoétonos, que escribiremos
como ZMV:

Definicion 2.21. Un juego v estd en ZMN si verifica la condicion de cero-
monotonia:

v(S) + Z v(i) < v(T), para cualesquiera S,T con S CT C N,
i€T\S

En este contexto definiremos jugador pivote.

Definicién 2.22. Consideremos un juego v € ZM™. Un jugador i € N es pivote
en v si existe una coalicion S C N tal que i € S,

v(S\{ih) = > (), v

jes\{i}

v(S)+ 3 v(j) =v(N).
JEN\S

Con esta definicién estamos en condiciones de dar una caracterizacion de la
igualdad entre el conjunto de Weber y el conjunto de las imputaciones.

Teorema 2.23. Considérese un juego cooperativo (N, v). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. Web(v) = I(v),
2. v es cero-mondtono, y todo jugador i € N es pivote del juego v.

Demostracién:

1.= 2.

Si Web(v) = I(v), en particular, Web(v) C I(v) y por el teorema 2.16 v es
0-monoétono. Ademés, si coinciden, los extremos del conjunto de las imputaciones
deben ser extremos del conjunto de Weber, es decir, para cadai € N , debe existir
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una ordenacién 6 € Ty tal que m?(v) = (mé(v),m4(v),... , mi(v)) de manera
que:
mi(v) = v(PoU{i}) —v(Pas) = v(N)= 3 w(j),
6 _ JEME) o
m;(v) = v(7) para j # i.

Si denominamos S* = FP;, y tenemos en cuenta la 0-monotonia del juego,
podemos escribir:
0 < o(S)—- X @) < vSU{ih)— X v < vN)= ¥ v(),
jest JESIU{i} JEN
de donde, al ser iguales la diferencia entre los extremos de la desigualdad con la
diferencia entre los medios, debe verificarse

0="0(s") - 3 v(i),

JES?

o(STUfi) - Y (i) =v(N) - Y v(),
jeSiu{i} JEN
que corresponde justamente a la condicion que el jugador i sea pivote en el juego
v. Como esta permutacion existe para cada ¢ € N, hemos acabado.

2.= 1.

Para la implicacién contraria, consideremos para cada ¢ € N una coaliciéon S
para la cual el jugador ¢ es pivote, y la ordenacion @ € Tl tal que los elementos
de S\ {i} entran en primer lugar, después el jugador i, y por altimo los elementos
de N\ S. Para esta permutacién 6, se cumple que:

(i) mf-(w) > v(j) para j € N,
(i) > mf(v) = v(N),
JEN

(i) mf(v) = v(S) - v(S\ {i}) =v(N) = & (j).
JEN\{i}
Por tanto, la tinica posibilidad es que para j # i se cumpla la igualdad en (i).
En resumen,

m{(v) = v(N)— 3 (), y
JEN\{i}
mi(v) = v(7) para j # i.
Esto muestra que I(v) C Web(v). Como por otra parte el juego es cero-
monétono, por el teorema 2.16 se verifica la inclusiéon contraria, Web(v) C I(v),
con lo que tenemos la igualdad deseada. a

Podemos aplicar lo que hemos visto a los juegos simples monétonos para
recuperar un resultado conocido (Marin-Solano y Rafels, 1996):
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. N . . - s ,-
Corolario 2.24. Sea v € SY ... un juego simple mondtono. Entonces las dos cond:
ciones siguientes son equivalentes:

1. I(v) = Web(v),

2 U S=N
SEMW(v)

En el caso del modelo de produccién del terrateniente y los campesinos, se
trata de un juego 0-normalizado y monétono. Por lo tanto, para que se produzca
la igualdad entre el conjunto de las imputaciones y el conjunto de Weber se
necesita que la funcién de produccion sea escalonada con tan sélo dos valores, 0

y f(n—=1).

Por otra parte hay juegos en los que el conjunto de Weber incluye estricta-
mente el conjunto de las imputaciones. Un ejemplo particularmente sencillo es el
siguiente juego simétrico de tres jugadores:

v({i}) = 0, parai=1,23,
v(S) < 0, para|S|=2y
v({1,2,3}) = L

Se pueden dar algunos teoremas con condiciones para que se produzca la
inclusion citada, como los que daremos a continuacion. Para ello vamos a definir
el juego minimarg de un juego v € GV. Este juego fue definido por Curiel y Tijs
(1991) en un articulo en el que estudian dos operadores duales sobre los juegos
cooperativos, lo que lleva a ver sus propiedades y como los puntos fijos de este
operador estdn formados por los juegos convexos.  La expresion “minimarg”
hace referencia a que este juego se define, para cada coalicién, como el minimo
sobre los vectores de contribuciones marginales, como se concreta en la siguiente
definicion:

Definicién 2.25. Dado un juego cooperativo (N,v), definimos el juego minimarg
v, Vi, COMO

minimarg(v)(S) = v (S) := min {E mg(v)} :

Este juego tiene la misma eficiencia que v, es decir, para la coalicion total,
que contiene todos los jugadores, se verifica la igualdad

v(N) = v (N),
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y cumple que siempre
Web (v) C Core (1)

ya que por construccién

> mi(v) > v (S).

j€S

Con esta definicion y propiedades podemos enunciar los siguientes teoremas:

Teorema 2.26. Seav € GV un juego cooperativo esencial, es decir, con Y ien?(3) <
v (N). Si se verifica
I(v) C Web(v),

enlonces:
min {Zm?(u)} < Z?J(j), para todo S C N, con S # N.
jes

Demostracién:

Consideremos el juego minimarg de v, v;.

Si I(v) € Web(v), debe cumplirse que los vértices del conjunto de las imputa-
ciones se encuentren en el Core (v;) . De aqui, considerando el vértice correspon-
diente al jugador i, é', se obtiene, para cualquier coalicién S C N,

v(N)— X () = v (S) si t€S

JEN\S

> v(j) > v, (S) si i¢S.

JjES

Como estas desigualdades ocurren para todos los jugadores de N, podemos
asegurar:
> v(j) > v (S) paracualquier SC N, S# N.
JES
O

Teorema 2.27. Sea v € GV un juego cooperativo esencial, es decir, con S v (i) <

iEN
v (N). Si se verifica
I(v) C Web(v),

entonces

v(N) —jENZW} v(j) < sg}va\b{(s} {v(SuU{i}) —v(S)} para todo i € N.
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Demostracion:

Consideremos un vértice del conjunto de las imputaciones, correspondiente
al jugador i: é'. Por la construccién del juego minimarg, vy, este vértice debe
encontrarse en el Core(v;), y por ello se obtiene, para cualquier coalicion S C N,

o(N)— 3 () 2 min¢ > ml(w)y si i€S

JEN\S Oetly | jes
3 v(j) > min{ Y ml(v)y si i ¢S
j€s Pelly | jes

De aqui,

9enn | jes JEN\S

TJ(N)—miH{Em?(TJ)} > > v(j) si t€S

IA
n

v(N) — > v(j) v(N) — min {Zm?(v)} i 1¢S5,

j€S 6elin | jes

es decir,

max {v(N) -3 m?(v)} > > w(y) si 1€8

elln jJES JEN\S

oN)- Y o() < max {v(N)—zmﬁ-(v)} si igS,

jES €l N j€S

que, teniendo en cuenta la eficiencia de los vectores de contribuciones marginales:

max{ > m?(n)} > > wu(y) si 1€S

Pelly

JEN\S JEN\S
o(N)=- > v(j) < glax{ > mf(v)} si i¢S,
JES €lln JEN\S

En particular, si tomamos en la dltima expresion el conjunto S = N\ {i}, se
obtiene

o(N) = > () < max {m{(v)} = max {v(SU{i}) - v(S)}.

JEN(i) SENMH)

0O

Por todo esto, puede parecer que es posible estudiar la inclusién del conjunto
de las imputaciones en el conjunto de Weber, sin mas que trasladar la cuestion a
la inclusi6n en el core del juego minimarg. Sin embargo, es posible hallar ejemplos
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de juegos de cuatro jugadores para los cuales se cumple que el conjunto de las
imputaciones no est4 incluido en el conjunto de Weber, I(v) € Web(v), mientras

que
I(v) C Core (v1).

La intersecciéon del conjunto de Weber y las imputaciones

En los apartados anteriores hemos encontrado condiciones para que I(v) C
Web(v), I(v) = Web(v), o bien Web(v) C I(v). La mayoria de ellas son plausi-
bles y faciles de aplicar, pero queda por ver si siempre existiran imputaciones (en
juegos esenciales) que sean combinaciones convexas de vectores de contribuciones
marginales. La respuesta es que no siempre es asi, ya que a continuacién vere-
mos un ejemplo de un juego cooperativo esencial (con I(v) # 0) para el cual la
interseccion anterior es vacia, I(v) N Web(v) = 0. Para ello necesitamos describir
un juego de 4 jugadores (ya que demostraremos posteriormente que para juegos
esenciales de 2 y 3 jugadores esta interseccién es siempre no vacia).

Los valores de las coaliciones van a ser unos valores ciertamente “extrafos”, ya
que, segiin hemos visto, a poco que el juego posea cierta regularidad o estructura,
dicha interseccion serd no vacia.

Tras el ejemplo, lo que serd importante es que ya podemos argumentar que el
conjunto de Weber no es, en general, un catcher para las soluciones puntuales
o conjuntistas que seleccionan imputaciones. Este era un problema abierto ya
que la inclusién del core en el conjunto de Weber daba un posible vaticinio en
sentido positivo. Un resultado de imposibilidad se hallara como consecuencia de
lo sefialado.

Ejemplo 2.28. Consideremos el siguiente juego de 4 jugadores:

v(l) = 0, v(12) = -2, v(123) = -3,
v(2) = 0, v(13) = -2, ©»(124) = -3,
v(3) = 0, v(14) = -2, v(134) = 8,
v(4) = 0, »(23) = -2, v(234) = 8§,
v(24) = -2,
v(34) = 10, »(N) = 5.

En este juego, los jugadores 1 y 2 son simélricos (substitutos), y cualquier
contribucion marginal de estos jugadores a cualquier coalicion diferente de la
vacia es negativa. Por tanto, en cualquier vector de contribuciones marginales,
los pagos asignados a los jugadores 1 y 2 son no positivos, y al menos uno de
ellos es estrictamente negativo. Cualquier combinacidn conveza de los vectores
de contribuciones marginales tendrd la misma propiedad: que los pagos asignados
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a los jugadores 1 y 2 son no positivos, y al menos uno de ellos es esirictamente
negativo. Estas combinaciones converas no pueden ser imputaciones, para las
cuales se exige que el pago a cualquier jugador debe ser mayor o igual que el
valor individual, 0 en este ejemplo. Por tanto, el conjunto de Weber del juego
anterior no contiene ninguna imputacion.

También se pueden observar los vectores de contribuciones marginales para
este juego, que se senalan en la tabla 2.4, en donde queda de manifiesto que para
los jugadores 1 y 2 los vectores de contribuciones marginales ofrecen un pago
conjunto negativo.

Ordenacion Vector de

6 contribuciones ma.rginales
1.2:3.4 m'*#(v) = (0,-2, -1, 8),
1,2,4,3 m'?43(v) = (0, 2 8,—1),
1,3,2,4 m'3(v) = (0,-1,-2,8),
1,3,4,2 m'#2(y) = ({0, 3 -2,10),
1.4.2.3 m*2(v) = (0, 1,8,—2),
1,4,3,2 m!*3%(v) = (0,-3,10, -2),
2,1,3,4 m*34(v) = (=2,0, -1, 8),
2,1,4,3 m?43(v) = (-2,0,8, —1),
2.3,1,4 m?34(y) = (-1,0,-2,8),
2,3,4,1 m?¥1 (v) = (-3,0,-2,10),
2,4,1,3 m?13(v) = (-1,0,8, -2),
2,4,3,1 m*31(y) = (-3,0,10,-2),
3,1,2.4 m31%(y) = (-2,-1,0,8),
3,1,4,2 m3142(y) = (-2, 3,0, 10),
3’2!1!4 m3214(v) = (_11_2:0:8):
3,2,4,1 m3% (v) = (-3, -2,0,10),
3.4.1,2 m*'2(v) = (-2, -3,0,10),
314:2':1 m3421(v) — (_31 "'210) 10)1
45 1‘—' 2" 3 m4123(v) = (_2! _13 8& 0)7
4,1,3,2 m*1%2(v) = (-2, -3,10,0),
4,213 m*?3(v) = (-1, -2,6,0),
4,2.3.1 m*?(v) = (=3, -2, 10,0),
4: 3: 15 2 m4312('u) == (_2= _3: ]01 0)3
4,3,2,1 m*32 (v) = (=3, -2,10,0).

Tabla 2.4: Vectores de contribuciones marginales del ejemplo 2.28

Senalemos que el ejemplo anterior demuestra que el conjunto de Weber no es,
en general, un catcher para muchos conceptos de solucién, los que estén definidos
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sobre el conjunto de las imputaciones, como el nucleolo, el conjunto de negociacion
(bargaining set), el kernel o los conjuntos estables (Von Neumann-Morgenstern
solutions) (véase Driessen, 1988).

Podemos, pues, enunciar el siguiente corolario:

Corolario 2.29. Para n > 4, no ezisten soluciones ¥, ni puntuales ni conjuntistas,
en el conjunto de todos los juegos, G¥, que

seleccionen imputaciones, es decir, que si I(v) # 0, ¥ (v) C I(v),

seleccionen elementos del conjunto de Weber, es decir, que VU(v) C Web(v).

2.4 La interseccion entre el conjunto de Weber y
el conjunto de las imputaciones

Esta seccion analiza algunos resultados sobre las relaciones entre el conjunto
de las imputaciones de un juego T.U. con la envoltura convexa de los vectores
de contribuciones marginales (el conjunto de Weber) y en su mayor parte esta
basada en el articulo de Martinez de Albéniz y Rafels (1998).

Hemos observado que en determinadas clases de juegos cooperativos, sufi-
cientemente amplias, se puede asegurar que el conjunto de Weber se encuentra
incluido dentro del conjunto de las imputaciones, y por otra parte en algunos ca-
sos se verifica la inclusién contraria, y el conjunto de Weber contiene al conjunto
de las imputaciones.

En general, como es bien conocido, (véase Derks (1992) y Weber (1988)), el
conjunto de Weber contiene el core en cualquier juego. Por tanto, si el core es
no vacio, el conjunto de Weber y el conjunto de las imputaciones tienen puntos en
comin (al menos los puntos del core). Podemos preguntarnos ahora: en general,
+cudles son las condiciones para que la interseccion I(v) N Web(v) sea no vacia?

Este problema se puede simplificar por medio de la 0-normalizacién, ya que
la interseccion entre el conjunto de Weber y el conjunto de las imputaciones se
conserva por la técnica de la 0-normalizacion.

Estudiemos ahora las condiciones que debe cumplir un juego esencial para
asegurar que tiene una interseccién no vacia entre el conjunto de las imputaciones
y el conjunto de Weber. En primer lugar veremos que para los juegos de 2 o 3
jugadores esta interseccion es siempre no vacia:

Proposicién 2.30. Sea (N, v) un juego cooperativo con [N| < 3, esencial, es decir,

tal que S v(i) < v(N). Entonces I(v) N Web(v) # 0 .
ieN
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Demostracion:
Si |N| = 2, hay solamente dos permutaciones posibles, 6, = (1, 2) y 6, =
(2, 1) y por tanto los vectores de contribuciones marginales son los siguientes:

mf = (v(1),0(N) —v(1)) m = (v(N) —v(2),v(2)).

Es evidente que si el juego es esencial ( v(1) + v(2) < v(N) ), el conjunto de
Weber coincide con el conjunto de las imputaciones (y ademas ambos conjuntos
coinciden solo si el juego es esencial).

Supongamos que |N| = 3y vy es la 0-normalizacién de v. Hemos supuesto
que el juego es esencial, y por tanto vo(N) > 0 .

Si 0 < wp(2j) < vo(IN) para algiin par de jugadores distintos 7, j € N , no hay
nada que probar, ya que el vector de contribuciones marginales correspondiente
a la permutacion que hace entrar en primer lugar a 4, luego a j y por iltimo al
jugador que falta, es una imputacion.

Si no estamos en este caso, hay por lo menos un indice ¢ € N tal que:

(a) vo(ij) <0y vo(ik) <0, o0
(b) wo(ij) > vo(N) y wo(tk) > vo(N),

en donde #,j,k € N son indices distintos. En el caso (a), y sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que dicho indice ¢ corresponde al jugador 1, y en
consecuencia vp(12) < 0 y vp(13) < 0. Entonces, dos vectores de contribuciones
marginales seran

m'?(v) = (0, v0(12), vo(N) — v(12))

m**(v) = (0, v0(N) — v(13), v0(13)).

Vamos a ver que un punto del segmento que los une pertenece a I(v) . Un punto
genérico en el segmento es de la forma z = (21, 2, z3) = Am'B(v)+(1-A)m!32(v),
con A € [0,1]. Esto se expresa de la siguiente manera:

xr = O,
T2 = vp(N) —vp(13) — Avo(N) — vp(13) — vp(12)],
z3 = vo(13) + Afvo(N) — vp(13) — vp(12)],

para A € [0,1].
Dado que se trata de un juego 0-normalizado, la condicién para que z pertenez-
ca a I(vp) consiste en

vo(N) — v9(13) — Aug(N) — v(13) — vo(12)] > 0,
00(13) + /\{UU(N) - 110(13) — ‘Ug(lz)] 2 0‘

lo que se reduce a

—1p(13) vo(IN) — vp(13)
‘UQ(N) e ‘210(]3) - ‘[)0(12) = 4 = 'UQ(N) == 00(13) - 'U{)(].z)
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ya que vo(N) — 19(13) — vp(12) > 0.

Evidentemente A existe y A € [0,1] porque los numeradores son menores que
los denominadores, y vo(/N) es positivo.

En el caso (b), la prueba es analoga: sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que dicho indice i corresponde al jugador 1, y en consecuencia vy(12) >
vo(N) y v9(13) > vo(N). Entonces, dos vectores de contribuciones marginales
seran

m'?(vo) = (0,v9(12), vo(N) — vo(12))

y

m'*(vg) = (0,v0(N) — v9(13), v0(13)).
Vamos a ver que un punto del segmento que los une pertenece a I(vp). Un punto
genérico en el segmento es de la forma z = (21, z9, £3) = Am'3(v)+(1-A)m'*?(v),
con A € [0,1]. Por tanto ese punto genérico sera:

r, = 0,
T = v(N) —v(13) — Afvg(N) — vp(13) — vp(12)],
23 = vp(13) + Afwo(N) — v9(13) — o(12)],

para A € [0,1].
Dado que se trata de un juego 0-normalizado, la condicién para que z pertenez-
ca a I(vg) consiste en

w0(N) — 10(13) — Auo(N) = 1(13) ~ w(12)] > 0,
v0(13) + Alvo(N) — vo(13) — vp(12)] > 0,

lo que se reduce a

00(13) S>> —UQ(N) +‘Un(13)
—vo(N) +v(13) + vp(12) = — —9(N) + v9(13) + vo(12)

ya que vo(N) —vg(13) —v0(12) < 0. Evidentemente ) existe y A € [0, 1] porque los
numeradores son menores que los denominadores, y vo(/N) es menor que vp(13).
O

Por otra parte, en Rafels y Tijs (1997), se demuestra que en la siguiente clase
ZN de juegos,

iEN\S

ZN:={'U€GN|U +Z < v(N), pa.ratodaSgN}

se cumple que I(v) N Web(v) # @ . Como veremos no se trata de una caracteri-
zacion, ya que hay juegos que no pertenecen a dicha clase y para los cuales dicha
interseccion es también no vacia.
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En esta clase de juegos ZV se cumple que el conjunto de imputaciones
I(v) # 0 , y ademés se trata de una clase bastante amplia, ya que contiene
los juegos superaditivos, los equilibrados y los 0-monétonos, y en particular los
juegos convexos. El resultado encontrado para n = 3 en la proposicion 2.30 nos
muestra que la interseccion puede ser no vacia incluso en el caso que un juego no
cumpla las condiciones para pertenecer a la clase ZV.

Ademas los juegos que tienen interseccién no vacia entre el conjunto de las
imputaciones y el conjunto de Weber forman un cono (el producto de un juego de
esta clase por un nimero positivo pertenece a la clase) dentro de GV, aunque no
se trata de un cono convexo, como se puede comprobar en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.31. Sea v; € G} el juego definido de la siguiente manera:

U](l) = 0, 'U1(12) = —2, [ (123) = —3,
v1(2) =0, v(13) =-2, v(124) = -3,
n(3) =0, v(l4)=-2, v(134) =5,
"M (4) = 0., ™" (23) = “—2, ™ (234) = 5,
U1(24) - 2:
v1(34) =5, wv(N)=5

Y sea v, € Gy el juego definido por:

1)2(1) = 0._. ?}2(12)

0, 2(123) =0,

12(2) =0, v,(13) =0, v,(124) =0,
02(3) = 0, 1J2(14) = U, 02(134) = 3,
12(4) =0, v2(23) =0, v,(234) =3,

U2(24) = 01
12(34) =5, vo(N)=0.

El primer juego, vy, pertenece a Z%, y, por tanto, I(vi) N Web(vy) # 0 .
El sequndo, vy, cumple que I(vy) N Web(ve) # 0, ya que el tunico elemento de
I(vy) pertenece al conjunto de Weber. Sin embargo, si consideramos su suma
v1+v2 = v , obtenemos el juego del ejemplo 2.28, para el cual I(v)NWeb(v) =0 .

Una caracterizacion de I(v) N Web(v) # 0

Vamos a estudiar una condicién que caracterice que I(v) N Web(v) # 0, uti-
lizando técnicas procedentes del campo de los juegos no cooperativos, y en
concreto de los juegos bipersonales de suma cero.

Sea v € G{, y consideremos el juego matricial w dado por la matriz MY,
que tiene n! filas y n columnas. Esta matriz se define de manera que cada fila i
corresponde a un vector de contribuciones marginales. Es decir,

M;, = m%(v) para cada 6; € Tly.
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Dicha matriz se podra escribir de la siguiente forma:

m? (v)
| ™)
m"’".-' (v)

Un juego bipersonal no cooperativo de suma cero (o juego matricial) es un
juego con dos jugadores en el que cada uno de ellos tiene un nimero finito de
estrategias (estrategias puras), y el pago al primer jugador es el opuesto al del
segundo en cualquier posible combinacién de estrategias. Por tanto, es suficiente
con especificar la funcién de pagos para uno solo de los jugadores, que habi-
tualmente se especifica en forma de una matriz (véase, por ejemplo, Vorob’ev,
1977).

Por tanto podemos pensar en un juego de suma cero w con dos jugadores
ficticios, el primero de los cuales tiene como conjunto de estrategias puras el
conjunto Sy, mientras que el segundo jugador tiene como conjunto de estrategias
puras Sy;. Los pagos al primer jugador vienen dados por una matriz, M", que es
la matriz de pagos. La descripcion de este juego de suma cero es la siguiente:

(@) Sy = {0 € Iy} = {61,62,...,0u}, y si no hay posible confusion, este con-
junto se indicara por {1,2,...,n!},

(b) S” = {1 € N} = {1,2, ...TL}, y

(c) la matriz MY € M,, se define de manera que cada fila ¢ corresponde al
vector de contribuciones marginales My, = m%(v).

Podemos interpretar este juego no cooperativo de la siguiente manera: el
primer jugador ficticio elige una permutaciéon 6; € Sy, y el segundo elige un
jugador j € S;; = N. La funcién de pagos viene dada por la correspondiente
contribucién marginal, M}; = v(Py, ; U {j}) — v(Ps, ;)-

Podemos considerar ahora la extension mixta del juego, es decir, las estrate-
gias mixtas generadas a partir de las estrategias puras. Son una mezcla probabi-
listica de las estrategias puras. El espacio de estrategias mixtas es

n!
An!) = {). € R™ | Z)\,-=1y/\,» >0, parai:l,Q,...,n!}

i=1

para el primer jugador y

A(n’) = {ye Rﬂ | Zyt = ]l Yi Z 0: i= 1|25-'-sn};
1EN

para el segundo.
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Es un resultado conocido que para cualquier juego bipersonal de suma cero,
en estrategias mixtas existe siempre un valor para el juego, w*(M?"), y estrategias
6ptimas del primer y del segundo jugador, A} € A(n!) y yj; € A(n) tal que’

A-MY-yit < A}-MP-yjhs < Aj-MU-y', paratodo A € A(n!) y todo y € A(n) .

El valor del juego es w*(M"Y) = A} - M” -y}, y las estrategias 6ptimas forman los
equilibrios de Nash del juego matricial.

Denotaremos por O;(M") el conjunto de estrategias dptimas para el primer
jugador y O;;(M") para el segundo. El conjunto de todas las estrategias del
primer jugador ficticio da lugar a todos los puntos del conjunto de Weber, ya que
éstos no son més que las combinaciones convexas de los vectores de contribuciones
marginales. Los productos A- M” con A € A(n!) proporcionan todas estos puntos.
En particular, el valor de Shapley,

h(v) = 1Zm

Pelly,

corresponde a la estrategia mixta igualitaria A = (=;)gen, que, como ya hemos
comentado, pertenece siempre al conjunto de Weber.

Si suponemos que I(v) N Web(v) # 0, hay un punto de la interseccion

donde los coeficientes verifican Ay > 0, y . A = 1 y que cumple también

- . e Sy
@G>0 i=1,2..n
El vector & se puede escribir como Z = A- M? > 0, en donde

n!

A= (A0 d) €RM, X420, Y N=1.

i=1
Para cualquier y € A(n), tenemos

A- M-yt > 0.

Ahora estamos en condiciones de establecer un teorema que caracteriza si la
interseccion entre I(v) y Web(v) es vacia o no, en términos del juego matricial
asociado.

Teorema 2.32. Sea v € G . Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

'El superindice ¢ indica que el vector o matriz correspondiente se traspone.
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(i) I(v) NnWeb(v) # 0,
(ii) w*(M"®) > 0.
Demostracién:
(1) = (1)
Supongamos que I(v) N Web(v) # 0, y sea z € I(v) N Web(v). Dado que
z € Web(v) , entonces

z= Y Am’(v) =A-M"
gell,

con A\g >0, 3. Ap =1y dado que z € I(v), entonces
fell,

z2>20 parai=1,2,...,n,
0, equivalentemente?
2-e*>0 para i=1,2,...,n.

Supongamos ahora que y* € O;;(M") es una estrategia 6ptima para el segun-
do jugador. Podemos afirmar que

AMyt=zoyt=2-Y ylet =Y yi(z-et) > 0.
i€N iEN
Y por lo tanto,
OS /\_Mv_y*iSA*_Mv.yttzwiz(Mv) .
(i) = (4)
Dado que w*(M") > 0, sabemos que para las estrategias Optimas A} €
Or(M"), yi; € Or(MV), se verifican las desigualdades siguientes:

0< A} - MY -yt < Aj-M"-y', paratodo y € A(n).

En particular, si tomamos z = €', i = 1,2, ...,n, los vectores de la base canénica
de R", obtenemos

0< A} - MY €, para i=1,2,...,n.

Es decir, A7 - MV = 2z es un punto del conjunto de Weber que cumple z; > 0, y
en consecuencia, z € I(v) N Web(v) . O

A partir del teorema anterior podemos enunciar la condicién para que la
interseccion entre el conjunto de Weber y el conjunto de las imputaciones sea no
vacia.

2E] vector e' es el vector i-ésimo de la base canénica de R™.
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Corolario 2.33. Sea v € GV un juego arbitrario. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) I(v) N Web(v) #0 .
(i) w*(M™) >0 .

Significado y cotas para el valor w*(M")

Supongamos que el juego cooperativo (N, v) estd cero-normalizado. En este
caso vamos a dar una interpretacion del valor w*(M"), lo que nos puede dar
una comprension mayor de su significado. Para los juegos matriciales (véase, por
ejemplo, Vorob’ev, 1977), sabemos que

w*(M’) = max min A - M, ¢+ = max { minzj} (2.1)
AeA(n!) JEN zEWeb(v) JEN

y también

*(M”) = mi M}, -yt = mi {ORT 2.2
Lok yérgfr:l){ie{%?i(,n!} i y} ygé.l(r:;) {Eé%’:m (v) y} (2.2)

La expresion (2.1) establece:
para cualquier z € Web(v) elegimos su coordenada minima, y

seleccionamos posteriormente el mayor de estos valores, que sera el valor del
juego M".

Si analizamos los puntos del conjunto de imputaciones con la coordenada
minima igual 2 una constante K, se obtiene la interseccion de un diedro de lados

paralelos a los planos de coordenadas que pasa por el punto (K, K, ..., K), con
el plano de eficiencia. Por eso esté claro que el valor maximo de K para que esta
v(N)

interseccion sea no vacia ha de ser

En el caso de tres jugadores, de ux?a manera grafica se puede observar que las
lineas que tienen la misma coordenada minima forman tridngulos paralelos a las
paredes del conjunto de las imputaciones:

Para encontrar el punto o puntos del conjunto de Weber que corresponden a
las estrategias 6ptimas del juego de suma cero dado por M¥, debemos hallar las
intersecciones entre las semirrectas que unen el centro del conjunto de imputa-

i v(N) »(N) v(N) . . .
ciones T T ) con los extremos del conjunto de imputaciones
y el conjunto de Weber. Entre todos estos puntos de las intersecciones se escoge
aquel que tiene la coordenada minima mayor.

Calculemos el valor para el siguiente ejemplo de un juego de tres jugadores:
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(UN) o) o)) R h
3 ’ 3 * 3 / Ll ..

i I3=0

Figura 2.3: Curvas de nivel para el juego M"”

Ejemplo 2.34. Consideremos el juego 0-normalizado siguiente de tres jugadores,
N'=41,2,8}:
(1) = 0, ©»(12) = 3,
v(2) = 0, »(13) = 1, oN) = 12.
v(3) = 0, v(23) 12 ,
Los vectores de contribuciones marginales correspondientes se indican en la
tabla 2.5, asi como si son vértices del conjunto de Weber:

Ordenacion  Vector de contribuciones
marginales de v

T 1,2,3 (0,3,9) no es un vertice
1,3,2 (0,11,1) no es un vértice
2,1,3 (3,0,9)

2,3,1 (0,0,12)
3,1,2 (1,11,0)
3,2,1 (0,12,0)

Tabla 2.5: Vectores de contribuciones marginales del juego del ejemplo 2.34

Entonces, la representacion del conjunto de Weber es la que se muesira en la
figura 2.4, donde se ha senalado también el punto del conjunto de Weber selec-
cionado por el criterio de esta seccion:

El punto del conjunto de Weber que corresponde a las estrategias optimas del
juego (M?) es A = (E — —0) El valor w*(M?) es i

13°13'13” 13°

El juego matricial M"Y queda resuelto en estrategias puras cuando el punto

seleccionado del conjunto de Weber es un vector de contribuciones marginales. Si
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(12,0,0)

Figura 2.4: El conjunto de Weber del juego v del ejemplo 2.34

usamos la interpretacion anterior y seleccionamos puntos especiales del conjunto
de Weber, se pueden obtener cotas para el valor w*(M?v).

Proposicién 2.35. Sea v € GY, y Sh(v) el valor de Shapley de v. Entonces,

mig‘nSh;(ﬂ) <w (M?) < U(f) (2.3)

=1,2,

Demostracién:

N

1
Si tomamos z = Sh(v) en la expresion (2.1),y y = e en la expresion (2.2),

las desigualdades anteriores (2.3) resultan inmediatamente. m

Dichas cotas se pueden alcanzar, como muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.36. Considérese el siguiente juego simétrico, dado por una funcién ar-
bitraria f : {0,1,...,n} — R, con la condicion f(0) = 0, y f(n) > 0. Dicho
juego queda definido para cualquier coalicidn:

v(S) = f(|S|) para toda ST N .

A causa de la simetria, el valor de Shapley proporciona lo mismo para todos los
Jjugadores, y por tanto las desigualdades (2.3) se convierten en igualdades.

Vamos a ver ciertas propiedades del conjunto de Weber cuando se alcanza
la cota superior del valor w*(M"). La primera da condiciones bajo las cuales

v(N) N
n

el centro del conjunto de las imputaciones,
Weber.

, pertenece al conjunto de

Proposicién 2.37. Sea v € G{. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:
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@) ") o ¢ wepw),
n
(i) we(mv) = YY)
n

Demostracién:

(1) = (&)

Por la proposicién 2.35 y la expresion (2.1), basta tomar

o= ¥ e W) .
n
(¢) => (1)

Si w*(MV) = v(i\f) , existe algin z* € Web(v), y algin y* € A(n) tales que

v(N)

n

=z'-y* <z'-y', para cualquier y € A(n).

Consideremos ahora y = €', i =1,2,...,n . Entonces

v(N)
n

z; > ; para t =1,2,:..;m

v(N)

Pero por la eficiencia, 2* = eV, y la demostracién ha finalizado. O

Podemos hallar una relacion entre los equilibrios del juego matricial asociado
y el valor de Shapley del juego. El resultado siguiente da una caracterizacion

de las condiciones para la coincidencia del valor de Shapley con la distribuciéon

N
igualitaria de v(IV), ( ) eN.

Proposicién 2.38. Sea v € GYY. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:
v(N
(i) Shi(v) = (n ), para i =1,2,.

1
(ii) (( )oen,, , = eN) es un equilibrio del juego matricial M".

Demostracién:
(i) = (2t)

De la proposicion 2.37, y dado que Sh(v) € Web(v), se cumple que

) €
wt(MU) = v(j:r).
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1 R . .
Veamos, pues, que ((#)aenn y = e”) es un equilibrio en el juego matricial
' n

M?. Para cualquier A € A(n!),

1 1
AM (=) =z ™)

y para cualquier y € A(n),

(1) = (3)
En este caso, dado que (s7)sem, - M” = Sh(v), tenemos
v(N) (1

n n!

Yoem, - M" - (l eMN)t < Sh(v) -y', para cualquier y € A(n).
n
Si tomamos y = €', i = 1,2,...,n, obtenemos Sh;(v) > 3’-(%1 Pero, por la
eficiencia del valor de Shapley:

Sh;(v) = ”(iv) g Dara. § =203

lo que acaba la demostracion D

2.5 Otro conjunto relacionado con el conjunto de
Weber: el selectope

Para finalizar nuestro estudio del conjunto de Weber y su relacién con el
conjunto de las imputaciones, vamos a dar las definiciones y propiedades mas
importantes de un conjunto relacionado con el primero, y para el cual podemos
senalar su relacion con el conjunto de las imputaciones, el selectope.

El selectope

Ahora vamos a analizar el selectope, un conjunto que siempre contiene al
conjunto de Weber. Parece natural pensar que si ampliamos el conjunto de We-
ber podemos encontrar un conjunto que conserve las nociones de contribuciones
marginales y que siempre contenga algin punto del conjunto de las imputaciones.

La nocion de selector aparece en el trabajo de Hammer, Peled y Sorensen
(1977) como una funcién que asigna a cada coalicién no vacia del conjunto N
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un elemento de dicha coalicion. Mas formalmente, un selector es una funciéon
a: 2M\0 — N con «(S) € S para cada subconjunto no vacio S de N. Su
significado es que un selector asigna a cada coalicién un “representante” de dicha
coalicion. El conjunto de todos los selectores sobre 2\ se indica por AV,

Por otra parte, para cada juego cooperativo v y cada coaliciéon S, los dividen-
dos (Harsanyi, 1963) se definen de manera recursiva como:

0 siS=0
Ay (S) =1 v(S)— TCSZ;#S A, (T) en otro caso.

Otra definicion equivalente es la siguiente:
Ay (8) =Y (1) u(T)
TCS

donde s y t corresponden a la cardinalidad de S y T respectivamente.

Si se considera el espacio vectorial de los juegos cooperativos sobre el mismo
conjunto de jugadores NV, los dividendos no son mas que las coordenadas del juego
v en la base de los juegos de unanimidad, los cuales se definen de la siguiente
manera, para cada coalicién T no vacia:

1 siTCS
0 en otro caso.

ur (S) := {

Se trata de una base del mencionado espacio vectorial. Entonces se puede escribir
la expresion del juego v en la base de unanimidad:

v=Y_ A,(T)-ur.

TCN

Resulta de forma inmediata que

v(S) = A, (T).

TCS

En este contexto, el valor del selector « es el vector m* definido por

mEw)= 3 A9,

S:i=a(S)

para cada i € N y cada juego v € GV.
El selectope para un juego v se define como la envoltura convexa de todos los
valores de los selectores. Formalmente:

Definicién 2.39. Sea v € GN un juego cooperativo. El selectope se define como

Sel (v) := convex {m* (v) € RV | a € AN}
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El selectope fue introducido en el trabajo ya mencionado de Hammer et al.
(1977), y ha sido analizado en un reciente articulo de Derks, Haller y Peters
(2000). En él se estudia su relaciéon con el core y el conjunto de Weber, asi
como algunas otras propiedades. El selectope es obviamente un conjunto convexo,
compacto y no vacio.

Cada selector asigna a un jugador de la coalicién (su “representante”) el divi-
dendo correspondiente a la coalicion. Por eso el selectope puede ser visto como
todas las maneras de repartir los dividendos de las coaliciones entre los jugadores.

En el articulo ya citado de Derks et al. (2000) se demuestra que cada vector
de contribuciones marginales corresponde a un valor de un selector, el que asigna
a cada coalicion S el elemento de S que entra en tltimo lugar en la permutacion.

Por otra parte, si se define que un selector « es consistente si a (S) = a(7T)
siempre que S C T y a (T) € S, (lo que formalmente es semejante a la condicion
de Nash(1950) de la Independencia de las Alternativas Irrelevantes) podemos
senalar una condicioén para que un selector provenga de una ordenacion.

Esto se expresa en el lema 1 y lema 2 de dicho articulo, que exponemos aqui:

Lema 2.40. Sea m = (13,13, ...,1,) una permutacion de N y sea o : 2N\ — N
definida por
e (S) =1

donde k = max{j : i; € S}.

Entonces, a es un selector y m® (v) = m™ (v) para todo juego v € GN.

Por otra parte, si « es un selector, existe una ordenacion 7 = (iy, iy, ..., i) de
N con m* (v) = m™ (v) para todo juego v € GV si y sdlo si « es consistente, y la
ordenacion w se define recursivamente como

in = a(N)
ik = a(N\ {Tgg1y.es8n})

parak=n—1,n—2,..,1.

Ya en el trabajo inicial de Hammer et al. (1977), y utilizando resultados mas
generales, se examinan las relaciones entre el core y el selectope, lo que en el
trabajo de Derks et al. (2000) se estudia directamente.

El selectope tiene una estructura del tipo del core, y sus paredes corresponden
a vectores normales de coeficientes 0 — 1, y se puede encontrar la expresién del
selectope como el core de un juego definido adecuadamente, como veremos a
continuacion.

Dado un juego arbitrario v € G, podemos definir los siguientes juegos:

" = Z Ay (T) -ur

T:Ay(T)>0
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v =Y. —A(T)-ur

T:A,(T)<0
Con estas definiciones se obtiene:

v=ovt—v".

Derks et al. (2000) prueban el siguiente teorema:

Teorema 2.41. El selectope de un juego v es el core del juego convezo
b =0T+ (—’u‘)d.
Esta expresion del selectope como core de otro juego permite dar algunas

interpretaciones para los extremos. El valor de una coalicién se puede interpretar
de la siguiente manera, si se escribe en términos de dividendos:

§(8) = vt == (N)+0v~ (N\S)
= > AT+ D Ay (T).
TiTCS,Ay(T)>0 T:TOS£0,A4(T)<0

Los vértices del selectope corresponden a ciertas asignaciones de los dividendos
a los diversos jugadores, en lo que se llaman “greedy allocations”, repartos avari-
ciosos o egoistas.

Resulta de manera sencilla que el core es un subconjunto del selectope, asi co-
mo que el conjunto de Weber es también parte del selectope (ya que, en particular,
los vectores de contribuciones marginales corresponden a un selector).

También como consecuencia, Derks et al. (2000) presentan una caracteriza-
cion de la inclusion del selectope en el conjunto de las imputaciones, que resulta
ser equivalente a la igualdad entre el core y el selectope.

Para ello necesitamos definir una clase de juegos. Un juego v € GV es casi-
positivo si los dividendos de todas las coaliciones no unitarias son no negativos,
es decir, si A, (T) > 0 para |T| > 2.

Claramente se puede ver que los juegos casi-positivos forman un subconjunto
de los juegos convexos. El core y el selectope coinciden sobre la clase de los juegos
casi-positivos, lo que ya se senala en el trabajo inicial de Hammer et al.(1977)

El teorema que presenta la caracterizacion de la inclusion entre Sel(v) y I(v)
(Teorema 2), no es correcto en su totalidad, ya que se afirma que Sel (v) = I (v)
si y solo si v es modular. Veremos la condicion precisa que permite afirmar la
igualdad entre ambos conjuntos posteriormente.

El siguiente teorema se halla en Derks et al. (2000):
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Teorema 2.42. Sea v € GV. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Sel (v) = Core (v),
2. Sel (v) CI(v),
3. v es casi-positivo.

Este teorema nos proporciona una caracterizacion, en términos de los dividen-
dos del juego, de la inclusion del selectope en el conjunto de las imputaciones. Por
otra parte Crama, Hammer y Holzman (1989) proporcionan una caracterizacion,
mediante desigualdades, de los juegos casi-positivos.

Para caracterizar la igualdad entre el selecfope y el conjunto de las imputa-
ciones necesitamos en primer lugar un lema técnico.

Lema 2.43. Sea v € G, v casi-positivo. Entonces, si el extremo del conjunto de
las imputaciones €' € Sel (v), se cumple que A, (S) = 0 para cualquier S C N
tal que i ¢ S y |S| > 2 .

Demostracion:

Dado que el juego v es casi-positivo, por el teorema 2.42, Sel(v) C I (v).
Ademas si un extremo del conjunto de las imputaciones é' pertenece a Sel (v),
debe tratarse de un extremo de este conjunto, y por tanto existe un selector
a € AV tal que m® (v) = é'. Para cualquier S tal que i ¢ S, forzosamente se
cumple que « (S) = j # i. Entonces

mf()= Y AT =4,GH+ Y A(D).

T:a(T)=j T:a(T)=j5,|T|>2

Pero como A, ({j}) = v (j),m§ (v) = v (j) y el juego v es casi-positivo, forzosa-
mente
A,(T)=0 paratodoT C N cona(T)=j|T|>2.

Y por tanto
A,(S)=0 paratodoSCN conié¢sS,|S|>2.

Ademas, de la propia demostracion se deduce que si para alguna coalicién S
que contiene al jugador i, el selector asignara el dividendo a otro jugador, este
dividendo debe ser 0. Por lo tanto siempre podemos elegir otro selector que asigne
dicha coalicién al jugador i, sin modificar m* (v) . Es decir, el selector « se puede
elegir de forma que o (S) =isii € S. m

Ahora podemos proporcionar el teorema de caracterizacion de la igualdad:
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Teorema 2.44. Sea v € GV. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Sel (v) =1I(v),
2. Para cualquier S C N, con |S|>2yS# N, A, (S) =0y A, (N) > 0.

Demostracion:

Si Sel(v) = I(v), todos los extremos del conjunto de las imputaciones
pertenecen al selectope. Teniendo en cuenta el teorema 2.42, el juego v es casi-
positivo, y podemos aplicar el lema 2.43 anterior.

Si se aplica a todos los vértices, todos los dividendos deben ser 0 para cualquier
coalicion S con |S| > 2, excepto la coaliciéon total, en la cual estan todos los
jugadores. Por otra parte, dado que el juego es casi-positivo, debe cumplirse que
A, (N)>0.

Para ver la otra implicacion, obsérvese que cualquier selector asigna a todos
los jugadores menos a uno el dividendo de la coalicion individual, mientras que al
jugador restante le asigna el dividendo de su coalicion individual mas el dividendo
de la coalicion total. Por la eficiencia, se trata de un extremo del conjunto de las
imputaciones. Y por otra parte se puede seleccionar un selector adecuado para
todos los extremos del conjunto de las imputaciones. a

Las relaciones entre el selectope y el conjunto de Weber se estudian también
en el articulo de Derks et al.(2000). Para ello, dada una ordenacién arbitraria
7 € Iy se define el selector @ de la siguiente manera:

a(T) = max(T) paratodaT con A,(T)>0, y
a(T) = min(T) paratoda T con A, (T) <0,

donde max, (7') indica el dltimo elemento de T" en la ordenacion dada por 7. De
manera similar, min, (7") indica el jugador de T que es el primero en entrar en la
“cola” que indica la ordenacion 7. El valor de « (T') para aquellas T tales que su
dividendo sea cero es irrelevante.

Si es posible elegir o de forma que sea consistente, se dice que la permutacién
7 es consistente en el juego v. Para encontrar la igualdad entre el selectope y el
conjunto de Weber se puede ofrecer el siguiente teorema:

Teorema 2.45. El selectope y el conjunto de Weber de un juego v coinciden si y
solo si todas las permutaciones son consistentes en v.

Alguna otra condicién més técnica se puede deducir a partir del trabajo de
Derks y Peters (1998) y no tiene especial interés para nosotros.
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Para finalizar, tiene interés estudiar si con este conjunto, a priori mas amplio
que el conjunto de Weber, se puede afirmar que la interseccion entre el selectope
y el conjunto de las imputaciones es siempre no vacia. Desgraciadamente, Derks
et al. (2000) proporcionan un ejemplo en el que al observar que el seleciope no
contiene al nucleolo del juego, se prueba que no tiene ningin punto comin con
el conjunto de las imputaciones.

Ejemplo 2.46. Considérese el siguiente juego de cuatro jugadores, v, definido por

v({1}) =0 v({1,2})=1  ©({1,2,3})=4
v({2}) =0 »({1,3}) =1  w»({1,2,4}) =4
v({3}) =0 v({1,4}) =1  v({1,3,4}) =7
v({4}) =0 »({2,3}) =1  v({2,3,4}) = -7
v({2,4}) =1
v({3,4}) = -10 »({1,2,3,4}) =0.

En este juego, los dividendos de las coaliciones de cardinalidad 1 valen 0, —10
para la coalicion {3,4} y 1 para el resto de coaliciones.

En cualquier punto del selectope, los jugadores 1 y 2, conjuntamente, deben
recibir por lo menos 1, mientras que la inica imputacion es el vector nulo.

Senialemos que el ejemplo anterior demuestra que el selectope no es, en general,
un catcher para muchos conceptos de solucién, los que estén definidos sobre el
conjunto de las imputaciones.

Podemos, pues, enunciar el siguiente corolario:

Corolario 2.47. Paran > 4, no ezisten soluciones ¥, ni puntuales ni conjuntistas,
en el conjunto de todos los juegos, GV, que

seleccionen imputaciones, es decir, que si I(v) # 0, ¥(v) C I(v),

seleccionen elementos del selectope, es decir, que ¥(v) C Sel(v).



Capitulo 3

El conjunto de Weber y el core

El conjunto de Weber de un juego es, en general, dificil de describir en forma
sintética, ya que esta definido como la envoltura convexa de un cierto nimero
de vectores (que ademaés crece como n! al aumentar el nimero de jugadores)
y solamente para determinadas clases de juegos la descripcion del conjunto de
Weber se puede dar facilmente. Sin embargo, es un resultado conocido que el
conjunto de Weber contiene siempre al core del juego.

En este capitulo vamos a estudiar las relaciones entre los conjuntos de Weber
de distintos juegos. En el caso del core, se sabe que al estudiar el core de dos
juegos, si uno es mayor que el otro (con la ordenacién usual) y supuesta la misma
eficiencia, el core del juego menor contiene al core del juego mayor. Sin embargo,
ejemplos sencillos muestran que en el caso de los conjuntos de Weber, la relacion
no es directa, y que la inclusion, sea en un sentido o en el contrario, no se da en
general.

Por ello, en primer lugar analizaremos unos resultados sobre la interseccion de
los conjuntos de Weber de juegos relacionados entre si por relaciones de orden,
lo que nos permitird posteriormente recuperar por otra via algunos resultados
clasicos, asi como proseguir nuestro anélisis de las relaciones entre el conjunto de
las imputaciones y el conjunto de Weber.

3.1 La intersecciéon de los conjuntos de Weber

En esta seccion, la cuestion que nos proponemos analizar es la relacién entre
los conjuntos de Weber de dos juegos arbitrarios v; y v, que tienen la mis-
ma eficiencia. En este caso, ;jpodemos asegurar alguna cosa de la interseccién
Web(v,) N Web(ve)? (nbtese que si no tuvieran la misma eficiencia no se puede
hablar de posible interseccion de los conjuntos de Weber).

71
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Recordemos, en primer lugar, que si dos juegos cooperativos v,v' € GV es-
tan ordenados se puede enunciar la siguiente proposicion, inmediata, y que no
demostraremos:

Proposicién 3.1. Sean dos juegos cooperativos, vi,vo € GV, de manera que v, es
equilibrado, y tales que

v1(S) < vo(S) para cualquier coalicion SC N y v(N) = vo(N).
Entonces el juego vy es equilibrado, y
Core(vy) C Core(v).
De aqui, se puede demostrar la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2. Sean dos juegos cooperativos, vy, vs € GV, de manera que v, es
equilibrado, y tales que

v1(S) < va(S) para cualquier coalicion SC N y v (N) = vy(N).

Entonces,
Core(vs) € Web(vy) N Web(ve) C Web(vs).

Demostracién:
Por la proposicién 3.1 anterior,

Core(vz) C Core(v),
y por la inclusién del core en el conjunto de Weber, tenemos
Core(v,) C Web(vy),

que junto con la inclusién correspondiente al juego v,, proporciona el resultado.
a

También, en el caso de que el juego mayor sea convexo podemos establecer
una inclusion:

Proposicién 3.3. Sean dos juegos cooperativos, v;,v, € GV, de manera que vy es
convezo, y tales que

v1(S) < v2(S) para cualquier coalicion SC Ny v (N) = vy(N).

Entonces,
Core(vy) = Web(vy) C Core(v,) € Web(v;).
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Demostracién:
Al ser el juego v, convexo, tenemos la igualdad entre el core y el conjunto de

Weber, mientras que por la proposicion 3.1 anterior,
Core(vy) C Core(vy),
y por la inclusion del core en el conjunto de Weber, tenemos
Core(v1) C Web(v1).
O

En particular, si un juego se puede mayorar por un juego convexo, cualquier
vector de contribuciones marginales de este altimo pertenecera al core del juego,
asi como el valor de Shapley.

Estos resultados parciales se refieren solamente a una clase de juegos relati-
vamente pequefia, si bien importante. Ahora vamos a demostrar el teorema que
permite asegurar que, si dos juegos estdn ordenados y tienen la misma eficien-
cia, la interseccion entre los conjuntos de Weber es no vacia. La demostracién
hace uso del conocido teorema del hiperplano separador (véase Nikaido, 1968 o
Webster, 1994) del anélisis convexo. Este teorema aparece como sumamente im-
portante porque tiene después implicaciones en diversos campos, lo que permite
recuperar ciertos resultados conocidos.

Teorema 3.4. [Teorema de la interseccion]
Sean dos juegos cooperativos arbitrarios, vi,v, € GV, tales que

v1(S) < vo(S) para cualquier coalicion SC N y v (N) = v(N).

Entonces,

Web(vy) N Web(vy) # 0.

Demostracién:

Supongamos que Web(v,) N Web(vs) = 0. En este caso, y dado que Web(v;)
y Web(vy) son conjuntos no vacios, convexos y compactos de R”, existird un
hiperplano separador estricto entre ellos’:

a-x =K,

que vendra dado por el vector de incidencia & € R®, y por la constante K € R.

Como aquellos conjuntos vienen determinados como la envoltura convexa de
los vectores de contribuciones marginales (no necesariamente vértices), éstos seran
separados estrictamente por el hiperplano:

a-ml(v)) > K > a-m?(vy) para cualesquiera 6, ' € M.

!'Véase por ejemplo Webster (1994), teorema 2.4.6
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Ordenamos los coeficientes de a de forma creciente, y consideramos la per-
mutacioén 6 = (i1, 1s,...,1,) € Iy, que ordena los jugadores segiin los coeficientes

del hiperplano separador «, es decir, que cumple que
i, S0, <. S o S 0y
Obsérvese que dicha ordenacién existe siempre, aunque no sea necesariamente

tinica. Para esta permutacion, si llamamos {4y, 4, ..,ix} = Tk, el vector de con-
tribuciones marginales es el siguiente:

my (v) v({i1})
mf,(v) = v({ir,i2}) —v({i1})

‘U(T]) ]
v(Tz) —o(Th) ,

Il

wlla) = ol =otliits, . erdai]] = (M) —wlTh 1)

in

Entonces
a-ml(v)) = o4, - [0i(N) —v1(Th-1)] +
Qip_y - [11(Tn=1) —01(Th2)] +
0, + [01(Ta) — v1(Th)] ok
0:’1:_:l - (T]_)
= a, -v1(N) +
i,y — ] - v1(T1) +
[aiz - ais] ! (T'Z) +
[, — tiy] - 01 (Th)
< o4 U2(N) +

n—

1

1[air — Qi) - vo(T})
=

= a-m’(v),

donde hemos usado la definicién de la permutacién 6 para poder asegurar que
air - ai!"-l-l 2 U'

Pero la desigualdad obtenida contradice la existencia del hiperplano sepa-
rador, con lo que el teorema queda probado. ]

De este teorema se pueden deducir diversas consecuencias, que seran objeto
de estudio en la siguiente seccion.
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3.2 Consecuencias del Teorema de la Interseccion

Del teorema de la interseccion, teorema 3.4, se pueden extraer diferentes resul-
tados que sorprendentemente se refieren a aspectos generalmente alejados entre
si. Entre éstos se podra encontrar la inclusién clasica del core en el conjunto
de Weber, un anilogo al teorema del sandwich para juegos cooperativos y otros.
Esta serie de consecuencias se sefialan en el cuadro correspondiente, figura 3.1.

Teorema de la Interseccion de los conjuntos de Weber

Inclusion del core en el conjunto de Weber:
Core(v) C Web(v) (Weber, 1978)

Interseccion no vacia en la clase Z% :
I(v)NWeb(v) # 0 (Rafels y Tijs, 1997)

Si el juego v es totalmente esencial:

I(v)NWeb(v) # 0

— 4 Teorema del sandwich  (Frank, 1982)

—| 5 Todo juego convexo tiene large core  (Sharkey, 1982)

Todo juego convexo es un juego “no-gap”
(Ichiishi, 1990)

—| 7 Todo juego tiene el conjunto de Weber “grande”

Figura 3.1: Las consecuencias del Teorema de la Interseccion
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Consecuencia 1 :

Inclusién del core en el conjunto de Weber.

Como consecuencia de este teorema se obtiene la inclusion clasica del core
de un juego cooperativo en el conjunto de Weber de dicho juego, inclusion ya
mencionada en el capitulo anterior. Este resultado fue demostrado mediante un
argumento de induccién en primer lugar por Weber (1978), en una publicacion
poco difundida. Dicha demostracion, mas sintética, se puede hallar también en
Weber (1988).

Otra demostraciéon méas sencilla usando la técnica del hiperplano separador
fue publicada por Derks (1992).

Corolario 3.5. Para cualquier juego v € GV se tiene Core(v) C Web(v).

Demostracién:
Sea z € Core(v) un elemento arbitrario del core.
Consideramos el siguiente juego modular dado por z,

ve(S) == Z z; para toda coalicibon S C N.
i€S
Pero del hecho que z esté en el core y la definicién de v,, es obvio que v(S) <
v2(S) para toda coalicion S C N y que v(N) = vy(N).
Por el teorema 3.4 tenemos que

Web(v) N Web(vy) # 0,

pero el juego v, es un juego modular, y por tanto Web(vs) = {z}, lo que implica
que x € Web(v). O

Por tanto, si el core es no vacio, el conjunto de Weber y el conjunto de las
imputaciones tienen puntos en comiin (al menos los puntos del core). Ya en el
capitulo anterior de la presente monografia, se han estudiado algunas relaciones
entre el conjunto de las imputaciones, I(v), y el conjunto de Weber, Web(v),
junto con diversos ejemplos. La siguiente consecuencia establece una condicién
suficiente de interseccion no vacia en una clase bastante amplia de juegos.

Consecuencia 2 :

Interseccion no vacia del conjunto de las imputaciones y el conjunto
de Weber en la clase ZV.

En Rafels y Tijs (1997) se considera la clase de juegos ZV, definida de la
siguiente manera:

ZN=SveG" | v(S)+ > v(i) <v(N), paratodo SC N
iEN\S
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Se trata, como se ve, de un debilitamiento de la condiciéon de cero-monotonia,
puesto que la condicién que define Z N es justamente que

v(S) = v(S) - Zn ) L v(N) = v(N) — Z (1),

1€S 1EN

es decir, la monotonia en la cero-normalizacion, pero solamente respecto de la
coalicion total. Para esta clase de juegos, ZV, se cumple que I(v) # 0, y co-
mo sefialan Rafels y Tijs (1997), la clase contiene los juegos superaditivos, los
juegos equilibrados y los juegos 0-mondtonos (y en particular contiene los jue-
gos convexos). En el articulo mencionado se enuncia y demuestra el siguiente
teorema:

Corolario 3.6. Dado un juego arbitrario v € ZV, se cumple que
I(v) N Web(v) # 0.

Demostracién:
Si definimos el juego vy, de la siguiente manera:

0 si S =0,
v2(S) =94 v(N)— 3 w(i), en otro caso,
1EN\S
es evidente que se cumplen las hipétesis del teorema 3.4, de la interseccion, para
los juegos v y vy, puesto que v < vy con v(N) = vy(N) y por tanto

Web(v) N Web(vy) # 0.

Pero por la construccion del juego vy, Web(v,) = I(v), y de aqui se deduce el
resultado buscado. O

Consecuencia 3 :

Interseccién no vacia de I(v) y Web(v) para un juego totalmente
esencial.

Vamos ahora a definir qué es un juego totalmente esencial, para poder enunciar
un corolario que asegura que en este caso el conjunto de las imputaciones y el
conjunto de Weber tienen puntos en comiin.

Definicién 3.7. Un juego cooperativo (N, v) es totalmente esencial si

para cualquier coalicion S C N, Y ) < u(S).
i€s
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Esta definicion sefiala que para cualquier coalicion S C N el subjuego v tiene
imputaciones, es decir, existen repartos eficientes e individualmente racionales.
Para los juegos totalmente esenciales podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.8. Sea (N,v) un juego cooperativo. Si v es totalmente esencial, en-

tonces
I(v)N Web(v) # 0.

Demostracion:
Podemos definir el juego v; € GV, de la siguiente manera

o e { mEsum si S#N
v(N) si §=N.

2

Es evidente que v(S) < v(S) para cualquier S # N, ya que es totalmen-
te esencial. Ademads, v,(N) = »(N). Por tanto, se cumplen las hipotesis del
teorema 3.4 y Web(v,) N Web(v) # 0.

Pero por la construcciéon del juego vy, Web(v,) = I(v,) = I(v), y de aqui se
deduce el resultado buscado. !

Consecuencia 4 :

El teorema del sandwich para juegos cooperativos.

El teorema de la interseccion (teorema 3.4) se puede aplicar a un par de
Jjuegos para encontrar un corolario similar al teorema del sandwich en el anilisis
convexo (véase Frank, 1982). Este iltimo teorema sefiala que entre la grafica
de una funcién convexa y la de una funcién céncava menor se puede hallar un
hiperplano que las separa.

Corolario 3.9. Sean vy,v, € GV dos juegos tales que v, < vy, con v; convezo

(supermodular), y v, concavo (submodular). Entonces hay un juego modular
entre ellos, es decir,

eziste © € R" tal que v,(S) < z(S) < vy(S), para toda S C N.

Demostracién:
Podemos definir el siguiente juego auxiliar:

; | v(S), si SCN,
gl { vf(N), si S=N.

Es facil comprobar que v}, es concavo, puesto que vy lo es y simplemente hemos
modificado el valor de la coalicion total para disminuirlo.

2Nétese que el sumatorio sobre el conjunto vacio es 0 por definici6n.
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Ahora se puede aplicar el teorema 3.4 de la interseccion a v, y v5, puesto que
estan ordenados y tienen la misma eficiencia. Entonces,

Web(vy) N Web(vy) # 0.
Por otra parte, el juego v; es convexo, y por tanto:
Web(v,) = Core(v,).

En cambio, el juego v} es concavo, y por tanto el juego (v4)%, dual del juego v},
es también convexo. Por ello,

Web((vh)?) = Core((vh)?).
El conjunto de Weber de un juego y su dual coinciden, y consecuentemente
Core(v;) N Core((vh)?) # 0.

Cualquier elemento z € Core(v) N Core((v)?) puede ser el juego modular
del enunciado del corolario, ya que por estar en Core(v;),

n(S) < z(S) para cualquier S C N,
mientras que por estar en el core de (v})¢,
z(N\ S) > (vy)*(N \ S) = v3(N) — vy(S) = 2(N) — v(5),
que se transforma en la desigualdad deseada:

v2(S) > z(S).

Consecuencia 5 :

Todo juego convexo tiene large core.

Otra consecuencia que se puede extraer del teorema 3.4 es la que se refiere a
la propiedad de que un juego convexo tiene el core grande (large core), concepto
introducido por Sharkey (1982).

Para ello, vamos a introducir la definicion de juego con large core . Se dice
que un juego cooperativo (NN, v) tiene el core grande si para cualquier distribucién
z, no necesariamente eficiente, que cumpla las desigualdades del core,

v(S) < Z z; para toda coalicion S C N,
i€s
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es posible encontrar un elemento del core de v, z € Core(v), tal que = < 2.

Sharkey (1982) demuestra que todo juego convexo tiene large core, pero que
no se trata de una equivalencia con la definicién de los juegos convexos, es de-
cir, hay juegos no convexos que también verifican esta propiedad. La clase de
juegos que tienen el core grande todavia no ha sido caracterizada en términos
de otras propiedades de la funcion caracteristica, ni se dispone de una definicion
equivalente de esta clase de juegos.

Veremos ahora que se puede deducir que todo juego convexo tiene large core
como consecuencia del teorema 3.4.

Corolario 3.10. Sea (N,v) un juego cooperativo convexo, y considérese una dis-
tribucion (no necesariamente eficiente) y € RY tal que

v(S) < Zyi para toda coalicion S C N.
1€S

Entonces es posible encontrar un elemento del core de v, z € Core(v), tal que
r; < y; para todo © € N.

Demostracién:
Consideremos el juego siguiente:

De esta definicion se desprende que
v<w
y que v(N) = w(N). Aplicando el teorema 3.4 se deduce que
Web(w) N Web(v) # 0.
El conjunto de Weber del juego w es justamente
Web(w) = convez {w*}, .,

donde cada uno de los puntos w* para k € N se ha definido como

Yi si 1#k
o(N)— X u sii=k
iEN\{k}

k
i

Ademdés, como el juego v es convexo, su core coincide con su conjunto de Weber,
Core(v) = Web(v). Por tanto, hemos visto que existe z € Core(v) que se puede
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escribir como combinacion convexa de los puntos w*. Dado que, como se observa
en la definicién w¥ < y;, inmediatamente se desprende

z; < y; paratodo i € N.

Consecuencia 6 :

Todo juego convexo es un juego “no-gap”.

Ichiishi (1990) estudia la comparacion entre juegos y las relaciones entre los
cores respectivos. En particular, se introduce el concepto de juego “no-gap” , como
un caso especial de los juegos exactos®. La condicion de juego exacto “no-gap”
v € GV se define en términos de la cobertura eficiente de un juego equilibrado.
Esta es una funcién v* asociada a cualquier vector p € R%, y esté definida por

v*(p) :=max{p-z | x € Core(v)},

donde v es un juego equilibrado.

Para cualquier coaliciéon S C N, la cobertura eficiente de un juego equilibrado
se define como v*(S) = v*(e®), el vector incidente a la coalicién S.

Un juego exacto v se llama “no-gap” si para cada p € R?}, existe una coleccién
de coeficientes reales positivos (o nulos), (As)gcy, tales que Yo n Ases = py
2 scn Asv™(S) < v*(p).

Ichiishi demuestra que se verifica la siguiente inclusién:
{ juegos convexos } C { juegos exactos no-gap } ¢ { juegos exactos }.

La condicion de ser un juego exacto no-gap es dual del concepto de juego con
core grande (Sharkey, 1982). También demuestra que todo juego convexo es un
juego “no-gap” , que resulta ser equivalente a la condiciéon que se expone en el
siguiente corolario:

Corolario 3.11. Sea (N,v)un juego cooperativo convero, y sea x € RN una dis-
tribucion tal que

z(S) < v(N)—v(N\ S) para toda coalicion S C N.

Entonces es posible encontrar un elemento del core de v, y € Core(v), tal que
<.

3Un juego v € GV es exacto si para cualquier coalicién S C N existe un punto del core,
z € Core(v), tal que z(S) = v(S), lo que implica que v sea equilibrado. Todo juego exacto es
totalmente equilibrado, ya que todos los subjuegos tienen core no vacio.
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Demostracién:
Consideremos los juegos siguientes:
z(S) si SCN
wiH)= { v(N) si S=N

va(S) = v(N) = v(N \ S) =v*S) si SCN.
De esta definicién se desprende que
v < Vg
y que v,(N) = v(N). Aplicando el teorema 3.4 se deduce que
Web(v,) N Web(vq) # 0.

Pero el juego v, es convexo, y su conjunto de Weber coincide con el core del

mismo:
Web(v,) = Core(vy),

y el juego v§ = v es también convexo, y por tanto:
Web(vy) = Web(v§) = Web(v) = Core(v),

de donde tenemos
Core(v,) N Core(v) # 0.

Por tanto, cualquier elemento y € Core(v;)NCore(v) verificara la desigualdad
pedida, ya que y € Core(v) y

z; > Y; para todo i € N.
O

Estos resultados se han utilizado en diversos problemas relacionados con la
provision de un bien publico puro, la produccién cooperativa de bienes privados,
o la distribucion del excedente asociado con el equilibrio de Nash del mecanismo
de contribucién voluntaria (véase Moulin, 1995).

Consecuencia 7 :

Todo juego tiene el conjunto de Weber “grande”.

Parafraseando la definicion de large core, de Sharkey (1982), podemos ver que
cualquier juego cooperativo tiene el conjunto de Weber “grande”, en el sentido
que para cualquier reparto, no necesariamente eficiente, que mayore los valores
de todas las coaliciones, es posible encontrar un punto del conjunto de Weber,
y eficiente por tanto, que sea menor en todas las componentes que el reparto
inicial.
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Corolario 3.12. Sea (N, v)un juego cooperativo, y sea y € RN una distribucion tal
que
v(S) < ny para toda coalicion S C N.
i€
Entonces es posible encontrar un elemento del conjunto de Weber de v, z €
Web(v), tal que z < y.

Demostracién:
Consideremos el juego siguiente:

[ y(S) si SCN,
w(s)_{g(N) si S=N.

De la definicién del juego w se desprende que
v<w
y que v(N) = w(N). Aplicando el teorema 3.4 de la intersecciéon se deduce que
Web(w) N Web(v) # 0.
Pero el conjunto de Weber del juego w es justamente
Web(w) = convex {w"}keN .
donde cada uno de los puntos w* para k € N se ha definido como
. { Ui si. 8 £k
wi=94 v(N)— Y y; sii=k
JEN\{k}

Por tanto, hemos visto que existe al menos un = € Web(v) que se puede escribir
como combinacion convexa de los puntos w*. Dado que, como se observa en la
definicion, w¥ < y;, para todo i € N, inmediatamente se desprende

z; < y; para todo i € N.



Capitulo 4

Juegos cooperativos con
informacién limitada

El modelo de los juegos cooperativos da por supuesto que no hay restriccio-
nes a la cooperaciéon entre los jugadores, de forma que todas las coaliciones se
pueden formar y por tanto se evalian. Sin embargo, en determinadas situaciones
(econoémicas, de votacion, etc.) este supuesto no parece apropiado, ya que los
jugadores se agrupan de forma natural (por ideologia, por nacionalidad, etc.)

Aumann y Maschler (1964) iniciaron, en su forma més sencilla, el estudio de
juegos cooperativos en los cuales no todas las coaliciones son factibles, sino que
solamente se pueden formar las que estdn dentro de estructuras de coaliciones.
En dicho articulo, una estructura de coaliciones se define como una particion del
conjunto de jugadores en coaliciones disjuntas. Dada una estructura de coalicio-
nes la comunicacion entre los diversos jugadores solo se puede dar dentro de las
coaliciones que definen la estructura. Ademas, cada una de estas coaliciones se
comporta como una unidad para el exterior. Esta estructura de coaliciones viene
dada exdégenamente, y ha dado lugar a numerosos articulos analizando diversos
aspectos, en particular las soluciones aplicables a esta situacion, los conjuntos de
negociacion (Aumann y Maschler, 1964 y Davis y Maschler, 1967), etc.

El estudio de los juegos con estructuras de coalicién dadas exogenamente,
con un enfoque ligeramente distinto, ha sido llevado a cabo, entre otros, por
Aumann y Dréze (1974), Owen (1977), Levy y McLean (1989), Winter (1989,
1992), Driessen y Tijs (1990) y McLean (1991).

Por otra parte, para estudiar las situaciones en las que la comunicacién directa
no es transitiva, Myerson (1977) introdujo grafos para sehalar canales de reiacion
entre los jugadores. El grafo toma los jugadores como los nodos, y la presencia de
un arco entre dos jugadores senala que éstos pueden comunicarse, y por tanto no
tienen restricciones a la comunicacion. Esta linea ha sido seguida posteriomente
por Owen (1986), van den Nouweland y Borm (1991), Borm, Owen y Tijs (1992),
van den Nouweland, Borm y Tijs (1992) y Potters y Reijnierse (1992), Hamiache
(1999).

85
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Otra linea ligeramente diferente fue la iniciada por Myerson (1980) al mode-
lar la comunicacién mediante hipergrafos (que denomina conference structures).
Dicha idea fue estudiada también por van den Nouweland, Borm y Tijs (1992)
mediante lo que denominan conjuntos de interaccion (interaction sets), y donde
se halla un tratamiento axiomatico del valor de Myerson y el valor de posicion (po-
sition value). Un anélisis de las diversas posibilidades de modelar la cooperacién
parcial se realiza en el survey de Borm, van den Nouweland y Tijs (1994)

El libro de Bilbao (2000) estudia, de forma bastante exhaustiva, los juegos
cooperativos definidos sobre estructuras combinatorias. Se trata de una gene-
ralizacion de los juegos cooperativos para incluir practicamente todos los diver-
sos modelos de cooperacion parcial. La estructura combinatoria recoge desde
el reticulo formado por todas las coaliciones (todas las coaliciones son posibles)
hasta un conjunto de coaliciones sin ninguna condicion especial.

4.1 El conjunto de Weber de nivel &

El problema del reparto de costes se presenta tanto en las empresas y proyectos
piblicos como en las empresas privadas. Aparece en las politicas de precios
de las empresas de servicios como la electricidad, agua, transporte o teléfono.
.Como se deben repartir los costes comunes entre sus beneficiarios? También
para encontrar las tasas o precios ptblicos a repercutir entre los usuarios en los
aeropuertos, autopistas o canales. Por no hablar de los analisis coste-beneficio en
los proyectos de embalses y regadios, o la contabilidad interna en las empresas
para asignar costes comunes y costes especificos entre los distintos departamentos.

Una herramienta para analizar el reparto de costes consiste en su modelizacion
como un juego cooperativo. Este andlisis ya se tiene en cuenta en los conocidos
repartos de costes de la Tennessee Valley Authority en los afios 1930, aunque el
analisis se sigue en problemas de diversos contextos (véase Young, 1985).

Frecuentemente, y especialmente en el contexto de los métodos de reparto de
costes, al evaluar una situacion cooperativa, resulta que es costosa o compleja la
evaluacion del valor de las coaliciones. Por esa razon se suelen tener en cuenta
métodos de reparto de costes que tienen en cuenta el coste total con el coste
individual de cada jugador y eventualmente el coste marginal (a la coalicién
total) de cada agente.

En este apartado vamos a “olvidar” parte de los valores de un juego para
analizar las situaciones en las cuales decidimos tener en cuenta solamente ciertas
coaliciones, sea porque no deseamos tener en cuenta las restantes o bien porque
solamente disponemos de informacion limitada.



4.1 El conjunto de Weber de nivel k 87

El juego de nivel k

Recordemos que el conjunto de todos los juegos cooperativos TU sobre el
mismo conjunto de jugadores N se denota por GV.
Consideremos, en el conjunto GV, el siguiente operador, definido para k =
0,12 ...,n—=1;
d,. : GN oGV
UV — U

El juego v se define de la siguiente manera:

e () :={ 2 v(d) si |S|<k,

jES

v(S) si [S|>k.

Hemos substituido los valores de las coaliciones, hasta la talla k incluida, por
el juego modular asociado a los valores individuales. Obviamente vy = v; = v.

Corresponde a la situacion en que el juego v se “filtra” a través de un hiper-
grafo, formado por las coaliciones de cardinalidad 1 y las coaliciones de cardina-
lidad k + 1 o superior.

Por otra parte, recordemos la definicion de los vectores de contribuciones
marginales asociados a una permutacion.

Sea (N, v) un juego cooperativo. Para cualquier ordenacién
0 = (iy,12,...,1,) € My,
definimos el vector de contribuciones marginales asociado a 6,
m(v) = (md(v),mY(v) ..., m(v)) € K"
de la siguiente manera:
mfk (v) = v({%, %2, ..., %}) — v({¢1, %2, ..., 3k—1}), para cada iy € N.

El conjunto de Weber se define como la envoltura convexa de todos los vectores
de contribuciones marginales:

Web(v) := convez {m’(v)},_; -

Teniendo en cuenta esta definicién, podemos definir el conjunto de Weber de
nivel k :

Definicién 4.1. Dado un juego cooperativo (N,v), se define como conjunto de
Weber de nivel k del juego v, al conjunto de Weber del juego vy, y se denota
por

Weby(v) = Web (v;) = convex {m’ (U")}eenN .
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De la igualdad entre los juegos vy y v1 tenemos que
Weby(v) = Weby (v) = Web(v).
Vamos a estudiar ahora algunas propiedades del conjunto de Weber de nivel
k.
Teorema 4.2. Sea v € GV un juego cooperativo. Entonces
Core(v) C Webg(v), parake [l,n—1]y.

Demostracién:
Para todo x € Core(v), se cumple z € Core(vg), ya que

z(S) > v(S), para SC N
yz(N) = v(N)

En particular,

i > v(3), para i € N,
de donde
a:(S)zzv(i), para S C N.
i€s
Por ello,

z(S) > w(S), para S C N.
yz(N) = v (N)

Pero, para el juego vy se cumple:
Core(v;) C Webg(v),

con lo que queda demostrado el enunciado. |

Para ilustrar el concepto anterior los siguientes ejemplos muestran diversas
situaciones en las que se pueden encontrar el conjunto de Weber de nivel k.

Ejemplo 4.3. Consideremos el juego (N,v) definido sobre el conjunto de jugadores
N ={1,2,...,n} por

v(S):=5—-1, dondes=|S|>1, y v(@) =0.

Este juego es convezo, y por tanto se tiene que Core(v) = Web(v) # 0. Se puede
comprobar que los vectores Y’ (j = 1,2,...,n) definidos por

- 0 sii=j
yg:={1 /

en olro caso
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son los extremos del conjunto de Weber, y son todos los vectores de contribuciones
marginales.

Si 0 = (i1,92, «es thy Lkt1y -y in) € Iln, entonces el vector de contribuciones
marginales del juego v es el siguiente:

0 si r<k,
ml () =< k si r=k+1,
1 st r>k+1.

Estos vectores definen el conjunto de Weber de nivel k :
Webi(v) = Web (vx) = convex {m® (vg)} .
Se cumple que
Webk-1(v) C Webg(v) parak =2,3,..,n—1

ya que si para cada 8 = (21,7, ..., bk, Lk41, -, in) € N, consideramos la ordenacion
0" = (J1, 025 s Jks Jkt1y <oy Jn) CON Jk = tkt1, Jk+1 = Uk, Y la iqualdad para todos
los demads indices, entonces

0 s r<k
ml (vp)=14 k-1 si r=k
1 s r>k,

y es fdcil verificar que

m® (vg—1) = —m? () + ——m? (v).

Ademds,

Webj_1(v) # Weby(v),

puesto que
0
max {m; (vx)t =k
ieN 1 ( k)} )
y, en cambio,
max {m? (ve_1)} =k — 1.
iEN
En resumen, hemos obtenido una cadena de inclusiones estrictas:

0 # Core(v) = Webi(v) C Weby(v) C ... C Webp_1(v) = I(v).

Hay, ademés, otros ejemplos en los cuales las inclusiones se dan justamente
al revés. El ejemplo siguiente muestra esta situacion.
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Ejemplo 4.4. Sea el juego siguiente de 4 jugadores:

v(1) = 0, v(12) = -1, v(123) = 1,
v(2) = 0, v(13) = -1, v(124) = 1,
v(3) = 0, v(14) = -1, »(134) = 1,
v(4) = 0, v(23) = -1, v(234) = 1,
v(24) = -1,
v(34) = -1, v»(N) = 0

En este caso:
Weby(v) = Web(v) = convex {(0, -1,2, —1)}

donde la barra significa las posibles permutaciones de estos valores entre los
distintos lugares. También:

Weby(v) = convex {m}

Webs(v) = I(v) = {(0,0,0,0)}

Tenemos las siguientes inclusiones, que son estrictas:

Weby(v) D Weby(v) D Webs(v) = I(v)

Este altimo ejemplo nos muestra que las relaciones de inclusién entre los
conjuntos de Weber de diferentes niveles pueden darse de diversas maneras.

Sin embargo, y teniendo en cuenta lo que ya hemos visto sobre la inclusién
del conjunto de Weber en el conjunto de las imputaciones, vamos a demostrar
que en el caso de que el juego sea 0-mono6tono, los conjuntos de Weber de niveles
sucesivos se van conteniendo, es decir, forman una cadena:

Weby(v) C Weba(v) C ... C Web,—a(v) C Webp—1(v) = I(v),

y que esa es una caracterizacion de la 0-monotonia. Para ello, vamos a ver
en primer lugar una serie de lemas técnicos previos para el analisis del compor-
tamiento de los conjuntos de Weber de nivel k, y cuya demostracion es inmediata.

Lema 4.5. Sea v € GV, y sean k, k' € [1,n — 1]y . Se cumple:
('”A:)kr = ('Uk')k = Umax{k,k'}+
Lema 4.6. Sea v € GN. Si v es un juego esencial (I (v) # 0), se cumple que

I (v) =Web(vy-1).
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Lema 4.7. Seav € G, y sea k € [1,n — 1] . Se cumple que
I (TJ) =J (‘Uk) i
Lema 4.8. Seav € GV. Siv es 0—mondtono, se cumple que es totalmente esencial:

v(S) > Ev (j) para todo S C N.
j€s

En particular, T (v) # 0, es decir, v es un juego esencial.

Lema 4.9. Seav € GV, y sea k € [1,n — 1]y. Se cumple que si v es 0-mondtono,
v es 0-mondtono.

Demostracién:
Dado que v es 0-mondétono, se cumple:

v(SU{i}) —v(S) > v (i) paratodoi€ NytodoS C N\({i}.
Por otra parte, para todo i € N y todo S C N\ {3} :

si |S| < k,

v (SU{i}) —ue (8) = 0 (5) +0(6) = v () = v(i) = wi (),

JES jes

si |S| = k, utilizando el lema anterior,

v (SU{i}) — v (S) =wv (SU {i}) — Zv > v(i) = vy (i),

ysi S| >k,
0 (S U {i}) — 0 (S) = v (S U {i}) = v (S) > v (i) = vs (i)

Con lo que queda demostrado que v es 0-mondtono. O

Ademaés, hallar el juego de nivel k y considerar un subjuego' conmuta, supuesto
que el nivel k sea menor que la cardinalidad de la coalicion total dei subjuego.

Lema 4.10. Sea v € GN,k € [1,n— 1]y, y sea S C N.

Si k < |S|, entonces (vi)s = (vs), -

'Dado un juego cooperativo (N,v), el subjuego (S,v|s), cuyo conjunto de jugadores es
S C N se define de la siguiente manera: v|g(T') := v(T) para todo T C S.
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Lema 4.11. Seav € GV, y sea k € [1,n — 1]y . Se cumple que si v es 0-mondtono,

entonces
Weby(v) = Web (vr) C Web (va-1) =1 (v).

Demostracién:
Sabemos que v es 0-monétono por el lema previo 4.9. Por tanto,

Web(vy) CI(v)=1(v).
O

Una vez hemos estudiado algunas propiedades de los conjuntos de Weber
de nivel k, podemos demostrar el teorema de la inclusion entre conjuntos de
Weber consecutivos, que dard como corolario la cadena de inclusiones que hemos
anunciado.

Teorema 4.12. Sea v € GV, y sea k € [2,n—1]y. Se cumple que si v es 0-

mondtono, entonces
Webe_1(v) C Webg(v)

Demostracién:

Vamos a proceder por induccion sobre la cardinalidad del conjunto N.

Si [N| = 3, debe ser k = 2 y tenemos que la inclusion pedida es justamente
la inclusién del conjunto de Weber en el conjunto de las imputaciones, que se
cumple justamente para los juegos 0-mondtonos.

Supongamos ahora que la inclusién es cierta hasta n — 1.

Consideremos una ordenacion 6 = T DN S

Si k < n— 1, podemos considerar el subjuego obtenido al restringirnos al
conjunto N\ {i,}, asi como la ordenacion 6 = (iy, 4, ..., 5p_1) -

Entonces,

vk (N) —ve (N\ {in}) si j=in
Aplicando la hipotesis de induccién al subjuego vy\y;,} tenemos

o — t
m (vk_1|N\{in}) - Z Axly (vkih’\{in})

WGHN\{.'R}

con Ar 20y Dremy, iy A = 1.
Si completamos cada ordenacién 7 con el jugador i, que entra en iltimo lugar
para obtener una ordenacion 7 € Iy, se obtiene que

m7 (o) = { m (UklN\{in}) si J#in
’ vk (N) = v (N\ {in}) si j=in
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Con ello se prueba que

ma ('Uk—l) = z ’\ﬂm;.r (Uk)

mEM Ny {in}

con A\ >0y Zﬂenm{i“} Ay = 1.
Si k = n — 1, aplicando el lema 4.11 tenemos

Webn—2(v) C Webp—1(v),
con lo que queda demostrado el teorema. !

Es posible ofrecer otra prueba de la inclusion en general, sin utilizar un argu-
mento de induccion, y procediendo de forma constructiva.

Como consecuencia directa del teorema anterior podemos sefialar la condicion
necesaria y suficiente para que las inclusiones de los conjuntos de Weber de niveles
consecutivos se produzcan.

Corolario 4.13. Sea v € GN. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. v es 0-mondtono,
2. Weby(v) C Weby(v) C ... C Weby_o(v) C Web,—1(v) = I(v).

Demostracién:

En un sentido la equivalencia esta probada por el teorema 4.12 anterior, mien-
tras que en el otro es la caracterizacién de la inclusion del conjunto de Weber en
las imputaciones para los juegos 0-monétonos. O

Analizando la condicion de 0-monotonia, aparece que se puede extender la
nocién de monotonia utilizando las herramientas del juego del nivel k. Esta
extension de la monotonia se efectuara de la siguiente manera:

Definicién 4.14. Sea v € G y sea k € [0,n — 1] . Diremos que v es k-monétono
81

1. Para cualquier © € N y todo S C N\ {i} tal que |S| > k, se cumple
v(SU{i})—v(S)>v().

2. Para todo S C N tal que |S| < k, se cumple v (S) > EjESU £7)
Obsérvese que la 0-monotonia y la 1-monotonia coinciden, y que la definicién
de la 0—monotonia corresponde a la definicion habitual, que es equivalente a

pedir que el juego, una vez cero-normalizado, sea monétono.
Con esta definicion es evidente el siguiente teorema:
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Teorema 4.15. Sea v € GV y sea k € [0,n — 1]y . Las dos condiciones siguientes
son equivalentes:

1. v es k-mondtono.

2. vy es 0-mondlono.

También es facil, utilizando un argumento de recurrencia, demostrar el si-
guiente teorema:

Teorema 4.16. Sea v € GV y sea k € [0,n — 1] . Entonces, si v es k—mondtono,

v(S) > Z:v (4) para cualquier S C N.
J€S

Este teorema indica que todo juego k-monétono es totalmente esencial, en
el sentido que cualquier subjuego es esencial, con conjunto de imputaciones no
vacio.

Otro teorema que relaciona el conjunto de Weber de nivel k£ con el conjunto
de las imputaciones es el siguiente:

Teorema 4.17. Sea v € GV y sea k € [0,n — 1]y . Entonces, las condiciones si-
guientes son equivalentes:

1. v es k-mondtono,

2. Webg(v) C I(v).

4.2 La interseccion de conjuntos de Weber de ni-
vel k

Podemos ahora analizar la interseccion entre los conjuntos de Weber de nivel
k para juegos cualesquiera. Para ello, y en primer lugar, vamos a demostrar
un lema previo que corresponde a la generalizacion a juegos arbitrarios de una
proposicion del capitulo primero. Esta establece que para juegos cooperativos
esenciales de tres jugadores o menos, la interseccién entre el conjunto de Weber y
el conjunto de las imputaciones es siempre no vacio. Obsérvese que, si el juego es
esencial, el conjunto de las imputaciones I (v), coincide con el conjunto de Weber
de nivel 2, Webs(v).
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Lema 4.18. Sea v € GV, y |N| = 3. Entonces
Weby (v) N Weby(v) # 0.

Demostracién:

Si hallamos los vértices del conjunto Web,(v) = convex {m? (v)}, se obtiene:
m'2 (v) = (v(1),v(12) — v(1),v(N) — v(12))
m!*(v) = (v(1),v(N) - v(13),v(13) - v(1))
m?3 (v) = (v(12) —v(2),v(2),v(N) — v(12))
m®! (v) = (v(N) - v(23),v(2),(23) — v(2))
m*2(v) = (v(13) - v(3),v(N) - v(13),v(3))
m* (v) = (v(N) - v(23),9(23) - v(3),v(3))

Por otra parte, los vértices del conjunto Weby(v) = convex {m® (vs)} , son los
siguientes:

m'? (vy) (v(1),v(2),v(N) — v(1) — v(2))
m'*# () = (v(1),v(N) = v(1) = (3),v(3))
) = (v(N) = v(2) —v(3),v(2),v(3))
Si la interseccion fuera vacia, el segmento que une los puntos m'? (v) y
m'? (v) no debe tener ningin punto en comtn con el segmento que une los

puntos m'? (vg) y m'®? (vy).
Por ello, y teniendo en cuenta que la primera coordenada es la misma, debe

cumplirse que nz) -
v(12) — (1

<
< v(N)—v(13)
v(N)—v(1) —v(3) < o(12)—v(1)
< v(N)-v(13)

m

o bien,
v(2) > 0(12) — (1)
v(2) > o(N)—v(13)
o(N) —v(1) —v(3) > v(12)—»(1)

v(N) —v(1) —v(3) > v(N)-—v(13).
Si ordenamos estas desigualdades se obtienen las siguientes condiciones:
v(1)+9(2) < v(12)

v(2) +v(13) < v(N)
v(N) < v(12) + v(3)
v(13) < (1) +v(3)
o bien,
v(1) +v(2) v(12)

>

v(2) +v(13) > v(N)
v(N) > v(12) +v(3)
v(13) > (1) +v(3).
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Por otra parte, si hacemos la misma consideracién para las intersecciones:

el segmento que une m?™ (v) y m*! (v) con el segmento m'** (vy) y m*' (vy)

¥

el segmento que une m*? (v) y m®' (v) con el segmento m'* (v2) y m*' (vy)

Se obtienen las condiciones:

v(2)+v(3) < v(23) o bien v(2)+v(3) > v(23)
v(3) +v(12) < v(N) v(3) +v(12) > v(N)
v(N) < v(23) +v(1) v(N) > v(23) +v(1)
v(12) < v(1)+v(2) v(12) > (1) +v(2).
Y
v(3)+v(l) < v(13) o bien v(1)+wv(3) > v(13)
v(1)+v(23) < v(N) v(l) +v(23) > v(N)
v(N) < v(13) +v(2) v(N) > v(13) +v(2)
v(23) < v(2)+v(3) v(23) > v(2) +v(3).
Pero ya se ve que estas condiciones tomadas en conjunto son incompatibles.
a

Ahora estamos en condiciones de establecer el teorema sobre la intersecciéon
de dos conjuntos de Weber de niveles consecutivos.

Teorema 4.19. Sea v € GV, y k € [2,n — 1]y. Entonces
Weby—1(v) N Webg(v) # 0.

Demostracién:

Vamos a utilizar un argumento de induccién sobre el niimero de jugadores, es
decir, sobre la cardinalidad de N.

Si |[N| = 3, el enunciado se verifica ya que se ha demostrado en el lema
previo 4.18.

Supongamos ahora que |N| > 3. Si k¥ < n — 1 consideremos la coalicion
S ={1,2,..,n—1} y podemos aplicar la hipétesis de induccién sobre el juego
TPIS.

Se cumple

Webg—_1(v)s) N Webi(v)s) # 0.

Y para cada & € Webk—1(vjs) N Webk(v|s), que es un vector de R*~! podemos
considerar el vector z € R" definido de la siguiente manera:

o z; si 1€8
Tl v(N)—v(N\{n}) si i=n.
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También para cada ordenacién 6 = (i1, %9y <oy in—1) de los jugadores S =
{1,2,...,n — 1}, podemos considerar la ordenacion 6 = (i, i3, ..., in—1,7) .
Entonces,
é ¥ :
f@wa={ ) it
vk (N) —ve (N\{n}) si j=n

y también:
F .
m? (] = { m; (Uk—ljs) Sf j #n
Vg—1(N) — =1 (N\ {n}) si j=n
Con ello, de la expresion de Z como elemento del conjunto Webi(v)s),
&= Z: Aam” ('Ukls)
wellg

con A; >0y Eﬁ'EHs A# =1, si completamos cada ordenacién 7 con el jugador n
que entra en ultimo lugar para obtener una ordenacién n € Ily, se obtiene que

z A;Tm” ('Uk)
FEMN\{in}

Con ello se prueba que z € Webi(v), y de forma analoga, que z € Web,_;(v), ya
que v (N) — vk (N\ {n}) = v (N) = v (N\ {n}).

Queda por estudiar el caso en que [N| >3y k=n—1.

En este caso consideremos el juego auxiliar w definido sobre N \ {1} de la
siguiente manera:

w(T) = v (TU{1}) — vy ({1}) si TC N\ {1}.
Dado que k — 1 = n — 2 y suponemos que n > 3, tenemos:

w({5}) = ve-r ({1, 5}) — v ({1}) = v ({5}),
mientras que si |[T'| +1 < k-1, es decir |T| < k — 2,
w(T) =Y v (i) +o({1}) —v({1}) =Y v (L4}),
JET JeT

ysi|T|+1>k-1,
w(T) = v(TU{1}) - v ({1}).

Obsérvese que en particular se cumple:

w(N\ {1}) = v (N) —v ({1}).
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Por la construccion resulta:
Wi—2 = W.

Ademas

JET
w(T) si |T|>k-1

Por ello, se puede afirmar que si [T]| > k — 1 (entonces [T'U {1} | > k),

wi-1(T) = vk (TU{1}) — w1 ({1}) =
= v (TU{1}) — v ({1}),

mientras que si |T| < k — 1 también se cumple
we—1(T) = v (TU {1}) — v ({1}) .

De esta forma podemos asegurar, por la hipdtesis de induccion aplicada a w,
que se cumple

{Ev({j}) si [T|<k-1
Wk—-1 T):

Web(wg—o) N Web(wy_;) # 0.

Y para cada & € Web(wy_2) N Web(wg—-1), que es un vector de R*~!, podemos
considerar el vector x € R" definido de la siguiente manera:

x‘={v({1}) si i=1
: Z; si 1€ N\{1}.

Para cada permutaciéon 6 = (iy,4s,...,in—1) de N\ {1}, consideremos la per-
mutacion 0 = (1,14, 1%, ...,i,—1) . Se cumple que:

v ({1}) si j=1

mf () = { mf (vg) = m_? (wg—1) si j#1

mé (vg-1) = { v({1}). si j=1

J mg (Uk—l) = mf (wk_g) si _}' # 1

Por tanto, para cada elemento & € Web(wg_o) N Web(wy—;) podemos encon-
trar el vector x € Web(vg—1) N Web(vy), es decir, tenemos

asi como

Web(vg—1) N Web(vi) # 0.

O

Es posible demostrar otro resultado sobre las relaciones entre los conjuntos
de Weber de nivel k en el caso en que los juegos estén ordenados, igual que se ha
demostrado para los conjuntos de Weber.
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Teorema 4.20. Sea v', v* € GV, y k € [1,n—1]y. Entonces, si v' < v? con

v! (N) = v*(N) , se cumple:
Weby( v') N Weby( v?) # 0.

Demostracién:
Si v! < v?, con v! (N) = v* (N) se cumple que

v' (S) <v*(S), paratodo S C N,
de donde
v!' (i) <v?(i), paratodoi€ N,

(v!); < (v?),, con (v!), (N) = (?), (N).
Entonces el resultado a demostrar es inmediato, a partir de que Weby(v) =
Web(uvy). O
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JUEGOS CON GRUPOS
HOMOGENEOS



Capitulo 5

Juegos cooperativos con grupos
homogéneos

En este capitulo presentaremos el modelo de los juegos sobre grupos homogé-
neos. Se trata de una extensidon de la teoria clasica de los juegos cooperativos.
La idea que hay tras este modelo es la de manejar juegos con un gran namero
de agentes (jugadores), pero que pueden ser agrupados en grupos de jugadores
con las mismas caracteristicas. Esta propiedad permitira simplificar los calculos
y conceptos de la teoria de los juegos cooperativos de utilidad transferible, ya que
da lugar a definiciones ligeramente diferentes.

En primer lugar tratamos de analizar un modelo especifico que aparece en
situaciones procedentes del campo actuarial, es decir, de aplicaciones a los se-
guros, pero veremos que se puede utilizar en otros contextos. El articulo de
Alegre y Claramunt (1995) constituye un punto de partida del presente modelo.
Otras situaciones pueden ser también interesantes; por ejemplo, el estudio de
los juegos de imputacion de costes que aparecen en la reorganizacion del sector
ferroviario en Europa, ya que la desregulacién en este sector debe permitir la
competencia, y la infraestructura ferroviaria debe ser compartida entre diversos
operadores, a los que se les debe imponer una tarifa “justa” (véase, por ejemplo,
Fragnelli et al., 1999). Este uso conjunto de unas infraestructuras (facilities) ha
sido estudiado anteriormente en otros contextos, desde el principio de la teoria
de juegos.

Efectivamente, la posibilidad que varios agentes o jugadores pueden y deben
ser agrupados ha sido considerada antes: por ejemplo, los airport cost games
fueron los primeros en los que el anélisis teérico desde los juegos cooperativos
se hizo agrupando los jugadores en grupos homogéneos. En este caso la funcion
caracteristica depende tan solo de los diversos tipos de avion presentes en cada
coalicién, y no en el niimero de aviones de cada tipo dentro de cada coalicion.
Este tipo de juegos sera estudiado mas tarde, pero la presentacion del modelo se
puede ver en los trabajos de Littlechild y Owen (1973) y Dubey (1982).

Nosotros nos restringiremos al estudio de juegos con muchos jugadores, pero

103



104 Juegos cooperativos con grupos homogéneos

en namero finito (large games). También Rosenmiiller (1982, 1987, 1990) en toda
una serie de articulos, ha explorado este tipo de situacion, senalando que se
trata del mismo esquema discreto y finito, que por tanto no necesita de la teoria
de la medida ni del paso al limite, aunque su estudio estd claramente escorado
hacia los juegos de votacion, es decir, juegos simples. Otros enfoques utilizan
una infinidad de jugadores, de los cuales algunos, o todos, son individualmente
insignificantes, como los juegos oceanicos de Milnor y Shapley (1978), o bien
definidos sobre conjuntos no atémicos y que por tanto obligan a reformular la
teoria de los juegos cooperativos de utilidad transferible, mediante el uso del
concepto de medida y espacio medible, como Aumann y Shapley (1974).

También aparecera con claridad que ciertas extensiones de la teoria de jue-
gos cooperativos T.U., como los Multi-Choice Games, introducidos por Hsiao y
Raghavan (1990, 1993) se pueden analizar desde el punto de vista inicial presen-
tado aqui.

5.1 Motivacidon

Diversas situaciones, procedentes tanto de los modelos clasicos de la teoria
de juegos cooperativos, como de otros campos (las aplicaciones actuariales, por
ejemplo) se pueden considerar que justifican el analisis de esta extension de la
teoria de juegos cooperativos:

e Supongamos que una universidad o una empresa desea proporcionar a sus
empleados un seguro de accidentes. Para calcular el coste que se debe
imputar a cada trabajador (a efectos de impuestos), es natural considerar las
diversas categorias existentes, debido a los riesgos evidentemente distintos
a los que se enfrentan. Sin embargo, una vez nos encontramos en una
categoria o tipo de trabajo, todos los empleados deben ser considerados
iguales, ya que la suposicion natural es que el riesgo de accidente depende
del tipo de trabajo realizado, y no de otras caracteristicas, tales como la
edad, por ejemplo.

e Supongamos que se analiza el funcionamiento de una institucién grande,
como un estado federal, o una empresa multinacional. En esta institucién
el proceso de toma de decisiones a menudo requiere la aprobacion de grupos
diversos en un modelo complejo. Este proceso ya ha sido estudiado exhaus-
tivamente y desde la teoria de juegos. Por ejemplo, si nos fijamos en que los
componentes de la organizacion estédn divididos en secciones o comités, el
resultado de la decisién puede consistir en conseguir el apoyo de un nimero
suficiente de comités. Este caso se puede ver en el libro de Owen (1995).
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e Otro ejemplo puede ser un grupo de investigacion. Este puede estar formado
por:

directores de investigacion(research directors),
investigadores(assistant researchers),
becarios postdoctorales (post-doc researchers),

etc.,

cuya composicion debe cumplir ciertas reglas, digamos burocraticas, o res-
tricciones: por ejemplo, el nimero de directores puede estar fijado entre 1 y
3, o la proporcién minima entre directores e investigadores puede ser 1 : 4, o
entre investigadores y becarios debe ser de 1 : 3, etc. Suponemos que todos
los miembros de un mismo grupo presentan la misma habilidad. Ademas,
podemos suponer que el presupuesto que el grupo de investigacion puede
manejar esta “relacionado” con el nimero de personas que forman el grupo,
y puede ser determinado de una manera fcil y no tiene un limite superior.
Si el presupuesto crece lo suficiente (el modelo presenta superaditividad)
el tamano maximo del grupo se va a alcanzar, y la pregunta que queda
es: jcomo compartir el producto de la cooperacion? En Hsiao and Ragha-
van (1993), un ejemplo de este tipo lleva a motivar la introducciéon de los
Multi-Choice games. Estos ultimos pueden ser analizados desde el punto
de vista sefialado aqui, si bien ciertas modificaciones del modelo béasico son
necesarias.

e El ejemplo bien conocido de los terratenientes y los campesinos, introducido
por Shapley y Shubik (1967), y estudiado también por Chetty, Dasgupta y
Raghavan (1976). Se trata de una economia de produccién en la cual se
consideran unos cuantos campesinos sin tierra (braceros) y uno o mas te-
rratenientes. Los terratenientes pueden emplear a los braceros para cultivar
su tierra, y los campesinos contribuyen con tan solo su trabajo. Se propor-
ciona una funcién de produccién que expresa la tecnologia y que depende
solamente del nimero de trabajadores contratados (y eventualmente del
niumero de terratenientes), de forma que cumpla ciertas condiciones “natu-
rales”. Suponemos que todos los terratenientes son iguales (disponen de la
misma cantidad de tierra) asi como que todos los campesinos son iguales.

e Los juegos del mercado de los guantes (Glove market games): este tipo de
juegos estan compuestos por dos tipos de jugadores, dependiendo del tipo
de guante que posee cada uno, guantes de la mano derecha y guantes de la
mano izquierda. Para obtener un provecho hace falta juntar un guante de
cada clase, de manera que se tenga un guante completo. Este modelo sera
estudiado con maés detalle posteriormente.



106 Juegos cooperativos con grupos homogéneos

e El modelo de los Airport cost games. En él, se considera el problema de
evaluar el coste de la construccion de un aeropuerto que sirva para distintos
tipos de aeronaves. Lo que se analiza es el coste anual (que incluye amorti-
zaciones y conservacion), que debe repartirse entre los diversos aviones que
utilizan la infraestructura. Aqui cada agente corresponde a un aterrizaje de
un avion, y estos agentes (aviones) se pueden identificar por el tipo de aviéon
del que se trata, ya que diversos aviones del mismo tipo van a necesitar la
misma longitud de pista para poder aterrizar. En este caso, la funcion de
coste depende solamente de los tipos de avidon que se van a usar, y en re-
alidad no importa el nimero real de aterrizajes de cada uno de los tipos
considerados. Por ello el modelo corresponde claramente a una agrupacion
de los jugadores en tipos homogéneos. Mas tarde analizaremos este modelo
con mas extension.

e Si conocemos quiénes son los tomadores de una poéliza de seguros, y se da
un criterio actuarial para calcular la prima pura, jcémo repartir el coste
del seguro (la prima) entre ellos?, y de forma més general, jcu4les deberian
ser los criterios para satisfacer alguna propiedad de equidad desde el punto
de vista de la economia normativa?

5.2 Unos ejemplos

Antes de estudiar con detalle el modelo de los juegos cooperativos con grupos
homogéneos vamos a ver un par de ejemplos de aplicacion de los juegos coopera-
tivos a los problemas actuariales. Como siempre, estudiamos el problema de un
grupo de individuos o empresas que se enfrentan a una decision conjunta, y que
estan de acuerdo en la colaboraci6n, pero deben analizar cual es su situacion y
el reparto de los costes o beneficios.

Ejemplo 5.1. Consideremos el ejemplo siguiente sobre los grupos de retencidn
(retention groups), que se encuentra en Borch (1962) y Lemaire (1991).
Consideremos un grupo de ny = 100 individuos. Cada uno de ellos estd
ezpuesto a un riesgo de pérdida de 1 unidad monetaria, con probabilidad ¢, =
0,1 . Supongamos que estas personas deciden formar un grupo de retencion del
riesgo, una pequena compania aseguradora (una “mutua”), para cubrirse del riesgo
entre ellos mismos. La prima que se cargard serd justamente aquella que permita
cubrir la esperanza del riesgo (la prima pura) y también las desviaciones de esta
esperanza que impidan que la compania se arruine. Esta prima recargada debe
ser tal que la probabilidad de ruina del grupo sea menor que 0,001 . El principio
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actuarial que permite este cdlculo se denomina “principio del percentil” o segun
Gerber (1979), constrained premium, y de acuerdo con este principio

I = Min{y | Fe(y) 21 ¢},

donde £ representa el nivel admisible de insolvencia, y F¢ es la variable aleatoria
que ezpresa la pérdida.

Suponiendo que los riesgos son independientes, y usando la aprozimacion por
la ley normal de la distribucion binomial, la cantidad para asegurar que la pro-
babilidad de ruina sea menor que 0,001 debe ser la esperanza de la distribucion
mds tres veces la desviacion lipica y, por tanto, el grupo debe tener un monto
total de fondos igual a

Pr=mq +3vVna(l—q¢1) =10+ 9 =19.

Cada persona debe pagar, ademds de la prima neta 0,10 , un recargo de sequridad
de 0,09 .

Si ahora tenemos otro grupo, que consiste de ny = 100 individuos, y como
antes cada uno de ellos estd expuesto a un riesgo de pérdida de 1, con probabilidad
g> = 0,2, podemos suponer que estas personas también deciden formar un grupo
de retencion del riesgo, la “mutua”, para cubrirse del riesgo entre ellos mismos.
La prima que se cargard debe ser tal que la probabilidad de ruina del grupo sea
menor que 0,001 . Suponiendo que los riesgos son independientes, y usando la
aprozimacion por la ley normal de la distribucion binomial, el grupo debe tener
un monto total de fondos igual a

P2 = Na2q2 b 3‘\/ ’RQQQ(]. = Q'g) = 20+ 12 = 32.

Por tanto, cada persona debe pagar 0,32 (ademds de la prima neta 0,20 , un
recargo de sequridad de 0,12).

El dltimo grupo consiste de ny = 120 individuos. Cada uno de ellos estd
ezpuesto a un riesgo de pérdida de 1, con probabilidad g3 = 0,3 . Como antes,
supongamos que estas personas deciden formar un grupo de retencion del riesgo
para cubrirse del riesgo entre ellos mismos. La prima que se cargard debe ser
tal que la probabilidad de ruina del grupo sea menor que 0,001 . Suponiendo que
los riesgos son independientes, y usando la aprozimacién por la ley normal de la
distribucion binomial, el grupo debe tener un monto total de fondos igual a

P3 = n3q3 + 3v/n3q3(1 — g3) = 36 + 15,06 = 51,06 .

Por tanto cada persona debe pagar 0,4255 , que corresponde, por una parte, a la
prima neta, 0,30 , y por otra un recargo de sequridad de 0,1255 .

Supongamos ahora que los dos primeros grupos deciden unirse y formar una
unica compania. Para asegurarse de que la probabilidad de ruina sigue siendo
menor que 0,001 , esta nueva companiia debe tener unos fondos totales de

Py =g + nege + 3\/7119'1(1 = q1) e = n2q2(1 = 92) =104+ 20+ 15 = 45.
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Como Pjp = 45 < P, + P, = 19+ 32 = 51, su unidn resulta en un decrecimiento
de 6 en el recargo de sequridad. El problema es ahora cémo este ahorro debe

repartirse entre los grupos
Si procedemos de igual manera para las otras coaliciones posibles:

Pi3 = nyq; + nags + 3v/mqi (1 — ¢1) + n3gs(1 — g3) = 10 + 36 + 17,54 = 63,54 ,
Py3 = nagy + n3qs + 3y/n2ga(1 — q2) + nags(1 — g3) = 20+ 36 + 19,26 = 75,26 ,
Pias = niqy + naga + nags + 3v/maqi(1 — 1) + n2ge(1 — ¢2) + nags(1 — g3)

— 10 + 20 + 36 + 21, 26 = 87, 26 .

Es evidente que al unir los grupos, no hace falta que los recargos de seguridad
sean tan grandes, y el ahorro esta claro. La Teoria de Juegos es un instrumento
para analizar este problema y sus herramientas pueden dar formas para estudiar
la cooperacion implicita que se da en los seguros.

Algunas aplicaciones de la teoria de los juegos cooperativos al campo actuarial
proceden desde los primeros afios 60. Citaremos los trabajos de Borch (1960a,
1960b, 1962), y otros, como los de Beard et al. (1987), Biihlmann (1980, 1984),
Lemaire (1984, 1991), etc.

El articulo de Alegre y Claramunt (1995) es el que nos servira para introducir
un ejemplo de la utilizacion de los grupos homogéneos.

Un ejemplo de juego cooperativo con grupos homogéneos

El articulo de Alegre y Claramunt (1995), en el cual se proporcionan dos
ejemplos numéricos, puede ser analizado desde el punto de vista de los juegos
cooperativos con grupos homogéneos. Presentamos aqui todos los detalles para
observar el enfoque aplicado de un ejemplo:

Ejemplo 5.2. Este ejemplo presenta 6 participantes, uno de los cuales tiene 30
anos de edad, mientras que los restantes tienen 20 anos. Los beneficios son
rentas prepagables de retiro, que para los participantes de 20 afios tiene un monto
de PTA 1.000.000 y para el participante de 30 afios tiene un monto de PTA
5.000.000 .

El tanto efectivo de interés anual es del 6%, la probabilidad mdzrima admitida
de insolvencia es del 5% y la tabla de mortalidad usada es la de la Poblacion
Espariola Masculina (P.E.M.-80) que puede ser encontrada en Navarro(1991).

Tabla 5.1: Operaciones individuales

Edad Prima Neta Prima Recargada Recargo de seguridad
20 555 441,75 1 032 396,36 85,87%
30 5027 251,40 9 244 323,3 83, 88%
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En la tabla 5.1 se proporciona el andlisis de cada operacion individual (para
cada participante), con la prima tinica que debe pagarse para garantizar, en el
momento del retiro, los beneficios senalados.

En la tabla 5.2 se define la funcion v que proporciona el ahorro respecto de las
operaciones individuales que obtienen las diversas coaliciones. Estas estdn indi-
cadas por el primer nimero de la edad que tienen los jugadores (los participantes)
que forman la coalicion.

Tabla 5.2: Ahorro del coste de la solvencia para las coaliciones

Coalicién Funcién
caracteristica

2 0

3 0
22 173 972,07
23 416 528,13

222 415 004,8

223 823 324,36
2222 730 518,84

2223 1 228 945,90
22222 1 059 513,53
22223 1 653 630,45

222223 2 086 456,37

En el contexto en el que estamos, es obvio que el ejemplo tiene 2 grupos
homogéneos, uno con 5 elementos y el otro con 1 elemento.

Los valores para cada coalicion tienen en cuenta que los miembros del mismo
grupo son similares a la hora de calcular el valor de la coalicion. En el articu-
lo de Alegre y Claramunt (1995) se estudia el core del juego, pero solamente
lo que se indica como el core restringido, i.e., permitiendo solamente los mis-
mos valores para jugadores que son indiferentes para nosotros. Se muestra que
el core restringido no es vacio, pero cuando se aplican la mayor parte de los cri-
terios actuariales estandar para la determinacion de la prima, las distribuciones
se encuentran fuera del core restringido.

Como indican sus cdlculos, el valor de Shapley (del ahorro que se produce) se
halla en el core y vale:

She = 289 628,741667 y Shs =638 312,661667 .

Ademds, solamente uno de los principios actuariales que se senalan en el
articulo proporciona una distribucion en el core.
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5.3 El modelo de los juegos con grupos homogé-
neos

Consideremos un conjunto finito M, el conjunto de los tipos en los que se
clasifican los jugadores. Habitualmente estard numerado, y por tanto utilizaremos
M={1,2,.:;;m}.

Cada elemento de M indica un tipo de jugador, y consideraremos que indices
diferentes representan diferentes tipos de jugadores. El tipo de cada jugador refle-
ja sus caracteristicas respecto del problema econémico que estamos considerando.

Si replicamos los jugadores, y del tipo j € M tenemos n; jugadores, entonces

n=(ny,ng...,ny,) EN*,  con n#0,

indica el nimero de jugadores de cada tipo que tenemos.

m
La funcién caracteristica es una funcion definida sobre' ][0, n;]n , con imagen

i=1

en los niimeros reales, y con la condicién f(0,0,...,0) = 0. Refleja el valor que
puede alcanzar un grupo (s1,S2,...,5p,) con s; elementos de cada tipo.

Una vez tengamos fijados los tipos, admitiremos que puede ocurrir que n; = 0,
y en este caso no tendremos elementos de tipo i en el modelo, si bien normalmente
podremos aceptar que n; > 0, y que tenemos jugadores de cada uno de los tipos
en el modelo. Algunos de los conceptos que apareceran tendran su definicion
adaptada a este hecho.

Formalmente podemos enunciar la siguiente definicion:

Definicién 5.3. Un juego con grupos homogéneos T' es una tripleta

(M,n, f),
donde

1. M ={1,2,...,m} es un conjunto finito no vacio, el conjunto de los tipos,
ym = |M| € N\ {0} es el mimero de tipos,

2. n = (ni,ng,...,Ny,) € N* es un vector no nulo que indica el nimero de
agentes de cada tipo, n # 0 y

m
3. [ es una funcion definida sobre [][0,niln a valores en los mimeros reales,

i=1

m
f 2 TT10, nily — R, con la condicion f(0,0,...,0) = 0.
i=1

'donde [0,n;]n = {0,1,2,...,n;} es la cadena de niimeros naturales entre 0 y n,.
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Una coalicion es cualquier vector s = (81, 89,...,8,) € N* talque0 <s <n
(es decir, 0 < s; < n; para todo © € M ). Puede interpretarse como el grupo que
tiene s; réplicas del tipo .

m
Por otra parte, el conjunto [][0,7n;]y no es méas que un subconjunto de

=1
la malla entera de RY, por tanto al considerar la funcién definida sobre este

conjunto estamos considerando funciones sobre vectores de coordenadas natu-
rales. En realidad, la malla que consideramos es el reticulo de la malla en-
tera (con el orden usual) comprendido entre el vector 0 =(0,0,...,0) y el vector
n = (n,ng,...,Ny) € N* vy es el producto cartesiano de una serie de cadenas.
Podemos designar este reticulo como

Ly = (ﬁ[oaﬂi]m ’ S) ‘

i=1

La coalicién “vacia” es justamente 0 = (0,0,...,0) € N™, donde la inter-
pretacion es clara: no hay elementos de ningin tipo. Unas coaliciones especial-
mente importantes seran las que corresponden a los ejes de coordenadas, la base
canbnica’ de RM, €' = (0,0,...,1,...,0). Es facil calcular que el nimero de

Tmn
todas las coaliciones posibles es [ (n; +1).
i=1

El soporte de s, supp(s), es el conjunto de tipos que estan efectivamente
presentes en s:

supp(s) :={i € M | s; # 0}.

En particular, ya que admitimos que n; puede ser 0 para algiin tipo i € M, nos
interesaré especialmente el soporte de la coalicion total

supp(n),

que serd el conjunto de los tipos “realmente existentes”.

La funciéon f se denomina funcion caracteristica, y el valor f(s;,ss,...,5,)
da el valor de una coalicién que tiene s; elementos de tipo i. Si s; = 0 € [0, ny],
entenderemos que ningin elemento de tipo 7 se encuentra en la coalicion.

El valor de la funcién caracteristica se suele interpretar como el ahorro, o la
ganancia que se puede obtener si deciden cooperar s; jugadores del tipo ¢ para
cada uno de los tipos (i = 1,2,...,m). Normalmente el juego se identifica con
su funcion caracteristica, f, si no hay confusion posible.

2Recordemos que el vector incidente al conjunto S C M, e° € R™, se define como ef =1
sit € S, y 0 en otro caso. Por ello, el ¢-ésimo vector de la base canénica se define como e; = 05
para cada j € M.
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Seria posible extender la definicién de juego con grupos homogéneos, sin mo-
dificarla, para un conjunto infinito de tipos (M = N) siempre que el soporte de
la coalicién total n, supp(n), sea finito.

El conjunto de todos los Juegos con grupos homogéneos, o Juegos HG para un
valor fijo de m y n, se denotard por HGY'. Se puede considerar como el espacio
euclideo correspondiente RIT=1 (%+1) donde los ejes se indexan por las diferentes
coaliciones. Se trata por tanto de un espacio vectorial con las operaciones de la
suma de juegos y el producto por escalares, definidos de manera natural. Tam-
bién, si consideramos el méximo y el minimo para cada par de niimeros naturales,
ayb, aVb:=max{a,b},yaAb:=min{a,b}, el maximo y el minimo de dos
juegos de HG™, fV f'y f A f', estan bien definidos.

Ejemplo 5.4. Sea (M,n, f) un juego con grupos homogéneos con M = {1,2},
y n = (3,2), es decir, 3 jugadores del tipo 1 y 2 del tipo 2, y cuya funcion
caracteristica es la sigutente:

f(3,1) =8, f(3,2)=12, f(2,2)=10, y 0 en el resto de los casos.

La figura 5.1 indica las coaliciones y los valores de la funcion caracteristica.

0 0o |10 |12
0,2) (1.2) (2.2) (3,2)
o lo lo |8
(
0

0.1) (LY)f (2,1)] (3,1)
0 0o _|o
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 5.1: La malla entera entre (0,0) y (3,2) con los valores del juego del
ejemplo 5.4

A cada juego cooperativo con grupos homogéneos se puede asociar, de forma
natural, un juego cooperativo ordinario. Para ello debemos “nombrar” a los juga-
dores. Con la notacion que hemos utilizado, cada tipo corresponde a un niimero,
y cada jugador se representard como un par de nimeros naturales, el primero
indicando el tipo y el segundo el jugador dentro de este tipo. Formalmente, cada
agente se denota por un par ordenado (i,j), donde i € M = {1,2,...,m} indica
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el tipoy j € {1,2,...,n;} indica el jugador de dicho tipo (suponemos que n; > 0).
El conjunto

N = {('t,j) |2€ M= {112,...,771}, Y J’E {1:21“‘,”1:}}

es el conjunto de jugadores (téngase en cuenta que si n; = 0, debemos considerar
que no hay jugadores de tipo ), y para este conjunto definimos el siguiente juego
cooperativo asociado:

Definicién 5.5. Para cada juego cooperativo con grupos homogéneos (M,n, f) €
HG?, se define el juego cooperativo asociado, (N, wy), donde el conjunio de

jugadores es N = |J N, con N* = {(i,4) | j € {1,2,...,n:}}, para i € supp(n),
ieM
y N' =0, para i ¢ supp(n), y wy es la funcion caracteristica:

'UJf!?N—)R,

que para cada coalicion S € 2V, se define como

w_f(S) = f(.5'1,.5'2, savy Sm) = f (i Si ei) 3

i=1
donde s; = #|S N N|.

El conjunto GV de todos los juegos cooperativos sobre el conjunto (finito)
N se puede incluir dentro de la definicion de los juegos cooperativos con grupos
homogéneos, tomando simplemente n = e = (1,1, ...,1) (cada jugador es de un
tipo distinto y tantos tipos como jugadores). Por ello, no es mas que HG? , con
n=e",

También es obvio que los juegos cooperativos simétricos, es decir, aquellos
juegos (N, v) tales que v(S) = f(s), con s = #|S|, se pueden identificar con los
juegos homogéneos con un solo tipo.

5.4 Aplicaciones econémicas

Antes de proseguir el estudio de la definicién de los juegos con grupos ho-
mogéneos, vamos a estudiar algunos modelos clasicos en la teoria de juegos, y
que se pueden observar a la luz de nuestra definicion. Corresponden a funciones
caracteristicas “especiales”, que permiten encontrar una especificacién compacta.
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El modelo de los juegos del mercado de los guantes (glove-
market games)

Consideremos una economia de produccion en la que cada agente posee una
unidad de una de las dos materias primas que se necesitan para fabricar una
unidad de producto, y que deben usarse en cantidades iguales. También se puede
considerar una economia de intercambio que consiste en comerciantes de dos tipos
y con dos bienes completamente complementarios A y B que solamente se pueden
utilizar en cantidades iguales. Por ello los agentes pueden considerarse de dos
subconjuntos disjuntos, y supondremos que cada uno de ellos posee inicialmente
una unidad del bien A o B. Ademéas el producto fabricado con una unidad de
cada materia prima se puede vender con un beneficio de una unidad monetaria.

Por fijar las ideas, podemos suponer que algunos agentes disponen de un
guante de la mano izquierda, mientras que otros disponen de un guante de la
mano derecha. Se necesita la unién de un agente de cada tipo para obtener un
guante completo. Por ello este modelo se denomina glove-market game, y una
descripcion completa puede hallarse en Driessen (1988) o en Owen (1995). Su
estudio es habitual para ilustrar diversas ideas en teoria de juegos, y su utilizacién
se puede rastrear en Shapley (1959), por ejemplo.

Consideremos que M = {1,2} : el tipo 1 corresponde a los jugadores que
poseen un guante de la mano izquierda, y el tipo 2 es el de los jugadores que
poseen un guante de la mano derecha.

Supongamos que tenemos p jugadores del tipo 1 y g jugadores del tipo 2; es
decir, n = (p,q) con (p,q) # (0,0). La funcién f se define de la siguiente manera

f(z,y) =min{z,y}, para0<z<p 0<y<gq.

Es decir, el valor de una coalicién es el nimero de guantes completos que
puede conseguir.

Es evidente que esta situacion puede verse, como se suele presentar usualmente
(véase Owen, 1995) como un juego cooperativo donde el conjunto de jugadores
N es la union de los conjuntos P y Q. Un jugador de P posee un guante de la
mano izquierda y un jugador de @ posee un guante de la mano derecha.

Este modelo puede ser modificado de varias maneras, entre las cuales vamos
a senalar dos:

¢ Si no pensamos simplemente en los guantes, sino en la produccién conjun-
ta de cualquier bien, la proporciéon entre los dos componentes puede ser
cambiada. Para tener un “guante” completo bastara modificar conveniente-
mente la proporcion de los bienes y por tanto la funciéon caracteristica. En
este caso, la funcién f se define como

f(x,y) =min{z,ay}, para0 <z <p, 0<y<g,
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con a > 0. Driessen (1988) estudia esta modificacién del modelo. El caso
a = 0,5 ,p =2, g =3 de este tipo de juego puede ser interpretado
(Maschler, 1976) de la siguiente manera:

“Cada uno de dos fabricantes posee dos méaquinas que solamente pueden
ser utilizadas por trabajadores con experiencia. Hay exactamente tres tra-
bajadores con experiencia disponibles, cada uno de los cuales desea traba-
jar como méximo 8 horas al dia [que es la jornada diaria también de las
maquinas|. Cuando un trabajador utiliza la maquina durante 8 horas, pro-
duce un producto que puede ser vendido por una ganancia neta de media
unidad monetaria.”

En otras palabras, cada fabricante puede aprovechar como maximo dos
trabajadores con experiencia al dia.

e Se pueden considerar mercados de guantes en los que haya 3 o més tipos: en
este caso estaremos en un ejemplo claro de juego con grupos homogéneos.
Es lo que llamaremos juego del mercado de guantes generalizado.

El conjunto de los tipos es M = {1,2,...,m} y cada tipo corresponde a los
jugadores que poseen una clase de materia prima.

Suponemos que hay n; jugadores del tipo 1, ny jugadores del tipo 2, etc.,
es decir, n = (n1,ng,...,Nym) € N™ con n # 0. La funcién f se define de la
siguiente manera:

T8 % i B = i_qlinm {z:}, para 0 < z; < n;. (5.1)

En términos econémicos este modelo del mercado de los guantes describe la
produccion de un bien que requiere proporciones fijas de los distintos inputs, y si
se piensa en términos de consumo, describe la complementariedad perfecta en el
consumo de distintos bienes.

Apartsin y Holzman (2000) estudian el core y el conjunto de negociacion (bar-
gaining set) en juegos del mercado de guantes, definidos en sentido mas amplio del
que hemos visto aqui, demostrando que todos los juegos cooperativos ordinarios
que son totalmente equilibrados se pueden representar de esta manera.

El modelo de los Airport Cost Games

Este problema fue analizado por Baker (1965) y Thompson (1971), pro-
poniendo reglas de reparto de los costes de construccion y mantenimiento de
un aeropuerto, dentro de sus investigaciones para determinaciéon de las tasas de
aterrizaje para los diferentes tipos de aeronaves.

Posteriormente, y aplicando la teoria de juegos cooperativos, este analisis
fue llevado a cabo por Littlechild y Owen (1973), y Littlechild (1974), asi co-
mo Dubey (1982). Se pueden encontrar otras referencias detalladas en Driessen
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(1988) y Owen (1995) y en la exposicion del modelo vamos a seguir esencialmente
el libro de Owen.

Ha sido una aplicacion clara del analisis de la teoria de juegos para la deter-
minacién de las tasas de aterrizaje, donde el principal objetivo es dar una lista
de tarifa “justa” para los diversos tipos de aviones. La discusion trata del prob-
lema de la tarificacion o imputacion de costes en un aeropuerto, pero es evidente
que esta discusion se puede hacer extensible al reparto de los costes de cualquier
infraestructura comiin, lo que en economia e ingenieria tiene una gran tradicion,
y por supuesto, también el reparto del coste de un bien publico.

En general, hay dos clases de gastos en un aeropuerto:

1. costes de operacién variables (uso de la terminal, autobuses, electricidad,
etc.), debidos al aterrizaje de aviones de diversos tipos, y que seran apro-
ximadamente proporcionales al niimero de aviones que usen el aeropuerto
(sera ligeramente mayor para los aeroplanos mas grandes),

2. coste de capital fijo, debido a la construccion de la terminal y de las pistas,
que debe ser amortizado en un periodo dado.

Los costes de operacion variables se pueden repercutir directamente a los
aviones que usan el aeropuerto y por tanto no presentan ningiin problema de
tarificacion, ya que la retribucion ser a base de coste-por-aterrizaje. El problema
se presenta en la repercusion del coste del capital a los aviones. Generalmente
resulta que el coste de capital de un aeropuerto depende, esencialmente, del mayor
avion que se supone va a aterrizar en el aeropuerto, ya que es el que determinara el
coste de la pista de aterrizaje. Si se disefa e introduce un nuevo modelo de avion
mayor (es decir, que necesita una pista méas larga), el coste de la construccién de
esta pista més larga sera el que marque la pauta.

Podemos dividir los aviones en m tipos distintos (m > 1). Ahora N; es el

m
conjunto de aterrizajes por los aviones del tipo j (j = 1,2,...,m) y N := |J N;
J=1

el conjunto de todos los aterrizajes en el aeropuerto. Suponemos que hay n;
aterrizajes por aviones del tipo j.

Sea C; el coste (anualizado o en el periodo) de la pista adecuada para aviones
del tipo j (j = 1,2,...,m), y sin pérdida de generalidad, podemos ordenar los
tipos de forma que los costes estén ordenados de manera que 0 = Cy < C; <
Cy <...<Cyp.

Sea S C N, S # (0. Entonces el coste de una pista adecuada para recibir todos
los aterrizajes de los aviones de S viene dada por

¢(S) :=max{C; |1<j<m, SNN, # 0}

mientras que ¢(0) = 0.
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Si escribimos, para S C N,
J(S) :=max{j| SNN; # 0}
entonces ¢(S) = Cj(s).

Vamos ahora a expresar este modelo en nuestro presupuesto teérico. Es obvio
que la manera de encajar en el modelo de los juegos cooperativos con grupos
homogéneos consiste en suponer que:

M = {1,2,...,m} es el conjunto de los tipos,

n = (ny,n2,...,Nym) € N* donde n; = # |[N;| i=1,2,...,m, es el nimero de
aterrizajes de cada tipo, y

la funcién caracteristica sera:

F(@1, T2, ) o= 0  sitodos los zx =0
13 L2y by ) 1= CJ Conj:zmax{ieM’ xt:/:ﬂ}

Las variables seran simplemente el niimero de elementos de cada tipo.

Un modelo actuarial: Solvency cost share games

Tal como hemos visto, el campo actuarial resulta especialmente adecuado para
tratar los juegos con grupos homogéneos, especialmente debido al gran nimero
de agentes que actiian, y donde cada uno lleva asociada una variable aleatoria
de riesgo. A partir de los trabajos de Borch (1962) y Lemaire (1991), hemos
desarrollado un modelo actuarial de reparto del coste de la solvencia. Por esta
razon lo hemos denominado Solvency cost share games.

Supongase que tenemos un colectivo de un cierto nimero (grande) de personas
a los que deseamos asegurar. Cada individuo presenta un riesgo individual que
sigue una variable aleatoria dicotomica (la misma), pero cuando consideramos
el aspecto agregado podemos considerar la ley normal como aproximacion de la
distribucion binomial. Por tanto, este colectivo esta asociado a una distribucion
normal de un riesgo. Esta distribucion normal estd determinada solamente por
dos parametros, su media y su varianza: N (u, 0?). Siguiendo el ejemplo 5.1 men-
cionado, la prima cargada al colectivo con el recargo de seguridad para asegurar
que la probabilidad de ruina sea menor de 0,001 es:

P = pu+ 3o.

Podemos ahora considerar que tenemos una serie de N colectivos, que pueden
clasificarse en M tipos diferentes, y cada uno determinado por su distribucién
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normal, es decir, tenemos n = (n,,ny,...,Ny). El colectivo de tipo ¢ sigue una
ley normal, de parametros N (u;,0?). Para calcular la prima a cargar a varios
colectivos debemos sumar las variables aleatorias y evaluar la prima. Si convolu-
cionamos variables aleatorias normales, resulta otra ley normal cuya esperanza es
la suma de las esperanzas y varianza la suma de las varianzas. La prima cargada
a cualquier coalicién de colectivos s = (81, S2, ..., S;) Sera:

i=m

P(S) = P(Slss‘.!: ~-:Sm) = zsmg +3

i=1

i=m
E $i07
1

=

Podriamos encontrar el juego de costes de la prima cargada asociada a cual-
quier coalicion de colectivos, pero en su lugar, y para simplificar los célculos,
vamos a hallar el juego de ahorros correspondiente.

El valor de una coalicion es el ahorro que sus miembros pueden conseguir a
través de la colaboracion; asi, el valor de la coalicion serd el valor de la prima que
pagarian por separado menos el valor de la prima que tendran si se consideran

como una sola entidad:
i=m i=m
Y sipi+34 Y sio?| =
=1 =
=1 (52)

Esta claro que esta formula vale para cualquier coalicién con

i=m i=1m

f(sla 825 eeey Sm) = E Sili +3 Z $i0; —
i=1

=1 =

i=m

= 3 23;‘0’;'—
i=1

(0,0, --*;0) S (31}523---1 Sm) S (n17n21'"1nm)1

y mas adelante veremos que el juego asi definido es convexo.

5.5 El conjunto de las imputaciones y el core de
un juego con grupos homogéneos
Para definir el conjunto de las imputaciones de un juego cooperativo con

grupos homogéneos, necesitamos definir en primer lugar la nocién de reparto o
distribucion eficiente.
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Distribuciones eficientes y las imputaciones

Un elemento X = (2:)¢pupp(m) € R se llama un reparto o una distribu-
cion. Se puede interpretar como una representacion de la distribucion de la fuerza
o los ahorros entre los jugadores realmente existentes de forma que todos los ju-
gadores del mismo tipo reciben el mismo pago. Debido a que los jugadores son
homogéneos, solamente estamos interesados en distribuciones iguales-para-iguales
(equal-treatment-of-equals, ETE), es decir, distribuciones que proporcionan a los
jugadores del mismo tipo el mismo valor.

La restriccion del vector n € NM al espacio N°“P?(") se indicara por @, y
analogamente para cualquier otro vector s de N™, de forma que

-

§; = s; para cada i € supp(n).

En un juego con grupos homogéneos, (M, n, f), una distribucién x € Rswr(®)
se llama eficiente si x proporciona un reparto del valor f (n) entre los jugadores,

es decir,
E n;-x; = 2 n;-x;, = f(nl-:n?:---anm):
ieM i€supp(n)
0, brevemente, i-x = f(n).

Fijémonos que si fuera n; = 0, y no hubiéramos considerado la restriccion al
conjunto N**PP(?) ' deberiamos decidir qué pago seria aceptable, ya que la igualdad
no proporciona ninguna restriccion. Podriamos suponer que si n; = 0 entonces
deberfa ser z; = 0. No lo consideramos asi por analogia con la teoria de los juegos
cooperativos ordinarios.

Una distribucion x se llama individualmente racional si para cada tipo i la
distribucion z; supera el valor de un unico jugador de dicho tipo, es decir,

z; > f (e') para cada i € supp(n).

Sea I*(f) el conjunto de las distribuciones que son eficientes en el juego f, es
decir,
I'(f) = {x eR™"™ | -x = f (n)}.

Este conjunto se denomina el conjunto de las preimputaciones. Se trata de
un hiperplano en R™ | si todos los tipos presentan jugadores efectivos.

Sea I(f) el conjunto de las distribuciones que son eficientes e individualmente
racionales en el juego f, i.e.,

I(f):=={x e R"™ [f.x=f(n) y x> f(e') paracada i€ supp(n)}.

Este conjunto se denomina el conjunto de las imputaciones y sus elementos
se denominan imputaciones.
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Queda claro que I(f) puede ser vacio (al igual que ocurre para los juegos
cooperativos ordinarios). La condicién necesaria y suficiente para que un juego
tenga un conjunto de imputaciones no vacio, es la que cabe esperar:

ST ni f(€) 5f(2n,--e*) = f(n).

i€supp(n) ieEM

El core

Si para una distribucién eficiente x €R**?P(®) tenemos

E . 2 f(SIJSQ:-"-:Sm) 1

i€supp(n)

0, de forma resumida,
§-x 2 f (S) ’

para toda coalicion s € L, el vector x se llama una distribucion del core del
juego (M, m, f). Se dice que verifica la racionalidad coalicional.

Definicién 5.6. Sea un juego con grupos homogéneos, (M,n, f) € HG™. El con-
Junto de todas las distribuciones eficientes y coalicionalmente racionales forma el
core del juego y se escribird Core (f).

Core(f):=={ x e R"®) [fi.x=f(n) y §-x> f(s) para 0<s<n}.

Si el core es no vacio, hay un incentivo para cooperar y formar la gran coali-
cién, ya que obviamente, si se elige una distribucion del core se dificulta la for-
macion de coaliciones menores.

El core es un poliedro convexo y compacto, y puede ser descrito como la
envoltura convexa de un nimero finito de puntos, sus extremos.

Veremos ahora unos cuantos ejemplos de representacioén del core.

Ejemplo 5.7. Considérese el juego siguiente I' = (M,n, f) € HG™, con |M| =
m=3, n=(3,4,2)y f(z,9,2) =ax+ by + cz.

Se trata de un ejemplo de un juego aditivo y solo hay un elemento en el core,
que viene dado por (a,b,c). Es también el tinico elemento del conjunto de las
imputaciones.
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Ejemplo 5.8. Consideremos el juego de cinco jugadores de dos tipos distintos dado
en el ejemplo 5.4. En él, M = {1,2}, n = (3,2), es decir, 3 jugadores del tipo 1
y 2 del tipo 2, y los valores de su funcion caracteristica son los siguientes:

f(3,1) =38, f(3,2)=12, f(2,2) =10, y 0 en el resto de los casos.

La figura 5.2 indica las coaliciones y sus valores.
Hay solamente dos grupos homogéneos, y por tanto el core estd formado por

b

0 0 10 |12
(0,2) (1,2) (2,2)] (3,2)
0 0 0
o0 (1,1)] (2,1)] (3,1)

0 0 0 0
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 5.2: La malla entera entre (0,0) y (3,2) con los valores del juego del
ejemplo 5.4

(00) (10) 20) (3.0) (40)\E0) ™ 22, + 22, = 10
31 + 230 = 12

Figura 5.3: Representacion del core del ejemplo 5.4
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elementos (x1,2) € R?. Las restricciones del core son las siguientes:

T

T

3z + To
2xy + 2x9
3z + 2x9

IV IVIVIV

0
0
8
10
12,
ya que las restantes desigualdades se reducen a éstas.

Si ahora las resumimos, el core puede describirse como el siguiente segmento:

Core(f):{x:(m;,xg)€R2| 3<1y<4, 311+ 2x5=12 }

Su representacion grifica se encuentra en la figura 5.3.

Ahora veremos un ejemplo de un juego basado en el modelo actuarial de los
Solvency cost share games.

Ejemplo 5.9. Consideremos el juego del reparto del coste de la solvencia entre siete

jugadores.

Tabla 5.3: Valor de la funcion caracteristica para la funcion f(sq, sg, s3) del ejem-
plo 5.9

s1 | 8o | s3 | f(s1,52,83) 81 I 82 | 53 | f (51,52, 53)
[oTOJO[ o 2 0] 0 17,5735931
0101 0 21 0] 1| 352557696
0] 0| 2| 140588745 210 2| 536676892
0/ 1]0 0 2110 43,1534156
0| 1] 1] 18 211|1/| 626599668
01| 2]| 366351173 2 (1] 2| 824521439
0 2] 0| 263603897 21 2| 0| 735147073
02| 1| 459852957 21 2| 1| 938376647
02| 2| 658751083 21 2| 2| 114,322046
1100 0 310 0| 380384758
110 1] 155812546 310 1| 56,7636479
1] 0| 2| 327009934 310 2| 759355174
1110 209167309 311 0]| 662613646
111 1| 398307512 311 1| 861920334
11| 2| 59,4861 311 2] 106,338406
12| 0| 496437636 31 2|0/ 978416164
12| 1| 696629298 312 1] 118407944
1] 2| 2| 89,8847006 3121 2| 139,106806
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Son de tres tipos distintos, y por tanto el juego tiene M = {1,2,3}, y n =
(3,2,2), es decir, 3 jugadores del tipo 1, 2 del tipo 2 y 2 del tipo 3. El jugador de
cada tipo lleva asociada una variable aleatoria normal: N (u, c?).

Cada jugador del tipo 1 corresponde a un colectivo que sigue una ley normal
de esperanza (1, = 1000 y desviacion tipica oy = 10. Los jugadores de tipo 2
siguen una ley de esperanza s = 400 y desviacion tipica o = 15, mientras que
los de tipo 3 siguen una de pardmetros pz = 600 y o3 = 8.

Los valores de la funcion caracleristica del juego de ahorros se determinan de
la siguiente manera, segun la formula 5.2:

=3
f(Sls 82,,53) =3 Z: $i0; —
i=1

y la tabla 5.8 indica las coaliciones y sus wvalores.

Podemos pues representar el core de este juego, que estd dibujado en la figu-
ra 5.4.

Esta representacion puede hallarse trabajando con las 34 desigualdades que
aparecen, mas la igualdad de la eficiencia. Se trata, por supuesto, de una repre-
sentacion muy tediosa. Sin embargo, cabe avanzar que uno de los resultados mds
interesantes, en mi opinion, de este trabajo, harda que para encontrar y represen-
tar el core del juego anterior, no sea necesario utilizar todas las desigualdades.
En realidad bastard con usar simplemente 6 desigualdades y la igualdad de la
eficiencia. Es mds, el core del juego anterior puede describirse como el core de
un juego cooperativo cldasico con 3 jugadores. Algo de eso se deja entrever en la
figura 5.4, y en el capitulo siguiente se presenta la justificacidn con todo detalle.

(0,0, 69'55)

I = 24’41

I'2=0

x3 = T'03

J 7 NP \ 9
(46'37,0,0) /23=0/ \ N\ (0,69'55,0)

Figura 5.4: El core del juego del ejemplo 5.9
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Colecciones equilibradas

La idea de las colecciones equilibradas® fue introducida por Shapley (1967),
quien estudié la relacion entre las colecciones equilibradas de un juego y las
condiciones para determinar si un juego tiene o no el core vacio. Bondareva
(1963) ya habia analizado estas condiciones con anterioridad, si bien su trabajo
no fue conocido por Shapley.

Debemos definir ahora, en el contexto de los juegos con grupos homogéneos
qué se entiende por una coleccién equilibrada y cudles son las condiciones para
la definicion de juego equilibrado en este caso.

Definicién 5.10. Sea M un conjunto finito y no vacio (de tipos), n € N (n # 0),
y sea B = {81,82, ...,s"} una coleccion de coaliciones no vacias distintas en n,
i.e.,, 0<s’ <m, paraj=1,2, ..,k

La familia B se llama una familia equilibrada de coaliciones si eziste una
coleccion (As),cp de mimeros positivos para los cuales se cumple la igualdad

Z’\‘ -8; =mn;, para cadai € M.
seEB

0, lo que es equivalente

Z)\s-s=n.

SEB

Estos niimeros positivos se llaman los pesos de la coleccién equilibrada B.

Es facil ver que ) A, > 1, puesto que si substituimos cada uno de los s; por
seEB
n; se obtiene la desigualdad

Y Aeen; > Acsi=my
seB sEB
de donde

Y o> (5.3)
seB
Recuérdese que si n; = 1y s; € {0,1}, se trata de la definicién usual de
coleccion equilibrada. A diferencia de los pesos de las colecciones equilibradas
para los juegos cooperativos ordinarios, estos pesos pueden ser mayores que 1.
Como ejemplo, podemos escribir:

%(2,o)+2(1,1)=(3,2).

3Una colecci6n C = {S;,Ss,..., Sk} de subconjuntos no vacios de N es una coleccién equi-
librada si existen pesos as,,as,,...,as, € Ras; > 0j = 1,2,...k , tales que para todo
i=1,2,...,nse cample que Y ag =1.

{ilies;}
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Entonces la coleccion B = {(2,0),(1,1)} es equilibrada en el juego de n = (3,2).
La figura 5.5 indica la situacion de las coaliciones de la coleccion equilibrada.

(3,2)

L)
L~

(0,0) (2,0)

Figura 5.5: La coleccién equilibrada B = {(2,0),(1,1)} para n = (3,2)

En algunos casos estos coeficientes seran tnicos, y diremos que se trata de
una coleccién equilibrada minimal. Es facil ver que si los coeficientes no son
linicos, es posible encontrar un subconjunto de B, B’, que también es una coleccién
equilibrada y minimal. Y que se trata de una condicién necesaria y suficiente de
coleccion equilibrada minimal.

La interpretacion dentro de la malla de las coaliciones que estamos consideran-
do es que el vector n € N™ (n # 0), se encuentra dentro del cono (desde el origen)
generado por los vectores de B = {s',s?...,s"} . Como se trata de vectores den-
tro de N™ y menores que n queda claro lo que hemos sefialado de las colecciones
equilibradas minimales. Esta interpretacion arroja luz sobre el significado de los
pesos como coeficientes positivos de una combinacion lineal de vectores, incluso
para los juegos cooperativos ordinarios, que se pueden identificar con unos juegos
con grupos homogéneos.

Juegos equilibrados

El concepto de colecciéon equilibrada nos permite presentar la definicion de
juego equilibrado® .

Definicién 5.11. Un juego con grupos homogéneos, (M, n, f) € HG™ es equilibra-
do si cumple la condicion

Y A f(s) < f(n)

SEB

4Un juego cooperativo (N,v) es equilibrado si para cualquier coleccién equilibrada de N
k

C = {51,8s,...,5¢} de N con pesos as,,as,,...,as, , se cumple que 3 ag,v(S;) < v(N).
Jj=1

Shapley demostré que esta condicién es equivalente a que Core(v) sea no vacio.
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para cualquier coleccion equilibrada B = {sl, B ,s"} con pesos correspondien-
tes (As)ses.

La condicién de equilibrio para un juego HG requiere que no es ventajoso con
las ganancias del juego el dividir la coalicién total en un conjunto de cualquier
coleccion equilibrada de coaliciones (suponiendo que las ganancias se reparten de
acuerdo con los pesos respectivos).

Otra posible interpretacién de la coleccion de pesos (As) ¢z s la de considerar
el peso A\; como el periodo relativo de tiempo durante el cual cada tipo en la
coalicion s esté en la cooperacion. Estos tiempos forman una coleccion equilibrada
si el tiempo total que un tipo estd cooperando coincide con el nimero de réplicas
de este tipo que estd presente en el juego.

Hay una estrecha relacion entre la condicién de ser equilibrado y el hecho de
que el core sea no vacio, estudiada por Bondareva (1963) y Shapley (1967) para
los juegos cooperativos ordinarios. Vamos a verla en nuestro contexto:

Teorema 5.12. Un juego con grupos homogéneos, f € HG), es equilibrado si

Core (f) # 0.

Demostracién:
Sea B = {si,8y, ..., 8x} una coleccion equilibrada con pesos correspondientes

(As)sei- Como B es una coleccion equilibrada, 3 A, - s; = n;, para cada i € M.
sEB
Sea x € Core (f), que existe ya que Core (f) # (. Entonces, i-x = f(n), y

§-x > f (s) para todas las coaliciones s (0 < s < n), y en particular para aquellas
que pertenecen a B. Se cumple

SAf6) € DAEx = g,\s( - s,-'x;-) _

sEB sEB sEB i€supp(n)
> (Z:)\s'stf)':ri = Y., ni-mp = n-x =
i€supp(n) \s€B i€supp(n)
= f(n),
lo que acaba la demostracion. O

El que el core sea no vacio es una condicion necesaria para que el juego sea
equilibrado. Ahora pasaremos a probar el teorema que sefiala que si un juego es
equilibrado, tiene el core no vacio.

Teorema 5.13. St un juego con grupos homogéneos f € HG™ es equilibrado; en-
tonces Core (f) # 0.

Demostracién:
Consideremos el juego cooperativo asociado (N, wy), que, como se sabe, esté

definido sobre el conjunto N = (J N*, donde N* = {(i,5) | j € {1,2,.. i},
€M
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para i € supp(n), y N* = () para i ¢ supp(n). Para cada coalicion S € 2V, el
valor w¢(S) se define como

'lUf(S) = f(311321"'13m)1

con s; = # |S N N'|.

Veamos que el juego wy es equilibrado.

En efecto, para cada coleccion equilibrada B = {S',5%,...,57} con pesos
(1s)gen > se induce una coleccion B' = {s',s?...,s"} de coaliciones de N¥,
formada por los vectores

gh= (gh,8h i 88) =120
donde s¥ = # |S* N N'|. Téngase en cuenta que si dos coaliciones distintas en N
dan lugar a la misma coalicién en NM | se cuenta una sola vez y se sumaran los
coeficientes correspondientes.

La coleccion B' es una coleccién equilibrada para el juego con grupos homogé-
neos ya que:

Z us =1, para cada (3,5) € N,
SeB
(1.5)€s

lo que se traduce en

Z z us| =n;, paracadaie M.

i,j)EN1 SeB
WEN ] 5es

que, teniendo en cuenta que en cada coalicion aparecen s; jugadores de cada tipo,
se convierte en

ZS‘ - s = n;, para cada i€ M.

seB’

Entonces, como f € HGM es equilibrado, se cumple:

S f(8) < f(m).

seB!

Y con ello tenemos

D b wy (S) < wy (N),

seB

con lo que el juego wy es equilibrado.

Ya que hemos visto que el juego wy es equilibrado, sabemos, por tanto, que
Core(wy) # 0.
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Si consideramos = € Core(wy), cualquier 2’ obtenido al intercambiar los va-
lores de x(; j) con x(; ;) resulta que también pertenece al core, ya que se trata de
jugadores del mismo tipo. Ademés el core es un conjunto convexo, y por ello, el
punto & € Core(wy), donde

. .
B = — Zx(g‘k] para cualquier j € {1,2,...,n;} y cualquier ¢ € supp(n).
e

Pero, si consideramos
x; = Z(;; Ppara cualquier ¢ € supp(n),

obtenemos un vector de R**”?() que es de Core (f).
Por tanto, Core (f) # 0, lo que finaliza la demostracion. a

Corolario 5.14. Un juego f € HGX es equilibrado si y solo si Core(f) # 0.

Es una extension de la relacion ya conocida para juegos cooperativos TU
debido a Bondareva (1963) y Shapley (1967). Hay otras demostraciones posibles
haciendo uso del teorema de la dualidad para la Programaciéon Lineal.

La clase de los juegos equilibrados con grupos homogéneos la denotaremos
por BHGT. Estrechamente relacionado a la nocion de juego equilibrado esté la
nocién de juego totalmente equilibrado.

Definicién 5.15. Un juego f € HGM se dice que es totalmente equilibrado si
los subjuegos® inducidos fis € HGM son equilibrados para todas las coaliciones
s, 0<s<n.

El juego cooperativo TU de los tipos

Un juego instrumental que serd de mucha importancia en el estudio de los jue-
gos con grupos homogéneos es el que se obtiene al considerar un juego cooperativo
TU ordinario definido sobre el conjunto M de los tipos. En él supondremos que si
un tipo esta presente en una coalicién, todos los jugadores de ese tipo participan
en la determinacion del valor de la coalicién. Se trata de un juego cooperativo
definido sobre los tipos existentes, es decir, sobre supp(n), pero que normalmente
podemos pensar que se define sobre M.

5Dado un juego con grupos homogéneos f € HG™, el subjuego fls€H GM, cuyo conjunto
de jugadores es s < n, no es méas que la restriccién a s del juego original, y se define de la
siguiente manera: fis(t) := f(t) paratodot <s.
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Definicién 5.16. El juego cooperativo TU, juego de los tipos, asociado con el juego
cooperativo con grupos homogéneos (M,n, f), es el juego v}” , cuyo conjunto de

jugadores es supp(n) C M y cuya funcion caracteristica
v}u . gsurp(m) 4 R
estd definida por®

p(5) = f(z nie'), para S C supp(n).

1es

Si observamos la relacion entre el juego con grupos homogéneos f y el juego
de los tipos v}“, veremos que este Gltimo solo tiene en cuenta el valor de las
coaliciones en los vértices de la malla £™. Vamos a denominar estos vértices &°
para cada subconjunto S C supp(n), que se pueden definir de la siguiente manera:

éS L n; si 1€ S,
% " 0 en otro caso.

Podemos escribir que
o}(5) = /(&°).

Si consideramos ahora el operador que transforma vectores de R“PP(?) ep
vectores de R*“”P(®) multiplicando cada componente por n;, éste viene dado por
el producto de Hadamard (producto componente a componente) usado en la
teoria de las matrices, y se define de la siguiente manera:

-

X=n0Ox,

con X; = n;z; para cada j € supp(n).
Esta transformacion sera senalada mediante el signo ~. Se trata de una trans-
formacion biyectiva, ya que n; > 0 para todo ¢ € supp(n) (es una homotecia).
Dado cualquier conjunto R C Rs“P(®)  1a notaciéon R significara el conjunto
de los vectores transformados por la aplicacion ~ de los de R.

Se verifica que

—

I'(f) = I'(vf"),
ya que la definicion del conjunto de preimputaciones de f es justamente

F(f)={xeR™| 3 n-x=f(n)}

i€supp(n)

Respecto al core del juego con grupos homogéneos f y el correspondiente del
juego de los tipos v?” , podemos enunciar el siguiente teorema.

Sv¥(0) = £(0,0,...,0) =0.
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Teorema 5.17. Sea el juego cooperativo con grupos homogéneos (M,n, f). Y sea
(supp(n),v}” ) el juego cooperativo asociado de los tipos. Entonces se cumple que

6’3?‘?2()‘) C Core(v}”) C Web(v?”).

Demostracién: o

Si tomamos x € Core(f), es el transformado de algin x € Core(f), que
cumple las desigualdades del core, y en particular las siguientes desigualdades
(que son solamente algunas, para las coaliciones que forman los vértices de la
malla), y la eficiencia:

x-&5 > f(é%), para cada subconjunto S C supp(n)
x-&wrm) = (g,

Por tanto, su transformado X cumple:

%.65 > (&%) =vM(S),
% . esupp(n) — f(ésup‘ﬂ(n]) = U?”(supp(n)),

que son justamente las desigualdades del Cmre('aj,w :
Por otra parte la inclusion del core en el conjunto de Weber se verifica para
cualquier juego cooperativo. m]

El core de los juegos de unanimidad

Para los juegos cooperativos T.U. ordinarios, el juego de unanimidad asociado
a cada coalicibn S C N se define de manera que la funcioén caracteristica vale 1
para las coaliciones que contienen a S y 0 en caso contrario. Se trata de juegos
simples monétonos con solamente una coalicion minimal ganadora.

En el caso de los juegos cooperativos con grupos homogéneos, se pueden definir
de una manera similar y vamos a hacerlo més formalmente. Para ello necesita-
mos considerar el conjunto de juegos cooperativos con grupos homogéneos de los
mismos parametros HGY'. En este conjunto, definiremos lo que son los juegos de
unanimidad, que de manera directa dan lugar a una base del espacio vectorial de
los juegos con grupos homogéneos.

Definicién 5.18. Para cada vectorl € L7, 1 # 0, definimos el juego de unanimidad
u € HGY, de la siguiente manera:

wi(s) = 1 st 1<s,
=10 en otro caso,

para cada coalicion s € LY.
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De la definicion queda claro que la coaliciéon 1 cumple que 0 < 1 < n (i.e.,
0<!l; <n;paratodoi € {1,2,...,m}, y al menos una de las desigualdades 0 < ;
es estricta).

Para los juegos de unanimidad en los juegos cooperativos ordinarios se puede
asegurar que éstos son equilibrados, siendo su core siempre no vacio, y reparte
el valor de la coalicion total entre los jugadores que pertenecen al conjunto que
determina el juego de unanimidad. Esto no ocurre en el caso de los juegos de
unanimidad sobre los juegos cooperativos con grupos homogéneos, en cuyo caso
solamente son equilibrados aquellos juegos que estan en la frontera de Pareto del
reticulo L', como veremos a continuacion:

Proposicién 5.19. Sea 1 € L', 1# 0, y sea uy € HG} el juego de unanimidad
correspondiente. Entonces w; es equilibrado si y solo si l; = n; para algun indice
i€{1,2,..,m}.

Demostracién:
Observemos en primer lugar que si x € Core(y;) debe cumplirse que z; > 0
para todo 7 € {1,2,...,m}. Ademas, se cumplira

n-x=1
y también
I-x>1,
de donde se deduce directamente ue
(m—1)-x=0.

Por ello, para todos los indices i € {1,2,...,m} tales que [; # n; debe cumplirse
que z; = 0.

Ahora se ve claro que si l; # n; para todo indice ¢ € {1,2,...,m}, el Gnico
punto del core seria x = 0, lo que es incompatible con la igualdad de la eficiencia,
y por lo tanto el core es vacio.

Por otra parte, si ;- = n;+ para algtn indice * € {1,2,...,m}, bastara tomar
como elemento del core el vector x definido por

1 e - %
S1 1=1
:L't_ { Tige 1

0 en otro caso.
O

Se ve claro ahora que el papel que juegan los juegos de unanimidad como base
del espacio vectorial de los juegos cooperativos, especialmente para la axiomati-
zacion del valor de Shapley, serd sensiblemente diferente en el caso de los juegos
cooperativos ordinarios que en el caso de los juegos cooperativos con grupos ho-
mogeéneos.
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5.6 Funciones totalmente equilibradas en N™

Podemos preguntarnos como se pueden caracterizar algunas funciones, defini-
das sobre la malla entera NV | tales que la restriccion a cualquier n resulte en un
juego equilibrado. En este caso, una vez se fija el nimero de tipos, no importa
el numero de agentes presentes de cada tipo, ya que se puede asegurar que el
core es no vacfo. Especialmente interesante seria poder encontrar condiciones
que puedan ser de aplicacion para ciertos modelos genéricos.

La condicién de que el core sea no vacio se puede “traducir” en una condicién
que aparece en el estudio del monopolio natural (Sharkey, 1982) y las funciones
de costes para empresas con miultiples outputs que llevan a él.

En nuestro contexto podemos definir de forma precisa este concepto, que
denominaremos funcién totalmente equilibrada:

Definicién 5.20. Sea f : NM — R una funcion definida sobre la malla entera del
primer cuadrante, con f (0) = 0. La funcion f es totalmente equilibrada si, para
cada n €NM eziste un vector a € RM, que depende de n, de forma que

a-n = f(n),
a-s > f(s) para 0<s<n.

Queda claro de esta definicion que la condicién de que f sea totalmente equi-
librada es exactamente lo mismo que decir que el juego con grupos homogéneos,

(M,n, f) € HG™, es equilibrado para todo n € NM. El vector a4 € R*wr(n)
definido como &; = a; para i € supp(n) es justamente un elemento del core.

Desde el punto de vista geométrico, si representamos la funcion f (en R™*!)
lo que tenemos es que hay un plano que pasa por el origen y por (n,f (n)) y que
deja el resto de valores de la funcién por debajo, sobre la malla indicada, £

Veremos ahora algunas consecuencias del hecho de que al restringir la defini-
cion a cualquier malla £ (a cualquier n) resulte en un juego equilibrado. Estos
son los resultados que presentamos a continuacion.

Para ello necesitamos precisar dos conceptos que seran importantes como
condicion necesaria para que una funcion f sea totalmente equilibrada. Se trata
de conceptos conocidos, pero que expondremos con detalle.

Definicién 5.21. Una funcidn f : N® — R es superaditiva si
fx)+f(y)<f(x+y) paratodo x,y e N".

Esta definicién es la que es congruente con la definicion correspondiente a
los juegos cooperativos ordinarios, donde la funcién caracteristica esta evaluada
sobre el reticulo de las partes del conjunto de jugadores.
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También vamos a definir lo que se entiende por funcién superhomogénea para
las funciones definidas sobre la malla entera del primer cuadrante, y posterior-
mente para las funciones definidas sobre todo el primer cuadrante de R™:

Definicién 5.22. Sea f : N®™ — R una funcién definida sobre la malla entera del
primer cuadrante tal que f(0) = 0. La funcion f es superhomogénea si para todo
x,y € N" tales quey =ax cona € R, «a > 1, se cumple

a- f(x) < fex)=f(y).

De forma anéloga podemos también definir funcién superhomogénea para fun-
ciones definidas sobre el primer cuadrante de R™: si a- f (x) < f (ax), para todo
a€R, a>1,y paratodox eRY.

En particular, podemos escribir esta condicién de la siguiente manera:

f(x)< f(zx)1 para a €R, a>1.
Y también como
f(Bx) < Bf(x),

para todo S € R, B <1,y todox e R}.

Esta definiciéon pone de manifiesto que en los rayos desde el origen de coorde-
nadas que pasa por dos puntos de la malla entera, la funcion debe ser mas que
lineal”. Por esta razon, y siguiendo a Newman (1969), utilizaremos la expresion
superhomogénea.

Podemos, pues, determinar algunas consecuencias necesarias para que una
funcion definida sobre la malla entera dé lugar a juegos equilibrados.

Proposicién 5.23. Sea f : N — R una funcion definida sobre la malla entera del
primer cuadrante, con f (0) = 0. Si la funcion es totalmente equilibrada, entonces
la funcion es superadiliva.

Demostracién:
Para cualquier par de vectores x,y € N¥ | consideremos el vector x +y, y el
vector a € RM que le corresponde. Se cumple

a-x > f(x),
a-y 2 f(Y):
a-(x+y) = f(x+y).

"Este tipo de funciones son denominadas por Rosenbaum (1950) funciones cuasi-homogéneas
(QH), mientras que Newman (1969) las sefiala como superhomogéneas. En el contexto de
funcién de costes, a sus opuestas Sharkey (1982) las denomina declining ray average cost, si bien
con algiin error en su definicién. Por otra parte, Sharkey y Telser (1978) usan la terminologia
subhomogénea para las opuestas, mientras que Panzar y Willig (1977) las denominan least ray
average cost. En estos 1iltimos contextos no se suele exigir que f(0) = 0.
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De aqui se deduce la condicion de superaditividad:

fx+y)=a(x+y)=a-x+a-y2= f(x)+f(y).
O

Y también se desprende de las definiciones que toda funcién totalmente equi-
librada debe ser superhomogénea.

Proposicién 5.24. Sea f : N® — R una funcion definida sobre la malla entera
del primer cuadrante, con f(0) = 0. Si la funcion es totalmente equilibrada,
entonces es superhomogénea.

Demostracién:

Consideremos x,ax € N* con @« > 1, « € R. Si la funcién es totalmen-
te equilibrada, es decir, si el juego con grupos homogéneos, (M,n, f) € HGY
es equilibrado para todo n € NM | entonces resulta que {x} es una coleccién
equilibrada con peso « en el juego (M, ax, f). Por tanto,

a-f(x)<f(ax).
O

Estas son propiedades necesarias para que una funcién del primer cuadrante
corresponda a un juego equilibrado para cualquier vector de la malla entera. Sin
embargo, no son suficientes para asegurar que la funcién sea totalmente equili-
brada.

La caracterizacion de las funciones totalmente equilibradas se presenta como
un problema dificil, si bien una via de anélisis se encontrara cuando extendamos
la definicion a funciones definidas sobre el primer cuadrante de R™, especial-
mente porque podremos utilizar las herramientas del anélisis convexo clésico, y
la diferenciabilidad en su caso. Por otra parte, no es de extranar la dificultad,
puesto que esencialmente se trataria de encontrar una caracterizacion de los jue-
gos cooperativos ordinarios que sean totalmente equilibrados, teniendo en cuenta
solamente su funcién caracteristica.

Ante esta dificultad, nos vamos a concentrar en el estudio de un tipo de juego
que es totalmente equilibrado y que corresponde a un modelo econémico, que
generaliza otros modelos anteriores. Para ello, vamos a ver en primer lugar una
condicion suficiente para asegurar que los juegos sean equilibrados.

Proposicién 5.25. Sea el juego cooperativo con grupos homogéneos (M,n, f). Si
para algin vector a € RM, con a; > 0 para todo i € supp(n), se cumple que f;%l
es creciente® sobre L™, entonces Core(f) # 0.

8Una funcién definida sobre £ a valores reales es creciente si se verifica que x < y implica

f(x) < f(y) con x,y € L. Queda claro que se trata de un crecimiento no estricto y que se
indica también como no—decreciente.
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Demostracién:
Consideremos el cociente ()
n
=k
a-n
Para la coalicidon n tenemos:
ka-n= f(n).

Ademaés, para cualquier otra coalicion 0 < s < n se verifica que

a-s — a-n’
y por tanto
f(s) <ka-s,

donde debe tenerse en cuenta que a-s > 0, puesto que s # 0 y también a; > 0,
para todo i € M.

Hemos visto que la funcion f es totalmente equilibrada. Ademaés, el vector
ka pertenece al core del juego (M, n, f). O

En particular, la proposicion anterior se puede aplicar al caso de los juegos
financieros desarrollados por Izquierdo (1996), y extendidos a los grupos homogé-
neos, que luego Izquierdo y Rafels (2001) denominan average monotonic games.

El mismo trabajo de Izquierdo indica que este modelo incluye los modelos
bien conocidos de los juegos de bancarrota (O’Neill, 1982).

El modelo de los juegos de depdésitos bancarios con restric-
ciones de participacion

Vamos a definir un modelo simple que generaliza el modelo de los juegos coo-
perativos de valores medios crecientes respecto de un vector, que Izquierdo (1996)
denomina juegos financieros, indicando c6mo se puede imponer restricciones adi-
cionales a la participacion.

El modelo de los juegos financieros consiste en suponer que tenemos una serie
de tipos de jugadores i € M dotados cada uno de unos recursos C; > 0.

Por otra parte, tenemos una funcién 7 : Ry — R con i(0) = 0 y creciente, que
sirve para valorar las coaliciones del juego cooperativo. Su interpretacién consiste
en suponer que una vez se ha conseguido un capital total z, la recompensa que
obtendremos serd justamente el producto del capital que hemos puesto por el
interés i(z) que corresponde. Y suponemos que este tanto de interés es creciente
con el capital del que disponemos.

Si tenemos n € N™ jugadores, donde n; es el nimero de jugadores de dotacion
C}, cualquier coalicién serd un vector s € L', y para determinar el valor de una



136 Juegos cooperativos con grupos homogéneos

coalicion s se valora la suma de capitales de los miembros de la coalicién, que en

este caso sera:
f(S) = (ZS;T‘C,;) 'E(ES,"C;‘) .

ieM iEM

En la definicion de su modelo (para juegos con un solo jugador por tipo),
Izquierdo (1996) demuestra que se trata de un juego cooperativo siempre total-
mente equilibrado, si bien hay juegos equilibrados que no proceden de un juego
financiero.

En el modelo extendido a los juegos con grupos homogéneos, siendo jugadores
del mismo tipo los que disponen del mismo capital, resulta que el vector de los
capitales (C;)iem es el que se necesita para aplicar la proposicion 5.25, y por ello
también se trata de un juego totalmente equilibrado para cualquier vector n.

Si ahora lo deseamos, podemos extenderlo al caso siguiente: un modelo en el
que la determinacion del tipo de interés no solo dependa del capital total que se
consiga, sino también del nimero de agentes involucrados. Para ello considere-
mos:

(a) un conjunto (finito) de tipos M en el que cada tipo ¢ € M lleva asociado
un capital C; > 0,

(b) una serie de puntos de restriccion de la valoracion py, pa,...,pr € NM de
formaque 0 < p; <p2<...< pr,

(c) una funcién que valora cada coaliciéon de agentes

3 Rf — R,
definida por
(i, si pr < X,
L1 si pr-1<X yno p,<x,
ix) =9 :
i si pr<x yno p; <X,
) si 0<x yno p;<x,

\

donde 0<?:QS?:1S A Sir—l S’e‘:r.
Cada coalicion se valora como:
f(s) = (zs,--c,-) -i(s).
1EM

Este modelo expresa que el tipo de interés depende de conseguir un nimero
minimo de participantes y se trata de una funcién creciente. Un esquema de
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Figura 5.6: Un ejemplo del juego de los depésitos bancarios con restricciones de
participacion

su interpretacion en el caso de dos tipos de capitales a invertir se senala en la
figura 5.6.

Para cualquier vector (niimero) de agentes n, el vector de los capitales (C;)iepm
es el que se necesita para aplicar la proposicién 5.25, y por ello también se trata
de un juego totalmente equilibrado para cualquier vector n.

Otra condicion suficiente para asegurar que tenemos una
sobre todo el primer cuadrante de R™ | que sean homogéneas® y superaditivas.

Proposici6n 5.26. Sea f : RY — R una funcion definida sobre el primer cuadran-
te, con f(0) = 0. Si f es homogénea (de grado 1) y superaditiva, entonces el juego
cooperativo con grupos homogéneos (M, n, f), para cualquier vector n € NM  eg
equilibrado.

Demostracién:
Sea una coleccion equilibrada B = {s',s?,...,s"} con pesos (As) e de coali-
ciones de L. Entonces tenemos

Z)\s's=n.

seB

Podemos escribir
f(n) f (Zseﬂ As - S) 2
Esesf ()\s . S) =

2363 )‘s ) f (S) .

*Una funcién f : RT' — R es homogénea (o linealmente homogénea) si f (ax) = af (x),
para toda a € R™ y todo x € R}.

vl
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La primera desigualdad es debida a que la funcién f es superaditiva y la
segunda igualdad se sigue de que es homogénea. Hemos hallado la condicién de
juego equilibrado. O

5.7 Funciones totalmente equilibradas en RT'

En el apartado anterior hemos definido el concepto de funcion totalmente
equilibrada sobre N™. Con el mismo propésito, podemos estudiar funciones que
estén definidas sobre todo el cuadrante RT, de forma que al restringirlas a N™
proporcionen funciones equilibradas, es decir, que proporcionen juegos equilibra-
dos para cualquier vector n € N™. El objetivo consiste en la posibilidad de utilizar
las definiciones y teoremas del analisis convexo clasico, y que con ello se puedan
hallar condiciones que permitan un estudio simple de esta clase de funciones.

Para esto vamos a enunciar la definicién correspondiente a una funcién total-
mente equilibrada:

Definicién 5.27. Sea f : R* — R una funcion definida sobre el primer cuadrante,
con f(0) = 0. La funcion f es totalmente equilibrada en RT si, para cada
x € RY, eziste un vector a € R™, que depende de x, de forma que

a-x = f(x):
a-y > f(y), para 0<y<x

Esté claro de esta definicion que si una funcién es totalmente equilibrada en
R’ también lo es sobre la malla N™. Sin embargo, es posible hallar funciones que
no son totalmente equilibradas sobre R}' y en cambio si lo son al restringirlas a
N™,

Por esta razon, si una funcién es totalmente equilibrada sobre R el juego
cooperativo con grupos homogéneos (M, n, f), para cualquier vector n € N* es
equilibrado.

Las funciones totalmente equilibradas son cerradas para la suma y para el
producto por un niimero positivo, lo que enunciamos sin demostracion.

Proposicién 5.28. Sean f,g : Rl' — R, funciones totalmente equilibradas. En-
tonces:

1. f+ g es una funcion totalmente equilibrada.

2. 8i X € R es una constante positiva, Af es una funcion totalmente equilibra-
da.
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Las condiciones que hemos deducido para las funciones totalmente equili-
bradas sobre N, se cumplen también para las funciones totalmente equilibradas
sobre R”'. Las vamos a enunciar sin demostracion.

Proposicién 5.29. Sea f : RT — R una funcién definida sobre el primer cuadran-
te, con f(0) = 0. St la funcion es totalmente equilibrada, entonces se cumple:

1. la funcion es superaditiva,
2. la funcion es superhomogénea.

También es posible encontrar condiciones suficientes para que una funcion sea
totalmente equilibrada, y alguna de estas condiciones serd justamente el objeto
del estudio del proximo capitulo.

En primer lugar podemos dar sin demostracion una condicién analoga a la ya
estudiada sobre N™, en la proposicion 5.25.

Proposicién 5.30. Sea f : R — R una funcion definida sobre el primer cua-
drante, con f(0) = 0. Si para algin vector a € R™, con a; > 0 para todo
i€ {1,2,...,m}, se cumple que *&%1 es no decreciente sobre R, entonces f es
totalmente equilibrada sobre RT'.

Vamos a recordar la definiciéon de funcion cuasi-concava, muy utilizada en el
contexto de la matematica econémica, que serd necesaria en la préxima proposi-
cion.

Una funcién f : RT — R es cuasi-concava si para cada o € R el conjunto
B, = {x € R | f(x) > a} es convexo. Se suele denominar conjunto contorno
superior de f para el valor . Es facil probar que esto es equivalente a que para
cualesquiera x,y € R} se cumple que f (Ax + (1 — A)y) > min {f (x), f (¥)} con
0<A<LI.

Esta serd una condiciéon que necesitaremos para hallar una condicion suficiente
para que una funcion sea totalmente equilibrada, como se muestra en la siguiente
proposicion.

Proposicién 5.31. Sea f : R — R una funcion definida sobre el primer cua-
drante, con f(0) = 0. Si f es creciente’® (no estrictamente), cuasi-concava, y

homogénea'' de grado de homogeneidad k > 1, entonces f es totalmente equili-
brada sobre R

Demostracién:
Debemos probar la condicién de funciéon totalmente equilibrada para todo
x € RY.

10 f es creciente (no estricta) si x <y implica f (x) < f (y)
"Una funcién f : RT' — R es homogénea de grado de homogeneidad k, si f (ax) = o* f (x),
para toda a € R™ y todo x € RY'.
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Excluiremos el caso en que x = 0, ya que en este caso no hay nada que probar
(la condicién de totalmente equilibrada es trivial).

Caso 1

En primer lugar consideremos el caso en que x tenga todas las coordenadas
positivas, es decir, que z; > 0 para todo i € {1,2,...,m}.

Caso 1 a

Si f(x) = 0, y dado que la funcién es creciente, para todos los vectores y
con 0 < y < x, la funcién debe ser también nula: f (y) = 0, y la condicién de
totalmente equilibrada se verifica trivialmente, tomando a = 0.

Caso1b
Supongamos, de lo contrario, que f (x) > 0. Como la funci6n es cuasi-concava,

para cada x > 0 el conjunto contorno superior
Coi={x €RY | f(x) 2 [ (x)}

es convexo y x estd en la frontera de Cx, puesto que la funcién es homogénea
de grado k > 1 y creciente (obsérvese que para cualquier A < 1 resulta que

f(x) =M (x) < £ (x)).

Por otra parte, si consideramos el conjunto!?
By:={y €R} |y < x}

tenemos que para cualquier y € By se cumple f(y) < f(x).
En efecto, si consideramos

max {_?3‘1} = A,
i€{1,2,..,m} | Z;

se cumple, por la eleccion de y, que 0 < A < 1.
Entonces, y < Ax < x, y por ser f no decreciente,

fy) < f(xx),

mientras que por ser homogénea de gradok > 1,y A <1,

F %) =M (x) < f(x),
con lo que
fly) < f(x).

El conjunto Cx es convexo, el conjunto B, también es convexo y ambos con-
juntos son disjuntos. Podemos aplicar un teorema de separacién de los conjuntos

2Para cualquier par de vectores y,x € R™, y <« x significa que y; < z; para todo
i€{l,2,...,m}.
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convexos (Teorema 2.4.10 de Webster, 1994) y existe un hiperplano que separa
propiamente estos conjuntos:

He={y' eR} |p-y = A},
con p # 0 y de manera que
p-y<A<p-x paracualesquiera y € By yx' € Cy.
Este hiperplano separador cumple:

(i) pasa por x, es decir p-x = A, puesto que de lo contrario bastaria tomar Ax
para A < 1 y suficientemente proximo para violar la separacion,

(ii) p; > 0, para todo ¢ € {1,2,...,m} ya que de lo contrario, si fuera p;- < 0
para algin i*, podriamos tomar x+e"", que pertenece a Cy (f es creciente),
ytalque p-(x+¢€")=p-x+p. = A+ p;» < A, de forma que entra en
contradiccién con la condicion de separacion,

(iili) A > 0, puesto que p - x = A, las coordenadas de x son positivas y los
coeficientes de p son positivos o nulos sin poderse anular todos ellos.

Por ello podemos modificar convenientemente los coeficientes para escribir
este hiperplano separador como:

Hy={y'€R} |a-y' = f(x)}.

En particular, se cumple que a-x = f (x), porque este punto pertenece al
hiperplano soporte y ademas, los coeficientes de a deben ser positivos o nulos.
Para cada elemento de H,, y’' € Hy, se cumple que

f)<fx)=a-y,
puesto que de lo contrario, si f (y') > f (x) por la homogeneidad de grado k > 1
habria un maltiplo de y' : A*y’ con A* < 1y f(A*'y’') > f (x), cuando a- (A\*y’) =

AM(a-y') < f(x), lo cual es una contradiccion.

Ahora vamos a probar que la funcién f es totalmente equilibrada en este caso,
para unos coeficientes dados por el vector a.

Si f (y) = 0, se cumple trivialmente la desigualdad

fly)<a-y, para 0<y<x,

puesto que hemos visto que los coeficientes del hiperplano soporte son positivos
o nulos.
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Por otra parte, para caday con 0 <y < x,y f(y) > 0, existe un escalar
a > 1 de forma que ay € Hy, ya que la funcion es creciente (0 < f(y) < f(x)) y
por la homogeneidad de la funci6n, siempre podemos encontrar un miltiplo (de
coeficiente mayor o igual que 1) de y que se encuentre dentro de Cy.

Por ser homogénea de grado k > 1:

flay)=aff(y) 2 af(y),
y por estar sobre el hiperplano Hy :
flay) < f(x)=a-ay.
En resumen,

f(y)<a-y, para O0<y<x yf(y)>0,

Hemos hallado justamente la condicién de totalmente equilibrada en R'.

Caso 2
Queda por probar el caso en que no todas las coordenadas de x sean positivas.
En este caso podemos definir

M ={je{1,2,...,m}|x; >0},

y considerar la funcién f restringida a R_’;”, donde se siguen cumpliendo todas
las hipotesis de la proposicion y se puede aplicar el caso anterior. La extension
de los coeficientes desde R™ a R™ no presenta ninguna dificultad, y se pueden
completar con 0. O

Es inmediato que una funcioén céncava es cuasi-concava, y por ello la proposi-
cion anterior se puede aplicar para las funciones concavas.

De hecho, si la funcién definida sobre todo el primer cuadrante es céncava
y superhomogénea, podemos asegurar que proporciona juegos equilibrados, sin
ser necesaria la condicién de que la funcion sea creciente (se deduce de las otras
condiciones) o que sea homogénea de grado k. En la proxima proposiciéon daremos
una demostracion directa de este hecho:

Proposicién 5.32. Sea f : R} — R una funcion definida sobre el primer cuadran-
te, con f (0) = 0. Si f es concava y superhomogénea, entonces el juego cooperativo
con grupos homogéneos (M, n, f), para cualgquier vector n € NM es equilibrado.

Demostracién:
Sea una coleccion equilibrada B = {s!,s%,...,s"} con pesos (As)sep de coali-
ciones de N¥ . Entonces tenemos

Z/\s-s=n.

SEB
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Si calculamos:

E/\s'f(s) =

SEB

IA
K
=
&
‘\____,/
'--...,'
i
=
o>
m (Y
7]
\,____/
I

= sEB /\8 ZSEB ’\3
= f(z,\s-s) = f(n)
seB

En la primera desigualdad hemos utilizado que la funcién f es concava y en
la segunda que es superhomogénea. Ademaés debe tenerse en cuenta que por la
ecuacion (5.3), 3 cpAs > 1. O

Veamos ahora algunos ejemplos de funciones que proporcionan juegos equili-
brados.

Ejemplo 5.33. Considérese el juego con dos grupos homogéneos (M = {1,2}), y
cuya funcion que determina el juego es:

11

flz,y) = z2y2,
definida sobre R?. Se trata de una funcién concava, como se puede comprobar
buscando la matriz hessiana. Ademds es una funcion homogénea de grado 1, y por

ello superhomogénea. Por tanto, para cualquier vector n €N?, el juego (M, n, f)
es equilibrado.

Podemos afirmar maés, todas las funciones de tipo Cobb-Douglas'® con grado
de homogeneidad al menos uno, proporcionan juegos equilibrados.

Ejemplo 5.34. Considérese el juego con m grupos homogéneos (M = {1,2,...,m}),
y cuya funcion que determina el juego es una funcion de tipo Cobb-Douglas:
f(:rls:r?:"".lmﬂl) =K 'm?l 'Igz "'x;m?

conK>0,y ;20 (i=1,2,...,m).
Se trata de una funcion homogénea de grado Y. a;, y por ello es superho-
iEM
mogénea si Y, o; > 1. Ademds, todas las funciones Cobb-Douglas son mondtonas
iE€M
crecientes y cuasi-concavas (véase Madden, 1986). Por tanto, podemos aplicar la
proposicion 5.81 y podemos afirmar que para cualquier vector n € N™, el juego

(M,n, f) es equilibrado.

¥Las funciones Cobb-Douglas fueron introducidas por los economistas C. W. Cobb y P.H.
Douglas en un articulo sobre la estimacién de funciones de produccién, publicado en 1927.
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También la familia de funciones de elasticidad constante de substitucion o
funciones C.E.S. (Constant Elasticity of Substitution) (ver Madden, 1986) que se
utilizan a menudo en el contexto de las funciones de produccién, forman parte de
las funciones que proporcionan juegos equilibrados.

Ejemplo 5.35. Una funcion C.E.S. se define de la siguiente manera:
f:RYf —R

para m > 1, con las condiciones f(0) =0, y

P

m
f(x)=k [Z 51:93;9] en los demds casos™,
§=1

siendo
(a) k>0, v>0,

m
(c) §; >0 para cada i € {1,2,...,m} y > &6 =1.
i=1

Estas funciones son continuas en el dominio, diferenciables con continuidad
dos veces en el interior del dominto, y homogéneas de grado de homogeneidad v.

Al igual que las funciones Cobb-Douglas, las funciones C.E.S. son siempre
cuasi-concavas, Nunca Son converas, y son concavas si, y solamente si, su grado
de homogeneidad es menor o igual que 1 (es decir, v < 1).

También se trata de una funcion creciente, y por ello podemos aplicar la
proposicion 5.81. Podemos afirmar, por tanto, que si v > 1, la funcién C.E.S. f
proporciona un juego (M, n, f) equilibrado para cualquier vector n € N™,

En la definicién de las funciones C.E.S. se ha eliminado el caso p = 0, por la
razon evidente de que en tal caso hay un exponente no definido. Si se hace tender
este parametro p — 0 la funcién C.E.S. se convierte en una funcién Cobb-Douglas
del mismo grado de homogeneidad.

Por otra parte, cuando p — +o0c la funcién C.E.S. tiende a la funcién de Leon-
tief o funci6én de coeficientes fijos, que va a ser objeto de estudio en el siguiente
ejemplo.

!“Esta definicion de la funcién C.E.S. puede presentar dificultades en el caso en que algin
x; sea 0. En este caso, alguna manipulacién algebraica permite encontrar que el valor de la
funcién debe ser nulo.
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Ejemplo 5.36. Una funcidn de Leontief o funcidn de coeficientes fijos se define de
la siguiente manera:

fiR* —R

_Jin [B 22 wm]1°
f(x)_{mm[”h’”m’“"”(m]}

siendoy; >0 parai€ {1,2,...,m} y a>0.

Se trata de una funcion continua en el dominio de definicion, homogénea de
grado «, y siempre cuasi-concava. Ademds, jamds es conveza y es concava si, y
solamente si, a < 1. Sin embargo, no es diferenciable, ni siquiera en el interior,
R, . Es creciente, y por todo ello, se puede aplicar la proposicion 5.81.

Podemos, pues, afirmar que para cualquier funcion f de Leontief con o > 1,
el juego (M, n, f) es equilibrado para cualquier vector n € N™.

Un caso particular de funcion de Leontief es justamente el mercado de los
guantes generalizado, si tomamos el valor o« =1 y 2 = 1 para todo i €
{1,2,...,m}. Por tanto también podemos asegurar que el mercado de los guantes
generalizado es siempre equilibrado.

donde

Como seniala Newman (1969), en una serie de teoremas para conos convexos
de R™, si una funcién definida sobre R* y con f(0) = 0, es concava, entonces
son equivalentes las siguientes propiedades:

superhomogénea,
homogénea de grado 1 (para valores positivos),
superaditiva.

Por ello podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 5.37. Sea f : RY — R una funcion definida sobre el primer cua-
drante, con f(0) = 0. Si f es concava y superaditiva, entonces el juego cooperativo
con grupos homogéneos (M, n, f), para cualquier vector n € NM  es equilibrado.

Ya hemos visto un ejemplo en el que se puede asegurar que el core es no
vacio, el modelo del juego de los guantes generalizado, de la pagina 115. Ahora
lo analizaremos a la luz del dltimo resultado:

Ejemplo 5.38. Sea M = {1,2,...,m} un conjunto finito no vacio, y consideremos
la funcion f: RY — R definida de la siguiente manera:

f (X) = f ($11$21'-'1$m) = {Iel}gtl {3’.!} ¥
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Para cada vector n € NM | el juego (M, n, f) es un juego de los guantes generali-
zado.

La funcion f es cincava, ya que es el minimo de funciones lineales (luego
concavas), y es homogénea de grado 1 (en particular, superhomogénea); por tanto,
aplicando la proposicion 5.32, el juego (M, n, f) es equilibrado.

Podemos ver ahora algunos ejemplos de funciones que son céncavas pero no
superhomogéneas, o bien superhomogéneas pero no céncavas, y cuyos juegos in-
ducidos sobre la malla entera ya no son equilibrados.

Ejemplo 5.39. Considérese el juego con dos grupos homogéneos (con M = {1,2}
), y la funcion f(zx,y) = x':li‘y%, definida sobre el primer cuadrante de R%. Se trata
de una funcion concava, como se puede comprobar buscando la matriz hessiana.
Ademas es una funcion homogénea de grado -§~, y por ello no es superhomogénea.
A causa de ello, es fdcil ver que el juego (M, m, f), para n = (2,2), no es equili-
brado, ya que

F,) =1y f(2,2)=2%

Podemos escribir
2(1,1)=(2,2),

mientras que
21, D)=2>J{(2,2).

Ejemplo 5.40. Considérese el juego con dos grupos homogéneos (M = {1,2}),
y la funcion dada por f(z,y) = -’5;—31, y f(0,0) = 0, definida sobre el primer
cuadrante de R?. Se trata de una funcion homogénea de grado 1, y por tan-
to superhomogénea, pero sin embargo no es concava. Es fdcil ver que el juego

(M,n, f), paran = (1,1), no es equilibrado, ya que

f(].,O) =1, f(011)=11 Y f(1,1)=1
Podemos escribir
(1:0)+(0!1)=(111):

mientras que

F(LO)+f(0,1)=2> f(1,1).

Se pueden obtener otras condiciones suficientes sobre la funcién para asegurar
que el juego con grupos homogéneos correspondiente es equilibrado, y algunas se
desarrollaran en el capitulo siguiente, al analizar la convexidad.
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Por ultimo, hay que sefalar que en el estudio de las funciones de costes aso-
ciadas a la nocion del monopolio natural aparece el concepto de funcion de costes
“soportable” (Sharkey y Telser, 1978), quienes toman ideas ya analizadas por
Panzar y Willig (1977).

Esencialmente, un monopolio natural se puede definir como una empresa que
puede producir cualquier nivel de oufput a un coste total méas bajo que lo que
harian dos o méas empresas independientes. Si la tecnologia se puede definir
en términos de una funcion de costes para cualquier empresa, la condicion que
acabamos de expresar se puede traducir indicando que la funcién de costes es
subaditiva.

Por otra parte, de forma adicional, se senala que un monopolio es “natural” en
un sentido ligeramente distinto. El monopolio es sostenible si puede cubrir el coste
total de los outputs a un precio unitario de forma que cualquier empresa entrante
en el mercado no encontraria ganancias incluso si fuera posible la entrada.

Las funciones de costes presentan ciertas dificultades en su estudio, especial-
mente si deseamos ver que un monopolio natural sea sostenible en el caso de la
produccién conjunta de varios outputs. La situacion se convierte en muy compleja
porque el entrante puede elegir entrar a fabricar todos los productos o bien so-
lamente una parte de ellos, y ademas, la posibilidad de que existan elasticidades
cruzadas de demanda implica que la demanda total del mercado dependa tanto
del precio del monopolista como del entrante.

Sin embargo, pero como una condicién necesaria, Sharkey y Telser (1978)
introducen el concepto de soportabilidad (supportability) de una funciéon de costes.
Su definicién es similar a la nuestra de funciones totalmente equilibradas, pero
estd definida sobre vectores de R, y no sobre la malla N™, ademas da lugar
a desigualdades definidas en el otro sentido, por lo que dara lugar a juegos de
costes, y la funcién de costes puede tener costes fijos, es decir, no requiere que
C (0) sea 0.

Sharkey (1982) da una serie de condiciones suficientes para que una funcion de
costes C' sea soportable para cualquier valor del output, y Moulin (1988) describe
también una condicién similar a la de soportabilidad.
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5.8 El conjunto de Weber para juegos con grupos
homogéneos

Ya hemos estudiado con detalle la definicion y caracteristicas del conjunto de
Weber para los juegos cooperativos ordinarios. Debemos ahora estudiar cémo se
puede trasladar la definicion del conjunto de Weber para los juegos con grupos
homogéneos. Para ello debemos analizar en primer lugar cémo se construye un
vector de contribuciones marginales, y para ello sefialar qué se entiende por una
contribucién marginal. Una vez establecidos los vectores de contribuciones margi-
nales, se puede definir el conjunto de Weber y el valor de Shapley a partir de ellos.
El valor de Shapley, cuyo estudio sera el objeto de la seccién siguiente, podra ser
recuperado mediante una férmula cerrada, al igual que en los juegos cooperativos
ordinarios. Ademaés el conjunto de Weber proporciona una caracteristica elegante
de los juegos convexos, porque veremos que en este caso coincide con el core.

Permutaciones sobre conjuntos y sobre multiconjuntos

Si N es un conjunto de n elementos, una permutacién de NV puede ser definida
como una ordenacion “alineada” z,, z, ..., T,, de los elementos de N (una ‘palabra’
de elementos). Si N = {y1,2, ..., yn} , entonces esta ordenacién corresponde a la
biyeccién 7w : N — N definida por 7(y;) = ;.

El conjunto de todas las permutaciones sobre N se escribe habitualmente
como & (N), II(N),o0 S(N).Si N = {1,2,..,n}, es costumbre escribir &, o
Sp en su lugar. Obviamente,

#1S (V)| = n!

De forma anéloga, podemos definir una permutacion sobre un multiconjunto
N de cardinalidad n que sea una ordenacion “alineada” z,,z,, ..., z, de los ‘ele-
mentos’ de N ; intuitivamente un multiconjunto o multiset es un conjunto con
elementos repetidos. Si queremos precisar esta nocién, un multiconjunto finito
N sobre un conjunto no vacio M es una funcion n : M — N\ {0}, tal que
1 < 3 emn(z) < oo. Para un estudio mas detallado de los multiconjuntos, asi
como las permutaciones sobre los multiconjuntos, puede verse el libro de Stanley
(1986).

El nimero n(zx) se puede ver como el nimero de repeticiones de z. Si M =
{z1,29,...,Zm} y n(x;) = a;, escribimos N = {z{,25?,... 20m} .

A menudo las permutaciones sobre un multiconjunto se denominan multiper-
mutaciones.

Si N ={ap",23°,...,2pm} y #|N| =n=3,.,, 0 , estd claro que

# PS(N)| - (013021?:1' 'sam),
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donde S (N) es el conjunto de todas las permutaciones sobre un multiconjunto
N. Este nimero se denomina el coeficiente multinomial.

También puede ser definido como el nimero de maneras en que se puede
asignar cada elemento de un conjunto N (con n elementos), a una de las cate-
gorias Cy, Cy,...,Cp, de forma que exactamente a; elementos se asignan a Cj.
La formula para calcular el coeficiente multinomial ° es:

( n )_ n!
; R RN, a! - ap!---ay!

Obsérvese también que es el coeficiente de z{'-x5* - - - z8m en (z1 + T2 + ... + zp)" .

Permutaciones sobre el conjunto de jugadores en un juego
con grupos homogéneos

Consideremos un juego cooperativo con grupos homogéneos (M, n, f) € HG™.
Como ya se ha mencionado anteriormente, el conjunto de jugadores puede ser
considerado como el multiconjunto N = {1m 272 . m™}. Una permutacion de
este multiconjunto m € S(N) es una ordenacion de los n = ), _,, n; elementos,
conociendo que cada elemento ¢ se repite n; veces. Denotaremos en nuestro caso
el conjunto de las multipermutaciones por

S (n).

Esto es equivalente a tener una cadena de n + 1 coaliciones '°:
S <81 <...<8,

de manera que s = 0,s, =nys; —s,-; = €, si j es el elemento que aparece en
el lugar -ésimo de la permutacion.

Corresponde a tener un camino minimal desde 0 a n siguiendo la malla entera:
supongase que la coalicion n se forma paso a paso, afiadiendo cada vez un nuevo
Jugador, empezando por 0 y en cada paso el jugador que se ahade, de tipo j, suma
el vector €. Un ejemplo de camino en la malla entre (0,0) y (4,3) se muestra en
el dibujo 5.7, que corresponde a la multipermutacion (2, 2, 1, 1, 1, 2, 1).

Hay 3,cp i pasos y (, " . ) maneras distintas de llegar a conseguir la
coalicion total n.

Veamos un ejemplo de las diferentes multipermutaciones posibles en un juego
de dos tipos y dos jugadores de cada tipo:

Tenemos M = {1,2} y n = (2,2). Las multipermutaciones seran:

. . . 1 . . 4
15El coeficiente binomial, (") = TTTamyi» 10 es més que el coeficiente multinomial (, )
!9Téngase en cuenta que n = Y, 1
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I n=(4,3)
f

(0,3) (1,3) (23) (33)f (4,3)

(0!2)3 (1)2) (2!2) (3!2) (412)

(0,1 (1,1)] (2,1)| (3,1)| (4,1)

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0)

Figura 5.7: Un camino en la malla entre 0 y n = (4, 3)

Multipermutacion Cadena de coaliciones L
1,122 (0,0) = (1,0) = (2,0) = (2,1) — (2,2)
1,2.1,2 (0,0) = (1,0) — (1,1) — (2,1) = (2,2)
1,2,2,1 (0,0) = (1,0) = (1,1) = (1,2) — (2,2)
2.1,1,2 (0{]) (0,1)—>(],1)—>(2 1) — (2,2)
2,121 (0,0) — (0,1) — (1,1) — (1,2) — (2,2)
2.2, (0,0) = (0,1) — (0,2) — (1,2) — (2,2)

Vectores de contribuciones marginales en un juego con gru-
pos homogéneos

Para cada permutacion 7 € S (n), podemos considerar la cadena asociada!”

y asignamos a cada tipo la suma de las contribuciones marginales que se van
anadiendo cada vez que un jugador de ese determinado tipo entra en la coalicion.
Al final, la suma alcanzada debe ser dividida entre todos los jugadores del mismo
tipo. Para formalizar esta idea, necesitamos introducir alguna notacién.

Para cada cadena, definimos R} = {i € {1,...,n} |sT —sI, = e’} el con-
junto de todos los lugares (del camino) en los que se introduce el elemento de
tipo j. Esta claro que # |RT| = n;.

Ahora estamos en condiciones de definir el vector de contribuciones marginales
asociado a una multipermutacion.

"Téngase en cuenta que n =3y, N
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Definicién 5.41. Sea (M,n, f) un juego con grupos homogéneos, y sea ™ € S (n)
unae multipermutacion sobre n .
El vector de contribuciones marginales m” (f) € R*“PP(®) se define como

mj (f) = n% > [FT)—f(si1)],  para cualquier j € supp(n).  (5.4)
ieRy

n

Es facil calcular q-ue'hay (m s
aunque pueden ser coincidentes.

) vectores de contribuciones marginales,

Veamos ahora unos ejemplos:

Ejemplo 5.42. Consideremos el juego del mercado de los guantes (ejemplo 5.4)
con 2 poseedores de guantes de la mano derecha y dos de guantes de la mano
izquierda, es decir con n = (2,2). Para calcular los vectores de contribuciones
marginales debemos sumar las contribuciones marginales que corresponden a cada
uno de los tipos, a medida que vamos avanzando en la multipermutacion:

Multipermutacion Tipo 1 Tipo 2
1,1,2,2 040 1+1
1.2, 1,2 0+0 141
1,2,2,1 0+1 1+0
2.1.1.2 140 0+1
2:1:2.1 141 0+0
2.2,1,1 1+1 0+0

7

De esta manera, solamente habrd tres vectores de contribuciones marginales dis-
tintos (recuérdese que debemos dividir por el nimero de jugadores de cada tipo):

my (f) = (011):

it = (33)
my (f) = (1,0).

La definicion de vector de contribuciones marginales (expresion 5.4) se reduce
a la definicion estandar en el caso de permutaciones usuales. Su envoltura convexa
serd, pues, el conjunto de Weber para juegos con grupos homogéneos.

Definicién 5.43. Sea (M, n, f) un juego con grupos homogéneos. El conjunto de
Weber de f, que se denotard por Web(f), es la envoltura conveza de los vectores
de coniribuciones marginales:

Web(f) = conv {m" (f)}re3m)
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Por definicién se trata de un conjunto compacto y convexo de R**??(™ y por
construccién, cada vector de contribuciones marginales es una preimputacion:

Proposicién 5.44. Sea f € HGMun juego con grupos homogéneos, y ™ € S (n) una
multipermutacion sobre n. Entonces m™ (f) es una distribucion eficiente.

Podemos pasar a estudiar la relacion entre el conjunto de Weber para juegos
con grupos homogéneos y el conjunto de las imputaciones.

Un juego con grupos homogéneos (M, n, f) € HGY verifica la condicién de
cero-monotonia si cumple:

&)+ Y mf(e) < f(t) paratodas,te Ly, cons<t,
i€supp(n)
donde r = t—s= Z ri€’,

i€supp(n)

lo que es equivalente a que
f(s+e) > f(s)+f(¢)

para todo j € supp(n) y para toda s € N*, con 0 < s < n — e/, ya que basta
con pasar de la coalicién s a la coalicion t paso a paso. Es facil ver que en este
caso Web(f) C I(f), aunque la cero-monotonia no es ahora una caracterizacion
de esta inclusion.

Teorema 5.45. Considérese un juego cooperativo con grupos homogéneos (M, n, f) €
HGM. Si f es cero-mondtono, entonces Web(f) C I(f).

Demostracién:

De la propia definicion de Web(f), para una multipermutacién 7 € S (n)
dada por la cadena sf< s7< .. <s],consj =0,s] =ny s —s, =e, para
algin j € M,

1 L
m; (f) = = Z: [f(sT)— f (sf_l)] , para cualquier j € supp(n).
J ieRy
Por tanto, y teniendo en cuenta que en la multipermutacion el elemento j aparece
exactamente n; veces:

mj (f) = %zieR; [f (sT)—f (sf—l)]

L.n;-f(e')) = f (&), para todo j € supp(n).

nj

v

O

Al contrario de lo que ocurre con los juegos cooperativos usuales, en que si un
vector de contribuciones marginales es del core, se trata de un extremo de éste,
aqui no se verifica que si m” (f) € Core(f), es un extremo de él (en el sentido de
los conjuntos convexos). Para ello vamos a mostrar un ejemplo:



5.8 El conjunto de Weber para juegos con grupos homogéneos 153

Ejemplo 5.46. Sea [ un juego con grupos homogéneos con cuatro jugadores de dos
tipos distintos, con M = {1,2} ,n = (2,2), (dos jugadores de cada tipo) y cuyos
valores de la funcidn caracteristica son:

f(2,1)=8,f(2,2)=10, y 0 en el resto de los casos.

Hay 6 permutaciones diferentes, pero solamente 3 vectores de contribuciones
marginales distintos:

{(0,5),(4,1),(5,0)} .

El core de este juego es el segmento que une los puntos (3,2) y (5,0). El
vector (4,1) es un vector de contribuciones marginales dentro del core, pero no
un extremo del mismo.

Veremos ahora otro ejemplo en que el conjunto de Weber coincide con el core,
si bien hay vectores de contribuciones marginales que no son un extremo del core.
Corresponde a un juego del modelo del mercado de los guantes.

Ejemplo 5.47. Sea f un juego con grupos homogéneos con cuatro jugadores de dos
tipos distintos, con M = {1,2} ,n = (2,2), (dos jugadores de cada tipo) y cuyos
valores de la funcion caracteristica son los que proporciona el juego del mercado
de los guantes:

f(z,y) = min{z,y}.

En el ejemplo 5.42 se han calculado los 3 vectores de contribuciones marginales

distintos:
{(1,0),(0,1), (%%)} .

El core de este juego es el segmento que une los puntos (1,0) y (0,1). El
vector (%, %) es un vector de contribuciones marginales dentro del core, pero no
un exiremo del mismo.

El conjunto de Weber del juego de los tipos

Si recordamos la definicion del juego de los tipos, definido sobre el conjunto de
los tipos realmente presentes, es decir, los elementos de supp(n), podemos analizar
qué relacion hay entre el conjunto de Weber del juego con grupos homogéneos f
y el del correspondiente juego de los tipos v?”.

El juego de los tipos u;‘”’ , solo tiene en cuenta el valor de las coaliciones en
los vértices de la malla £, que hemos denominado &5 para cada subconjunto
S C supp(n), ya que

v?‘(S) = f(&%).
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Ademaés, hemos definido la transformacion'® ~ , y dado cualquier conjunto
K C R*wP(™) la notacién K significard el conjunto de los vectores transformados
por ~ de los de K.

Por la definicion del juego v}" se verifica el siguiente teorema:

Teorema 5.48. Sea el juego cooperativo con grupos homogéneos (M, n, f). Y
(supp(n),v}’) el juego cooperativo asociado de los tipos. Entonces se cumple que

—_—

Web(u}) C Web(f),

Demostracién:
Consideremos cada uno de los vectores de contribuciones marginales del juego
(supp(n), u}” ) que corresponde a una ordenacién

0 € Hsupp(n)s

(donde i, representara el jugador que ha entrado en el lugar k-ésimo), de los tipos
presentes en supp(n).
La contribucién marginal de un tipo ¢ € supp(n) sera precisamente:

mi(v}') = v} (Py; U {i}) — v}’ (Ps,:), para cada i € supp(n),

con FPy; el conjunto de predecesores de 7 en la permutaciéon 6, que se transforma
en la diferencia entre dos valores en los vértices de la malla:

mf(.”}w) =f (éPa.iU{i}) _ f (éPa.a') .

Por tanto, si consideramos la multipermutacion 7 € S (n) que corresponde al
camino por los vértices de la malla (los tipos entran seguidos y en el orden indica-
do por 6) obtenemos un vector de contribuciones marginales cuyo transformado
7)

m™ (f) es precisamente m? (v
Y hemos demostrado que siempre se cumple:

—

Web(vi') C Web(f).

¥La transformacion ~ es un operador que se aplica a vectores de R**PP(®) multiplicando cada
componente por n;, es decir, ; = n;z;, para cada j € supp(n), y cada vector x € R*vPP(n)
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La inclusion del core en el conjunto de Weber

En la teoria de los juegos cooperativos usuales, es bien conocido que el con-
junto de Weber, Web (v) , para cualquier juego v, es un catcher del core, es decir,
el core esta siempre incluido en el conjunto de Weber. Esta inclusion se verifica
también en nuestro caso, para los juegos cooperativos con grupos homogéneos.

Proposicién 5.49. Sea (M,n, f) € HGM un juego con grupos homogéneos. En-
tonces

Core (f) C Web(f).

Demostracién:

Hemos visto que si consideramos el juego de los tipos tenemos, por la inclusién
del teorema 5.17 :

—_—

Core(f) C Core(ﬂjy) C Web(v}”).

Ademas, para los conjuntos de Weber tenemos la inclusion del teorema 5.48 :

——

Web(vf’f) C Web(f).

Si ahora combinamos estas inclusiones hemos demostrado que

TN TN

Core(f) € Web(f).

Pero ademaés la transformaciéon ~ es biyectiva, y por tanto la proposicion esta
probada. O

Al igual que para los juegos cooperativos ordinarios, podemos senalar que
la interseccion sera no vacia entre los conjuntos de Weber de juegos con grupos
homogéneos tales que uno es mayor que el otro y con la misma eficiencia.

Proposicién 5.50. Sean (M,mn, fi) y (M, n, f2) dos juegos con grupos homogéneos
de los mismos pardmetros, tales que fi (s) < fo(s) para todas € LT, y f1 (n) =
fa (n). Entonces,

Web (fi) " Web(f2) # 0.

Demostracién:
De la definicion del juego de los tipos esté claro que los juegos fM y f sobre

el conjunto supp(n) verifican las hipotesis del teorema 3.4 del capitulo 2. Por
ello,

Web(fM) N Web(f}) # 0.
Si ahora tenemos en cuenta que

N

Web(fM) C Web(f1),

"

Web(f3") € Web(f2),



156 Juegos cooperativos con grupos homogéneos

se cumple: o o
Web(f,) N Web(f2) # 0.
Como la transformacion ~ es biyectiva, la proposicién estd probada. O

Como consecuencia directa de la proposicién anterior, podemos obtener la
inclusion del core en el conjunto de Weber.

Corolario 5.51. Para cualquier juego con grupos homogéneos f € HGY' se cumple
Core(f) C Web(f).

Demostracién:

Podemos suponer que supp(n) = M, ya que en otro caso el razonamiento se
llevaria sobre supp(n), y sea X = (z1,Zs, ..., Z;,) € Core(f) un vector arbitrario
del core.

Definimos el juego (M, n, fa), con fy(s) =s-x = Y ., s;x;, para cualquier
coalicion s € L7

Los juegos f y f, satisfacen las hipotesis de la proposicién 5.50, y por tanto,
usando dicha proposicion, obtenemos Web (f) N Web (f;) # 0.

Pero Web (f2) = {x}, puesto que se trata de un juego modular, lo que implica
que x €Web (f). O

Se podria efectuar un estudio mas general sobre las propiedades del conjunto
de Weber en la linea de los capitulos 1 y 2, en el contexto de los juegos coopera-
tivos con grupos homogéneos, pero sin embargo nos ha parecido mas conveniente
analizar el valor de Shapley y la convexidad, que seran el objeto de estudio en la
seccion y capitulo siguientes.

5.9 El valor de Shapley para los juegos con grupos
homogéneos

El valor de Shapley es un concepto de soluciéon puntual muy importante y
conocido, que ha sido objeto de numerosos trabajos poniendo de relieve diversas
propiedades y axiomatizaciones. Debemos ahora hallar la extensiéon apropiada
del valor de Shapley (para los juegos cooperativos ordinarios) a los juegos con
grupos homogéneos, de forma que se preserven las definiciones, propiedades y
axiomatizacion de dicho valor. En primer lugar definiremos el valor de Shapley
como el promedio de los vectores de contribuciones marginales, para obtener
posteriormente una férmula para su célculo.
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Definicién 5.52. Sea f € HG™ un juego cooperativo con grupos homogéneos. El
valor de Shapley se define como el promedio de todos los vectores de contribu-
ciones marginales:

Sh(f)=ﬁ S m ().

N1N2509Mm/ e .S-'(n)

El valor de Shapley es un vector de R*“PP("), Esta definicién es una exten-
sion de la definicion para los juegos cooperativos ordinarios, como “media” de los
vectores de contribuciones marginales. Ademas en el caso en que el juego tenga
tantos tipos como jugadores y un jugador de cada tipo, los vectores de contribu-
ciones marginales coinciden en su definicién con los del juego TU ordinario, y la
definicion del valor de Shapley es exactamente la misma.

Por ello, el valor de Shapley se halla en el conjunto de Weber:

Sh(f) € Web(f).

Podemos ver que el valor de Shapley puede ser calculado mediante una for-
mula cerrada, sin necesitar el computo de todos los vectores de contribuciones
marginales. El calculo de esta formula es el objetivo de la siguiente proposicion.

Proposicién 5.53. El valor de Shapley para un juego con grupos homogéneos
(M,n, f) € HGM verifica la siguiente formula:

Shi(f)= Z i (s) - [f (s-+- e’ ) - f (s)] para todo i € supp(n),
0<s<n-—e'
TsENM

donde'®
( § ) ( n—s—1 )
§1,82,0.8m/ M1 —81,2 82,0, Ei=5i—L,.ccNim —8m
T
- ( )
» 721,102,000 7m

Suponemos en la formula que n; > 0, dado que i € supp(n), y hemos usado la
CONVENCIOn que n =) ;i p My, Y S =D .crs Si-

Ya(8) =

Demostracién:
De la definicion de vector de contribuciones marginales sabemos:

1 .
mi (f)=—23_ [f() = f(s.)], paratodo j € supp(n).
] ‘!.ER;
Si miramos cuéntas veces aparece en la definicion del valor de Shapley el
sumando

[f (s+€) = f(s)],

'PEl coeficiente multinomial esté definido como (, " )= m
1 1=+l a2t el s
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debemos calcular cuantos caminos hay desde 0 hasta n que pasen por el tramo
de la malla entera comprendido entre s y s + e’. Hay

s ) ( n—s—1 )
813825 <43 Sm ny — 81,Ng — 82,...,Nj — 85 — 11 ey Ml — Sm

caminos distintos, ya que el primer factor son los caminos posibles entre 0 hasta
s, y el segundo los caminos desde s + e’ hasta n.
Por ello, en el valor de Shapley, que para cada j € supp(n) es:

Shj(f)=+) S i (f),

(nl 24000y m 'es-(“,

r€S(n)
1 S n—s—1 )
- TI._J Z ; (S],...,Sm).(?h 81y Ny — 85 — 1,.‘.,ﬂm—3m)'[f (S+ej ) —f(S)]
og:&mn-es
Con lo que
Sh; (f) = Z Yi(s)-[f(s+€)—f(s)], paratodoj € supp(n).
0<s<n-—e
S

O

En el caso en que n = (1,1,...,1), la formula dada se convierte en la formula
bien conocida del valor de Shapley, ya que entonces N = M y n = m, y la
identificacion entre HG}, «— G" nos proporciona un juego (N, v) tal que:

1. Una coalicion s se identifica con una coaliciéon S C N, ya que s; € {0,1},y
S={ieM=N|s;=1},

2. v(S) = f(s)

3.0<s<n-—¢ esequivalentea 0 C S C N\ {i},

4. (1,11:..,1) =nl, (1,...,0,;,0,...,1) = sl (0,..2;;;1..,0) =(n—s-1)

Por tanto la férmula se convierte en la definicion familiar del valor de Shapley:

Shi(w)= Y S!'("’_S'l)!-[u(5u{i})—u(5)] para todo i € N.

n!
BCSCN\{i}
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Podemos analizar ahora una interpretacion de la formula:

Consideremos todos los caminos minimales en la malla que une las coorde-
nadas enteras de N™ entre los vectores 0 y n, y supdngase que cada camino
tiene la misma probabilidad de ser escogido. Hay (siguiendo la notacion anterior)
(m. m’:‘___’um) caminos diferentes. Para cada tipo ¢, se va anadiendo el valor marginal
que se consigue cuando en camino va en su direccion. Una vez completado, se
distribuye el total entre todos los n; jugadores de tipo .

El coeficiente 7% (s) refleja el nimero de caminos que incluyen el tramo en-
tre s y s+e' : los que van desde O a s, seguidos por los que van desde s + €
a n. Por tanto, este coeficiente refleja cuantas veces la contribucién marginal
[f (s +€') — f(s)] se paga a los jugadores de tipo i. Posteriormente, esta con-
tribucion se divide de forma equitativa entre los jugadores de dicho tipo, 7. Un
ejemplo se muestra en el dibujo 5.8.

n
p | *
s[ s+e

Figura 5.8: Calculo del coeficiente 4}, (s)

Veamos un ejemplo de céalculo del valor de Shapley, cuyos calculos detallados
omitimos, puesto que es una tarea tediosa (hay que computar 210 caminos, que
corresponden a 27 contribuciones distintas para el tipo 1, por ejemplo). El in-
terés de este ejemplo de calculo correspondera a su comparacion, en el capitulo
siguiente, con un valor de Shapley “aproximado”, mucho més sencillo de calcular,
y que es el valor de Shapley de otro juego cooperativo.

Ejemplo 5.54. Si consideramos el juego del ejemplo 5.9 de reparto del coste de la
solvencia, cuyos valores se encuentran en la tabla 5.3 (pdgina 122), el valor de
Shapley correspondiente serd:

Sh.] = 19, 229 3
Shy = 24,304,
Shy = 16,406 .

Se trata de una imputacion del core de dicho juego.
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Vamos a senalar algunas propiedades del valor de Shapley. En primer lugar,
el valor de Shapley es eficiente, puesto que es un elemento del conjunto de Weber.

Teorema 5.55. (Eficiencia del valor de Shapley)
Para cualquier juego con grupos homogéneos f € HGM | se cumple

z n; - Shi (f) = f (n)

iEsupp(n)

Como se sabe, el valor de Shapley no tiene porqué ser una imputaciéon. Sin
embargo si el juego es cero-monétono, podemos estar seguros que se trata de una
imputacion, ya que hemos visto que todos los vectores de contribuciones margina-
les son imputaciones. En particular, si el juego es superaditivo, es cero-monétono,
y podemos asegurar que el valor, Sh(f), es una imputacién (individualmente
racional).

De la propia definicion de valor de Shapley, es evidente que cumple la propiedad
de la aditividad, puesto que también lo hacen los vectores de contribuciones mar-
ginales.

Teorema 5.56. (Aditividad del valor de Shapley)
Para cualesquiera dos juegos con grupos homogéneos, f, f' € HGM se cumple

Sh(f+ f') = Sh(f)+ Sh(f')

Ademaés, el valor de Shapley cumple también la propiedad del tratamiento
del tipo falso: si un tipo no aporta ningun beneficio adicional al resto de los
Jugadores, tampoco debe recibir ningin pago adicional.

Teorema 5.57. (Tratamiento del tipo falso) Sea un juego con grupos homogéneos
f € HG}. Si un tipoi € M es falso, es decir, si f(s+e')— f(s) = f (e') para
cualquier 0 < s <n —¢€', s € N, se cumple

Shi(f) = f (¢')

Es un tema abierto hallar una axiomatizacién del valor de Shapley analoga a
la conocida para los juegos cooperativos ordinarios, y que caracterice este valor.

El valor de Shapley del juego del mercado de los guantes

En el caso del juego del mercado de los guantes con dos tipos de guantes, se
puede obtener el valor de Shapley de forma explicita. Las férmulas se pueden
encontrar en Shapley y Shubik (1969), y son las siguientes, para el caso de un
juego con r guantes de la mano derecha y [ guantes de la mano izquierday r > [ :
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ol
1l
-

1 r—I !t
Shi(r,l) = 53— ?k_g (r4k)I(—k)!
k=l
Sha(rl) = 3+75 X wrbim

donde Shy(7,1) es el valor de Shapley que corresponde a cada jugador con un
guante de la mano derecha, y Shy(r,1) es el valor de Shapley que corresponde a
cada jugador con un guante de la mano izquierda.

Vamos a estudiar esta formula del valor de Shapley desde el punto de vista
de los juegos cooperativos con grupos homogéneos. Para ello, supongamos que
tenemos un juego del mercado de los guantes con n = (7,1) y 7 > | . Su funcién
caracteristica es:

[ (z,y) = min{z, y}.

Denominaremos Shy(r,l) al valor de Shapley de un poseedor de un guante
de la mano derecha, en la situacion mencionada, en que hay r guantes de la
mano derecha y [ guantes de la mano izquierda. Para calcular el valor de Shapley
podemos evaluar para cada camino cuanto vale la contribuciéon marginal al primer
tipo. De la forma de las curvas de nivel de la funcion, dicha contribucién al valor
de Shapley solamente sera positiva cuando el camino pase por un tramo horizontal
por encima de la bisectriz del primer cuadrante, y en ese caso la aportacion sera
exactamente 1. Un ejemplo de un tramo de esta clase se puede ver en la figura 5.9.

0 |1 2 |3
(r,!
0 |1 2 |13
0 1 2 3 |3 |3 (3
0 |1 2 2 (2 |2 |2
0 1 1 1 1 1 1
0 |0 |0 |O |O |O |O

(01[)
Figura 5.9: La malla entera entre (0,0) y (r,/) con un tramo sefialado
La funcion F (r,l), con r > [, indicara el nimero de tramos en la direcciéon

de €', por encima de la bisectriz del primer cuadrante, en todos los caminos que
haya entre (0,0) y (r,!). Podemos asegurar:
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(a) Caminos totales entre (0,0) y (r,1) : ("7,
(b) Tramos horizontales del total de caminos entre (0,0) y (r,!) : (r}H) - T,

(c) Tramos horizontales por encima de la bisectriz entre (0,0) y (z,z) :

F(z,2) = %(2;) B, (5.5)

(d) Relacion entre el nimero de tramos horizontales por encima de la bisectriz
que llegan a (r,1) con los que llegan a los puntos adyacentes:

Frh)=F(r-1L,)+F(r,l-1), (5.6)

puesto que si un camino llega a (r,1) debe proceder de uno de los puntos
adyacentes (y es necesario que r — 1> 1),

(e) El valor de Shapley para el primer tipo sera (r > [) :

F (r,1)
Shy(r, 1) = ,
RRGUR
mientras que para el segundo:
F(rl)
Sha(r,l) =1 — .
NGO

Si analizamos la expresion 5.6, podemos encontrar una ecuacién que permite
hallar el valor de F'(r,[) . Si escribimos la relacién de otra manera y utilizamos la
nocion de diferencia primera® respecto de la primera variable, Al o diferencia
segunda respecto la primera variable, A% tenemos:

F(r,)-F(r—-11) = F(r,l-1),
AF(r-=11) = F(r,l-1).

Y de la misma manera se llega a
AYF (r—=1,1)=F(r,0)=0

Si resolvemos la ecuacion en diferencias finitas de forma recurrente, con las condi-
ciones iniciales obtenidas de F' (z,z) = %(2:) -z, se puede obtener una expresion
para F' en funcién de 7 (y [).

20La diferencia primera en este caso, en que se trata de una funcién de dos variables, debe
indicar cuél es la variable respecto de la que se halla. Est4 expresado en el subindice. El
superindice sefiala el orden de la diferencia. Asi, A}F (r,l) = F (r+1,1) — F (r,1).
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Por ejemplo, las expresiones para los primeros valores de [ son:
F(r,0) = 0,
F(r,1l) = 1,
F(r,2) = r+4,

F(r3) = l1r*2-{-g:r°-+—]2,

2 2
_ 14 5, 43
F(r,4) = 5" +gr+ 3:r—|—32.

Estas expresiones se indican en la figura 5.10.

1

40| 187

38 |47 | 57

(0,0) r
Figura 5.10: Valores de la funcién F'(r,l) en la malla entera

La solucion para la relacion recursiva (5.6), con las condiciones de contorno
(5.5) y F(r,0) =0 es

rfr+1 r—1 & e
F(””‘E( . )_ 2 (r+k)’

k=0

como se puede comprobar por substitucion.

Por otra parte, si escribimos la relacién entre los valores de F, traducida a los
valores de Shapley, se obtiene:
Shy(r,1) = HSM(T -1,0)+ %E-Shl (r,l1 —1),
suponiendo que r —1 > [ > 1.
Los valores del valor de Shapley para el segundo tipo se obtienen por diferen-
cia, ya que

Sha(r,l) =1 — %Shl(r, 0).



Capitulo 6

Convexidad para juegos con grupos
homogéneos

El papel de la convexidad en los juegos cooperativos es sumamente impor-
tante. En esta clase de juegos, la retribucién neta para cualquier subconjunto de
agentes que actiian juntos, es decir, la evaluacion de la funcién caracteristica para
cualquier coalicion, es una funcién que presenta diferencias crecientes, lo que en
el lenguaje de la Optimizacion Combinatoria, una parte del anélisis discreto, se
denomina supermodularidad. Los juegos cooperativos convexos fueron introduci-
dos por primera vez por L. S. Shapley (1971) y forman una clase de juegos con
propiedades matematicas muy interesantes, asi como con implicaciones econémi-
cas importantes. Los juegos cooperativos convexos tienen siempre core no vacio
y éste coincide con el conjunto de Weber. Ademas en esta clase de juegos el valor
de Shapley se encuentra en el “centro” del core, y existen Population Monotonic
Allocation Schemes (Sprumont, 1990), dados por los vectores de contribuciones
marginales. No suele haber confusion con el término de convexidad del anélisis
matematico, ya que del contexto se deduce que se aplica a subconjuntos de las
partes de N. Por otra parte, como funciones discretas han sido estudiadas de
forma sistemética por Edmonds (1970), si bien una primera referencia se puede
hallar en Choquet (1955).

Para un juego cooperativo T.U. v, la convexidad exige que las contribuciones
marginales de cada jugador:

v(SU{i})—v(S) si t1¢SCN,
crezcan (aunque en sentido no estricto) si crece la coalicién S. Es lo que se de-

nomina el efecto de ‘bola de nieve’ y se demuestra que es equivalente a pedir
que

v(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT) paratoda S,7 C N.

165
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6.1 Funciones supermodulares y juegos convexos

Las funciones supermodulares, definidas sobre un reticulo discreto o no, per-
miten la unificacién de diversos conceptos de la economia. El mismo concepto
de magnitudes complementarias se puede estudiar desde este punto de vista, co-
mo hace Topkis (1998), quien analiza de forma sistemética la utilizacién de las
funciones supermodulares en diversos campos de la economia (y la matematica),
tales como los modelos de decisién 6ptima, los juegos no cooperativos, y los jue-
gos cooperativos. La funcion caracteristica de un juego cooperativo con grupos
homogéneos no es més que una funciéon discreta definida sobre un reticulo dis-
tributivo, y por tanto para estudiar el concepto de convexidad de los juegos y su
traduccién correcta a nuestro modelo, es necesario conocer lo que se entiende por
funcién supermodular.

Si f(z) es una funcién real definida sobre un reticulo (X, V, A), decimos que
es supermodular si

f(@') + f(z") < f(a'va") + f(z' Az") paratoda 2',z" € X.

Obsérvese que justamente es la definicion de convexidad para juegos coopera-
tivos, donde el supremo de dos elementos del reticulo (coaliciones) corresponde a
su unioén (SUT), y el infimo corresponde a la interseccion de conjuntos (SN T).
Bilbao (2000), en su estudio de las extensiones de los juegos a estructuras com-
binatorias, también utiliza las funciones supermodulares en conexién con la ex-
tensién de Lovéasz de un juego.

Extenderemos la nocién de convexidad a los juegos cooperativos con grupos
homogéneos. Podemos pensar, en primer lugar, que el enfoque correcto consiste
en considerar el reticulo de las coaliciones y definir la convexidad dentro de este
reticulo, lo que se denomina supermodularidad. Esta nocién, la supermodulari-
dad, también se puede denominar [l-convezidad (lattice convezity), o convexidad
sobre el reticulo. Desgraciadamente este enfoque no seré satisfactorio para ex-
tender la nocién de juego convexo, y por tanto deberemos dar otra definiciéon mas
adecuada de convexidad.

Por ello el concepto de juego supermodular se va a definir de una forma mas
formal.

Definicién 6.1. Sea (M, n, f) € HGJ un juego cooperativo con grupos homogéneos.
El juego f es supermodular si

f(8)+f(t) < f(sVt)+ f(sAt) para toda coalicion s,t € L™

donde (s At), = min{s;t;} y
(s Vt), = max{s;,t;} para todo i € M.
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Esta definicion corresponde a la definicion de una funciéon supermodular defini-
da sobre el reticulo L.

Desgraciadamente, no es aceptable en nuestro contexto como equivalente a
la convexidad de los juegos cooperativos. Para verlo es suficiente con analizar el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.2. Consideremos el juego siguiente, con 2 grupos homogéneos y dos
jugadores de cada grupo, es decir, con M = {1,2} y n = (2,2), que vale

f(L,1) =6, f(1,2)
f(2,1)=8, f(2,2)

y 0 para las restantes coaliciones.
St indicamos los valores de la funcion caracteristica en la malla correspon-
diente, se obtiene la figura 6.1.

Il

8,
10,

0
(0,2)f (1,2)
0
(0,1)] (1,1)] (2,1)
0 0 0
(0,0) (1,0) (2,0)

10

2,2)

6
(
6
(

Figura 6.1: La malla entera entre (0,0) y (2,2) con los valores del juego del
ejemplo 6.2

Resulta que es supermodular, pero en cambio tiene core vacio, ya que un punto
de core, (z1,22), debe verificar:

Ty+xy =2 6
2x1 4+ 2z = 10

que son incompatibles.

Ademas, para el caso en que M = {1}, es decir, solamente hay un tipo de
Jugador, cualquier funcion definida sobre N es supermodular, ya que

fla)+[y) < flevy)+flzAy)

porque el maximo y el minimo de dos nimeros seran forzosamente uno y el otro.
Tenemos, pues, juegos cooperativos con grupos homogéneos cuya funcién carac-
teristica es supermodular (todas lo son) y en cambio ni siquiera son monétonos
ni tienen conjunto de imputaciones.
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El motivo por el cual un juego supermodular como el del ejemplo 6.2 tiene
el core vacio es justamente el siguiente: si examinamos una fila en la malla,
por ejemplo la que une los puntos (0,1),(1,1) y (2,1) se ve claramente que el
incremento al pasar desde (0,1) a (1,1) es f(1,1) — f(0,1) = 6 — 0 = 6, mientras
que al pasar desde (1,1) a (2,1) es f(2,1) — f(1,1) = 8 — 6 = 2. Como vemos, el
incremento que se produce no es creciente al crecer el “tamano” de la coalicion.

Este es el motivo de que fallen cuestiones tan elementales: la supermodulari-
dad no es suficiente para asegurar que se cumplan las propiedades de los juegos
convexos. Por ello vamos a introducir otro tipo de funciones, que ademas de
ser supermodulares tengan otras caracteristicas adicionales, como veremos en las
diversas caracterizaciones.

6.2 Funciones f-convexas en N

Ya hemos visto que la extension a través de las funciones supermodulares
en el reticulo de las coaliciones en los juegos con grupos homogéneos no posee
las propiedades que tienen los juegos cooperativos ordinarios convexos. Por ello
vamos a estudiar otro enfoque, que sigue de forma mas cercana el conjunto de
los posibles jugadores dentro de las coaliciones, y serd denominada f-converidad.
Indicara el hecho que expresamos todas las posibilidades de descomposicién de
la suma de dos coaliciones (full decomposition). Se trata de una nueva definiciéon
de convexidad para los juegos cooperativos con grupos homogéneos, que coincide
con la supermodularidad si nos acercamos a un juego cooperativo ordinario (con
tantos tipos distintos como jugadores), como en el primer enfoque, pero que
resulta mucho mas adecuado cuando se aplica a los grupos homogéneos.

Ademas este nuevo concepto de convexidad permite resolver de forma satisfac-
toria una observacion que hace Shapley (1971), sobre la inadecuacion, en algunos
casos, de las funciones convexas en el sentido del analisis clasico cuando se aplican
a definir juegos cooperativos. Por ello veremos la relaciéon que se puede senalar
entre la convexidad de una funcién real de una variable y la traslacion de este
concepto a las funciones de varias variables, que ser4 la f-convexidad.

Definicién 6.3. Sea f : N® — R, una funcion definida sobre la malla entera. La
funcion f es f-convexa o full-convex si

para todos  x,y,z,t € N" tales que
X+y=z++t, con
z <x<t,
z<y<t,
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se cumple

fx)+ )< f(z)+f(¢).

Hay que hacer notar que en la definicién de funciéon f-convexa, x e y pueden
ser iguales.

La intuicion que hay detrés de esta definicion es justamente que la suma de dos
coaliciones (dos vectores) se puede dividir en dos partes, de forma que una parte
debe ser menor que las dos y la otra mayor que ambas; y que en este caso se debe
cumplir una desigualdad del tipo de la que se pide para los juegos cooperativos
convexos ordinarios. Ademas esto debe ser asi para todas las descomposiciones
posibles.

Obsérvese, en primer lugar, que la extension de esta definicion desde la malla
de los naturales a Z™ es inmediata, y que también, por otra parte, esta definicion
se puede extender a funciones de R™, o definidas sobre un subconjunto de R™.
Esta extension permitira responder a un comentario que Shapley (1971) pone a
pie de pagina.

Shapley (1971) en su articulo Cores of Conver Games, en el que introduce
el concepto de juego cooperativo convexo, sefiala que algunos juegos convexos se
pueden generar a partir de funciones convexas, como veremos a continuacion.

Los juegos v definidos por

v(S)=f(u(S)), paratodoS C N,

con i una medida sobre el conjunto de las coaliciones, y f una funcién real que
cumple f(0) = 0, resulta que son convexos (en el sentido de los juegos coopera-
tivos) si f es una funcién convexa (en el sentido de las funciones). Todo juego
de este tipo es convexo, si bien no todos los juegos convexos se pueden describir
de esta manera con una funcién f y una medida y adecuadas. La medida yu se
puede interpretar como la distribucion inicial de unos recursos entre los jugado-
res, mientras que f es una funcién de producciéon que se valora sobre el total de
los recursos aportados por todos los jugadores. Shapley sefiala en una nota:

Curiously, if f is a function of several variables and p is a vector
of measures, then convexity of f does not imply convexity of v, or
even superadditivity. Indeed, in the case of a homogeneous function
f(Az) = Af(z), it is concavity of f, not convexity, that implies
superadditivity of v.

Nuestra nueva nocion de convexidad permitira resolver el problema que indica
el comentario de Shapley, ya que si la funcion es full-convex (nocién extendida a
funciones definidas sobre un subconjunto de RT'), se puede asegurar que el juego
resultante sera convexo.
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Podemos buscar la relacion entre la f-convexidad y la supermodularidad, y
para ello recordar en primer lugar la definicién de funcién supermodular sobre el
reticulo de la malla entera.

Definicién 6.4. Sea f : N* — R, una funcion definida sobre la malla entera. La
Juncion f es supermodular si

fE)+fy) L fxVy)+ f(xAy) para todo par de vectores x,y € N™,
donde (xAy),= min{z;,y;} y
(x Vy), = max{z;,y;} para todoi € {1,2,...,m}.
Ahora es obvio que la f-convezridad implica la supermodularidad, ya que si

tomamos t y z definidas por

t; = (xVy),=max{z;y}, paratodo i€ {1,2,..,m},
2z = (xAy),=min{z;,y;}, paratodo i€ {1,2,..,m},

las condiciones de f-converidad implican las condiciones de supermodularidad o
l-convezidad.

Estas dos nociones no son equivalentes, como se puede observar en el ejem-
plo 6.2, donde la funcién es supermodular, pero no f-convexa.

Podemos ahora dar una caracterizaciéon equivalente a la f-convexidad, que
después analizaremos a la luz de lo que se denominan diferencias crecientes (in-
creasing differences).

Teorema 6.5. Sea f : N* — R, una funcion definida sobre la malla entera. Las
sigutentes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es f-conveza,
(ii) Ay f (x) > 0, para todo x EN™, y todo 7,5 € {1,2,...,m}, !

(iii) f(x+e')— f(x) < f(y+¢€)— f(y) para todo x,y € N™, tal que x <y,
y todo i € {1,2,...,m},

(iv) f(s+r)—f(s) < f(s+r+7r')— f(s+71) para todo r,r',s eEN™,
(v) f(s+r)—f(s) < f(t+r)— f(t) para todo r,s,t EN™, tal que s < t.
Demostracién:
(i)— (ii)

La condicion (ii) es

fx+e+e)—f(x+e)—f(x+el)+f(x)>0,

'Aijf(s)=f(s+e' +e)—f(s+e')—f(s+el)+ f(s) es la diferencia segunda, definida
sobre la malla entera. Obviamente es posible que ¢ y j sean iguales.
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que se puede poner como
fx+e)+f(x+e€)<fx)+f(x+e +¢e)

para cualquier par de indices 7, j € {1,2,...,m}, y para cualquier x € N™.
Pero justamente, para todo x eN™, y todo ¢,j € {1,2,...,m},

(x+€)+ (x+e) =x+ (e +x+¢€),

y , . :

Xx < x+e < x+e+¢

x < x+e < x+ei+el,
con lo que, aplicando la f-convexidad el resultado esta4 probado.
(ii)—(iii)

La condicion (ii),
Ajf(x)=f(x+e+e€)—f(x+e)—f(x+e)+f(x)>0

se puede aplicar a diversos valores i y j.
Si tenemos en cuenta que y = x+e’ +e’2+...+e’ y aplicamos repetidamente
la condicién (ii), tenemos:

0
0

 fxt+et+et) - f(x+e)—f(x+e)+ f(x)
f(x+e+e +e?)— f(x+e +eh)— f(x+el +e)+ f(x+eh)

>
>
hasta obtener:

fxte+el+..+e&)— f(x+e +el +..+er1)
—f(x+e'+. . . +er)+ f(x+el+...+e1) > 0.

Al sumar estas desigualdades se convierte en:
fx+e+e'+..+e") - f(x+e€) - f(x+e’+..+e")+ f(x) >0,
y, en resumen, tenemos la desigualdad deseada:

fx+e)—fx) < fly+e)-f(y).

(iii)— (iv)

Considérese que el vector s es X, y que s +r' = y. Dado que r’ > 0, resulta
ser x <y.

Ademaés podemos descomponer el vector r en sus componentes:

r=2vr*,;ei > 0.

1eEM
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Entonces, podemos asegurar la desigualdad paso a paso, puesto que r = e’! +
e + .. +elr:

f(s+eh)—f(s) < f(s+r'+e)— f(s+7)
f(s+e" +e?)—f(s+e?) < f(s+r'+e’+e?)— f(s+r +e)

hasta obtener
fs+r)—f(s+r—e€") < f(s+r'+r)— f(s+r' +r—¢)

y sumando se obtiene el resultado deseado.
(iv)— (v)
Dado que s < t, podemos denominar r' =t — s > 0, con lo que aplicando la
condicién (iv) se obtiene inmediatamente la desigualdad deseada.
(v)— (i)
Considérese x,y,z,t € N*, talesquex+y=2z+t,y

z<x<t, y z<y<t.
Si tomamos r =y — z > 0, y aplicamos la condicién (v) a z < x, se obtiene:
flz+r)=f(z) < fx+r) - f(x).
Pero, z+r=y y x+r=x+(y —z) =t , con lo que nos queda
fy)=f=) < f(t)—f(x),

que es precisamente la condicién de la f-convexidad.
O

La condicién (ii) se traduce, para el caso de funciones definidas sobre R”
y continuamente diferenciables dos veces, en que todas las derivadas parciales
segundas sean no negativas, en cualquier punto del dominio.

Condiciones similares a la condicién (iv) han sido analizadas entre otros con-
textos, para funciones de costes. Sharkey (1982) utiliza, para una funcién de
costes C' de una empresa con miultiples outputs, y que por tanto estad definida
sobre RY', la siguiente condicion:

C cumple la complementariedad de costes (cost complementarity) si

Cz+2)—-C(z)>2C(z+y+2)—C(z+y)

siempre que z,y,z > 0.
Vease que esta desigualdad es justamente la contraria a la que est4 establecida
en la condicion (iv). Se trata de funciones de costes.
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La condicién (v) corresponde a lo que se ha denominado “efecto de bola de
nieve”, puesto que lo que indica es que anadir un vector r es mas productivo
(arrastra méas producto) si se afiade a vectores mayores, es decir, los incentivos
para unirse crecen cuanto mayor es el vector al que se unen. En la teoria de los
juegos cooperativos esta es una propiedad muy importante de los juegos convexos
(snowballing o bandwagon effect). Por otra parte, la condicion (iii) expresa este
mismo efecto en términos de los vectores unitarios. En otras palabras, la funcién
es f-convexa si tiene incrementos marginales crecientes respecto a los vectores
unitarios.

Vamos a recordar ahora la definicién de funcién convexa para funciones de
una sola variable entera, y veremos como se relaciona con nuestra definicion de
funcion f-convexa:

Definicién 6.6. Sea f : N — R, una funcion definida sobre los nimeros naturales.
La funcion f es convexa si

fin+1)=f(n) < f(n+2)— f(n+1) para todo nimero natural n € N.

Lo que expresa esta definicion es justamente que las diferencias entre los
valores consecutivos crecen. Es posible dar una deficién equivalente en términos
de las diferencias finitas segundas, y la condicién resulta en que las diferencias
segundas sean positivas.

Del teorema 6.5 queda claro que para las funciones definidas en N, la f-
convexidad es la condicién de convexidad usual, puesto que si analizamos la
condicion (iii) de dicho teorema y tenemos en cuenta que si m = 1, hay un tinico
vector en la base candnica de R, dicha condiciéon es exactamente la definicion de
funcién convexa.

Como consecuencia de la definicion, es facil demostrar que si f es una funcion
convexa sobre N, se cumple:

n-—r

f(r) <

f(0)+ %f (n) para m,n €N con r < n. (6.1)

Esta propiedad serd de utilidad cuando hallemos otras condiciones equiva-
lentes a la f-convexidad.

Otras caracterizaciones de la f-convexidad seran las que nos ocupen ahora,
relacionadas con la supermodularidad, donde se puede ver con claridad que la
f-convexidad consiste en la supermodularidad afiadiéndole algunas condiciones
adicionales.

Teorema 6.7. Sea f : N* — R, una funcién definida sobre la malla entera. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) f es f-conveza,
(ii) f(x+y) es supermodular en (x,y) € N™ x N™.

Demostracién:

(i) — (ii)
Consideremos dos pares (x,y) y (x/,¥’). Como la f-convexidad implica la
supermodularidad, podemos aplicarla a los vectores x +y y x' +y', con lo que

tenemos:
f+y)+fE+yY) < flx+y)vE +y))+flx+y)A X +Y)] (6.2)

Por otra parte, podemos observar que x Ax' < x < xVx' y andlogamente
para x'. De la misma manera también tenemos que yAy <y <yVvy vy
analogamente para y'.

Por ello, podemos escribir las siguientes desigualdades:

xAX)+(yAY) < x+y < (xvx)+(yVvy),

(xAX)+(yAY) £ x'+y < (xVvx)+(yVYy),
que permiten alcanzar las desigualdades siguientes:

(xAX)+(yAY) £ x+y) V(' +y) < (xvX)+(yVy),

xAX)+(¥AY) £ (x+y)AEF+Y) < (xvx)+(yVy). (6.3)

Pero se cumple que
[(xvx)+(yVY)]+[xAX)+ (¥ AY) = x+x)+ (¥ +Y),
y también
[(x+y) vV (X+y)]+ [(x+¥) A X+Y)] = (x+y) + (X'+Y'),

por lo que estamos en condiciones de aplicar la f-convexidad de la funcién f, al
tener en cuenta las desigualdades de (6.3):

flE+y)VE+Y))+ f(x+y) A E+y)] < (6.4)
FlGevx)+(y VY + FI(xAX) + (y AY')] '
Si ahora unimos las desigualdades dadas por (6.2) y (6.4), obtenemos la condi-
cion de supermodularidad de la funcién f (x +y) en (x,y), porque

(x,y)V(x,¥) = (xvx,yvy')
(xy)AX,y) = xAX,yAY').
(i) — (i)
Si f(x+y) es supermodular en (x,y), haciendo que y = 0 obtenemos que
la funcién f (x) es supermodular en x.
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Consideremos ahora vectores x,y,z,t € N™ tales que x +y = z + t, con
z<x<tyz<y<t.
Por una parte, si tenemos en cuenta la supermodularidad de f,

fER)+fy)SfExEVY)+f(xAY);

y por otra, podemos aplicar la supermodularidad de f(x+y) en (x,y) a los
pares

(z,(xAy)—2) vy (xVy,0).
Entonces se obtiene, dado que z < (xVy)y0< (xAy)— 2z, que

fxVy)+fxAy) S flxVy)+xAy) -2+ f(z+0)=f(t)+ f(2),
lo que acaba la demostracion. O
Podemos ahora dar una caracterizaciéon de las funciones f-convexas en térmi-
nos de la convexidad de cada variable.

Teorema 6.8. Sea f : N* — R, una funcion definida sobre la malla entera. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es f-conveza,

(ii) f es supermodular y

f es conveza en cada variable x;, para cada i € {1,2,...,m}.

Demostracién:
(i) — (ii)

Hemos visto que la f-convexidad implica la supermodularidad. Ademas, si
mantenemos constantes todas las variables menos una, la condicion de f-convexidad
asi restringida es la convexidad sobre una variable.

(if) — ()

En todo punto x €N™, podemos observar que si 7 # j, ,j € {1,2,...,m},la

supermodularidad implica:

fx+e)+f(x+e) < fx)+f(x+e +e),

porque (x +€') V (x+€) =x+e' +e’ y también (x +€') A (x +¢) = x.
Ademas, si f es convexa en cada variable x;, se cumple (ver definicién 6.6):

fx+e€)—f(x)<f(x+2€")—f(x+e€),

para todo ¢ € {1,2,...,m}.
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Ambas desigualdades se pueden resumir en que
Ayif (x) >0, paratodox €N", ytodoi,je€{1,2,..,m},

que si observamos la caracterizacion (ii) del teorema 6.5, permite finalizar la
demostracion. O

Ademés, las funciones f-convexas forman un cono para las operaciones usuales,
lo que permite obtener nuevas funciones f-convexas a partir de otras, como se
senala en la siguiente proposicion, que damos sin demostracion.

Proposicién 6.9. Sean f,g : N* — R, funciones definidas sobre la malla entera
f-convezas. Entonces:

1. f+ g es una funcion f-conveza.

2. S5i A € R es una constante positiva, A\f es una funcién f-conveza.

Podemos ahora observar algunos ejemplos de funciones f-convexas.

Ejemplo 6.10. Consideremos la siguiente funcion de tipo Cobb-Douglas, definida
sobre N?:

flz,y)=z-y.
Es una funcion supermodular y conveza en cada variable (de hecho, lineal),

suponiendo la otra constante. Se trata, por tanto, de una funcidn f-conveza.
En cambio, como es sabido, no es una funcion ni cdncava ni convera en RT.

Ejemplo 6.11. Consideremos la siguiente funcion de tipo Cobb-Douglas, definida
sobre N™ :

Ot
m 3

T (21,22, 00s @) = A 2] - 252 -0 2
con A>0yo 20 (i =1,2,..,m). Es un resultado bien conocido que las
Junciones de este tipo son supermodulares (véase, por ejemplo, Topkis (1998)
ejemplo 2.6.2), y si consideramos la funcidn de cada una de las variables, es
conveza st y solo st o; > 1, (i =1,2,..,m).

Por tanto, las funciones Cobb-Douglas son f-convezas si y solo si c; > 1
& =1,2.5,m);

Ejemplo 6.12. Las funciones del mercado de guantes generalizado:
f (L'L‘I, T, ...,Im) = min {3}1,.'352, ...,.’Bm} 3

no son f-convezas sobre N™, puesto que, aunque son supermodulares, no son
convezas en cada variable: llega un momento en que el incremento que se produce
al aumentar una unidad en una direccidn es nulo. De hecho es una funcion
concava.
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Cuando analicemos juegos cooperativos con grupos homogéneos, deberemos
restringirnos al reticulo de las coaliciones, es decir a la parte de la malla entera
comprendida entre 0 y n. Esta malla es la que hemos denominado L}'. Este
tipo de funciones, las funciones f-convexas, seran las que permiten extender el
concepto de juego convexo para juegos cooperativos ordinarios a los juegos con
grupos homogéneos.

6.3 Juegos convexos con grupos homogéneos

Puesto que la definicion de funcién supermodular sobre el reticulo es insufi-
ciente para asegurar que se conservan las propiedades de la convexidad, debemos
dar otra definicién de juego convexo, dentro de nuestro modelo de los juegos con
grupos homogéneos. Sera justamente la que utiliza las funciones f-convexas sobre
la malla. La siguiente definicion tiene en cuenta las diversas posibles descomposi-
ciones de la suma s + t.

Definicién 6.13. Sea (M, n, f) € HGM un juego con grupos homogéneos. El juego
f es convexo si
para todo s,t,u,v € L' tales que
s+t=u-+v, con
v<t<nu,
v<s<nu,

se cumple

f(s)+f(t) < fu)+f(v).

Obsérvese que si la funcion f es f-convexa sobre N™, al restringirla a la ma-
lla L]} se siguen cumpliendo las condiciones de su definicién, por ello el juego
cooperativo que se obtiene es convexo, seglin nuestra definicion.

Ademas téngase en cuenta que en la definicion de juego convexo es posible que
la suma s + t esté fuera de la malla L7, y que la igualdad se debe cumplir, even-
tualmente, fuera de ella, ya que tan sélo se pide que los vectores que intervienen,
s,t,u,v estén en la malla.

Obsérvese que si el juego con grupos homogéneos (M, n, f) es convexo, en-
tonces el juego cooperativo T.U. ordinario asociado (N, wy) es convexo en el senti-
do de los juegos cooperativos, ya que para cualquier par de coaliciones S,7 C N,

el valor del juego wy es:
wy(S) = [(s),

donde s; = #|SNN'|, para i € M y asimismo wy(T) = f(t), con t; =
#|T N N'|, para i € M.
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Para ver que el juego es convexo se debe probar que
ws(S) +wy(T) S wp(SUT) +wg(SNT) paratoda S, T CN,

pero entonces, S U T corresponde a un vector u, donde u; = #|(SUT)N N*|,
para i € M,y SNT corresponde a un vector v, de forma similar, y ademaés,
s+t=v-+u

Por tanto si se aplica la definicion de la convexidad del juego (M, n, f), resulta
la convexidad del juego wy.

Veamos ahora un ejemplo de un juego con grupos homogéneos que es equili-
brado, pero que no es convexo:

Ejemplo 6.14. Consideremos el juego del mercado de los guantes con dos guantes
de cada clase. Los valores de la funcion caracteristica son los que se senialan en
la figura 6.2:

0 1 2
(0,2) (1,2)] (2,2)
0 1 1
(0,1)] (1,1)] (2,1)
0 0 0
(0,0) (1,0) (2,0

Figura 6.2: Valores del juego del mercado de los guantes entre (0,0) y (2,2)

Se trata, como hemos visto, de un juego equilibrado (ver el ejemplo 5.38),
pero sin embargo no se trata de un juego convexo, puesto que si consideramos los
vectores (1,1) y (1,1), y su descomposicion en (0,1) y (1,2), resulta que

FLD)+ (L) £ £(0,1)+£(2,1).

Las condiciones que hemos encontrado equivalentes a que una funcion sea f-
convexa siguen siendo vélidas, imponiendo que todos los vectores que se evaliian
estén en la malla £}'. Mas adelante veremos algunos ejemplos de aplicacién de
las condiciones que caracterizan la convexidad.

En el contexto de los juegos cooperativos estdndar, la convexidad coincide con
la supermodularidad, ya que en un juego cooperativo ordinario, el vector n = eM,
es decir n; =1, para todo i € M.

Por ello, si se consideran dos coaliciones s,t € N* s, t < n, debe ser for-
zosamente 0 < 5; <1y 0 <1 <1,y por ello hay una tnica descomposicién
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posible de la suma

s+t=u-+tv, con
0<v<t<uc<n,
0<v<s<u<n,

que sera con u y v definidas por

u; = (sVt), =max{s;t;}, paratodo i€ M,
v; = (sAt), =min{s;1}, paratodo i€ M,

ya que:
si(s+t),=2debesers;=1yt=1,conloqueu; =1y v =1;

si (s+1t), =1debesers; =1yt =0, (oal revés) con lo que v; = 0 y por tanto
Y= 1

ysi(s+t),=0,debesers; =0yt =0, conlo que »; =0y por tanto u; = 0.

En suma, la condicién de f-convexidad se transforma en la condicién de su-
permodularidad.

Tanto la supermodularidad como la convexidad son conceptos cerrados frente
a la suma de juegos y el producto por un escalar positivo. Por tanto, el conjunto
de los juegos cooperativos con grupos homogéneos que cumplen la f-convexidad
forman un cono convexo, al igual que los juegos supermodulares.

6.4 Caracterizacion de los juegos convexos con gru-
pos homogéneos

La definicion de la f-convexidad permite preservar alguna de las propiedades
agradables que presentan los juegos convexos, como se deduce inmediatamente
de las caracterizaciones de las funciones f-convexas.

Proposicién 6.15. Sea (M,n, f) € HGM un juego con grupos homogéneos. Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es convezo,

(ii) f(s+e')—f(s) < f(t+e')— f(t) para todo s,t € LT,
tal que 0 <s <t <n-—e', ytodoi € supp(n),
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(iii) f(s+r)— 1 (s)
tal que 0 <s<

< f(t+71)— f(t) para todo s,t,r € L],
t<n-r.

Esta caracterizacion expresa lo que ya hemos comentado, el efecto de “bola de
nieve”, que indica que para una coalicion es més interesante unirse a una coalicién
grande que a una pequena, ya que la perspectiva de las ganancias asociadas es
mayor. La condicién (ii) lo expresa en términos de de los vectores unitarios,
mientras que la condicién (iii) lo expresa en términos agregados.

Podemos analizar ahora un ejemplo de juego con grupos homogéneos que no
es convexo.

Ejemplo 6.16. Consideremos el juego de cinco jugadores de dos tipos distintos
dado en el ejemplo 5.4, con M = {1,2}, n = (3,2), es decir, 3 jugadores del tipo
1 y 2 del tipo 2. Los valores de su funcion caracteristica son los siguientes:

f(3,1) =8, f(3,2)=12, f(2,2)=10, y 0 en el resto de los casos.

La figura 6.8 indica las coaliciones y sus valores.

0 10 112
1,2)[ (2,2)| (3,2)
0 0 8
1,1)[ (2,1)] (3,1)
0 0 0
1,0) (2,0) (3,0)

(0,2)

(0,1)

(0,0)

Figura 6.3: La malla entera entre (0,0) y (3,2) con los valores del juego del
ejemplo 5.4

Si se analizan las contribuciones marginales, se observa que éstas no son
crecientes, puesto que el incremento que se produce al pasar desde (1,2) a (2,2)
es 10, mientras que el incremento de (2,2) a (3,2) es solamente de 2.

Si modificamos el valor de la coalicion (3,2), ésta debe ser como minimo de
20 para asegurar que tenemos un juego convezo.

Para juegos convexos con grupos homogéneos, demostraremos después la
condicion estandar de la convexidad, es decir la igualdad entre el conjunto de
Weber y el core.

Antes de proceder a probar el principal resultado de esta seccion, necesitamos
un lema técnico sobre sucesiones de niimeros reales.
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Lema 6.17. Seaa; < ap < ... < a; una sucesion finita de nimeros reales. Entonces

.

] k
zaif .Za,i para todo j =1,2,...,k.
i=1 i=1

Demostracién:
Procederemos por induccion sobre k.
Si £ = 1 no hay nada que probar, ya que tenemos la igualdad.
Supongamos que la afirmacion se cumple hasta k — 1, y tomese

a; < ap < ... < .

Por la hipétesis de induccién, tenemos

J . k-1
J g -
Eaisﬁxaf paxa_y-l,?,...,k—l.

i=1 i=1

Si manipulamos esta desigualdad obtenemos:

J k—1 J
k-ZaiSj-Zai+Zai para j=1,2,...,k—1,
i=1

i=1 i=1
que se puede minorar

k—1 k
Sj'zai+j'ak=j'zaf paraj=1,2,...,k—1.

1=1 =1

El caso de que j = k es una simple igualdad. 0O

Teorema 6.18. Sea (M, n, f) € HGY un juego cooperativo con grupos homogéneos
convezo. Entonces, todos los vectores de contribuciones marginales estdn en el
core, es decir,

m” (f) € Core(f), para toda w€ S(n).

Demostracién:
Para cada multipermutacion 7« sobre n, tenemos su cadena de coaliciones
asociada:
w w T
sT<sT<...<s,
o T T X ¥ . .
consg=0,s; =n y sj—s]_;=e paraalgin i€ supp(n).
La cardinalidad de cada coalicion s se denotard por s = Y s;. Ademas, la
‘ iEM
coalicién CH la denotaremos por s}"' si en la cadena dada por 7 se cumple que

X ™ — !
Sj—Sj_l-e.
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De la notacién previa de los vectores de contribuciones marginales hemos
definido el conjunto

RT ={je{1,2,...,n}|s] —s]_, =¢'},

que indica los lugares de la cadena en los que ha introducido el tipo i.

La cardinalidad de este conjunto es #RI = n;, y los elementos de R; se pueden
ordenar: r} <r?<...<rM

El vector de contribuciones marginales m™ (f) € R**?P(™) est4 definido por:

mf (f)=— 3 [f(]) = £ (5}-1)],  para cada i € supp(n).
' jERT

En lo que sigue el superindice 7 serd suprimido si no ha lugar a confusién.
Para cada coalicion t, consideremos el siguiente proceso iterativo para obtener
una cadena de coaliciones desde 0 a t :

1. Definimos la coalicién que ocuparé el lugar ¢ (recordemos que t = Y ¢;):
iEM

w;=1t

y buscamos el primer lugar en la cadena de la multipermutacién 7 que
supere la coalicion t :  j(t) = min{j € {1,2,...,n} | w; <s;}.

Este indice j(t) € R; para algin i € supp(n).

2. Se define entonces la siguiente coalici6n en la cadena, la que se obtiene
restando a w;, el vector que nos indica R;: tenemos w,_; = w,—e’. Podemos
escribir w; = wy, donde el superindice i € supp(n) expresa que la diferencia
entre w; y w;_; es precisamente e'.

3. Para esta coalicion buscamos el primer lugar de la cadena 7 que la supera,
y que sera, claramente anterior al que hemos encontrado en el paso anterior,
etc. y proseguimos recursivamente hasta llegar a que wy = 0.

Por construccion wj < Sj(k)y ¥ Wk—1 < Sj(k)-1-

Hemos construido una sucesién de coaliciones wy < w; < ... < wy, tales que
(a) wo=0,w; =t
(b) wi — wi_; = €', para j(k) € R;,
(€) Wi <8jk), ¥ We—1 < Sj(k)-1,

(d) sjw) — sjm-1 =€,
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(€) sjk) — Sj(k)-1 = Wi — W1, ¥

f Sik) < Skt si k < k.
7 (k) J(k'")

Estamos ahora en condiciones de comprobar que se cumplen las condiciones
del core para cualquier coalicién? t € L7 :

Tot= Z t’Z f(s5) = f (sj-1)]- (6.5)

i€supp(n) JER.

Por el lema previo 6.17, podemos minorar la expresion anterior por la suma de
los primeros sumandos (dado que el juego es convexo, los sumandos son crecientes)
y la expresion (6.5) se convierte en:

> DI (si) = fsimn)]-

i€supp(n) jJER;
2 i
J<r;

Teniendo en cuenta que cada s; corresponde a una s;(x), y usando que el juego
f es convexo,

f (s50) — f (8i0)-1) = F (wi) — f (W),

y por tanto:
t
T2 Y [ (wWi) = f (wiet)] = £ (8).
k=1
Dado que la coalicién t es cualquiera, el resultado queda probado. O

Como consecuencia de este hecho, queda claro que para un juego convexo f
los vectores de contribuciones marginales pertenecen al core, es decir,

Web(f) C Core(f).

Por otra parte, la inclusién contraria se da para cualquier tipo de juego con grupos
homogéneos, y por ello podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 6.19. Sea (M,n, f) € HGM un juego cooperativo convezo con grupos
homogéneos. Entonces, se cumple

Web(f) = Core(f).

?Recuérdese que t es la proyeccién de t sobre el espacio R**PP() | es decir, conservar sola-
mente los tipos realmente existentes.
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Desgraciadamente no se trata de una caracterizacion, puesto que es posible
tener la igualdad anterior sin necesidad de que el juego sea convexo, a diferencia
de lo que ocurre con los juegos cooperativos ordinarios. Para ello basta con
recordar el ejemplo 5.47 de un mercado de los guantes con dos guantes de cada
mano. Hemos visto que (excepto en casos degenerados) los juegos del mercado
de los guantes no son convexos porque la funcién no es f-convexa.

Por otra parte, en el capitulo anterior hemos visto las relaciones de inclusion
entre el core y el conjunto de Weber de un juego con grupos homogéneos f, y
el correspondiente juego de los tipos v}“’, que corresponden a los teoremas 5.17 y
5.48. Estos teoremas se pueden resumir en la siguiente cadena de inclusiones:

(%(f) C Core(v}') C Web(v}') C m)

Para los juegos convexos con grupos homogéneos, las inclusiones se convierten
en igualdades. De hecho, el juego asociado de los tipos es también convexo.
Podemos expresarlo en forma de proposicion.

Proposicién 6.20. Sea (M, n, f) € HGM un juego cooperativo convexo con grupos
homogéneos, y (supp(n),v}’) el juego cooperativo asociado de los tipos. Entonces
se cumple que

— ————

Core(f) = Core(v}) = Web(v}') = Web(f).

Esta proposicién justifica que, al estudiar el core de un juego convexo con
grupos homogéneos, tan solo sea necesario encontrar el core del juego de los
tipos, ya que coincidird con él (modificado por la transformacioén ™).

En este caso, puede ser muy conveniente (desde el punto de vista computa-
cional) el hallar el valor de Shapley del juego de los tipos, ya que aunque no
coincida forzosamente con el valor de Shapley del juego, es seguro que el va-
lor de Shapley del juego de los tipos estara en el core del juego, transformado
convenientemente.

El modelo actuarial del reparto del coste de la solvencia

Podemos revisar de nuevo el modelo actuarial de los Solvency cost share
games, del cual se ha analizado un ejemplo numérico, el ejemplo 5.9, cuyo core
se representa en la figura 5.4. Si se observa dicha representacién, se puede ver
que las tnicas restricciones que proporcionan las paredes del core corresponden
justamente a las del juego de los tipos asociado. Esto es debido a que, se tra-
ta de un modelo de juegos cuyas funciones son f-convexas, como vamos a ver a
continuacion.

Para ello vamos a enunciar un lema, en el que se relacionan las funciones sobre
el cuadrante R con las funciones definidas sobre la malla N™,
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Proposicién 6.21. Sea f : R — R, una funcion definida sobre el primer cua-
drante y de clase C?, es decir, diferenciable con continuidad dos veces en todos
los puntos del dominio, y

8 f
a.’l?;‘ sz

>0 para cualesquiera i,j € {1,2,...,m}

en todos los puntos del dominio.
Entonces, la funcion f es f-convera sobre N™.

Demostracién:

Si una funcion presenta derivadas parciales segundas positivas o nulas para
indices distintos es supermodular en el reticulo R7', como sefiala Topkis (1998)
(seccion 2.6).

Por otra parte, N™ es un subreticulo de R, y por ello la funcién f es super-
modular en N™.

Ademaés en cada variable la derivada segunda

2
-g—é;-z{) para i € {1,2,...,m},
es positiva en todos los puntos. Por tanto, en cada variable, la funcién es convexa.

Si consideramos la funcion restringida a N™, tenemos que es convexa en cada

variable, y por el teorema 6.8, la funciéon f es f-convexa sobre N, a

Dentro del estudio de las funciones definidas sobre conjuntos parcialmente
ordenados, se define la condicién de funcién que tiene increasing differences. Es-
ta condicion, aplicada a funciones diferenciables dos veces y definidas sobre RT,
corresponde a la que hemos senalado de las derivadas parciales segundas (cuando
se refiere a indices distintos). Resulta equivalente a la condicién de supermodu-
laridad y se trata de una condicién muy utilizada en el contexto de las funciones
de utilidad para un sistema de productos complementarios.

Consideremos ahora de nuevo el modelo de reparto del coste de la solvencia
(Solvency cost share games). La funcion correspondiente es la que figura en la
pagina 118:

i=m
f('f"l'} 52y 0eny Snl) — 3 Z 5;0; —

i=1

Se trata de una funcién con las derivadas parciales segundas positivas en
cualquier punto. Por tanto, aplicando la proposicion 6.21 se trata de una funcién
f-convexa.

Por esta razon el core del juego con grupos homogéneos queda determinado
solamente con las desigualdades que corresponden al juego de los tipos. Veremos
ahora como queda reflejado en un ejemplo. Para ello, podemos retomar los valores
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Tabla 6.1: Valor de la funcién caracteristica para la funcion f(s,, so, s3) del ejem-

plo 5.9
|51 |82 |33 [f(31,6'2,83) I |31 |82 | 53 If(sl,Sz,Ss) |

0]1]0]0 0 2101(0 17,5735931
001 0 210 1 35,2557696
0]0] 2 14,0588745 2 10| 2 53,6676892
0] 1 0 0 2| 1 0 43,1534156
0] 1 1 18 211 1 62,6599668
0] 1 2 36,6351173 2 |1 2 82,4521439
0(2(0 26,3603897 2| 2 0 73,5147073
0 214 45,9852957 2| 2 1 93,8376647
0| 2|2 65,8751083 2 (2| 2] 114,322046

1 00 0 3]1]0]0 38,0384758
1 01 15,56812546 310 1 56,7636479
1 0] 2 32,7009934 3]0 2 75,9355174
1 1 0 20,9167309 311 0 66,2613646
1 1 1 39,8307512 311 1 86,1920334
1 1 2 59,14861 3 1 2 | 106,338406

1 210 49,6437636 3(12]|0 97,8416164
1 2 1 69,6629298 3| 2 1 118,407944

1 21 2 89,8847006 32| 2 139,106806

de la funcién caracteristica del ejemplo 5.9 de reparto del coste de la solvencia,
cuyos valores se encuentran en la tabla 6.1.

Las desigualdades relevantes para la determinacién del core son las de las
coaliciones sefialadas en negrita.

La representacion de core sera la de la figura 6.4. Este core coincide con la
transformacion correspondiente del core del juego de los tipos, que se ha repre-
sentado en la figura 6.5.

Si recordamos los célculos, el valor de Shapley correspondiente es:

Shi(f) = 19,229,
Sho(f) = 24,304,
Shy(f) = 16,406 .

Por supuesto se trata de un punto del core de dicho juego (el juego es convexo).
Si ahora consideramos el juego de los tipos :

vp'(1) = 38,038, v}(12) = 97,842,
vM(2) = 26,360, vM(13) = 75,936, vM(N) = 139,107,
vM(3) = 14,059, v¥(23) = 65,875,
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(0,0,69'55)
= 12'68
o) = 24'41

= 1318

zy = 31'59

2‘-‘1=0

Iy = 0
x3 = 20'63

Iz = 7'03

N
\
4
£z

3
y /2=0/\ N\ (0, 69'55,0)

= 4

(46'37,0,

Figura 6.4: El core del juego del ejemplo 5.9
m.‘l — 38;04 2',2 = 26!36

7| = 73'23
zh = 63'18
74 (38'04, 26'36, 74'T1)
Core(vM
(vy) 7, = 41'26

zy = 14'06 7"‘? J/\ws 04,87'01,1406)
(98'69, 26'36, 14’06/ X \

Figura 6.5: El core del juego de los tipos del ejemplo 5.9

y el valor de Shapley de ese juego (que solamente tiene tres jugadores y 7 coali-
ciones a valorar), se obtiene:

Shy (vf ) = 59,316,
Shy(v}') = 48,447,
Shg(‘Uf ) = 31,343.

Ahora recuperamos el valor de Shapley que corresponde a cada jugador del
mismo tipo, dividiendo por el nimero de elementos presentes en cada tipo (que
en este caso son (3,2,2)):

Shi(f) = 19,772,
Shi(f) = 24,223,
Shi(f) = 15,672 .

Como se observa, el valor de Shapley teniendo en cuenta solamente el juego
de los tipos no coincide con el valor de Shapley del juego original. Sin embargo,
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para una diferencia relativamente pequena el esfuerzo computacional es mucho

menor.
Si analizamos con mas detalle la situacion, se observa que en el célculo de

Sh*(f) solamente se utilizan las coaliciones extremales en la malla, mientras que
en el valor de Shapley se utilizan todas ellas.
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