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OBJETO DEL PRESENTE TRABAJO

En el estudio de la Física del Plasma y, más con­

cretE'mente, en la llamada eproximación del centro guía, se trata

el prob1ema del movimiento de partículas cergadas en un campo

magnético varieble. Los resultFdos obtenidos se basan en la hi­

pótesis de que la variación de dicho campo es lenta, tanto en

el espacio como en el tiempo. Se obtienen magnitudes que son

"cEei" constentes. El problema princip81 consiste, por tanto,

en el estudio de bajo qué condiciones es posible el estable­

cimiento de dichos inveriantes y �ué grado de aproximación su­

ministran los distintos procedimientos empleedos. Constituye

en conjunto lo que se conoce con el nombre de aproximación

adí.r bé t í.ca ,

El teorema adiabático ordinsrio, el de orden m

y el generalizado, no son sino procedimientos pera calcular

el operador evolución del sistema físico cue se estudia. El

primero es clásico y suministra, en principio, una buena apro­

ximaci6n. El de orden m, presenta un mayor grEdo de validez,

peto a costa de exigir al hamiltoniano unas co�diciones ex­

tras que generalmente no tiene. En c8mbio el teorema adiabá­

tico generalizado suministra la aproximación deseada, sin otro



requisito que repetir tantas veces como grado de aproximación __

se pretenda, el cambio de representrci6n conocido con el nom­

bre de "representeci6n de ejes giratorios".

Al estudiar estos tres teoremas hemos observado

detalles de célculo y de interpreteci6n Que nos hicieron pen­

sar en una rigurosa revisi6n de los mismos. En primer luger se

utilizeban relaciones de orden entre operadores que no presen­

taban un sentido claro o una definici6n apropiada. Por otra

parte los resultedos se realizaban frecuentemente de una mane­

ra formal. Así a las series que surgen naturalmente al aplicar

los métodos d-e perturbaciones se les daba un carÉcter asintó­

tico Que no se demuestra. Más bien se utiliza dicho término .co­

mo remedio para evitar el estudio de la convergencia de las

mismas. Finclmente, trrtándose de métodos aproximados resulta

extraño la poca Impor-tanc ra que se suele dar en los mismos al

resto de las series utilizades.

Nuestro objeto era ampliar el campo de utiliza­

ción y las posibilidades de la aproximación adiabática. P�r

les razones citadas anteriormente nos hemos visto en la nece­

sidad de asentar firmemente los fundamentos de la misma antes

de abrir nuevas posibilidades. Y ello nos ha sido posible gra­

cias a la observa ci6n de que el caráct er f.- sintótico y el rigor

de los tres teoremas adiabáticos descansa en el de una integral

común, salvo pequeños detalles. De este modo hemos dedicado el



primer capítulo al estudio exhaustivo de la misma, apoyándonos

en los modernos conocimientos que se poseen sobre las series

aeint6ticas.

Posteriormente, teniendo en cuenta les conclu-

siones del capítulo primero, nos he resultcdo reletivamente sen-

cillo presentEr un� demostrcci6n rigurosa, con la ventaj2 de

ser común a los tres teoremas, salvo ligeros matices. En la

última perte introducimos un exponente que [1 tomar distintos

valores hrce 18 demostraci6n v21ida prra cada uno de los tres

teoremaE'.

Hemos pensEdo que la exigencia de un campo len-

temente varirble podíF reducir el campo de aplice.bilide.d de

le e.proximaci6n adiabátic8. Se nos ocurri6 entonces que la

combinaci6n de las apr-oxfmr-adonee instantánea y adiabática po-

día dcr lugar a otra nueva aproximaci6n que permitiese prede-

cir el estrdo finEl del sistema físico consideredo. De este

modo podrí2mos estudiar adecuadamente el movimiento de partí-

CU1ES c2rge..das en C21IlpOS de variaci6n adiebática aunque el ha-

miltoni2no del sistema estuviera sometido también a alteracio-
,

en el C8S0 de un sistem8 físico sometido 8 veriaciones lentas

nes bruscas. Y, en efecto, en el capítulo tercero presentamos

un nuevo método aue permite el c(lculo del opere.dor evoluci6n

y r{pides alternativas del campo exterior. Al mismo tiempo es-



tudiamos el sentido físico de los términos "lento" y IIrápido".

Finalmente hemos consider5do que, puesto que

existen t écnf ce s de cálculo formal eue perroi ten etsblecer ana­

logías entre la Mecá,nica Cuántica y la lViecánica Clásica, podía­

mos aprovecharlas pera elaborar una teoría de la aproximación

adiabátiva de utilidrd en el campo clásico. Así, en el capítu­

lo cuarto, presentamos un procedimiento eue permite calcular

el operador de evoluci6n clásico con el grado de aproximaci6n

que se desee. Es el equivalente al teorema ad
í abét t co generali­

zado. il.simismo, como comprobente de la ve:lidez del método, he­

mos obtenido el teorema adiabé.tico ordinario como caso perticu­

lar de aqu�l. Posteriormente hemos exigido el hamiltoniano las

condiciones extras de anu15ción de derivE-d8s iniciE.l y finrl­

mente y el teorema generalizado nos ha proporcionedo el de or­

den m en Mecárrí.ca Clásica. Con ello creemos hr bez- extendido

notablemente el alcance y el sentido de la citeda analogía

Cu/ntico-Clásica.

Como síntesis del trébejo presentEmos, el final

del mismo, un breve resumen de los principeles resultados ob­

tenidos, E sí como una serie de sugerencias en tormo a posibles

aplicaCiones,

En la redacción de la presente tesis hemos inclui­

do un c:pertado de apéndices en los curles exponemos 18s d�mos­

trrciones y célculos que no preeenten interés directo, bien por



•

ser conocidos o por representar exclusivtmente célculos despro­

vistos de sentido físico.



CAPITULO 1

DESARROLLO� ASINTÓTICOS
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INTRODUCCICN

Antes de ocupernos de la presentaci6n de esta nue-

va parte del Análisis, que podríamos llamar Asint6tica, convie-

ne resaltar que su establecimiento como tal es relativamente

moderno. Poinceré y Stieltjesl,2) en el año 1886 fueron los in-

troductores de las series asintóticas. No obstante el desarro-

110 y apliC8ci6n de las mismas es un hecho reciente. Existían

determin2dos teoremes y propiededes, pero no se ajustaban a las

necesidades 8ctuales. Fue Vbn der corput3,4,5) el que a partir

del año 1950 inici6 un estudio profundo y sistemático de los

descrrollos asint6ticos que posteriormente se ha extendido a

múltiples funciones.

No obstante es éste un campo de investigeción

muy ectual en el que aún quedan múltiples puntos por aclarar

y aplicer. Incluso el más esencial oue pudiera ser el de defi-

nir qué es la Asint6tic8 entendidE como parte del Análisis que

estudia los deserrollos Esint6ticos. De Bruijn compara la pre-

,gunta ¿que es Asint6tica? a esta otra ¿qué es Me.temática? Tras

anElizar el objeto de la primera y presentar los inconvenientes

derivados de cualquier limit�ción dei campo de la Asint6tica,

llega 8 12 conclusi6n de Que "la definici6n más segura, y no
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la más vaga, es ésta: Asint6tica es la parte del Análisis que

considera problemas del tipo de los aue se tratan en este li­

bro" 6) •

Nosotros nos proponemos en la primera pFrte de

este capítulo presentar una introducci6n a los métodos asin-

t6ticos, pero limiténdonos 2 las definiciones, teoremas y pro­

piedades oue pueden resultar aplicables al problema adiabático.

Sucede muchas veces que al intentar asignar un

valor a una cierta magnitud el método de c&lculo es tal que

'se hace prácticamente imposible efectuar dicha operadi6n. En

estos casos nos conformamos con aproximsciones apropiadas que

suministran una cierta información. Normalmente estos procedi­

mientos presentan un grado de validez que aumenta con el núme-

ro de operaciones que rerlizamos. El estudio del error cometi-

do forma perte esencial de cuclquier investigación en torno a

problemas sobre métodos aproximados. Una situaci6n parecida es

la Gue se nos presenta en los llamados desarrollos asintóticos.

Puede presentarse el caso de aue se utilice una

serie infinita divergente para el celculo de una magnitud que,

en cierto sentido, puede interpretarse como le. "suma" de la

serie. El caso más normal es aquél en 'oue tenemos una serie de

términos variables cuya "suma" es, por tanto, una funci6n, y la
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aproximación suministrada por los primeros términos es tanto

mejor cuanto la variable independiente se aproxima a su valor

limite (cero o infinito en los ejemplos más corrientes).

En la mayoría de los casos los términos de la

serie suelen decrecer al principio rápidemente y después vuel-

ven a crecer. Es ésta la razón por la cual Emde les llama "Se-

ries de principio convergente". Pero a las de este tipo se les

conoce con el nombre de"series asintóticas" (Poincaré). Cqmo

veremos más tarde las series asintóticas pueden ser convergen-

tes o divergentes. Pero antes de seguir adelante, y con objeto

de aclarar lo "que hemos indicado, estudiamos un ejemplo típi­

co
7)

•

Consideremos la serie:

ee

5\,,�...) _ r , f�,..L -r2� :J:.-t_ 3�.x!." .. :::. 2 "'-1)
....

l1.� x'"
c:I

(1.1)

donde

ce

Yl �:= J l Jc.)(f - t ) t
�

d t
o

(1.2)

La serie �ndicada es divergente para todo 'X :1= e • Para va-

lores pequeños de x (por ej�mplo 1.0-") los primeros términos
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Ir
decrecen muy rápidamente y luego, hacia el término t\.; lo

,

la serie se hace creciente y ceda vez mts rápidamente. De mo-

do que sin os limitamos a los primeros términos, pOdríamos asig­

nar a S(x) un valor numérico aproximado. El problema puede

�er éste: ¿Qué función de 'X nos representa apr-oxame damerrt e

estos valores numéricos?

Consideremos

(1.3)

Derivando, podremos escribir

(1.4)

Entonces � l.l::) satisface la relación

(1.5 )

con la cual, y teniendo en cuenta que

(1.6)
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podemos determinar <p l.l:..} y por tanto S (x) •

Escribemos (1.1), teniendo en cuenta (1.2), en

la forma
•

CX)

i__ l-'/j ((l<f' -t) l :d-)�dt
o

o

(1.7)

Si ehora sumemos bejo el signo integral, de modo

formal, obtenemos la funci6n

(b'

}(x) = J l4'-t-) -,+d_�-t
o

(1.8)

El problema plrnteado es el siguiente: ¿qué re-

laci6n tienen t(?r:) y � (x) y en qué sentido podremos decir

que r(x) está representada por la serie divergente (l.l)?

Parc- tratar de contestar a esta pregunta obser-

vemos Que

I lrn-:: 1[),',2 ... } (1.9)

Calculemos ahora la funci6n ��(x) tal que

(1.10)
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donde hemos utilizado la abreviatura

ClD

5.. (,,) '" i l-t) '\.r! »:=.2 �-xrJ lQr-U rd�
... 0;: V "'-=:.0 o

(1.11)

De las cuatro últimas igualdades se deduce

00

�_lX.) � t(.�:') - �\M Lx) :: J ��7(f -�) el l
\) t-+.JCt

�

2. l-X/'J l(2('f -r) t�dt
... =� o

(1.12)

Es decir, utilizando la propiedad (1.9) hemos hallado para el

resto la expresión

(1.13 )

Para mayor generalid8d sea x una v8riable del

plano complejo. Distingamos do�osibilidades:

lª) La parte real de X no es negativa:

KE. l'X) � o;. entonces' l+.:x.� \ 3- i

En este caso, teniendo en cuenta (1.2) y (1))) podemos escri-

bir
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e
-

\ \ X \
W\ ..... ,

(m+d· I (1.14)

2ª) Le. paree real de X es negativa:

sea �::: Q.Y'j 'X. ; es decir

ya que al sumar la unidad a un complejo de parte �eal negativa,

el módulo disminuye pero se conserva igual o superior al seno

del Éngulo primitivo. O lo oue es lo mismo

-i

\ I�.x.tl e \ tol{)c. t ,

De modo que en este caso llegamos a la conclusión

(1.15)

En cUElquiera de las casos (1.13) (1.14) o (1.15)

resulta que, pcrtiendo de una serie divergente, su nsuma par-

cial" le. obtenemos medirnte una función,de modo que el error

cometido al limitar el número de términos es del orden del
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primer término despreciado. El resto tiende a cero, edemás,

cuando x _. o • Y si la perte real de � es no negativa

el resto es, en valor absoluto, menor que el primer término

despreciado. Si en la serie da da ocurre que x"> o , el resto

tiene incluso el signo del primer término despreciado. En es-

te ca�o la serie (1.1) se comporta de un modo similar a una

serie alterhante convergente. Hay una gran diferencia, no obs-

tante, y es que el menor término de (1.1) representa, según

hemos visto, un límite pare el grado de aproximaci6n, más allá

del cual es imposible pasar.

y después de analizar este preve ejemplo pase-

mos a introducir los conceptos fundamentales de la Asint6tica,
..

que posteriormente nos seren de gran utilidad..

,

SI1ffiOLOS DE ORDEN

En el ejemplo anterior hemos visto c6mo llegamos

a la conclusión de que el resto es "del orden" del primer tér-

mino despreciado. Como les relaciones de orden juegan un papel

importante en nuestro trabajo, vamos a establecer les defini-

ciones y propiedades de las mismas, �egún la notaci6n Bach­

mann-Landau7,8)
•
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Suponemos, por razmn de las futuras epliceciones,

que la variEble independiente x es real, y que su campo de

variaci6n es un cierto conjunto R • Por X. designamos a un

cierto punto límite de 'K. • ql.x.) denotan fun-

ciones reales o complejas de :x:. • defimidas cuando .c per--v ;'

tenece a R •

Utilizaremos las siguientes definiciones para

los símbolos de orden O • o •
.

a) �= O l't') en K.

significa que existe una const8nte A tal que

\<PI� A\�I pEra todo

b) 4> -::. O ( \¡J) cuando

indica que existe una constante A y un entorno l) de X.

tal que :

l' I � A\ � 1 para todo "X. de la intersecci6n de U y R •

c) 4 -= o ( 't'J cuando

equivale a que para todo E> o existe un entorno de ro,

u� ,tal que

pa.ra todo ec de la intersecci6n de VE y R •

Si 'fr O en el conjunto -R ,las tres definicio-

nes anteriores se pueden establecer mucho más simplemente

a) � = O(�) en
, si esta'acotada en •
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b) cP = O('t')cuando :.t-PXg t si
eh está acotada cusndo �� �o.
�

e) 1= oL'f)cuando :x:....xo, si �...po cuando ?C ��.
r

Es corriente el caso en que las funciones que

aparecen en las relaciones de orden dependen de un parámetro,

de varios o también de subíndice�. �n ceda caso, es decir, �a-

re. cada varor de los parámetros o subíndices tendremos una cons-

tante A , o unos entornos l) y U E distintos. �i A
, l.)

ó U� pueden elegirse independientemente de partmetros o sub-

índices, se dice Que las relaciones de orden son válidas uni-

formemente.

Por su aplicación a nuestro trabejo, el sfmbolo

o resulta más interesante oue el o • Por esta razón nos
==

limitaremos a citar algunas propiedades del primero, que pue-

den extenderse sin ninguna dificultad al, símbolo o •

Propiedades del símpolo de orden O:

En adelante omitimos, por comodidad, las frases

"ourndo 'JC. pertenece a 'R. "
y "curndo x-+�", entendiendo

que curndo una de ellas figura en la hipótesis, tembién debe

incluirse en el resultado.

l. Si y eI.;;:;o o

se verifica oue
ol

14 I - O II '{J 1;
La comprobación es trivial. BE sta tener en cuenta le definición

del símbolo o •
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11. Si 4>�::. O �"t'\.) t ( i.::: i,.z, ....,I'l) y a.c. son constantes,

se verific2 tsmbién la relación
,1
.

-
- o (�Ict�\\�l)

. ,

En efecto: si'�l�A.:l'fld (pe ra &:.:: t. «, ...,"l.)

siendo A � A� pr ra cualquier t. • Sumando pera todos los valo-

..

r�s de � obtenemos el resultado que buscebamos.

Si �:: 00, el resul tr do es también velido cuando

las relsciones de orden inici81es seE:n uniformes en el paráme-

tro L • En este caso se puede encontrar una A � A.: (L= "..l,.... )

que al hacer la sumE: se pOdr:ía sacar factor común,llegando a

las miSmas conclusiones que en el caso anterior.

111. Si �� :: O (. \t-'�J (L = 1,02, ••• " n ), etc: son constantes y

existe una "f) tal que 1 '+'c: 1 � 't"
.

�E:rs todo L , se verifica
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En efecto:

TomE'ndo una A tal cue A".... A,
.

prra todo �
t resulta

A' es una constante definida por A' -= A � \ad.
,

Para o ue esta propiedad sea extensible a 11:: Q) ,

hemos de exigir que la hip6tesis eea válida uniformemente (pa-

ra poder encontrar A;;. A, para todo i: ) y además que 4' Ja" sea
,

A'convergente (pEra determinar ) .

IV. Si o ( o/e:) «(.;: 1, e, ... , I't. )

l} d>�. = O ( íT �)
En efecto: 1 4>d � A, '\t';,l • Si A representa la

se verifica

cota superior de las A.: resulta l�¿\!: Al trd para t'odo i� " � t1. •

Mul't í.p.Lí.ce ndo las desigual dades obtenidas al dar a -(, todos

1GS vElores posibles se obtiene el resultado apetecido.

Evidentemente esta propiedad no es susceptible

A
1"\

de ser extendida El caso If\ = co , debido a que aparecería

El tomEr productos.

Aunque la integraci6n de las relaciones ordinales

puede extenderse a casos de variables complejas o abstractas,



- 20 -

nosotro� nos limit: remos 8 integr�ciones con respecto e vcria-

bIes reales oue es el único de interés por la misma naturaleza

del problem:- rdi8tético, como más tErde veremos.

v. �ea x. la var-í ab.l e real y f2. el intervalo (u, b; . �,upon-

f.'cmo s q 1;. < 4> = O ('l¡)) cuando Si cp y \f no tienen

sa.ngu.Lar-í.dsd e s en R, se verificc:

b

", O (j I 'f(-c)l j e)
x

cu ndo x-+b

lo

En efecto: suponemo s eu e. la integral. j \ 'fl'1:.J l J t: es convergen­
.)C

te, porque de lo cont�ario ya estaria demostrrda la propiedad.

1n este caBO
v

podemos escribir

b b b

j 4Cc)d1:
(

A J I 't'l<) I x-p-b,

J l �l"C)t d-c <. dt: cUé:ndo
-

)C )1.. �

Le diferenciaci6n de relaciones de orden está

sujeta 2. condiciones mucho mss restrictiv2s que las expuestas

para el caso de integr8ci6n • Se pueden encontrcr en 1& biblio-

pTEllía ci tada , Carecen de interés pa re nuestro problema y por

eso no las incluimos en este breve resumen.

Finalmente, d2mos une serie de fórmulas que re-
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lecionan símbolos de orden. Su demostración es elemental per-

tiemdo de les definiciones de los mismos:

VI.

o ( O (eb» - O (4))

, O ( e (�)) = o ( O(�� = o (o (�» o (cP)

O (<1f» Ol'Y) =- O('P�)

Ol�)+Ol�) O(�)+ o(�)= 0(4)

Otras propiedades de los sfmbolos de orden pue-
.

¡

den encontrarse en la bibliografía. bspecialmente en el libro

citedo del profesor A. Erdelyi y en los correspondientes de

Vén der Corput de los cuales hemos tomGdo fundamentalmente las

definiciones anteriores. Pare nuestro propoáito son suficien-

tes estas seis propiedades de las relaciones' ordinales.

DESARROLLOS ASINTOTICOS

La sucesión de funciones i ��1 es � a8intótica

cada h. t se verifica J..
.

� o (�I'\)t cv.an­'t'n+I
cuando ec .... ;.x'o , si para

do "X: -o-�. éi la relación ordinal es uniforme en el subíndice

•
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E'e dice cue se tr8.te de una serie 8 sint6tica uniforme en n. •

Les �� pueden depender de par(metros y la uniformided puede

darse en los subíndices y en los parámetros simultáneamente.

�: e pueden obtener series asintóticas PE rtiendo

de otras. Los va r-í.ado s procedimientos que pe rE.. ello existen

se beean en las propiedEdes de los símbolos de orden que hemos

citado en el �pFrtado anterior.

[,e8. l� serie ¿ a", tPl't (-�) donde { �'" r es une su­

ceeión asintótica, cucndo X -,Xo • Diremos que constituye

un deearrollo nsintótico de N términos de la funci6n f(-:r) ,

cuc ndo z .... -lo.l si se verific8

N

f lx) - ¿ a", f>" (x) + O (�-+,) cuando x.,.Xg (1.16)
n::::,

oue abr-evtadcmerrt e indiccremos como

cuc:ndo

Cuando el desarrollo asintótico de un8 funci6n

se reduce eL primer término, en 18. biblio€,"rafía sobre el tema

se las suele llEmar representacionee eeint6ticas.

Evidentemente los C2S0S m(s intereeentes, y mtE'

estudiados, son aquéllos en los oue N= J o bien N= Q;:) • No
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obstante, pera nustras futurrs aplic&ciones, nosotros conside-

raremos que Al es un número entero curlquiera.

Si un desarrollo asintótico de N términos ( N

finito) incluye ciertos parámetros, la validez uniforme del

nrí.smo se da curndo el resto, :$n la expresi6n (1.16) J es O (J )qJ,,+,

uniformemente en dichos parámetros. Si N es infinito la

Itt

condici6n de uniformidad es que la relación {(;".) _ L d" (;" ::: o('(¿ )I "'""

sea válida uniformemente en los parámetros perE valores sufi-

cienteménte grandes de M •

La condici6n (1.16) suministra una fórmula de

recurrencia para calcular el coeficiente del término n-ésimo

de un desarrollo asintótico de la funci6n .¡. (x), cuando :x....�.

En efecto, de dicha f6rmula se deduce

",-(

/(x) - 2 el" f;" (�J
I

, (I11=I,.¿, •.. N) (1.17)

Pa.ra un 'X. fijo la f6rmula anterior muestra

que no es siempre aplicable debido a las frecuentes singulari-

dades del denominadorp

cLa r'amerrt s la urrl c í.dad de la s pr-ox ime c í.én asint6tica de fl�) ,

dada la sucesi6n � 4., (:re) t . Una demostración más rigurosa y

á 9)m s general es la presentada por H. Jeffreys •

H2y Que tener en cuenta que una serie asint6ti-
.



,

�.
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cuando

ca no representa unívocamente a una función f(x) • Por ejem-

plo se puede comprobar trivialmente que las funciones

-i

( i. + �X\"� l-G:.) + x)

_

,,-1
_ Ir.

E: dmit en el dese rrollo e sintót ico ¿_ (:-1) ...t ,cua ndo X� ee ,

Une sucesión E:sintótice deda lo que hace es establecer una

r-aLc ción de equiveLenc.í.s ,entre la s funciones definidas en- R •

I

Así f l.x.J Y;]lX} son asintóticamente igueles respecto a i <P.. l.L) ¡
pi se verifica

para todo r1. de la sucesión (�vr \'.1-.) / • De modo que una serie

asintótica no representa una función sino eX8cte�ente a una

clese de funciones asintótic8p igucles.

Las operaciones con series asintóticas eptc:n go-

b erna das por un cierto número de reglE: s que e e pueden encorrter

en la bibliogTa.fía citada sobre el tema. Pare. nuestro objetivo

son intereeantes un solo tjpo de funciones Esintéticas y son

,
,

estas 8. 18s cU21es vEmop 8 limit<.rnos en la exposición de ope-

racionep y propiedades iund�ment�les.

:.
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SERIES ASINT6TICAS DE POTENCIAS

( -n
La sucesión de funciones 1.

-x �, cuando ,:;t�c:o,

es,de e.cuerdo con la definición, asintótica. En-efecto,

)
(1.16)

- (., ... 1

x: cuando

Toda expresión de la forme.

constituirá, por tanto, un desarrollo asintótico de ¡{;el •

Una serie asintótica de potencias puede multi-

plicprse por constantes y su cartcter asint6tico perme.nece.

Dos series asintóticas de este tipo pueden sumarse, multiplicar-

se e incluso dividirse si el término independiente del denomi-

nador no es nulo.

La integraci6n de desarrollos asint6ticos en

series de potencias es posible siempre que el carácter asint6-

tico sea uniforme en relaci6n con el parámetro de integración.

En este caso en posible elegir la constante de las relaciones

de orden e so o í.ade s independientemente del valor del parámetro,
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con lo cUél lé demostraci6n es enáloga a la de une eumo finita

de series asint6tic�s.

Los teoremas sobre diferenciaci6n de series asin-

Los desarrollos asintóticos en series de potencias

t6ticas reouieren hipótesis b�stente restrictivas, y tienen es-
.

�

caso interés desde el punto de vista del problema físico que

nos ocupa.

presenten el inconveniente de qüe suelen ser v�lidos en regio-

nes limitrdas del espacio; de modo que es relativamente normal

el hecho de que una funci6n analítica admite varios deEfrrollos

en series asint6ticas de potencies, siendo valido c�dr uno de

ellos en diferentes regiones. Es lo que se ha dado en llamar

11 fen6meno de Stokes" •

PeTE: fim?lizar este introducci6n conviene indicar

que toda Ferie asint6tica, y en particular las de potencias,

poseen una suma. Nosotros expondremos la demostréción general

brevemente sipuiendo a Van der Corput en la adaptación recien-

te sugerida. por el Profesor Erdely. Incluimos le demostraci6n

porque contribuye a esclarecer el sentido en el qme la suma.

puede asociarse incluso 2 series divergentes.

Puesto oue toda subsucesi6n de una sucesi6n asin-

t6tica � �n l,�y es, e su vez, une euc e e.í.ón , sint6tica, podemos

suponer que en toda serie asintótica los coeficientes a� son
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distintos de cero para t oda n. • Hemos visto también que ¿a" cPl&

repreeenta una clase de funciones asintóticas igur:1es. Para de­

mostrar la existencia de la suma de �qh Q(� , bastará construir

un elemento de dicha clase.

Si ��J� es una serie asintótica finita, la suma

"

•

•

tomada en sentido ordinario, puede s:ee asociada unívocamente a

la serie original. De modo que en el caso N� ee el problema es

de �olución inmedie.ta.

Supongamos, entonces, que se trata de la serie

z;.¡" rlll en la cual todo (/"t: o y 1 tP" J constituye une sucesión a sin­

t6tica infinita.

un entorno de �. tal que para todo

n. , el cierre de V", pertenece a U",-, ,y además

para todo :l: de la intersecci6n de U", y 1-{ • La existencia

de tal entorno no necesita prueba especial ya que por ser 4�n�
una sucesión asintótica se verifica
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=- (1.20)

Introduzcamos ahora 1" función =r=«..crJtal

que (.. = o para los 1 que no pertenecen a Un , mientras que

rll\ -= 1. pa r'c todo.:t que pertenece a u� . C.ue es po s í.bLe en­

corrt re r esta función Ee deduce del hecho que el cie;re de J"'+I

eet{ contenido en V� •

Entonces

pr ra todo x común a U",+p y 1<., según (1.19).

Pero eeta ipueldad es lícita en realidad pEra to-

do :.l: de 0"" , pues aunque en este caao no podemos utiliza.r

(1.19) par-a todo -x de fuera de J"'+r ' ello no VE, contra

la validez de (1.21) porque en este caso ["f'l<l1-p (x): e •

Consideremos ahora la siguiente función

(1.22)

:.
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..

�eta eerie es convergente pera todo � ,en virtud de la des-

igualdad (1.21). Define, por tanto, una funci6n en f� • Real+

mente la eerie (1.22) es finita salvo pEra aquellos puntos que

pertenecen G todas las U ..... •

Pare que la eerie convergente (1.22) represente

asint6ticamente la suma La,. 1>,." hemos de demostrar que (txJ per­

tenece a la clase de 2(¡,,9( t o lo que es lo mismo, que z¡,,,1.c es

un desarrollo asint6tico de I(.�·) t cuando .;c.....p Xg • Para ello

hagamos n -:=. 1, 4, ......,.
IV • � pertenecerá a la parte común

a UN.,., y R • Emtonces será r.. (;e):: 1. para #1-:: 1, J, ... .IN Y según

(1.21) y (1.22) resultará

I f - ¿,N a.�" I t i I a; �� 4-.1 '-

1(+1

N+I-f(

-

-

-
- (1.23)

Entonces decimos que la suma asint6tica de ¿Q,,9!
es la clase de todas 12 s funciones asint6ticas iguales a !(=) .

Los entornos hay que construirlos tenien-

do en cuenta que sea el único punto común a todo V.,., •

De este modo la suma �1.22) Ee reduce a un polimmio siempre que

(J.. i:.x. , que es lo que interesa por raz6n de eencillez •
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Conviene insistir en lo que por lá suma de una

Eerie asintótica divergente se entiende. No es une suma en el

Eentido ordinario porque carecería de significado. Es una fun-

ción, de las varias que existen, o mejor dicho una clase de fun­

ciones Que admiten el desarrollo asintótico ��""� pars cualquier-

número de términos. Ello significa que el resto es del orden

del primerltérmino despreeiado y por tanto obtendremos la mejor

aproximación, DO tamando el mayor número posble de términos, si-

no los suficientes para que el término siguiente sea el de me-

nor módulo.

Naturalmente seria preferible poder asociar 8 ca-

da serie asimtótica una suma única. En general no es posible.

No obstante Watson y Nevanlinna han conseguido sumar serie:

asintóticas de potencias me.iante funciones analíticas en casos

espEciales, exigiendo condiciones fuertemente restrictivas a los

coeficientes del desarrollo original.

La suma de series asintóticas es quizás el capi-

tulo
•

mas importante de la teoría general. Los procedimientos

son numerosos y se acostumbra a clesificar la serie según pro-

piedades de sus coeficientes. Un� gran información así como nu-

merosos casos pr�cticos resueltos sobre este tema pueden encon­

trarse en el libro citado,por el Profesor N. G. de Bruijn6).
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Cálculo del resto:

Las aproximaciones mediante desarrollos asintóti­

cos tienen su aplicación fundamental en el eálculo de integrales

definidas en las que figura un parámetro "grande", en la reso­

lución de ecuaciones diferenciales y en los métodos de iteración.

Cuando se encuentra un desarrollo, la demostración

de que éste tiene carácter asintótico se basa en que el resto

es del orden del' primer término despreciado. Por tanto son pro­

blemas análogos al demostrar que la aproximación obtenida es una

serie asintótica y el calcu18r el resto de la misma.

La forma concreta del resto varía según el proble­

ma tratado. Cuando el desarrollo se obtiene mediante una inte­

gración por partes, el resto viene dado �omo una integral defi­

nida, y frecuentemente, el cálculo del mismo restaura el pro­

beema original. Por eso el resto es difícil de precisar y nor­

malmente se dan sus cotas o bien su orden.

En nuestra aplicación física el resto es difícil

de ca lcul&T , como ya veremos. Ahora bien, el resto es desae el

punto de vista físico una medida de la bondad de la aproximación

empleada. Entonces nuestro objeto es en primer lugar la aproxi­

mación y poEteriormente su grado de validez.

Lo que haremos será calcular el orden del resto
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pero sin tretar cie investig0r detalle.damente la posibilids.d de

su mejoramiento o acotación, poroue como veremos m{s adelante

le. �':�ectnic8 Ouárrt í ca puede ofrecer un método mucho mé s sencillo

e intuiti vo pe rE el cé.lculo del grado de validez de la aproxi-

mación .empleada.

APROXU,)1.CI(jN rSIHT(jTICA DE LA II�TEGRAL

Tratemos aho ra
é

e enccnte.r- un desarrollo de F(T)

en serie de potencias de �. Suponemos que F(T) ee una función
-r

real y T un parámetro posütivo que representa una cantide.d

"grande". Cuando estudiemos las aplicaciones físicas precisare-

mos la ne.tursleza de T •

Según Stokes, Kelvin y Erdelyi7) la mayor c�tri­

bución el vFlor de la integral (1.24) sl$'e de las proximidades

de los puntos extremos del intervalo de intEgración y de aque-

1108 puntos intermedios para los cuales la fase resulta este.cio-

naria, es decir, de los que verifican •

En primera aproximación le. contribución de los

:.
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puntos de fase estecionaria, si existe alguno, es més importan-

te que la contribuci6n de los extremos del intervalo. Pero si

d(�) no admite puntos estEcionérios en el intervalo O�-r(,J-- _.,

la integraci6n por partes de F(T) proporciona una buena aproxi�
I

maci6n como vamos a demostrar.

Si hubiera puntos de fase estacioneria la integral

admitiría un desarrollo algo diferente. El método de Stokes de

1 f t i
. 7,9)a ase es ac onar1a sirve para calcular la contribución a

la integral detstos puntos. Besta recurrir a un desarrollo es-

pecial de K(�) y ol.('t) en las proximidades de los mismos.

Como veremos m{s tarde �l problema de la existen-

cia de puntos estE.cionc:rios es la traducción matemática del he-

cho de que el espectro de la energía sea degenerado.

Nosotros supondremos que no lo es. Si existe la

tegeneraci6n el método de estudio es distinto, no por la difi-

cultad de cálculo de la integral (1.24), sino porque ello lle-

•

va consigo la negaci6n de algunas de las hip6tesis sobre las

oue se apoya la teoría del teorema adiabático ordinario.

Introduzcamos la derivada primera de o{ (�) ;

{1.25}
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InteFrendo (1.24) por p2rtes resulta:

flT)

(1.26)

Si contlimuamos integrendo N-I veces, 11egemos a

obtener un desarrollo de f(T) en serie de potenciss de �
í

N-(

f tí) == 2 s", + KIY
n::::.1

(1.27)

donde

y

El símbolo ( K (-c J)\'t\wl-c}
representa:
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(1.30)

4 n-l derivadas

conviniendo en que

•

para que la not2ci6n resulte apropiada.

Pasemos a estudiar el cfr8cter del desarrollo

así obtenido. P2ra ello V2mos a compar�r el resto con el pri-

roer término despreciado. Suponemos oue �(�) y Kt�1 cumplen

1) Wl-c) =t a en el intervElo •

las siguientes condiciones (1.32):

2) Wl-c) y sus sucesivas derivadas son continuas y finitas

en el intervelo citado.

3) � t») y sus sucesivas derivades son continu&s y finitas

en el intervalo •

Como veremos en las aplicaciones, las hip6tesis

anteriores son muy generales, si se tratE d� estudiar concreta-

mente el caso en que la única degemeraci6n posible es la acciden-

tal al '1 cruzado" de los niveles.

En virtud de las condiciones (1.32) ( K("l:)
\1.\ l.oJ (."C)

está acotado par-a todo Vl. y todo - del intervalo (0,-\.). Por
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tanto, eegún (1.28) para cada � ,existirá un cierto número A�,
real y positivo, tal que

T'"

pa.ra todo •

Del mismo modo podemos lleger a la conclusi6n de

que la expresión

(1.34)

para todo n ,
está acotada , Entonces, puesto que el.. (�) es una.

funci6n real, sers fOSible enconirar, pare es.da n , un cierto

número B�, real y positivo, tal oue

Id ( 1(1:) ) I � Wl�) e,
d-r: \-'1 v.)("C)

(1.35)

parr todo o .f-c!: i .

Sustituyendo (1.35) en (1.29), resulta

(1.36)
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..

siendo Cft un nvmero real independiente de , por estar aco-

tado el módulo de la exponencial.

�i compe r'amo s las expresiones (1.33) y (1.36) lle-,
� I

gamos fácilmente a la conclusión de que, con las 6ondiciones ge-

nerales impuestas a K(�) y Wl-c) , el resto es del orden dEÜ primer

término despreciado. De modo que podemos escribir

, si T_'eo (1.37)

De este modo hemos obtenido un desarrollo en serie asintótica

de potencia s de l_ para la integral (1.24). y además se da la
T

uniformidr-d con respecto al PE remetro "t'" porque ,en virtud de-

las condiciones (1.32) las cotas máximas lo son para todo valor

de "'C ,dentro del intervE.lo � ·0, i) • La aproximaci6n mínima.

que se consigue es del orden de 1
-

T
f es decir,

(1.38)

:.
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CASOS PARTICULARBS

Existen dos caEOS particulfres, de gran interés

por sus aplicaciones físicas, en los cuales podemos tomar el

valor cero para F(T) con un lT.ayor grEdo de e.proximcci6n.

a) Supongamos que la funci6n K(�) es tal que,

ella y sus m primeras deri v» dE s con relación a t: se anu.l.an

en los instantes inicial y final. �uiere decirse que, en dichos

instantes de tiempo,se anula

pe.ra h:: ti -t, oo.

I
m+1 (1.39)

(1.41 )

En este
,

Ce- so, segun pe deduce de (1.28),

$", _ o para n::::: \, .¿, .. , I 1'11..,.1 (1.40 )

En este ce.so la c.proximaci6n (1.38) es

Es decir, exigien�o condiciones p8rticulrres e. la función K��)

hemos logrado mejorar la e.proximaci6n asint6tica pe.ra FlT) .
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b) Sea ahora Kl�)una función cuyo m6dulo es del

orden de • Como el m6dulo de la funci6n exponencial

está aco tado y lo mismo sucede con K(c::) ,w (�) y las deri-

vedas de ambas funciones, le fórmula (1.28), en virtud de las

propieeades de los simbolos de orden, se podrá escribir

(1.42)

y en particular

(1.43)

Con lo cual la aproximación (1.38) se convierte en

En el próximo cepitulo estudiaremos c6mo�el desa-

rrollo esint6tico general se deduce inmediatamente el teore-

ma adiaUático ordinario. Y de los dos casos particulares expves-

tos, que han surgido al exigir condiciones"extras" a la funci6n

�\t) ,se llega al carácter esintótico de la invariancia de

orden m y de la generalizada.

:.
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Por la importancia que tiene en el problema físi­

co que vamos a estudiar, conviene tener presente que si bien

en los dos casos perticulEres presentados hemos exigido condi­

ciones restrictivas a le funcion K(-c) existe una gran diferen­

cia entre ambos procedimientod.

En el caso a), al imponer la anulación de �(�)

y sus primeras derivadas en los instantes "'t'= o y �= I estamos

exigiendo unas determinE das condiciones esenciales a la función.

Su variación ya no puede ser caprichosa � si logramos asociar

algún atributo físicoala función \((�), 10 que estamos haciendo

es exigir que dicha magnitud física cumpla unos determinados re­

quisitos.

En el caso b), por el contrario, no exigimos nada

esencial a la función �(�). Tan sólo un orden de magnitud.

La función K(�) puede haberse obtenido a su vez por un desa­

rrollo similar al empleado para FlT) y 10 único ,ue hemos in­

dicado en el apartado b) es la posibilidad de repetir el pro­

cedimiento, mejorando la aproximación.

La diferencia entre las condiciones a) y b) resul­

tarán evidentes cuando planteemos el problema físico y sustitu­

yamos las funciones abstractas empleadas hasta ahora, por obser­

vables de un sistema físico concreto.



CAPITULO 11

APLICACICN AL PROBLEMA ADIABATICO

:.
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INTRODUCCION

La aproximaci6n adiabática estudia la evoluci6n

de un sistema, cuando ocurre en un tiempo muy grande, lo cual

equivale a decir que se trata de evolución lenta del Hamilto-

niano.

El te�ema adiabático normal se debe, en su de­

mostración original, a Born y Fock16) • Posteriormente se han

descubierto la invariancia de orden m y la generalizadall, 12)
•

En ambos casos lo que se persigue es obtener una buena aproxi-

maci6n del operador evolución, si bien una se distingue radi-

calmente de la otra como tendremos ocasión de señalar.

En todos los casos, se recurre a una imagen de

interacci6n. Se llega a una ecuación de Schrodinger con un tér-

mino perturbativo peaueño. Al calcular la serie que se obtiene

como expresión del operador evolución, se dice que ésta es un

desarrollo asintótico. Pero no se demuestra rigurosamente sino

que se admite de un modo formal y más bien como una simple ma-

nifestaci6n de la no convergencia, en general, del desarrollo

obtenido.

En el presente capítulo nos proponemos dar a es-

tas demostraciones el rigor matemático de que carecen y de es-
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te modo establecer definitivamente el carácter asintótico y

no convergente de los invariantes adiabáticos.

Conviene indicar que en este capítulo supondre­

mos constantemente el espectro de valores de la energía discre-

to y no degenerado, incluyendo la posibilidad de una degenera-

ción instantánea y accidental debida al cruzado de dichos va-

lores.

Puede pensarse, sobre todo desde el punto de vip­

ta físico, Que esta hipótesis es más bien artificial, ya que

no parece convincente que la ecuación de Schrodinger corres-

pondiente a algún valor propio particulEr de la energía, haya

delstar esencialmente influenciada por la naturaleza discreta

o continua de anuellas partes del espectro distantes del valor

propio considerado.

T. Kato13) presentó una nueva demostración que

soslaya las dificultades citadas. No obstabte, y por razones

de sencillez, cuando se trata este problema se suele hacer re-

ferencia a la demostración original de Bom y Fock. También

nosotros seguiremos este procedimiento tal como lo presenta

Messiah14) • Lo hacemos así porque, a parte de su mayor compli­

cación, la demostración de Kato� según escribe él mismo. "es

más bien formal y no completamente rigurosa desde el punto de

:.
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vista matemático".

TEOREIVIA ATIIABATICO

Sea H(� el Hamiltoniano correspondiente a

nuestro sistema cU2ntico y �.(t) el valor propio correspondien­

te al vector propio \jt\:) > .

Suponemos oue el Bamiltonia.no evoluciona con

continuidad, pasando del valor H (to) en el instante ini-

cial t, a H (l.) en el instante �, • Conviene introducir

el parámetro T: �,-to ,oue representa el intervalo de tiem­

po durante el cual tiene lugar la evolución del sistema. Si me­

dimos el tiempo real tomando el parámetro T como unidad ob­

tenemos un tiempo ficticio rela.cionado con el t mediante la

f6rmula

(2.1)

De ahora en adelante todos los estedos y observa­

bles del sistema los referiremos a "t' por sencillez en los

calculos ya que la evolución del sistema tiene lugar entre los
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11 instantes" •

Admitimos las siguientes hip6tesis relativas al

espectro de H(eJ •
•

a) No existe degeneraci6n en ningún punto del intervalo (o, 1) •

Es decir

(2.2)

para todo j'?t.< , cualesquiera que sean los ve.lores que tomen es­

tos subíndices.

b) La funci6n

-

-

-

y sus suce aí,vas derivadas con respecto a � son continuas y

acotadas en..el intervalo o � 1:' !:- i .

e) Las suce aí.vee derivadas del proyector -�l�J= \E'i("C}7( �'(-t)\ con

respecto a � permanecen acotadas en dicho intervalo.

Como lo que nos interesa es le. e cote c í.ón de las

funciones y operadores citados, admitimos lE posibilided de

existencia de discontinuidades de primera especie, pero finiYas.

Exigiendo tan s6lo las condiciones a) y c), como

se hace frecuentemente14)
, veremos más adelante que no se pue-
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de asegurar el car2cter asintótico de la serie Que resulta.

Si representemos el operador evolución por \) (�),

habrá de verificarse la ecuación de Schrodinger. Es decir:

i-t, ¿_ LJ (-c) � T +i(-c) U ('c)
d-c

(2.3)

Si el subespacio determinado por cada valor pro-

pio permaneciese fijo, pOdríamos inte�ar fácilmente la ecuación

anterior. Bastaría tener en cuenta

Que llevado a la ecuación anterior e integrado nos conduce a

(apéndice A)

U(c:) :::: '? (�ff - i T r; (-e)) J (o)
Jo

siendo

(2.6)
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Quiere decir oue, si el Mamiltoniano de nuestro sistema cUBn-

(2.7)

tico es tal que el subespacio de ceda valor propio permanece

fijo, un estado propio I f,<, (o) > evoluciona de modo que en

cualquier instante "'C' no difiere del inicial m&s que en el

factor de fase (¿�r -�T 'ff(" (�) , ya que en virtud de (2.5) se

puede escribir

\j(-c) I f\t (oJ;> =? (C'I<f' -,'T�'(TJ) 'l (o/ t c� (o))
I

Pero en general no se cumple la inveri2ncia del subespacio

de cada valor propio y la resolución de la ecuación de Schro-

dinger se complica notoriamente.

Un primer método lógico para resolver este pro-

blema consistirá en efectuar un cambio de representación, va-

riable con el tiempo, de modo que el sistema de referencia se

mueva como los ejes propios del Hamiltoniano estudiado. En es-

ta nueva representación los ejes ejes propios serán fijos y

podremos resolver lf ecuación de Schrodinger tal y como hemos

indicado. Deshaciendo el cambio efectuado tendremos resuelto

el problema original.
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Nos vemos así condueidos a introducir la que va-

(�<\(-r) \ fi(o);> I (j:=I,2.... ) (2.8)

mos a llamar "representaci6n de ejes giratorios". Pero veremos

que surge una complicaci6n que hace que el problema mo sea exac-

tamente resoluble. Y es que la nueva ecuaci6n de Schr5dinger

tiene un térn:dno r dicional que estudiaremos como una perturba-

ci6n pequeña en virtud de la� hip6tesis sobre las que descansa

el teorema adiabático.

Introduzcamos un operador unitario �I(�)' que

represente· este movimiento de los ej es propios. Es decir, se

habrá de verificar

El operador1?,�)define así una transformaci6n en la cual todo

vector propio de H (o) se transforma en vector propio de H (-c) •

y lo mismo ocurre con los subespacios determinados por los pro-

yectores correspondientes, pues conjugando la relación (2.8)

obtenemos

(2.9)

y multiplicando operacionFlmente les dos últimas igualdades re-
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sulta

�'= 1,1, •..) (2.10)

Introduzcamos el operador

d �I (�)
d-c

+

12, (e) (2.11)

Es un operador hermítico y acotado por representar

t?,(�} una transformación unitaria. Como el operador K,(�) tiene

la propiedad (2.10), K(�} h�de satisfacer unas ciertas condicio-

nes. En el apéndice B hemos demostEado que para que se verifique

la igualdad (2.10) es condición necesaria y suficiente que

Naturalmente Que esta relación de conmutaci6n no

puede definir unívocamente al operador �(�) • La igualdad (2.12a)

se mantiene sumando al operador ",te) otro de la forma
,.

� "p"(-c) Fc'(-c) '/1(\.)
c'

donde los r;: (t:) son operadores cualesquiera. Para evitar esta
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indeterminaci6n, y por razones de sencillez que más tarde apa-

(j::.\.J., ... ; (2.12b)

recerán, exigimos al operador K{�) la condición extra

Como prueba de que ahora el operadorK�} está to-

talmente definido vamos a calcularlo. Para ello basta multipli-

car el desarrollo de (2.12a) por la derecha por p¡(�) ,tenien­

do en cuenta (2 .12b), y sumar para todos los valores de j • Se

llega a la expresi6n

(2.14)

Con ello �,(�) queda definido por la ecuación

(2.15)'

diferencial

con la condición inicial -R, (o) -= 1
•

Si dotemos de superíndice 1 e los operadores re-

sultantes de efectuar sobre los primitivos la tr8nsformación

unitaria �tt"C) , se verifica
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(2.16)

puesto que, como es sabido, el operador evoluci6n no se trans-

forma iguel que los demás sino multiplicando tan s610 por la

izquierda.

La ecu8ci6n transformada de la (2.3)
,

sera

Teniendo en cuenta que de (2.12) se deduce

l.-- (')
1'\ (-c) (2.18)

la expresi6n (2.17) conduce, multiplic8ndo miembro a miembro

por l?,(c) por la izquierda, a

l'.l- d_ l')
... L) (�) -=

. d. "C.
(2.19)
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con la condici6n iniciel

(.1)

l) (O) - r (2.20)

que se deduce de (2.3), (2.12) y (2.16).

Cabia esperar que, puesto que la transformaci6n
""

1<, l'r:.) he: sido introducida de modo que anula exactamente el movi-

miento de los ejes propios, lo ecuaci6n de Schrodinger en la

representaci6n ee ejes m6viles fuera fácilmente soluble por ser

los proyectores constantes en el tiempo. Pero anelizando la

ecurci6n (2.19) se deduce que lo que ocurre es que el nuevo Ha-

(.\)
miltonieno no es H (.'1:) sino

(2.21)

l'}
Aunque H lC.) tenga por proyectores a los �l�J , nada se pue-

de decir"a pripri" sobre los ejes propios del nuevo Hamiltonia

no •

También pOdria pensarse que, puesto que el cambio

de representaci6n c:ue hemos efectuado no nos conduce a una ecua-

ci6n de Schrodinger exactEmente resoluble, la tr2.nsformaci6n

elegida no es l[ mBs conveniente. Este argumento nos llevaría
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a buscar una tr2nsformaci6n tal que, en la nueva representaci6n,

el �amiltoniano fuese nulo o al menos constante para así poder

resolver 18 ecuaci6n de Schrodinger. Si demostramos q�e esto no

es posible quedará justificado el seguir operando en la "repre-

sentaci6n de ejes giratorios".
?

Sea A ��) una trFnsformaci6n unitaria desconoci-
•

da. Tratemos de determinarla con la condici6n de uqe, en la nue-

ll') lA)
_ IAl"t) -H (x ) U (.-c) (2.22)

va representaci6n, la ecuaci6n de Schrodinger sea fÉcilmente re-

soluble. Según (2.17) la nueva ecuación será de la forma

o lo que es lo mismo

Los casos en los oue (2.23) es más fácil de resolver son aqué-

llos en los que se verifique

(Al
T H ce) (2.24)

Esta ecuación se puede escribir en la forma
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�t; ¿ A(:�) - THlc)¡\(�) -t" ,ti:,. Alt)
de

.

(2.25)

Si comparamos esta ecuación con la (2.3), que es la que trata-

mas de resolver, nos encontraremos con que., en el mejor de los

(2.21) y que aparece como pequeño por figurar T en el denomi-

casos, es de igual dificultad que aquélla. Es decir. se puede

conseguir la constancia del nuevo ftamiltoniano. Pero el proble-

ma es, cuando menos, de análoga dificultad que el original. No

es viable, por tanto, otro procedimiento que el de "parar" los

ejes y estudiar el carácter del término aditivo que figura en

nador.

Nos proponemos aplicar la �eoría de series asin-

t6ticas, expuesta en el capítulo anterior, siguiendo un método

sugerido por nosotros15) par8 evaluar rigurosamente la contri-

bución de este término perturbativo. Recurriremos a una imagen

de interacción, teniendo en cuenta que el problema del Hamilto-

niano no perturbado está resuelto, como ya hemos indicado en

el apéndice A.

Consideremos la ecuación transformada de la de

Schrodinger. Según (2.19) es
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I ll/
(ti � u (..c.) :

dl: ( �I) U)
"

ll}
TH C;r::¡ - � (oc JI J ("'t) (2.26)

el

Introduciendo el Hamiltoniano sin perturbar H �C) y el p�rtur-

bador H\t;) escribiremos

-

-

(2.27)

,0
.

o )

Si 108 respectivos operadores evoluci6n son U (t;) y (.) l-C} el

operador buscado será

U
l\)

(-e) (2.28)

o ti}
Como los proyectores de H l�J -= -\-l(c.) son los

•

la constancia de los mismos nos permite escribir (apéndice A)

(2.29)
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El valor inicial será

1)

U lo) :: �
J

� to)
J

(2.30)

por ser

'f., LO) = O
J

z: P.l�) = I
J

J

El problema se reduce a calcular

o (1) o }

Lt., U l"1:) � U \T) -= - t\ (""O U l"l:) l) l"t / .

d�
(2.33)

(2.31)

y para ello vamos a deducir la ecuación integral que satisface

este operador, que hemos considerado como una perturbaci6n del

G

O (�) • Sustituyendo (2.28) en (2.26) y teniendo en cuenta que

o

U (�) es solución (apéndice A) de

't, d o

\.
- U l-c)
d-c:

IJ)
I \

"

_ T-t-\ (.."t) v (�) (2.32)

resulta
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U
•

1
=- i -+;:_ l"f:'1 K (�J lt"1 U (r'Jdr'

1; O

(2.35)
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con la condición inicial

\

lJ (e _ 1: (2.34)

Que se deduce de (2.20), (2.28) y (2.30).

Las condiciones (2.33) y (2.34) pueden resumirse

1

diciendo que el operador (.) t-c.) sat í.sf's.ce la ecuación integral

La ecuación (2.35) es de tipo Volterra. Entonces

I

['
puede pensarse en encontrar una serie uniformemente convergente

como solución de la misma, puesto que el núcleo, en. nuestro ca-

.'
•

so, satisface la condición de continuidad en todo el intervalo

16)o � 'C � t
• Pero hay que tener en cuenta que la ecuación (2.35)

relaciona operadores. Para resolverla aplicando l�_. teoría usual

•

de funciones h8y que tom8r elementos de matriz, con lo cual lle-

gamos a ecua ciones donde el núcleo ha degenerado en suma de fun-
ti

ciones multiplicadas por variables y ya no se conserva el ca- I
rácter original de la ecuación. !sta deja de ser de tipo Vol- i

terra, de modo que no conviene tomar elementos de matriz.

Estudiemos el operador

......

. �
-

I
t
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0-+

lo'/
O

r (T)::: U l-rJ K l�} U (t 1 de (2.36)
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o

)

Según (2.29) esta igualdad se puede escribir en la forma

I

f(T) '"J f(��l? LT�.I<I) �\QJ
o

y tomando elementos de matriz, al no dependen F(T} de la va-

riable � resulta

f

L[�(o)IF(T) I fk (.JI' =a...CO)1]��IJ ,Tl '1'.. - '1'.. /) I<"(TI de I E, (o);> (2.38)
�

(2.39)

Los elementos diagonales de ft,j son nulos. En

efecto, teniendo en cuenta (2.16), (2.8) y (2.13) resulta

l l'l
tloU.to) \ k \.�)\ �(tD»

1-

-
e: €\114 lo) \ �,l'C} �(�) �,(t") \ t- (o) > :::"

"

En cuanto a los no diagonales, como "",:{: \1 , el

problema se reduce a calcular

I
•
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(,.1/

� T f'*1A ("t)) k"� "" (-eJ el e

I....*,-:/:III}

(2.40)

donde hemos introducido la funci6n

(2.41)

.

que no se anula en ningún punto del intervclo de integraci6n.

La integral (2.40) fue previamente tratada en el
(1 )

capítulo l. Es análoga a la (1.24). Exigiendo a h(��l�)Y a

��_�) las amplias condiciones (1.32), obtenemos un desarrollo

en serie asint6tica para f:"" l'} • Limitándonos 21 primer tér-

mino podemos escribir

Imponiendo además las condiciones ext�as del caso particular 2)

obtenemos

-

- (2.43)

y con las del caso b)
..

I
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(2.45 )
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(2.44)

Estas tres últimas igualdades las escribiremos conjuntamente en

la forma

teniendo en cuenta que para �:i obtenemos el desarrollo general

de (2.40) y que para V1: W\ .... z y \"\� W\+f (2.45) expresa la for-

ma asint6tica del mismo en los casos particulares a) y b) res-

pectivamente. En principio, hasta resmlver matem�ticamente el

problema matemático �lanteado, trataremos los tres casos conjun-

tamente. Más tarde analizanemos detalladamente el sentido físico

de cada uno y estableceremos las conclusiones apropiadas.

Antes de seguir adelante con la demostraci6n,

conviene analizar detenidamente el significado de las igualdades

del tipo (2.45) donde se indica que un opeEador es del orden de

,
- •

Hemos efectuado el estudio del operador F(T) a

través de sus elementos de matriz. Aplicando al problema. que

nos ocupa el desarrollo en serie asint6tica de la integral (1.24)
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T""

(Os del orden de

I

�
I

I
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hemos establecido un orden pere todos sus elementos de matriz.

y simb6licamente, hemos resumido todo ello en la�igualdad (2.45)
t

Entonces todas las expresiones de este tipo no son más que un

modo abreviado y formal de escribir que, en la representaci6n

de energías (la únic� interesante para nuestro problema desde

el punto de vista físico), los elementos de matriz del opera-

dor en cuesti6n son del orden que se cita.

Una vez establecido el significado de la ecuaci6n

(2,45) insistiremos en un hecho. Tratamos de determinar con una

cierta aproximaci6n el operador evoluci6n del sistema. Es in-

teresente, por tanto, calculer la norma del operador que en-

contremos para ver el grado en que la aproximaci6n empleada

conserva la unitariedad.

Para ello conviene tener en cuenta que la ecua-

ci6n (2.45) se puede interpretar, bien en el sentido de que

los elementos de matriz del operador en cuest�6n son del or-

\
-

Tl'\

pretaciones nos parece fundamental por cuanto de ella se de-

• La equivalencia entre ambas inter-

vivan importantes consecuencias que, a nuestro juicio, no se

habían tenido en cuenta en las investigaciones en torna al

problema adiabático. Con objeto de no perder la unidad, in-

cluimos en el apéndice C la demostraci6n de la misma.
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Integrando por partes el segundo miembro de

(2.35) y teniendo en cuenta (2.36) resulta

,

U (t:)
-c:

1: -t- F(1) U) (" 1 - i F(�") � e '(T') clr (2. 46)
o de'

y como ()'(-c) es un operador unitario, de (2.45) y (2.46)

se deduce

que llevado a la igualded (2.28) hace que (2.16) nos propor-

()

L) (-c ) -= 1(1 ('t:) U (-c J l T -t- O ( .i.,J]T"
(2.48)

cione directamente la expresi6n del operador evoluci6n

CASOS FA RTICULARES

El grado de aproximaci6n final obtenido depen-

de del valor de � en las igualdades (2.45) y (2.48). La

expresi6n (2.45) no es sino el desarrollo asint6tico de la
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•

integral (2.40), Que fue estudiada detenidamente por noso-

tros en el capítulo anterior. ExigiendO condiciones adicio-

nales o introduciendo procedimientos específiCOS lográbamos

hacer V\. tan grande como deseáramos.

En primer lugar limitémonos al caso más sen-

cilIo. No exigiremos condiciones extraordinarias a las fun-

ciones que intervienen en (2.40) y por tanto llegamos a que,de

acuerdo con (2.42), el operador evolución es

(2.49)

O(�I) (2.50)

Es decir, sin más que tomar n � t hemos obtenido el teorema

adiabático ordinario. Y su demostraci6n es 1..-,.Q indicada pero

sustituyendo � por i.

Supongamos ahora que el ijamiltoniano del sis­

tema es tal que se anulan sus m primeras derivadas en los

instant es inicial y final. En v
<.'1

este caso '\ �'" ('1:) Y sus

derivadas son nulas inicial y finelmentell) y el desarrollo

asintótico de F('T) es el del caso a) del capítulo anterior.

De acuerdo con (1.41)
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í
1I
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y por tanto el operador de evoluci6n es

(2.51)

Hemos obtenido de este modo el teorema de or-

den m y su demostraci6n, sin mÉs que tener en cuenta que,

en virtud de las condiciones impuestas al ijamiltonianot":��I •
•

Finalmente supon�amos que antes de integrar (2.40)

efectuamos un nuevo cambio de'representaci6n mediante la trans-

formaci6n unitaria R�(�J definida por la ecuaci6n diferencial

(.l.J
_ K ("t) Kz.(r:)

(2.52)

.� (o) -:: I
a.

donde

lZ)
siendo 11 ('-e) los proyectores del l:iamil toniano

. ll)

t{ (t:)
� ll)

1<, te) � (-c) R, (1:) (2.54)
T
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12)En este caso se ha demostrado que

(2.55)

-

y del mismo modo, repitiendo � veces el cambio de represen-

taci6n se llega al Eesul�ado

o (T�-') (2.56)

La integral final que hay que resolver es

de (2.57)

que por verificarse (2.56) admite un desarrollo asint6tico

del tipo b). De este modo obtenemos

f (1) = O (�)JK '-r""
(2.58)

y el o�rador evoluci6n adquiere la forma
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Entonces lademostraci6n del teorema adiabáti-

co generalizado es la misma que hemos dado para los demás,

pero teniendo en cuenta que, en virtud del proceso de ite-

raci6n introducido se verifica t1: m . .

CONCLUSIONES

El desarrollo asint6tico de la integral (1.24)

nos ha permitido demostrar con rigor el car8cter asint6tico

de la invariancia �diabática. La demostraci6n de los tres

teoremas admite un esquema común, si bien la exigencia de

condiciones extras, por un lado, y la iteraci6n de un pro-

cedimiento, por otro, representan dos casos particulares que

hemos diferenciado según el valor de un exponente.

Pudiera pensarse que puesto que el teorema ge-

ne�e.lizado proporciona el grado de aproximaci6n deseado, es

equivalente al teorema de orden m. Pero conviene insistir

en que, aunque ambos proporcionan un mismo grado de e.proxi-

maci6n, su contenido, e incluso su aplicabilidad, no es si-

milar. Comparemos las igualdedes (2.11) y (2.59). Aun en el

caso de que la eproximaci6n Eea en ambos de _ ,la forma
T-

.del operador evoluci6n es distinta y mucho más complicada

en el caso del teorema generalizado. De modo que, en igual-



- 67 -

dad de condiciones, es decir, tratándose de un Hamiltonia-

no para el cual se anulen sus t\1-1 primeras derivadas en

los instantes inicial y final, la utilidad práctica del teo-

rema de orden � es superior a la del generalizado.

Pero, normalmente, un Hamiltoniano no cumple

estas condiciones. En este caso el úni� procedimiento cono-

cido para calcular el operador evoluci6n con aproximaci6n

;� .

es el teorema generalizado, en el cual se consigue di­

cho objetivo mediante � cambios de representaci6n.

Finalmente queremos señalar que cualquier pro-

blema relacionado con el resto es fácilmente resoluble pues-

to que la aproximaci6n se refiere siempre a la empleada pa-

ra f("Í) y el resto de la serie ha sido previamente cal­

culado por nosotros en (1.29) y (1.37). No obstante desde

rl punto de vista fisico este problema no es de importancia,

puesto que existen procedimientos usuales para el cálculo

del resto en el teorema adiabático de gran sencillez. Un

resumen de los mismos se incluye en el apéndice D.

'1..



CAP!TULO 111

UNA NUEVA APROXIMACION
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INTRODUCCI�N

En los capítulos anteriores nos hemos propues­

to dar rigor matemático a la aproximaci6n adiabática y sin­

tetizar en una sola demostraci6n las existentes hasta hoy

para cada uno de los teoremas E.diabáticos. Al mismo tiempo

hemo.p aclarado cada una de les hipmtesis introducidas para

terminar con un análisis del significado físico de los méto­

dos mateméticos empleados. Las conclusiones finales nos han

servido para puntualizar el grado de aproEimaci6n y las po­

sibilidades que presenta la hipótesis adiabática.

En el presente capítulo pretendemos sugerir

una combinación de las aproximaciones instantánea y adiabá­

tica pera llegar a la conclusión de que, bajo ciertas condi­

ciones de variación lenta y répid8 combinadas del �amiltonia­

no, el sistema que inicialmente se encuentra en un estado

propio de la energía, evoluciona de modo que el estado en un

instente cur:louiera es el própio que se deduce del primero

por cdmtinuidad. Para ello conviene recordar brevemente el

significado de las dos aproximaciones que pretendemos combi-

nar.

Es importante conocer de qué modo evoluciona
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el estado dinsmico de un sistema cuendo se modifica el campo

·exterior al que se encuentra sometido. Como el.problema es

análogo el de resolver la ecuaci6n de Schrodinger, no se pue­

de establecer un resultado general para el cálculo del opera­

dor evoluci6n. La resoluci6n del problema depende fundamental­

mente del modo concreto según el cual se efectúa la variación

del campo; o dicho de otra manera: de la forma concreta del

Mamiltoniano del sistema.

Es un caso muy estudiado, y que se encuentra

resuelto eXfctamente en el apéndice A, aquél en que la evo­

luci6n del sistema es tal oue los subespacios asociados a los

proyectores de los vectores propios del Hamiltoniano son in­

dependi�ntes del tiempo. Pero en el caso general los proyec­

tores propios dependen explícitamente del tiempo y es nece­

sario acudir a procedimientos específicos o a métodos apro­

ximados para calcular el operador evoluvi6n. No obstante exis­

ten dos casos en los cuales es sencillo su estudio. El prime­

ro es la aproximación inst&ntánea ("sudden"), aplicable cuan­

do el tiempo T que dura la evoluci6n es "muy pequeño" y el

segundo es la aproximaci6n adiabática correspondiente al ca­

so en que T es "muy grande". En el apéndice D hemos inclui­

do un breve resumen sobre la aproximación instantánea así co-

mo el estudio del grado de validez de ambas. De ahora en ade-
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lante al parámetro que mide la evolución del sistema lo re-

presentaremos por \� y Ta. , según se trat e de perturba-

ciones instantáneas o adiab2ticas, respectivamente.

Si es suficientemente pequeño se llega

a la conclusión de que el operador evolución, en el inter-

ve Lo de tiempo Ti. puede considerarse, en primera apro-

ximaci6n, igual a la identidad. Hemos visto en el apéndice

D, c6mo se puede calcular el error que lleva consigo esta

aproximEci6n y llegamos a la conclusión de que

(3.1)

siendo esta expresión tanto más lícita cuanto más acussda

es la desigualdad

-
-

l\ H·"

(3.2)

donde �H� representa lL desviación cuadrstica media en el

estado inicial del observ8ble

f
t1-;"el

oH = Hl�) dt: -

- � H(t) dt
T.D "" i ...

{'n, el &

(3.3)



- 72 -

y es el tiempo real medido en unidades T� •

Por el contrario, si TCI. es "muy grande",

aplicendo la teoría de aproximaciones esint6ticas F la reso-

luci6n de la ecuaci6n de Schrodinger se llega a la conclusi6n

de que si el sistema se encuentra inicialmente en un estado

propio de la energía, la evoluci6n lo lleva finalmente al es-

tado estacionario instantáneo que se deduce del primero por

continuidad.

Una medida del error que lleva consigo esta teo-

ría se puede deducir calculando el resto de la serie asint6ti-

ca a que conduce la teoría de perturbeciones (capítulo 1).

También, el igual que en el caso de la aproximaci6n instantá-

nea, se puede medir por la probabilidad de encontrar al sis-

tama en un estado final distinto del proyectado según el es-
•

tado propio deducido por continuidad (apéndice D). Desde el

punto de vista físico, éste es el más útil porque presenta un

significado mucho más intuitivo.

El resultado final es que la hip6tesis ediabá-

tica es tanto más lícita cuanto m&s válida es la desigualdad

""",c. �

01- ( t.)

I ¿� t,,,,,,, � � � �
lúu..\ (3.4)J 1 ,

"",\1\,

�, (t-)d
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donde o/J' (�) representa la longitud del vector 1t. ,e/tJ> (ve­

locidad angular del eje propio correspondiente) y U)d(tJ es

el valor de la frecuencia 'de Bohr de la transición del es-

tado \ Ejt\:) > de velor propio tjlt-} hacia su vecino más pró­

ximo, en el instante t •

LA NUEVA INVARIANCIA

Supongamos un H8miltoniEno 8ue varíE' alternati-

vamente de un modo lento y luego brusco. UtilizE:remos la repre-

pentación gráfica de la figura 1, pero teniendo en cuenta que

es meramente simbólica y que su único objeto es materiBlizcr,

en lo posible, el sentido del artificio oue vamos a emplear.

Los puntos marce.dos en grueso representan el comienzo de las

variaciones bruscas pero en ellos la variación es todavía 2dia-

bática. Son puntos que carecen de papel predominante. Tan sólo

los introducimos como medio de aclarer el m&ximo la demostra-

ci6n de esta nueva invariancia.

Como yo hemos Enticip2do nos proponemos vombinar

de modo apropiado las Eproximaciones adiabática e instantánea,

de modo cue las condiciones que habremos de imponer en cada in-

tervalo serán 18s convenientes para que podamos aplicar 21ter-
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nativamente cada una de ellas.

Las variaciones bruscas aparecen pues limitadas

por la condici6n

, L\(':::::- \. 2, �, "', "") (3.5)

-

donde �HM tiene el sentido indicado en (3.3). Naturalmente

que el es�ado inicial, oue es en el Que hay que calcular la

desviaci6n cuadr�tica media, depende del subíndice � • Co-

mo se puede comprobar en la figura, el instante inicial para

el c�lculo de es precisamente •

Del mismo modo exigiremos que en las evolucio-

nes lentas, los ejes propios del Hamiltoniano tengan una ve-

locidad de giro máxima que sea muy pequeña, en cualquier ins-

tante, comparada con la frecuencia mínima de Bohr para la tran-

sici6n del estado en cuesti6n al vecino más pr6ximo, en el ins-

tanta considerado. Es deceir

)
,z

_d._j-�(-��--l t.� i

W. l�)
�

, ( J -:: " 1.,1, . ", lit) (3. 6)

para todo l comprendido en los intervalos de vEriaci6n len-

ta. Conviene tener en cuenta que, dada la notaci6n de la fi-
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,

gura, todos los instantes de evolución lenta y brusca, se

pueden escribir de este modo, respectivamente

-

- (3.7)

.

lo -::; I,�, ... 12. •

.

J

Consideremos el operador evolución de nuestro

sistema U (l, .t.) entre los Lnst ent e s to y t.f • Intro­

duzcamos los operadoz-ee U (!, t') y los O t �', t) • Por medio

�
del primero representamos un operador que coincide con el

de evolución del sistema en el intervalo (t',t) y que fuera

de él es la identidad. Del mismo modo U (e, t) representa

un operador igual al U (�.to) en el intervalo l � , t' J • Fuera

de este intervalo, U \ r, t) coincide con el operador identidad.

Como el sistema físico,en su evolución de t

a l� pasa por todos los instantes intermedios, el opera­

dor evolución del mismo será igual al producto de los opera-

dores que actúan en cada uno de los intervalos en que hemos

dividido el total. Es decir
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(3.8)

En este producto operadional hay dos tipos de

operadores completamente 8isti�tos. En primer lugar aparecen

los de la forma U(�"", ��J, admitiendo para conservar la nota­

ci6n t: =� .�Estos operadores, según su definici6n, rigen

la evoluci6n del sistema durante un intervelo' de tiempo en

el cual se puede aplicar la aproximaci6n adiabática. Es de-

cir, según (2.48) resulta Que

o (t•• , l'.. ) ,. QH...) � ( (.... ) i I.... O(t
I

_ ",)]
Ir"" le

donde R (t�.I) es el operador unitario introducido en el

capítulo 11 pera pasa!' a la representación de ejes m6viles,

y

�

( 5.10)

siendo



- 78 -

l"'-II

=- j éj (O dE:.

L�
J (i= t.e, ...) (3.ll)

Del mismo modo se pueden aplicar a este oprador todas las

conclusiones del capítulo II, sin más que tener en cuenta

que el instante inicial es el t'k.. el final el ttl"*" y la

evoluci6n dura un tiempo llt.,.¡ -1:: , puesto que se verifica

la condici6n (3.6) que garantiza la aplicabilidad del teo-

rema adiabático.

Según el enunciado del teorema adiabático, si

el sistema se encuentra inicialmente en un estado propio del

hamiltoniano, que escribiremos \t� > , al final de su evo-

.

luci6n se encontrara en el estado propio de ti (t) Que se de-

duce del primero por continuidad y oue será\��+,> según nues­

tra notaci6n. Es decir, este tipo de operadores son tales que j

siendo \ f,-, > y \ �"'''''I ') vectores propios de H\t) en los instantes

que indican.

El segundo tipo de operadores que aparecen en

el producto finito (3.8) son de la forma U (l'.", , l",) • En vir-
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tud de las condiciones (3.5) la variaci6n del Hamiltoniano

entre dos instantes de este tipo puede tomarse como una per-

turbación instantsnea. O sea

(3.l3)

Si el operador evoluci6n es la identidad, significa que un

estado propio inicial del que partimos no sufre alteraci6n

ninguna. Es decir

Como el producto (3.8) tan s6lo incluye opera-

dores de uno de estos dos tipos, es fácil llegar a la conclu­

si6n de que si partimos de un estado propio inicial 1 t, > y

se cumplen las condiciones (3.5) y (3.6) en las sucesivas va-

riaciones lentas y rápidas, el sistema evoluciona de modo que

en el instante final el sistema se encuentra en el estado pro-

pio ,tf > que se deduce del primero por continuidad.

En efecto, calculemos el vector U(�.to) I t,> • fe­

niendo en cuenta (3.13) y (3.14) resulta:
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-

...... --

-
-

(3.15")

De eete modo llegamos el nuevo teorema adiabático, objeto del

presente capítulo: Si un sistema físico se encuentra inicial-

mente en un estado propio 'Ej (to» de la energía, correspom­

diente al valor propia E:(t) , y se somete a un campo de va­
J

riaciones bruscas y lentas combinadas sujetas a las restric-

ciones (3.5) y (3.6), su evoluci6n es tal que en el instante

final su estado físico viene representado por el vector pro-

pio \ ti (t\) correspondiente al valor propio �(�f)' que se de­

duce del primero por cmntimuidad.
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CONCLUSIONES

El grado de aproximaci6n que suministra el nue-

vo teorema adiab{.tico, s�deduce qe la expresi6n (3.8) que

hemos encontrado para el operador evoluci6n. Como conocemos

la aproximaci6n de cada factor, mediante el cálculo del pro-

dueto podremos encontrar la de •

Tratemos, por ejemplo, de calcular la norma del

operador evoluvi6n, muy importante por suministrar la infor-

maci6n necesaria sobre su posible unitariedad. Teneiendo en

cuenta (3.9) y (3.13), así como 1«(UX\�)-::TY ap(tJ<{>\�l=:L
llegamos� a la conclusi6n de cue

y como en todas las aplicaciones fíeicas el número de facto-

res será finito, podemos escribir, con una buena aproximmción,

II V (� ¡ t.) II (3.17)

representando por 1:�, el valor máximo que se obtiene' al com-

parar los intervalos de perturbaci6n instantánea con los in-
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tervalos de variación adiabática del Mamiltoniano.

Es decir el operador evolución no es exactamen-

te unitario (lo mismo sucede en la mayoría de los métodos

aproximados). Su norma difiere de la unidad en unF cantidad

del orden del error máximo cometido al aplicar las aproximacio-

nes instantánea y adiabática.

Nt:turalmente que cualouier aproximación obte-

nida es susceptible de mejora. Basta aproximar más en el cál-

culo de los factores de (3.8) según los procedimientos indi-

cados en el capítulo 11.

Conviene insistir en que esta aproximación es

ftlQ
muy buena porque nos permite, no sólo asegurar'vel estado pro-

pio inicial se desplaza con continuidad. sino que la fórmula

(3.8) nos da un procedimiento asequible para calcular el ope-

rador evolución. De este modo, partiendo de un estado, inclu-

so no propio, podremos predecir el estado final.

con el grado de aproximación indicado. Ello es de suma apli-

cación porque suministra inmediatamente las probabilidades

de transici6n, empleando para el cálculo el procedimiento

seguido, por ejemplo, por A. Dykhne18).
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Finalmente queremos' insistir un tanto en el

significado físico del nuevo teorema, con objeto de resolver

las posibles dificultades que se pueden presentar cuando se y

trate de interpretar el sentido del mismo.

El teorema adiabático, proporciona en primer

lugar un procedimiento par2 calcular el operador evoluci6n de

un sistema físico. y nos lleva a la conclusión de que un es-

tado propio evoluciona de modo que se"traslada" se@Ún los dis-

tinyos estados propios instantáneos. Pero, como ya hemos in-

dicado, lo verdaderamente import�nte es que :uministra asimis-

mo la forma del operador evoluci6n.

Cuando el Hamiltoniano e�al que sus estados pro-

pios, o mejor dicho, los proyectores asociados, son constan-

tes en el tiempo el sistema evoluciona de un modo trivial. Los

estedos propios se conservan, salvo factor de fase, y el ope-

rador evoluci6n adquiere la forma más sencilla (A.8). Pues bien,

el teorema ediabático permite a�egurar que, si los ejes propios

del Hamilxoniano giran muy lentamente el fenómeno es an�logo y

tan sólo hay que efectuar un cambio de r8presentaci6n conocido

para calcular el operador evoluci6n con la aproximación que

se desee.

Se da como hipótesis de trabajo para la aplica-

ción del teorema adiabático que el tiempo que separa los ins- .

tantes entre los cuales se mide la evolución del sistema '�. tien-
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de a infinito" • A nuestro juidio es desacertada tal afirmación

pues lo que realmente se quiere indicar, es que los ejes propios

giran muy lentamente si se les compara con el cambio experimen-

tado por los niveles m{s pr6ximos. O dicho de otro modo, en un

proceso fisico se podrá aplicar ls hip6tesis adiabática cuando

el tiempo que ha de transcurrir para que exista un cambio apre-

ciable en los estados propios del Hamiltoniano es grande compa-

rado con la potenci8 de Bohr mínima en1re todas las posibles

transiciones.

Como es l6gico el caso límite se presenta cuan-

do los subespacios que proyectan sobre cada ,vector propio son
•

constantes. Entonces el teorema adiabático suministra exacta-

mente la soluci6n de la ecuación de Schrodinger (\: 00) y se

pueden relacionar estados del sistema separados por cualquier

intervalo de tiempo' T � finito). En una palabra, el psr8me�

tro T mide la evolución del sistema y ha de ser muy grande

(velocidad de giro pequeña). Pero los instantes que se relacio-

nan pueden estar separados por tiempos finitos, que es preci-

samente el caso m�s interesante.

Veamos ahora el significado físico de las per-

turbaciones instantáneas. Cuando la introducción del sistema

en un campo se lleva a cabo en un intervalo de tiempo que cum-

pIe la condici6n (3.5) el sistema no altera su estado físico
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por grande que sea la perturbaci6n. Tal afirmaci6n puede pa-

recer un contrasentido, pero hay que tener en cuenta que el

verdadero significado de la relaci6n de incertidumbre tiem-

19)po-energía , y ésta es precisamente la condici6n (3.5), atri-

1
�
I

buye al sistema físico una cierta inercia para experimentar

cambios de energía. No son aceptadas alteraciones tales que

se experimenten en un tiempo inferior a 1:;� H • El siste-

ma no las acusa. Por eso en tiempos de perturbaci6n de este

orden el operador evolución coincide con la unidaQ y el sis-

tema. físico se mantiene inalterado.

De acuerdo con las interpretaciones indicadas

la nueva invariancia eparece con un claro sentido lógico, co-

mo ocurre con todos los fenómenos físicos una vez que se ha

penetrado en su verdEdera esencia. Establece, simplemente,

que en una sucesi6n de variaciones adiabáticas e instantáneas

combinedts, todo sucede como s.i éstas :íUtimas no existiesen

puesto que transcurren en un tiempo tan pequeño que el siste-

ma nO,las acepta. Por eso el resultado final es el mismo que si

la perturbaci6n fuera énteramente adiabática.

La aplicación de esta nueva invariancia para el

c8lculo de probabilidades de transici6n y problemas ligados

a aceleraci6n de partícula�e retrasará en la práctica hasta
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que se puedan construir aceleradores que proporcionen cambios

de energía considerablen en tiempos suficientemente pequeños

de acuerdo con la condición (3.5). Es decir, es un problema

técnico del que no nos ocuparemos por no presentar interés

desde el punto de vistade nuestra investigaci6n.

Finalmente queremos insistir en que la nueva

invariancia se distingue de las adiabáticas en que incorpora

a las mismas un fen6meno de naturaleza puramente cuántica, co­

mo lo es la relaci6n de incertidumbre tiempo-energía. Por es­

ta razón, en el capítulo siguiente, al trasladar la hip6tesis

adiabática a la Mecánica Clásica nos será posible obtener re­

sultados similares a los deducidos en el segundo capítulo. Pe­

ro no intentaremos en�ontrar la nueva invariancia por ser esen­

cial en ella el que las acciones sobre sistemas físicos no SB

puedan producir instantáneamente. Como este hecho está en fran­

ca contradicci6n con· la teoría clásica no es posible la exten­

si6n de nuestro trabajo a la MevánicE Clásica.

trt _ t1_¡,j,1Ih



CAPITULO IV

LA INVARIANCIA ADIABATICA EN MECANICA CLASICA
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Aprovechando esta técnica operacional se ha lle�

INTRODUCCI�N

. 20 21 22 23)En rec�entes trabajos ' "
se ha pre-

sentado una nueva t�cnica de cálculo formal que permite tra-

tar los problemas clásicos de perturbaciones por procedimien-

tos análogos a los empleados en Mecánica Cuántica. Se intro-

duce un operador evolución, de modo similar a como se hace en

el campo cuántico, y se llega a su ecuación de movimiento. Pre-

senta una gran analogía con la de SChrodinger, con la diferen-

cia de oue el operador de evolución aparece ahora multiplicaa-

do por la izquierda. Esta modalidad no representa ninguna al-

teración esencial. Es simplemente un ingenioso recurso de cál-

culo, útil para poder desarrollar una cómoda teoría de pertur­

baciones23) •

gado a un teorema adiabático de orden m en Mecánica Clásica,

exigiendo las condiciones apropiadas al sistema físico, dedu-

ciéndose el teorema adiabático ordinario, como caso particular

cuando no se imponen condiciones extras�

En el presente capítulo nos proponemos extender

esta analogía formal Cuántico-Clácica, mediante el estableci-

miento de un teorema adiabático generalizado de validez clási-

ca. Pudiera pensarse que, dado el claro paralelismo existente
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entre los métodos clásico y cuántico de perturbaciones median­

te operadores en el espacio de Hilbert, podría llegarse del

mismo modo al establecimiento de un teorema adiabático válido

para la Mecánica Clásica. Pero ya podemos anticipar que las co­

sas no serán tan sencillas como limitarse a trasladar los méto-

dos cuánticos, que son, fundamentalmente, los presentados en el

capítulo 11. Y no puede ocurrir así porque allí se utilizaban

dos artificios que en Mecánica Clásica carecen de sentido: la

descomposición espectral del Hamil�oniano y la anulaci6n del mo­

vimiento de los ejes del mismo mediante un cambio de represen­

tación apropiado. Ello no significa que no se pueda llegar a

un cálculo efectivo del operador evolución adiabático. Pero es

forzoso utilizar otro procedimiento. Y así se ha hecho para es­

tablecer el teorema adiabático ordinari023)
•

Los resultados, en cuanto a la invariancia adiabá­

tica ordinaria y de orden m, son similares a los cuánticos. No

obstante, nosotros presentamos un nuevo procedimiento que oi·re­

ce la ventaja. de pennitir el cálculo del operador evoluci6n con

una aproximaci6n de cual�er orden deseado, sin necesidad de

. exigir condiciones extras al sistema físico.

Antes de tratar el problema según este nuevo pro­

cedimiento no queremos dejar sin señalar el hecho de·que el ca-
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rácter asint6tico del teorema adiabático ordinario, en Mecánica

H'(�) -=4. �. � ..x ) .e?'� II� -c \')
J

(4.2) .

..
.

.

Clásica, se puede probar inmediatamente, teniendo en cuenta los

resultados Que hemos obtenido en el primer capítulo.

En efecto, como resultado final, tras aplicar la

teoría de perturbaciones, se llega a la integral23).
1

-r:

i2/-r) = J .1l¡ (-c,) .ex('( c: \Ji "t' T) d-r'
o

(4.1)

donde las constantes Wj tienen el signií'icado de í'recuencias

fundamentales y sus arm6nicos y .J2.j{-t) es el operador de Liouvi-

11e asociado al Hamiltoniano �. te). El Hamiltoniano perturbador

ee supone que es de la forma

El punto clave del teorema adiabático se reduce

a encontrar un desarrollo asint6tico en serie de potencias de

,
-

T

hip6tesis bajo las cuales se puede escribir rigurosamente

para la integral (4.1); esto es, hay que encontrar las

( 4.3)

o bien
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t

)J T'W"'''''
( 4.4)

- S,l -

si se exi�en las conocidas condiciones extra de anulación de

las m primeras derivadas, inicial y finalmente, de J2j(�} •

Como esta integral, su desarrollo, el resto y los

casos particulares que pueden presentarse han sido detenida-

mente estudiados por nosotros en el capítulo 1, nos limitamos

a remitirnos al mismo. tlnicamente indicaremos el significado

de las condiciones (1.32) en el caso que nos ocupa.

1) � (W¡ 1:) i:- o
d� ""

en el intervalo o �"C � 1 • Significa

que hemos de exigir la condici6n Wj1:0 para toda j-= ti 2,.... Es­

ta hip6tesis es fundamental y ha surgido de manera trivial al
-

particularizar las condiciones generales. Su validez está fue-

ra de toda duda, puesto que, si se estudian los desarrollos in-

temmedios en la demostraci6n del teorema adiabático, se puede

combropar que las \Jj aparecen siempre en los denominadores

multiplicando a ,- •

2) el (LJ."t:) -= W. = c;..re . • Por tanto la acotaci6n y conti-
d-c 1 J

nuidad de las derivadas de Wj"C en el intervalo o s e s I
, se

traduce t!}n que Wj sea finita para todo jo;: 1(2,�, ....

3) Se ha de verificar, además, que �(�) y sus sacesivas deriva­

das sean continuas y finitas en el intervalo o � 'C ..s i •
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HIP�TESIS ADIABATICA

Por razones de sencillez nos limitamos a sistemas ,i

clásicos que poseen tan sólo un grado de libertad. Admitimos

tambi�n que su movimiento es periódico. Es conocid024) que en

este caso el movimiento puede ocurrir de dos modos diferentes.

En la libración � y � son funciones peri6dicas del t�empo,

es decir deS11és de un periodo l'o tanto r como � adquieren el

valor original y por tanto las órbi�as, en el espacio de las

fases, son cerradas. En cambio en la rotación, después de un

cierto periodo r., r- vuelve a su valor inicial, mientras c:r.

varía en una cantidad constante 10 ' y el sistema vuelve al es­

tado primitivo. En un péndulo simple, por ejemplo, se da lQ 1i-

tos de variables canónicas conjugadas de modo que el Hamilto-

bración para pequeñas amplitudes; pero si la energía es suficien-I

te puede verse obligado a dar giros completos en cuyos caso el

movimiento es de rotaci6n. En general, la libración se da cuan-

do el sistema se mueve entre estados de energía cinética casi

nula. Cuando esto no ocurre suele haber rotación y � es un án-

gulo tal que �o es igual a '2 TT' •

Es conocida25) la posibilidad de esc�ger conjun-

niano sea función tan sólo de la mitad de ellas. Pera sistemas
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periódicos se pueden elegir, además, variables angulares tales

que cambien en una unidad por periodo. La razón para introducir

las primeras es trivial. En cambio las ventajas de las variables

angulares y de acci6n son menos evidentes, en primcipio. Tan s6-

lo se acudi6 a�las cuando comenz6 a desarrollarse la teoría

cuántica. y la raz6n era que las variables de acci6n resultaban

Ber invariantes adiabáticos, es decir, magnitudes que se mante-

nían "casi constantes" cuando la evoluci6n del sistema físico

era "extremadamente lenta". Y Ehrenfest había descubierto que

las magnitudes apropiadas para cuantizar habían de ser invarian­

tes adiabáticos26) • Puesto que las variables de acción eran in­

variantes adiabáticos, resultaban cuantizables (regla Sommerfeld-

Wilson). De ahí la posterior utilizaci6n de las variables acci6n-

ángulo.

Puesto que los problemas de movimiento periódico

cuelen tratarse adoptando como variables can6nicas conjugadas

la acci6n y el ángulo y en la hipótesis adiabática nos limita-

remos al estudio de sistemas mulliperiódicos (peri6dicos un ca-

da coordenada y para los cuales la ecuación de Bamilton-Jacobi

se puede resolver por separación de variables) parece lógico que

adoptemos éstas como nuevas variables. Será el equivalente al

paso a la "representación de ejes m6viles" en Mecánica Cuántica.
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Dado que las propiedades de las variables angula-

res y de acci6n son sobradamente conocidas, asi como las trans-
I

formaciones can6nicas que conducen a ellas, no insistiremos so- I,J

bre este punto. En la bibliografia citada24,25,27) se encuen-

tran los resultados que aplicaremos en el presente capitulo.

TEOREW� ADIAB1TICO GENERALIZADO

Insistimos en que por razones de sencillez nos li-

mitamos al estudio del caso unidimensional. La extensi6n a movi-

mientos multiperi6dicos de distintos grados de libertad es inme-

diata, siempre que no exista degeneraci6n; es decir, cuando no

-) v..k. - oc:::::. , ,
(4.5 )

se pueda dar una relaci6n de la forma

entre las frecuencias de cada movimiento y los números ente-

ros ki. • Cuando un sistema multiperi6dico presenta una relaci6n

del tipo (4.5) se dice que es degenerado y queda excluido de

nuestro tratamiento.

Consideremos un sistema físico de Hamiltoniano
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H (rt I � I�) que evoluciona desde el instante to al ti. • Introdu-

ciendo

t -t,
-

T

(4.5)

escribiremos el nuevo Hamiltoniano como funci6n del tiempo fic-

ticio � • La acci6n está definida por

( 4.6)

donde la integral (4.6) se realiza sobre un periodo de � • Sig­

nifica que si � es una variable cíclica, por resultar f1:. <;t.. ,

se verifica

¿ n rl.. ::' c.t€. . (4.7)

Con objeto de introducir las variables acci6n-án-

gulo, efectuamos la transformaci6n can6nica definida por

(4.8)
- :r:.i -

- -
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Es sabido que tal transformaci6n implica un cam�

bio de variables can6nicas conjugadas. Se pasa de las antiguae

l r- i ,) a las lluevas l� ;w,}. Como la transformaci6n es can6nica
.",

se mantienen las ecuaciones de Bamilton, siendo el nuevo Ham11-

toniano

puesto que H no depende de W. después de et'ectuar el cam

bio de coordenadas24,25)
• Hasta aquí no hemos hecho sino aplicar

(4.10)

la teoría de transformaciones canónicas en Mecánica Clásica.

Ahora bien, como nuestro sistema es periódico en � , y con pe-

riodo unidad (significa que t \vJ+I> : W y t {uJ'tfJ:: �("")-t24"para la li­

braci6n y rotaci6n respectivamente) podemos desarrollar � en

una serie de Fourier. Es decir:

siendo W, funci6n lineal del tiempo25) •

La ecuaci6n (4.9) se puede interpretar del siguien­

te modo: el término .L �D. caracteriza una perturbación muy pe-
.,. :>'1:.

queña (por ser T muy grande) y el HamiltonianoHt�;�)represen-
ta el movimiento no perturbado de terminado por las ecuaciones

I¡
j

I
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por ser W, cíclica

� (4.11)
'...J, te) :: vJ. ( O ) ..... -r J � H (•• ; -r? d�·

o •

,,'

Nos vemos así obligados a aplicar teoría da per-

5'\ = .r ... o l�)T
(4.12)

turbaciones. En virtud de (4.10) la ecuaci6n que satisfará el

operador evoluci6n del término perturbativo será análoga a la

(2.35). Aprovechando los reeultados del capítulo 11, llegamos

a la conclusi6n de que el operador evoluci6n perturbador es de

la foma

El movimiento no perturbado está resuelto por

(4.11) y por tanto las constantes de éste representan invarian-

tes adiabáticos de primer orden.

Pero lo realmente interesante es encontrar un pro-

cedimiento que permita obtener invariantes adiabáticos de eualquie

orden prefijado. Para ello vamos a opera� de modo análogo a como

se hace en Mecánica Cuántica. Así no trataremos (4.9) por teoría

de perturbaciones t sino que vamos a aplicar a fI, ll",¡ W'i -e) los mis-

mos métodos que previamente hemos desarrollado para t-ll p. t I
c ] •
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Definamos

integra.l que se extiende a un periodo de W, • Introduzcamos

lae nuevas variables can6nicas conjugadas (T,¿ w¡) mediante la

transformaci6n can6nica f�tw,;w�>�J definida por

( 4.14)

T;¡, __

El nuevo Hami1toni$no será

(4.15)

donde �e ha tenido en cuenta que, iespués de efectuar el cam-

bio a las nuevas coordenadas, H no depende de w z. •

Por tratarse de transformaciones canónicas, las

ecuaciones de Hamilton continúan siendo válidas. Por tanto se

verifica

•

J (0 fz.)--- -

.:> vJ2. J ""C.

(4.16)
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•

Hemos designado por Tz a la derivada de J¡, con relaci6n al

tiempo ficticio � • Teniendo en cuenta (4.9) y (4.11) la teo-

ría de perturbaciones conduce a 1
I

-:f. (o) ..... � G,(T:}
,

(4.17)

y la comparaci6n de (4.16) y (4.17) nos lleva a la conclusión

de que

o (_!_)T

(4.18)

Quiere decir que el término perturbativo de (4.15) es del or-

den de • Como el movimiento no perturbado tiene por so-

luciones

�(-c)-::: '"l;,(o) Jt>r ser wl. cíclica

"C'

wl. te) -: W� (.!)) + T J .2.. ti, l� ..: r:� dr'
" ¡J J;_

(4.19)

las constantes de éste representan invariantes adiabáticos

de segundo orden.

Si efectuamos n transformaciones sucesivas,

la última está definida mediante
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(4.20)

-
-

siendo

-:r�_, - p
.

"J:.&, d W��l.-

(4.21)

J\\ -= � "J";.c dvJ"'-t

El Hamiltoniano final ser�

"'

: o, (o) ..... T J � t\�.1 ("J';. J t') de'
J J"",

lfJ

(4.23) .

Las soluoiones del movimiento no perturbado son

1: l'C.} -= "1", (o) por ser \4.)", c1clica

Y, puesto que las K transformaciones han sido can6micas,

ee conservan las ecuaciones de Ham1lton. Es decir:

--.=
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(4.24)

Por otro lado hemos visto que el paso de H B

H, se realiza mediante una perturbaci6n de primer orden; el

de f.I, a �a. mediante una de segundo orden y el de H,,_a aH".,

por medio de una de orden �- , • Como � es la acc16n de H",••

y r�., la de H",.¡ t reeultará

-
(4.25)

La oomparac16n de (4.24) y (4.25) conduce al resultado espe-

rada

( 4.26)

con lo cual la perturbac16n en (4.22) es de orden .J_ y las
T"

constantes del movimiento no perturbado (4.23) son invarian-

tes adiab�ticos de orden � • Desde luego. éstes están expre­

sadas en í'unci6n de las coordenadas ("J'"", J W.,) • Para obte­

ner dichas magnitudes en términos de � y t bastará realizar

106 cambios sucesivos determinados por Laa \1. funciones � •

Es decir

..,'.
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E -

J
f__ ,

.

ft,

.l JW\-c ) w�_, ¡, ..•..•.

representaciones de ejes m6viles introduoidos en Meoánica

Cuántica12) • Finalmente conviene observar que los invarian-.

tea adiabáticos, expresados ya en t�rminoe de � y � ,de­

penderán expl:!citament e del parámetro "t: que se introduce

como consecuencia de la dependencia temporal de lae � •

que es el equivalente a deshacer loe sucesivos cambios de

COMPARACI<'N CON LA INVARIANCIA ADlAEA.TICA DE ORDEN m

El teorema adiab�t1co de orden m establece

que, cuando las m-\ primeras derivadas del ijamiltoniano

son nulas inicial y finalmente, lae constantes del movimien-

to no perturbado son invariantes adiabáticos de orden m.

Conviene, una vez llegado a este punto, tener en cuenta el

hecho de que el teorema de orden m 'actualmente conocido23)
no es comparable con el nuestro puesto que el movimiento

no perturbado no coincide en ambos. Al enunciarlo, al prin-

cipio del epígrafe, hemos trasladado el lenguaje cuántico

al campo clásico y de este modo no nos limitaremos a pre­

sentar como invariantes adiabáticos los del Hamiltoniano

en ""*
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inicial.

Es conocido23) que la acci6n es un invariante

I

¡�jadiabático de orden m cuando las W\-' derivadas tempora-

les del Hamil toniano son nulas inicial y finalmente. Pues­

to que W, es funci6n lineal del tiempo t 25), la igualdad

(4.8) nos permite escribir

-
-

(4.28)

puesto que

(4.29)

En este caso la perturbaci6n e�e orde� m y las constantes

del movimiento de H\t:t:) son invariantes adiabáticos de or-

den m.

,

Según ello, de (4.9) se obtiene

( 4.30)

y de (4.l4) y la linealidad de W, se seduce

(4.31)
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Como la prturbación en (4.15) resulta ser del orden de ,

podemos iterar el procedimiento, obteniendo que

O(�l)
(4.32)

De este modo obtenemos invariantes adiabáticos de orden m en

cualquiera de los Hamiltonianos H, , H ¡. , ••• ,
H

M-t , lo

cual prueba la coincidencia de la invariancia adiábática de

orden m y la generalizada cuando, a partir de �sta, se impo-

nen las condiciones extras que exige la primera.

Queremos pncisar un punto que tal vez podria

CONCLUSIONES

dar lugar a falsas interpretaciones de los resultados obte-

nidos en el presente capitulo. Se ha pretendido explotar la

analogia existente entre la Mecánica Cuántica y la Mecánica

Clásica, en el sentido de que ambae dinámicas pueden tratar-

se con gran similitud sobre la base de utilizar operadores

en un espacio de H:Dbert apropiado. Pero la analogia no admi-

te extensión posible en cuanto a su interpretación risica.

r •
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La Dinámica Cuántica y la Clásica �parecen formalmente como

idénticas. Pero no ocurre lo mismo con las Cinemáticas; no

tienen ninguna relaci6n. Y sucede así porque, en Mecánica

Cuántica, el paso de una a otra se apoya en el principio de

complementar�ad, que da sentido a la doble realidad física

de partícula y onda, y en el principio de incertidumbre, que

expresa clarameñte el sentido y la limitaci6n con que se de-

ben considerar ambos conceptos.

Ninguno de los dos principios son asequibles a

la Cinemática Clásica, que es completamente determinista. De

ahí que ambas Cinemáticas tengan interpretaciones totalmente

�

dispares, y que se deba huir del intento de unificarlas, mien-

tras se basen en loa conceptos que hoy ée admiten.

Una buena prueba de est� diferenci� la puede

suministrar el hecho de que, formalmente, el traslado del ca-

pítulo tercero a la Mecánica Clásica es inmediato. Basta cal­

cular el.operador evoluci6n, que pesenta la misma forma (3.8)

con el sentido que allí ee daba a los distintos operadores

interpretac16n alguna, por no existir el concepto de estado

que intervenían en dicha f6rmula. Pero no es posible añadir

propio. Así como tampoco se puede dar un sentido apropiado a

las perturbaciones instantáneas, por no existir la relaci6n
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de incertidUmbre. De ahí que carezca de inter�B el estableci-

miento en Mecánica Clásica de la nueva aproximaci6n.

También resulta obligado señalar que el rigor

matemático en este punto deja bastante que desear. A nuestro

juicio, la mayoris. de los trabajos importantes que ee han rea­

lizado en este campo, no resistirían una critica matemática
,

conveniente. Sobre todo en lo que a la conetruoci6ñ del es-

pacio de Hilbert se refiere. De modo que no hay que conceder

a estas ope:aciones más que un significado formal que da bue­

nos resultados, especialmente en la Fisica del Plasma, en el

tratemiento del problema denominado "aproximaci6n del centro

guia", que se basa en la búsqueda de invariantes adiabáticos

de distintos 6rdenes28,29,30) ,.as! como en otros varios ejem­

plos de la Mecánica Clásica que se pueden tratar por estos

métodos operacionales.

En virtud del hallazgo de la invariancia adabá-

tics. generalizada, el cálculo de invariantes adiabáticos del

orden que se desee es un problema te6ricamente resuelto. Por

esta raz6n confiamos ,n que la presente tesis sirva para abrir

horizontes nuevos en la Fisica del Plasma.
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APlNDICE A

Si H(t) = � E,' (-e) ¡¡(o¡ la ecue c í.ón de Schrodinger
'"

para el operador evolución se podrá escribir en la forma

Integrando entre O y � resulta

"'t'

l)Ccy\.) lO) '" .e.)C\'l (-lT't'-j :¡. C¿ lc'J r: (o;df:') (A.2)

o

En virtúd de- la definición de oper-ador- evolución, se verifica

u (o) -= I. • La igualdad (A .2) se puede escribir entonces

(A .3)

Introduciendo la función

- J"'C E.. (-c') d t:'
:J

(.
(A .4)

obtenemos para el operador \.) l-c) la ez:presión

•

l'



l) (x ) = €)c� l- t T� �,(=) ?¿ t°V
c.

Desarrollando en serie la exponencial resulta

U(�

'"

_ z- (-i.T f '(li le) r:. lO')
",:::0 n�
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(A.5 )

(A .6)

Por ser � (o) un proyector goza de la propiedad de idempo-

tencia, la cual permite escribir (A.6) en la forma

U(-c)

�

( _�,. \f, (oc ) ) __

()r.. o

, c.

\"1.

equivalente a la expresi6n

que es la que utilizamos en la teoría.

(A.7)

(A .8)
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AP!NDICE B

Se trata de demostrar que las reglas de conmu-

tBci6n

(��'I�/"') I
(B .1)

son condici6n necesaria y suficiente par� la validez de

"j :: ('.{, ... ) ,
(B .2)

(B .3)

donde el operador �,l-eJ verifica

�,(o) � I

( J= II 2, ... ) (B .4)

Para demostrar que es condición necesaria cal-

culemos la expresión que resulta de multiplicar (B.2), por

la derecha, por su igualdad conjugada:

MM t
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Derivando (B.4) resulta, para ceda valor de
.

J ,

Medü:nte la introducci6n del operador identidFd

"

la expresi6n anterior se puede escribir en la forma

La transformaci6n 'K,l�) es unitaria. Por tanto

+
las derivadas de 'H, ("t' 7 y de r?, ("T: J están 1igadE s por la re-

laci6n

(B.7)

Que, Eustituida en (B.6) conduce a

d ., el,:) .. i)
- el

T

- 1¡ ("t:) = - n.{-c) �I (-e] 1¡ (-c) _ t;(Cj _ t<.l"t) l-? (T)
d"l: "dl: .¡.. d�

(:8 .8)
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Esta expresión, según (B.3), contiene las re-

glasde conmutación (B.l) que busc2bamos para el operadorK�¡

Par-a demostrar la suficiencia pe.rtiremos de la

hipótesis (B.l) y las condiciones (E.3) para llegar a (B.2)

o mejor a su expresión equivalente

(B .9)

+

Derivemos la expresión "\(, (e) �. (·d �,(-r). Obtenemos

Sustituyendo e� la expres�ón (B.IO) la (B.3) resulta

que es nula según la condición (B.l). Por tanto la expresión

original tiene un valor constante, que según la condición ini-

cial
.

t? (o) � 1: ,permit e llegar al resul te.do buscado, esto

Conviene tener presente que el fijar las proyec-

es a (B.9).

céonea del operador k('c) según (2 .12b), ha sido totalmente

arbitrario. Dos vectores I �'C�J > no quedan completamente de-
.

+tt,.
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terminados por el hecho exclusivo de ser unitarios y solucio­

nes propias de H(�) • Pero al fijar los elementos diagonales

de K�J hemos evitado esta indeterminación porque nos lleva

a establecer la ortogonalidad de los

según vamos a demostrar. En efecto:

"

(E .12)

Según (E.3) y (2.14) la expresión (E.12) puede

escribirse así:

para todo valor de •

Por otra parte derivemos miembro a miembro la

expresión -?- (-cJ I t '(-,:)? -: 1 fJ'l"t::).,> • Obt enemo s �
J J

d t: l �� \ Ej' \ l:") »d"t:.

(B .14)

Comparando (E.13) y (E.14) resulta

I
(E .15)
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que es equivalente a

) (j-== \,1., ... ) (B.16)

Queremos resaltar el he�ho de que no es que nps

estema s refiriendo a unos I �(t:) '> particulares. Lo que ocurre

es que la indeterminaci6n normal en la fase de los vectores

propios se traduce en una indeterminaci6n en el operador que

anula el movimiento de dichos ejes. Pero esta indeterminaci6n

no se refiere a la forma del operador sino al hecho de que

existen varios, infinitos, con los cuales podemos contrarres-

tar el movimiento del sistema de referencia. Al elegir una

transformaci6n particular de todas ellas lo hacemos del modo

que resulte lo másc6moda. y hemos visto que esto se consigue .'
•

exigiendo la condici6n (2.12b), y ésta se traduce, según aca-

bamos de demostrar, en la (B.16) •

•
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APlIIDICE C

Sea un operedor F del espacio de Hilbert de

la Mecánica Cuántica, cuyos elementos de matriz en representa-

ción de energías son del orden de • Escribiremos
T

(e .1)

Su norma es el valor máximo17) de la expresión

l.. \..t \ f-t \ f \ u. >

¿_ U\ u..»

(e .2)

donde \�� representa un vector cualquiera del campo de aplica-

c í.ón de F •

Tomendo vectores normalizados con relación a la

unidad (aunque no es neceEario porque las constantes no alteran

las relaciones de orden), pOdemos limitarnos a buscar el valor

m!ximo de la expresión del numerador de (C.2).

Sean \ EL> los vectores de la base considerada.

Teniendo en cuenta la propiedad 11) de los símbolos de orden.

resulta
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-

- o (�)T '

(e .3)

donde hemos supuesto que T es un' infinito del mismo orden que

el infinito numerable que caracteriza el número de dimensiones

del espacio de Hilbert y f representa un operador acotado

(Téngase en cuenta que los operadores acotados Fdmiten una

cota superior para sus elementos de matriz. Por tanto si éstas

son de cierto orden de magnitud, implica la uniformidad respecto

a las componr.ntes.)

Por representar \E�> una base se verificará que,

para todo

\u.> (e .4)

está acotado, con lo cual la norma del operador

Eerá el valor máximo de la expresión
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:: 2. {2: Q7, r, \ r-1-\ f�> � 'lj L E\(" l F 1 tj >
k i J

(C.5 )

donde hemos utilizado la propiedEd 111) de los símbolos de or-

den, así como la rcotaci6n de (C.4).

Hemos llegado a la conclusi6n de qe la norma del

operador F es

1\ r \\ -= O (C .E)

f:upongamos ahora que se verifica la igualdad

(C.6). Pretendemos demostrar que los elementos de matriz del

operador acotado r son del mismo orden de magnitud. En

.

l. (C.7)

efecto, (C.6) significa que, si \E�� son los vectores de

una base cualquiera,
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� Lf, lf+, 6j�¿_ E:J I r\EL"> =

J

.z
� I F.: 1 = O(_!_) (C.8)
j JL T

Introduciendo T -= }\éj7LSl en (C.7) resulta

Sea

(C .9)

Pare encontar el valor de � ,sumemos para todo J ' resultando I

.¿

� I e �. l F 1 ti >, ::: O (J_ )
J

.J

T"'-'
(C.IO)

(C .11)"

La comparaci6n de" (C.8) y (C.IO) conduce inmediatamente a que

• Finrlmente la propiedad 1) de los símbolos de orden

nos lleva al resultédo que buscábamos
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APllmICE D

Aproximación instantánea.-

"

Supongamos medido el tiempo real t, en unida-

des T donde T representa el intervalo durante el cu&l

estudiamos la evolución del sistema. En este CDSO, el opera-

dor evolución satisface la ecuación integral

H \.-c') U l"t') d-e' (D .1)

�i consideramos el límite en el cual T�Ot y

recordamos, oue e e trata de opera.dores ecotados la igualdad an-

ter-ior conduce a:

(D .2)

En realide.d T es una camtidad pequeña y le. igual-

dad (D.2) no se da. La aproximación instantánea consiste en su-

poner

(D .3)
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\0> (D .4)

o lo que es lo mismo

instante inicial, separado del final por el tiempo real T •

donde hemos representado por 1 o,> el estado del sistema en el

,0 "

•

El error que implica esta aproximaci6n es tanto

mayor cuanto más largo sea el tiempo -r , que dura la evolu-

ci6n del sistema. PEra calcularlo habriamos de resolver (D.l)

por itereción, con lo cual llegamos a une serie de la cual to-

mamos el primer término (D.3). El problema se convierte enton-

ces en el de encontrar el resto de la misma.

No obstante, en el presente apéndice nos propo-

nemas presentar un método usual en Mecánica Cuántica, que per-

Puesto que en dicha aproximación el estado final

mite el cálculo del error cometido en la aproximaci6n con gran

�encillez y que proporciona asimismo una valiosa informaci6n

acerca de la interpretaci6n fisica del mismo.

Célculo del error en la aproximaci6n instanténea.-
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Ee Eupone igual al inicial (D.4), podr{ tomaree como medida del

error que lleva consigo tal hipótesis, la probabilidad de que

el sistema, al final de la evoluci6n, se presente en un estado

distinto �el inici21�

(D.5 )

Si se resuelve por iteración la ecuación (D.l) se

llega a la. igurldad

, t.
t �

()( 1) = ! - t �-'T J Htr} le - t T1.J le J H L�) H te') d-c'-t- .... (D. 6)
1) " o

Que se puede escribir en la forma

(D.7)

Sustituyendo (D.7) en (D.5) se llega a

donde h emoe introducido el operador hermítico
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-
-

_¿

l Lot+4t'Jlo>

(D.8 )

donde A\-i representa la d esv í,e ci6n cuc dr-átLca media del opera-

-

dor H (e J en el estado inicial.

De este modo hemos obtenido una buena medida del

error de la aproximaci6n instantánea. Pare rUe íP� � , se ha

de verificar .
.

(D .9)

(D .10)

o lo Gue es lo mismo



- 123 -

estado en que ee encuentra. Necesita un cierto tiempo

expresi6n que justifica la condición (3.2) impuesta a la

evoluci6n rápida del Hamiltoniano en el capítulo 111.

Conviene señalar que la desigualdad (D.IO) no

es sino el enunciado de la relaci6n de incertidumbre tiempo-

energía. El sistema presenta una cierta inercia a variar el

para acusar una modificaci6n de su estado debido a la evolu-

ci6n originada por H (,) que no es sino el Hamí.Ltoniano zvedio

del sistema en el intervalo considerado. Tan s610 cuando se

verifique 18 desigualdad (D.IO) el estado del sistema no ha-

brá sufrido alteraci6n apreciable.

Cálculo del error en la F proximaci6n 8.diabática.-.

Se puede efectuar una medida del error mediante

el ce.lculo tie la probabilidad de encontrar al sistema en un

estado final distinto del predicho·por la f6rmula (2.49). El

método es similar al expuesto en el apartado r.:nterior pero con­

duce a un resultado poco útil14) • Con objeto de obtener conclu-

siones más aplicables nos vamos a limitar al único caso de in-

terés práctico, en el cual se utiliza la aproximación adiabá-
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tica. Es aquél en que el estado inicial es vector vopio de

H Cto) •

Elijamos un sistema de ejes propios del Hamil- '1
toniano inicial, a los cuales designaremos por

(D.ll)

� (t. = r, ¿, •.• )

Sean lGet),lEI. (O> , ••• , \CjUJ > , ...•.. los vectores

oue se deducen de los énteriores por la transformaci6n �I(�) •

Es decir:

(D .12)

Supongamos que, en el instante inicial te, el

sistema se encuentra en el estado ( S' (oJ >. S egtÍn la aproximación

adiabática (2.49) el estado final será
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Que sólo difiere de..l esté uo l ES (�cl > en un factor de fase.

Por tanto la pr-obab í.Lí.ue d ae encontrar al sis tema en un es-

tado propio final I Cí l(:,), donde \..' -:tj , distinto del pre­

dicho por la teoría será

""

r -= �. \ (t�·(�/l U (ti t�) \ ti (tv) >1
'Ij

(D .14)

(D .15)

LimitÉndonos al primer término en la iteración

de (2.35) y teniendo en cuenta (2.36) obtenemos

con lo Que, según (2.16) y (2.�8) resulta

(D .16)

Sustituyendo (D.16) en (D.14) se llega a

(D .17)



- 126 -

..

que teniendo en cuenta (2.9) se puede escribir en la forma

(D .18)

En virtud de (2.36),(2.16) y (2.14) la igualdad

anterior se transformeen

(D .19)

donde por razones que se verán justificad�s posteriormente

hemos introducido las funciones

di,'tt):: (. t;, (ro) I t?,+(t) c}J XI ltJ I -Ej' (r.)»J dt

�'(I) �. (�)
(D .20)

1;

Calculando por partes la integral (D.19) y ad­

mitiendo que d'j' (tj y Wfl tJ varían de un modo regular, se

considera una buena aproximaci6n el tomar

en el intervalo (�ly (D .21)
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� e; (l) 1 d I Ej' (O>
dt

(D .22)

y como, según (D.20)

resulta que

(D.23)

no es sino la longitud del vector

o lo que es lo mismo, la "velocidad de giro" de los ej es m6-

viles. De modo que podemos escribir

1M" '" •

O<i (t)
"",',,-

�'U)
(D .24)

transici6n J' hasta la más próxima.

tM,••

donde Wj es el valor mínimo de la frecuencia de Bohr de la

La expresi6n (D.24) se toma como expresi6n del

error porque en condiciones normales representa una mayorante

para la suma (D.2l). En este caso, la aproximaci6n ediabática
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será apliceble cuando se verifique

'Mo..)C

¡).. l tIJ vd.oc. d� "l i TO

� re e,u.� \1\0'- \' c...L �

Hemos deducido de este modo una condici6n f!�ica

supuesto que suministra una informaci6n de orden de magnitud.

intuitiva para la eplicaci6n de la aproximaci6n adiabática. Por

y ademas su deducci6n es válida para la mayor parte de los ca-

sos. No obstante pueden presentarse accidentes que impidan de-

ducir la igualdad (D.24). Pero no insistéremos en este punto.

No forma parte de nuestro objetivo y tan s6lo hemos 'visto aouí

el método como aclaraci6n y justificaci6n de las hipótesis exi-

gidas en el capítulo III� Para mayor informaci6n nos remitimos

al libro de A. Messiah, citado en la bibliografía.



11

EPILOGO

l.
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RESUMEN DE LOS PRINCIPALES M!TODOS y RESULTADOS ORIGINALES

CONTENIDOS EN LA PRESENTE TESIS.-

En el capítulo primero presentamos el modo de

obtener un desarrollo asintótico en serie de potencias, de

la integral ft�). Asimismo calculamos el resto de la serie,

con objeto de poder tener, siempre que el problema lo requie­

ra, una medida del error de la aproximación empleada.

Al obtener el desarrollo asint6tico, no s610

hemos calculado la expresi6n del término general, sino que

indicamos expresamente las condiciones que han de satisfacer

cada una de las funciones para que tal desarrollo sea lícito.

Hemos incluido el estudio de los casos particu­

lares que pOdían presentarse, los cuales nos han servido, pos­

teriormente, para deducir cada uno de los teoremas adiabáti­

cos existentes. Témbién señalamos la clara diferencia entre

cada caso particular, interpretando el significado de las con­

diciones exdgidas y haciendo notar que de ello se deducirá el

sentido físico y la aplicabilidad de cada teorema.

El segundo capítulo lo hemos dedicado a una de­

finitiva demostraci6n de los teoremas adiabáticos. Ofrece la

ventaja de ser rigurosa y común a todas las aproximaciones
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adiabáticas existentes. Indicamos en ella el significado de

cada una de las expresiones simbólicas utilizadas y aplicamos

los resultedos obtenidos en el capítulo anterior. Todo ello

nos ha llevado a establecer con rigor el carácter asintótico

de la aproximación adiabática.

Hemos demostrado, asimismo, que la introducción

de la lle.mada "representación de ejes giratorios" es la más

conveniente. lsta es la razón por la cual también nosotros he­

mos acudido a ella en nuestra demostración.

En el capítulo tercero hemos obtenido una nueva

aproximación, combinación de la adiabática y la instantánea.

LleF�os a la conclusión de que, aun bajo alteraciones brus­

cas y lentas alternadas del Hamiltonia.no, el sistema físico·

evoluciona de modo que, si parte de un estado propio inicial,

el final es el propio aue se deduce del primero por continuidad.

También hemos calculado el operador evolución,

que es el que tiene interés práctico cuendo el estado inicial

no es propio. Finrlmente hemos indicado el modo de calcular el

error en ceda caso práctico, así como la posibilidad de mejorar

la aproximación.

En el capítula cuarto hemos extendido totalmente

la hipótesis adiabática al campo clásico. Nuestro objetivo ha
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sido la obtenci6n de un teorema adiabático generalizado, pues-

to que el ordinario y el de orden m no son sino casos particu-

lares del primero. Y en efecto, una vez logrado nuestro prop6-

sito hemos impuesto al H8miltoni�no del sistema físico las con-

diciones de anulaci6n de derivadas en los instantes inicial y

final y hemos obtenido el teorema de ormen m, lo cual nos ha

servido de comprobante de la validez de la aproximación genera-

lizada.

A continuación hemos discutido el significado de

la invari8ncia adiabática generalizada pEra finalizar comparan-

do los resultados clásicos y cuánticos, haciendo constar la Ena-

logía en la forma y la diferencia en la interpretaci6n de todos

108 re�ltados obtenidos.
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