+\
INE

=

UNIVERSITATo:
BARCELONA

Caracter asintoético de la invariancia adiabatica

Luis Navarro Veguillas

ADVERTIMENT. La consulta d’aquesta tesi queda condicionada a I'acceptacid de les seglients condicions d'Us: La difusié
d’aquesta tesi per mitja del servei TDX (www.tdx.cat) i a través del Diposit Digital de la UB (diposit.ub.edu) ha estat
autoritzada pels titulars dels drets de propietat intel-lectual Unicament per a usos privats emmarcats en activitats
d’investigacio i docéncia. No s’autoritza la seva reproduccié amb finalitats de lucre ni la seva difusié i posada a disposicio
des d’un lloc alié al servei TDX ni al Diposit Digital de la UB. No s’autoritza la presentacié del seu contingut en una finestra
o marc alié a TDX o al Diposit Digital de la UB (framing). Aquesta reserva de drets afecta tant al resum de presentaci6 de
la tesi com als seus continguts. En la utilitzacié o cita de parts de la tesi és obligat indicar el nom de la persona autora.

ADVERTENCIA. La consulta de esta tesis queda condicionada a la aceptacion de las siguientes condiciones de uso: La
difusién de esta tesis por medio del servicio TDR (www.tdx.cat) y a través del Repositorio Digital de la UB (diposit.ub.edu)
ha sido autorizada por los titulares de los derechos de propiedad intelectual inicamente para usos privados enmarcados en
actividades de investigacion y docencia. No se autoriza su reproduccién con finalidades de lucro ni su difusion y puesta a
disposicion desde un sitio ajeno al servicio TDR o al Repositorio Digital de la UB. No se autoriza la presentaciéon de su
contenido en una ventana o marco ajeno a TDR o al Repositorio Digital de la UB (framing). Esta reserva de derechos afecta
tanto al resumen de presentacién de la tesis como a sus contenidos. En la utilizacién o cita de partes de la tesis es obligado
indicar el nombre de la persona autora.

WARNING. On having consulted this thesis you're accepting the following use conditions: Spreading this thesis by the TDX
(www.tdx.cat) service and by the UB Digital Repository (diposit.ub.edu) has been authorized by the titular of the intellectual
property rights only for private uses placed in investigation and teaching activities. Reproduction with lucrative aims is not
authorized nor its spreading and availability from a site foreign to the TDX service or to the UB Digital Repository. Introducing
its content in a window or frame foreign to the TDX service or to the UB Digital Repository is not authorized (framing). Those
rights affect to the presentation summary of the thesis as well as to its contents. In the using or citation of parts of the thesis
it's obliged to indicate the name of the author.




IPoS I T T NAV

rﬂ:§>ﬁlﬁguifwc>é><> :Ezfigg;.

T -
]

ZRACTER ASINTOTICO DE LA INVARIANCIA ADIABATICA

T
K

» oar b e

Tesis presenteds por D, Luis Naverro
Veguillas, en lz Frcultad de Ciencias
.de le Universidad de Bercelone paru
.optar al grado de Doctor en @iencisas,

Seccidén de Fisicas.

il

BIBLIOTECA DE LA UNIVERSITAT DE BARCELONA {

R.3(020




Presentamos este tesis 2 le consideracidn éel
Tribuncl, confiendo que su opinidén sea favorable.

Deceamos hecer conster nuestro agredecimiento
al Prof, Dr., D, Luis M, Garrido por su lzbor de

orientacidén y direccidn, cue han hecho posible la

presentacién de este trsbajo.

Tembién queremos mencioner la decisiva influen-
cia de los Sres, Cetedrédticos de la Seccién de Fi-
gicas de la Faculted de Ciencias de Madrid. La for-
mecién que recibimos de ellos nos he fecilitado W
considerablemente la presente investigacién.

No podemos dejur de mencioner, asimismo, el
continuo epoyq recibido de los miembros de la Cé-
tedra de.Fieica Matemdtica, y muy especialmente
por parte del Sr, Biel, quien en todo momnto nos
ha prestedo su inestimeble colsboracidén.

Finalmente queremos hecer constar nuestro re-
conocimiehto & le Fundecidén "Juen Merch", por una
beca concedida dursnte el periodo de preparacién
del presente trabejo.
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OBJETO DEL PRESENTE TRABAJO

En el estudio de la Fisica del Plasma y, més con-
cretemente, en la llemeda eproximecidn del centro guia, se trata
el prodeme del movimiento de perticulss cergedes en un campo
magnético variesble, Los resultz:dos obtenidos se basan en la hi-
pétesis de que la variecidén de dicho campo es lenta, tanto en
el espacio como en el tiempo. Se obtienen magnitudes que son
"ceei" constentes, E1l problema principsl consiste, pgr tanto,
en el estudio de bzjo cué condiciones es posible el estzble-
cimiento de dichos inverientes y qué gredo de aproximacidn su-
ministran los distintos-procedimientos emplezdos. Constituye
en conjunto lo gue se conoce con el nombre de aproximacién
adicbdtica,

El teorema adiabdtico ordinerio, el de orden m
y el éeneralizado, no son sino procedimientos pera calcular
el operzdor evoluciédn del sistema fisico cue se estudia, El
primero es clésico y suministra, en principio, una buena apro-
ximacidén, E1 de orden m, presente un mayor gredo de validez,
pero a costa de exigir al hamiltoniano unas condiciones ex-

tres oue generslmente no tiene. En cembio el teorema adizbé-

tico generalizesdo suministra la sproximacién deseada, sin otro



requisito que repetir tantas veces como grzdo de aproximacidn .
ce pretende, el cembio de represcentrcidn conocido con el nom-
tre de "representecidn de ejes giratorios".

Al estudiar estos tres teoremas hemos observado
detalles de célculo y de interpretecidén ocue nos hicieron pen-
sar en una rigurosa revisidn de los mismos. En primer lugsr se
utilizeban reldciones de orden entre operadores que no presen-—
tabzn un sentido claro o una definicidn epropiada. Por otra
parte los resultedos se realizeaben frecuentemente de una mane-
ra formel, As{ a las series que surgen naturslmente a2l aplicar
los métodos de perturbeciones se les daba un carfcter asinté-
tico cue no se demuestre, Més bien se utilize dicho término .co-
mo remedio psra evitar el estudio de la convergencia de las
mismes, Finclmente, trcténdose de métodos aproximados resulta
extrario la pocs importencies cue se suele dar en los mismos el
resto de las series utilizedes.,

Kuestro objeto era emplier el campo de utiliza-
cién y las posibilidedes de la aproximecidn adiebédtica. Por
les razones citedas enteriormente nos hemos visto en la nece-
sidaed de zsentar firmemente los fundamentos de la misme antes
de ebrir nueves posibilidades. Y ello nos ha sido poeible gra-
cias & le observecidén de que el cardcter csintético y el rigor
de los tres teoremas sdicbéticos descanea en el de una integral

comin, szlvo peouefios detalles. De este modo hemos dedicado el



primer capitulo 21 estudio exhesustivo de la misma, zpoyZndonos
en los modernos conocimientos cue se poseen sobre las series
esintdtices.

Posteriormente, teniendo en cuenta les conclu-
siones del capitulo primero, nos he resultzdo reletivemente sen-
cillo presenter unz demostrecidén rigurosa, con ls ventszje de
ser comun & los tres teoremes, szlvo ligeros matices. En le
Ultime perte introducimos un exponente que ¢l tomar distintos
valores hrce lz demostracidén vélida prra cada uno de los tres
teoremacs,

Hemos penszdo que la exigencia de un cempo len-
temente verirble podies reducir el campo de aplicebilided de
le zproximacidén adisbdticz. Se nos ocurridé entonces que la
combinecidén de las aproximemiones instaznténea y adisbdtica po-
dfa der luger a2 otra nueva sproximecidén que permitiese prede-
cir el estrdo fincl del sistema fisico considerzdo. De este
modo podricmos estudiar edecusdamente el movimiento de parti-
cules cergcdas en cempos de veriecidn adisbdtice aunque el ha-
miltoniezno del sistema estuviera sometido tembién é alteracio-
nes brusces, Y, en efecto, en el capitulo terceroﬂpresentamos
un nuevo método cue permite el cflculo del operzdor evolucidn
en el ceso de un sisteme fisico sometido £ veriaciones lentas

Y rfpides slternativas del campo exterior. Al mismo tiempo es-




tudiemos el sentido fisico de los términos "lento" y "rdpido".

Finelmente hemos considerzdo cue, puesto que
existen técnices de cZlculo formel cue permitenletsblecer ana-
logias entre la Mecdnica Cuéntica y la kecédnice Clédsice, podia-
mos aprovecherles pere elsborar une teoria de la cproximecidén
adisbdtiea de utilidid en el campo clésico. Asi, en el capitu-
lo cuerto, presentemos un procedimiento cue permite calcular
el operador de evolucidn clédsico con el gredo de aproximacidn
que se desee, Es el equivalente 2l teorema cdizbdtico generali-
zedo, Asimismo, como comprobente de la yelidez del método, he-
mos obtenido el teorema sdisbético ordinario como caso perticu-
ler de aqudl, Posteriormente hemos exigido 21 hemiltonizno les
condiciones extres de snulecidn de derivedes iniciel y finel-
mente y el teorema generalizcdo nos he proporcionsdo el de or-
den m en lecdnice Clésica, Con ello creemos h:ber extendido
noteblemente el z2lcence y el sentido de le citeda snalogie
Cu’ntico~Clésica.

Como sintesis del trebejo presentemos, =1 finzsl
del mismo, un breve resumen de los principeles resultados ob-
tenidos, £si como uns serie de sugerenciss en tormo & posibles
aplicaciones,

En la redaccién de la presente tesis hemos inclui-
do un epartado de apéndices en los curles exponemos lzs demos-

treciones y cflculos que no presenten interés directo, bien por



cer conocidos o por representar exclusivimente cflculos despro-

vistoe de sentido fisico.




CAPITULO I

DESARROLLOS ASINTOTICOS




INTEODUCCION

Antes de ocupesrnos de le presentacidén de esta nue-
ve perte del Andlisis, que podriemos llemer Asintética, convie-
ne resaltar cque su establecimiento como tel es relativamente
moderno, Poinceré y Stieltjesl'z) en el afio 1886 fueron los in-
troductores de las series esintdticas. No obstente el desarro-
llo y aplicecidén de les mismes es un hecho reciente, Existian
determinedos teoremes y propiededes, pero no se ajustabzn a las
~necesidades zctuzles, Fue Vun der Corput3'4'5) el que a partir
del efio 1950 inicid un estudio profundo y sistemdtico de los
deserrollos azsintéticos que posteriormente se ha extendido =
miltiples funciones.

No obstente es éste un campo de investigecidn
muy ctucl en el que sin quedan miltiples puntos por aclarar
y aplicer., Incluso el més esencizl oue pudierz ser el de defi-
nir qué es laz Asintdétice entendide como perte del Andlisis que
estudia los desarrollos esintéticos. De Bruijn compara la pre-
gunta ¢queé es Asintética? a esta otra ;qué es Metemdtica? Tras
enzlizer el objeto de la primera y precentzr los inconvenientes

derivzdos de cuslquier limitecién del cempo de la Asintética,

llega & 1z conclusidn de cue “"1la definicién més segura, y no



lz més vage, es ésta: Asintbétice es la parte del Andélisis que
considera problemas del tipo de los cue se tratan en este 1li-
bro“s).

Nosotros nos proponemos en la primera prrte de
este capitulo presentzr una introduccidn a los métodos asin-
téticos, pero limit£ndonos ¢ les definiciones, teoremes y pro-
piedades ocue pueden resulter zplicebles al problema adiabdtico.

Sucede muches veces que al intentar asignear un
valor a une cierta magnitud el método de cZlculo es tzl que
‘ee hace précticemente imposible efectuar diche operzéidén. En
estos casos nos conformamos con aproximzciones epropiadas que
suministran una cierta informacién., Normalmente estos procedi-
mientos presentan un gredo de velidez que sumenta con el nume-
ro de operaciones gue reclizemos, El estudio del error cometi-
do forma prrte esencial de cuclquier investigacién en torno a
problemas sobre métodos aproximsdos., Una situscidn perecide es
le cue ce nos presenta en los llzmados desarrollos asintéticos.

Puede presenterse el caso de cue se utilice una
serie infinita divergente para el célculo de une megnitud que,
en cierto sentido, puede interpreterse como le "sumz" de le
serie, E1l caso més normel es aquél en ocue tenemos una serie de

términos variables cuya"suma" es, por tanto, una funcién, y la
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eproximacién suministreda por los primeros términos es tento
mejor cuanto la veriable independiente se aproxima a su valor
l1imite (cero o infinito en los ejemplos mds corrientes).

En la mayorisz de los casos los términos de la
cerie suelen decrecer gl principio répidemente y después vuel-
ven & crecer, Es ésta la razdén por la cual Emde lcs llema "Se-
ries de principio convergente". Pero 2 las de este tipo se les
conoce con el nombre de"series asintbéticas" (Poincaré),., Como
veremos mée tarde lss series asintdéticas pueden ser convergen-
tes o0 divergentes, Pero antes de seguir adelente, y con objeto

de sclarer 1o '‘que kemos indicado, estudiaemos un ejemplo tipi-

007).
Consideremos la serie:
: , - . ]
jk“-} = i- ‘t‘L 1‘2! x{- 3,'.14---- — 2 \"l} Vl[ X (101)
donde
(= -]
"
nl = J («xp-t) t dE (1.2)
o

La eerie indicada es divergente pers todo =x#<© . Para ve-

lores pequefios de x (por ejemplo io'* ) los primeros términos
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&
decrecen muy rdpidemente y luego, hecia el término n=lo |
la serie se hace creciente y ceds vez més répidamente, De mo-

do que sin os limitemos e los primeros términos, podriemos zsig-

nar & S(x) un valor numérico sproximedo. El probleme puede
ser éste: ;Qué funcidén de = noe reprecentes sproximcficmente
estos valores numéricos?

Consideremos

Gu=) = x S(x) (1.3)

Derivando, podremos escribir

- 3 -
q),(-"'-) = l.‘ ~alx & b! - = X Cb(’?) (1.4)
xl.
Entonces tpgx) satisfece le relacién
x® d;'uc) +¢(x) = x (1.5)

con la cuzl, y teniendo en cuenta que

¢(e) = © (1.6)
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podemos determiner cPL.z.) y por tanto S(x) .
Escribemos (1.1), teniendo en cuente (1.2), en

la forma

et ¥ g(x) - Z L—I)'j (Ixfy -L') (:r.f:‘)nc“: (1,7)

¥ Si shora sumcmos bz jo el signo integral, de modo

formal, obtenemos la funcidn

o

}@:):'J(qr o (1.8)

|+x£‘
Qo

El problema plcntezdo es el siguiente: ¢;qué re-
lacién tienen K::) ¥y 9(x) y en qué sentido podremos decir
que {r(x) estd representada por la serie divergente (1.1)7?

Parc trater de contestar 2 esta pregunta obser-

vemos que

-3 (L oY

[\m-_- o,l,2.) Q.9
1+ =k

th

Calculemos eshora la funcién ¥, (x) tel que

{(.x.) = Swm (x) + R (x) (1.10)
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donde hemos utilizedo la sbreviatura

(-~

S (x) = Z L-!)‘n.' X" = Z \‘IJ“J (Q?‘f"t) J‘-“dt (1.11)

De las cuatro dltimas iguzsldades se deduce

x

Ru) = ) - Suux) = | Leze-t) kwv-“ dt 2( x) j(cxr-l')‘; dt =

L ] |+J:l: n=o

j(-‘?}‘f ) ge _ )(er-t)g(-xu‘:;g, / (*Xf’_ _./ 2y
> 1+t o 1+xé
Es decir, utilizando la propiedad (1.9) hemos hallesdo pars el

resto lea expresién

oo

?...Lx):\__z)“‘”J (exp-t) é"‘"a/é (1.13)

o \xxt

Pare mayor generalided sea K wune vericble del
pleno complejo, Distingemos dogposibilidades:
18) La psrte real de =« no es negetiva:
RE- L‘—'C) 2 © . entonces |I+x'(’.|?.-i y ||4._xt[-15 i .

En este czeo, teniendo en cuenta (1.2) y (1.3) podemos escri-
bir
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w41
l Row (=) l < (\M“)! | x | ; He (x) 2 o (1.14)

28) Le perse real de X es negativa:

sea (P: o.r.j x ; es decir

4)5(7 .]_|]4xl‘||>,lvﬂa¢\

MR
N
I+

ye que gl sumar la unidad a un complejo de parte teal negativa,
el médulo disminuye pero se conserva igual o superior al seno

del éngulo primitivo, O lo cue es lo mismo

-1
| 1ext] ¢ | cosec ¢
De modo que en este caso llegamos & la conclusidn
-+ 2
\ Rutx)| 2 LM—H)! V1l lcosec @, He(=) <o (1.15)

En cuzlquiera de las cesos (1.13) (1.14) o (1.15)
resulta que, pcrtiendo de una serie divergente, su "suma per-
ciel" la obtenemos medisnte une funcidén,de modo que el error

cometido 21 limitsr el mimero de términos es del orden del
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primer término despreciado. E1 resto tiende 2 cero, zdemis,
cuendo X —® o0 L, Y si la perte real de <« es no negativa
el resto es, en valor sbsoluto, menor que el primer término
desprecisdo, Si en la serie dsda ocurre cue x» o, €l resto
tiene incluso el signo del primer término desprecisdo. En es-
te caco la serie (1,1) se comporta de un modo similar = una
serie clterhente convergente, Hay_una gren diferencia, no obs-
tente, y es que €l menor término de (1.l) representa, segin
hemos vieto, un limite pere el grado de aproximecidén, mds alld
del cual es imposible pasar.

Y después de gnalizar este breve ejemplo pese-
mos & introducir los conceptos fundementales de la Asintéﬁ}ca,

que posteriormente nos serZn de gran utilided.

SIMBOLOS DE ORDEN

En el ejemplo anterior hemos visto cdmo llegemos
g la conclusién de-que el resto es "del orden" del primer tér-
mino despreciado. Como les relaciones de orden juegen un papel
importente en nuestro trabajo, vamos a esteblecer les defini-

ciones y propiedzdes de las mismes, segin la notacién Bach-

mann-Landau7'8).
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Suponemos, por razdén de les futuras epliceciones,
oue la verieble independiente x es real, y que su campo de
variacidén es un cierto conjunto ® . Por X, designemos a un
cierto punto 1imite de W . (?L-f-) y P (x) denoten fun-
ciones reales o complejes de x , defimides cuaﬁdo JX per- )
tenece a R .

Utilizaremos les siguientes definiciones para

los sfmbolos de orden O y © o

a) &= O (V¥ en R
significa que existe unzs constente A 21 que
|l ¢ ALY pera todo x ER .
b) @& =o(y) cusndo x —» =,
indica que existe une constente A y un entorno U de X,
tel oue :
l“-"l £ Al¥Y| pera todo =x de la interseccién de U y R .
c) c{)-: o(¥) cuando @« —=,
equivale a que parz todo €> © existe un entorno de X,
Ug y tal que
|91 < &1 v pera todo % de le interseccidén de Yg y R .
Si Y#O en el conjunto R , las tres definicio-
nes anteriores se pueden establecer mucho méds simplemente

a) ¢= O(\\-‘) en = , i _é. ecta‘ecotada en W .
o
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b) ¢=0(¥)cuando xex,, i estd acoteds cucndo X Xo,

€|8

c) d|>= °(‘i’)cuando x>, si$.—po cusndo x —v .

Es corriente el caso en que las funciones gue
gparecen en las reiaciones de orden dependen de un parémetro,
de verios o también de subindices. En cede caso, es decir, pa-
re cade vetror de los perémetros o subindices tendremos una cons-
tente A , o unos entornos U y dg distintos. €1 A , U
6 Oé pueden elegirse independientemente de perédetros o sub-
indices, se dice oue las releciones de orden son vélides uni-
formemente,

Por su aplicscidn a nuestro trebecjo, el simbolo

g resulta m€s interesente oue el s . Por esta razdén nos
limitaremos & citar algunas propiedades del primero, que pue-

den extendercse sin ningune dificultad el simbolo o .

Propiedades del simbolo de orden O:

En edelente omitimos, por comodided, les fraces
"cusndo o pertenece @ W " y "cucndo x-»X", entendiendo
que curndo una de ellas figure en la hipdétesis, tembién debe
incluirse en el resultzdo.
I.si ¢ =0(¥) ¥ d>o
se verifice oue | |¢ | * = O (l\Plld'j
La comprobscidén es triviel, Be ste tener en cuentz 1lc definicidén

del efmbolo O .,
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II. 51 Ch_. = O (\1{) , (L=12,..,n) ¥y Q. son constantes,

L4

ce verifice tcmbién le relacidn

Zd,‘tﬁ = O(é-ldal\‘l’;l

En efecto: silﬁléﬁcl‘l’cl (pera (=1,%,..,7)

LG | 4 \acll il ¢ Alacl ¥

siendo A’zA.; prra cuslquier { . Sumendo pcra todos los valo-
rds de L obtenemos el resultado que buscdbzmos,

$1 mn= e, €l resultrdo es tembién vZlido cuando
les releciones de orden inicisles sesn uniformes en el paréme-
tro ( . En este czso se puede encontrar una Az A (la,<4,:.. )
que 21 hacer la sume se podrfa szcer factor comin,llegando &

las mismes conclusiones que en el caso anterior.

111, 84 :bi = oW ((l=u42,...,m2), @ son constentes y

existe une ¥ tel que I\W¥:l ¢ ¥  pere todo L , se verifica

=2 acp. = O(V¥)
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En efecto: ld",‘ <AVl ¢ Ar Y .

Tomendo una A tel cue A % A; pcra todo L ’ resulta

e

Slac | £ 2 aciide| 2 Alal Y ¢ Ay

‘

A es una constente definida por A=A glad.

Para ocue esta propiedad sea extensible a n~w,
hemos de exigir cue la hipdétesis sea vélida uniformemente (pa-
ra poder encontrar Az A: pera todo ¢ ) y =zdemds gque tZ_'lf-I!,;l sea

7
convergente (pera determinar A ).

Iv. Si 4)'...__' O(ﬂ)':} ( L= {f'el"'ld)
se verifice I P, = O ( I \f{)
< < )
En efecto: |¢.| ¢ Ai | ¥il . 51 A representa la
cote superior de las A; resulta |¢;\ ¢ Al Y| para todo 1stsnm ,
Multiplicendo las desiguzldades obtenidas al dar a ¢ todos
lds velores posibles se obtiene el resultzdo zpetecido.
Evidentemente essta propiedad no es susceptible
n
de ser extendida 21 caso n=o , debido 2 cue apareceria A
el tomer productos,

Aungue la integraciédn de las relaciones ordinales

puede extenderse a casos de variables complejas o abstractes,
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nosotros nos limit: remos & integrcciones con reespecto & verie-
bles resles oue es el Unico de interés por la mismz naturaleza

del problemr cdistftico, como més terde veremos.,

V. Sez a 1la verieble resl y R el intervalo (a,'v) . Supon-
£Ccmos qu’ 4): O (¥) cuando x—>b . &i c'b Yy V no tienen

singularid«des en 4 y se verificc

b b
J ¢Lt)dt= O( |\P('C)‘AC.) cu’ ndo K'-Pl:)
X X
b
En efecto: suponemos cue la integra-.l.J | Yeilde s convergen—
x

te, porque de lo contmario yz estaria demostrcda lz propiedsad.

kn este ceso podemos escribir

b

l j ¢(e)de

X

b o
4 ; l¢(-c)|c|-c < AJ \‘i’U}I cl-,_- cuendo x—rl:

x

Le diferenciscidn de relzciones de orden estd
eujeta & condiciones mucho mée restrictives que las expuestes
para el ceso de integrszcién ., Se pueden encontrsr en ls biblio-
ere¥ie citeda, Cerecen de interés pere nuestro probleme y por
€e0 no laes incluimos en este breve resumen,

Finelmente, demos unc cserie de férmulse que re-



- 2]l -

lecionan simbolos de orden, Su demostracidén es elementzl per-
tiemdo de las definiciones de los mismos:

VI,

O (0 () = O(4)
0 (e(9) = o(o(¢))= o(o(4) = o(4)
O(q) 0(¥) = o(¥<e)

0(4) +0(9) = O(¢)+ o($) = ©¢)

Otras propiedades de los simbolo‘s de orden pue-
den encontrarse en la bibliogrsfia, Lspecialme‘nte en el libro
citedo del profesor A. Erddlyi y en los correspondientes de
Ven der Corput de los cuales hemos tomzdo fundamentslmente las

definiciones anteriores, Pere nuestro propoéito son suficien-

tes estes seis propiededes de las releciones ordinzles,

DESARROLLOS ASINTOTICOS

La sucesién de funciones {¢“} es pae acintética
cuendo x -, , si para cada n , se verifica ¢Ml=o(cb,‘\, cuan-

do @x—ex,, ¢i le relacidén ordinel es uniforme en el subindice
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ce dice cue se trete de unz serie zeintdticz uniforme en wn .
Les d’,‘ pueden depender de parimetros y le uniformidesd puede
derse en los subindices y en los parémetros simulténeamente,
¢e pueden obtener series asintdéticaes p:rtiendo
de otrze, Los veriesdos procedimientos que psre ello existen
ce besen en las propiededes de lds simbolos de orden que hemos
citado en el ¢pertado anterior.
tea 1 serie 2 dx @Pa(x) donde {éﬂ& es une su-
cesidn esintdtica, cucndo x —» X, . Diremos que constituye
un desarrollo csintdético de N términos de le funcidn{-(-x) y

cuendo X+, , si se verifica

~
+(‘) = Z ay B, x) + O(dwf) cuando X-ex, (1,1€)

n=y

cue abreviedemente indiccremos como
N
](L’-) ~ 2 A é‘ (xy cut ndo 3 =X,
2/

Cucndo el desarrollo asintdtico de uns funcidn
se reduce ¢1 primer término, en la bibliografia sobre el tems
se les suele llemer representecciones esintéticas.,

Evidentemente los cesos mes interesantes, y mée

estudiedos, son szquéllos en los oue A=J4 o0 bien A= , No
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obstente, prras nustres futurcs spliceciones, nosotros conside-
raremos que N es un numero entero curlquiera.

Si un desarrollo essintético de & términos ( W
finito) incluye ciertos perdmetros, le velidez uniforme del
miesmo se da cuendo el resto, ]an‘ la expresién (1.16),es o(é”')
uniformemente en dichos perémetros. Si A es infinito 1la
condicién de uniformidad es que la relscién “;.) _"fa;,gi,, =0(¢éﬂ)
cea vélida uniformemente en los parémetros psrs velores sufi-
cientemente grendes de M

La condicidn (1.16) suministre una férmuls de
recurrencia pere calcular el coeficiente del término n-ésimo
de un desarrollo esintdtico de la funcidn J—(:r.) , cuendo x-»rX.

En efecto, de dicha férmulz se deduce

m-=r
. /(I) - & n @ (z)
A = Z,,,,, ’ . (m=/,¢,...zv/ (2:17)
x> X ¢m(‘:/

que no es siempre splicable debido a las frecuentes singulari-

dades del denomincdor,
Pera un %, fijo la férmula znterior muestra
cleremente la unicidsd de la sproximecidn ssintétice de .k:r.) ,
dada la sucesidn ‘24‘"("’) } .« Una demostracidén més rigurosa y
9)

més genersl es la presentada por H, Jeffreys ' .

Hey cue tener en cuenta gue unm serie esintdti-




ca no reprecsentz univocamente 2 una funcidn .#(x) . Por ejem-

plo se puede comprobar trivielmente que lazs funciones

-1
' -1 -x)
\“_x) , 14£FVS — 5 (1+ e.xl-aL-(—.x./+.x)
| +x
_— W _ 2
edmiten el descrrollo ssintdtico L/ X , cuzndo x->oco,

Unc sucesidn ceintétice deda lo que hece es establecer una
ralccidn de equivelenciz,entre les funciones definides en K .
Aei +L1) y’}(x} con asintdticzmente igucles respecto a 1q%L1J}

el ce verifice

‘LL*/ - auk"-} = O L ub-n) GRango L e

pere todo n de lz sucesidn vﬁﬂ\;Jj~ . De modo que una serie
eeintdtica no representz unas funcidn sino exzctzmente & una
clece de funciones ssintdticas igucles.

ee operaciones con series asintdticas estén go-
berntdes por un cierto nimero de reglzs gue se pueden enconter
en ;a bibliogrefie citzde sobre el tema. Para nuestro objetivo
£on intereezntes un so0lo tipo de funciones csintétices y con
éstéé & les cucles vemos 2 limit:irnoe en la exposicidén de ope-~

raciones y propiedcdes tund:mentcles.
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SERIES ASINTOTICAS DE POTENCIAS

La sucesidén de funciones {:1:-“} , cuendo Xx-oco ,

es,de acuerdo con la definicidn, asintétice. En-efecto,

-—(h-ﬂ)
X = & (;(“") cuando x —> o
Toda expresidén de la forme
l("} v e B Y L . il , X+ (1.28)
= xt x*

constituiré, por tanto, un desarrollo esintético de f(x/

Una serie agintdtice de potencias puede multi-
plicerse por constantes y su carficter ssintético permenece.

Dos series asintdétices de este tipo pueden sumerse, multiplicer-
ce & incluso dividirse si el término independiente del denomi-
nador no es nulo,

Le integrecidén de desarrollos ssintéticos en
eeries de potencias es posible siempre cue el cardcter asintd-
tico cea uniforme en relscidn con el perémetro de integrecién.
En este caso en posible elegir la constente de las relaciones

de orden zsocisdes independientemente del velor del perémetro,
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con lo cuzl 1l: demostrscidn es endloga & le de une sume finite
de ceries sesintdticece.

Los teoremzs eobre diferenciazcidén de series zesin-
tétices reouieren hipdtesie beetente restrictives, y tienen es-
ceco interés desde el punto de vieta del problema ficico que
nos ocupe.

Loe deserrollos zsintdticos en series de potenciss
presenten el inconveniente de que suelen ser v:£lidos en regio-
nes limitrdes del espzscio; de modo que es relativemente normal
el hecho de que una funcidn znslitice zdmite varios des: rrollos
en ceries ssintdticas de potenciess, siendo vélido crdr uno de
ellos en diferentes regiones, Es 1o que se ha dedo en llemer
"fendmeno de Stokes" .

Pere finclizer este introduccidén conviene indicer
que tode cerie essintdétice, y en perticuler las de potencias,
poseen une sume,., Nosotros expondremos la demostrzcidén general
brevemente siguiendo & Van der Corput en ls zdaptzcidn recien-
te sugeride por el Profecor Erdély. Incluimos le demostracidn
porque contribuye a esclarecer el sentido en el gme lza sumg,
puede ssocisrece incluso & series divergentes,

Puesto cue toda subsucesidén de una sucesidén asin-
tética,{&%gxh~es, g su vez, une sucecidn : eintbdtice, podemos

fuponer que en toda cerie asintdtica los coeficientes &, son
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distintoe de cero parz tode n ., Hemos visto también que Za,,é‘
reprecenta une clace de funciones asintdéticas igucles. Pera de-
mostrer la existencia de la suma de ZQ. G{ﬂ , bastaréd construir
un elemento de dicha clase.

€1 Ja,d, es una serie esintética finita, la suma

"-‘(zdz + qzafg > Jgag - ves qug,

tomeda en sentido ordinario, puede see esocisda univocamente a
la serie original, De modo que en el caso A#oco el problema es
de solucién inmedicta,
Supongemos, entonces, cue se trata de la serie
Z:Ia- @ en la cuel todo dy#0 y {qﬁ,,} constituye une sucesidén zsin-
tétice infinita.
Sea On un entorno de =, tal que para todo

n , el cierre de Un pertenece a Uit , ¥ edemés

| Goay Dy | € L) G Oul (1.19)
2
pera todo « de la interseccidén de Un y ® . La existencis
de tal entorno no necesita prueba especiel ya que por ser {@,‘;

una sucesidn asintética se verifica
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oy an-ﬂ = O ("zﬂ CPn) (1.20)

Introduzcemos shorz l: funcidn continuaf(.(z)tal

que f"-:o pera los 4 que no pertenecen a Uu , mientras que

pere todo X que pertenece a Un . Cue es posible en-

[qh:i

contrer esta funcidn ce deduce del hecho que el cierre de dn+l

estd contenido en Un .

Entonces

| ah-l-‘? r“h-l-l: (x) ¢h+r’(l) l 5 l: l a.‘.q.l:-] (-P‘H_P_l (L) \é

- & L_L_)‘{uuf-z ¢,,+),_1(x)]5 5(}_1_)[" U tb“(.u, (1.21)

pers todo x comin & O""P y <, segin (1.19).
Pero este iguelded es licitz en rea&lidad psrs to-
do x de Ou y pues sunque en este caso no podemos utilizer

(1.19) pers todo =< de fuera de d""f’ ,» €110 no ve contra

le validez de (1.21) porque en este caso f«,,r,(:r}: O

Consideremos shora lsz siguiente funcidn

{Lx) - Z d’./-!..(-l) t}f,, (=) (1.22)

=y
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Letz serie es convergente pera todo X , en virtud de la des-
jgualdad (1.21). Define, por tanto, uné funcién en T]R ., Reals
mente le cerie (1.22) es finite szlvo pesra szquellos puntos que
pertenecen & todas las On .

Para que la cserie convergente (1,22) represente
esintéticemente la suma J da Qg,. hemos de demostrar que /(x/ per-
tenece a la clase de ZI,,%‘, o 1lo que es lo mismo, que ﬁ-fﬁ es
un desarrollo asintdtico de 7((1./ y, cuando x—-+» X, , Pare ello

hagsmos n= l<,..., ¥ « = perteneceré{ a la perte comin

e U

N+t

y R . Emtonces serd {-f.(x}.-..f para n=1/2, ..,V y segin
(1.21) y (1.22) resulterd

N+l -5

\{-Z‘:and‘ é’Z lauﬂ..fi'..]&lam 4)'#'% < p_—

= < 'um-r ¢”+f' = O Léﬁlﬂ) = ° (¢”/ (1.23)

Entonces decimos que la suma ssintética de 2 %@,
es la clase de todes les funciones zsintdticas iguales a /(x}-
Los entornos On hey que construirlos tenien-
do en cuenta que X, sea el Unico punto comin a todo ().,. .
De este modo la suma $2.22) se reduce a un polimmio siempre que

X #£#X , que es lo que interesa por razdén de cencillez,
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Conviene insistir en lo que por la sume de une
cerie asintdtica divergente se entiende. No es une suma en el
centido ordinerio poroue cereceria de significedo. Es una fun-
cidén, de las varias que existen, o ﬁejor dicho une clzce de fun-
ciones gue admiten el desarrollo zsintdtico S dn da: pere cualquier
nimero de términos, Ello significa gque €l resto es del orden
del primer!término despreeiado y por tanto obtendremos la mejor
gproximacién, nmo temando el mayor numero posble de términos, si-
no los suficientes pars que el término siguiente cea el de me-
nor médulo,

Neturalmente seria preferible poder ssocisr & ca-
da serie asimtéticé una suma unice. En generzl no es posible.

No obstente Wetson y Nevanlinna han conseguido sumer serie:
esintdticas de potencias medisnte funciones anzliticas en casos
especiales,exigiendo condiciones fuertemente restrictivas a los
coeficientes del desarrollo original,

La suma de ceries ssintéticzs es quizés el capi-
tulo més importante de la teoria general, Los procedimientos
£0n numerosos y se acostumbra & clesificer la serie-segﬁn pro-
piedades de sus coeficientes., Unz gran informacidén as{ como nu-

merosos casos précticos resueltos sobre este tema pueden encon-
6)

trerse en el libro citedo,por el Profesor N. G. de Bruijn
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CZlculo del resto:

Les aproximaciones mediante desarrollos asintdti-
cos tienen su aplicacién fundamental en el edlculo de integrales
definides en las que figura un perémetro “grende", en la reso-
lucién de ecuaciones diferencizles y en los métodos de itéracién.

Cuendo se encuentra un desarrollo, le demostracidn
de que éste tiene cardcter asintdtico se basa en que el resto
es del orden del primer término despreciado. Por tanto son pro-
blemas enflogos al demostrar que la eproximecidn obtenida es una
cerie asintética y el celculer el resto de la misha,

Le forma concreta del resto varia segin el proble-
ma tratedo, Cuando el desarrollo se obtiene medieante una inte-
gracidén por partes, el resto viene dado como una integral defi-
nida, y frecuentemente, el cdlculo del mismo restsura el pro-
bkema original, Por eso el resto es diffcil de precisar y nor-
malmente se den sus cotas o bien su orden,

En nuestra aplicacidén fisica el resto es dificil
de celculer, como yé veremos, Ahora bien, el resto es desde el
punto de vista fisico una medida de la bondad de la eproximecidn
empleada., Entonces nuestro objeto es en primer lugsr le aproxi-
macidén y porteriormente su grsdo de validez,

Lo que haremos seré calcular el orden del resto
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pero sin treter de investiger detalledemente le poeibilidead de
su mejorsmiento o scotecidn, porcue como veremos mis adelante
le lecénice Cuéntice puede ofrecer un método mucho més sencillo

e intuitivo psrec el célculo del gredo de validez de la aproxi-

meciodn .emplezsda.

APROXILACION ,~SINTOTICA DE LA INTEGEAL

i
F(r) = J (er, leL-c')) K@) dt (1.24)

o

Tretemos shore de encontr un deserrollo de F(T)
en cerie de potencies de _._:__. . Suponemos que F(T) es unz funcidn
reel y T un perémetro posutivo que representz una centided
"grende", Cuzndo estudiemos les asplicaciones fisicss precisare-
mos le naturcleza de T .

Segun Stokes, Kelvin y Erdélyi7) le meyor cqtri-
bucidn £1 velor de la integral (1.24) sue de les proximidadee
de los puntos extremos del intervalo de integracidén y de esque-
1llos puntos intermedios pare los cusles la fzrce resulte estecio-
neris, es decir, de los que verifican 4 od(xt) =0 .

dc

kn primere eproximacidén lsz contribucidén de los
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puntos de fase estscioneria, =i exiete 2lguno, eé més importan-
te gque la contribucidén de los extremos del intervelo, Pero si
o/(xr) no admite puntos estecioncrios en el intervelo o ¢t &4,
lz integrecibén por partes de F(T) proporciona una buena aproxiT
macidn como vamos a demostrer,

) Si hubiera puntos de fase estecioneria la integral
gdmitirie un deserrollo zlgo diferente, E1 método de Stokes de
la fese estacionaria7’9) sirve pera salcular la contribucién e
la integral de estos puntos, Bcsta recurrir a un desasrrollo es-
pecial de K(x) y o(x) en lzs proximidades de los mismos.

Como veremos mée tarde el probleme de la existen-
cie de puntos estccioncrios es la traduccidén matemiftica del he-
cho de que el espectro de la energie sea degenerzdo.

Nosotros supondremos que no lo es, Si existe la
@gegeneracidén el método de estudio es distinto, no por la difi-
culted de célculo de la integral (1.24), sino porque ello lle-

va consigo la negecidn de glgunes de las hipbtesis sobre las

oue cse apoyas la teor{a del teorema adizbdtico ordinario.

Introduzcamos la deriveds primera de of(x) .

wE = L o) e
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Intesrsndo (1.24) por partes resulte:

1
= ' K(x) L Td(x) k) )de =
F(r) = E_'?l(txrt LTd(‘r}) uurJL Tfo(exr L Td(c ) (w&)) T
4
= L Tdlk)) K<) Tdl) (1.26)
- F{_l(uvtrd( ) :(.T_J.L (”_) i@xtn )m&) eh:(u(tJ)J

S1 contdmuemos integrendo N-/ veces, llegzmos 2

obtener un desarrollo de F(7) en serie de potencics de -_i';

N~

F(T) :Z S .,.,e” (1.27)
ey
donde
i wE UL
Su= (..I_T) [(zxr th(r/)n((%)L y (Pta) (1229)
y

A
Rn = (-:‘:I__) Jo(.gxd, tTd(‘\:}/d ( Kh})c’t‘ }(h-:;/, /) (1..26)

dc " w ()

El eimbolo ‘K (t)) representa:
nlw(t)
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(!"_(.?_’)E 4 i[_'__ d Lt g__(w(r/)]
n\w (s wle) | de Ll wee) Y de wit) de ! Gl (1.30)

<«— n-1 derivedes >

conviniendo en que

(VSLE) = k) (1.31)
A\ Y= w(T)

parz que la notscidn resulte apropiade,

Pzsemos a estudiar el cerécter del desarrollo
gsi obtenido. Pare ello vemos a comperzr el resto con el pri-
mer término desprecizdo. Suponemos cue <l(xr) y WK(x/ cumplen
lze siguientes condiciones (1.32):

1) W(x) #o0 en el intervelo © £ T<€ 4 .,
2) W) ¥y sus sucesives derivedee son continuas y finitas
en el intervelo citado.

3) K(x) y sus sucesives derivades son continues y finitas

en el interwalo O €< Tvse A .-

Como veremos en les aplicaciones, las hipdtecsis
enteriores son muy generales, si ce trate de estudiar concrete-
mente el ceso en gue la Unice degeherscidén posible es la escciden-
tel a2l "cruzado" de los niveles.

En virtud de las condiciones (1.32) h(_i_&_‘_(_f_j

W s
estéd scotzdo psra todo w y todo = del intervalo (e,4). POT
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tento, segin (1.28) para ceda w , existiré un cierto nimero An,

reel y positivo, tel que
: |Su| ¢ An (1.33)
pera todo © £ T £ 4§ .

Del miemo modo podemos lleger a& la conclusidn de

que lz expresidn

4 (w(x) ) | (1.34)
dr w\ W(T)

pera todo n,esté ccotede. Entonces, puesto que < (%) es una
funcién reel, serd pesible enconter, pere cedza n , un cierto

nimero B, , rezl y positivo, tzl que

dr wlwi(x)

perc todo o <Ts4{.

Sustituyendo (1.35) en (1.2¢), resulta

i

I‘an £ ( )hl S @.X\o CTolLT)) Wit) By do =

3,
T
_ (™ : , .
(F) 8| #p Thly - op Ta/|=6 L (.30

. -rhﬂ
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ciendo Ca un némero resl independiente de T , por estar aco-
tado el médulo de la exponencisl,

£i comperamos lzs expresiones (1.33) y (1.36) lle-
gemos fécilmente 2 le conclusidén de que, con IL:as—d‘ondiciones ge-

nerales impuestas a K(xr)y W(t) , el resto es del orden del primer

término desprecizdo. De modo que podemos escribir

rzh O ( Sh-ﬂ )

Qh = O(5h+t) = 0 ((bh) N si T—eo (1037)

De este modo hemos obtenido un desarrollo en serie asintética

de potencies de __'I__ pare lz integrel (1.24), Y ademds se da la
uniformided con respecto 2l perémetro T porque en virtud de
las condiciones (1.32) les cotas médximas lo son para todo valor

de <« , dentro del intervelo (©,4). La aproximecién minima

que se consigue es del orden de ! , es decir,

—

F(T) = o +0(%__) ) (1.38)
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CASOS PARTICULARES

Existen dos casos perticulesres, de gren interés
por sus aplicaciones fisicas, en los cuesles podemos tomar el
valor cero para F(T) con un meyor grzdo de eproximzcidén,

a) Supongzmos que la funcidn K(x) es tal que,
ella y sus m primeras derivedes con relacién a = se anulen
en los instentes inicizl y final,., Quiere decirse gue, en dichos

instantes de tiempo,se anula

m+/ (1.39)

kﬂi’ pera n= |, «£ ..
n

w(=)

En este ceso,segin se deduce de (1.28),
Sn = O pera n=1\,<, ..., m+l/ (1.40)

Bn este ceso la eproximzcidn (1.38) es

F(r) = o + ott . (1.41)
T—-mq—

Ee decir, exigiengo condiciones perticulrres a la funcién KI(X)

hemos logrado mejorar la sproximecién ssintétice pera F(T) .,
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b) Sea zhore H(®)une funcién cuyo médulo es del
orden de (%)m . Como el médulo de lz funcién exponencial
esté acotzdo y lo mismo sucede con K(=) , W(=) y las deri-
vedag de embas funciones, le férmula (1.28), en virtud de las

propiédades de los simbolos de orden, se podré escribir

)

m o) o) < o) o

T—\H*H

Y en particular

S, = o(L) o) = o(#_;) (1.43)

Con lo cual lz eproximecidn (1.38) se convierte en

F(r) = o =« O(-{—l;.) : (1.44)

En el préximo capitulo estudisremos cémo del desa-
rrollo asintético generzl se deduce Iinmediatamente el teore-
ma adigBédtico ordinario, Y de los dos cesos particulares expmes-
tos, que han surgido al exigir condiciones"extras" a la funcidn

K(x) , se llega al cerdcter esintdético de la invariancia de

orden m y de la generslizeda,
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Por la importancia que tiene en &l problema fisi-
co que vamos a estudier, conviene temer presente que si bien
en los dos cesos perticulsres presentados hemos exigido condi-
ciones restrictivas a le funciol K(x) existe una gran diferen-
ciz entre smbos procedimientod.,

En el caso a), 2l imponer la enulacién de K(x)
y sus primeras derivadas en los instentes T=o y T=1( estamos
exigiendo unas déterminadas condiciones esenciales a la funcién.
Su variacidén ya no puede ser cazprichosa ¥ si logramos asociar
elgdn atributo fisico®la funcién K(z), 1o que estamos haciendo
es exigir que dicha magnitud fisice cumpla unos determinedos re-
quisitos, |

En el caso b), por el contrario, no exigimos nada
esencial a la funcién ¥(x) . Ten sélo un orden de magnitud.
Le funcién K(x) puede heberse obtenido a su vez por un desa-
rrollo similar el empleado para ¥(T) y lo tnico gue hemos in-
dicedo en el espertedo b) es la posibilidad de repetir el pro-
cedimiento, mejorendo la aproximacién.

La diferencia entre les condiciones ) y b) resul-
tarén evidentes cuando planteemos el problema fisicd y sustipu-
yamos las funciones abstractas empleadas hasta shora, por obser-

vables de un sistema fisico concreto.




CAPITULO II

APLICACION AL PROBLEMA ADIABATICO
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INTRODUCCION

La aproximacidén adiabdtica estudia la evolucidn
de un sistema, cuzndo ocurre en un tiempo muy grande, lo cual
equivale a decir que se trata de evolucidén lenta del Hemilto-
niano.

El teprema adiabdtico normal se debe, en éu de-

mostracidén original, a Born y Fockls), Posteriormente se han

descubierto la in¥erisncis de orden m y la generalizadall’ 12),
En a2mbos cesos 1lo que se persigue es obtener una buena aproxi-
macién del operador evolucidn, si bien una se distingue radi-
calmente de la otra como tendremos ocasidn de sefialar,

En todos los casos, se recurre a una imagen de
interaccibén. Se llega a una ecuzacibdn de Schrddinger con un tér-
mino perturbativo pecuefio., Al calcular la serie que se obtiene
como expresidén del opersdor evolucidn, se dice que ésta es un
desarrollo asintético. Pero no se demuestra rigurosamente sino
que se admite de un modo formal y mds bien como una simple ma-
nifestacién de la no convergencia, en general, del desarrollo

obtenido,

En el presente capitulo nos proponemos der a es—

tas demostraciones el rigor metemdtico de que carecen y de es-
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te modo esteblecer definitivemente el cardcter asintético y
no convefgente de los inverisntes adiabéticos.

Conviene indicer que en este cepitulo supondre-
mos constantemente el espectro de valores de la energia discre- [
to y no degenerado, incluyendo la posibilidad de una degenera-
cidén 1n;tanténea y accidental debida &l cruzado de dichos va-
lores.

Puede pensarse, sobre todo desde el punto de vie-
ta fisico, oue esta hipbtesis es més bien artificiel, ya que
no parece convincente gque la ecuscidn de Schrddinger corres-
pondiente a elgin valor propio particulsr de la energf{a, haya
deester esencialmente influenci&da por la naturaleza discreta
o continua de ascuellas partes del espectro distantes del valor
propio considerado. |

T. Katol3) presentdé una nueva demostrecién que
eoslaya les dificultades citadas. No obstahte, y por razones
de sencillez, cuendo se trata este problema se suele hacer re-

ferencie a la demostracidén original de Born y Fock, También

nosotros seguiremos este procedimiento tzl como lo presenta
Messiahl4). Lo hecemos zsi porque, = parte de su meyor compli-
cacién, le demostracién de Kato, segin escribe é1 mismo, "es

més bien formal y no completemente rigurosa desde el punto de
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vista metemdtico".

TEOREMA ADIABATICO

Sea H(t) el Hemiltonieno correspondiente a
nuestro sistema cuéntico y E}(I:) el valor propio correspondien-
te 2l vector propio \J(E))-.

Suponemos cue el Hemiltonieno évoluciona con
continuidad, pasando del valor bi(t,) en el instante ini-
cial §, = H(L) en el instente t. . Conviene introducir
el pardmetro T = t;—to , oue represente el intervalo de tiem-
po durente el cual tiene luger la evolucidn del sistema, Si me-
dimos el tiempo real tomando el parimetro T como unidad ob-

tenemos un tiempo ficticio relecionzado con el t mediante 1la

férmulsa

t=- bt +=eT (2.1)

De shorz en adelente todos los estcdos y observe-
bles del sistemaz los referiremos a =T por sencillez en los

célculos ya que la evolucién del sistemz tiene luger entre los
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"instentes" T=zeo y T=4

Admitimos las siguientes hipbtesis relativas el
espectro de H(z) :
g) No existe degeneracién en ningin punto del intervalo (9 1) .

Es decir

Ej(“) % Eﬂ_(c) (2.2)

para todo j#ﬂ(, cualesquiera que sean los valores que tomen es-
tos subindices.

b) La funcidén

€<l - Ew(c)

wt(t) = o

d

Y sus sucesivas derivedas con respecto @ <« son continuas y
ecotades en.el intervelo o ST & .

c) Las sucesives derivedas del proyector ﬂ“’-(t)'-: \El‘(TD( E:l‘(t)l con
respecto a T permanecen acotedes en dicho intervelo,

Como 1o que nos interesa es le scotscibn de las
funciones y operadores citedos, sdmitimos lc posibilided de
existencia de discontinuidedes de primera especie, pero finigae.

Exigiendo tan sélo las condiciones a) y ¢), como

14)

se hece frecuehtemente , veremos mds adelante que no se pue-
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de asegurar el carécter asintdético de la serie que resulta,
Si representemos el operador evolucidn por VU(c),

habrd de verificsrse la ecuscibdn de Schrddinger, Es decir:

it 4 Uk) = T HE) V()
dT

| (2.3)
L)(o) = X

Si el subespecio determinado por cade velor pro-
pio permeneciese fijo, podriemos integrar fécilmente la ecuacién

enterior. Bastar{z tener en cuenta

R = 2 E:(<) R (=) (2.4)

oue llevado a la ecuacidn anterior e integrsdo nos conduce a

(apéndice A4)
Ukx) = 2 ({x/; -7 ;w} 3?(0/ (2,5)
¢

siendo

[ -
Ylc) - L € <) o’ (2.6)
! ¢ / .
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Quiere decir oue, si el Hamiltonieno de nuestro sistema cuén-
tico es tal que el subespacio de ceda valor propio permanece
fijo, un estado propio |€,(e)> evolucionz de modo que en
cualquier instente T no difiere del inicial més que en el
factor de fase exp (T ¥.(c) » ya que en virtud de (2.5) se

puede escribir

Ule) | €, () > =j2 cxp (T Y1) Ble) | E (o)) =

= (exr -iT‘PK(t» | € () > (2.7)

Pero en general no se cumple le inveriesncia del subespacio
de cada valér propio y lé resolucidén de la ecuscidén de Schrd-
dinger se complica notorizmente.

Un primer método 1légico pere resolver este pro-
blema consistiré en efectuar un cembio de representacidén, va-
rieble con el tiempo, de modo acue el sisteme de referencie se
mueva como los ejes propios del Hamiltonisno estudiado. En es-
ta nueva representacidén los ejes ejes propios serén fijos y
podremos resolver le ecuscidén de Schrddinger tal y como hemos
indicado. Deshaciendo el cembio efectuszdo tendremos resuelto

el problems original,
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Nos vemos esi condueidos a introducir la que va-
mos & liamar "representacidn de ejes giretorios", Pero véremos
gue surge una complicacidén que hace que el problema mo sea exac-
tamente resoluble, Y es que la nueva ecuscibén de Schrddinger
tiene un término cdicional que estudiaremos como une perturba-
cién pequefia en virtud de.las hipétesis sobre las que descansa
el teorema adiabdtico.

Introduzcaemos un operador uniterio ¥«,(x), que -

represente este movimiento de los ejes propios, Es decir, se

habrd de verificar

lEje)> = R@VEj( > (jaya.) (2:8)

El operador K.(x) define as{ una transformacién en la cual todo
vector propio de H(o) se transforme en vector propio de H(x) .,
Y lo mismo ocurre con los subespecios determinados por los pro-

yectores correspondientes, pues conjugendo la relacién (2.8)

obtenemos
-'-
Y Ej(t)l :LEj(o)\R‘(r) ; (J- Ny o) (2.9)

¥y multiplicando operacionslmente les dos Wltimas igualdades re-
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sulta

(ﬁ () = K (x) ’?(D) ET(‘:) . Q‘:‘i,Z,.../ (2.,10)

Introduzcamos el operador

() = th 28R 9%) (2ay)
dre

Es un operador hermitico y scotado por representer
?;(t) una traensformacidn uniteria., Como el operador R,(‘) tiene
la propiedad (2.10), K(x) hefde satisfecer unes ciertas condicio-

nes, En el zpéndice B hemos demostzado que pars que se verifique
i

la igualdad (2.10) es condicidn neceseria y suficiente que

l K(c),'tz-(x;]-_-_i.’c, B s () (2.122)

4
de

Naturalmente aue esta relacidén de conmutzcidn no
puede definir unfvocamente 2l operador K(r) . La igusldad (2.12a)

se mantiene sumendo 2l opersdor K(r) otro de la forma

S R Fel(w R

donde los 7:;—-(':) son operadores cualesquiera, Para evitar esta
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indeterminacién, y por rezones de sencillez que més tarde epa-

recerén, exigimos el operador K(z) le condicidén extra
CEINK@IEI> =0 5 (=N (2.12b)

Como prueba de que 2hora el operador Kl(x) estd to-
talmente definido vemos a calculsrlo, Para ello besta multipli-
cer el desarrollo de (2.12a) por la derecha por ??Lt) , tenien-
do en cuenta (2f12b),y sumar para todos los valores de j . S€

llege a le expresién
‘ d .
K =ch ‘JZ(;;PJ(T)) l?(t/ (2.14)

Con ello W,(r) queda definido por la ecuaciédn

diferencial

’F- R,(t, = K(T) Ri(x) (2.15)

con la condicidén inicial R,(e)= 1 .,
Si dotemos de superindice 1 £ los operadores re-
sultentes de efectuar sobre los primitivos la trensformscidn

*
uniteria ®, (t) , se verifica
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H) = RICIHEI R) = S € () P (o)

v

K(“('C') = Rf(t) K (x) Q| (<)
(2.16)

U el = R O

puesto que, como es sebido, el operador evolucidén no se trans-
forma igusl que los demés sino multiplicendo ten sdlo por la
izguierda,

Le ecuscidn trensformada de la (2.3) serd

d<

. o
Lt f.l... (‘?t(r) U(“(t)) = TH (v Hw(f) ﬂ-:(r) ‘Rl(r} U{;) (2.17)

Teniendo en cuenta que de (2,12) se deduce

o ’Rf(r)j R (<) = K'm(:) (2.18)

<

la expresidén (2,17) conduce, multiplicendo miembro a miembro

por ¥,(c) por la izquierda, a

& j_. U = (THw(V _KW(-:)} UMy  (2.19)
T aT
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con la condicidn iniciel

Uw(o) . T (2.20)

cue se deduce de (2.3), (2.12) y (2.16).

Cabie esperar que, puesto que la transformacién
R;s) he gido introducida de modo que znula exactemente el movi-
miento de los ejes propios, la écuacién de.Schrﬁdinger en la
representecidén de ejes méviles fuera fécilmente soluble por ser
los proyectores constantes en el tiempo. Pero anclizendo la

ecurcién (2.19) se deduce que lo que ocurre es que el nuevo Ha-

W
miltonieno no es H (x) sino

) ' )
H() = H(xv = L K (%) (2.21)
e T

Q)
Aunque H (=) tenga por proyectores a los K (0) , nsda se pue-

de decir"a pripri" sobre los ejes propios del nuevo Hamiltonia
no Hqtxr) .

Tembién podris penserse que, puesto que el cembio
de reprecentzcidn cue hemos efectuzdo no nos conduce 2 uns ecua-—
cién de Schrédinger exactemente resoluble, la trensformecidén

elegida no es 1l mfés conveniente., Este argumento nos llevaris
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a buscer una trensformacidén tal cue, en la nueve representacién,
el Hemiltoniano fuese nulo o zl menos constante para ssi poder
resolver le ecuacidén de Schrddinger. Si demostremos qub esto no
es posible guedard justificado el seguir operando en la "repre-
sentacién de ejes giratorios",

Sea A?x) una trensformacién unitaria desconoci-
da, Tratemos de determinarle con la condicidn de uge, en la nue-

va representacién, le ecuacidén de Schrodinger sea fécilmente re-

soluble, Segin (2.17) lz nueva ecuscién serd de la forma

(/) &) a8
h 4 (Aw0%) = TARI R 09 @ (2.22)
: dc
o lo que es lo mismo

| + A
o4 % = (Teto b AL aw)V e (o)
dc 3%

Los cesos en los oue (2.23) es mds fécil de resolver son aqué-

1llos en los que se verifique

TH% - B AW doaw =z (220

C

Esta ecuzcién se puede escribir en la formsa
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b 4 Al = THOARE « e Ay (2.25)
dc '

Si comparemos esta ecuacidén con la (2,3), que es la que trata-
mos de resolver, nos encontraremos con que, en el mejor de los
cesos, es de iguel dificultad que aquélla., Es decir, se puede
condeguir la constancia del nuevo Ramiltoniszno. Pero el proble-
ma es, cuando menos, de andloga dificultad que el originsl, No
es vieble, por tanto, otro procedimiento que el de “parer" log
ejes y estudiar el cardécter del término aditivo que figura en
(2.21) y que apsrece como pequefio por figurar T en el denomi-
nador,

Nos proponemos aplicar la-teoria de series ggin-
téticas, expuestz en el cepftulo anterior, siguiendo un método

15)

sugerido por nosotros pars evaluar rigurosamente la contri-
bucidén de este término perturbativo. Kecurriremos a una imagen
de interaccidén, teniendo en cuenta que el problema del Hamilto-
niano no perturbado ;sté resuelto, como ya hemos indicedo en
el apéhdice A,

Consideremos la ecuacidén trensformeda de la de

Schrédinger. Seglin (2.19) es
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ik 2'. Uuiu) = (THW(,t/ - K'"’(r)) dw(t; (2.26)

dt

-]
Introduciendo el Hamiltonieno sin perturbar H (< y el pertur-

bador H’(_:) escribiremos

H°G) = H (<)

) (2.27)

R = - L K (v

A
T

o J
Si los respectivos operadores evolucién son VU (e) y O(x) el

operador buscado serd

UU]('C) = Uo(u Q<) (2.28)

W)
Como los proyectores de Ho(t}= H (<) son los

¥ - —_—
¥, (=) ﬁ(r) Ri(x) = £ (o)
la conetancie de los mismos nos permite escribir (epéndice A)

U (x) = J2 (.er LT ‘*{’j'l"v:/) 7}(.9) (2.29)
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E1l valor inicial serd

(2430)

-
°

1}
t__.!o,']
<"V

e

|

H

por ser

Y.(o) = © 2 P =1
f J A

El problema se reduce & calcular

) )

+
Ul =V Ve = 2 (Jex? (T () Fe) U L) (2.31)
J :

Y para ello \}amos a deducir la ecuacidn integral ocue satisfzce
este operador, que hemos considerado como una perturbacidn del

o
Q0 (t) . Sustituyendo (2.28) en (£.26) y teniendo en cuenta que

-]
U'(e) es solucién (epéndice A) de

% d U°u.-) - T-ku:) 00(*:) (2432)
d<
results
5 . o ° 7
Lt'UL'c) ‘_J_L))(‘c) = - 1< (1')\) ) Oy . (2.33)

d<x

L
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con la condicién inicial
‘ —
O() = T (2.34)

que se deduce de (2.,20), (2.28) y (2.30).
Les condiciones (2.33) y (2.34) pueden resumirse

3
diciendo que el operzdor U(x) satisfzce la ecuacidén integral

' © J 1 o
O)(‘C) =4 ....‘.'_.jo (x/ KL({:-'/UU"} U’(T'/a’r' (2.35)
b %

La ecuescibén (2.35) es de tipo Volterra. Entonces
puede pensarse en encontrar una serie uniformemente convergente
como solucidén de le misma, puesto que el nicleo, en nuestro ce-

so, satisface la condicidn de continuidaed en todo el intervalo

1
O0stTal 6). Pero hay que tener en cuentz que la ecuacién (2.35)

relaciona operzdores, Para recsolverla zplicando le¢ teoria usual
de funciones ﬁay que tomer elementos de matriz, con lo cual lle-
gemos a ecucciones donde el nicleo ha degenerado en suma de fun-
ciones multiplicades por varisbles y ya no se conserva el ce-
rdcter originel de la ecuzcidén. Esta deja de ser de tipo Vol-
terra, de modo que no convieme tomer elementos de matriz,

Estudiemos el operador

e ——

=

T =

:
i
!
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I

o : °

F (r) = J U (x? Kw(_t) U (e7 de (2.36)
0
Segin (2.29) esta igualdad se puede escribir en la forma
I !

— i M — q

F(r) =J2,-(er (T ) fhel K2 (xI5TTR (=2) R (o) I (2.37)
o 9 ' 3

y tomando elementos de matriz, &l no dependem F(T) ae 1a ve-
rieble T resulta

|
LELC)FIE, (01 =LE, (o)) J anf; CT[‘P.,""P“)) kufndcle.,ton (2.38)

2

Los elementos diagonales de F(T) son nulos. En

efecto, teniendo en cuentea (2,16), (2.8) y (2.13) resulta

: R
(E () \kﬁ’ml E(e)> = ¢ T ()| R, (x)Kle Ri(r)1 Bwlo) > —

L

En cuanto 2 los no diagonales, como wm#n , €l

problemz se reduce a calculer

P

e~ R

e —




\

a— L} L'}
rm.. (Tj = _S (-QFI’ LT ?hu (t}) wma (1} éc
° (Mm#n )

donde hemos introducido la funcién

LP““(T/ = Ywulx/? - \Pv; S

- 59 -

(2.40)

(2.41)

que no se anula en ningdn punto del intervelo de integrescidn.

La integrel (2.40) fue previemente tratada en el

)

capitulo I. Es anéloge a la (1.24). Exigiendo a K, (97 &

{u$x)las emplias condiciones (1.32), obtenemos un desarrollo

en serie esintdética para f;“LTJ. Limiténdonos

mino podemos escribir

fw T) = © (=)

2l primer tér-

(2.42)

Imponiendo ademds las condiciones extzas del caso particular z2)

obtenemos

- ok

Y con las del caso b)

(2.43)
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T 08 = o( sl ) (2.44)
T—m-ol
Estes tres Ultimas iguzldades las escribiremos conjuntamente en

la forme

F(r) = O( _\___) (2.45)
T—"

teniendo en cuenta que para w= 4 obtenemos el desarrollo general
de (2.40) y que parz N=wm+2 y n=wm| (2.45) expresa la for-
ma esintética del mismo en los casos particulares a) y b) res-
pectivamente., En principio, hesta restlver matemZticamente el
probleme metemético plenteado, trataremos los tres casos conjun-
tamente, Més tarde analizewemos detalladamente el sentido fisico
de cada uno y estableceremos las conclusiones apropiadas,

Antes de segulr adelante con la demostracién,
conviene analizer detenideamente el significado de las ;gualdades

del tipo (2.45) donde se indica oue un operador es del orden de

—-L- A

-T"ﬂ

Hemos efectuado el estudio del opersador F(-r) a
través de sus elementos de matriz. Aplicando &l problema que

nos ocupa el desarrollo en serie ssintética de la integral (1.24)




hemos esteblecido un orden pere todos sus elementos de matriz,

Y simbélicamente, hemos resumido todo ello en la:igualdad (2.45)é

Entonces todas les expresiones de este tipo no son mds que un
modo abreviado y formal de escribir que, en la representacién
de energizs (la VYnica interesante pera nuestro problema desde
el punto de vista fisico), los elementos de matriz del opera-
dor en cuestidédn son del orden que se cita,

Una vez establecido el significado de la ecuacién
(2,45) insistéremos en un hecho, Tratamos de determinar coﬁ'una
cierta eproximacidén el operador evolucién del sistema, Es in-
teresente, por tanto, celculer ls norma del operador que en-
contremos para ver el grado en que la aproximacién empleada
conserva la unitariedad,

Para ello conviene tener en cuenta que la ecua-
cién (2.45) se puede interpretar, bien en el sentido de que
los elementos de matriz del operador en cuesttén son del or-

den de _| _, o tembién como que la norma del operador F(T)

™
e¢s del ;Iden de %; . Lz equivalencies entre smbes inter-
pretaciones nos perece fundamental por cuanto de ella se de-
viven importentes consecuencies que, & nuestro juicio, no se
hebfan tenido en cuenta en las investigeciones en torne =zl

problema adisbdtico, Con objeto de no perder la unidad, in-

cluimos en el apéndice C lz demostracién de la misma,
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Integrando por partes el segundo'miembro de

(2.35) y teniendo en cuenta (2.36) resulta
V) = T+ FT)U'E - f Fle? & Ol dee (2446) :
° de’

Y como O'(x) es un operador unitario, de (2.45) y (2.46)

se deduce

O) = I . o(L) | (2.47)

que llevado & le iguelded (2,.28) hace que (2,16) nos propor-

cione directemente la expresién del operador evolucidén

U(x) = %, (=) Uo(-c) | T 4 o(_t__)} " (2.48)
, T" _

CASOS IARTICULARES

El gredo de aproximacién final obtenido depen-
de del valor de w en las igualdades (2.45) y (2.48). la

expresién (2.45) no es sino el desarrollo esintético de la
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integral (2.40), oue fue estudiada detenidamente por noso-

tros en el capitulo anterior. Exigiendo condiciones adicio-

neles o introduciendo procedimientos especificos logrébamos

hecer w tan grande como desedramos.,
En primer lugar limitémonos &l caso més sen-—

cillo, No exigiremos condiciones extraordinerias a las fun-

ciones que intervienen en (2.40) y por tanto llegemos a que,de

scuerdo con (2.42), el operador evolucién es

0() = RO [T+ o(L)] (2.49)

Es decir, sin mds que tomar w=! hemos obtenido el teoremsa

ediebdtico ordinario. Y su demostrscidn es la indiceda pero
sustituyendo vu por 41 .,

Supongemos zhora que el Hemiltonisno del sis-
tema es t2l que se snulan sus m primeras derivadas en los
instantes iniciel y final, En este caso tf:L(T) y sus
derifadas son nulas iniciel y finelmentell) ¥y el desarrollo
esintético de F(¥) es el del easo a) del capitulo anterior.

De acuerdo con (1.41)

Flo = o &) (2.50)
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y por tanto el operador de evolucidn es

V) =R () O -~ Of (2.51)
©) (V) )T T"““}}

Hemos obtenido de este modo el teorema de or-

den m y su demostracién, sin mfs que tener en cuentz que,

en virtud de las condiciones imqnestas al Hamiltoniano,w=wm=+1.
Finalmente supongamos que entes de integrar (2.40)

efectuamos un nuevo cambio de'fepresentacién mediante la trans-

formacién unitaria ¥, (x) definida por le ecuscidn diferencizl

2?
%L RG&) = X (v R, (v)

=% (2.52)
'gz(‘)) = X
donde
@) (€ 2)
K (¢) '= I..tIZ( i’?j(-c)) ;? (<) (2.53)
J' de
@)
siendo dfz(t) los proyectores del Hamiltoniezno
W) + Q)
H@© - L R () RE&) (2.54)
T

—_——
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En este caso se ha demostradolz) que
2)
K (x) = o(L (2.55)
(=

Y del mismo modo, repitiendo m veces el cambio de represen-

tacidén se llega 2l wesultedo

(m)
K (<) = of (2.56)
: (Tﬂl-l)

La integral finsl que hay que resolver es

|
o

. (W)
£ (1) =I(zxr, (T8 ) K, =) de (2.57)

2

que por verificarse (2.56) admite un desarrollo esintdtico

del tipo b). De este modo obtenemos

F(T} :‘O(

= ) (2.58)

s
-rh\

Yy el oprador evolucidn zdquiere la forma

olw)-

0() = R0 R o) U ) [ I+ O(_‘_)] (2.59)

-r“\
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Entonces lademostracidn del teorema adisbdti-

co generclizedo es la misma que hemos dado para los demés,

pero teniendo en cuenta que, en virtud del proceso de ite-

raciédn introducido se verifica vz .

CONCLUSIONES

El deszrrollo asintético de la integral (1.24)
nos ha permitido demostrer con rigor el cardcter asintdtico
de la invariancia gdicgbdtice, La demostracidén de los tres
teoremes edmite un esquema comin, si bien la exigencia de
condiciones extras, por un lado, y la iteracién de un pro-
cediﬁiento, por otro, representan dos cesos particulares que
hemos diferenciado segin el valor de un exponente,

Pudiera pensarse que puesto gque el teorema ge-
nerelizado proporciona el gredo de eproximecidn deseado, es
equivalente al teorema de orden m., Pero conviene insistir
en que, sunque ambos proporcionan un mismo grsdo de eproxi-
macién, su contenido, e incluso su eplicabilidad, no es si-
miler, Comparemos las igualdedes (2.%91) y (2.59). Aun en el
caso de que la eproximecidén sea en ambos de %:k y, la forma
del operador evolucidédn es distinta y mucho més complicada

en el caso del teorema generalizado, De modo que, en igual-
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dad de condiciones, es decir, treténdose de un Hamiltonia-
no para el cual se anulen sus wm-4 primeras derivadas en
los instantes inicial y final, la utilidad préctica del teo-
rema de orden wm esg superior a la del generzlizado.

Pero, normalmente, un Hemiltonieno no cumple
estas condiciones. En este caso el Unieo procedimiento cono-
cido pesre celculer el operador evolucién con aproximecién

1 es el teorema generelizado, en el cual se consigue di-

™.
cho objetivo mediente w cambios de representacién,
Finslmente queremos sefialar que cualquier pro-

blema relacionado con el resto e? fécilmente resoluble pues-
to que le aproximacidn se refieré siempre 8 la empleada pa-
ra F(Tj y el resto de la serie ha sido previamente cal-
culado por nosotros en (1.29) y (1.37). No obstante desde

¢l punto de vista fisico este problems no es de importancia,
puesto que existen procedimientos usuales para el célculo

del resto en el teorema ediabdtico de gran sencillez, Un

resumen de los mismos se incluye en el apéndice D,



CAPITULO III

UNA NUEVA APROXIMACION
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INTRODUCCICN

En los capitulos anteriores nos hemos propues—
to der rigor metemdtico & la aproximacidén sdisbdtica y sin-
tetizer en una sola demostracidn las existentes hagta hoy
para cada uno de los teoremaes esdiebdticos. Al mismo tiempo
hemog aclsrzdo cada una de lesg hipbtesis introducidas para
terminar con un zndlisis del significedo fisico de los méto-
dos mateméficos empleados, Les conclusiones fineles nos han
servido pera puntuslizar el grzdo de eproximacidén y las po-
gibilidades que presenta la hipdtesis adisbdtica.

En el presente cepfitulo pretendemos sugerir
una combinacién de las aproximaciones instanténea y sdisbd-
tica pera lleger z la conclusidén de que, bzjo ciertes condi-
ciones de verizcién lenta y répide combinades del Hemiltonis-
no, el sistema que inicialmente se encuentra en un estado
propio de la energia, evoluciona de modo que el eétado en un
instente cuslcuiera es el préopio que se deduce del primero
por continuidad. Para ello conviene recordar brevemente el
eignificedo de las dos aproximeciones que pretendemos combi-
nar,

Es importante conocer de gqué modo evoluciona
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el estedo din/mico de un sistema cusndo se modifica el campo
exterior al qﬁe se encuentra sometido, Como el.problema es
enélogo el de resolver la ecuacidén de Schrddinger, no se pue-
de estzblecer un resultado general pera el cdlculo del opera-
dor evolucidén,. La resolucidén del problema depende fundamental-
mente del modo concreto segin el cuzl se efectda la veriacién
del cempo; o dicho de otra menera: de la forma concreta del
Hemiltoniano del sistemz,

Es un caso muy estudiado, y que se encuentra
resuelto exrctemente en el apéndice A, aquél en que la evo-
lucidén del sistem2 es tal ocue los subespacios asociados a los
proyectores de los vectores propios del Hamiltonieno son in-
dependientes del tiempo. Pero en el caso general los proyec-
tores propios dependen explicitamente del tiempo y es nece-
sario acudir a procedimientos especificos o a2 métodos apro-
ximedos para calculer el operador evoiuwidn. No obstante exis-
ten dos cecsos en los cueles es sencillo su estudio. E1l prime-
Yo es la eproximscién instenténea ("eudden"), aplicable cuan-
do el tiempo T gque dura le evolucién es "muy pequefio" y el
segundo es la zproximecidn adisbética correspondiente zl ca-
so en que | es "muy grende". En el apéndice D hemos inclui-

do un breve resumen sobre le aproximecidén instenténea esi co-

mo el estudio del grado de validez de ambas, De zhora en ade-
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lante 21 pardmetro que mide la evolucién del sisteme lo re-
presenteremos por TL y Ta. , segin se trete de perturbe-
ciones instznténeacs o adiebftices, respectivemente,

si T, es suficientemente pequefio se llega
a la conclusidn de que el operador evolucibn, en el inter-
velo de tiempo T s, puede considerarse, en primera apro-
ximecidn, igual & la identided. Hemos visto en el epéndice
D, cémo =e puede celculer el error que lleve consigo este

eproximecidn y llegemos e le conclusién de que

U = 1+« 0 (7)) (3.1)

ciendo esta expresidn tento més licite cuento més zcuesda

eg la desigualdad
T « + (3.2)
AH,

donde AH; reprecenta 1: desviacién cuzdrética medie en el

estado inicisl del observeble

i éo‘ind{
‘H = S H[t)Clt = __.l..... H(f‘} JE (3.3)
o Tn'.. .
nicial
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Yy T es el tiempo real medido en unidades 11 o
Por el contrario, si 12; es "muy grande",

aplicendo la teoria de aproximaciones esintdtices ¢ la reso=
lucidén de la ecuacidén de Schrddinger se llega a la conclusién
de que si el sistema se encuentra inicielmente en un estaﬁo
propio de la energia, la evolucién lo lleva finalmente al es-
tado estacionario instantfheo que se deduce del primero por
continuidad.

Une medida del error cue lleva consigo esta teo-
ria se puede deducir calculendo el resto de la serie asintéti-
ca a que conduce la teoria de perturbsciones (capitulo I).
Tembién, 21 iguel que en el caso de la aproximacidén instaenti-
nea, se puede medir por la probebilidad de encontrar al sis-
tama en un estedo finel distinto.del proyectado segun el es-
tado propio deducido por continuidad (apéndice B). Desde el
punto de vista fisico, éste es el mds dtil porque presenta un

significado mucho més intuitivo.

El resultedo final es que la hipbtesis sdiebi-
tica es tanto mds lfcita cuznto més vélide es la desigualdad

max, 2

a{i(t) &% 1 L ket

9 Viwie el (3.4)
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donde dj(” representa la longitud del vector;‘-‘; Ib_j(t)> (ve-
locidad anguler del eje propio correspondiente) y u%(t)es
el valor de la frecuencia de Bohr de le trensicidén del es-
tado \Ejtb) > de velor propio Ej (£) hecia su vecino més pré-

ximo, en el instante € .

LA NUEVA INVARIANCIA

Supongemos un Hemiltonizno cue veris alternati-
vamente de un modo lento y luego brusco., Utilizzremos le repre-
centacién gréfica de la figura 1, pero teniendo en cuenta que
es meramente simbdélica y gue su vnico objeto es materislizer,
en lo posible, el sentido del artificio ocue vamos a empleer.
Los puntos mercedos en grueso representen el comienzo de las
verieciones bruscas pero en ellos la variscidn es todavia cdie-
bética., Son puntos que carecen de papel predominente. Ten sblo
los introducimos como medio de sclerer £l méximo la demostra-
cién de estea nueva inverienciea, .

Como ye hemos enticipedo nos proponemos gombinar
de modo apropisdo laes eproximaciones adiabdtice e instenténea,

de modo cue les condiciones que hebremos de imponer en ceda in-

tervelo serdn les convenientes para que podemos eplicar elter-
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nativemente ceda una de ellas,
Las varisciones bruscas aparecen pues limitadsas

por la condicién

Tee 1

- by LK'::- W2,3,...,m ) (3.5)
8H,

donde ﬂﬁ; tiene el sentido indicado en (3.3). Naturalmente
que el estado inicial, cue es én el oue hay que calcular la
desviecidén cvadrétice media, depende del subindice w . Co-
mo se puede comprobar en la figura, el 1ﬁstante iniciael para
el cflculo de AH, es precisamente EK . |

Del mismo modo exigiremos que en les evolucio-
nes lentas, los ejes propios del Hamiltonisno tengan una ve-
locidzd de giro médxima que sea muy pequefia, en cuslquier ins-
tante, compsrada con la frecuencia minime de Bohr para la tran-
eicién del estado en cuestidn 2l vecino més préximo, en el ins-

tente considerado. Es deceir

max,

ﬂ{i (t)

£, (gm0

win.

W. (t)
A\
para todo t comprendido en los intervalos de veriacidén len-

ta, Conviene tener en cuentz que, dede la notacién de la fi-
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gura, todos los instantes de ev:olucién lenta y brusca, se

pueden escribir de este modo, respectivamente

tm'.c. = f" +T 1

t L # é“.-f-'l'?:: (3.7)

('n;‘u{. =

pave £=l,2,...n.. ; o4tsd .

Consideremos el operador evolucidén de nuestro
sietema U(4;,l,) entre los instentes (. & t,, . Intro-
duzcamos los opersdores U(¢,¢) y los O(t,t) . Por medio
del primero representamos un operador que coincide cog el
de evolucidén del sistema en el intervelo (£,¢) y que fuera
de é1 es la identided. Del mismo modo (J(t.#) representa
un operador iguel el U(t‘_‘l‘,) en el intervalo (t,¥) . Fuera
de este intervelo ,V{l,t) coincide con el operador identided.

Como el sistema fisico,en su evolucién de tn
a t'_ pasa por todos los instantes intermedios, el opera-
dor evolucidn del mismo serd igual al producto de los opera-
dores que actdan en cada uno de los intervelos en que hemos

dividido el totzsl., Es decir
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(k. &) = U6, U(G..4,) -~ U(bat) U, &) -

- D) V) V(L) U (L G) (3.8)

En este producto operadionzl hay dos tipos de
operadores completamente distiqtbs. En primer lugar aparecen
los de la forma U(‘:m, l':} ’ admi"l:.iendo pere coneervar la nota-
cién f; =(', . Estos operadores, segin su definicién, rigen
la evolucidén del sistema durente un intervelo de tiempo en
el cual se puede egplicaer la eproximecidén ediabdtica. Es de-

cir, segin (2.48) resultaz gue

Ok, t) = Rlt.) P(ban) [ T+ o( )]

donde R L{n«) es el operador uniterio introducido en el
capitulo II pera pesar a la reprecentecidén de ejes méviles,

y

bh) =2 (o <(S-bu) BTG 6, ) R O

siendo
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G (&) =j 6246, (jete.) (D)
[ .
Del mismo modo se pueden eplicer a este oprador todas las
conclusiones del capfitulo II, sin més cgue tener en cuenta
que el instente inicisl es el F.,_ y €l final el fu-n y la
evolucidén dura un tiempo f,,,-, -f‘:. , puesto que se verifica
la condicidn (3.6) que garentiza la eplicabilidad del teo-
rema adiabdtico.

Segin el enuncisdo del teorema sdiabdtico, si
el sistema se encuentra inicislmente en un estado propio del
hamiltonieno, que escribiremos \t‘,. > , al finsl de su evo-
Jucidn se encontrerd en el estado propio de H(t) oue se de-
duce del primero por continuidad y cue seré\fmﬁ segin nues-

tra notacién. Es decir, este tipo de operadores son tales que

U (Lvut 'Eu) \Ev- > = \ t'ﬂ*l > 3 ('ﬂ: 0,\,1...9(3012)

eiendo \tw> y | tw.> vectores propios de Hit) en los instantes
que indican,
E1l segundo tipo de operzsdores que aparecen en

el producto finito (3.8) son de la forma U(’C'u, tw) . En vir-
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tud de les condiciones (3.5) la varisecidén del Hamiltoniano
entre dos instentes de este tipo puede tomarse éomo una per-

turbecién instanténea. O sea

O(ta tu) 1te» =ttu> =\E, > (3.13)

Si el operador evolucidn es le identided, significa que un
estezdo propio inicisl del que partimos no sufre alteracién

ninguna., Es decir

U(E\t tn) - X+ O (E“-'L-u) ,(n:{?,...f—r}(3‘14)

Como el producto (3.5) tan sélo incluye opera-
dores de uno de estos dos tipos, es fédcil llegar a la conclu-
eién de que si pertimos de un estado propio inicial |t >y
se cumplen las condiciones (3.5) y (3.6) en las sucesivas va-
riaciones lentas y répidas, el sistema evoluciona de modo gue
en el instante finel el sistema se encuentre en el estado pro-
pio [q_> que se deduce del primero por continuidad.

En efecto, calculemos el vectoz'UﬂPtJ|t>-. Te-

niendo en cuenta (3.13) y (3.14) resulta :
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Ut bN1 k> = 0k € ) O(E, b ). O(E L) (k).

Ot t)ULE) Il > = V(e ) U L)

o B G Ut bs) - VB ) [ &> = U\t} F-a)
{ "‘ ) E “)U(t t’n-l) ..... ‘t:)‘ N e
= U(tf t;-l) | LlF"l)‘ = | ti— > . (3.15)

De este modo llegamos 2l nuevo teorema adiesbético, objeto del
presente capf{tulo: Si un sisteme f{sico se encuentra inicial-
mente en un estado propio |l%(hd> de la energia, correspom-
diente a2l valor propio E‘.}(ﬁ) y ¥ se somete & un campo de va-
rieciones bruscas y lentas combinadas sujetas a las restric-
ciones (3.5) y (3.6), su evolucién es tal que en el instante
final su estado fisico viene representado por el vector pro-
pio \E}(H)) correspondiente al valor propio Q(ku, que ce de-

duce del primero por céntimuidad.
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CONCLUSIONES

El grado de aproximacién que suministra el nue-
vo teorema adisbftico, se deduce de la expresidén (3.8) que
hemos encontredo para el operzdor evolucidén, Como conocemos
la aproximacidbdn de ceda fector, mediante el cdlculo del pro-
ducto podremos encontrar la de \)(f@,f.) .

Tratemos, por ejemplo, de calcular la norma del
operador evolueidén, muy importante por suministrer la infor-
mecién necesaria sobre su posible unitariedad. Teneiendo en
cuenta (3.9) y (3.13), ssf como R(&)W(t)=T ¥ ) YQES

llegemosg a la conclusidn de cue

“U&ht)“ {uot‘_&_‘_:)][“ok-‘- "j [1,,0( )] (3.16)

y como en todas las aplicaciones fieicas el nimero de facto-

res serd finito, podemos escribir, con una buena eproximmciodn,

" L (& = T 4+ O (Tuax.) (3.17)

representendo porlt;ntel valor méximo que se obtiene'al com-

parar los intervaloe de perturbacidn instanténea con los in-
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tervalos de variecién adiebdtica del Hamiltoniano.

Es decir el operador evolucidn no es exactamen-
te unitario (lo mismo sucede en la mayoria de los métodos
gproximedoe) . Su norme difiere de la unidad en uns cantidad
del orden del error méximo cometido el splicar las aproximacio-
nes instenténea y adiebdtica.

Ne turalmente que cualcuier aproximacién obte-
nida es susceptible de mejora, Baste aproximer més en el cédl-
culo de los factores de (3.8) segin los procedimientos indi-
cados en el capitulo b s

Conviene insistir en que esta aproximacidn es
muy buena porque nos permite, no sélo asegurarggz estado pro-
pio inicial se desplaza con continuidad, sino que la férmula
(3.8) nos da un procedimiento asequible para calcular el ope-

rador evolucién. De este modo, partiendo de un estado, inclu-

s0 no propio, podremos predecir el estado finals

| Eotado fiua > 2 O (§ €) | Eshado iwicial > (3.18)

con el grzdo de aproximacién indicado. Ello es de suma apli-
cacidn porque suministra inmedietamente las probabilidades
de trensicién, empleando para el cédlculo el procedimiento

seguido, por ejemplo, por A. Dykhnels),
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Finelmente queremos insistir un tanto en el
significado fisico del nuevo teorema; con objeto de resolver
las posibles dificultades que se pueden presentar cuando se
trate de interpresar el sentido del mismo,

El teorema adiabético, proporciona en primer
lugar un procedimiento pare caelcular el operador evolucidn de
un sictema fisico. Y nos lleia a la conclusién de que un es-
fado propio evoluciona de modo que se"traslada" segin los dis-
tinyos estados propios instanténeos. Pero, como ya hemos in-
dicado, lo verdaderemente importente es que :uministra esimis- |
mo la forma del operador evolucidn,

Cuagndo el Hamiltonieno esftel que sus estados pro-
pios, o mejor dicho, los proyectores asocisdos, son constan-
tes en el tiempo el sistema evoluciona de un modo trivial, Los
estcedos propios se conserven, salvo factor de fase, y el ope-
rador evolucidn edquiere le forma més sencilla (4.8). Pues bien, |
el teorema cdiebdtico permite acegurar gue, si los ejes propios
del Hamiltoniano giran muy lentamente el fendmeno es enclogo y
tan sdlo hay que efectuar un cembio de representacidén conocido
para celcular el operador evolucidén con le zproximacidén que
se desee,

Se da como hipbtesis de trebajo para la aplica-

cién del teorema s2diabdtico que el tiempo que separa los ins- .

tantes entre los cuales cse mide le evolucidén del sistema " tien-
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de 2 infinito" . A nuestro juidio es desacertada tal afirmacidn
pues lo que reelmente se quiere indicar, es que los ejes propios
giren muy lentemente ei se les compare con el cambio experimen-
tado por los niveles més préximos. O dicho de otro modo, en un
proceso fisico se podré eplicar le hipdtesis adiabdtica cuando
el tiempo que ha de transcurrir parz que exista un cambio epre-
ciable en los estados propios del Hemiltoniano es grande compa-
rado con la potencisz de Bohr minima enire todas las positles
transiciones.

Como es l1légico el caso limite se presenta cuan-
do los subespacios que proyectan sobre cada_?éctor propio son
constantes. Entonces el teorema edisbdtico suministra exacta-
mente la solucidn de la ecuacidn de Schrﬁdinger (T= o) y =e
pueden relacionar estados del sistema seperados por cualguier
intervalo de tiempo{( T = finito). En unz palabre, el psrime-
tro T mide la evolucidén del sistemz y ha de ser muy grande
(velocidad de giro pequefla), Pero los instantes que se relacio-
nan pueden estar separados por tiempos finitos, que es preci-
samente el caso més interesante.

Veamos ehora el significedo fisico de las per-
turbaciones instanténecs. Cuando la introduccidén del sistema
en un cempo se lleva a cebo en un intervalo de tiempo que cum-

prle 1le condicién (3.5) el sistema no altera su estzsdo fisico

—
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por grande que cea la perturbacidén., Tael afirmacién puede pa-
recer un contrasentido, pero hesy que tener en cuenta que el
verdadero significado de lz relacidén de incertidumbre tiem-

po-energialg)

, ¥ ésta es precisamente la condicién (3.5), atri-
buye 2l sistema fisico una cierta inercia para experimentar
cambios de energia, No son aceptadas alteraciones tales que
se experimenten en un tiempo inferior a 41/2;] . E1 siste-
ma no las acusa, Por eso en tiempos de perturbacidn de este
orden el operzdor evolucidn coincide con la unided y el sis-
tema fisico se mantiene inalterado.

De acuerdo con las interpretaciones indicsdas
le nueva inveriencia epsrece con un claro sentido 1légico, co-
mo ocurre con todos los fendmenos fisicos une vez que se ha
penetrado en su verd=dera esencia, Estsblece, simplemente,
que en una sucesién de varicciones zdizbdticas e instanténeas
combined:r s, todo sucede como si éstas fltimas no existiesen
puesto cue transcurren en un tiempo tan pequeiio que el sigte-
ma no las acepta. Por eso el resultado final es el mismo que ei
la perturbacidén fuera enteramente adisbdtica.
La aplicacidn de esta nueva invariencia para el

cflculo de probabilidades de trensicidn y problemas ligados

a aceleracién de particulaske retrasard em la préctica hasta

— " gl T e
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que se puedan construir aceleradores que proporcionen cambios
de energie considerasblem en tiempos suficientemente pequeiios
de acuerdo con la condicién (3.5). Es decir, es un problema
técﬁico del que no nos ocuperemos por no presentar interés
desde el punto de vistade nuestra investigacidn,

Finelmente queremos insistir en que la nueva
inveriancia se distingue de las adiasbdticas en que incorpora
a las mismas un fendmeno de naturaleza puramente cuéntica, co-
mo lo es la relacidén de incertidumbre tiempo-energia, Por es-
ta razdén, en el caﬁitulo siguiente, 2l trasladar la hipdtesis
adiabdtica a la Mecédnica Cldsica nos serd posible obtener re-
sultados similares a los deducidos en el segundo cepitulo., Pe-
ro no intentaremos enfontrar la nueva inveriencia por ser esen-
cial en ella el que las acciones sobre sistemas fisicos no se
puedan producir instanténeemente, Como este hecho estd en fran-
ca contradiccién con.la teorfa cléeica no es posible la exten-

sién de nuestro trsbajo a la Mewdnice Clédsica,




CAPITULO IV

LA INVARIANCIA ADIABATICA EN MECANICA CLASICA
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INTRODUCCION

En recientes tr&bajoszo' 21, 22, 23) se ha pre-

sentado una nueva t&cnica de cdlculo formal que permite tra-
tar los problemas clédsicos de perturbaciones por procedimien-
tos andlogos a los empleados en Mecénica Cudntica, Se intro-
duce un operador evolucidén, de modo similar a como se hace en
el campo cudntico, y se llega a su ecuacién de movimiento. Pre-
senta una gran analogfa con la de Schrddinger, con la diferen-
cia de oue el operador de evolucidn epsrece shora multiplices-
do por la izquierda, Esta modalidad no representa ninguna al-
teracidén esencial, Es simplemente un ingenioso recurso de cdl-
culo, Util para poder desarrollar una cémoda teorfa de pertur-
bacioneszB),

Aprovechando esta técnica operacional se ha lle=
gado a un teorema adisbdtico de orden m en Mecdnica Clédsica,
exigiendo las condicibnes apropiédas al sistema fisico, dedu-
ciéndose el teorema adiabdtico ordinario, como caso particular
cuando no se imponen condiciones extras.

En el presente capitulo nos proponemos extender
esta analogia formal Cudntico-Cldcica, mediante el estableci-
miento de un teorema adiabdtico generalizado de validez clési-

ca, Pudiera pensarse que, dado el claro paralelismo existente
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entre los métodos cldsico y cuéntico de pefturbaciones median-
te operadores en el espacio de Hilbert, podria llegasrse del
mismo modo al establecimiento de un teorema adiabético.vélido
para la Mecédnica Clédsica., Pero ya podemos enticipar que las co-
sas no serén tan sencillas como limitarse a trasladar los méto-
dos cuénticos, que son, fundamentalmente, los presentzdos en el
capitulo II, Y no puede ocurrir esi poroue alli se utilizeban
dos ertificios oue en Mecdnica Cldsica carecen de sentido: la
descomposicidén espectral del Hamiltoniano y la anulacién del mo-
vimiento de los ejes del mismo mediante un cambio de represen-
tacidén apropiedo. Ello no esignifica que no se pueda llegar a
un cdlculo efectivo del operador evolucidn adisbdtico. Pero es
forzoso utilizar otro procedimiento. Y asi se ha hecho para es-
tablecer el teorema asdiabdtico ordinariogB),

Los resultados, en cuanto a la invariancia adiasbd-
tica ordinaria y de orden m, son similares a los cudnticos. No
obstante, mosotros presentamos un nuevo procedimiento que oire-
ce la ventaja de permitir el cdlculo del operador evolucién con
una aproximacién de cuelgier orden deseado, sin necesidad de
-exigir condiéiones extras al sistema fisico,

Antes de tratar el problema segin este nuevo pro-

cedimiento no queremos dejar sin sefialar el hecho de que el ca-
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récter asintbético del teorema adiebético ordinario, en Mecdnica
Clésica, se puede probar inmediatamente, teniendo en cuenta los
resultados cue hemos obtenido en el primer capitulo.

En efecto, como resultado final, tras aplicar la

teoria de perturbaciones, se llega a la integra1231

L]

T
QJ (xr) = J ..01 (') ex (s (LLJJ vT)de  (4.1)
(]
donde las constantes (Oj tienen el significado de frecuencias
fundsmentales y sus arménicos y ﬂj(‘t) es el operador de Liouvi-
lle asociado a1l Hamiltoniano LU&;). E1l Hamiltoniano perturbador

geg supone que es de la forma

H,(‘C) :Z hJ.L‘C).e?crl LL‘MEI‘CT) (4-2?
J

E1l punto clave del teorema adisbdtico se reduce
a encontrar un desarrollo asintdtico en serie de potencias de
éF pare la integral (4.1); esto es, hay que encontrar las

hipdtesis bajo las cuales se puede escribir rigurosamente

R0 = o(L) (4.3)

0 bien




—

‘]?j('c)_ o, O(TLH) (4.4)

si se exigen las conocidas condiciones extra de anulacidn de
las m primerad derivadas, 1niciai y finalmente, de ..QJ' (=),

Como esta integral, su desearrollo, el resto y los
casos particulares que pueden presentarse han sido detenida-
mente estudiados por nosotros en el capitulo I, nos limitemos
a remitirnos al mismo, Unicamente indicaremos el significado
de las condiciones (1,32) en el caso gue nos ocupa,

1) ;_ (u.h-t) # 0 en el intervalo o ¢z ¢\ . Significa

<
que hemos de exigir la condicidn u‘i*o para toda J'-.= ,2,.. . Es-
ta hipdtesis es fundamental y ha surgido de manera trivial al
partiéularizar las condiciones generales, Su validez estd fue-
ra de toda duda, puesto que, si se estudian los desarrollos in-
temmedios en la demostracién del teorema adiabdtico, se puede
combropar que las UJ' aparecen giempre en los denominadores
multiplicando a T .
2) }:‘I';: (h)l-c) —.=wj -de., . Por tanto la acotacidn y conti-
nuidad de las derivadas de qut en el intervalo ofctsl , se
traduce en que U‘)j sea finita para todo (=1,2,3,.. .
3) Se ha de verificar, ademés, que -n-j(‘t) y sus mcesivga deriva-

das sean continuas y finitas en el intervalo o< c $4i .,
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HIPOTESIS ADIABATICA

Por razones de sencillez nos limitamos a sistemas
cldsicos que poseen tan sbélo un grado de libertad, Admitimos
también que su movimiento es periddico. Es conocidozé) gque en
este caso el movimiento puede ocurrir de dos modos diferentes,
En la libracidn h ¥y q son funciones peridédicas del tifempo,
es decir desuéds de un periodo T, tanto p como q adquieren el
valor original y por tento las &érbitas, en el espzcio de las
fases, son cerradas, En cambio en la rotacidn, después de un
cierto periodo T , p vuelve a su valor iniciel, mientras 2

var{a en una cantidad constente i T 4 el sistema vuelve al es-

tado primitivo. En un péndulo simple, por ejemplo, se da lg li-

bracién para pequefias amplitudes; pero si la energfa es suficien-~

te puede verse obligado a dar giros completos en cuyos caso el
movimiento es de rotacidén, En general, la libracidn se da cuan-
do el sistema se mueve entre estados de energia cinética casi
nula, Cuando esto no ocurre suele haber rotacidn y 4 esun én-
gulo tal gque 9(. es igual a 2T ,

Es conocidazs) la posibilidad de escoger conjun—

tos de variables candnicas conjugadas de modo que el Hamilto-

niano sea funcidén tan s8lo de la mitad de ellas, Pera sistemas

|
|
|
|
|
|
|
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periddicos se pueden elegir, ademds, variables aﬁgulares tales
que cambien en una unidad por periodo. La razén'para introducir
las primeras es trivial, En cambio las ventajas de las variables
anguleres y de accién son menos evidentes, en primcipio. Tan sé-
lo se acudid a€llas cuando comenzé a desarrollarse la teoria
cuéntica. Y la razén era que las variables de accidén resultaban
gser invariantes adiabdticos, es decir, magnitudes que se mante-
nfan "casi constantes" cuando la evolucidn del sistema fisico
era "extremadamente lenta" ., Y Ehrenfest habia descubierto que
las magnitudes apropiadas para cuantizar habfan de ser invarien-

26?. Puesto que las variables de sccidén eran in-

tes adisbdticos
variantes adiabdticos, resultaban cuantizables (regla Sommerfeld-
Wilson), De ehi la posterior utilizacién de las variables accién-
édngulo. ' '

Puesto que los problemas de movimiento periddico

cuelen tratarse adoptando como varisbles candénicas conjugadas

la accidén y el édngulo y en la hipdtesis adisbdtica nos limita-

= . — N

remos al estudio de sistemas muliiperiddicos (peribddicos Bn ca-

da coordenada y para los cuales la ecuacidén de Hamilton-Jacobi

se puede resolver por separacién de variables) parece légico que
adoptemos éstas como nuevas variables, Serd el equivalente al

paso a la "representacién de ejes méviles" en Mecdnica Cudntica,
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Dado que las propiedades de las variables angula-
res y de accibén son sobradamente conocidas, asf como las trans-
formaciones canénicas que conducen a ellas, no insistiremos so- ”
bre este punto. En la bibliografia citeda?41%9127) Lo encuen-

tran los resultados que aplicaremos en el presente capitulo.

TEOREMA ADIABATICO GENERALIZADO

Insistimos en que por razones de sencillez nos 1li- 1
mitamos al estudio del caso unidimensional. La extensién a movi-
mientos multiperiddicos de distintos grados de libertad es inme-
diata, siempre que no exista degeneracidén; es decir, cuando no

ge pueda der una relacidén de la forma

S VR = o (4.5)

entre las frecuencias '% de cada movimiento y los nimeros ente-

ros k;..Cuando un sistema multiperiddico presenta una relacidn

del tipo (4,5) se dice que es degenerado y queda excluido de
nuestro tratemiento,

Congideremos un sistema fisico de Mamiltoniano ’

—
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H(r.,q_,l:} que evoluciona desde el instante t, al ti o Introdu-

ciendo

T=t-t, e Ebo b ctect, (4.5)
i i

L4

escribiremos el nuevo Hamiltoniano como funcién del tiempo fic-

ticio T . La accidn estd definida por

]1(-:) = §) rl,cl_qr (4.6)

|
|
donde la integral (4.6) se realiza sobre un periodo de q . Sig- |
nifica que si q_ es una variable ciclica, por resulter r::-.cTE.. ;

se verifica
Jx) = 20 =de. (4.7)

Con objeto de introducir las variables accidn-in-

gulo, efectuamos la transformecién candnica definida por

D
r"= 3%. ‘Fl(?-)'wlit)

(4.8)

i

- % -%'E(a;uﬂ-;r)
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Es sabido que tal transformacidén implica un cam-—
bio de variables canénicas conjugedas. Se pasa de las antigues
(riq4) a las nuevas(J/W]. Como la transformacién es cenénica
se mantienen las ecuaciones de Hamilton, siendo el nuevo Hamil-
toniano

Hi(Towez) = HIT: )« L 2 F(g:00e) (4.9)

|
T Jz

puesto que H 'no depende de \WJ, , después de efectuar el cem

bio de coordenadasz'g" 25)

. Hasta aquf no hemos hecho sino aplicar
la teorfia de transformaciones candnicas en Mecdnica Clédsica. r
Ahora bien, como nuestro sistema es periédico en W , y con pe-
riodo unided (significa que 1(“"“‘) =Wy §We) = W)+ pera 1o 1i-

brecidn y rotacidn respectivamente) podemos desarrollar F; en

una gerie de Fourier., Es decir:

d — ;
=T =2{ e (42 ex (2nikw,) | (4.10)

kRto

siendo W, funcién lineal del tiempo®>),

La ecuecidn (4.2) se puede interpretar del siguien-

te modo: el término J‘f’ 336. caracteriza une perturbacién muy pe-
L =

quefia (por ser T muy grande) y el Hamiltoniano H(3t) represen-

ta el movimiento no perturbado de terminado por las ecuaciones



- T =

T () = T, (o) por ser W; ciclica

T (4011) |
N (<) = W (o) *TJ % T

v} |

Nos vemos as{ obligados a aplicar teoria da per-
turbaciones., En virtud de (4.10) la ecuacidn que satisfarsd el
operador évolucién del término perturbativo serd endloga a la
(2435). Aprovechando los recultados del capitulo II, llegamos
a la conclusidn de que el operador evolucidn perturbador es de

la forma
S = I o (L (4.12)
v=Teo0 (L)

El movimiento no perturbado estd resuelto por
(4,11) y por tanto las constantes de éste representan invarian-
tes adigbdticos de primer orden,

Pero lo realmente interesante es encontrar un pro-
cedimiento que permita obtener invariantes adiabdticos de cualquie:
orden prefijado, Para ello vamos a opera® de modo andlogo a como

se hace en Mecédnice Cuéntica. Asi no trataremos (4.8) por teoria

de perturbaciones, sino que vamos a aplicar a H,(3.:W;;¢) los mis-

mos métodos que previamente hemos desarrollado para H(p,1,a}.
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Definamos
-I;.(t) =¢ Tl CIUJI (4.13)

integr2l que se extiende a un periodo de W, , Introduzcamos
las nuevas variables candnicas conjugadas (I} Ww,) mediante la
transformacidén candnica Fz. (u).,-.u),_;t) definida por
% B o F, (Wisw,:T)
i = - | 4 1 -
ow, *

(4.14)

11

T). - 9—- F; (‘-Ug) W, - 'C)
"91.

El nuevo Hamiltonisno serd

2_ F‘_(U’;Jw;'.t) (4015)

H?. (_T;,'o.dl;'c) = H‘LT,_;t)_t_ _11'._ =

donde se ha tenido en cuenta que, @espués de efectuar el cam-
bio a las nuevas coordenades, H no depende de W, ,

Por tratarse de transformaciones candnicas, las

ecuaciones de Hamilton contindan siendo védlidas., Por tanto se

verifica
. P
- Hao L(?_f_;) (4.16)
dWi, dw, v I
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Hemos designado por T, a la deriveda de T, con rekscién al
tiempo ficticio =T , Teniendo en cuenta (4,9) y (4.11) la teo-

ria de perturbaciones conduce a

T, (x) = Ti(e) =+ L G, (x) (4.17)
T

y la comparacidén de (4.16) y (4.17) nos lleva a la conclusién

de que
Of O( ) (4.18)

Quiere decir que el término perturbetivo de (4.15) es del or-
den de .%3 . Como el movimiento no perturbedo tiene por so-

luciones

J,(x)=TJ,(0) jor ser , ciclica

= 3 (4.19)
By = W0) « T | 2 (5 ) e
53,

9

las constantes de éste representan inveriantes adiabdticos
de sgegundo orden,
€1 efectuamos n transformaciones sucesivas,

la Yltima estd definida mediante




i (4.20)
T = o 2 (W i W s )
AW,
siendo
Tﬂ—l - é) Taw Awh-a
(4.21)

.I; = (ﬁ o CAUJh-l

El Hemiltoniano final serd

Ha (Te:wh:€) = Hay (Taiv) & (W iwz) (4.22)

P9
T Jt
Las soluciones del movimiento no perturbado son

Tule) = T, (0) por ser W, ciclice

"D (4.23) .
W, () = Wy, (o) + TJ 2 e (s do

Ju
9

Y, puesto que las wn transformaeciones hen sido canémicas,

&€ conservan las ecuaciones de Hamilton, Es decir:
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(4.24)

Por otro lado hemos visto que el paso de H a
H, ge realizs mediante una perturbecién de primer orden; el
de H, & H, mediante una de segundo orden y el de H,_,a Ha.
por medio de una de orden Ww-l , Como Ja es la eccidn de Hu.,

}" Tvl"t la de H‘\"l b I‘eﬂlll'taré

j:; () = Jua (o) +~ 1 6“_1 (<) (4.25)
Tﬂ‘l

La comparacidén de (4.,24) y (4.25) conduce a2l resultado espe-

rado
9 = ) ' (4.26)
— To (W 2w :T) = O( L) .
o-: T"l

con lo cuel la perturbecién en (4.22) es de orden TL" y les
constantes del movimiento no perturbedo (4.23) son invarizn-
tes adiebdticos de orden w , Desde luego éstes estdn expre-
sades en tuncién de las coordenadas (Jn:w,) . Pera obte-
ner dichas magnitudes en términos de hyg bastard resligar
los cambios sucesivos determinados por las w funciones T, ,

Es decir



- — F\i"l FI. '
(Jﬂ:‘th)—ft-)LJn-'(/‘wh—I)——p TT— _____.p(ﬁwaj--F-» (r’,' q.) (4.27)

que es el equivalente a deshacer los sucesivos cambios de
representaciones de ejes méviles introducidos en Mecédnica

Cuénticalz)

o« Finalmente conviene observar que los invarian-
tes adiabdticos, expresados ya en términos de pyq , de-

penderdn explicitamente del parfmetro T que se introduce

como consecuencia de la dependenciza temporsl de las fi .

COMPARACION CON LA INVARIANCIA ADIABATICA DE ORDEN m

El teorema adiebdtico de orden m establece
que, cugndo las W-| primerad derivaedas del Hamiltonieno
son nules iniclal y-finalmente, les constantes del movimien-
to no perturbado son invariantes adiebéticos de orden m,
Conviene, una vez llegado a este punto, tener en cuenta el
hecho de que el teorema de orden m.actualmenta conocid023)
no es comparable con el nuestro puesto que el movimiento
no perturbado no coincide en embos., Al enunciarlo, el prin-

cipio del epigrafe, hemos trasladedo el lenguaje cudntico

gl cempo clédsico y de este modo no nos limiteremos a pre-

sentar como inveriantes sdiabdticos los del Hamiltoniano
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iniecisl,

Es conocidoz3)

que la eccidn es un inveriente
adiabdtico de orden m cuando las wm-| derivadas tempora-

les del Hamil toniano son nules iniciel y finalmente, Pues-
to que W, es funcién lineal del tiempo t 25), la igualdad

(4.8) nos permite escribir

D "y u’ < l (4.28)
S— P. 1./' ) = O
¢ r‘(z ( ! |
puesto que
Tile) = Ji(o) + O(_‘_.. (4.29)
—rﬂ

En este caso la perturbecidén esfle orden m y las constantes

del movimiento de H(T\.-t) son inveriantes ediebdticos de or-

den m,

" Segn ello, de (4.,9) se obtiene

Jo(c) = 5,(e) + © K“‘I"’ (4.30)
. —

y de (4,14) y la lineslided de W, se deduce

(4.31)

| <

nj.
|
0]

N
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Como la prturbacién en (4,15) resulta ser del orden de _L.,

™
podemos iterar el procedimiento, obteniendo que
Otas _ O( ‘ (4.32)
0T T-m‘*

De este modo obtenemos invariantes adizbédticos de orden m en
cualquiera de los Hamiltonienos Hi » Hay eeey oy 5 20

cual prueba la coincidencia de la invariencia zdiebdtica de
orden m y le generalizada cuando, a partir de ésta, se impo-

nen les condiciones extras que exige la primersa,

o

CONCLUSIONES

Queremos pmciser un punto due tal vez podria
dar luger e falsas interpretaciones‘de los resultados obte-
nidos en el presente capitulo, Se ha pretendido explotar le
enalogia existente entre la Mecédnica Cuéntice y la Mecédnica
Cléeica, en el sentido de que ambes dindmices pueden tratar-
se con gren similitud sobre la base de utilizar operedores
en un espacio de Hibert aprOpiadé. Pero le enalogis no edmi-

te extensidn posible en cuanto a su interpretacidén fisica,
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La Dindmica Cudntica y la Clésica qparecen formalmente éomo
idéntices., Pero no ocurre lo mismo con las Cineméticas; no
tienen ninguna relacién, Y sucede as{ porque, en Mecénica
Cuéntica, el paso de una & otra se apoya en el principio de
complementaridlad, que da sentido a la doble realidad fisica
de particula y onda, y en el principio de incertidumbre, que
expresa claramaﬁ%e el sentido y lea limitacién cén que se de-
ben considerar ambos conceptos,

Ninguno de loes dos principios son essequiblea a
la Cinemdtica Clésica, que es completaemente determinista, De

ah{ que ambas Cinemdticas tengan interpretaciones totalmente

dispares, y que se deba huir del intento de unificarlas; mien-

tras se basen en los conceptos que hoy e admiten,

Una buena prueba de ests diferencig lé puede
suministrar el hecho da que, formalmente, el traslado del ca-
pitulo tercero a la Mecdnica Clédsica es inmediato, Baste cal-
culer el.operedor evolucidn, que pesenta la misma forma (3.8)
con el gentido que 8ll{ se daba a los distintos operadores
que intervenfen en dicha férmula, Pero no es posible afiadir
interﬁretacién glguna, por no existir el concepto de estado
propio, As{ como tampoco se puede dar un sentido apropiado a

les perturbaciones instenténees, por no existir la relacién




de incertidumbre, De ehi{ que carezca de interés el estableci-
miento en Mecédnica Clédsice de le nueve eproximacién,

Tambilén resulta obligado sefialar que el rigor
matemdtico en este punto deja bastante que desesr, A nueastro
Juicio, la meyorfe de los trabajos importentes que se han rea-
lizedo en este campo, no resistirfen una critica matemdtica
conveniente. Sobre todo en lo que a la construccidd del es-
pacio de Hilbert se refiere. De modo que no hay que conceder
e estas opg;aciones més que un significedo formal qqe da bue-
nos resultedos, especialmente en la Fisica del Plaesma, en el
tratemiento del problema denominsdo "aproximacidén del centro
guia", que se base en la busqueda de invariantes adiabdticos

de distintos 6rdenes28'29'3o)

, .as{ como en otros varios ejem-
plos de la Mecdnica Clésica que se pueden trater por estos
métodos operacionales,

En virtud del hallazgo de la invariancia adabd-
tica generalizada, el cdlculo de invariantes adiabdticos del
orden que se desee es un problema tedricamente resuelto. Por

esta razén confiemos en que la presente tesis sirve para ebrir

horizontes nuevoe en la Fisica del Plasma,
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APENDICE A

81 H(z) = T €E(x) B (¢ la ecuzcibn de Schrédinger

para el operador evolucidn se podréd escribir en la forma

"k j— Ule) = Tz E‘(C-} 2?-(0/ U(t/ (A.1)
T 2

Integrando entre o v T resulta

-

O@E)/U(o] = exp (-l:Ttl-IJT:; E;-(t:'/jf(o/o/r') (A.2)

En virtud de la definicidn de operador evolucidn, se verifica

U(o) = T - Le igueldad (A.2) se puede escribir entonces

o T
U(‘) = e¥n (-—-i-\_hla 'P‘:(D)J C; lT')C{57 (A.3)

o

Introduciendo lz funcidn

<
P. (<) = J E, x)de (A.4)

2

obtenemos para el operador \J(r) 1a empresién
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U@) = emp (0T fu(e) Rl (409)

Desarrollendo en serie la exponencial resulte

U(z)

3 largeore)
n=eo h"

Por ser L (0) wun proyector gozz de la propieded de idempo-
tencia, la cual permite escribir (A.€) en la forma
w

U(‘-’-) i Z i ("L_r ¥ Lt‘?) fc (0) (A.7)

¢ N9 n!

equivalente & la expresidn

Ux) = 2({% -f.‘T‘ﬂ-Lrjj (o)  (4.8)

que es la que utilizamos en la teoria.
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APENDICE B

Se trzta de demostrar que las reglas de conmu-

tecién

()N {K(r) ) ?J-(v.)] :f.‘h i’j?]-(«c) (B.1)

son condicidén necesarie y suficiente pars la validez de
(jruar) o VE> = A= € ) > (3.2)

donde el operador R|t¢) verifica

% 5_4_ R(x) = Kx) Ri&)

B (B.3)

R (o) = I

Para demostrar que es condicidn necesaria cal-

culemos la expresidén gue resulta de multiplicer (B.Z2), por

la derecha, por su iguaslded conjugada:

(‘j-_-. L, 2, ..-) %(‘:) = Rg (‘C} PJ(O) R:(‘f) (B.4)
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Derivendo (B.4) resulta, pera ceda velor de j i

e - d + Plor d R (Be5)
dt’g.v:) = d'éQ‘w o) R‘(fh.ﬁluﬂj'(o)&ﬂ()

Medicnte la introduccidén del operador identidsd

1 = i&(x)x?f(t) =.Fﬂﬁﬁviﬁ.tc)

la expresidn enterior se puede escribir en la forma

d Py = d R at t
X P]() = a—t'R;() 'R‘(t)g(r}-i—tj[‘f} !ettt}if\"(‘t) (B.6)

Le trensformacién 'K,[(t) es uniteria. Por tanto
+
las derivadas de R,(x) ¥y de R, (x) ectédn ligedes por le re-

lacidn

]

-'.
R (=2 i.: Ry = — i_: RE R'ee) (B.7)

que, sustituida en (B.6) conduce 2

d _d + ' d t
a-;—j(r) = (e RiG) Fx) - t_’\(t/ =R R (B.8)
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Esta expresidn, segin (B.3), contiene les re-

glasde conmutacibén (B.l) que buscébemos perz el operador K(tl
Pera demostrar la suficiencizs pertiremos de la
hipdtesis (B.l) y las condiciones (F.3) para llegar = (B.2)

o mejor & su exprecsidén equivelente

. .
?j' () = ¥, (< Fj'(o) R, (x) (B.9)

+
Derivemos la expresidn ¥, (<) ?l (x) R.(r) . Obtenemos

* £ P e t o5, dR()
Chz;it) ﬁ(‘:) ?‘('C) ~ ?.(t) d—‘-‘-‘d_lc 4 “|(t) -+ R\ &)g('t) Z{_t-_ (B '10)

Sustituyendo er la expresién (B.10) la (R.3) resulta

d’?( ¥ 1(< T,
- %E ‘2:11_’ KL’C) ?(‘C)?' ('t) '*'?r(t) ..3!..‘2 'R‘(l') -+ ?I (t)"j( }t-!E- k[‘)‘ﬁi( ) (B .11)

*

que es nula segin le condicién (B.l). Por tanto la expresidn
original tiene un valor constemte, que segin la condicién ini-
cial P. (e)=I , permite llegar 2l resultzdo buscedo, esto
es a (B.9).

Conviene tener presente que el fijar las proyec-
ctones del operador K(cx) eegin (2.12b), ha sido totalmente

erbitrario, Dos vectores ]E"-(:n- no guedzn completamente de-
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terminados por el hecho exclusivo de ser unitarios y solucio-

nee propias de H(xr) . Pero al fijar los elementos disgonzles

de K(x) hemos evitado este indeterminacidén porque nos 1leva

a establecer la ortogonelided de los lEJ'w> y 105:{.— ]l.-}-(ﬁ) ,
T

segin vamos a demostrar. En efecto:

d |E@> = d R@IE (o) > , (Y=l ) B2
d.c s

T

Segiin (B.3) y (2.14) ls expresién (B.l2) puede

escribirse asi:

o - o, = dBEN\E > (Be13)
= \EJ'['C) Z = tlE; K<) (<) E, (o) = :"LC'— \ | 5

pera todo valor de T
Por otra parte derivemos miembro a miembro la

expresidén E(r)lﬁ_.j'(c).? —:lt':]‘{r)) « Obtenemos:

dE 1Ee) > « Fix d 6> =9 6> (B.14)
de ‘ ] Ael J )dc‘ J cle J

Comparsndo (B.13) y (B.1l4) resulta

P) ..“.. \€i(e) > =9 , (J‘-: Ve & v ) (B.15)
V' de 1
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que es equivealente a
d ;
< Ei(x1] El%[c)} =o , (3= \4%.) (B.16)

Queremos resaltar el hevho de que no es que nps
estemos refiriendo a unos IE}00> particulares, Lo que ocurre
es que la indeterminacidén normel en le fase de los vectores
propios se traduce en una indeterminacidén en el operador que
enule el movimiento de dichos ejes. Pero esta indeterminacién
no se refiere.a la forma del operador sino 21 hecho de que
existen varios, infinitos, con los cuzles podemos contrarres-
tar el movimiento del sistema de referencia, Al elegir una
transformeciédn particular de todas ellas lo hacemos del modo
que resulte lo méscémode. Y hemos visto que esto se consigue
exigiendo la condicién (2.12b), y ésta se traduce, segin zca-

bamos de demostrar, en la (B,16).
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APENDICE C

Sea un opersdor F del espacio de Hilbert de

la Mecénica Cuéntica, cuyos elementos de matriz en representa-

——

T

cién de energiss son del orden de | . Escribiremos

Fa a2

T+ x

(c.1)

17)

Su norma es el valor méximo de la expresidn

LUV FH Flu> - (C.2)
A\ WD

donde \w>» representa un vectbr cualquiera del campo de aplica-
cién de F .

Tomendo vectores normalizados con relecidn a la
unided (sunque no es necerario porgue las constentes no élteran
les relaciones de orden), podemos limitarnos a buscar el valor
mfximo de la expresién del numerador de (C,.2).

seen | € > 1los vectores de la base considerada.
Teniendo en cuentaz la propiedad II) de los simbolos de orden

resulta
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LZE\FIFIE> = Z%éF;lF*IE‘i)(E}lFIE.;:.} -
J

"

=3 0(4) = O(Z(.‘.)): o(_‘{)

j w 17 * (8.3

donde hemos supuesto que T es un infinito del mismo orden que
el infinito numerable que ceracteriza el numero de dimensiones
del espacio de Hilbert y F representa un operador a'cotado
(Téngzse en cuenta que los operadores acotados cdmiten una
cota superior pera sus elementos de metriz, Por tanto si éstas
son de cierto orden de magnitud, implice la uniformidad respecto
a las componentes.)

Por representer |E;> unz bese se verificers que,

para todo \lA) s
fu> = 2 Al € (C.4)
Ly

2
E | Qe estéd acotado, con lo cuel la norma del operador

cerd el velor méximo de le expresién
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S a e Fh\FI EalE>
¢ J

= Z( 0(_$J o(:.u?)): ?:_ o(_!_):__o[_:;) (C.5)

wr

donde hemos utilizado le propiedsd III) de los simbolos de or-

den, as{ como la ccotacién de (C.4).

Hemos llegado a la conclusién de ge lz norma del

operedor FT es

I FI = O(_L_F)' (c.6)

Supongemos ghora que se verifica la igualdad
(C.6) . Pretendemos demostrer que los elementos de matriz del
operador acotado T son del mismo orden de magnitud. En
efecto, (C.6) significa que, si \E;> =on los vectores de

una bese cualquiera,

LENFNFI1E 2 = 0( ) para todo L c.7)

— e



- 118 -

Introduciendo L = :"-\Ej'?‘-%l en (C.7) resultsa
J

2
CENFTESCEIFIE > = Z|FE (= oty (c.8)
;.Z- VG oety ) ik TR Pl
Sea
= : t - | (C.9)
El'= |¢GIFIES[ = o(L)

Pere encontker el valor de W , sumemos para todo J , Tresultando

<
Z [CEIFLE > = O(1— (C.10)
J ™ ‘

Lz comparzcidén de. (C.8) y (C.10) conduce inmediatamente a que
w=12 . Finr1lmente la propiedad I) de los simbolos de orden

noes lleva al resultsdo que buscdbeamos

\LEE\F[E})\: 0(.__‘}..) pare todo i.,j. (G A1)

|

|
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APENDICE D

Aproximecidn instenténea .-

Supongemos ﬁedido el tiempo reel £ , en unida-
des T , donde T representa el intervalo durante el cusl
estudizmos la evolucién del eistema, En este ccso, el opera-

dor evolucidén satisface la ecuacidn integrsl

<

V@) = I _cb."TJ Hie) UL de (D.1)

Qo
i concideramos el limite en el cual T-»o, y
recordemos qué ce trete de operzdores ccotados la igualdad en-

terior conduce a:

Jime OW) =1 (p.2)

T—po

En realided T es une cemtidad pequefia y la igual-'

ded (D.2) no se da. Lz eproximecidn instenténea conciste en esu-

poner

U(1) =1 (D.3)
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o lo gue es lo miemo

mles> = lo> (D.4)

donde hemos representado por |0> el estado del sistema en el
inetente iniciel, seperedo del finel por el tiempo rezal T .

El error que implica esta aproximacidén es tanto
meyor cuento mds lergo sea el tiempo T , que dura la evolu-
cién del sisteme, Pera calculerlo habriemos de resolver (D.l)
por iterzcidén, con lo cuzl llegemos a uns sefie de la cual to-
mamos el primer término (D.3). E1 problema se convierte enton-
ces en el de encontrar el resto de la misma,

No obstente, en el presente zpéndice nos propo-
nemos presentar un método ususl en Mecénica Cuéntica, que per-
mite el célculo del error cometido en le sproximacidén con gran
csencillez y cue proporciona zsimismo una valiosz informecién

acerce de la interpretacién fisica del mismo.

Cflculo del error en le aproximecidén instenténes .-

Puesto que en diche eproximacidén el estado final
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ce cupone iguel al inicizl (D.4), podr{ tomerse como medida del
error que lleva consigo tel hipbtesis, la probebilided de que
el sistema, al finel de la evolucidén, se presente en un estado

distinto del inicicslg

T - o0’ ( Toro>co1)VWle>  (D.5)

Si se resuelve por iterscidn la ecuscién (D,1) se

llege 2 la igu:ldad

- | 2 ! ®
o) = X -t't"TJ H(t) de - tT‘J ""J Hix) H() d<'ee (D.6)

que se puede escribir en le forma

O() = T -chTHO) + o (<) (D.7)
T*

L]

donde hemos introducido el operador hermitico

o

H(t) -_-_) H(t)dz

o

Sustituyendo (D.7) en (D.5) se llega a
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P o|Til TR O(L)| x-lo> <o|I-LETHT)+q__;.J|07=
Tl

|

r3

T (o lR() 1T ~10%col|H(1)lo> + o(L,) =
% T

— —_ 2
= T [ oI T8 — cothmlo> ]+ ot )=
£ L
T (aR) . o | (D.6)

donde Oiirepresenta la desviezcidn cuesdrdtica media del opera-
dor ETT) en el estedo inicial,

De este modo hemos obtenido una buenz medida del
error de le eproximacidén instenténea. Perc rue Pw 4 , =e ha

de verificar .

— 2
f_g_gfﬂ_éz i (D.2)
12

0 lo oue es 10 mismo

T« b (D.10)
O H
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expresidén oque juetifice le condicidén (3.2) impuesta a le
evélucién répida del Hemiltonieno en el caepitulo III,
Conviene defialar que la desiguzldad (D.10) no
es sino el enunciado de la relscidén de incertidumbre tiempo-
energia, El1 sistema presenta una cierta inercia a varier el
estado en cue ee encuentra. Necesite un cierto tiempo j%r
para acusar una modificacidn de su estado debido a la evolu-
cién originada por §T(6 que no es sino el Hemiltonieno medio
del sisteme en el intervalo considerzdo. Ten sélo cuando se

verifigue lsz desigusldzd (D.10) el estedo del sistema no ha-

brd sufrido elteracidbén apreciceble.

Célculo del error en la sproximecidén ediebdtice .-

Se puede efectuer une medida del error mediante
el cflculo de la probebilided de encontrar 21 sistema en un
estado finazl distinto del predicho por ls férmula (2.49). El
método es similer al expuesto en el apsrtado enterior pero con-
duce & un resultado poco ﬁtill4). Con objeto de obtener conclu-

siones mds eplicebles nos vemos a limitar al Unico caso de in-

terés préctico, en el cual se utiliza la eproximecidén zdiebd-




tica. Es 2quél en que el estzdo iniciel es vector popio de
H(to) .

Elijamos un sistema de ejes propios del Hamil-
tonieno iniciel, e los cueles designaremos por

lEtar> , &) >, ..., IE)>, ...

(D.11)

H(t) | Eicord> = Ei(o) IE(e) > | (=142,

. Seen|E@)\E, (b > , e 10> «+.s. los vectores
oue se deducen de los ¢nteriores por la transformacidn ?JV .

Le decir:
|E:)> = R ()| € o) >
HB IE > = Ee) € e)>

(p.12)
Pw) = \Ewre

.L= ‘lzfafnou

Supongamos que, en el instente inicial & , el
sistema se encuentra en el estado IE}(OD. Segin la eproximacidn

adicbdtica (2.49) el estado final serd

R S—
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¢,
Otk b ) 1€ o) > = 2xq (- d;j € €)dE) R, (4 | €(0> (0.13)
(S
que £8lo difiere de.r est:uo lE}(f:)) en un fector de fase.
Por tanto la probzbiliced ae encontrer 2l sistema en un es-
tedo propio finzl | € (t)>, donde C:tJ , distinto del pre-

dicho por lz teoriz serd

T= z \ct}fwl0[t.t,)|El-(t.)>|" (D.14)
‘%

Limiténdonos 2l primer término en la iteracidn

de (2.35) y teniendo en cuenta (2.3€) obtenemos
O'(tv6) = T + & F(&) (D.15)
1
con lo que, segin (2.16) y (2.18) resulta
Q) o ’
Ut ) = RO (tite) = RV (4 T+t Fu.)j (D.16)
1™
Sustituyendo (D.1€) en (D.1l4) ce llega =

P= L 3| ¢E®IRWTEIE ()5 (D.17)
#

L
%
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que teniendo en cuenta (2.9) se puede escribir en la forma

T- L > |¢qw.)|éu.)(qw.;>r" (D.18)

.

by
En virtud de (2.36),(2.16) y (2.14) la igusldad

anterior se trensformesen

|

&

donde por razones que se verdn justificades poesteriormente

6: 2

¢
F=Z|| Ao () g o) £ wao

hemos introducido las funciones

—

di(t) = B IR0 45 g 1€ 6>
] T T

(D.20)
Etdr = €408

%

(A.)gj‘ (t) =

Calculando por partes les integral (D.19) y ad-
mitiendo que c/.:,'(f/ y uly--(f/ verian de un modo regular, se

considerz una buena aproximacidén el tomer

-i_-_- Z VA G, ' d‘:l.(t) - en el intervalo(t t./ (D.21)
# Wi (t)
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Y como, segin (D.20)

oAy (b = <Eitr| HEW> (D.22)
3¢

resulta que

Ajz(é) = = ,.«ch({)]" (D.23)
t';f-/'

no es sino le longitud del vector

4 L€ () >
dt

o lo que es lo mismo, la "velocidad de giro" de los ejes mé-

viles, De modo que podemos escribir

waxr.

2
P ~ X (£) ’ (D.24)

Wi,

W)

min.
donde hy es el vazlor minimo de la frecuenciz de Bohr de lea

trensicién | hasta la mds préxima.
La expresidén (D.24) se toma como expresidén del
error porque en condiciones normales representa una mayorante

para la suma (D.21). En este caso, la eproximacidén edizbdtica




seré zpliceble cuendo se verifique

wox g
0(.1 L&) | wveloc. de give wax. d< lEj(u)E(i (D.25)

—

wjuiu(-t} frecuewcia de Bohy min. de EJ‘LUI

Hemos deducido de este modo una condicidén fieica
intuitiva para la eplicecidén de la aproximacién adiabdtica. Por
supuesto que suministra una informacién de orden de magnitud.

Y ademds su deduccidén es v4lida pera la mayor parte de los ce-
sos. No obstante pueden presentarse eccidentes que impidan de-
ducir la igueldad (D.24). Pero no insistéremos en este punto.
No forma parte de nuestro objetivo y tan sblo hemos visto acuf
el método como aclarecidén y justificacidén de las hipbtesis exi-
gidas en el capitulo III) Para meyor informecién nos remitimos

gl libro de A. Messiah, citzdo en la bibliografia.

e e
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RESUMEN DE LOS PRINCIPALES METODOS Y RESULTADOS ORIGINALES

CONTENIDOS EN LA PRESENTE TESIS .-

En el cepitulo primero presentemos el modo de

obtener un desarrollo asintdético en serie de potencies, de

le integral F(T). Asimismo celculemos el resto de la serie,
con objeto de poder tener, siempre que el problemz lo requie-
ra, una medida del error de la aproximacidén emplesda.

Al obtener el desarrollo asintético, no sblo

hemos calculado la expresién del término genersl, sino que
indicamos expresamente las condiciones que han de satisfacer
cada una de las funciones pares que tal desarrollo esea licito.
Hemos incluido el estudio de los casos particu-
lares que podien presentarse, los cuales nos han servido, pos- ‘
tgriormente, para deducir cada uno de los teoremas adisbdti- i
cos existentes. Tembién sefialemos la clara diferencia entre
cada ceso perticular, interpretando el significado de las con-
diciones extgidas y heciendo notar que de ello se deducird el
sentido fisico y lz aplicabilidad de cada teorema,
El segundo capitulo lo hemos dediczdo & una de-

finitiva demostracién de los teoremas adisbdticos. Ofrece la

ventaja de ser rigurosa y comin a todes laes aproximaciones
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adiabdtices existentes. Indicamos en ella el significado de

cada una de las expresiones simbdlicas utilizedes y eplicemos

los resultcdos obtenidos en el capitulo anterior. Todo ello

nos ha llevado a establecer con rigor el cerdécter asintético

de la eproximacidén adiszbdtica,
Hemos demostrado, asimismo, que la introduccidn

de lz llemada "representacidn de ejes giratorios" es la més l

conveniente., Esta es la razén por la cual tzmbién nosotros he-
mos scudido & ellz en nuestra demostracidn,

En el capitulo tercero hemos obtenido una nueva
eproximascidén, combinecibén de la edisbdtica y la instenténea.
Lleragos a le conclusién de que, gun bajo elteraciones brus-
éas y lentas alternadas del Hamiltonieno, el sistema fieico -
evoluciona de modo que, si parte de un estado propio inicial,
el finzl es el propio cue se deduce del primero por continuidsd. ;

Tembién hemos cealculado el operador evolucidn, \
que es el que tiene interés prdctico cusndo el estedo inicial
no es proplo, Finclmente hemos indicado el modo de czlcular el
error en cada caso préctico, asi como la posibilidad de mejorar
le aproximacidn.

En el capitulo cuarto hemos extendido totalmente

la hipdtesis adisbdtica al campo clésico. Nuestro objetivo ha
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sido le obtencidén de un teorems adisbético generalizado, pues-
to que el ordinario y el de orden m no son sino cesos particu-
lares del primero. Y en efecto, una vez logrado nuestro propd-
sito hemos impuesto al Hemiltonicno del sistema fieico las con-
diciones de anulescidn de derivadaé en los instantes inicizl y

finel y hemos obtenido el teorema de ormen m, lo cuzl nos ha

servido de comprobante de la validez de la aproximscidn genera-

lizada.

A continuscién hemos discutido el significado de h
la invariencia adisbética generalizeda pera finalizer comperan-
do los resultezdos clésicos y cuénticos, haciendo conster la cna-
logiz en la forme y la diferencia en la interpretacidén de todos

los resyltados obtenidos,
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