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Introducció.

El segle XIX tingué dos anys 'miraculosos' pel que fa al cálcul vectorial. L'any 1844,
mentre Hermann Grassmann presenta la Teoria de l'extensió [37] que contenia l'avui cene
guda com álgebra exterior o de Grassmann, William Rowan Hamilton, en el zenit de la

seva carrera científica, publicava el seu primer article sobre els quaternions, que consti

tueixen l'origen més evident del cálcul vectorial usat en la física general, la mecánica i

l'electromagnetisme. Ignorada totalment en els seus inicis, els elements de la teoria de

l'extensió (punts, vectors, plans, volums, ... ) constitueixen un conjunt més complet de

magnituds geométriques básiques per a una representació de la realitat física que no els

quaternions o els escalars i vectors que resultaren de la seva disgregació. D'aquest fet se

ri'adoná el jove geni matemátic anglés William Kingdon Clifford que l'any 1876, presenta
a la London Mathematical Society l'álgebra geométrica que avui porta el seu nom [18],
unint a l'estructura exterior el producte escalar o métric. Aquests treballs conclogueren,
exactament dos segles després, el projecte iniciat per G.W. Leibniz l'any 1676 [30] ano
menat Característica Geométrica on proposava la necessitat d'inventar un cálcul simbólic

específicament geométric. En el primer capítol de la tesi exposem, principalment, alguns
dels resultats més destacats d'aquestes álgebres. Degut al seu evident interés físic també

hi trobem un estudi detallat de les álgebres geométriques de Clifford per l'espai 3-euclidia
i per l'espai de Minkowski de signatura -2.

Tot i que sol considerar-se que l'álgebra de Clifford entra en la física moderna per

la porta gran, a través de la celebrada equació quántica relativista de l'electró de Dirac,
la seva característica qeoméirica fou inicialment, i encara ho és avui per a una majoria



dels físics teórics, ignorada1. Degut a l'éxit de la teoria de Dirac, Otto Laporte i George
E. Uhlenbeck publicaren un article[50] difonent el coneixement de la teoria d'espinors de

Dirac entre els físics. En aquesta i moltes altres presentacions l'estructura multivectorial

de l'álgebra geométrica (i exterior) quedaren ocults darrera la realització matricial. L'únic

ordre multivectorial que veié la llum va ser l'escalar sota la forma de traga. De fet, és

impropi identificar l'álgebra matricial de Dirac com l'álgebra de Clifford de l'espaitemps
ja que (C(4)) correspon a diverses álgebres geométriques associades a espais vectorials

dotats de métriques diferents.

L'any 1966 David Hestenes [42, 43, 44], inspirat en els treballs de Marcel Riesz [71, 72],
reformula la teoria relativista de Dirac i l'electromagnetisme de Maxwell posant de ma

nifest el contingut geométric que l'álgebra de Clifford real pot aportar en la descripció de

fenómens físics. La diferencia fonamental entre la presentació de Dirac i la de Hestenes

esta basada en l'ús de diferents espais de representació per a la funció d'ona. Mentre el

formalisme de Dirac representa els espinors en C4, el de Hestenes ho fa en la subálgebra
parella (real) de l'espaitemps, aconseguint dotar-los d'un carácter operacional. No són

aquests els únics espais de representació dels espinors. Poc després del treball de Dirac

es definiren els espinors algébrics que utilitzen els ideals minimals laterals de l'álgebra
matricial [48, 76] o de l'álgebra de Clifford complexificada [71, 70] com espais de represen

tació. De fet fou aquesta última presentació la que dugué a Hestenes a usar l'espai real

ja esmentat. I.M. Benn i R.W. Tucker manifesten la seva preocupació per aquest 'desori

representacional' [5] amb les següents paraules:

The theory of spinors was developed independently by physicist and mathe

maticians, and this historical apartheid has continued. [oo.] Thus there is now

a language, with many dialects, for discussing spinors in physics which makes

little contact with the expositions of the theory to be found in mathematics

literature.

D'altra banda, Yvonne Choquet-Bruhat [15] ressaltá la relació que existeix entre l'ob

servador i l'espinor, definint els espinors de Dirac com a classes d'equivaléncia sobre parells
en qué un dels termes conté un referencial vectorial. Waldyr Rodrigues et al. [74] esten
gueren la proposta de Choquet-Bruhat als altres espais de representació que apareixen

1El carácter innecessáriament abstracte i purament algébric de l'álgebra de Dirac es contrasta i dóna

un dar sentit d'adverténcía premonitoria desatesa a una coneguda sentencia de Clifford segons la qual:
[oo.] lar geometry, you know, is the gate 01 science, and the gate is so low and small that one can only
enter it as a little child.



a la literatura. Aquest treball, pero, no unifica totes les definicions, ja que cada espai
de representació requereix una definició diferent d'espinor. En el segon capítol d'aquesta
memoria donarem una única definició d'espinor independent de l'espai de representació
usat. Per aconseguir-ho caldrá, també, deslligar el referencial espinorial d'aquest espai i

distingir, clarament, entre els elements 'realsjfísics' i les seves representacions. Aquesta
distinció ens permetrá caracteritzar la dicotomia existent a la literatura pel que fa als

espinors operadors. Finalment obtindrem, a partir dels espinors algébrica, un nou espai
de graus de llibertat interns (deslligats de l'observador).

Un dels resultats més importants obtinguts per Hestenes és la descomposició polar de

l'espinor. Aquesta descomposició factoritza l'espinor en una dilatació, una transformació

de Lorentz i una rotació de dualitat. La dilatació i la transformació de Lorentz doten a

l'espinor d'una expressió clarament geométrica difícilment accessible en les presentacions
habituals. EIs efectes d'aquest resultat en la dinámica espinorial plantegen la conveniencia

d'una acurada revisió i reinterpretació de la teoria de Dirac de l'electró i (re-)obren noves

vies d'estudi prévies a la segona quantització [2, 3, 79, 75]. D'altra banda, la interpretació
geométrica de la rotació de dualitat, parametritzada per l'angle [,8] d'Yvon-Takabayasi, no
ha estat resolta de manera satisfactoria. Aquesta dificultat coneguda com el ,8-problem [45]
ha estat estudiada, entre d'altres, per Claude Daviau [23, 25] on, partint d'una extensió no

lineal de l'equació de Dirac, mostra la connexió existent entre l'angle d'Yvon-Takabayasi
i el signe de l'energia. Daviau obté, per casos particulars, solucions idéntiques al cas

lineal pero sempre d'energia positiva [24]. En el tercer capítol estudiarem la dinámica

espinorial mitjancant una generalització de l'equació de Dirac-Hestenes. Aquesta primera
generalització és de caire algébric i esta basada en la llibertat que existeix en la tria de

l'ideal minimal que fará d'espai de representació. Veurem que els resultats obtinguts,
tot i diferir ámpliament en el métode, coincideixen, en els casos d'interés físic", amb els

presentats per Josep Manel Parra a [57, 64]. La generalització proposada ens permetrá
donar, dins del marc d'un teoria clássica de camps, una interpretació de l'angle d'Yvon

Takabayasi per l'equació de Dirac lineal.

Un espinor es pot descompondre en forma polar si i només si és un element parell
invertible de l'álgebra geométrica de Clifford. La paritat de l'espinor esta definida a partir
de la Z2-graduació de l'álgebra que determina la involució graduada. D'altra banda, en el

procés d'obtenir un espinor de Dirac-Hestenes a partir d'un espinor de Dirac representat en
C4 sembla que la tria dels idempotents primitius associats a la representació matricial dita

2Curiosament, aquests casos resulten de la tria d'ideals mútuament ortogonals.



de Dirac, sigui l'única que permet obtenir l'espinor operador i, per tant, la descomposició
polar que se'n deriva. Per exemple, veurem com a partir de les representacions quiral i de

Majorana no és possible, seguint el procediment habitual, obtenir un espinor operador que
pertanyi a la subálgebra parella. Aquest problema el planteja, també, Bertfried Fauser a

[32] on escriu:

One knows that different Zn-gradings can produce quite different spinor
modules. This fact renders the unquestioned multi-vector structure as a pecu

liar one. A careful study of the representation theory and their dependence on

gradings in such cases is required.

Aquesta és, básicament, la qüestió que estudiarem en el quart capítol. Proposarem una

solució a través de Z2-graduacions adequades a cada representació que vindran caracterit

zades per una nova (a- )involució graduada de l'álgebra geométrica de l'espaitemps. Així

aconseguim representar l'espinor en una subálgebra a-parella i obtenir la seva descompo
sició polar. Aquesta descomposició 'geométrica' ens portara a una millor comprensió dels

lligams entre les possibilitats algébriques i geométriques contingudes a l'equació matricial

de Dirac.

Es sabut que podem passar d'una formulació minkowskiana a una d'euclidiana com

plexificant la component temporal", Hi ha hagut intents de donar un sentit geométric
a aquesta transforrnació; Nieuwenhuizen i Waldron a [61] ho aconsegueixen redefinint-la

com una rotació en un espai 5-dimensional després d'afegir una nova component tempo
ral. Pertti Lounesto [52, 54] es planteja el problema del canvi de signatura, en concret

la transició de (p, q) a (q, p), des d'una perspectiva totalment diferent. El seu interés és

transcriure equacions definides sobre un espai amb una determinada signatura en equaci
ons sobre un espai de signatura oposada. Ho aconsegueix definint una transformació, que
anomena tilt, sobre els elements de l'álgebra de Clifford. La solució de Lounesto presenta,

pero, una limitació important: només pot definir-se entre álgebres corresponents a signa
tura oposada. En el cinqué i darrer capítol estendrem els resultats de Lounesto en forma

valida per a qualsevol canvi de signatura. A l'última secció d'aquest capítol, mitjancant
l'ús de les a - Z2-graduacions introduídes al capítol anterior, obtindrem una extensió d'un

dels teoremes d'estructura de l'álgebra de Clifford estretament vinculada amb els canvis

generals de signatura.

3Aquesta transfomaci6 en l'ámbit de les teories quántiques de camps és coneguda com a transformaci6

de Wick.



Amb la voluntat de donar un carácter autocontingut a la tesi hem inclós tres apéndixs
que tracten diversos aspectes matemátics de les álgebres geometriques. En el primer

exposem alguns definicions i resultats importants de la teoria algébrica dels que hem fet

ús freqüent al llarg de la memoria. Entre elles hi destaca la definició d'ideal minimal

d'una álgebra, básica per a la presentació deIs espinors algébrics, En el segon apéndix
exposem de manera detallada l'estudi dels grups de Clifford que ens llega un dels seus

millors estudiosos, Albert Crumeyrolle [21]. El darrer apéndix consisteix en una petita
introducció a les Z2-graduacions.



Capítol 1

L'álgebra de Clifford.

1.1 L'álgebra tensorial, la graduació i la paritat.

Sigui V un espai vectorial i V* el seu dual. Definim l'espai vectorial dels tensors (p
covariants, q-contravariants) Tp q (V) com el conjunt de totes les aplicacions multilineals

següents:

T : V x .1!. x V x V* x .? x V* -----+ R (1.1)

Per poder definir més endavant l'álgebra multivectorial ens centrarem des d'ara en l'espai
q-contravariant 1. Així dones, considerarem l'álgebra dels tensors contravariants, T(V),

(1.2)

on ® : T'" x Tn(v) -----+ Tm+n(v). A la suma directa anterior de vegades se l'anomena

suma feble, en el sentit que cada element definit per aquesta suma té projecció no nul-la

només en un número finit de subespais Tq(V).
Un concepte que resulta rellevant en certes álgebres, és la graduació. Donat (G, +) un

grup abeliá direm que una álgebra A és G-graduada si existeixen subespais Ak, k E G,
tal que A = EBkAk i si Xk E Ak i Yk E Al aleshores XkYI E Ak+l, on la juxtaposició indica

el producte de l'álgebra, EIs elements de Ak els anomenarem homogenis de grau k. Per

un xk E Ak direm que k = grau(Xk). Ja que hem considerat G abeliá aleshores

grau(XkXl) = grau(xk) + grau(xl)
1De la mateixa manera podríem triar el p-covariant
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De les definicions anteriors es veu fácilment que l'álgebra deIs tensors contravariants

és una álgebra Z-graduada. La graduació d'una álgebra no té perqué ser única. Tot seguit
veurem com podem dotar a l'álgebra contravariant d'una graduació Z2. Per fer-ho ens cal

definir una serie d'aplicacions; comencarem per l'aplicació lineal anomenada automorfisme

principal o involució graduada. Donat A, B E 7(V), definim l'automorfisme principal
com

a(A ® B) = a(A) ® a(B) (1.3)

sabent que a(A) = A si A és un escalar i que a(A) = -A si A és un vector, l'aplicació
queda totalment caracteritzada. D'aquí és immediat veure que si tP E TP(V) llavors

(1.4)

Aquesta aplicació és realment un automorfisme ja que

(_l)deg(tP®sq)(tP ® sq) = (_l)(grau(tP)+grau(sq»(tP ® sq)
(-1 )grau(tP)tP ® (-1 )grau(sq) sq = a( tP) ® a(sq)

a més, el nom d'involució també és justificat dones a(a(TP)) = TP. Val a dir que durant

el treball també farem servir el barret per a la involució, i.e. a(A) = A.
Una altra aplicació involutiva, que utilitzarem més endavant, és la reversió. Aquesta

esta definida per

,B(A ® B) = ,B(B) ® ,B(A) (1.5)

on ,B(A) = A tant si és un escalar, com si pertany a T1(V). Igual que abans, per tal de
facilitar l'escriptura molt sovint representarem la reversió amb una titIla, ,B(A) - Ji.

Finalment, composant les aplicacions anteriors podem definir una de nova, que anomena

rem conjugació.

a(,B(A ® B)) = ,B(a(A ® B)) = a(,B(B)) ® ,B(a(A)) (1.6)

Usant la involució podem definir els següents projectors:

(1.7)

de manera que, donat tP E TP(V), tenim que 7r±tP = Htp ± a(tP)) = �(tP ± (-l)PtP)
descomponen l'álgebra contravariant en dos subconjunts corresponents a la part parella i
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la senar. El subespai dels elements parells queda caracteritzat per Ti-(V) = 7f+(T(V)) i
el dels senars per T-(V) = 7f_(T(V)), essent T(V) = Ti-(V) EB T-(V). Així dones, hem
dotat a l'álgebra contravariant d'una graduació Z2:

Ti- (V) 0 Ti- (V) e Ti- (V) T- (V) 0 Ti- (V) e T- (V)

Ti- (V) 0 T- (V) e T- (V) T- (V) 0 T- (V) e Ti- (V)

d'on es veu que Ti-(V) és una subálgebra de T(V).

1.2 L'álgebra exterior.

Sigui Sp el grup simétric format per les permutacions dels elements {1, ... , p}. Donat

a' E Sp definim una aplicació multilineal

a' : V x J!. x V --+ 0PV,

com a'(vI, ... , Vp) = Va'(I) 0
... 0 Va'(p), de la propietat universal del producte tensorial

[35, 62] es conclou que l'exísténcia d'una aplicació lineal a : 0PV --+ 0PV que satisfá el

següent el diagrama commutatiu:

0PV

t >,a'
V X .1!. x V--0PV

Donat t = VI 0 ... 0 Vp definim l'antisimetrització A com l'aplicació multilineal donada

per

1 1
A(t) = I L t(a)a(t) = I L t(a)va(l) 0 Va(2) 0· .. 0 va(p) (1.8)

p.
aESp

p.
aESp

on, com és habitual t(a) = ±1 és el signe de la permutació.
Definim un p-vector (p-covector) com un tensor contravariant (covariant) d'ordre p

antisimétric. L'espai dels p-vectors el designarem per AP(V) i el dels p-covector'' per
AP(V*). Notem que A1(V) = V, AI(V*) = V* i AO(V) = AO(V*) = ]K on ]K és el cos

d'escalars. Si n és la dimensió de l'espai vectorial V, dim(AP(V)) = dim(AP(V*)) = (;).3
2Veure secció 6.1. del [1]
3Degut a qué les construccions que farem són análogues tant pels p-vectors com pels p-covectors ens

limitarem a considerar els p-vectors.
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El producte tensorial d'un p-vector XP amb un q-vector YP, és un tensor contravariant

d'ordre (p+q), pero no és antisimétric, Per construir una álgebra de tensors contravariants

antisimétrics cal definir un nou producte de manera que el seu resultat pertanyi a Ap+q(V).
Sigui XP E AP(V) i yq E Aq(V) definim el producte exterior o de Grassmann [1] com

XP 1\ yq =
(p + q)! A(XP ® yq)
p!q!

Degut a que el producte tensorial és bilineal i associatiu el producte exterior definit

també ho sera. EIs 1-vectors, o simplement vectors, com elements de V juguen un paper

fonamental com a generadors. El producte exterior de vectors verifica:

u 1\ v = -v 1\ u on u, v E Al (V)

d'aquí i de les propietats associativa i de bilinealitat podem veure que

(1.9)

Com l'antisimetrització de tot tensor d'ordre p > n és nulla, no pot existir un espai
vectorial AP(V) amb p > n. Per tant, la suma directa de tots els espais AP(V) forma

un nou espai vectorial A(V) = ®;=oAP(V), que equipat amb el producte exterior defineix

l'álgebra exterior o de Grassmann de l'espai vectorial V. EIs elements d'aquesta álgebra
els anomenarem multivectors. La seva dimensió és dim(A(V)) = I:.:;=o (;) = 2n. Les dues

graduacions Z i Z2 definides sobre l'álgebra tensorial s'apliquen análogament a l'álgebra
exterior.

Una operació que ens sera de molta utilitat és el projector ()p que es define ix com

()p : A(V) --t AP(V).

1.3 L'álgebra de Clifford.

L'álgebra de Clifford fou presentada per W.K. Clifford l'any 1876 a [18] i batejada com

álgebra geométrica. El 1878 i en part responent a Grassmann [38] publica el que es con

sidera la seva contribució definitiva [17]. A la literatura podem trobar diferents maneres

d'introduir aquestes álgebres [62, 67, 72, 5, 8]. Lounesto a [54] fa un excel'lent repás de les

diverses definicions. Aquí ens limitarem a una definició constructiva" que sera suficient

pel desenvolupament de l'estudi.

4Una variant més detallada en la línia aquí exposada pot trobar-se en [72] on no precisa postular ni
I'associativitat ni la independencia lineal deIs 2n monomis.
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Donat un espai vectorial V definit sobre un cos OC i proveít d'una métrica o forma

bilineal simétrica no degenerada 9 de signatura (p, q = n - p) la seva álgebra de Clif

ford és l'álgebra associativa generada pels elements {el, ... ,ep, ep+1, ... ,en} d'una base

ortonormal de V on el producte esta definit per les següents propietats:

1. El cos dels escalars commuta amb els vectors.

Notem ara que, quan apliquem aquestes relacions al producte d'un nombre arbitrari de

vectors, sense més regles que la propietat distributiva del producte respecte de la suma,

l'expressió resultant s'expressará com una combinació OC-lineal de monomis de la forma:

eJ.!leJ.!2 eJ.!n on 11. O o' 112"'n ,.,i= (i = 1, ... n) (1.10)

Aquests monomis, que identifiquem amb els 2n multivectors base de l'álgebra exterior

A(V), formen la base de l'espai vectorial de l'álgebra. Per tant, ambdues álgebres, l'álge
bra exterior i la de Clifford, estan definides sobre el mateix espai vectorial A(V). Encara

que l'álgebra de Grassmann pot presentar-se com l'álgebra de Clifford d'un espai mé

trie totalment isótrop, resulta més natural considerar-la independentment de qualsevol
métrica. En aquesta concepció el producte de Grassmann construeix les multiplicitats o

magnituds extensives, escollint quines de les n dimensions hi participen (2n possibilitats).
Sobre aquesta estructura una métrica en V defineix el producte geométrico

La definició del projector, (}p' donada en la secció anterior encara sera vigent, ara pero

Op : Cl(V, g) --+ Ap(V). Aquest projector, per p = O, satisfá la propietat cíclica, Le.

donats </J, cp E Cl(V, g) aleshores (</Jcp}o = (cp</J}o' Aixó és degut a que només aportaran es

calars els productes dels termes </J i cp amb els mateixos generadors i aquests, evidentment,
commuten.

L'álgebra de Clifford combina el producte escalar i el producte exterior. Donats a, b

l-vectors el producte de Clifford, designat per juxtaposició, es pot descompondre com

ab = a . b + a /\ b (1.11)

d'on

1
a· b = g(a, b) = "2(ab + ba),

1
a /\ b = "2 (ab

- ba)

(1.12)

(1.13)
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1 per tant podem escriure el producte escalar i exterior usant tan sols el producte geométric
de Clifford. Un element general A de Clp,q(V) pren la forma

A = Aa + Al + ... + Ar + ... + An

on n = p + q i Ar és un r-vector que pertany a Ar(v) e Clp,q(V). De l'expressió (1.9)
veiem que si a E Al(V) i B E Ar(V) aleshores a /\ B = (-IrB /\ a, així podem estendre

la noció de producte escalar a un vector per un multivector''

1
a· B = "2(aB - (-lrBa),

1
a /\ B =

"2 (aB + (-1rBa)

(1.14)

(1.15)

de manera que

aB = a . B + a /\ B (1.16)

Una altra expressió de forca utilitat [42] és

r

a- (al/\ ... /\ ar) = 2::)_1)k+1(a· ak)al /\ ... ak-l ... ak+1/\ ... /\ a;
k=l

(1.17)

on ai E Al(V).
Per dos multivectors homogenis arbitraris es pot veure [46] que

Ar /\ e, = (ArBs)r+s ,

ArBs = (ArBs)lr_sl + (ArBs)lr_sl+2 + ... + (ArBs)r+s
(1.18)
(1.19)

Les álgebres de Clifford hereten de l'álgebra tensorial les definicions d'involució, re

versió i conjugació. Ara, la reversió i, per tant, també la conjugació actuen sobre tensors

antisimétrics deixant-los invariants a menys d'un signe:

Reversió (1.20)

Ar = a{B(Ar)) = f3(a(Ar)) Conjugació (1.21)

a(Ar) = Ar = (-IrAr Involució graduada (1.22)
5per simplicitat notarem aquest producte amb el mateix símbol que el del producte escalar entre

vectors.
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De les dues graduacions de l'álgebra tensorial tan sols la Z2-graduació es manté per a

l'álgebra de Clifford d'acord amb l'expressió ArEs de (1.18). Les estructures associades

a la Z2-graduació es conserven: els projectors n± caracteritzen les parts parelles i senars,
.

on la part parella és una subálgebra:

Cl(V, g) = Cl+(V, g) EB Cl-(V, g) on7r±[Cl(V, g)] = Cl±(V, g). (1.23)

Fent ús de la involució graduada podem definir la subálgebra parella com:

Cl+(V,g) = {4> E Cl(V,g)/4> =�} (1.24)

Aquesta subálgebra íntimament relacionada amb el concepte de graduació és d'una gran

importancia dins la teoria de les álgebres de Clifford i de les seves aplicacions a la física.

En el capítol 4, partint d'altres possibles graduacions, obtindrem altres subálgebres i

discutirem algunes de les seves possibles aplicacions.
Donada una álgebra geométrica Clp,q(V) anomenarem element de volum al monomi

generador de dimensió máxima el ... en = el ...n. Aquest element, com veurem més enda

vant, és una pega fonamental en l'estructura de les álgebres de Clifford. Aquí, pero, ens
limitem a considerar el seu paper en la definició de les operacions de dualitat. Una opera

ció de dualitat és un isomorfisme que relaciona els espais AP(V) i An-p(v). L'isomorfisme
més emprat és el que defineix l'operació de dualitat anomenada estrella de Hodge. La

seva definició involucra les álgebres exteriors covariant i contravariant. En el mare de

l'álgebra geométrica de Clifford resulta equivalent a tots els efectes práctics - i molt més

simple i natural- definir la dualitat mitjancant l'expressió:

(1.25)

La designarem al llarg de la tesi amb el símbol * i el seu invers a l'álgebra Clp,q(V) ve

donat per l'expressió

(1.26)

1.4 Classificació de les álgebres de Clifford.

1.4.1 Producte tensorial d'álgebres i álgebres matricials comple
tes.

Per estudiar la classificació de les álgebres de Clifford caldrá recordar dos eonceptes: el

producte tensorial de dues álgebres i el qué són les álgebres matricials completes. La
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importancia d'aquestes últimes rau en que tota álgebra simple sobre un cos algébricament
tancat és isomorfa a una álgebra matricial completa [72].

Definició 1.1 Siguin A i B dues dlgebres sobre un cos E, tal que dim(A) = m i dim(B) =
n. Donades {ai} (i = 1 ... m) i {bd (k = 1 ... n) bases de A i B respectivament tal que

aiaj =L Aijk ak,
k

b.b, =L Brst i, amb Aijk, Brst E E
t

aleshores una algebra C amb dim(C) = mn es pot definir com C = A 0 B si admet una

base {air} (i = 1 ... m, k = 1 ... n) tal que

CirCjs =L AijkBrst Ckt
kt

Definició 1.2 Una algebra matricial completa M(n, E) (en ocasions indicada senzilla

ment com E(n)) esta formada pel conjunt de totes les matrius quadrades n x n on les

entrades són elements de E.

No és difícil veure [5] que

M(n, E) 0 M(m, E) � M(mn, E) (1.27)

1.4.2 Teoremes d'estructura.

Per classificar les álgebres de Clifford, el més habitual és utilitzar certs teoremes que ens

mostren l'estructura que aquestes tenen. Podem dividir aquests teoremes en dos tipus:
els de periodicitat i els d'isomorfia.

Teoremes de periodicitat.

Teorema 1.1

(1.28)

Clq,p+2 � Clo,2 0 Clp,q (1.29)
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Demostració. Demostrarem (1.28) per construcció, la demostració de (1.29) es fa de

manera similar.

Siguin {eO,el"" ,ep,uO,ul, ... ,Uq}, {el,'" ,ep,ul, ... ,uq}, {el,eú els conjunts de ge

neradors de les álgebres Clp+1,q+1 , Clp,q i Cl2,0 respectivament, on e5 = e; = e; = 1

i U5 = uJ = uJ = -Ion i E {1, ... ,p} i j E {1, ... , q}. Com a primer pas veiem que

dim(Clp+1,q+l) = dim(Clp,q 0 Cl2,0) = 2p+q+2. Aixó ens anima a assajar un isomorfisme:

eo +-+ 1 0 e2 Uo +-+ 1 0 el e2
ei +-+ ei 0 el Uj +-+ Uj 0 el

(1.30)

Els elements {1 0 e2, e, 0 el, 1 0 ele2, Uj 0 el} són independents i pertanyen a la base

lineal de l'álgebra Clp,q 0 Cl2,0. A més, formen un conjunt complet ja que mitjancant les
combinacions

obtenim el conjunt {10 el, 10 e2, e, 01, Uj 01} i aquest, trivialment, genera Clp,q 0 Cl2,0.
Ara podem ja comprovar que els elements donats per les expressions (1.30) compleixen les

relacions própies d'una base de generadors de Clp+l,q+1' Les relacions d'anticommutació:

{10 e2, Uj 0 el} = (10 (2)(Uj 0 el) + (Uj 0 el)(10 (2)
- Uj 0 e2el + Uj 0 ele2 = Uj 0 {e2, el} = o

{ei 0 el, 10 ele2} = (e, 0 el)(10 el(2) + (10 el(2)(ei 0 el)
(ei 0 elel(2) + (e, 0 ele2el) = e, 0 el {el, e2} = o

i de manera semblant les demés. També podem veure que satisfan les relacions de nor

malització:
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Teorema 1.2

Clp,q+4 f"V Clp,q 0 ClO,4 (1.31)

Clp,q+8 � Clp,q 0 ClO,8 (1.32)

Demostració. Si les álgebres de (1.31) són generades per {el, ... , ep, ÜI, ... , Üq+4},
{el, ... , ep, UI, ... , uq}, {UI, U2, U3, U4} l'isomorfisme s'estableix en base a les relacions:

ei ++ el 0 E

Üj ++ Uj 0 E

Üq+k ++ 10 Uk

i E {l...p}
j E {1, ...q}

k E {1,2,3,4}
on E = UIU2U3U4' La demostració efectiva de l'isomorfisme es realitza de manera análoga
a la demostració anterior.

La relació (1.31) implica

Cl¿ 8 � Clo 4 0 Clo 4, , ,

i d'aquí

Clp,q+8 � Clp,q+4+4 � Clp,q+4 0 ClO,4 � oi., 0 ClO,4 0 ClO,4 � Clp,q 0 ClO,8

demostrant així (1.32).

Teoremes d 'isomorfia

Teorema 1.3

(1.33)

Demostració. Seguint l'esquema constructiu de les demostracions anteriors només cal

donar la següent correspondencia isomórflca entre les bases:

eo ++ eo

ej ++ eOuj j E {1, q}
Üi ++ eo e, i E {1, , p}
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Teorema 1.4

(1.34)

Demostració. Prenem {el, ... , ep, ÜI, ... , Üq} com a generadors de Clp,q i {el, ... , eq, UI, ... , Up_¡}
com a generadors de Clq,p-l. La subálgebra parella Cl:'q esta generada pels elements

elei, elür amb i = 2, ... ,p r = 1, ... , q que s'identifiquen amb els generadors de Clq,P-I:
er = elür, Ui = elei. Demostrat el primer isomorfisme, els isomorfismes restants són im

mediats a partir de (1.33).

1.4.3 Representació matricial de les álgebres de Clifford

Sigui A una álgebra real i V un espai vectorial qualsevol sobre K = IR, C, lliI. Una aplicació
lineal P : A ---t End][{(V) que satisfá p(IA) = Iv i p(ab) = p(a)p(b) \fa, b E A s'anomena

una K-representació de A. L'espai vectorial V triat s'anomena espai de representació de

A.

Dues representacions vectorials PI : A ---t End][{(VI) i P2 : A ---t End][{(V2) són

equivalents si existeix un K-isomorfisme </J : VI ---t 112 que satisfá p2(a) = </J o PI (a) o </J-I,
\fa E A.

Direm que una representació és fidel si ker p = 0, és a dir, si és injectiva. Una repre

sentació s'anomena reductible o descomponible si V = Vi EB V2 on Vi i 112 són subespais
invariants per l'acció de p, í.e., p(a)(VI) e VI i p(a) (112) e 112, \fa E A. Una representació
és irreductible o indescomponible si els únics subespais invariants sota l'acció de p, són V

i 0.
Ara procedirem a l'estudi de les representacions de determinades álgebres de Clifford

de baixa dimensió. Aquestes, amb l'ajut dels teoremes d'estructura, ens permetran de

terminar les representacions de totes les demés. Degut a aquest carácter generatriu de

representacions les anomenarem álgebres de Clifford primitives.

L'álgebra Cla,l

Un element general i arbitrari de Cla,l és de la forma:

'IjJ = a+ be (1.35)

amb e2 = -1 Definint l'aplicació p : Cla,l ---t C on p(l) = (1, O) i p(e) = (0,1) = i és

immediat comprovar que aquesta álgebra és isomorfa als complexos.
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L'álgebra Gll,o

Donats dos elements arbitraris de GllO,

ip = a + be

e/> = e + de (1.36)

amb e2 = 1, podem escriure el producte com

rpe/> = ae + bd + (ad + be)e

Podríem definir uns doblets (a, b) amb a, b E �, d'igual manera que es fa pels comple
xos, dotant-los d'un producte com l'anterior, és a dir,

(a, b)(e, d) = (ae + bd, ad + be)

aquest conjunt d'elements forma un anell i se'ls anomena nombres duals de Clifford, [}).

Encara que podem trobar un esquema interessant de classificació i representació de les

álgebres de Clifford reals on hi participen aquests nombres [49], nosaltres la deixarem de

banda i seguirem la línia dominant [67] que considera 1 'isomorfisme entre [}) i � E9R Sigui
(a, b) on a, b E � amb el següent producte

(a, b) • (e, d) = (ae, bd) (1.37)

aquest defineix l'álgebra de la suma directa �E9R Veiem mitjancant l'aplicasió fJ : [}) �

� E9 � definida per fJ(a, b) = (a + b, a - b), que fJ((a, b)(e, d)) = fJ(a, b) • fJ(e, d), per tant,
Oi, o � n � � E9 R

,

L'álgebra Glo,2

Veurem que aquesta álgebra és isomorfa a I'álgebra dels quaternions. Un element general
de l'álgebra el podem escriure com

'I/J = a + b el + e e2 + d e12 (1.38)
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amb a, b, e, d E IR i e� = e� = e�2 = -1. L'isomorfisme amb l'álgebra dels quaternions
s'estableix mitjancant les relacions:

p(1) = 1 p(e1) = i p(e2) = j p(e12) = k (1.39)

així dones C lo 2 � lHI
,

Les álgebres Cl2,0 i Cl1,1

Un cas particular de l'isomorfisme Clp+1,q � Clq+1,p és Cl2,0 � Cl1,1. Aquestes dues

álgebres són isomorfes a l'álgebra de les matrius reals 2 x 2. Podem veure-ho de manera

directa ja que les matrius generadores de M(2, R)

{f - (1 O) f. _ (1 O) f. _ (O 1) f _ (O 1) }1 -

O 1
,2 -

O -1
,3 -

1 O
,4 -

-1 O

són de quadrat ±1 i anticommuten, de la mateixa manera que els generadors de Cl2,0

i els generadors de Cl1,1

Hi trobem, pero, una clara diferencia a l'hora d'establir les correspondéncies matricials

dels generadors ja que per Cl2,0

(1.40)

i per Cl1,1

(1.41)

Aquest és un exemple paradigmátic de com, amb la representació matricial, perdem la

informació geométrica continguda en els elements de l'álgebra de Clifford. Per exemple,
f4 és tant la representació d'un bivector en Cl2,0 com la representació d'un vector de Ch,1.



30 CAPÍTOL 1. L'ÁLGEBRA DE CLIFFORD.

1.4.4 El teorema de periodicitat i la classificació matricial de les

álgebres

Amb l'ajut dels anteriors isomorfismes i amb alguns dels teoremes d'estructura podem
completar la construcció de les representacions matricials de les álgebres de Clifford reals.

La peca clau d'aquest procés constructiu és la relació de periodicitat d'ordre vuit Clp,q+8 �

ClO,8 0 Clp,q. Determinem, en primer lloc, quina és l'álgebra matricial isomorfa a ClO,8'
Utilitzant (1.31) podem escriure

oi; 8 � Cl04 0 ci; 4, , , (1.42)

dels isomorfismes estudiats recentment ClO,2 � ]8[ i Ch,o � M(2, R) i de (1.29), trobem
que ClO,4 � ClO,2 0 Cl2,o � ]8[ 0 M(2, lR.). Ara escriurem

ClO,8 � M(2, lR.) 0]8[ 0]8[ 0 M(2, lR.) (1.43Y

De (1.28) i de l'isomorfime Cl2,o � Clt,l � M(2, R) obtenim

Clp+1,q+1 � ct., 0 Clp,q � M(2, lR.) 0 Clp,q
i d'aquí, i de la coneguda propietat matricial M(m, lR.) 0 M(n, lR.) � M(mn, R), que

Ch,2 � M(4, R). Per una altra banda de (1.29) podem veure que Cl2,2 � ClO,2 0 ClO,2, i
com ja hem vist que ClO,2 � ]8[, aleshores Ch,2 � ]8[ 0]8[. Així podem concloure que

]8[ 0]8[ � M(4, lR.)

Ara 1.43 queda

ClO,8 � M(2, lR.) 0 M(4, lR.) 0 M(2, lR.) � M(16, lR.)

i per tant

Clp,q+8 � ci., 0 M(16, lR.) (1.44)

Les álgebres de Clifford complexes C 0 Clp,q = Clc(n) on n = p + q, presenten una

menor varietat d'estructures i la seva classificació només depén de la paritat de n i no de la

signatura (p, q). El resultat d'aquesta classificació [21] queda resumit en els isomorfismes:

Clc(2k) � M(2k, C) (1.45)

Clc(2k + 1) � M(2k, C) EB M(2k, C). (1.46)
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1.5 L'álgebra geométrica de l'espai euclidiá,

Sigui ]R3,0 un espai vectorial real de tres dimensions proveít de la forma bilineal euclidiana

gij = ¡Jij. L'álgebra Cl(]R3,0, ¡Jij) = Cl3,0 que genera aquest espai s'anomena álgebra de

Clifford euclidiana de l'espai. Donat que dim(]R3,0) = 3 llavors dim(Cl3,0) = 23 = 8. Un

element A arbitrari d'aquesta álgebra sera de la forma

on les components pertanyen al cos que defineix l'álgebra, en aquest cas R Un element

genéric esta format per un escalar, un vector, un 2-vector o bivector i un 3-vector o

trivector. El trivector constitueix, en aquesta álgebra, l'element de volum i presenta

propietats operacionals forca interessants

2
- 1el23 -

-

, (1.47)
(1.48)

conferint-li una clara identificació amb la unitat imaginaria. Com a curiositat podem
considerar [11] vectors isótrops a R3: el + ie3 = el + el2 té quadrat nul.

També resulta interessant analitzar la relació que hi ha entre el producte geométric
i el producte vectorial habitual definit a partir d'un determinant d'ordre 3. El producte
geométric de dos vectors u, v E ]R3,0 dóna, a més del seu producte escalar, un bivector

corresponent al pla format per u i v. Aquest bivector és substituit pel vector director del

pla en el formalisme habitual. Tot i que aquesta substitució es pot formalitzar mitjancant
l'aplicació de la dualitat de Hodge, no té significat físic: el moment angular L =< rp >2=

r (\ p és, própiament, un bivector que es conserva en camps centrals com mostra la llei

de Kepler de conservació de la velocitat areolar. La definició L =< rp >2 és valida en

qualsevol nombre de dimensions.

L'álgebra de Clifford euclidiana és isomorfa a l'álgebra de les matrius complexes dos

per dos, i.e. Cl3,0 � M(2, C). Sota aquesta forma es coneix com álgebra de Pauli, essent
les (Ji la representació dels ei.

En el formalisme de Clifford les transformacions isométriques de les magnituds geomé

triques 6 són descrites per elements de la mateixa álgebra, Una rotació sobre v E ]R3,0 e

Cl3,0 i, de fet, sobre qualsevol element de Cl3,0 és expressada per la fórmula

6A l'apéndix 2 es realitza un estudi detallat dels grups de Clifford per qualsevol dimensió i signatura.
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on R pertany al grup 8pin(3, O) definit per

8pin(3, O) = {R E Cl3,0/RR = 1}

El grup 8pin(3, O) és el doble recobriment del grup de rotacions 80(3). Degut a l'iso

morfisme Ch,o � M(2, te) es pot veure que 8pin(3, O) - 8U(2) = {g E M(2, te) / gt9 =
1, det 9 = 1}. L'homomorfisme de grups p : 8pin(3, O) ---t 80(3) és exhaustiu i el

ker p = {±1}. Aixó implica que a 8U(2) hi ha dos elements {±g} que representen la

mateixa rotació <P±g E SO(3).

1.6 L'álgebra de l'espaitemps.

L'álgebra de l'espaitemps és el nom que dona Hestenes [42] a l'álgebra de Clifford Cl(lR.1,3, r¡) =
Cl1,3 on r¡ correspon a la métrica de Minkowski de signatura -2. Prenent una base or

tonormal per l'espai vectorial R'r', B = {eO,el,e2,e3} tenim un vector de tipus temps

e� = 1 i tres de tipus espai e� = -1 amb i = 1,2,3. Una base lineal 9 de l'álgebra, de
dimensió 24 = 16 ve donada per

1 escalars,

eO,el,e2,e3 vectors,

g= eOl, e02, e03, e12, e23, e31 bivectors, (1.49)

e012, e013, e023, e123 trivectors,

e0213 4-vectors o element de volum.

L'element de volum, igual que en Cl3,0, també té quadrat -1, pero no commuta amb tots

els elements. Commuta amb els parells i anticommuta amb els senars:

La subálgebra parella cu, és isomorfa a Ch,o i, per tant, a l'álgebra de Pauli. Aquest
isomorfisme (que l'establim amb l'álgebra de Pauli per evitar confusió entre els vectors

de l'espai i els vectors espacials de l'espaitemps)pot establir-se fácilment mitjancant la

correspondencia

7 : Cl3,0 � M(2, te) ---t Clt,3 (1.50)

7(O"i) = eOei amb i = 1,2,3. Així, tenim per exemple que 7(0"1)
7(0"1)7(0"2) = eOle02 = e21, 7(0"123) = e0123'
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EIs grups de Clifford" que presenta l'álgebra de l'espaitemps són de gran interés físic

ja que entre ells es troba el grup de transformacions de Lorentz. Sigui Clr,3 el grup de

tots els elements invertibles de l'álgebra. Definim el grup de Clifford-Lipschitz com

(1.51)

on A: I'(L, 3) ---+ End(]R.l,3); 9 t---+ Ag

És senzill veure que Ag és una isometria ja que

donat que el producte de Clifford d'un vector amb ell mateix coincideix amb el producte
escalar. Ja que Ag E End(]R.l,3) aleshores Ag(v) 'i/v E ]R.l,3 complirá que

(1.52)

(1.53)

L'expressió (1.52) ens imposa

(3(gvg-1) = ?vg = svs"

de l'última igualtat es segueix

Aquesta darrera expressió indica que els elements de T'(L, 3) verifiquen la condició gg E ]R..

Aixó ens suggereix la possibilitat i conveniencia de definir nous grups fixant la normalit

zació de g. De fet, el producte gg s'anomena norma espinorial N(g). Definim així

Pin(1,3) = {g E I'(L, 3) / gg = ±1}

Procedint de manera análoga a partir de (1.53) trobem que [J = ±g. Tenint present
la graduació Z2 de les álgebres de Clifford veiem que

[J = 9 {:} 9 E Clt,3'
[J = -g {:} 9 E Cl1,3

(1.54)
(1.55)

7Veure apéndix B.
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és a dir, que aquests elements són de paritat definida. Aixó implica [21] que es poden
escriure com

m13' 2 _¡_ O9 = Wl ... Wk on Wi E .l&' 1 Wi I (1.56)
Si 9 = Wl, descomponem JRl,3 = W El:) W..L, amb W subespai no isótrop generat per Wl.

Tot vector v es descompon en la forma v = VII + V..L, amb VII E W i V..L E W..L. Aleshores

svo:' = wl(vll + V..L)W¡1 = VII - V..L que, com es veu, es tracta d'una reflexió relativa

a l'hiperplá W..L. La composició de dues reflexions és una rotació. Així, d'acord amb

el teorema de Cartan-Dieudonné veiem que quan el nombre k de vectors ui; és parell
l'expressió (1.56) defineix una rotació i quan k és senar una reflexió. Aixó motiva la

definició del grup Spin especial:

Spin+(1,3) = {g E r+n. 3) / N(g) = 1}
és dar que Spin+(1,3) e Pin(l, 3). El següent teorema ens permetrá veure més dar el

carácter generador de rotacions que tenen els elements de Spiru tL, 3).

Teorema 1.5 Si g = 9 i N(g) = 1 llavors

9 = ±eB (1.57)
on B és un multivector. Triat B, pot escollir-se el signe de (1.57), excepte quan B2 = O

on llavors 9 = -eB. La demostració d'aquest teorema es pot trobar a [42]. Segons
el signe del quadrat de B es tractará d'una rotació espacial si B2 < O o d'una rotació

temporal hiperbólica o 'boost' si B2 > O. A més a més, sempre podem descompondre
9 com el producte d'una rotació espacial i una temporal [63]. Donat que les rotacions

d'espaitemps es poden representar amb el grup Spin.i.fl , 3) no ens estranyará l'isomorfisme
existent entre aquest grup i SL(2, C). Així, el grup Spiru.fl , 3) és el doble recobriment

de SO+(l, 3), també conegut com grup propi ortócron de Lorentz. Expressat d'una altra

manera, Spin+(l, 3)/{±1} � SO+(l, 3). Igualment es verifica Pin(l, 3)/{±1} � 0+(1,3).

1.7 La diferencial exterior, la codiferencial i l'operador
de Dirac.

Ja des d'un principi venim treballant amb multivectors, és a dir, tensors contravariants

antisimétrics. L'operador diferencial exterior no es pot definir actuant sobre tensors con-



1.8. UNA APLICACIÓ FÍSICA: EL CAMP ELECTROMAGNETIC. 35

travariants [63] degut a la incompatibilitat amb les seves lleis de transformació. Mal

grat aixó, com l'álgebra de Clifford esta equipada d'una métrica, donat un multivector

A E Cl(V, g) podem trobar, mitjancant g, el seu multicovector o multiforma associada,
diferenciar-la exteriorment i, finalment, trobar el multivector associat a aquesta multi

forma diferenciada. Aquest procés el farem sempre que calgui i abusant del llenguatge
ens permetrem d'escriure dA. És cIar que aquest procediment no és aplicable a l'álgebra
exterior de multivectors en abséncia d'una estructura métrica, situació en la qual l'es
tructura exterior no es completa amb una estructura Clifford. L'operador codiferencial el
definirem com Ó = *d*. Aquests dos operadors ens permeten definir l'operador nabla:

També és comú definir aquests operador com \7 = é'\7 ¡;, on \7 ¡;, és la derivada covariant

en la direcció del vector ew Al llarg d'aquest treball no tractarem amb espais corbats,
així que l'expressió de l'operador nabla pren una forma més simple, \7 = e¡;,a¡;" sempre i

quan ens mantinguem en coordenades cartesianes. Aquest operador, independentment de
si l'espai que el sustenta té curvatura, té les propietats algébriques d'un vector. Vegem-ho
estudiant com actua aquest operador sobre camps multivectorials de l'álgebra de l'espai
temps. Donat Ar = Ar(x) tal que Ar(x) E Ar(I�), de (1.16) veiem que

on \7·A E Ar-l(�1,3) i \7 AA E Ar+1(�1,3). Si <jJ E AO(�1,3) llavors \7.<jJ = O i \7<jJ = \7 A<jJ.
Si u E Al(�1,3) aleshores \7u = \7 . u + \7 A u on \7 . u és la (quadri-jdivergéncia de u i

\7 A u és el (sis-) rotacional de u.

1.8 Una aplicació física: el camp electromagnético

En electromagnetisme és habitual presentar el camp eléctric com un vector polar i el

magnétic com un vector axial [33]. Aixó és degut a que aquests dos camps es comporten
de diferent manera sota paritat. Aquest operador, que el podem definir actuant sobre els

vectors de la base de l'espai com P(ei) = -ei, canvia el sentit del camp eléctric, mentre
deixa invariant el camp magnético La necessitat d'introduir els termes polar i axial quan
es fa ús de l'álgebra vectorial de Gibbs, i que no troben una simbolització en la propia

álgebra, reflecteix la negligencia de les magnituds bivectorials que Clifford denuncia al seu
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article de 18788.

Ja en el marc newtoniá els dos camps, eléctric i magnétic, passen a descriure's com

un únic multivector on Cl3,0, on E E Al (lR) i B E A2 (R) que gaudeix de les correctes

propietats de transformació sota les simetries de l'espai. La simetria física implicada
pel principi de relativitat (i l'experiment de Michelson-Morley) obliga a ampliar aquest
marc matemátic de manera que permeti expressar adequadament les transformacions

dels camps sota aquesta simetria. Aixó ens obliga a plantejar-nos l'existéncia d'un marc

on E i B comparteixin una mateixa estructura matemática, Aquesta estructura és la

dels tensors antisimétrics de segon ordre. En el formalisme de Clifford la transició del

formalisme tridimensional newtoniá al quadridimensional relativista és immediata fent

servir l'isomorfisme Cl3,0 � Clt,3' El camp eléctric passa de ser un vector en Cl3,0 a un

bivector temporal en Cli3' El camp magnétic segueix sent un bivector espacial. Val a dir,

que l'expressió bivectorial del camp eléctric va ser més difícil de copsar que la del camp

magnétic degut al carácter escalar que pren el temps en la mecánica newtoniana.

Un primer exemple de la simplicitat aconseguida mitjancant l'ús de l'álgebra de cnr.
ford és el fet que els dos invariants Lorentz (l'escalar i el pseudoescalar) del camp electro

magnétic representat pel tensor de Faraday

(1.58)

es determinen mitjancant l'única expressió:

És immediat comprovar la invariáncia sota transformacions de Lorentz (RR = 1):

F'F' = RFR f3(RFR) = RFRRFR = RFFR = FF.

Continuant amb la presentació d'algunes expressions básiques de l'electromagnetisme
relativista considerem ara l'expressió:

FeoF = (E� + E� + Ei + B� + B� + Bi)eo +
+ 2(B3E2 - B2E3)el + 2(BIE3 - B3El)e2 + 2(B2El - B1E2)e3

(1.59)
(1.60)

8
... it is instructive to observe that the distinction between a quantity and its "Erganzung'[dualjs, e.

between an area and its representative vector, which, for sorne purposes it is so convenient to ignore, has
to be reintroduced in physics. Thus Maxwell specially distinguishes the two kinds of vectors which he

calls force and fiow, and which in fact are respectively linear functions of the units and of their binary
products. [17]
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Les components temporal i espacial del vector "imatge" del eo que resulta per "conjugació"
amb el tensor de Faraday corresponen, llevat d'una constant multiplicativa que depén
del sistema d'unitats utilitzat, la densitat del quadrivector energia-moment del camp

electrornagnétic. En efecte:

E2 + B2 ex Densitat d'energia
2E x B ex Vector de Poynting

(1.61)
(1.62)

L'extensió natural de l'expressió anterior a tots els elements de la tétrada {eJL} ens dóna
'per columnes' la totalitat de les components del tensor d'energia-moment electromagnétic
en la base {eJL}

Aquest tensor en la formulació habitual ve donat per

Resulta forca curiós, i de significatives conseqüéncies que analitzarem en capítols poste
riors, observar que l'expressió del quadrivector energia-moment d'una partícula de massa

m és formalment idéntica a la que hem presentat per al camp electromagnétic, En efecte,
raonant en el cas més simple d'una partícula en repós en un sistema de referencia inercial

:E', el seu quadrimoment me� s'expressa en un sistema inercial d'observació :E mitjancant
l'expressió:

me� = mReoR RE Spiru.fl , 3) (1.63)

on R és la transformació de Lorentz que relaciona :E amb :E'. L'extensió als altres vectors

de la base de l'expressió anterior

ens dóna l'orientació espacial de la partícula relativa a :E.

Constatem així que en ambdós exemples, el del camp electromagnétic i el de la par

tícula massiva, les expressions corresponents als observables energia-moment, tensions de

Maxwell i orientació de la partícula, estan donats per expressions formalment idéntiques,
L'objecte físic esta caracteritzat per un multivector (F, y'rñR) que, actuant per conjugació
sobre els vectors de la tétrada :E de l'observador, donen els observables de l'objecte en :E.
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Extensions d'aquest tipus d'expressions als tensors de superenergia han estat realitzades

recentment per J. M. Pozo [68]. És important notar la similitud d'aquestes fórmules amb

el cálcul d'observables en mecánica quántica, Aquest es realitza mitjancant expressions
bilineals en la funció d'ona (que descriu l'objecte físic) que actuen sobre un operador que
esta determinat pel sistema d'observació (Bohr [7]).

Finalment, les equacions de Maxwell, amb l'ajut de l'operador \7 de Ch,3, poden
escriure's [72] com

(1.64)

on J és el 4-corrent. Més endavant tindrem oportunitat de veure com aquest mateix

operador \7 permet donar una versió multivectorial real de l'equació de Dirac per a l'electró

[57, 64], estenent a les equacions dinámiques el 'contacte de formalismes' establert en el

cas dels observables.



Capítol2

Espinors i classes d'equivalencia.

2.1 Motivació.

És habitual atribuir la primera aparició dels espinors a Élie Cartan a [9]I'any 1913, on
a partir dels grups lineals fonamentals genera i classifícá tots els grups projectius que no

deixen invariant cap multiplicitat plana. Tanmateix la seva irrupció al món de la Física

tingué lloc degut a la formulació de les equacions d'ona mecánico-quántiques que per

meteren la descripció d'una nova característica de l'electró: el moment angular intrínsec
o espí, proposat per Uhlenbeck i Goudsmit el 1925. L'equació de Pauli (1927) i, espe
cialment, l'equació relativista de Dirac (1928) [26] motivaren un rápid desenvolupament
mátematic de la teoria dels espinors. Les representacions espinorials són a la base de

l'enorme importancia que ha adquirit la teoria de grups a la física teórica. Aquest mateix

desenvolupament, prosseguit simultániament en els dominis de la matemática pura i de la

matemática directament aplicada a la física, ha produít alllarg dels anys un gran nombre

de definicions i presentacions no sempre fácils de relacionar, i que han arribat a construir,
en paraules de Benn i Tucker [5] una veritable torre de Babel. Amb referencia constant a

l'equació i espinors de Dirac, de validesa sólidament establerta en Física, i amb l'álgebra
geométrica de Clifford com a estructura matemática de gran capacitat integradora entre

conceptes i técniques de carácters geométric i algébric, el treball que es presenta pretén
contribuir a una síntesi plena de significat físico

Pel que fa a la física, partirem, dones, dels espinors lineals de Dirac, basats en la

representació del grup Spinj, sobre C4• Ja l'any 1930 Juvet i Sauter [48, 76], plantaren
la llavor dels que després s'han anomenat espinors algébrics substituint l'espai lineal C4

pel subespai de les matrius de C(4) en que només la primera columna és diferent de zero.
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Marcel Riesz, l'any 1947 [70], fou el primer en considerar els espinors com elements d'un

ideal minimal per l'esquerra d'una álgebra de Clifford .. EIs espinors olqébrics de Riesz

obrien així una nova via que encara trigaria a ser explorada. L'any 1956 Gürsey [40] va
rescriure l'equació de Dirac utilitzant matrius quaternióniques 2 x 2, isomorfes a l'álgebra
de Clifford d'un espaitemps de signatura -2. Finalment, David Hestenes [42], basant

se en els treballs de Riesz reforrnulá la teoria de Dirac de l'electró definint els espinors
operadors dins l'álgebra real Cli3' La principal diferencia i dificultat d'integració entre

,

totes aquestes definicions recau en la diversitat d'espais lineals utilitzats i que fa difícil

respondre a la qüestió: que és un espinor?
Pel que fa als desenvolupaments matemátics Choquet-Bruhat [15] utilitzá de manera

essencial el concepte de classe d'equivaléncia per a definir els espinors. La seva definició no

esta basada en un nou canvi en l'espai lineal, sinó en presentar l'espinor com un conjunt
de parells o díades

(referencial espinorial, element del espai lineal)

lligades per una relació d'equivaléncia. L'interés d'aquestes díades es basa en que incor

poren, de manera explícita, un nou concepte que en les formulacions més habituals esta

forca amagat: el referencial espinorial. Com veurem, aquest referencial espinorial esta ín

timament vinculat al concepte (o entitat física) d'observador. Aquest nou enfocament, en

conjunció amb els treballs de Hestenes, resulta essencial per a una completa interpretació
geométrica de l'espinor. Malauradament, la presentació de Choquet-Bruhat només va ser

definida sobre ((:4 i, a més, presentava certa dificultat vinculada a la definició de la propia
relació d'equivaléncia que tampoc queda resolta en una segona presentació [16]. Un primer
intent d'estendre aquesta formulació a d'altres espais lineals fou publicada per Rodrigues
et al. a [74]. Aquí s'estudiaren els espinors de Dirac, els algébrics i els de Hestenes des del

marc conceptual-matemátic proposat per Choquet-Bruhat. Aquest treball formalitzá la

revisió de la invariáncia relativista de l'equació de Dirac-Hestenes! presentada per Parra

en [64].
El capítoll'hem estructurat en nou parts comencant per una senzilla reformulació del

concepte de transformació passiva en espais vectorials, amb l'objectiu d'introduir un con

cepte de la máxima importancia pel que seguirá: la funció representació fr.. Seguidament
estendrem, via un morfisme que respecta el producte exterior, aquesta funció de represen

tació a tota l'álgebra de Clifford. En la secció següent, seguint els passos de [15, 64, 80, 74],
1 L'equació de Dirae-Hestenes és l'equació de Dirae escrita en el mare de l'álgebra geométrica.
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aportarem noves definicions pels espinors i pels referencials espinorials que no dependran
de l'espai de representació. Després de mostrar uns exemples concrets, estudiarem els bi

lineals covariants generats pels espinors i justificarem l'adjectiu covariant. En la secció 7,
distingirem de manera clara les diverses interpretacions que es possible donar als espinors
operadors i justificarem la nostra tria. Mostrarem que és en aquest context on es pot

interpretar millor el carácter geométric de l'espinor. L'espinor, per dir-ho breument, sera
l'element que fa de pont entre l'observador i l'observable. Finalment, presentarem un nou

tipus d'espinor derivat dels algébrics i mostrarem una nova possibilitat de descriure graus

interns de llibertat.

2.2 Transformacions vectorials passives.

Considerem un vector X E A i una base ¿; = {el}. L'expressió d'aquest vector escrita
en la base ¿; és X = xi-; Sigui ¿;' una altra base de A que esta relacionada amb ¿;

mitjancant

e� = M(el) = MJ [leJ where M E GL(A) . (2.1)

X s'escriu en ¿;' com x" e� i, evidentment,

l' , 1X = X el = X el (2.2)

Aquesta última igualtat es satisfá si i només si x! = MIJ'XJ'• El concepte de

transformació passiva queda establert en (2.2) on les igualtats fan referencia als vectors

resultants i no a la seva expressió concreta.

Una altra manera de representar les transformacions vectorials passives es introduint

les classes d'equivaléncia, Aquesta construcció ens sera molt útil per definir els espinors.

2.2.1 Representació en components o cartesiana.

Aquest tipus de representació es centra en les components i les bases deIs vectors. Donat

un vector X = x!el l' associarem a la díade (¿;, {Xl}) on ¿; fa referencia a la base, és a

dir, ¿; = {el} i les components {XI} són elementsf de �n. Podem construir una relació

2Aixó ens ha suggerit el nom de representació cartesiana
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d'equivaléncia entre dues díades de la següent manera:

Re: (�, {Xl}) '" (�', {yI}) {:} 3ME GL(A) I e� = M(eI) = MJl'eJ, x' = MIJlyJI
(2.3)

Aquesta definició dóna per equivalents dues díades quan generen (tenen associades)
el mateix vector, Le. XI' e� = x'el. La classe d'equivaléncia associada al vector X la

designarem per [X], i els seus elements els anomenarem representants cartesians. Així

dones, en aquest esquema, una transformació passiva d'un vector X és una transformació

d'un representant a un altre: una aplicació dins la mateixa classe d'equivaléncia. Conse

qüentment, una transformació activa s'interpreta com una correspondencia entre diferents

classes d'equivaléncia,
La representació en components no resulta adequada als objectius del nostre treball,

on pretenem considerar espais lineals en general i no restringir-nos a lRn. A més, la nostra
intenció és presentar els vectors de manera intrínseca, com a elements definits amb un.

significat (físic, si s'escau) precís i independent a la determinació o caracterització de

qualsevol base. Es per aixó que necessitem la definir un objecte que ens faci de lligam
entre els vectors i la seva representació en qualsevol espai lineal.

2.2.2 Representació vectorial i funció de representació.

En aquesta secció definirem un nou tipus de representant més general i que, per tant,
tindrá el cartesiá com a cas particular. Per introduir-lo considerem un espai vectorial A
genéric amb les mateixes propietats i dimensió que A, pero completament independent
d'ell i sense l'atribució de cap significat geornétric. Per ara, de A només hem considerat

propietats lineals, més endavant les propietats de carácter geométric aniran prenen cos,

sobretot quan introduún I'álgebra geométrica sobre A.

Sigui B el conjunt de bases lineals de A. Definim la funció representació com:

f:BxA-+A; (�, X) f-t f(�, X) - f�(X) [z : A -+ A és bijectiva V�. (2.4)

D'on podem interpretar f�(X) E A com una representació lineal de X E A en el sistema

de referencia � E B. Cal remarcar que X no esta associat a cap base, inclús quan escrivim

(�, X). És, justament, f�(X) qui ens dóna aquesta associació.

Siguin X, y E A i�,�' E B. Suposant que Y = M(X) i �' = M(�) amb M E GL(A),
sembla natural demanar que la representació de X en � coincideixi amb la de y en �', i.e.,
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fr:,(X) = fí:.' (Y). Aquesta propietat, per linealitat, és equivalent a la condició següent:

(2.5)

D'aquí, fent servir la composició obtenim

(2.6)

L'expressió (2.5) implica que l'elecció d'una funció de representació f privilegia una

base en l'espai genéric A,

(2.7)

De fet, aquesta relació entre el conjunt de representació fiel conjunt de bases de A és

bijectiva.
Seguint la mateixa estructura que en la representació cartesiana definim les díades

(�, X) E B x A. Amb aquestes podem construir la relació d'equivaléncia següent:

(2.8)

on M = [t: o M o f�l : A --t A és l'endomorfisme en A corresponent a M : A ---+ A.

Aquesta relació d'equivaléncia ens garanteix que dues díades (�, fí:.(X)) i (�', fí:.'(Y))
són equivalents si i només si X = Y E A. Pot veure's que si l'espai genéric A és lR.n

recuperem la representació cartesiana.

2.3 L'álgebra de Clifford genérica
En la secció anterior hem tractat la representació de vectors sense tenir en compte cap me

trica. Considerem l'espai vectorial A dotat d'una forma bilineal simétrica 9 de signatura
(p, q). Igualment dotarem a l'espai genéric A d'una métrica 9 que complirá la condició

d'isometria:

g(a, b) = g(fr:,(a) , fr:,(b)) 'Va, b E A

Així dones, si l'espai vectorial A amb métrica 9 genera l'álgebra de Clifford Clp,q, análoga
ment, A amb 9 genera l'álgebra genérica de Clifford Czp,q. Podem estendre la funció [» a
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tota I'álgebra de Clifford [46] via la definició del següent morfisme que manté el producte
exterior:

Ja que fr:. : A ---t A és una isometria, la seva extensió frr sera un isomorfisme d'ál

gebres. Per no complicar la notació designarem també per [» l'extensió de la funció de

representació.
Com es pot veure en l'apéndix B, el grup Spinp,q és un subconjunt de l'álgebra de

Clifford parella Clt,q:

Spinp,q = {R E Clt,q/RvR-1 E A Vv E A, RR = ±1} (2.10)

El grup spin és el doble recobriment del grup d'isometries SO(A). Sigui 'H l'aplicació que

relaciona els dos grups

1i : Spinp,q ---t SO(A); R I-t 1i(R) (2.11J

on 1i(R) E SO(A) és l'endomorfisme

1i(R) : A ---t A; v I-t 1i(R) (v) = RvR-1 (2.12)

Análogament a (2.10), el grup genéric 8P'iñp,q es defineix com el corresponent subconjunt
genéric de la subálgebra de Clifford parella Cz;'q. La restricció de [» : Clp,q ---t Czp,q pel
subconjunt Spinp,q, és un isomorfisme de grups:

-

[» : Spinp,q ---t Spinp,q; fr:.(R1R2) = fr.{R1)fr.{R2) VR1, R2 E Spinp,q

També podem definir la funció il com la copia genérica de (2.11):

il : 8P'iñp,q ---t SO(A)
on denotarem SO(A) = SO.

Les definicions donades en aquestes dues primeres seccions ens permetran d'endinsar

nos detalladament en l'estudi dels espinors.

2.4 Referencial espinorial i espinors.
El concepte d'espinor esta íntimament relacionat amb les representacions dels grups d'iso

metries. La presentació de Cartan [11], que de manera molt estesa perdura fins avui dia,
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roman més en I'émfasi de les propietats de transformació deIs espinors, que no pas en el

concepte d'observador. Nosaltres considerarem l'observador com una eina fonamental per

entendre l'espinor des d'un punt de vista físic i geométric. De fet, com veurem en aquesta

secció, l'observador passará a formar part indissoluble de l'espinor. Aquesta idea, pero,
no és nova. Choquet-Bruhat introduí els espinors [15] utilitzant classes d'equivaléncia de

manera similar a com han estat presentats els vectors en la secció 2.2. Tot i aixo, només
es considera [15, 16] un tipus concret d'espai lineal per a la representació dels espinors;
aquests espinors els anomenarem clássics. Més recentment [34, 74], aquests treballs han

estat estesos a d'altres espais lineals de representació a fi de poder tractar els espinors
algébrics i els espinors operadors formalitzats com a classes d'equívaléncia. En aquesta
secció presentarem sota una mateixa definició els tres tipus d'espinors citats i resoldrem

certs problemes dels treballs anteriors.

Clássicament, els espinors es defineixen com elements de l'espai de representació d'un

dels grups d'isometries [21], en concret el grup Spinp,q. Donat un espai lineal S definim

l'aplicació:

a : �p,q x S -+ S; (R, '!/J) f-t a(R, '!/J) = ak('!/J) (2.13)

de manera que satisfaci la següent propietat:

-

Consegüentment, aquest producte constitueix una representació del grup Spinp,q:

a : �p,q -+ End(S); R f-t a(R) = ak

on l'espai S s'anomena espai de representació.
Un primer tempteig és definir els espinors com una classe d'equivaléncia de díades

a l'igual dels vectors utilitzant, pero, bases (referencials vectorials) ortonormals com a

observadors. Sigui 80 e 8 el conjunt de bases ortonormals de A. Considerem unes noves

díades de la forma:

(�,'!/J) on �={eI}E8 i '!/JES

La classe d'equivaléncia'' quedara definida per:

(�, '!/J) f"V (�/, '!/J') <=> 3R E Spin(A), tal que �' = 1í(R)� i '!/J = a(f'E(R), '!/J') (2.14)
3Al final del capítol es comprova la propietat transitiva i es veurá amb detall com actúa 1i(R) i fE
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Prenent R = -1 es desprén de la definició anterior que les díades (¿:, '!/J) i (¿:, -'!/J) són

equivalents. Aquest comportament, degut a la no injectivitat de l'endomorfisme 1-l(R) , es

considera inapropiat. De fet, és per evitar aquest problema que s'introdueix el referencial

espinorial.
Per construir el referencial espinorial simplement ens caldria un referencial vectorial

¿: i un criteri per tal de distingir els dos representants '!/J i -'!/J. El criteri, pero, hauria de

permetre relacionar els diferents representants de manera contínua, mentre que {+, - }
formen un conjunt discreto És per aixó que la definició estándard del referencial espinorial
presenta una estructura molt més complexa.

Definició 2.1 Qualsevol element (¿:, R) del conjunt Bo x Spinp,q 1 'anomenarem referencial
espinorial potencial.

L'adjectiu potencial és degut a que Bo x Spinp,q conté molts més elements dels necessa

riso El conjunt dels referencials espinorials que emprarem els anomenarem propis i seran
una restricció de Bo x Spinp,q.

Definició 2.2 Dos referencials espinorials potencials s 'anomenaran compatibles si i no

més si satisfan la relació d'equiualéncia

on cada classe de compatibilitat esta caracteritzada per un referencial vectorial fiduciaz4
¿:o, ja que en cada classe hi ha un únic element de la forma (¿:o, 1).

C relaciona parelles (base, transformació) tals que les transformacions remeten les res

pectives bases a una mateixa base 'fiducial' que, amb la transformació identitat constitueix

el representant canónic de la classe.

Cadascuna de les classes de compatibilitat és un element del conjunt quocient (Bo x

Spinp,q)/C. Com hem vist, la tria d'una base ¿:o determina una única classe d'equivaléncia.
Aquesta tria, tot i ser arbitraria entre el conjunt de bases ortonormals, és necessária per

a poder realitzar l'ancoratge dels espinors en l'estructura de l'espaitemps. La classe que

resulta privilegida d'aquesta tria sera el conjunt de referencials espinorials propis. Per

tant definim formalment:

Definició 2.3 Un conjunt complet de referencials espinorials propis :F és un element de

(80 x Spinp,q)/C.
4De l'anglés, fiducial: taken as standard of reference
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La diferencia més rellevant amb les presentacions que en fan altres autors consisteix en

que hem aconseguit deslligar la definició de referencial espinorial de l'espai de representació
dels espinors.

Definició 2.4 Un a-espinar és una classe d'equiualéncia del conjunt F x S definida per

la relació d'equivalencia:

(2.15)

on �u = (�, R) i �� = (�', R').

Per definició �u, �� E F, és a dir,

Podem reformular la condició (2.15), que defineix l'espinor, d'una manera més propera a

les formulacions habituals en física. Partint de

a(f�(R),�) = a(f�,(R'), �')

o, equivalentment, de

�' = a(f�, (R'-l )fdR), �),

i sabent que f�, = f� o 1í(RR'-l) podem escriure

Arribem així a poder-los també caracteritzar amb l'expressió:

�' = a(f�(RR'-l), �).

Cal remarcar que en cap moment hem fixat una representació en concret, d'acord amb

l'objectiu d'obtenir una definició general. Vegem, tot seguit, com la definició 2.4 compren
els espinors clássics, els algébrics i els espinors operadors [34].

2.4.1 EIs espinors clássics.

La teoria dels espinors que hem anomenat clássics esta basada en la representació del

grup Spinp,q sobre C". Quan la teoria és desenvolupada en el marc donat per les álgebres
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de Clifford [19, 20], l'espai genéric ve donat per A = span{'YJ,t} on 'YJ,t són les bases dels

1-vectors en una de les representacions matricials de Glp,/¡.
En base a l'expressió (2.13) establim, mitjancant la funció de representació, la base de

l'espai genéric A:

L'extensió de fE a tota l'álgebra de Clifford és una aplicació de Glp,q a l'álgebra real de

matrius generada per les matrius {'YJ,t} , i.e.,

La imatge del grup spin sera designada per" Spin{ 'YJ,t} = fE(Spinp,q).
La definició 2.4 és així aplicable a exemples prou coneguts:

Definició 2.5 Un espinor classic de Pauli és un P-espinor, on

P(R, 'l/J) = R'l/J és el producte matricial i (Ji són les matrius de Paul{) [47].

Definició 2.6 Un espinor classic de Dirac és un 'V-espinor, on

'V(R, 'l/J) = R'l/J és el producte matricial i 'Y� són les matrius de Dirac.

Definició 2.7 Un espinor classic de Majorana és un M-espinor, on

M(R, 'l/J) = R'l/J és el producte matricial i 'Y{f són les matrius de Majorana per l'alqebra
Gl31.,

5Seria redundant posar barret al grup Spin{'y/L} donat que els I/L ja pertanyen a l'espai genérico
6Recordem que Spin3,o{O"i} = SU(2).
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Definició 2.8 Un espinor classic de Weyl és un W-espinor, on

W(R, 'IjJ) _ w(R)'IjJ on

w : Spin{ "Y�} -+ SL(2, C)

és l'isomorfisme definit per: W("YOi) = (Ji i W("Y0123) = ±i1 i d'aquíW("Yij) = ±i(Jk. El signe
+ eorrespon als espinors left i el signe - als espinors right.

2.4.2 Espinors algébrica.

El concepte d'espinor algébric esta basat en les restriccions irreductibles de les repre-
---

sentacions regulars de Clp,q 0 JK. En l'apéndix A, on discutim les representacions de les

álgebres de Clifford, veiem que un ideal minimal per l'esquerra constitueix també un espai
de representació de l'álgebra, En conseqiiéncia, tindrem que

essent l'espai de representació I0JK un ideal minimal per l'esquerra de Czp,q0JK. Utilitzar
---

aquest ideal pels espinors és possible ja que qualsevol representació de l'álgebra Clp,q és
- ---

també una representació del grup Spinp,q, ja que aquest grup és un subconjunt de Clp,q.
De fet, aquest és el punt de contacte entre les tres definicions d'espinors que estem donant.

Vegem ara com basant-nos en la definició 2.4 podem aplicar-la als espinors més coneguts.

Definició 2.9 Un espinor alqébric de Pauli és un .cf�lR-espinor.,

Definició 2.10 Un espinor algebrie de Dirae és un .ci�c-espinor.,

Un cas ben estudiat entre els espinors algébrics de Dirac [4, 53] és el que s'obté quan

l'ideal per l'esquerra minimal és generat per l'idempotent:

(2.16)
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Definició 2.11 Un espinor alqébric de Majorana és un .cf�lR-espinor.,

Els espinors de Weyl són un cas especial. Aquests no es poden representar com un

ideal minimal de l'álgebra ja que estan sotmesos a l'acció de l'operador paritat. Per tant

no poden ser representats mitjancant un ideal minimal de tota l'álgebra Ch,3. És per

aixó que es tracten com un ideal minimal i+(lR.) de la subálgebra parella cu,,

Definició 2.12 Un espinor alqebric de Weyl és un .cf�®IR-espinor, on,

.ci+®1R : ct ® lR. x i+ ® lR. ---+ i+ ® R (O, �) I-t O�1,3 1,3 ,

L'idempotent que genera l'ideal per l'esquerra minimal és

on el signe distingirá distingirá els espinors dret i esquerre de Weyl.

2.4.3 Espinors operadors per l'esquerra.

Els espinors operadors es caracteritzen per utilitzar la subálgebra parella de Clifford com

espai de representació, i.e., S = Cl:'q' Dins del nostre marc de treball distingim l'existén

cia de dos tipus d'espinors operadors, que anomenarem espinors operadors per l'esquerra
i per la dreta. En aquesta secció tractarem els espinors operadors per l'esquerra, ja que

aquests s'acomoden sense problemes a la definició 2.4. Els espinors operadors per la dreta

són essencialment diferents i els estudiarem més endavant.

Els espinors operadors per l'esquerra es basen en les representacions irreductibles de

l'álgebra de Clifford parella. Així dones,

Pel cas de Weyl i Majorana sera necessari utilitzar una representació regular" restrin
gida a un ideal per l'esquerra:

+ I
---+

.cp,q I : Clp,q x 'I ---+ 'I

� ---+

V'l/J E 'I e Clp,q
7Veure apéndix A.
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Definició 2.13 Un espinor operador per l'esquerra de Pauli és un .ct,o-espinor.

Definició 2.14 Un espinor operador per l'esquerra de Dirac és un .ct3-espinor.,

Aquest tipus d'espinor ha estat anomenat espinor de Dirac-Hestenes [28, 27].

Definició 2.15 Un espinor operador per l'esquerra de Majorana és un .ct3lx -espinor,
, M±

on

El signe de LM± correspon al valor propi de l'operador conjugació de cárrega [53].

Definició 2.16 Un espinor operador per l'esquerra de Weyl .ct3lx -espinor, on
, w±

El signes distingeixen els espinors de Weyl dret i esquerre.

2.5 Bilineals covariants.

Des d'un punt de vista físic són els bilineals covariants les magnituds directament relaci
onades amb els observables. En el marc de la teoria de l'electró proposada per Dirac [26]
i, per tant, utilitzant espinors clássics, aquestes magnituds són prou conegudes [6]. No ho

són tant les seves formulacions en funció dels espinors algébrics i dels espinors operadors.
És per aixó que, abans de continuar la nostra exposició, estudiarem amb detall com es

defineixen aquests bilineals. Les técniques que adoptarem ens seran també molt útils en

capítols posteriors amb altres finalitats.

Partint dels bilineals covariants formats pels espinors clássics veurem com obtenir els

bilineals pels casos algébric i operacional. Treballarem tan sols l'aspecte algébric, deixant

per a la propera secció ellligam amb els referencials, punt clau d'aquest capítol.
Essent 'P E ((:4, els seus bilineals covariants són:

(2.17)

jJ1. = c{YYJ1.'P; vector densitat de corrent de probabilitat. (2.18)
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II¡.tv = -n., = cpi¡¡.tvC{J; ;�n; tensor densitat de magnetització (2.19)

te; = CPi¡5'"'/¡.tC{J; �K¡.t vector densitat d'espín (2.20)

w = -CP'"'/5C{J (2.21)

on '"'/5 = '"'/0'"'/1'"'12'"'/3 i cp és el conjugat de Dirac de C{J, és a dir, cp = C{Jt'"'/o.
Triat un idempotent primitiu adequat, C{J E C4 queda associat a'ljJ E C(4).

C{Jl C{Jl O O O

C{J2
---+ 'ljJ =

C{J2 O O O
(2.22)C{J=

O O OC{J3 C{J3

C{J4 C{J4 O O O

Així dones, per exemple:

j¡.t = CP'"'/¡.tC{J = tr[�,",/¡.t'ljJ]
on tr ens dóna la traca de �,",/¡.t'ljJ E C(4). Recordem que l'álgebra matricial de Dirac C(4)
és isomorfa a l'álgebra de Clifford Cl4,1. 1 aquesta última, alhora és isomorfa a Cl¡,3 0 C.

Essent Z E C(4), la traca de Z en C(4) [80] és idéntica a fer"

4 < Z >0 Z E C[¡3 0 C.
,

Ara podem escriure j¡.t com:

aprofitant que el projector < >0, igual que la traca, gaudeix de la propietat cíclica. Amb
l'ánim de distingir els aspectes matricials dels algébrics, després de la tercera igualtat hem

adoptat un nou símbol per l'espinor, W i per les matrius '"'/ ja que, ara, aquests pertanyen
a Cl¡,3 0 C. En aquest punt -la tercera igualtat- hem usat una correspondencia entre

operacions que és totalment independent [14] de la representació utilitzada", a saber,
'ljJt -t eow*eo. A més, de Weow* només ens calla part vectorial ja que sera l'única que

contribuirá amb grau zero després de fer el producte amb e¡.t,

i; = 4e¡.t· < WeoW* >1
8A [53] es poden trobar moltes relacions de correspondencia entre Cl¡,3 ® te i q4)
9Sempre que estiguin relacionades amb una representació unitaria
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Així podem definir:

(2.23)

on W E (Ch,3 ® C)f essent f un idempotent primitiu de Ch,3 ® C.

Pel tensor IIJLII tindrem:

IIJLII = rpÍ"fJLII'P = tr[?,bÍ"fJLII'IjJ] = 4 < eoW*eoeoieJLIIW >0= 4ieJLII· < WeoW* >2

i d'aquí definim:

(2.24)

Pel vector associat a la densitat d'espín:

KJL = rpÍ"f5'YJL'P = tr['ljJt'YoÍ"f5'YJL'IjJ] = 4 < eo'IjJ*ie5eJL'IjJ >0=
= 4i < eJL'ljJeo'IjJ*e5 >0= eJL . (-4)ie5 < 'ljJeo'IjJ* >3

aleshores

K = -4ie5 < 'ljJeo'IjJ* >3

I per w:

Així dones, hem fet explícita la correspondencia que existeix entre els espinors clássics

i els algébrica. Podem, pero, prosseguir i veure com un espinor algébric definit en l'ideal

(Ch,3 ® C)f és igual a un altre en Clt,3f.
Sigui W E (Cl1,3 ® C)f amb f = i(1 + eo)(l + ie12), descomponem W en part real i

imaginaria pura de manera que:

W = cfyf = (Re[cfy] + Im[cfy])f = Re[cfy]f + Im[cfy]ie12f

ja que ie12f = fie12 = f. El terme Im[cfy]ie12 E Ch,3 ®:IR = Cl1,3 i, per tant

W = xf on xf E Cl1,3f.

Seguint un procediment semblant, pero, descomponent en parts parelles i senars, i tenint
en compte que eof = feo = I, tenim que:
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i, per tant 7]f E Clt,3f. A partir de l'expressió (2.23)podem, finalment, expressar el

bilineal J com:

J = 4 < 'lJeo'lJ* >1= 4 < 7]feoi*Tj* >1= 4 < 7]feoij >1=< 7](1 + eo)(l + ie12)ij >1=
=< 7](1 + ie12 + eo + ie012)ij >1=< 7]ij + i7]e12ij + 7]eoij + i7]e012ij >1=

=< 7]eoij >1= 7]eoij

on 7] E cu, i és, precisament, un espinor operacional. Procedint análogament pels altres
,

bilineals obtenim les expressions següents en funció dels espinors operadors:

(2.25)

(2.26)

2.6 Bilineals covariants i classes d'equivalencia.
En aquesta secció connectarem els bilineals, presentats en la secció anterior des d'un punt
de vista algébric, amb els referencials vectorials i espinorials. Ens concentrarem, igual
que abans, en els espinors de Dirac i, més en concret, en el vector densitat de corrent o

bilineal J.

Recordem de la definició 2.4 que un espinor és una classe d'equivaléncia de parells
(�(j" 'IjJ) tals que:

ns : (�(j" 'IjJ) rv (��, 'IjJ') {:} a(h:,(R), 'IjJ) = a(f�, (R'), 'IjJ').

En aquesta definició apareix la funció [» que ja havia estat utilitzada en la classe d'equi
valencia de vectors,

Com J esta definit en funció de 'IjJ a cada representant (�(j" 'IjJ) de l'espinor li correspon
una díade (�, J). Aquest fet implica que la relació d'equivaléncia espinorial R; indueix
una nova relació d'equivaléncia 'bilineal' nb entre els parells (�, J). Demostrarem que la

relació 'bilineal' induída és la vectorial nv, mostrant el carácter covariant del bilineal.

Sigui ((�, R), 'IjJ) un representant d'un espinor. El seu bilineal covariant J es defineix

com una funció quadrática de 'IjJ

(2.27)
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on � és independent10 de :E i R. Sabem de la definició d 'un o-espinor que dos representants
són equivalents si i només si:

R; indueix la següent relació d'equivaléncia:

(2.28)

Cal veure si 'Rb i la relació d'equivaléncia

coincideixen. Abans, pero, escriurem 'Rv d'una altra manera. Sabem que dos referencials

vectorial estan relacionats per

d'on es segueix que

Llavors podem escriure

'Rv : (:E, J) rv (:E', JI) {::? }' = 1i[fdRRI-1)]J (2.29)

Ara podem trobar la condició per a que 'Rv i 'Rb siguin la mateixa relació d'equivaléncia,
Aquesta sera:

és a dir, fent R = fr:,(RRI-1) tenim que:

(2.30)

Aquesta és la condició exigida per a la covariáncia del bilineal J = �('ljJ). Tot seguit com
provarem com els espinors de Dirac clássics, algébrics i espinors operadors per l'esquerra

acompleixen aquesta condició.

lODe fet, aquesta és la raó que feia possible, en la secció anterior, presentar els bilineals sense parlar
deIs referenciaIs.
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• Espinor de Dirac clássic,

Ja hem vist que el bilineal covariant j és pot calcular fent:

jJ1. = ;¡YY�V; = v;t'Yf'Y�v;
on j E R4 i {jJ1.} són les seves quatre components. Val a dir que quan introduírem

el concepte d'espinor clássic de Dirac várem considerar que l'espai genéric estava

generat per les quatre matrius de Dirac 'Yw Aixó va facilitar la connexió amb els

casos algébrics i operacionals. El vector de l'espai genéric j ve donat per:

Podem comprovar que la condició (2.30) es satisfá:

�[1)R(V;)] = [1)R(v;h�1)R(V;)]'YDJ1. = [(Rv;)t'Yf'Y�RV;]'YDJ1. = [1,b'YfRt'Yf'Y�RV;]'YDJ1.
(2.31)

Degut a que 'Y�t = 'Yo i 'Yft = -'YP aleshores,
D Dt D D

'Yo 'Yo 'Yo = 'Yo
D Dt D

_ D( D) D
_

D
'Yi 'Yi 'Yi - 'Yi -'Yi 'Yi - 'Yi

(2.32)
(2.33)

Com sabem, la antiivolució que preserva els vectors és la reversió, per tant 'YfRt 'Yf =
'YfR'Yf· Si R E Spinl,3, aleshores, R = R-1• Així, (2.31) s'escriurá com

[1,bR-l'Y�RV;]'YDJ1. = [1,bR-l'Y�RV;]'YDJ1.'
i fent

'Y� = R'YJ1.R"-l
'YDJ1.1 = R'YJ1.R"-l

obtenim

• Espinors algébrica.
En aquest cas el bilineal covariant j E .A és

-*

�(�) = j = (�eo� )¡

De manera senzilla podem comprovar la condició (2.30):
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• Espinors operadors per l'esquerra. El bilineal ve definit per:

(2.34)

i la condició es satisfá, ja que:

2.7 Espinors operadors per la dreta.

EIs espinors operadors per la dreta són forca diferents als espinors definits anteriorment

ja que no encaixen en la definició 2.4. Tot i així, aquests nous espinors es poden presentar

partint dels espinors operadors per l'esquerra. Sigui l'aplicació

Aquesta aplicació ens porta de la relació d'equivaléncia Rs, definida (2.15) en l'espai
:F x CZ;'q, a una de nova, que designarem per Rd, definida en :F x Clt,q:

De la definició de Z i Rs veiem que l'expressió anterior és equivalent a:

Ja que I» és un isomorfisme d'algebres tindrem que:

Recordant que fE' = fE o tl(RR'-l) obtenim

tl(RR'-l)R''Ij/ = R'I/J {::> 'I/J'R' = 'l/JR

Aquest resultat ens suggereix la següent definició:

Definició 2.17 Un espinar operador per la dreta és una classe d'equioalencia del conjunt

:F x Clt,q definida per la relació d'equiualéncia:

(2.38)

on �CT = (�, R) i �� = (�', R').
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Aquesta nova definició té diferencies básiques respecte 2.4. Podem veure que

és una representació antiautomórfica, és a dir,

Els espinors definits en 2.4, tot i que no és habitual trobar-ho esmentat [16], depenen de

la base. Aixó ho véiem en (2.15), ja que en ella apareix la funció representació h:.(R).
En canvi, ara veiem que CY.d és independent de la base 2::. Remarquem que els espinors
operadors per la dreta són una representació de Spin:'q en lloc de �;'q, és a dir són

una representació de les 'rotacions físiques'. Pel que fa als espinors de Pauli i de Dirac les

definicions són:

Definició 2.18 Un espinar operador de Pauli per la dreta és un {3, O}-espinor operador
per la dreta.

Definició 2.19 Un espinar operador de Dirae per la dreta és un {l, 3}-espinor operador
per la dreta.

En les definicions anteriors, {3, O} i {1, 3} indiquen la signatura de l'álgebra geométrica
emprada.

Estudiem ara els bilineals covariants des de la perspectiva 'fisica' que ofereixen els

espinors per la dreta. Tornarem a prendre com exemple el vector densitat de corrent J

corresponent a l'espinor de Dirac. Pels espinors operadors per l'esquerra i per la dreta

tenim, respectivament:
-

J = -J;eo-J; 1 J = 'ljJeo'ljJ. (2.39)

Malgrat la seva semblanca, aquestes dues fórmules mostren una diferencia essencial. J
pertany a l'espai genéric .A i, juntament amb 2::, forma el representant (J,2::) del vector

densitat de corrent. D'altra banda, J pertany a l'espai vectorial A i és, en si mateix, el vec
tor densitat de corrent. Coherentment, J no es transforma quan canviem el representant

(2::0-' 'ljJ) de l'espinor.
En (2.39) el vector eo és un vector temporal del sistema 2::. Per tant, canvia quan 2::

canvia:

e� = M(eo) = 1-l(R'R-1 )eo,
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on (I:,R), (I:',R') E:F. D'acord amb la definició 2.17, 'lj; E cu, canvia com
,

Llavors, no és difícil veure que el bilineal J és el mateix per ambdós representants (I:u, 'lj;)
i (I:�, 'lj;'), ja que:

(2.40)

És en aquest cas on es fa més clara la interpretació de l'espinor com l'objecte matemátic

que descriu la relació entre la partícula i l'observador [57, 64].
Per introduir els espinors de Majorana i de Weyl cal considerar [53] el vector densitat

d'espín i el bivector densitat de magnetització:

TI = rJ')'21T]; K = rJ')'3T]·

Aleshores, les definicions dels espinors de Weyl i Majorana seran:

Definició 2.20 Un espinor operador de Majorana per la dreta és un element del subcon

junt dels {1, 3}-espinor operadors per la dreta que satisfa K = O.

Definició 2.21 Un espinor operador de Weyl per la dreta és un element del subconjunt
dels {1, 3}-espinor operadors per la dreta que satisja TI = O.

2.8 L'espinor de Dirac-Hestenes.

Acabem de veure que és en el context dels espinors per la dreta on resulta més clara la

interpretació de l'espinor com objecte matemátic que descriu la relació entre la partícula
i l'observador. Sempre a l'espai de Minkowski de signatura -2, anomenarem als espinors
definits en 2.19 espinors de Dirac-Hestenes. Altres autors [28, 27] defineixen l'espinor
de Hestenes com espinor operador per l'esquerra d'acord, per tant, amb 2.14. Nosaltres,
pero, considerem que aquesta darrera definició desaprofita la simplicitat conceptual i de
cálcul que ofereix l'álgebra geométrica, EIs espinors de Dirac-Hestenes foren descoberts

per David Hestenes l'any 1966 [42] i des d'aleshores ha existit un creixent interés per ells

[43, 44, 52, 74, 73].
En la secció 1.8 del primer capítol mostrárem que el cálcul d'observables tant de les

partícules com del camp electrornagnétic presentaven, si més no, una curiosa similitud.

Veurem que pel camp de Dirac aquesta semblanca torna a aparéixer.
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Degut a la definició 2.19, que es recolza en la 2.17, l'espinor ha estat considerat com

una classe d'equivaléncia de díades (¿;u, 'IjJ) de cara a mantenir la covariáncia dels bilineals.

Aixó es veu de manera molt clara en la secció 2.6 i, també, en l'expressió (2.40). Recordem
que el representant de l'espinor no ve definit únicament per 'IjJ, sinó que porta associat un

referencial espinorial i, aquest, un observador. D'altra banda, l'observable vector densitat

de corrent en funció dels espinors operadors ve definit per (2.39), i.e.,

amb 'IjJ E cu,, (2.41)

És en aquesta expressió on es fan evidents les similituds esmentades. Fixem-nos que J i

els observables definits en la secció 1.8 tenen la mateixa estructura. Podem encara anar

més enllá.

Sabem que que el representant 'IjJ del nostre espinor de Dirac-Hestenes pertany a Cli3.,

Un element de Cli3 sempre es pot escriure com
,

§_
'IjJ = ...¡pRe2es

-

(2.42)

on p E JR+, RE Spini3 i f3 és l'angle d'Yvon-Takabayasi [82, 77]. Aquesta és l'anomenada
,

descomposició polar de l'espinor de Dirac-Hestenes i ens permet veure de manera forca
clara quin és el paper de l'espinor si ens fixem en (2.41). Aquest fa de pont entre el

sistema físic sotrnés a observació (p. ex. una partícula d'espín !) i l'observador, descrit
aquí pels elements de la seva tétrada {e¡.¡.}. La relació entre sistema observat i observador

s'efectúa mitjancant una dilatació, una transformació de Lorentz i una rotació de dua

litat. La dilatació, relacionada amb la norma espinorial, té a veure amb la densitat de

presencia i sembla naturalment relacionada amb el factor Vm de l'expressió bilineal que

donava el quadrimoment d'una partícula. La transformació de Lorentz ho esta amb la

quadrivelocitat i orientació local associades al camp de Dirac. Finalment, per una inter

pretació de la rotació de dualitat es requereix trobar una explicació al 'misteriós' angle
d'Yvon-Takabayasi, En el proper capítol en proposarem una.

2.9 Espinors iriterns.

En aquesta secció presentem un altre tipus d'espinor. Aquest, a l'igual que els operadors
per la dreta, comparteixen la propietat de generar directament els observables en lloc dels

seus representants en un espai genéric. Grosso modo, aquests espinors seran als espinors
algébrics el que els espinors operadors per la dreta eren als operadors per l'esquerra. És
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a dir, seran elements d'un ideal per l'esquerra de Clp,q en comptes de ser-ho de l'álgebra
.........

genérica Clp,q' En la seva definició com a classe d'equivaléncia no figuren els referencials

espinorials. És en la mesura que queden desvinculats dels observadors que hem considerat

adequat anomenar-los espinors interns.

Aquests espinors es basen en una curiosa propietat que tenen determinats espinors
algébrics de Dirac. La manera més directa d'obtenir espinors algébrics de Dirac a partir
dels clássics és a través de l'ideal per l'esquerra minimal generat per l'idempotent primitiu:

(2.43)

Com ja várem veure, s'acompleix que: Pé¿ = eoP = P. Aquesta propietat té importants
efectes en la definició dels bilineals ja que l' operador eo resultara absorbit per l'espinor.
EIs bilineals corresponents als espinors algébrics vénen donats per:

-

TI = -4i < (/Jeo(/J >2, K = -4ieOI23 < (/Jeo(/J >3, W = -4eOI23 < (/Jeo(/J >4

Combinant adequadament aquests bilineals podem obtenir una única expressió que ens

dóna tots els observables, a saber:

4(/Jeo(/J = p + j + iTI - ieOI23K + eOI23w

Quan (/J és definit mitjancant l'idempotent (2.43) aleshores, 'IjJ
resultant que:

(2.44)

(/Jp i (/Jeo = (/J,

(2.45)

És aquest el punt clau. En (/J(/J ha desaparegut la referencia explícita a la base, i.e., eo.
Considerem que aquest resultat no és un mer tecnicisme i que ens permet adoptar un nou

punt de vista conceptual.
Abans, pero, analitzem el grau de generalitat en la tria d'un idempotent del tipus

(2.43). Per fer-ho cal estudiar detalladament el procediment emprat per obtenir l'espinor

algébric a partir del clássic, En (2.22) posárem en equivalencia

'PI 'PI O O O

'P2
---+ (/JR = 'P2 O O O

(2.46)cp=
'P3 'P3 O O O

'P4 'P4 O O O
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on ;¡;R = iR = (Cz1,3 0 C)pR. pR és un idempotent primitiu de Cz1,3 0 C. Per tal

que ;¡;R quedi representat per (2.46) cal triar una representació matricial adient. Aquesta
representació ha estat simbolitzada pel superíndex R. De fet, entre C(4) i Cz1,3 0 C hi

actúa una aplicació lineal que depén de la representació:

(2.47)

Les representacions unitáries es defineixen com aquelles per les quals, en la signatura
-2, les matrius gamma són hermítiques, i.e., 'Y:t = 'Y: o, equivalentment, aquelles que

s'obtenen de les matrius de Dirac per una transformació unitaria. Aquest tipus de repre

sentació fa possible la relació entre els espinors algébrics expressats matricialment i els

representats per un ideal de Cl¡,3 0 C. Considerant cp membre d'un ideal de C(4) i el

corresponent 1/J en un ideal de Cl1,3 0 C la següent relació es valida per les representacions
matricials unitáries:

Un canvi de representació unitari 'Y: = U'Y�ut un» = 1) resulta totalment equivalent
a la condició

UADA UAD* _

A

eo - eo on hD (U) = UD

D'altra banda, els eo que figuren en els bilineals algébrics es poden absorbir, és a dir

;¡;Reo = ;¡;R, si i només si PReo = PR. Aquest és el cas quan fem ús de l'idempotent
(2.43).

Donat un espinor algébric ;¡;R, procedent d'una determinada representació R, en podem
generar d'altres que pertanyen a ideals diferents. Donat un element invertible S E Cz1,30C
podem escriure

o també iR' 0 C = (iR 0 C)S

Ara, podem trobar sota quina condició es mantindran les expressions dels bilineals

covariants sense que hi figuri eo.
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per tant la condició és

SS* = 1. (2.48)

Resumint, si hi ha un canvi de representació cal que s'acompleixi:

(2.49)

i si hi ha un canvi d'ideal:

SS* = 1 (2.50)

Considerem S = UD com un cas particular d'element invertible. Fem ara,

aleshores, si es satisfá:

tenim que ,(j;gD i ,(j;D pertanyen al mateix ideal.

Utilitzarem la condició (2.48) per estudiar les transformacions que permeten canviar

d'ideal pero que no transformen els bilineals. Veiem, efectivament, que podem transformar

,(j; en ,(j;il mitjancant il E Spint,q, sense que els bilineals canviin:

- - -

(,(j;)(,(j;) = ,(j;ilil,(j; =,(j;,(j; ja que ilil = 1 (2.51)

En la definició dels espinors algébrics de Dirac designárem com espai de representació
un ideal minimal t 0 C. En el cas que apliquem una transformació com l'anterior, i.e.,
,(j; H ,(j;' = ,(j;il veiem que l'element ,(j;' pertany a un altre ideal t, 0 C = (t 0 C)il. Cal

remarcar que cada ideal defineix un espai diferent d'espinors algébrics de Dirac. Per tant,

el conjunt d'aplicacions:

(2.52)

defineix una relació d'equivaléncia entre elements de diferents ideals, es a dir entre diferents

espais de representació d'espinors.
Recordem ara com havíem passat dels espinors operadors per l'esquerra als espinors

operadors per la dreta. L'element básic fou la introducció de l'aplicació Z : F x Ci;'q ---+
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:F x Clt,q. Anem a veure quin tipus d'estructura obtenim establint una aplicació análoga
partint dels espinors de Dirac algébrics, Aquesta aplicació vindrá definida per:

(2.53)

L'espai imatge d'aquesta aplicació y que, en general, no podré). restringir-se a un ideal

determinat, es pot expressar com:

9 - Y(:F x i 0 e) = U(¿;u,I� 0 e),
�O"

on

I� 0 e = ¡;;l(i 0 e) = (Cl1,3 0 e)p� amb p� = l(l + eo)(l + ie12).

El conjunt :F xi0 e esta format per les díades (¿;u, (j;) on els elements {j; pertanyen a

un únic ideal minimal per l'esquerra i 0 e per a tots els referencials espinorials ¿;u E :F.

En canvi, el conjunt imatge gesta format per les díades (¿;u, 'ljJ) on per cada referencial

espinorial tenim un ideal minimal diferent I� 0 e. Aixó fa que l'espai de representació

U�O" (I� 0 e) no sigui un espai lineal.
Un element 'ljJ E U�O" (I� 0 e) pertany a un únic I� 0 e, ja que la unió d'ideals

minimals per l'esquerra és disjunta. Per tant, un element 'ljJ determina sense ambigüitat
a quin ideal minimal per l'esquerra pertany. Alhora aquest ideal determina l'idempotent
primitiu que el genera p� i aquest determina parcialment el referencial espinorial ¿;u; si
s'utilitza l'idempotent (2.43), 'ljJ determina eo, e3. Aixó ens porta a considerar que part de

la informació continguda en una díade del tipus (¿;u, 'ljJ) E 9 és redundant.

Seguint l'exposició feta per els espinors operadors per la dreta, podem definir una nova

relació d'equivaléncia na que ve donada per:

Aleshores tenim que els bilineals es poden escriure com:

Fixem-nos que l'expressió obtinguda pels observables no precisa de la referencia a un

observador ¿;u. Aixó ens permetrá introduir un nou tipus d'espinor on de la díade (¿;u, 'ljJ)
s'elimina el referencial espinorial ¿;u.

Si fixem un ideal I�o 0 e, els seus elements no constitueix una representació del grup

spin, tot i que segueixen sent una 'arrel quadrada' dels observables. En canvi, podem
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veure que per mantenir l'expressió (2.51) no és necessari que R pertanyi al grup spin. De

fet, els elements R que acompleixen (2.51) vénen definits per:

G = {R E Cl1,3 / RR = 1} amb Spint,3 e G. (2.54)

Resulta interessant donar ara dues definicions que habitualment apareixen en contexts

propers.

Definició 2.22 Siguin I ® C i Io ® C dos ideals minimals per l'esquerra de l'iilqebra
Cl1,3 ® C. Direm que aquests ideals són qeometricameni equivalents si i nomes si estan

relacionats per una transformació del tipus I ® C = (Io ® C)R amb R E Spini3',

Definició 2.23 Siguin I ® C i Io ® C dos ideals minimals per l'esquerra de l'olqebra
Cl1,3 ® C. Direm que aquests ideals són alqébricomeni equivalents si i nomes si estan

relacionats per una transformació del tipus I ® C = (Io ® C)R amb R E G\Spini3',

En qualsevol cas, donat Q � G, podem definir:

Definició 2.24 Un espinor Q-intern és una classe d'equiualéncia de l'espai (Io ® C)Q
definida per la següent relació:

R¿ : '1/; rv '1/;' {:} :3R E Q tal que '1/;' = '1/;R
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Apéndix
La intenció d'aquest petit apéndix és la d'exposar alguns detalls técnics que mostren

el funcionament de diverses aplicacions que han estat definides al llarg del capítol. En

particular demostrarem que la relació (2.14) és d'equivaléncia, Pot semblar estranya la

tria d'aquesta relació -ja que en el treball ha estat descartada- i no de la relació (2.15).
La raó és que la demostració de (2.15) és quasi immediata, mentre que la relació triada

dóna més joc i permet mostrar el funcionament de diverses eines.

Així dones, volem veure que

(I:, '!/J) rv (I:', '!/J') {:} :JR E Spin(A), tal que I:' = 1í(R)I: i '!/J = a:(f�(R), '!/J') (2.55)

és una relació d'equívaléncia,
Sigui 80 x S un conjunt i rv una relació entre els seus elements, rv e (Bo x S) x (Bo x S).

Direm que rv és una relació d'equivaléncia definida en Bo x S si:

• És reflexiva:

V(I:,'!/J) E Bo x S:::} (I:,'!/J) rv (I:,'!/J).

La demostració es fa evident fent R = 1.

• És simétrica:

Si(I:,'!/J) rv (I:','!/J'):::} (I:','!/J') rv (I:,'!/J) V(I:,'!/J), (I:','!/J') E Bo x S.

La demostració és immediata renombrant I: f-+ I:' i '!/J f-+ '!/J'.

• És transitiva:

Si (I:, '!/J) rv (I:', '!/J') i (I:', '!/J') rv (I:", '!/J") :::} (I:, '!/J) rv (I:", '!/J")
V(I:, '!/J), (I:', '!/J'), (I:", '!/JI!) E Bo x S.

La demostració d'aquesta propietat presenta certs detalls interessant. De l'enunciat

de la suposada relació d'equivaléncia tenim:

(I:, '!/J) rv (I:', '!/J') {:} :JR1 E Spin(A), tal que I:' = 1í(R1)I: i '!/J = a:(f�(Rl), '!/J'),
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i s'haurá de complir que:

(¿;, '!/J) '" (¿;", '!/J") {=} 3R3 E Spin(A), tal que ¿;" = 1-l(R3)¿;' i '!/J = a (Jr:,(R3), '!/J")

Vegem, primer, quina forma ha de tenir R3:

per tant

D'altra banda, sabem que:

'!/J = a(fr;(RI), '!/J') = a(fr;(R1), a(fr;,(R2), '!/J")) =
= a(fr;(RI)fr;, (R2), '!/J") = a(fr:,(Rl)fdM;;�, (R2)], '!/J") (2.56)

on la relació fHR2) = fdM;;�, (R2)] ha estat extreta de (2.6). El subíndex ¿;¿;' ens

indica que M és la transformació que ens porta de ¿; a ¿;'. Aquesta transformació es

pot representar per l'endomorfisme 1-l(R1) E SO(A) de forma que (2.56) quedara:

a(fr; (RI)fd1í-1 (RI)R2J, '1/;") = a(fr;(RI)fr;(R11R2RI) , '1/;") =
= a(fr;(R2RI), '1/;") = a(fr;(R3), '1/;")

demostrant la propietat transitiva.



Capítol3

De l'electró al positró.

3.1 Del lagrangiá de Dirac a l'equació de Dirac-Hestenes.

Des d'una perspectiva estrictament matemática, i en el marc d'una teoria clássica de

camps, considerem la densitat lagrangiana del camp de Dirac [69]

(3.1)

on q <pAJ.I.'YJ.l.cp és el terme d'interacció electromagnética, q és la cárrega eléctrica de la

partícula (q < O per l'electró) i m la massa en repós d'aquesta. l'espai de representació
emprat pels espinors del lagrangiá anterior és C4• Seguint les definicions donades en el

capítol anterior, estem tractant amb espinors de Dirac clássics, Evidentment, la dinámica

que es deriva del lagrangiá és independent de l'espai lineal on són representats els espinors.
Tot i així, l'expressió explícita del lagrangiá dependrá de l'espai de representació.

Hem vist que l'espinor de Dirac-Hestenes és el que sembla mostrar de manera més

clara el contingut geométric de la funció d'ona espinorial. Així dones, sembla interes

sant escriure l'equació de Dirac utilitzant Clt3 com espai de representació pels espinors.,

Aquesta idea fou portada a terme, per primer cop, per David Hestenes [42]. En aquesta
secció arribarem als mateixos resultats, pero partint del lagra�gia 3.1. El procés que

seguirem és similar al de la secció 2.5 quan estudiárem els bilineals covariants. L'espinor
ip E C4 del lagrangiá pot incloure's en C(4) fent, per exemple:

'lfJ¡ O O O

'lfJ2 O O O

'lfJ3 O O O

'lfJ4 O O O

(3.2)
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on ara 'IjJ pertany a un ideal minimal per l'esquerra C(4)f ion f és un idempotent matricial.
L'isomorfisme C(4) � Ch,3 0 C ens permetrá escriure el lagrangiá fent ús de l'álgebra
geométrica complexificada. Utilitzarem dos dels resultats del capítol anterior:

• El cálcul de la traca d'un element de C(4) és equivalent a la projecció d'ordre zero

(part escalar) de l'element corresponent en Ch,3 0 ce.

• El conjugat hermític cpt de ip E C4 correspon a eow*eo amb W E Ch,3 0 ce.

Per tal d'escriure el lagrangiá en Ch,3 0 C comencarem per transformar el terme cinétic:

En ci.» 0 C quedara:

4i� � � �

"2 < eow*eJL8JLw - 8JL(eow*)eJLw >0= 2i[< eow*eJL8JLw >0 - < 8JLw*eJLweo >0] =

2i[< eow*eJL8JL >0 - < ,B[(eow*eJL8JL)*] >0 .

On recordem que ,B és una segona notació per a la reversió. Si A E Ch,3 0 C aleshores

< A >0 + < A* >0= 2Re{< A >o}

< A >0 - < A* >0= 2Im{< A >o}i

per tant el terme cinétic pot escriure's com:

Per el terme electromagnétic tindrem:

1 per el terme de massa: .

mepcp = mtr{-0'IjJ} = 4m < eow*w >0= 4m < weow* >0

Així, el lagrangiá de Dirac en Cll,3 0 C s'escriurá com:
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L'espinor algébric W pertany a un ideal minimal per l'esquerra de Cl¡,3 0 C. Aquest
tipus d'ideal, com hem vist en el capítol anterior i en l'apéndix A, és generat per un

idempotent primitiu. Per obtenir l'equació que Hestenes trobá cal utilitzar l'idempotent,
associat a la representació dita de Dirac,

Així dones, W = WP i, per tant, W E (Cl¡,3 0 C)P. Ja várem veure en la secció 2.5 que:

W = r¡? on r¡ E en;3,

on és clar que i(*
obtindrem:

r¡. Substituint en el lagrangiá, i tenint en compte que P* P

------- ------- -------

[,D = -4Im{< ep.op.('fJP)eo(r¡P)* >0 -4q < Ap.eP.(r¡P)eo(r¡P)* >0 -4m < r¡Peo(r¡P)* >0=
= -4Im{< ep.op.r¡PeoPf¡ >o} - 4q < Ap.eP.r¡PeoPf¡ >0 -4m < r¡PeoPf¡ >0

ja que Pe« = Pique p2 = P. Explicitant l'idempotent P tenim pel lagrangiá:

[,D = -4Im{< ep.op.r¡�(1 + eo)(l + ie12)f¡ >o} - 4q < Ap.eP.r¡�(1 + eo)(l + ie12)f¡ >0

- 4m < r¡�(1 + eo)(l + ie12)f¡ >0=

= -Im{< ep.op.r¡f¡ + eP.Op.r¡ie12f¡ + ep.op.r¡eof¡ + ep.Op.r¡ieo12f¡ >o}
- q < Ap.eP.r¡f¡ + Ap.eP.r¡ie12f¡ + Ap.eP.r¡eof¡ + Ap.eP.r¡ieo12f¡ >0
- m < r¡f¡ + r¡ie12f¡ + r¡eof¡ + r¡ie012f¡ >0

(3.4)

El primer sumand de l'última igualtat és una projecció sobre els imaginaris purs. Per

tant els termes que hi contribueixen són:

La projecció sobre la part escalar redueix l'expressió anterior a:

ja que r¡ E Cll,3.
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De la mateixa manera, pel segon i tercer terme de (3.4) tenim:

< AJ1.eJ1.r¡eof¡ >0 , < r¡f¡ >0

El lagrangiá escrit en termes de l'espinor de Dirac-Hestenes quedara:

.cD = - < 8r¡eOl2f¡ >0 -q < Ar¡eof¡ >0 -m < r¡f¡ >0 (3.5)

on A - AJ1.é és el potencial electromagnétic i hem designat l'operador 'V de l'espai de
Minkowski com 8 _ eJ1.8J1.' seguint la notació més estesa en aquest campo

Per obtenir la dinámica del camp espinorial de Dirac-Hestenes cal utilitzar l'equació
d'Euler-Lagrangre. El desenvolupament del formalisme lagrangiá en teories de camps dins

del context multivectorial pot trobar-se descrit a [80, 51, 28, 74, 60]. D'aquests treballs,
importem la següent equació d'Euler-Lagrange pel lagrangiá de Dirac-Hestenes:

(3.6)
+-

on 8 ens indica que l'operador nabla deriva per l'esquerra i multiplica vectorialment per
la dreta a (8ar¡.cD). El resultat de l'aplicació de les derivades funcionals és:

per tant, l'equació (3.6) passa a escriure's:

+-

-qAeof¡ - mf¡ + eOl2f¡ 8= O.

Aplicant ara la reversió i multiplicant per la dreta per eo obtenim l'equació de Dirac

Hestenes:

8r¡e2l - qAr¡ - mr¡eo = O. (3.7)

La conjugació de cárrega en el formalisme de Hestenes es pot definir com:

C(r¡) = r¡eOl

ja que, multiplicant per l'esquerra de (3.7) per l'element eOl obtenim l'equació per una

partícula amb cárrega oposada:

(3.8)
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Estudiem ara certes característiques de les solucions de l'equació (3.7) pel cas lliure

(A = O) d'una partícula carregada d'espín � amb un moment p que apunta en el sentit

positiu de l'eix z.

r¡t = N(l - k e03) exp(e12 ep)

r¡t = N(e31 - k eOl) exp(e12 ep)

r¡i = N(k - e03) exp(e21 ep)

r¡¡ = N(k e13 - eo¡) exp(e-, ep)

(3.9)
(3.10)
(3.11)

(3.12)

on N = jiiii és un factor de normalització, k = -if:m on E és l'energia de la partícula
i sp = (Et - pz) on t i z son variables de temps i espai. Pot comprovar-se, fent la

correspondencia eJ1. -+ 'YJ1.' que aquestes solucions són idéntiques a les obtingudes en la

representació matricial de Dirac [39]. Les solucions d'energia positiva (negativa) han

estat etiquetades amb signe + (-) i les solucions amb spin up (down) per t (.,1.. ).

3.2 Interpretació vectorial de l'equació de Dirac-Hestenes.

En aquesta secció estudiarem el treball de Parra [57, 64, 32] on mitjancant una reformu

lació purament vectorial de l'equació de Dirac, inspirada en les idees de Darwin [22], obté
quatre equacions d'evolució per a quatres espinors diferents.

Sigui l'equació de Dirac1 en la seva forma més coneguda [6]:

(3.13)

on W pertany a l'espai de representació ([:4, és a dir, pren la forma:

a+ib

w=
c+ id

(3.14)
e +if
g+ ih

L'equació (3.13) es pot descompondre en un conjunt de vuit equacions diferencials

1 Per qüestions que mostrarem més endavant, aquest no normalitzarem les constants 1i i c.
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fortament acoblades:

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Fixant-nos en la primera de les equacions, i amb l'anim de donar sentit a aques�
sistema, proposem que les quantitats reals g, h i e representin en forma cartesiana el vector

E = (g, h, e), que així entra en producte escalar amb el potencial vector. Coherentment la
variable a haurá de ser un escalar. L'equació (3.20) presenta una dependencia similar en

el conjunt de variables l, d, e, b encara no interpretades. Aixó suggereix que els termes d,
-e i b formen un segon vector B = (d, -e, b) i j ha d'interpretar-se com un escalar. Dues

equacions han estat suficients per fixar el possible carácter geométric, sota rotacions, dels
vuit graus de llibertat reals de l'espinor de Dirac. Que les altres sis equacions respectin
aquesta assignació no ens sembla pugui considerar-se fruit de l'atzar.

Amb tot, altres assignacions obtingudes a partir d'una tria diferent de parelles 'comple
mentáries' resulten igualment coherents, conduint a sistemes d'equacions similars encara

que no idéntics:

¡
Escalars: a, j

(3.15) i (3.20) E_ (g, h, e) Opció {O}
B _ (d, -e, b)

¡
Escalars: e, h

(3.17) i (3.22) E

_

(e, - I, g) Opció {2}
B _ (b, a, -d)
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I
Esealars: d, 9

(3.18) i (3.21) E = (1, e, -h)
B = (a, -b, -e)

Opeió {1}

I
Esealars: b, e

(3.16) i (3.19) E = (h, -g, f)
B = (c,d,a)

Opció {3}

Anomenant els dos esealars a i A, i d'aeord amb les quatre opcions anteriors, podem
eseriure l'espinor de Dirae (3.14) de les quatre formes següents:

a+iBs B2 + iB1

w{Q} =
-B2 + iB1

W{2} =
a - iBs

Es +iA El - iE2

El +iE2 -Es + iA

Es+iA El - iE2

W{s} =
El + iE2

W{l} =
-Es + iA

(3.23)
a+iBs B2 + iB1

-B2 + iB1 a - iBs

Treballarem de moment amb l'opció {a}. Amb el eorresponent eanvi de nom les

equacions (3.15-3.22) s'han transformat en:

e .

me a + - (a � - A· E) + li ((grad Ah + Bs + (eurl Eh) = a
e

e .

me A + - (-A � + A· B) + ñ ((grad ah + Es - (eurl B)s) = a
e

el'
me El + - (-�E1 + aA - (A x Bh) + ñ(-E2 - a2a + (eurl Bh) = a

e

e 2
.

me E2 + - (-�E2 + aA - (A x Bh) + ñ(+E1 + ala - (eurl B)l) = a
e
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me E3 + � (+cf>E3 - AA3 - (A x Eh) + ñ(-á - divE) = O. (3.24)
e

Tot i que aquestes equacions mostren eerta simetria, clarament no són invariants sota

rotacions. Una manera d'aeonseguir-ho és substituir l'esealar ñ per ññ on ñ = (O, 0,1).
Així les vuit equacions (3.24) es eonverteixen en dues esealars i dues veetorials:

e .

me a + - (a cf> - A . E) + ñ (grad A + B + eurl E) . ñ = O
e

e .

me A + - (-A cf> + A· B) + ñ (grad a + E - eurl B) . ñ = O
e

me E + � (-cf>E + aA - A x B) - ñ((� + divB)ñ + (grada + E - eurl B) x ñ] = O
e

e .

me B + - (+cf>B - AA - A x E) - ñ((á + divE)ñ - (grad.x + B + eurl E) x ñ) = O
e

(3.25)

Val a dir que aquestes equacions són les mateixes que (3.24). Simplement, I'exigéncia
de simetria sota rotacions ha tret a la Hum la interpretaeió vectorial de ñ, és a dir, el vector

d'espín. Podem anar encara més enllá, En el eontext de l'álgebra geométrica de l'espai
temps Cl1,3 i, per tant, en un eontext de simetria més ampli, podem escriure'' les equacions

(3.25) eom una única equaeió multiveetorial que no és altra que la de Dirae-Hestenes (3.7):

(3.26)

on 17{o} E Clt,3 de forma que:

2En el treball de Parra [57, 64] s'ofereix una discussió detallada.
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Arribem així a l'equació de Dirac-Hestenes .

Fins aquí només hem desenvolupat les conseqüéncies de la proposta {O} d'interpretació
geométrica de l'espinor. Seguint un procés idéntic a l'anterior per les altres opcions
obtenim:

Opció {O}

Opció {l}

Opció{2} q
ñ( [}r¡{2}) e12 - - A r¡{2} - me r¡{2} ea = O

e

Opció {3} (3.27)

Veiem que les equacions {O} i {l} són idéntiques llevat, óbviament de l'espinor, i d'un

signe associat a la cárrega, La mateixa diferencia mostren {2} i {3}. D'altra banda, les

equacions {O} i {2} es diferencien en l'orientació del bivector e12, associat al pla d'espín.
La mateixa diferencia mostren {l} i {3}.

Així dones, el procés de forcar una interpretació de l'equació matricial de Dirac en el

marc vectorial-geométric de l'espai de Minkowski ens ha conduít a, com a mínim, quatre

equacions multivectorials. La diferencia en el signe de la cárrega de les equacions {O} i
{l} ens fa evident que l'equació matricial de Dirac conté ocultes equacions diferents per

a l'electró i el positró.
Sense entrar en detalls considerem que una interpretació física completa d'una so

lució de l'equació matricial requereix posar-la en relació amb una o més de les opcions

exposades.

3.3 De l'electró al positró a través de l'estructura algé
brica dels ideals

En la primera secció hem partit del lagrangiá de Dirac i hem obtingut l'equació de Dirac

Hestenes definida sobre un espinor operacional que pertany a l'álgebra geométrica de
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l'espaitemps. En el procés de definició de l'espinor algébric tingué un paper especial la
tria de l'idempotent

(3.28)

En aquesta secció estudiarem, seguint el metode lagrangiá, alternatives a l'equació de

Dirac-Hestenes.

Partim del lagrangiá (3.3), ja que en aquest punt encara no s'havia escollit l'idempotent
que connectava els espinors algébrics matricials amb els algébrics de Clifford. Així dones,
considerem:

� �

LD = -4Im{< eJ.t0J.tweow* >o} - 4q < AJ.teJ.tweow* >0 -4m < Weow* >0 (3.29)

La nostra proposta es basa en partir de la següent família d'idempotents:

f (/30 , Ro) = �(1 + e-/3oe5eo)�(1 + Roie12) (3.30)

on

Amb un cálcul senzill pot veure's que P((3o, Ro) = f((3o, Ro) - f. Emprant aquest

idempotent, el lagrangiá (3.29) es converteix en la família de lagrangians LD((30, Ro). De

fet, els mateixos espinors algébrics, en representar-se en un ideal minimal per l'esquerra
de l'álgebra generat per un idempotent, dependran de l'idempotent triat:

..---.- ..---.- ..---.-

LD = -4Im{< eJ.t0J.t(w1)eo(w1)* >0 -4q < AJ.teJ.t(w1)eo(w1)* >0 -4m < W feo(w1)* >0 .

(3.31)

Sabent que e-/3oe5eof = Roie12f = f, i seguint la técnica usada en la secció 2.5 del

capítol anterior, veiem que:

w f((3, Ro) = 7} f((3, Ro) on 7} E eli3·,

L'establiment d'aquesta igualtat resulta possible grácies a l'estructura particular del con

junt d'idempotents triats". A partir d'ella podem establir contacte amb la secció anterior,
ja que si descrivim 7} per

3EI que resulta rellevant és la paritat dels termes que hi figuren; en el proper capítol estudiarem
aquesta qüestió en detall.
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i busquem la seva expressió matricial en la representació de Dirac, de W(27r, 1) obtenim:

a+iB3 a a a

W(27r, 1) =
-B2 + i B, a a a

(3.32)
E3 +iA a a a

El + iE2 a a a

espinor que correspon a l'opció {a} de la secció anterior. De manera análoga trobem:

a a a El - iE2

Opció {1} W(7r, -1) =
a a a -E3 + iA
a a a B2 + iBl
a a a a-iB3

a B2 + iBl a a

Opció{2} W(27r, -1) =
a a - iB3 a a

a El - iE2 a a

a -E3 + iA a a

a a E3 +iA a

Opció {3} W(7r, 1) =
a a El + iE2 a

a a a+iB3 a

a a -B2 + i B, a

Vist aixó, estudiem quina és la família d'equacions que es deriva de (3.31). Per fer-ho,
vegem primer que:

-----

r¡f eo (r¡f)* = r¡feoií- (3.33)

Aixó és cert ja que:

- 1 fl 1 - 1 o 1
f* = "2(1 + e eSeo)"2(l + iel2RO) = "2(1 + e eSeo)"2(l + iRoel2) (3.34)
- 1 fl 1

eof* = "2(1 + e- eSeo)"2(l + iRoel2)eO = feo (3.35)

aleshores r¡feoM- = r¡feof*f¡ = r¡feoií·
Prenent el terme cinétic de (3.31), i aprofitant el resultat anterior podem escriure:

-4Im{< éto¡.¡,(r¡f) eoií >o} = -Im{< e¡,¡,o¡.¡,(+e-fleSeo)-21 (1 + iRoel2)eof¡ >o} =
(3.36)
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De tots aquests termes, només contribueix a la part escalar imaginaria el següent:

< 8r¡Roe120iJ >0

Fent el mateix pels termes de massa i d'acoblament de (3.31), tenim:

amb r¡ = r¡(Ro, (30) E Clt3·,

D'aquest lagrangiá, aplicant el formalisme d'Euler-Lagrange, obtenim l'equació:

(3.37)

Així aconseguim recuperar, com a casos particulars d'una estructura més general, les

equacions (3.27) [57, 64] segons siguin els valors de ((30, Ro):

(27r, 1) 8r¡{0} e21 - qA r¡{0}
-

mer¡{O}eO = O (3.38)'
(7r, -1) 8r¡{l}e21 + qAr¡{l} -

mer¡{l}eO = O (3.39)
(27r, -1) 8r¡{2} e12 - qA r¡{2}

- me r¡{2}eO = O (3.40)
(7r,1) 8r¡{3} e12 + qA r¡{3}

- me r¡{3}eO = O (3.41)

Tenint present la definició de conjugació de cárrega donada a la primera secció d'aquest
capítol, veiem que

ja que si multipliquem per la dreta l'equació (3.38) per eOl obtenim (3.39). És mes, de la

definició de la conjugació de cárrega [39] sobre l'espai de representació C4 sabem que:

Aplicant aquest resultat a la representació matricial de r¡{0}, Le, W(27r, 1) tenim que:

i'lw(27r, 1) = W(7r, -1)

Les solucions de (3.38) estan relacionades amb l'ideal generat per l'idempotent H1 +
eo)�(l + ie12). Si fem actuar l'operador conjugació de cárrega sobre aquest idempotent:
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obtenim, precisament l'idempotent associat a (3.39). És a dir, en el nostre tractament la

conjugació de cárrega ens porta directament al positró, a diferencia d'altres presentacions
en les quals s'obté primer un electró d'energia negativa que posteriorment, via la teoria

dels forats [39], s'identifica amb el positró. D'altra banda, les equacions (3.40) i (3.41)
són iguals a (3.38) i (3.39), respectivament, llevat d'un canvi d'orientació del pla d'espín.

Val a dir que totes les possibles equacions contingudes en (3.37) són compatibles amb

l'equació matricial de Dirac, ampliant-se les possibilitats presentades en [57, 64]. Tot

i aixó, ens centrarem en les equacions (3.38) i (3.39) en el cas lliure, és a dir, sense

acoblament electromagnétic.
El tensor d'energiamoment del camp de Dirac pel cas lliure, usant l'espai de represen

tació ([4, s'expressa com:

El nostre formalisme ens permet escriure aquest tensor com:

(3.42)

Pel cas lliure, les equacions (3.38) i (3.39) són idéntiques, Recordem, pero, que els seus

espinors han estat definits en ideals diferents i aquesta característica ha quedat marcada

en el tensor d'energiamoment mitjancant el factor Ro que hi figura. Donada una solució

lliure r¡ de l'equació (3.38), la densitat d'energia ve donada per la component Too del

tensor dit de Tetrode:

(3.43)

on hem fet Ro = 1. Si apliquem la conjugació de cárrega, passarem a un altre ideal, i per
tant la definició del tensor energiamoment (3.42) canviará i la densitat d'energia sera:

Per tant, si r¡ és una solució d'energia positiva de (3.38) aleshores r¡eOl també té energia
positiva i, a més, és solució de (3.39). De fet, r¡eOl també és solució de (3.38), pero amb

energía negativa.
L'expressió de l'espín de la partícula segons l'ideal triat és:

(3.44)



82 CAPÍTOL 3. DE L'ELECTRÓ AL POSITRÓ.

que, pels dos casos que estem analitzant, es reduirá a:

S -1
= rJe21rJ

Vegem ara que sota conjugació de cárrega l'espín de la partícula canvia de signé. Per

fer-ho escriurem rJ en la seva forma polar rJ = .,¡pe4esR.

aleshores

Així dones, una partícula d'energia positiva i spin up, es converteix sota conjugació de

cárrega en una partícula d'energia positiva i spin down.

Vegem una altra novetat que aporta la nostra presentació. L'equació per l'electró i

el positró en el cas llire són les mateixes. En el nostre formalisme les solucions, tot i
ser les mateixes, presentaran, segons es tracti de l'electró o del positró, característiques
físiques diferents com hem vist en el cas del tensor d'energiamoment. Recordem, de la

primera secció d'aquest capítol, que una partícula lliure amb espín up, que es desplaca en

la direcció positiva de l'eix OZ, ve descrita per la solució (3.9):

+ - N(l k ) e12CP
rJ{o}t -

- e03 e (3.45)

Aquesta solució, tant en el formalisme matricial com en la presentació de Hestenes, és

valida simultániament per l'electró com pel positró. En el nostre tractament, de manera

natural, no resulta ser així: o bé es tracta d'un electró o bé d'un positró, pero no de

les dues partícules simultániament, Analitzem-ho amb més detall. Si considerem que

l'equació (3.38), és a dir la proposta (27l', 1), descriu l'electró, la densitat d'energia (3.42)
sera positiva i l'espín de la partícula (3.44) sera up (proporcional al bivector e2¡). Aquesta
mateixa solució, interpretada com a solució de l'equació (3.39), corresponent a l'opció
(7l', -1), passa a tenir energia negativa, com es pot comprovar fent ús de (3.42).

En l'opció (7l', -1), la solució d'energia positiva per una partícula (en aquest cas el

positró) amb espín up i desplacant-se en la direcció positiva de l'eix z ve donada per:

+ - N(k ) e21cp
rJ{1}t -

- e03 e (3.46)
4Aquest resultat és independent del valor del potencial vector A
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Fixem-nos que aquesta solució, tot i ser igual a (3.11) ara té energia positiva. Així

dones, (3.45) deseriu l'eleetró i (3.46) el positró. Aquesta presentació té una eonseqüencia
interessant a l'hora de calcular la densitat de magnetització de les solucions anteriors. La

densitat de magnetització, en funció de l'idempotent triat ve donada per:

i en els dos casos que estem analitzant, Le. (2rr, 1) i (rr, -1), sera:

(3.47)

Tant en el formalisme matricial com en el de Hestenes l'expressió per a la magnetització
difereix de la nostra en que en aquesta darrera hi figura el valor absolut de la cárrega en

eomptes de la cárrega. En el eas lliure els formalismes citats utilitzen exactament una

única funció d'ona per a les dues partícules, solució d'una equació en la qualla cárrega no

hi figura enlloco En conseqüéncia, és únieament en la definició de l'observable on ha de

ten ir-se en compte la diferent realitat empírica d'alineació o antialineació dels moments

angular i magnético En el nostre cas és en el domini de solucions admissibles de la propia
equació de l'electró i del positró on s'hi troba expressada la diferent realitat de les dues

partíeules. La solució (3.45) és d'energia positiva en l'opció {O} mentre que (3.46) és solu

ció, també d'energia positiva, de l'opció {1}. La utilització del criteri d'energia positiva/
per a determinar el domini de solucions admissibles ens ha conduít, en el cas lliure, a

l'obtenció de camps multivectorials diferenciats per a l'electró i el positró. Continuem,
dones, amb el cálcul de la densitat de magnetització per a les dues solucions proposades.

Sabem que un espinor operador es pot descompondre en forma polar eom a produete
commutatiu d'un element R del grup Spint,3 = {R E Clt,slRR = 1}, d'una dilatació vp
i d'una transformació de dualitat parametritzada per l'angle d'Yvon-Takabayasi (3:

� -

{3<P = /pe 2 esR verificant <P<P = pe
e5

Pot veure's fácilment que les solucions (3.42) i (3.46) satisfan:

-

7]0}t7]0}t = -1.

(3.48)

(3.49)

6per a una pionera aplicació d'aquest criteri físic per a la selecció i construcció de solucions de l'equació
de Dirac veure [31]
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És a dir, per l'electró 7J�}t E Spint,3 i, per tant, f3 = O. En canvi, pel positró f3 = 7r.

Fixem-nos que la magnetització (3.47), a diferencia de l'espín, depén de l'angle d'Yvon

Takabayasi:

EIs cálculs anteriors, entre d'altres, mostren la possibilitat de diferenciar les magnituds
'físicament observables' dels camps de Dirac en dues categories: les magnituds mecáni

ques (quadrivelocitat, moment angular, oo.) que estan associades a conjugacions que fan

ús de l'invers de l'espinor i les específicament electromagnétiques (densitat de corrent, de
magnetització, oo.) que ho estan a bilineals que fan ús de l'espinor conjugat. El factor

rellevant és el diferent comportament de la rotació de dualitat sota inversió i conjugació.
En el cas de la densitat de magnetització hem vist com l'angle d'Yvon-Takabayasi de
les solucions conté informació sobre el signe de la cárrega, Així, dones, sembla raona

ble pensar en aquest angle com una variable essencial en la configuració de l'estructura

electromagnética de les partícules.



Capítol4

Versions multivectorials de l'equació de

Dirac.

4.1 L'espinor de Dirac-Hestenes i el problema quiral.

Sigui l'equació de Dirac

(4.1)

Sabem dels capítols anteriors que aquesta equació es pot escriure usant com espai de repre
sentació per l'espinor un ideal minimal per l'esquerra de l'álgebra matricial C(4). Degut
a l'isomorfisme que existeix entre aquesta álgebra i Ch,3 0 C podem escriure l'equació
anterior! com:

(EJ1jJ - m1jJ)P = O, (4.2)

on, per a la representació matricial dita de Dirac, l'idempotent P esta donat per

PD = �(1 + ea)�(1 + i el2) = PDP amb PD = �(1 + ea).

A partir d'aquí, com hem vist, podem obtenir l'equació de Dirac-Hestenes per a un espinor
operador representat per un element parell de l'álgebra de l'espaitemps. Vegem ara que
succeeix quan en lloc d'usar la representació matricial de Dirac utilitzem la quiral. En

aquest cas l'idempotent de Ch,30C, que correspon matricialment a l'opció {O} del capítol
anterior, és

(4.3)
1 Per simplicitat i sense pérdua de generalitat estudiarem el cas lliure.
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Aquest idempotent es diferencia de PD en el factor PQ i, simbólicament, eseriurem PQ,D =

PQ,D P = [p. L'equaeió (4.2) pels casos Dirae i quiral s'expressará eom:

(8'ljJ - m'ljJ)fp = 0, (4.4)

Fent ús de les igualtats ie12P = pi fp = pf, l'espinor algébric 'ljJfp de l'equació anterior

es pot expressar en funció d'un espinor real W:

'ljJfp = 'ljJpf = (Re['ljJ] + Im['ljJ])pf = (Re['ljJ] + Im['ljJ]ie12)pf = wpf = '11 i».

Ja que (8'11 - mw)f E Cl¡,3 0 IR, ara, podem deseompondre l'equaeió

(8'11 - mw)f �(1 + i e12) = 0, (4.5)

en una part real i una part imaginaria pura, ambdues satisfent la mateixa equació:

8wf-mwf=0 amb WfECl1,30R

Vegem, mitjancant un proeés similar, que l'espinor que s'obté a partir de '11f pel eas

quiral (J = PQ) no pertany a la subálgebra parella Clt,3' i.e. no és un espinor operador:

wPQ = ('11+ + W-)�(1 + e03) = (w+ + w-e03)�(1 + e03) -# 17�(1 + e03) amb 17 E Clt,3

ja que W-e03 � Cli3. Com veiem, la paritat del grau de l'element e03 que figura en
,

l'idempotent juga un paper fonamental. Quan és parell resulta impossible satisfer l'última

igualtat. Aquest problema sembla limitar la validesa de la interpretació de l'equació de

Dirae feta per Hestenes a un eonjunt de representacions massa restringit, ja que ni tan

sols la quiral hi té eabuda. En aquest eapítol resoldrem aquesta aparent limitaeió, veient

que podem donar més d'una versió multiveetorial de l'equaeió de Dirae. En el capítol
anterior aquest problema no es presenta ja que els termes e-.Boeseo, Roie12 que apareixen
en l'idempotent f(¡3o, Ro) tenien la paritat adequada: senar i parell, respeetivament. Aixó
ens permetia trobar sense problemes un espinor operador en cu,,

4.2 La descomposició Clt3 EB Clt3' una primera solució.

Definim els subespais

Cl�,3 = {cjJ E Ch,3 / eocjJeo = �} (4.6)
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(4.7)

on <p és la involució graduada de <p. Pel que segueix resulta rellevant que ambdós eo i e03

pertanyin a Clt3' el subespai que no és subálgebra, A més,

Cl1,3 = Cl�,3 EB Clt3
sent Cl�,3 una subálgebra de Cl¡,3. Per tant, aquesta descomposició introdueix una nova

Z2-graduació en l'álgebra de l'espaitemps. Ara, tant pel cas de Hestenes com pel quiral,
el problema que presentávem en la primera secció pren un caire diferent. Si descomponem
l'espinor en parts 11 i j_ tenim que:

on '11 E Clll'/ 1,3 (4.8)

Podem, dones, obtenir una nova versió multivectorial de l'equació de Dirac on l'espai
de representació és la subálgebra Cl� 3' Entenem, pero, que encara queden dos problemes,

per resoldre:

• La solució proposada és molt particular en tant que adaptada als casos quiral i 'de
Dirac'.

• Cal donar una interpretació geométrica a la nova subálgebra 'parella'.

Aquestes són les qüestions que abordarem en les properes seccions. Per tal de trobar una

solució general al problema caldrá recórrer a les Z2-graduacions; un estudi d'aquestes es

presenta a l'apéndix C.

4.3 Les equacions de Dirac multivectorials.

El canvi de representació més general associat a les matrius de Dirac {'YJL} i al seu espai
de representació «;4 esta donat per les expressions

U DU-l'YIJ.= 'YIJ. ' -u D
<p- <p. (4.10)

Per cada {'YIJ.} podem definir un nou isomorfisme:

p:Cl¡,30«;�«;(4); (eIJ.01)f-t'Y1J.'
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de manera que tot conjunt de matrius {I'JL}' en una representació donada, li correspon un

conjunt ortonormal real {eJL} de l'álgebra de l'espaitemps inclosa en Oh,3 Q9 C. D'altra

banda, definim S com l'element multivectorial que, mitjancant l'isomorfisme anterior, esta

en correspondencia amb el canvi de representació matricial U. És a dir:

S - PI} (U) E Oh,3 Q9 C.

Podem associar a cadascun d'aquests elements S de la següent 'aplicació adjunta':

ads :--+ ct.s Q9 e; ads[(a Q9 z)] = S[(a Q9 Z)]S-l, amb a E Oh 3 i z E e.
,

que recupera, sobre Oll,3 Q9 e, el carácter de transformació que tenien sobre e(4) les

matrius U. Per composició obtenim

P = Pn o ads; p(a Q9 z) = Pn[S(a Q9 z)S-l]

Aplicant p-1 a l'equació de Dirac lliure

i')'JL8JL'I/J = m'I/J amb 'I/J =

'l/J1 O O O

'l/J2 O O O

'l/J3 O O O

'l/J4 O O O

='l/JP (4.11)

obtenim:

(4.12)

amb <P = p-1('I/J) = p-1('l/Jp) = p-1('I/J)p-1(P) = <PP. On mitjancant l'aplicació adjunta
definida anteriorment, hem trobat l'idempotent primitiu p-1 (P) de Oh,3Qge que determina

l'ideal minimal en l'álgebra:

p-1(p) = ads-l o p¡}(P) = ads-l (Pn) = s:'PnS = P.

Aleshores P es pot escriure com:

P = �(1 + u)�(1 + iO") (4.13)

amb u = S-leoS, O" = S-le12S tals que u2 = 1, 0"2 = -1 i UO" = O"U. En general, u i

O" no tenen perqué ser reals, encara que ho són per a tots els casos físics que coneixem.
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És dar que aixó no implica que la matriu de transformació U sigui real. De fet, encara

que Cl1,3 0 C ---+ C(4) és tal que PD(a 0 i) = ipD(a 01), la matriu PD(a 0 1) pot ser
complexa; només cal pensar en la representació de Dirac del vector e2 per 'Yf.

A partir de l'expressió (4.13) podem formar la família d'idempotents mútuament or

togonals:

PI = �(1 + u)�(1 + ia),
1 1

P2 = "2(1 + u)"2(l - ia),

P3 = �(1 - u)�(1 + ia),
1 1

P4 = "2(1 - u)"2(l - ia), (4.14)

L'idempotent (4.13) acompleix iP = -Pa i per tant ens permet d'escriure <I> com:

<I>P = [Re{<I>}P + Im{<I>}] = [Re{<I>}P + Im{iaP}] = </JP on </J E Cl1,3 0 � - Ch,3
(4.15)

Aixó ens permet escriure (4.12) com:

a</J�(l + ia)a + m</J(l + ia) = o.

Resulta immediat comprovar que la part real i imaginaria de l'equació anterior són idén

tiques a:

(4.16)

on </J no tan sols és un multivector real sinó que pertany a l'ideal que indiquem en la forma

E Cl1,3(H1 + u)). Aquesta és l'equació de Dirac escrita en termes dels espinors algébrics
de Ch,3 0R D'aquesta equació podem obtenir una versió operacional que, a diferencia de

la de Hestenes, no esta restringida per una tria concreta de matrius 'Y. El grau d'aquesta
generalitat esta codificat per u i a.

L'equació de Dirac-Hestenes pot recuperar-se a partir de (4.16) amb u = eo, usant

la Z2-graduació parell /senar i projectant en Clt,3. El nostre propósit és definir una nova

Z2-graduació, basada en els elements u i a, de manera que els espinors operadors que es

derivin de (4.16) pertanyin a una subálgebra de Ch,3.
Per tal de considerar l'espinor com un objecte operacional definirem una Z2-graduació,

Cl1,3 = Clo EB Cl1 [62] de manera que u sigui senar i a parell respecte d'ella. Expressat
d'una altra manera, demanarem que els subespais cr i Cl1 acompleixin:
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i que u E cr, O" E cr, De la relació anterior es segueix que cr és una subalgebra de

Ch,3. Per a cadascuna d'aquestes Z2-graduacions trobem un automorfisme graduat'' a,
de manera que:

cr = {4> E Ch,3 0 IR/ a(4)) = (-l)k4> amb k = O, 1}

També podem definir les projeccions 7rk : Ch,3 0 IR --t cr com:

Fixem-nos que a és a cr ffi cv el que la involució graduada és a Clt3 ffi Cl13. Ens
, ,

referirem a Clo i e» com les parts a-parella i o-senar de Ch,3.
Ara estem en condicions de donar una versió operacional de l'equació (4.16). Ja que

de 4> = 4>u es segueix que:

7rl(4)) = 7rl(4)U) = 7rl(7rO(4»u + 7rl(4))U) = 7ro(4))u. (4.17)

Projectant l'equació (4.16) en les seves parts a-parella i o-senar tindrem:

[7ro(8) + 7rl(8)][7ro(4» + 7rl(4))]O" + m[7ro(4)) + 7rl(4))] = O

La separació que hem efectuat de l'operador 'V de Cll,3, escrit aquí com 8 de Dirac, en

part a-parella i part o-senar, esta en principi limitada a l'ús de coordenades cartesianes,

ja que la connexió present en un sistema de coordenades genéric implica que les deriva

cions covariants contingudes en la part 'no vectorial' de l'operador 8 barrejaran diferents

paritats. En aquests casos la separació a-graduada de l'equació ha d'efectuar-se un cop

s'han realitzat totes les derivacions. Tanmateix quan la connexió respecta la o-graduacíó,
com succeeix per transformacions de coordenades i graduacions que respecten l'isotropia
espacial, continua sent valida la descomposició 8 = 7ro (8) + 7rl (8).

Substituint (4.17) en la darrera equació obtenim:

7ro(8)[7ro(4» + 7ro(4))u]fO" + 7rl(8)[7ro(4» + 7ro(4))u]fO" + m[7ro(4)) + 7ro(4))u]f = O

2En aquest capítol i I'apéndix e a generalitza i, per tant, no és sinónim de l'automorfisme principal
o involució graduada definida en el primer capítol.
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amb f = �(1 + u). Finalment, explicitant f tenim:

7f0(8)7f0 (<p)CJ + 7f0(8)7f0( <p)uCJ + 7f1 (8)7f0 (<p)CJ+ 7f1 (8)7f0 (<p )uCJ + m7fo (<p) + m7fo (<p)u = O,
'----...-" '----...-" '--v--" '---v-"

EClO EC¿! EClO EC¿! EClO EC¿!

on apareixen dues equacions: una per la part a-parella i una altra per la o-senar. Prenent

l'equació o-parella", definint 7f0(<p) = rJ i multiplicant-la per la dreta per u obtenim:

7f0 (8)rJuCJ + 7f1 (8)rJCJ + mnu = O

o també:

8rJCJ + mnú _- O , rJ E ce (4.18)

amb 8(.) = 7f0(8) (')U+7f1 (8) (.). Essent aquesta l'equació de Dirac en la versió operacional
generalitzada que estávem buscant. Fent u = eo i CJ = e12 es recupera l'equació de Dirac

Hestenes.

Com una primera aplicació podem veure quina és la versió operacional de l'equació
de Dirac en la representació de Majorana. En aquesta representació les matrius són de la

forma:

d'aquí seguint els passos marcats anteriorment obtenim l'idempotent:

on identifiquem u = e20 i CJ = el' Podem definir una Z2-graduació de manera que e20

sigui o-senar i el o-senar. De fet, aquesta graduació no és única. D'entre elles escollim

la següent:

ClO Cl1

O-vectors 1

1-vectors e1,e2,e3 eo
,

2-vectors e12, e23, e31 elO, e20, e30

3-vectors e123 e012, e023, e031

4-vectors e0123

3pot veure's que l'equaci6 que es deriva de la tria o-senar és idéntica.
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Aquesta álgebra no és isomorfa a la que es deriva de la representació de Dirac ja que

or � Clo,3 � lHI EB lHI. És interessant remarcar que, en. aquesta graduació, no tots els

vectors e¡..t. són o-senars i, per tant 71"0(8) = ek8k amb k = 1,2,3 i 71"1(8) = e08°. Així

l'equació (4.18) per a la representació de Majorana és:

Multiplicant per la dreta per eo i fent eo'T}eo = �, l'equació anterior ens queda com:

'T} E Clo = Clo,3 � lHI EB lHI.

4.4 Corrcspondóncies formals entre espinors algébrics i

espinors o-operacionals.

Sigui

i : (Cl1,3 0 C)P1 -+ ClO 0 R, ¿(<1» = 'T} = 471"0(Re(<1»), (4.19)

una aplicació que relaciona els espinors algébrics amb els o-operacionals. Tot i que Clo 0
R = cr és una álgebra real, aquesta esta dotada d'un estructura complexa [41, 78]. Una
estructura complexa en un espai vectorial V és un endomorfisme antiinvolutiu J sobre V

de manera que J2 = -Iv. En cr l'endormorfisme

J: Clo ---+ cr , 'T} H J('T}) = -'T}a (4.20)

defineix una estructura complexa, ja que:

J(J('T})) = J( -'T}a) = -( -'T}a)a = -'T}

Vegem que amb aquesta estructura complexa l'aplicació e, definida en (4.19), és un

isomorfisme complexo Per demostrar-ho veurem que existeix ¿-1 i que ¿-l(J('T})) = ú-1('T}):

• Sigui <1> E (Ch,3 0 C)P1• Llavors

<1> + <1>*
'T} = 471"0(Re(<1») = 471"0( 2 ) = 271"0(<1>P1 + <1>*P2)
= <1>P1 + a(<1>Pl) + <1>*P2 + a (<1>*P2) (4.21)
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Degut a la tria u E ClI i a E cv sabem que a(PI) = P3 i a(P2) = P4• Aleshores

4.21 quedara

d'on multilplicant per PI per la dreta obtenim:

<I> = r¡PI

i per tant ¡,-l(r¡) = r¡PI.

• D'altra banda,

Així dones, es tracta d'un isomorfisme complexo

Aplicant l'isomorfisme p de la secció anterior, podem obtenir l'expressió geométrica
equivalent a l'acció d'una matriu A E C(4) sobre un element 7jJ E C(4)P. Definint

A = p-l(A), tenim que A7jJ t-+ A<I>. Descomponent l'operador A en part real i complexa
A = Re{A} + ilm{A}, podem esciure:

A<I> = Re{A}<I> - ilm{A}<I>a ambiP = Po

Anem a transcriure en termes o-operacionals l'acció algébrica A<I>. Aplicant ¡, a l'ex

pressió anterior tenim:

¡,(Re[A]<I» = 47fo[Re[Re[A].<I>]] = 47fo[Re[A]Re[<I>]],

on ara

• Si Re[A] E es,

47fo[Re[A]Re[<I>]] = Re[A]47fo[Re[<I>] = Re[A]r¡

• Si Re[A] E ClI,

47fo[Re[A]Re[<I>]] = 47fo[Re[A]Re[<I>]u] = Re[A]47fo[Re[<I>]]u = Re[A]r¡u
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Per tant finalment:

¿(Re[A]<I» = {Re[A]r¡, si Re[A] E cr,
Re[A]r¡u, si Re[A] E Cl1,

(4.22)

Per Im[A] les expressions són análogues,
Del resultat anterior es pot veure que l'operador de Dirac modificat BU = 7ro(8)(·)u+

7r1(8)(·) pren una forma més simple. Sigui Clo un espai de representació de Cl¡,3' Mit

jancant (4.22) definim una representació:

Op: Cl¡,3 ---+ Aut(CIO); Op(rp)(r¡) = ePor¡ + rp1r¡U.

on r¡ E cr i eP E Cl¡,3 amb eP = ePo + ePI, ePk E cv, Llavors podem escriure:

B = Op(8)

L'operador moment també es pot escriure en el formalisme a-operacional. Aquest
operador actuant sobre l'espai de representació ([;4 ve donat per p¡.¿[rp] = i8¡.¿[rp]. Mitjancant
P podem escriure per l'espinor algébric:

Finalment, l'operador moment en funció dels espinors operadors s'obté aplicant ¿ i recor

dant que a és o-parell:

(4.23)

4.5 Versió multivectorial en representació quiral.
Considerem les matrius gamma en la representació quiral:

Q (O -1)PQ(eo) = 1'0 =

-1 O
' -ak)O

' k = 1,2,3.

L'idempotent primitiu associat associat a aquesta representació és:

1
-)

1
)P = PQ =

"2 (1 + e30 "2 (1 + ie12 , on identifiquem u = e30, a = el2,

Abans de trobar la corresponent versió operacional de l'equació deDirac cal expressar,
en aquest formalisme, l'operador quiralitat Q. Aquest operador quan actua sobre espinors
definits en l'espai ([;4 ve donat [6] per:

Q[rp] = 1'5rp = -h0123rp.
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Aplicant l'isomorfisme p-l i les propietats algébriques -iP = Pe12, e30P = P, <1> = <1>P

obtenim l'expressió corresponent a la seva acció sobre els espinors algébrics:

on <1> és la involució graduada de <1>.

Fent ús de l'isomorfisme ¿ que relaciona els espinors algébrics amb els operacionals, i
del fet que l'involució graduada

A

i a commuten" podem escriure:

-

Q[1]] = 47l'o[Re[<Í>]] = 47l'o[Re[<Í>]] = f¡ (4.24)

Una Z2-graduació adequada'' pel cas quiral sera:

ClO ClI

Q-vectors 1

l-vectors eo el,e2,e3

2-vectors e12, e23, e31 eOI, e02, e03

3-vectors e012, e023, e031 el23

4-vectors eOl23

(4.25)

Un cop definida, l'operador de quiralitat ens permet descompondre cr en les usuals
A

-parella i
A

-senar, és a dir, cr= = cv n Clt3' Es segueix de (4.24) que podem donar
,

una caracterització clara de la quiralitat" referida als espinors operadors:

ClO+ = {Espai dels espinors right-handed}
cr: = {Espai dels espinors left-handed},

La versió operacional de l'equació de Dirac en la representació quiral sera:

Donat que eo commuta amb cr podem escriure finalment:

(4.26)

4Recordem que, en aquest capítol a és una generalització de la involució graduada
5Demanarem u = e3D E co i O' = el2 E CiD
6La distinció quiral entre espinors right(left)-handed no té res a veure amb la distinció espinor operador

per la dreta i per l'esquerra introduida al capítol 2.
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4.6 Descomposició polar de l'espinor a-operador.
En les seccions anteriors hem obtingut equacions multivectorials de Dirac corresponents a

diferents representacions de les matrius gamma. Aquestes equacions i els espais espinorials
associats a elles difereixen de les obtingudes en la presentació de Dirac-Hestenes. En

aquesta secció mostrarem com, fent ús de la possibilitat de modificar la Z4-graduació
ffik=oAk (V) de , podem sempre obtenir una equació formalment idéntica a la de Dirac

Hestenes i que, com ella, l'espai espinorial corresponent és isomorf a cu;,
Sigui {e¡.t} una base ortonormada de l'espaitemps de Minkowski M. Recordem que

havíem definit l'idempotent P = �(l + uH(l + iO") amb u = S-leoS i O" = S-le12S.
Definim, mitjancant aquesta transformació S, un nou conjunt de 'vectors' {E¡.t / E¡.t =
S-le¡.tS}, que verifiquen E¡.tEv + EvE¡.t = 2g¡.tv' És a dir, {E¡.t} constitueix també un

conjunt ortonormal generador respecte del producte geométric tot i que, en general, els

seus elements no són vectors de M.

Definim els operadors de reversió (.)R i paritat (.)p relatius a la nova base {E¡.t} de la
següent manera:

(E¡.t)R = E¡.t, estenent-se a Cll,3 0 C com un antiautomorfisme,

(E¡.t)P = -E¡.t, estenent-se a Cll,3 0 C com un automorfisme.

Naturalment, (.)R i UP defineixen una Z4-graduació per a l'estructura d'espais vec

torials de Cll,3 0 C que fem explícita mitjancant l'expressió:
4

Ch,3 0 C = E9Ck,
k=O

on

Co = C (escalars),
Cl = {a: aP = -a and aR = a},
C2 = {a : aP = a and aR = -a},
C3 = {a : aP = -a and aR = -a},
C4 = {a : aP = a and aR = a} = spanc{E0123}.

Sigui p : Ch,3 0 C -+ C(4) l'isomorfisme definit per p(E¡.t) = "'t{j. Seguint el procedi
ment habitual, pero ara amb:

P = �(l + Eo)�(1 + iE12) on Eo = u i E12 = O"
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obtenim:

1)<I>E12 + m<I> = 0, on <I> _ 4 Re(-¡P) i 1) = E,JJ¡'¡'

La Z4-graduació indueix sobre l'estructura d'espais vectorials de Cl1,3 una Z2-graduació
a l'estructura algébrica de Cl1,3, a saber:

k parells k senars

D'acord amb el procediment seguit a les seccions anteriors, prenent a = (.)P i a = 1)

trobem la següent versió operacional de l'equació de Dirac:

(4.27)

Veiem que aquesta equació és formalment idéntica a l'equació de Dirac-Hestenes. Les

quantitats que hi apareixen, pero, han estat modificades respecte les de Hestenes per una

transformació basada en E¡.¡. = S-le¡.¡.S. En especial, l'operador 1) associa les derivacions

8¡.¡. corresponents a les coordenades Minkowskianes a uns 'multivectors' obtinguts dels e¡.¡.

mitjancant S, que és una isometria de l'álgebra Cl¡,3. Només quan S és una isometria de

l'espai de Minkowski, base de l'álgebra, es conserva plenament el significat geométric de

l'operador 8 = v,
D'altra banda, l'espai dels espinors solució de l'equació (4.27) s'ha obtingut a partir

de l'espai dels espinors operadors de Hestenes a través de ClD = S-ICli3S i, per tant,
,

isomorf a Clt,3 � C(2). Com a conseqüéncia, l'espinor r¡ E ClD admet una descomposició
polar

on R' i no pas R és una transformació de Lorentz de l'espaitemps.
El conjunt ortonormal {E¡.¡.} forma un espai vectorial real de quatre dimensions:

sobre el que podem definir la métrica h(x, y) = !(xy + yx) amb x, y E W. W és isométric

a l'espai de Minkowski M i, per tant, Cl(W) 0 C � Cl(M) 0 C. Cal recordar, pero, que
el subespai real W és una combinació de multivectors de diferents graus de Cl(M) 0 C.

D'altra banda, en la descomposició polar anterior, RE Spin+(W) = {a / aP = a i aRa =

1}. Spin+(W) és el doble recobridor del grup SO+(W) de W, pero no del grup d'isometries

própies ortocrones de l'espai de Minkowski.
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En aquesta secció hem arribat, dones, a una conclusió forca similar a l'obtinguda en

el capítol 2 quan tractávem dels referencials espinorials. En aquell cas l'ancoratge de l'es

tructura espinorial requeria introduir una relació d'equivaléncia entre els excessivament

nombrosos parells (:E, R) i seleccionar un únic parell (:Eo, 1) com a 'fiducial'. La doble mul-

o

tiplicitat 'Lorentz' dels parells (:E, R) quedava estructurada en una multiplicitat espúria
que relaciona les diferents eleccions 'fiducials' (els diferents elements del conjunt quocient)
i una multiplicitat física, corresponent al principi de relativitat, que permet obtenir tots

els elements de la classe seleccionada que, ara sí, es corresponen de manera unívoca amb

tots els sistemes de referencia inercials. Pel cas de la teoría matricial de Dirac, tractat

aquí, l'ancoratge en l'espaitemps requereix la tria d'un parell fiducial (:E, {I'tt}) com, per

exemple (:Eo, {I'�}). El grup de transformacions invertibles de l'álgebra de Clifford per

met moure'ns per tot el conjunt de parells, sent l'análeg de la doble multiplicitat Lorentz
desestructurada del cas anterior. Un cop triada la fiducial aquest grup queda estructurat

en transformacions físiques corresponents al principi de relativitat i transformacions es-,

púries corresponents a formalismes matricials alternatius i equivalents per a l'equació de

Dirac.



Capítol5

El canvi de signatura.

- Vosté és euclidiá i no té ni idea del trasbals que estem passant.
Pere Calders a Invasió subtil i altres cantes.

5.1 Motivació.

El canvi de signatura no és una novetat en física matemática, En mol tes ocasions ha

permés donar solucions a problemes físics ja plantejats, mentre en altres ha estat un

incentiu per plantejar nous interrogants. Exemple dels primers és la formulació euclidiana

de les teories de camps quántics [36] i dels segons determinats treballs realitzats en el marc

de la relativitat general [29, 55]. En el domini de les álgebres de Clifford obre una porta
a l'especulació amb idees prou interessants com les presentades per Pezzaglia a [65], on
estudia la irraonable llibertat d'elecció entre les dues signatures d'espaitemps.

Hem vist, en el primer capítol, que per definir l'álgebra de Clifford generada sobre

un espai vectorial V necessitem dotar a aquest espai d'una forma bilineal g. Així dones,
l'estructura de l'álgebra no depén només de la dimensió de V sinó també de la signatura
de g. Aixó comporta, com várem veure quan estudiávem els teoremes d'isomorfia, que

dues álgebres Clp,q i Clp/,q/ amb p + q = p' + q' = n, en general, no siguin isomorfes. En el

cas minkowskiá la tria de la signatura, +2 o -2 ha arribat a provocar una mena d'escissió

entre els físics i, fins i tot, a causar més d'un desencís [81]. Per a l'espaitemps les dues

álgebres de Clifford 'enfrontades' són Cl3,1 i Cl¡,3. Aquestes no són isomorfes ja que, en

termes d'álgebres matricials, la primera és isomorfa a les matrius quaternióniques 2 x 2 i

la segona a les matrius reals 4 x 4, reflectint la diferencia en els quadrats dels monomis

multivectorials. Aquesta característica de les álgebres reals desapareix al procedir a la
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seva complexificació. L'estructura de les álgebres de Clifford complexes depén només

de la dimensió de V, i no de la seva signatura. En contraposició al que és habitual la

complexificació causa, en aquest cas, un empobriment de les estructures.

Podem passar d'una teoria minkowskiana a una d'euclidiana fent imaginaria la com

ponent temporal t --t it; aquesta és la coneguda transformació de Wick. Donar una

interpretació geométrica a aquesta transformació no és senzill. Nieuwenhuizen i Waldron

[61] ho fan considerant la transformació com una rotació en un espai de cinc dimensions,
després d'afegir una nova component temporal. Tot i que el treball escapa de manera

enginyosa del problema de la degeneració de la forma bilineal, el significat d'aquesta nova

dimensió esta per aclarir.

L'equació de Dirac, on l'operador \7 esta definit per tota dimensió i signatura, es

formula en espais quadridimensionals en termes de matrius complexes 4 x 4 que obeei

xen la relació r¡.trv + rvr¡.t = 2g¡.tv on g¡.tv = diag(l, 1, 1, 1) en el cas euclidiá i g¡.tv =

diag(l, -1, -1, -1) o g¡.tv = diag( -1,1,1,1) en el minkowskiá. L'álgebra te(4) de les ma-_

trius complexes 4 x 4 és la representació matricial de l'álgebra de Clifford Gl4 ®C Ja que

les álgebres de Clifford complexificades de mateixa dimensió són totes isomorfes podem
escriure que:

te( 4) � R(4) ® te � Gl3,1 ® te � Gl1,3 ® te � Gl4,0 ® te � ...
- Gl4 ® te.

D'altra banda la mateixa álgebra matricial te(4) és isomorfa a les álgebres de Clifford

reals Gl4,1 � Gl2,3 � GlO,5, mostrant la complexificació de l'álgebra pot resultar de la

introducció d'una nova dimensió.

En aquest capítol presentarem el canvi de signatura en les álgebres de Clifford reals com

una transformació efectuada dins l'estructura algébrica que sustenta la teoria, sense cap

necessitat d'introduir noves dimensions i per tant evitant la complexificació. El principal
precedent el trobem en els treballs de Lounesto [52, 54]. En aquests es discuteix el

problema de canvis entre signatures oposades, és a dir, transformacions de Glp,q a Glq,p.
La nostra proposta pretén abracar qualsevol canvi en qualsevol dimensió.

5.2 La transformació tilt.

Quan es vol passar d'una álgebra a la seva oposada, posem per exemple de Gl1,3 a Gl3,1, és
costum utilitzar la transformació "I¡.t --t Í"(¡.t on {"I¡.t} formen base de l'espai vectorial que
genera l'álgebra. Aquesta transformació no té cap sentit dins R4, ja que Í"(¡.t E iR4. La
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idea de Lounesto es dotar a ]R4 de dues estructures quadrátiques ]Rl,3 i ]R3,1. Així dones,
posarem en correspondencia una base de l'espaitemps ]Rl,3 {'Yo, 'Yl, 'Y2, 'Y3} amb una altra

de ]R3,1 {eo, el, e2, e3}, de manera que un mateix vector A E ]R4 es podrá expressar com

i, evidentment, tindran quadrats diferents.

La transformació tilt aconsegueix relacionar els productes de Clifford d'ambdues álge
bres mitjancant:

(5.1)
Cll,3 product C13,l product

El que fa aquesta correspondencia és simular el producte geornétric de Cl3,1 dins Cll,3.
EIs superíndexs + i - corresponen a la part parella i senar, respectivament, de l'element

en qüestió. Encara que la transformació tilt és valida per a qualsevol dimensió, esta

limitada als canvis entre signatures oposades. En les próximes seccions, a més de donar

una definició més practica del producte tilt veurem com generalitzar-lo per a qualsevol
canvi de signatura.

5.3 El producte vee.

Sigui V un espai vectorial real de dimensió 4. En aquesta dimensió podem construir cinc

álgebres de Clifford reals diferents depenent de la signatura triada: Cl4,0, Cl3,1, Cl2,2, Cll,3
i ClO,4. Considerem pel moment les álgebres Ch,3 i Cl4,0. Sigui A, B E Cl4,0 i AB el seu

producte de Clifford. Definirem un nou producte, que anomenarem producte vee, V, que

simulara el producte de Clifford de Cll,3 dins Cl4,0. Per fer-ho seleccionarem primer en ]R4,0

(l'espai vectorial real que sustenta Cl4,0) un vector unitari eo per representar la quarta

dimensió i completarem la base amb tres vectors ortonormals més {ei} on i = 1,2,3.
Definim ara, per u, v E ]R4,0 el producte:

u V v = (-1) (vu - 2 (v . eo) (eo . u)) (5.2)

d'aquesta definició veiem que

eo V eo = (-1) (vu - 2(v· eo)(eo . u))
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Donats u, w E Cl4,0 sabem que

ara utilitzant el producte vee tenim que,

uVw+wVu -wu + 2(w· eo)(eo . u) - uw + 2(u· eo)(eo . w)
2(uowo - UIWl - U2W2 - U3W3)

De cara a estendre el producte més enllá dels vectors podem donar una expressió una mica

més general que ens permetrá comprovar el bon comportament de la nostra proposta.

Siguin Bk un k-vector i v un 1-vector de Cl4,0. Per ells podem definir

(5.3)

(5.4)

Aquesta definició, que inclou com a cas particular (5.2), ens permet mostrar que el nou

producte és associatiu. Esbossarem la demostració per de tal mostrar com treballa el nou

producte. Cal dones veure que v V (u V w) = (v V u) V w.

v V (u V w) = v V [-wu + 2(w . eo)(eo . u)] =

v V [-w . u - w A u + 2(w· eo)(eo . u)] =
- (w . u) v + 2 (w . eo) (eo . u) v - v V (w A u)

utilitzant (5.4) podem escriure el terme v V (w A u) com

(w A u)v - 2((w A u) . eo)(eo . v) =

(w A u) . v + w A u A v - 2 ( (w A u) . eo) (eo . v)

així v V (u V w) quedara

- (w· u)v + 2(w . eo)(eo.' u)v
- (w A u) . v - w A u A v + 2 ( (w A u) . eo) (eo . v) (5.5)

Ara de la relació (1.17) veiem que

(w A u) . v = -v' (w A u) = -(v· w)u + (v . u)w
(w A u) . eo = - (eo . w)u + (eo . u)w
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i substituint a (5.5) obtenim

- (w . u) v + (w . v)u - (u . v)w - w A u A v + 2 (w . eo) (eo . u)v
- 2(eo . v)(eo . w)u + 2(eo . v)(eo . u)w (5.6)

fent el mateix procediment per (v V u) V w veiem que el producte que hem definit és

associatiu.

Una altra propietat básica d'aquest producte és la preservació de l'estructura multi

vectorial. Donats dos vectors u, w tenim que

111

2[u, v]v = 2(u V v - v V u) = 2( -vu + 2uovo + uv - 2uovo)
1 1

= 2(uv-vu) = 2[u,v] =uAv
Finalment, essent Al un 1-vector i Bk un k-vector podem expressar el producte Al V Bk

com

(5.7)

Aquesta expressió pel producte vee, que esta formulada en termes de la Z-graduació
vectorial de I'álgebra ens permet realitzar el producte entre elements arbitraris. Notem,
pero, que requereix la singularització d'un vector, en aquest cas eo.

En totes les aplicacions del canvi de signatura que seguiran considerarem identificat a

tot multivector contravariant de l'álgebra de partida un multivector de l'álgebra de Grass

mann contravariant amb idéntiques components. Aquest element pot llavors considerar-se

que pertany a totes les álgebres de Clifford contravariants de la mateixa dimensió i, per
tant, li correspondrá el mateix símbol. Aquesta associació suposa, des d'un punt de vista

práctic, posar a disposició dels multivectors de Grassmann totes les estructures métriques
no degenerades. 1 el que permeten les operacions de canvi de signatura és condensar-les

totes en una única estructura Clifford.

5.4 L'equació de Dirac-Hestenes i el producte vee.

Com a primera aplicació del nou producte vee simularem l'equació de Dirac ordinaria en

el context euclidiá. Per diferenciar en quina algebra estem treballant cal tenir cura de

la notació. Les bases de Ch,3 vindran descrites per TI i les de C14,0 per el. Partint de

l'equació de Dirac-Hestenes, després d'operar per la dreta amb e12 podem escriure:

(5.8)
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Podem escriure aquesta equació usant el producte vee en un espaitemps euclidiá amb

'I/J E Cl4,0, on e¡.t = e¡.t, com:

o V 'I/J + q A'l/Je12 - m'I/J V e012 = O (5.9)

Cal notar també que e012 = eOele2 = eOVelVe2. Vegem com aquesta equació es pot escriure

en termes del producte de Clifford original (el minkowskiá) en l'espaitemps euclidiá, Per

fer-ho separarem l'operador de Dirac en les seves parts espacials i temporals,

Usant 00'I/J· eo = HOo'I/Jeo - eooo'I/J) podem escriure la part temporal com

oo'I/Jeo - 2(00'I/J· eo)(eo . eo)
1

oo'I/Jeo - 2["2(00'I/Jeo - eooo'I/J)] = eooo'I/J

D'altra banda, per la part espacial tenim:

Així, podem escriure l'operador de Dirac com:

(5.10)

És fácil veure que s'acompleix:

(5.11)

on DM = 05 - ¿�=l 01, mentre que \J2'I/J = DE'I/J amb DE = 05 + ¿�=l 01.
El terme de massa de l'equació quedara com:

(5.12)

i el terme d'acoblament electromagnétic sera:

(5.13)

Per tant l'equació de Dirac en Cl4 o és:
,

(5.14)

És important tenir en compte que totes les expressions estan escrites en Cl4,0. A més,
pot veure's que les solucions de (5.8) són solucions de (5.14) i viceversa, en el sentit de la

identificació multivectorial establerta al final de l'apartat anterior.
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5.5 Producte vee i producte tilt. El cas general.

Com ja hem vist, Lounesto estudia el canvi entre métriques de signatura oposada. Per

aixó definí la transformació tilt (5.1) que, com veiérem, esta basada en la descomposició
parell/senar de l'álgebra. Per incorporar aquesta correspondencia al nostre formalisme la

reinterpretarem mitjancant un nou producte, que anomenarem producte tilt que indicarem

per *t:

(5.15)

Així dones, tenim definits dos productes

Producte vee: Al V Bk = (-l)kl[BkAl - 2(Bk . eo)(eo . Al)]
Al *t Bk = (-l)klBkAl

(5.16)

(5.17)Producte tilt:

Com es pot veure les expressions dels dos productes tenen un terme comú. El producte
tilt és més intrínsec en el sentit que només depén dels propis factors. Vegem quin és el

significat del terme amb component eo del producte vee. Com hem vist aquest producte
simula el canvi de signatura

(+ + ++) � (+ - --)
"--v----" "--v----"

Cl4,O Ch,s

on els signes corresponen als quadrats dels elements de la base canónica, Fixem-nos que

tots els quadrats canvien llevat del corresponent a la component eo. La definició del

producte vee pel canvi oposat, ie. (+ - --) � (+ + ++), és exactament la mateixa

conservant-se també el quadrat de la component eo. D'altra banda, el producte tilt canvia
tots els quadrats,

(+ - --) � (- + ++)
"--v----" "--v----"

Ch,s ClS,l

resultant innecessária la substracció de termes. Un cop més, el problema oposat (- +
++) � (+ - -- ) es resol amb la mateixa definició pel producte. Tots aquests raonaments

ens porten, pel camí de l'heurística, a estendre el nostre producte vee a una expressió

genérica que permeti qualsevol canvi. Pels casos de més interés físic tenim:

(+ + ++)
t

(- - --)

++ (+ - --)
t

++ (- + ++)
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El canvi de signatura en una mateixa fila s'efectua utilitzant el producte vee. El canvi

entre files de la mateixa columna utilitzant el producte "tilt. Un canvi en diagonal, per
exemple (+ + ++) H (- + ++), requerirá composar els productes vee i tilt. L'esquema
el podem estendre a totes les signatures possibles en quatre dimensions:

(+ + ++)
t

(- - --)

H(+---) H(--++) H(---+) H(----)
t t t t

H (- + ++) H (+ + --) H (+ + +-) H (+ + ++)
(5.18)

Podem canviar la signatura al llarg de la mateixa fila coneixent l'element de la base

canónica e¡..¡ que no canvia el seu quadrat; aleshores

(5.19)
on l'índex fixat J..l no segueix el conveni d'Einstein. Pel canvi entre files de la mateixa

columna el producte tilt és sempre el mateix:

(5.20)-
Tot i que només hem treballat en quatre dimensions, no sembla difícil generalitzar aquest
esquema a qualsevol dimensió.

5.6 Operador de Hodge i operadors diferencials.

En aquesta secció simularem estructures euclidianes dins l'espaitemps de Minkowski. En

particular estudiarem la diferencial exterior i la codiferencial, operadors rellevants en el

problema de trobar solucions autoduals i antiautoduals del camp electromagnétic. Com

és ben sabut, en l'espaitemps de Minkowski no existeixen solucions reals al problema
*F = ±F, on F és el bivector de Faraday (2-forma) del camp electromagnétic i * és l'ope
rador estrella de Hodge. En canvi, en l'espaitemps euclidiá aquest problema té solucions;
aquestes són donades per E = ±B, on E i B són les components 'eléctriques' i 'magnéti
ques' de F. Reproduirem aquests resultats a l'espai de Minkowski on tindrem ara camps

eléctrics i magnétics reals 'pseudoduals'. Aquesta 'pseudodualitat' porta aparellada una

redefinició de l'estrella de Hodge i els operadors diferencial exterior i codiferencial.

5.6.1 L'estrella de Hodge.

L'operador estrella de Hodge * en l'espaitemps de Minkowski és:

*<1> = <1>1'5 (5.21)
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Utilitzant el producte vee podem escriure l'operador estrella de Hodge * euclidiá en Clr,3
com:

*q, = q, V ')'5 (5.22)

Recordem que ')'0 V ')'1 V ')'2 V ')'3 = ')'0')'1')'2')'3 i que ')'5 V ')'5 = 1 mentre que ')'5')'5 = -1.

Per avaluar l'expressió (5.22) usant la definició del producte vee és convenient separar q,

segons la graduació parell/scnar, és a dir q, = q,+ + q,- on q,± = ±<Í>±. Aixó ens permet

d'escriure,

q, V ')'5 = q,+ V ')'5 + q,- V ')'5 (5.23)

on

e+ V ')'5 = ')'5q,+ + 2')'123(10' q,+) = ')'5(q,+ - 2')'0(10 . q,+))
= ')'5(q,+ - ')'0 (loq,+ - q,+')'o) = ')'5')'0q,+')'0

Amb un procediment semblant per la part senar obtenim

i, per tant, podem escriure (5.23) com

q, V ')'5 = ')'5')'0 q,')'o

Finalment, l'operador estrella de Hodge euclidiá quedara com

(5.24)
...... -

on recordem que q, = <Í> = <Í>. Si tenim present que l'operador paritat P ve donat per

i reescrivim (5.24) com

aleshores

(5.25)

obtenint finalment una expressió de l'operador de Hodge euclídiá * escrit exclussivament

en termes propis de l'espaitemps de Minkowski.
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5.6.2 La diferencial exterior i la codiferencial.

En l'espaitemps de Minkowski, la diferencial exterior d i la codiferencial Ó es poden escriure

en funció de l'operador de Dirac [42] com

(5.26)

on recordem que l'acció per la dreta de l'operador de Dirac V es defineix com <I>V =

(OJl.<I>)'YJI.. No és difícil comprovar que les expressions anteriors verifiquen la propietat defi
nitoria Ó = *d*. La diferencial i codiferencial euclidianes les designarem per d i J. Com la

diferencial es defineix sobre multivectors covariants (formes diferencials) independentment
de l'existéncia d'una estructura métrica! es verificara la relació d = d, que comprovarem

com a prova de consistencia del formalisme. En canvi, aixó no passará amb l'operador
codiferencial ja que aquest depén de la métrica.

Escrivim els dos operadors euclidians en l'espaitemps de Minkowski usant el producte
vee en les fórmules .(5.26), en lloc del producte Clifford,

(5.27)

Estudiem detingudament les expressions \7 V <I> = "'(JI. V oJl.<I> i <I> V V = oJl.<I> V "'(JI.. Per

<I>k E Ak aleshores

°
.

\7 V e, = "'( V Oo<I>k + "'(� V Oi<I>k
= (-l)k[Oo<I>k"'(o - 2(Oo<I>k . "'(0)] + (-l)koi<I>k",(i
= ",(°Oo<I>k + (-l)k(oi<I>k)'Yi

on hem utilitzat que

De manera similar podem obtenir

per tant tenim que

1D'acord amb aquesta propietat, en tota aquesta secció considerarem identificats els diferents multi

vectors Clifford i els exteriors en la seva forma covariant.
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Finalment, substituint en les expressions (5.27) demostrem:

d<p = � ( ¡ooo<P + Oi�¡i + ¡iOi<P + OO�¡o)
= � (¡J1.0J1.<P + OJ1.�¡J1.) = d<p,

(5.28)

mentre que per a l'expressió de la codiferencial 8 tenim que

8<p = � ( ,ooo<P + Oi�¡i _¡iOi<P - OO�¡o)
= � [('y°oo<P _¡iOi<P) - (OO�¡o - Oi�¡i)]

on clarament es mostra que 8 =1= 8. Utilitzant l'expressió (5.24) per l'operador de Hodge

(5.29)

euclidiá escrit en Minkowski tenim que

i per tant

*d * <P = � (¡SOJ1.<P¡O¡J1.¡S¡O + 'S¡O¡J1.¡OOJ1.�¡s)
= � (¡O,J1.¡OOJ1.<P - OJ1.�¡O¡J1.¡o)
= � [(,ooo<P _¡iOi<P) - (OO�¡O - Oi�¡i)]

comparant aquest equació amb (5.27) obtenim la propietat definitoria de la codiferencial

euclidiana:

5.6.3 Solucions duals i antiduals del camp electromagnétic.

Considerem les equacions de Maxwelllliures pel camp electromagnétic en l'espaitemps de

Minkowski,

dF=O, 8F= O (5.30)

Aquestes equacions no tenen solucions duals ni antiduals, és a dir, solucions que satisfacin

les condicions

(5.31)
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En Cl¡,3 l'única solució per a (5.31) és F = 0, ja que F = ± * F = -=fF'Ys = -=f(-=fF'Ys)'Ys =

F('YS)2 = -F. Fixem-nos que el quadrat de l'element de volum juga un paper clau ja
que si fos positiu existirien bivectors autoduals o antiautoduals, situació que clarament

es dóna a C14,0 on l'element de volum té quadrat +1. Fent ús del producte vee podem
escriure les equacions de Maxwe11 euclidianes dins l'espaitemps minkowskiá com:

clF=O, 8F= ° , (5.32)

Aquestes equacions admeten solucions que satisfan F = ± * Fique podran escriure's

com:

(5.33)

A més, sabem que el bivector F es pot descompondre com

F=E+'YsB,

on

per tant E'Yo = -'YoE i 'YsB'Yo = 'Yo 'YsB . Ara és immediat comprovar que les solucions

duals i antiduals del cas euclidiá E = ±B satisfan les equacions (5.33) que transcriuen la

dualitatjantidualitat euclidianes.

5.7 El canvi de signatura i la Z2-graduació de les álge
bres de Clifford.

Entre els teoremes d'estructura de les álgebres geométriques de Clifford presentats en

el primer capítol n'hi ha un que relaciona les álgebres pare11es de signatura oposada, Le.

Cl:'q � Clip. Basant-se en e11 i en l'isomorfisme (C.4) de l'apéndix C és immediat estendre

aquest teorema al domini de les álgebres c-parelles basades en la a-Z2-graduació:

Teorema 5.1

Cl�,q � Cl�o+ql,qo+Pl (5.34)

Demostració.
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El producte vee (5.19) ha estat definit en funció d'un element de la base canónica

ew Aquest element és aquell que manté el seu quadrat en el canvi de signatura. És per

aixó que, triada una signatura, el mecanisme del producte vee permet canviar a qualsevol
altra signatura seguint determinats itineraris (5.18). En canvi, l'expressió del producte tilt
només permet canvis entre signatures oposades peró la seva expressió és independent de la

signatura. Si tenim present que en el canvi de signatura corresponent al producte tilt tots
els 1-vectors canvien per igual, com també succeeix amb l'automorfisme principal que dóna
la Z2-graduació, podem pensar en la possibilitat d'obtenir una formulació més canónica

del producte vee basada en una a-Z2-graduació adequada. De fet aixó ho aconseguirem

per als canvis de signatura que resulten de la composició d'una transformació vee i una

tilt i que expressarem mitjancant un producte vee-tilted Vt. La tria d'aquesta graduació
es fa seguint el criteri següent: l'únic 1-vector de cv sera aquell que el seu quadrat canvií
de signe. Així, per exemple, pel canvi de signatura: (+ + ++) � (- + ++) la graduació
sera:

Clo o;
O-vectors 1

1-vectors {ek} eo

L'expressió que fa efectiu el producte Vt és:

(5.35)

on k, l prenen els valors O ó 1 segons la o-paritat de l'element.

Notem ara que podem reformular de nou de manera compacte el producte tilt d'una

manera més fidel a la formulació original de Lounesto [52], fent servir com ell la Z2-

graduació:

(5.36)

on ara k, l prenen els valors O ó 1 segons la paritat de l'element.

Els productes (5.19) i (5.20) estan basats en una graduació Z d'espais vectorials i, per
tant deslligada de qualsevol consideració métrica. D'altra banda, les expressions anteriors

estan basades en una Z2 graduació de l'álgebra de Clifford.



Conclusions i perspectives.

En aquesta memoria pretenem haver mostrat, un cop més, que l'álgebra geométrica
de Clifford és una eina molt eficient per l'estudi de problemes físics. Aquesta eficiencia

ha estat posada de manifest en les seccions 1.8 i 2.5 on es demostra que el cálcul dels

observables d'una partícula, del camp electromagnétic i del camp de Dirac poden realitzar
se de manera formalment idéntica, A un sistema físic objecte d'estudi, caracteritzat per
l'observador � mitjancant un multivector 8"2:, (R, F o W segons el cas) , el cálcul de la

magnitud multivectorial observada 0"2:, es realitza mitjancant una expressió del tipus:

on 8"2:, és el multivector operador observable.
D'entre aquests camps físics hem dedicat el nostre treball, principalment, a l'estudi

del camp de Dirac clássic. El segon capítol ha pretés donar resposta a la necessitat de

dotar d'un llenguatge comú a la babel espinorial. Ho hem assolit generalitzant la unifica

ció de dos punts de vista: el relatiu a la teoria de representacions espinorials i el de la

definició d'espinor com classe d'equivalencia. En la secció 2.4 hem construít el referencial

espinorial deslligant-lo de l'espai de representació. Aquesta construcció ens ha permés
definir l'espinor independentment de l'espai de representació usat. Una eina important
ha estat la funció representació definida en la secció 2.2, que relaciona l'espai vectorial
'físic' (a on pertanyen els 'vectors físics' que no es transformen sota canvis d'observador)
amb l'espai 'generic'(al qual pertanyen les representacions d'aquests 'vectors físics'). La

funció de representació permet mostrar, de manera clara i en tot moment, en quin espai
estan definits els objectes de treball. La distinció entre l'espai 'físic' i genéric ha perrnés,



també, caracteritzar dos tipus d'espinors operadors (per l'esquerra o per la dreta) segons

el comportament dels seus observables sota canvis de referencia. D'altra banda, un trae

tament similar aplicat als espinors algébrics ens ha dut a definir un nou tipus d'espinor
que hem anomenat intern, en el sentit que transformacions que permeten canviar d'ideal

(i deslligades de l'observador) no transformen els observables. Aquestes transformacions

formen un grup G (secció2.9) que conté el grup Spin com a subgrup.

En el tercer capítol hem establert, mitjancant l'estructura algébrica d'ideals, una re

lació entre l'electró i el positró. Aquesta relació generalitza els treballs de Hestenes, bo i

permetent més llibertat en la tria dels idempotents primitius que generen els ideals mi

nimals utilitzats com espai de representació. S'ha demostrat que, pels casos de major
interés físic, els nostres resultats coincideixen amb els obtinguts per Parra [57, 64] en

l'estudi vectorial de l'equació de Dirac. Ara, pero, l'equació per l'electró i pel positró que

obtenim a partir del nostre formalisme porten associades la marca de l'ideal minimal del

que es deriven. Aixó permet, inclús en el cas lliure d'acoblament electromagnétic, distingir
les dues equacions. A més, hem mostrat que la densitat d'energia també porta associada

aquesta empremta de l'ideal, validant com a solucions d'energia positiva, per l'equació del

positró, aquelles que en les presentacions habituals són considerades d'energia negativa.
Així dones, tot i tenir dues equacions 'idéntiques' pel cas lliure, les solucions d'energia po

sitiva d'ambdues són diferents. Al final del capítol demostrem, fent ÚS de la descomposició
polar, que aquesta diferencia es deguda a la rotació de dualitat que conté l'espinor. És

més, aquesta distinció ha permés redefinir la densitat de magnetització com M = �q)e21 �
on el valor absolut posa de manifest que el signe de la cárrega esta incorporat en la funció

d'ona, codificat per l'angle d'Yvon-Takabayasi.

Com várem comentar a la introducció Fauser a [32] conclou la necessitat d'una revisió

de la connexió existent entre la teoría de representacions espinorials i les Z2-graduacions.
En el quart capítol hem efectuat aquesta revisió. Partint de l'equació de Dirac demos

trem que, per un cas genéric, no podem obtenir una equació de Dirac-Hestenes usant la

Z2-graduació habitual. Mostrem que aquesta limitació és deguda el fort acoblament entre

l'estructura de l'idempotent primitiu i la caracterització de les parts reals/imagináries,
parellesjsenars de l'equació de Dirac 'algébrica'. Pel cas de Hestenes el desacoblament el

realitza la graduació habitual. Pel cas general demostrem que, respectant determinades

condicions, una nova Z2-graduació desacobla les equacions en una part a-parella i una

part o-senar. En l'última secció del capítol, en analitzar la relació existent entre la nova

subálgebra a-parella i la de Hestenes, hem vist que la primera presenta serioses limita-



cions degudes a la seva desvinculació amb les transformacions de Lorentz sobre l'espai
de Minkowski. No estem donant cap limitació sobre el" conjunt de de possibles repre

sentacions matricials. Simplement, donada una representació matricial (o un idempotent

primitiu) associada a una tétrada inercial de l'espai de Minkowski, només les representaci
ons conectades via el principi de relativitat tindran un ancoratge físico Aquest ancoratge,
com ja succeía pels referencials espinorials fiducials, es basa en una tria arbitraria, pero
fixada.

Ellligam entre el canvi de signatura i les a - Z2-graduacions presentades anteriorment
es mostra en el darrer capítol de la tesi. Lounesto defineix la transformació tilt a través de

la Z2-graduació habitual. Hem vist que nous productes basats en la Z-graduació usual,
definida sobre l'estructura vectorial de l'álgebra, resulten efectius pel canvi de signatura.
Hem classificat aquests nous productes en dos tipus: els productes tilt, que reproduei
xen els canvis entre signatures oposades, i els productes vee, que reprodueixen els altres

canvis. La diferencia formal entre aquest dos productes és que l'expressió pel producte
vee, a diferencia de la tilt, no és canónica. Finalment, hem estés el terema d'isomorfia de

subálgebres parelles de signatures oposades a un teorema d'isomorfia d'álgebres o-parelles,
Aquest teorema ha perrnés reconduir a una formulació canónica els productes associats

als canvis generals de signatura.

En acabar aquesta memoria les següents qüestions ofereixen noves perspectives de

continuítat en la línia de recerca iniciada:

• L'extensió i la generalització del cálcul d'observables de sistemes físics, aquesta dar

rera en la línia indicada per [68], pensem que pot contribuir, de manera significativa,
a una millor comprensió de la realitat geométrica subjacent als camps físics i com

partida per les teories clássica i quántica .

• El resultat del capítol tercer on es conclou que la relació entre l'electró i el positró
pot establir-se a través de l'estructura algébrica dele ideals, suggereix l'oportunitat
d'un estudi detallat dels espinors interns i del seu grup de simetria associat. Aquest
estudi, emmarcat dins el domini de les teories de gauge, pot permetre posar en

relació l'estructura d'aquests nous espinors amb exposicions com les realitzades per

J.S.R Chisholm i RS. Farwell [13, 12] sobre la teoria electrofeble.



• Finalment, creiem molt convenient estendre l'estudi comparatiu dels camps espi
norials associats a l'electró i el positró, fet al tercer capítol, a casos amb camp

electrornagnétic externo Un estudi detallat del factor de la descomposició polar
que conté l'angle d'Yvon-Takabayasi podria aportar nous elements de diferenciació

geométrica entre els camps de Dirac associats a les dues partícules.



Apéndix A

ÁIgebres de Clifford i álgebres simples.

A.l Idempotents, ideals i álgebres de divisió.

Definició A.l Un element l. dijerent de zero, d'una dlgebra A s'anomena idempotent si

P=j·

Definició A.2 Dos idempotents JI i 12 s 'anomenen ortogonals si JI12 = 12JI = o.

Definició A.3 Anomenarem a j idempotent primitiu si no es pot escriure com la suma

de dos idempotents ortogonals, és a dir, j =1 JI + 12 on R = JI, Ji = 12 i JI12 = 12JI = o.

Definició AA Un conjunt h e A s'anomena ideal a l'esquerra de A si Va E A i Vx E h
tenim que ax Eh.

Definició A.5 Un conjunt IR e A s'anomena ideal a la dreta de A si Va E A i Vx E IR
tenim que xa E IR.

Definició A.6 El conjunt I e A s'anomena ideal bilateral, o simplement ideal de A, si

Va, b E A i Vx E I tenim que axb E l.

Definició A.7 Un ideal I és minimal si no conté cap subideal no trivial, on per trivial

s 'entén I i 0.

Definició A.S A és una algebra simple si els seus dos únics ideals (bilaterals) són A i 0.

Definició A.9 Una algebra semisimple és la suma directa d'dlgebres simples.
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Definició A.10 Una ñlqebra de divisió és aquella en que tot element no nuZ posseeix un
inuers? D'aquesta definició es segueix que una álgebra de divisió no té altre idempotent
que la unitat: f = f-lP = f-l f = 1.

Teorema A.1 f és Z'únic idempotent de fAf si i tant sols si f és primitiu.
Demostració. Si no fos primitiu llavors f = 9 + h amb gh = hg = O d'on veiem que

gf = fg = (g + h)g = 9 i fh = hf = hiper tant 9 i h són elements de fAf, és a dir, no
hi ha un únic idempotent. Aixó ens demostra l'enunciat en el sentit en que ens diu que

si f és únic llavors és primitiu. La demostració en sentit contrari no és més complicada i

segueix utilitzant el recurs de la doble negació. Si 9 és un idempotent en fA], a més de

I, llavors f - 9 també és idempotent

(f - g) (f - g) = f2 - f9 - 9f + g2 = f - 2g + 9 = f - 9

on ens hem aprofitat de que f és la identitat en fAf. A més a més, g(f - g) = (f - g)g = 0-

i per tant podem descompondre f en la suma de dos idempotents ortogonals f = (f - g) +9
mostrant-nos que f no és primitiu. D'aquesta doble negació concloem que si és primitiu
aleshores és único

Teorema A.2 Si f és un idempotent primitiu llavors fAf és una dZgebra de divisió.

Demostració. De primer demostrarem que els únics ideals a l'esquerra de fAf són el

propi fAf i 0. Sigui J = Af un ideal a l'esquerra de A. Si f és primitiu aquest ideal
és minimal. Sigui J un ideal a l'esquerra no nul, aleshores J e fAf i AJ e AfAf =

AfJ e J, és a dir, AJ e J. Pero com havíem dit que 1 és minimal i J no és null'única

possibilitat és que AJ = J. Per una altra banda fAf = fJ = fAJ e J per tant fAf e J

pero hem vist que J e fAf per tant J = fAf, Le., els únics ideals a l'esquerra de fAf
són el propi fAf i 0. Sigui Z E fAf no nul. El conjunt fAfz és un ideal a l'esquerra de

fAf· Pero com fAf hem vist que no conté subideals no trivials tenim que fAf = fAfz.
Aixó significa que existeixen w, w' E fAf tals que wz = w' i en conseqüéncia existirá un

z' E fAf, no nul, tal que z'z = f on com ja várem veure f és la identitat en fAf. Pel

mateix argument existirá un z" E fAf tal que z" z = f. Ara z" = z"z' z = z, o sigui,
z'z = zz' = f el que mostra que fAf és una álgebra de divisió amb la unitat f.

1En general les álgebras de Clifford no són álgebres de divisió. En canvi tota álgebra de divisió

associativa que estén els reals correspon a una o més álgebres de Clifford. De fet tenim: IR � Clo,o �

Clt.o � Clt.1' e � Clo,1 � CIt,o � Clt.2' lllI � Clo,2 � Cl;'o � Clt.3'
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A.2 Representació regular i representacions irreducti

bles.

Definició A.ll Donat a E A, essent A una iLlgebra, definim l'aplicació lineal L : A ----+

End(A) com

L(a)b = ab Vb E A

L és una representació, ja que L(l) = 1 i L(ab) = L(a)L(b), que anomenarem represen

tació regular.

La representació regular aprofita l'estructura vectorial de la propia álgebra. Aquesta
representació és fidel. Per veure-ho demostrarem que és injectiva. Si L(a)c = L(b)c llavors
L(a - b)c = (a - b)c = O si prenem c = 1 aleshores a = b.

Imaginem que existeixen uns espais B, i B2 que són invariants sota l'acció de L, és a

dir, L(a)Bl e B, i que L(a)B2 e B2, Va E A. Aleshores podem escriure L = L, E9 L2 on

Ll : A ----+ End(Bl) i L2 : A ----+ End(B2). Podria donar-se el cas que existissin subespais
de B, i B2 que fossin invariants sota l'acció de Ll i L2• Continuant aquest raonament

podem arribar a un espai S i una representació C, : A ----+ End(S) de manera que els seus

únics subespai invariants sota l'acció de C, són S i (/J. Aleshores C, s'anomena irreductible.

S és un ideal minimal a l'esquerra de A ja que c'(a)S e S i per tant Va E A i Vx E S

tenim que ax E S. Així dones, podem concloure un resultat molt important pels nostres

interessos:

Teorema A.3 L 'espai de representació associat a una representació irreductible és un

ideal minimal a l'esquerra de l'ñlqebra:

La representació regular és fa encara més rellevant si treballem amb álgebres simples,
aixó és degut a un teorema [5] que diu:

Teorema A.4 Totes les representacions irreductibles d 'una iLlgebra simple són equiva
lents.

En el cas d'álgebres semisimples un altre teorema no menys important ens diu:
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Teorema A.5 Les representacions irreductibles d 'una algebra semisimple són equivalents
si i només si els seus nuclis són els mateixos.

Aquests últims teoremes seran de gran utilitat estudiar si les álgebres de Clifford són

simples o semisimples.

A.3 ÁIgebres de Clifford i álgcbres simples

Quan várem donar la classificació de les álgebres de Clifford veiérem que les podíem ex

pressar o com K0M (n, lR) o bé com [K0M (n, lR) 1 ffi [K0M (n, lR) l. Aquesta classificació

no és gratuita i ens permetrá identificar el carácter simple o semisimple de les nostres

álgebres, Per fer-ho sera necessari demostrar un resultat molt important:

Teorema A.6 Una alqebra A és simple si i només si A = K 0 M(n, R) on K és una

algebra de divisió.

Demostració. Farem primer la demostració cap a l'esquerra, és a dir, demostrarem que

una álgebra que pot prendre la forma K 0 M(n, R) és una álgebra simple. De l'álgebra
M(n, R) considerem el conjunt de les n2 matrius Eij definides de la forma següent (Eijhl .:....

ÓikÓjl no és difícil veure que Eij formen base per M(n, R), Com una álgebra simple és

aquella en que els únics ideals bilaterals de l'álgebra són ella mateixa i 0, agafarem un

element x d'un suposat ideal J e A i veurem a que correspon. Ja que J e A aleshores

x E A i el podem escriure com x = ¿ij XijEij on Xij E K. Si x = O llavors J = 0. Ara

hem de veure que si x i= O llavors J = A. Per fer-ho determinarem primer els coeficients

Xij sabent que les matrius Eij satisfan EijEkl = ÓjkEil i que ¿i Eii = lA

¿ xlmEkiElmEjk =¿ XlmÓilEkmEjk
klm klm

¿ XlmÓilÓjmEkk = Xij¿e; = Xij lA
klm k

Si F és una álgebra de divisió aleshores existeix Xijl i tindrem

¿xijlEkiXEjk = lA
k

(A.l)

Aquesta equació ens mostra que lA E AxA, és a dir, lA E J. Prenent dones x = 1 tenim

que AA = A e J. Com A e J i J e A llavors J = A.
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La demostració en sentit contrari és més elaborada. Es tracta de veure que si A

és simple es pot escriure com JI{ 0 M(n, �). Partim, dones, d'una álgebra simple A i

considerem els seus idempotents primitius {f¡, ... ,Jn} mutuament ortogonals. Definim

uns certs subespais Aij = JiAfi, de fet són álgebres ja que són subespais tancats sota el

producte. Calculem el producte de dues álgebres distintes

Com Jj és un idempotent AfiA és un ideal bilateral, pero com A és simple i fi =1= O llavors

AfiA = A i per tant

(A.2)

Treballem amb una álgebra en concret All = AljAjl 'Vj. Un element d'aquesta álge
bra és l'idempotent f¡ i per tant existeixen uns elj E Alj i ejl E Ajl tals que I, = eljejl.
Definim també uns eij = eilelj E Aij que compliran Aeij = JkJieijJj = AJdieijfi =

6kdieijJj = eij6ik i de la mateixa manera eijJk = eij6jk. Ara estem en condicions de

calcular el producte eijepq que de manera análoga a A.2 donara

Aquest resultat ens mostra que eii és un idempotent que ens servirá per expressar la

identitat lA de A

ja que ¿k ekkeij = ¿k 6kiekj = eij = lAeij. Com Ji és primitiu sera l'únic idempotent
de Aii i com eii també pertany a Aii aleshores eii = Ji' Tornant-nos a aprofitar del fet de

que h és primitiu llavors Aii = JiAJi sera una álgebra de divisió amb h com a identitat.

A més les álgebres Aii són isomorfes entre si. Ho demostrarem per construcció establint

la següent aplicació lineal

veiem que es conserva l'estructura:
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a més és invertible ja que <Pi/ = <Pji. Per tant veiem? que les álgebres de divisió Aii Vi

són isomorfes entre si.

Essent JI{ una álgebra de divisió, definim ara el següent isomorfisme com

(A.3)
j j

on l'invers el podem obtenir fent ellxell = Xl. Així dones, tenim que All � Akk � JI{.

Encara podem veure que per X E JI{

Xeij = L Xkeij =L ek1Xlelkeij =L eklXlelk6ki = ei1Xlelj
k k k

eijejlXI elj = eijXj =L eijXk = eijX
k

A cada a E A li podem associar (aij)k = ekiaejk. Llavors

i, per tant, si aij = ¿k(aijh segons (A.3) aij E JI{. Ara podem veure que

L (aij heij =L ekleliaejl elkeij =L ekiaejkeij
ijk ijk ijk

L ekiaejj6ki =L eiiaejj =L fiafi = a

ijk ij ij

i per tant A = JI{ 0 M(n, IR).

L'expressió a = ¿ij aijeij trobada per l'element a E A no és única ja que donat r E A

tal que 3r-1 sempre podem definir una nova base

i aleshores tindrem a = '"'"" a� "e�".�tJ tJ tJ

Degut a la tria feta en escollir All, l'espai de representació sera Afr. Per a E A podem
escriure

ij ij

2De [16] sabem que un morfisme f E Hom(X, Y) s'anomena isomorfisme si existeix 9 E Hom(Y, X)
tal que f o 9 = Idv , 9 o f = Idx.
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d'on veiem que {eil} genera Afr. No és difícil demostrar que {eil} és una base per l'ideal

a l'esquerra Afr. Com eil :::::= ei on e, és una base de ]Rn aleshores Afr :::::= JI{ 0]Rn.

Per obtenir un espai de representació irreductible hem de conéixer l'idempotent pri
mitiu, ja que sera ell qui ens generara, mitjancant la multiplicació per la dreta sobre

l'álgebra, un ideal minimal a l'esquerra Clp,qf. Hi ha un teorema [66] que ens perrnetrá
trobat aquest idempotent.

Teorema A.7 Un ideal minimal a l'esquerra Ip,q d'una dlgebra de Clifford Clp,q és de la

forma Ip,q = Clp,qfpq, on fpq = � (1 + eal) ..• � (1 + eak) és un idempotent primitiu de Clp,q
és un conjunt d'elements de la base canonica de l'espai vectorial que forma l'iilqebra tal

que (e�i = 1 amb i = 1, ... ,k, que generen un grup d'ordre 2k on k = q - rq_p, on ri són

els nombres de Radon-Hurwitz.

EIs nombres de Radon-Hurwitz es poden definir amb la relació de recurréncia ri+8 =

r, + 4 i la taula següent:

� O 1 2 3 4 5 6 7

ri O 1 2 2 3 3 3 3



Apéndix B

EIs grups de Clifford

Aquest apéndix esta basat en elllibre Othogonal and Symplectic Clifford Algebras, Spinor
Structures que llega Albert Crumeyrolle l'any 1990 [21]. La moderna presentació dels

grups de Clifford, fonamentals en aquesta tesi, que realitza Crumeyrolle es troba en la

frontera de máxima interacció entre matemática i física. Sense cap pretensió de origina
litat, hem cregut oportú incorporar aquest estudi com apéndix per raons de completesa i
facilitat de referencia.

B.l El grup d'isometries.

Sigui (V, g) un espai vectorial amb una forma bilineal simétrica, Les aplicacions lineals A

sobre V tals que

g(u, v) = g(A(u), A(v)) (B.1)

les anomenarem isometries. De la definició d'aplicació adjunta tenim que AT complirá

g(u, A(v)) = g(AT(u), v) (B.2)

L'equació (B.1) es pot escriure en forma matricial de la següent manera:

i d'aquí, prenent determinants, no resulta difícil veure que

detA = ±1
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Aquest resultat ens classifica les isometries A en rotacions si det A = 1 i en refiexions si

det A = -1. El conjunt de totes les isometries formen un grup anomenat grup d'isometries

o grup de transformacions ortogonals O(p, q) on (p, q) fa referencia a la signatura de l'espai
vectorial. O(p, q) conté les rotacions com a subgrup rellevant. El grup de les rotacions,
també anomenat grup ortogonal especial, es designa per SO(p, q) . Les refiexions, en

canvi, no formen subgrup.

B.2 EIs grups de Clifford

Definició B.1 Donada una dlgebra de Clifford Clp,q, el conjunt d'elements invertibles

d'aquesta alqebra formen un grup que designarem per Cl;,q'

Essent 9 invertible, definim una aplicació del tipus cPg : V --+ V de la següent manera

(B.3)

Definició B.2 Els 9 E Cl;,q tal que cPg(u) E V formen un grup G anomenat grup de

Clifford-Lipschitz. Dit d 'una altra manera

G = {g E Cl;,q/ gug-1 E V Vu E V}

Aixó ens porta a definir la següent aplicació: cP : G --+ End(V); 9 H- cPg. Veiem

algunes propietats de cPg i de cP :

• cPg és lineal

• cPg és injectiva ja que

u=v
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• De les dues afirmacions anteriors i del fet que <pg E End(V), <pg és un isomorfisme

d'espais vectorials .

• <P és homomorfisme ja que

A,. () '( ') -1 " -1 -1 A,. A,. ( ),+,gg' u = gg u gg = gg ug g =
'+'9 o ,+,g' U

Definició B.3 El grup de Clifford especial G+ queda definit per G n Cl:'q'

B.2.1 El grup de Clifford i els grups d'isometries

El producte de Clifford d'un vector amb si mateix coincideix amb el seu producte escalar.

Així podem veure com <P9 és una isometria.

Per tant <P és una representació de G en O(p, q), Le., <PG e O(p, q)
Per comparar aquests dos grups comencarem estudiant el nucli de l'aplicació. Si

g E ker <P aleshores <pg = id i d'aquí

<pg(u) = u ::::} gug-1 = U ::::} gu = ug

per tant ker <p = G n Z on Z és el centre de l'álgebra. Si n és parella Z = � i com els

elements de G cal que siguin invertibles llavors ker <p = � - {a} = �*. Si n és senar el

centre de l'álgebra és Z = � EB A", aleshores si busquem el ker <PG+ = G+ n Z = �*.

Un exemple concret de <pg el tenim quan g és un vector. És dar que com cal que tingui
invers, <Pa amb a E V només estará definida pel subespai de vectors no isótrops de V.

aya a(2g(v, a) - ay)
g(a,a) g(a,a)
2g(v, a) aav 2g(v, a)
---a- =-v+ a

g(a, a) g(a, a) g(a, a) (B.4)

<Pa(v) és una reflexió del vector v respecte de a. -<Pa(v) és una reflexió del vector v

respecte a l'hiperplá ortogonal a a, a+. Aquesta última ens sera molt útil per demostrar

els següents teoremes.
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Teorema B.1 Si la dimensió de V és parella llavors ePa = O(p, q) i ePa+ = SO(p, q).
Demostració. Si u és una transformació ortogonal el teorema de Cartan-Dieudonné

[56, 10] ens garanteix que u = UIU2 ...Uh, on u, són reflexions relatives als hiperplans
at, a�, ... , a* on a, són vectors no isotrópics. Aleshores, com hem vist abans, aquestes
reflexions es poden escriure com u, = -ePai' així

(B.5)

Cal tenir en compte que no estem dient que tots els elements de G es puguin escriure

com g = ala2 ...ah. En concret els elements no homogenis en paritat no els podem escriure

així.

• Vu E SO(p,q):::} detu = II?=ldetui = (-l)h = 1 {:} h és parell. Llavors:3g E G+_
tal que u = ePg :::} SO (p, q) e ePa+.

• Vu E O(p,q)\SO(p,q):::} detu = II?=ldetui = (-l)h = -1 {:} h és senar. Aleshores

:3g E G- tal que u = -ePg i d'aquí tenim que

O(p, q)\SO(p, q) e -ePa- (B.6)
Ara demostrarem que per dimensió parella -ePa- = ePa-. En aquest cas eNxe"N1 =
-xeNe"N1 = -x Vx E V on eN és l'element de volum. Per tant eN E G+ i ePeN =

-Id. Aleshores Vg E G- :3g' = geN E G- tal que ePg1 = ePgeN = ePgePeN = -ePg :::}

ePa- = -ePa-· Aixó juntament amb (B.6) implica que O(p, q)\SO(p, q) e ePa-

• Veiem quins resultats tenim per ara,

SO(p, q) e ePa+ (B.7)

O(p, q)\SO(p, q) e ePa- (B.8)

d'aquí treiem que O(p, q) e ePa+ u ePa-. Com ePa e O(p, q), per ser representació,
llavors ePa e ePa+ u ePa-· és clar que ePa+ U ePa- e ePa per tant podem escriure

ePa e O(p, q) e ePa+ U ePa- e ePa el que ens diu que

O(p, q) = ePa = ePa+ U ePa-

Així, Vg E G\(G+ U G-), és a dir, pels elements no homogenis en paritat tindrem

que ePg E ePa+ U ePa-.
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• Sabent de (B.7) que SO(p, q) e ePG+ per veure que ePG+ = SO(p, q) cal demostrar

que ePG+ e SO(p, q). Ro farem per reducció a l'absurd. Suposem que 3l E G+ tal

que ePI ti. SO(p, q), per tant ePI E O(p, q)\(p, q). De (B.8) sabem que 3g E G- tal que

ePI = ePg =* ePlg-1 = Id =* 19-1 E keré, Recordem, pero, que keré = ]R* i 19-1 E G

que ens porta a una contradicció. Per tant ePG+ � SO(p, q).

Teorema B.2 Si la dimensió de V és senar aleshores ePG = ePG+ = SO(p, q).
Demostració. Del teorema anterior aprofitarem que SO(p, q) � ePG+ ja que no hem

necessitat en la demostració que n fos parella. Ro farem, un cop més, per reducció a

l'absurd. Suposem que ePG ct SO(p, q) llavors 3g E G tal que ePg E O(p, q)\SO(p, q),
aleshores 3l E G- tal que ePg = -ePI =* ePgl-1 = -Id. Anomenem t = gl-1 E G tal que

txr1 = -x, Vx E V, teit-1 = -ei i per extensió

(B.9)

pero per n senar eN E Z, i aixó contradiu (B.9), per tant no podem tenir un t E G tal

que ePt = -Id i en conseqüéncia ePG e SO(p, q) e ePG+ e ePG, i d'aquí

ePG = ePG+ = SO(p, q)

Cal destacar dels teoremes anteriors que si n és parella els elements de G es poden
escriure com UIU2 .•.Uk on u., U2, ... , Uk són vectors no isotrópics. Si la dimensió de V és

senar aixó és cert pels elements de G+.

Fixem-nos que en els nuclis de ePG i de ePG+, hi ha una infinitat d'elements de G i de

G+ que són representació de la unitat del grup ortogonal.

B.2.2 La norma espinorial i els grups Pin i Spin

Donat x E V i 9 E G, com f3(x) = x, veiem que x' = gxg-1 és invariant sota la reversió.

Aquesta propietat ens permet mostrar que f3(G) = G ja que

f3(x/) = f3(gxg-1) = f3(g-I)f3(x)f3(g)

x' = f3(g-l)xf3(g) (B. 10)
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i com la reversió conserva el grau tindrem que (3 (G+) = G+.

Estudiem ara quin tipus d'element és (3(g)g. Podem -escriure (B.lO) com gxg-1
(3(g-1)x(3(g). D'aquí sabent que (3(g)-1 = (3(g-1), obtenim

(3(g)gx = x(3(g)g

Així dones, (3(g)g E G n Z. Si 9 E G+, com -independentment de la dimensió de V

G+ n Z = ]R* llavors (3 (g)9 E ]R*. Si la dimensió de V és parella 'ti9 E G (3 (g) (g) E ]R*.

Definició B.4 Anomenem norma espinorial a l'homomorfisme

N: G+ ---t ]R*; N(g) = (3(g)g

N és un homomorfisme:

N(gg') = (3(gg')gg' = (3(g')(3(g)gg' = N(g)N(g')

La possibilitat de que la dimensió de V sigui senar és el que restringeix la definició de la

norma espinorial a G+. En el cas en que la dimensió de V sigui parella la definició es pot
ampliar 'tIg E G, i.e., N: G ---t ]R*.

Dimensió de V parella.

Si n és parell llavors definim

Definició B.5

Pin+(p, q) = {g E GjN(g) = l}

amb el nom de grup de Clifford reduit, altres autors el designen per Ga.
Aquest grup es pot definir també com el nucli de la norma espinorial,

Definició B.6 Anomenarem grup de Clifford reduü especial a

Spin+(p,q) = {g E G+jN(g) = l}

de vegades també anomenat Gt.
És clar que Spin+(p, q) = Pin+(p, q) n Cl:'q. Altres grups d'interés són els própiament
anomenats Pin(p, q) i Spin(p, q) definits com
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Definició B. 7

Pin(p,q) = {g E GjN(g) = ±1}

Definició B.8

Spin(p,q) = {g E G+jN(g) = ±1}

Un element de G es pot escriure com 9 = x¡ ...Xk. Si la signatura és definida positiva
llavors fJ(g)g = Xk ...XIXl ...Xk > O. Veient la definició dels grups Pin i Spin tenim que

Spin(p, O) = Spin+(p, O) e Pin+(p, O) = Pin(p, O)

Si la signatura és negativa poden passar dues coses: si k és parella llavors fJ(g)g > 0, en

aquest cas

Spin(O, q) = Spin+(O, q) = Pin+(O, q) e Pin(O, q)

si k és senar fJ(g)g < 0, els elements de G que compleixen aixó pertanyen a Pin(O, q).
Si la signatura no esta definida, en general, tindrem que

Spin(p, q)+ e Pin+(p, q) e Pin(p, q)

a més, Spin+(p, q) e Spin(p, q).

Donat un 9 E G tenim que 4>>'9 = 4>9 amb A E R ja que

aquesta és una de les raons per a l'aparició dels grups Pin i Spin. D'alguna manera estem

normalitzant G i G+. Veiem aixó amb més detall: Sigui g' = x¡ ...xk E G i N(g') la seva

norma espinorial. Si N (g') > ° buscarem un 9 = pg' tal que N (g) = 1

N(pg') = fJ(pg')pg' = p2N(g') = 1

1
p =

JN(g')
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Si N(g') < O no puc normalitzar per un g = fJg' amb N(g) = 1 sense sortir-me del cos dels

reals. Així dones triarem N(g) = -1 i procedirem de manera análoga. D'alguna forma

Pin(p,q) és G pero "normalitzat". El mateix passa amb Spin(p,q) i G+. Des d'aquí
podem veure que

ePPin(p,q) = O(p, q)

ePSpin(p,q) = SO(p, q)

El grup Spin+(p, q) només pot normalitzar aquells g E G tals que f3(g)g > O. Per tant,
elements com g = eOl tj. Spin+(p, q), ja que

f3(eOl)eOl = elQeOl = -1

en canvi g = a + jheOl E Spin+(p, q) sempre que a2 - jh2 = 1.

Ja várem veure que ker ePa = G n Z, ara de les definicions dels grups Pin i Spin és

immediat que

ker ePPin = ker ePSpin = ±1

En aquest cas, en el que ker eP és discret, direm que eP és un recobriment.

Dimensió de V senar.

Si la dimensió de V és senar i la signatura és definida, positiva o negativa, aleshores

Spin+(p, q) = Spin(p, q). En el cas en que la signatura no estigui definida Spin+(p, q) e
Spin(p, q). De manera análoga a l'anterior deduim que ePSpin(p,q) = SO(p, q) i que keré =
±1.

Fixem-nos que les representacions de eP en el grup d'isometries depenen de n, la di

mensió de V. A més a més, quan n és senar no aconseguim representar la totalitat de

O(p, q). Seguidament cercarem una aplicació que permeti ser representada en O(p, q) i

sigui independent de la dimensió de l'espai vectorial.

B.3 EIs grups de Clifford isométricarnent complets
Definició B.9 Dejinim el grup de Clifford isometricameni complet com

I'(p, q) = {g E G/ a(g)xg-1 _ Pgx, Vx E V}
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De la mateixa manera que abans r+(p, q) = r(p, q) n Clt,q
• p és una representació de r(p, q) en O(p, q).
Comencem veient que l'aplicació Pg pertany al grup d'isometries. De

pg(X) = a(g)xg-l = x' X, x' E V

tenim que!

_X2 a(g) (_X2)g-1 = a(g )xa(x)a(g-l)
a(g)xg-lga(x)g-l = xx' = _X'2 (B.ll)

Aquesta aplicació és lineal

Pg(AX + I-LY) a(g)(AX + I-Ly)g-l = a(g)Axg-1 + a(g)I-Lyg-1
- Apg(X) + I-Lpg(Y) (B.12)

i a més

i clarament P10 = 1 v-

• Si a E V i no és isotrópic llavors Pa és una refiexió relativa a a+ ja que

Pa(V) =

+ava -a(2g(v, a) - ay)
g(a, a)g(a, a)

2g(v, a)
v- a

g(a, a) (B.13)

Teorema B.3 Pr(p,q) = O(p, q) i Pr+(p,q) = SO(p, q), aconseguint representar tot el

grup d'isometries independentment de la dimensió de l'espai vectorial.
Demostració. Com ja havíem vist una transformació u E O(p, q) l'escrivim

(B.14)

Si h és parell 9 E r+ (p, q), el det u = 1 i, per tant, u E SO (p, q). En aquest cas

Vu E SO(p, q), 3g E r+(p, q) tal que Pg = u d'on

SO(p, q) � Pr+ (B.15)
1Aixó que ve ara no esta dar.
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Si h és senar donat 9 E r-, llavors geN E r- si n és parella, o bé geN E r+ si n és

senar. En qualsevol cas det u = -l. Si n és parell

aleshores

(B.16)

i de (B.14) tenim que PgeN = -u.

Si n és senar

per tant, independentment de la dimensió de V

llavors Vu E O(p, q)\SO(p, q), 3geN E I'(p, q) tal que PgeN = -u. Aixó i (B.15)
ens mostra que O(p, q) e Pr i com Pr és representació de O(p, q), i.e., Pr e O(p, q)
llavors

Pr = O(p, q) (B.17)

Ara demostrarem que Pr+(p,q) = SO(p, q). Sabent (B.15), només ens cal mostrar que

Pr+(p,q) e SO(p, q).
Si u E O(p, q)\SO(p, q) aleshores h és senar. Llavors g' E r- de manera que u = Pgl
on g' = geN, on si n parella 9 E r-. Veiem si per un element parell � de r puc

obtenir la transformació u.

Pgl(X) = p�(x)

de (B.16)

-cx(g)xg-l = cx(�)X�-l
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d'on �-lg E Z pero també sabem que g�-l E r- i aquestes dues afirmacions

són incompatibles per n parella. Per tant ,lI� E I'" tal que Pe = u i que u E

O(p, q)\SO(p, q) =} Pr+ e SO(p, q).
Si n és senar, donat � E I'"; eN E r-, PeN (x) = -x

a(eN)xeÑl = -x = �X�-l

D'aquí veiem que �� E r+ tal que Pe = -Id per tant amb � E I'" no puc generar

O(p, q)\SO(p, q) =} Pr+ ct O(p, q)\SO(p, q) =} Pr+ e SO(p, q) .

• EIs elements u que pertanyin al nudi de l'aplicació P compliran que

a(u)x = xu \/x E V

Per determinar quins són aquests elements descompondrem u en part parella i senar,

i.e., u = u+ + u- llavors de la condició de pertányer al nudi tindrem

(B.18)

(B.19)
u+ és pot descompondre com u+ = Va+elvl on el és un element de la base ortogonal
de V i, Va i VI són combinacions lineals d'elements on el no apareix.

+
-1
+

2 -1 OVa el VI = elVael elVIel = Va - el VI =} VI =

un cop hem imposat que u+el = elu+. Evidentment la tria de el ha estat totalment

arbitraria i es pot extendre per tots els elements de la base de V. Aixó ens mostra que

sota la condició (B.18) u E ]R*. De la mateixa manera, descomponent la part senar

de u com u- = Wa+elwl trobem que Wl = O després d'imposar que u-el = -elu-.
Ara, pero, u- = O ja que R* ct Cl;'q' Així tenim que

kerp =]R*

• Es pot demostrar que r és el conjunt AXl",Xk tal que x, són vectors no isotropics,
De la mateixa manera passa amb r+ ara, és dar, amb k parell. Aixó ens permet

comparar amb G i ens mostra que r = G si n és parell i que I'" = G+ si n és senar",

20 parell.
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B.3.1 EIs grups Pin i Spin isométricament complets

De manera totalment análoga a la norma espinorial definida anteriorment podem provar

que vs E r, f3(o:(g))g = N(g) és un escalar i a més N(gg') = N(g)N(g'). En relació amb

l'antiga norma N(g) = ±N(g).
Definim ara

Pina(p,q) = {g E r jN(g) = ±1} (B.20)

Spina(p,q) = {g E r+ jN(g) = ±1} (B.21)

Si n és parell r = G llavors Pina = Pin i Spin" = Spin. Si n és senar Spin" = Spin.



Apéndix e

íZ2-graduació. Aspectes formals.

Aquesta secció és part integrant de [59] i, en especial, de [58] on s'estan estudiant exten

sament les íZ2-graduacions.
En el capítol 4 considerárem una íZ2-gaduació com una descomposició de Clp,q

cv E9 ClI en termes de la suma directa d'espais vectorials cr, i = 0,1 que satisfan:

ere» � cr==». (C.l)

ClO és una subálgebra de Clp,q. Podem associar un automorfisme a cadascuna d'aquestes
descomposicions de manera que:

(C.2)

Les projeccions 7ri sobre cr vénen donades per

7ri(a) =
a + (-l)ia(a)

2

Per a íZ2-graduacions no trivials (ClI =1 O) podem fixar un element a no nul de ClI i

definir un isomorfisme d'espais vectorials: cv --+ ClI amb x 1---+ ax. De (C.2) veiem que

a no té perqué preservar els espais Ak(M), és a dir, el grau del multivector. Llevat de

l'última secció del capítol 4 considerarem els automorfismes que satisfan a(lRp,q) � lRp,q

on lRp,q és l'espai vectorial real dotat d'una métrica de signatura p - q sobre el que hem

construit l'álgebra Clp,q. En aquest cas, a preserva cadascun dels Ak(lRp,q). En concret,
l'element 1 E AO(lRp,q) és parell, ja que a(l) = a(l . 1) = a(l)a(l) => a(l) = 1.

Sigui Vi = lRp,q n cr, i.e. VD (VI) és l'espai dels l-vectors o-parells (o-senars). Les

projeccions 7ri descomponen l'espai vectorial métric en lRp,q = VD E9 VI. De l'estructura de

l'álgebra geométrica de Clifford Clp,q sabem que dos elements x E VD i Y E VI acompliran
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que xy + yx = 2g(x, y). Ja que elart emes de la part esquerra de la igualtat anterior

pertanyen a ClI i la part dreta pertany a Clo tenim que g(x, y) = 0, demostrant així

l'ortogonalitat dels espais VO i VI.

Siguin 80 = {VI, ... , Va} i 81 = {Va+1" .. , Va+b} bases ortonormals de VO i VI respec
tivament. Aleshores {VI, ... , Va+b} és una base ortonormal de w,q i {Vil"'ik' ° � k � n}
és una base ortonormal de Clp,q' Aleshores de (C.l) tenim que Clo estará formada per

tots els productes possibles d'elements dels dos tipus:

(i) Vi, amb i � a,

(ii) ViVj, amb i, j > a.
(C.3)

Ja que els elements de tipus (i) commuten amb els de tipus (ii) cr podrá expressar-se

com producte directe o producte tensorial sobre els reals dels conjunts dels dos tipus
d'elements. Si Pi (qi) és el nombre d'elements de B, que tenen per quadrat +1 (-1) tenim
que els elements de tipus (i) generen Clpo,qo tnentre els productes d'elements de tipus (ii).
formen l'álgebra Cl�,ql' Per tant podem escriure:

(CA)

Com a cas particular de l'expressió anterior veiem que en la Z2-graduació habitual no

existeixen elements del tipus (i), és a dir, Po = qo = 0, PI = P i qI = q i per tant

cr = Cl:'q com era d'esperar.
Els exemples següents mostren casos particulars CA) en álgebres geométriques de

Clifford amb interés a la física. Vegem que per certs valors de Pi i qi la subálgebra cv no

és una álgebra de Clifford:

Example 1 L'álgebra de l'espaitemps Cl¡,3 és isomorfa a les matrius quaternióniques
d'ordre 2, lHI(2). De (CA) es segueixen els casos següents:

(a) De Po = qo = ° resulta Clo � cu, � C(2).
(b) De Po = 0, qo = 3 resulta Clo � Clo,3 0 Clt,o � Clo,3 � Clo,3 � lHI EB lHI.

Per a qualsevol altra elecció obtenim una álgebra isomorfa a un dels casos anteriors

[58].

Example 2 L'algebra de Clifford euclidiana C13,0 és isomorfa a l'álgebra matricial

complexa de Pauli C(2). Per aquest cas tenim les següents possibilitats:
(a) De Po = qo = ° resulta Clo � Clto � lHI.

,

(b) De Po = 2, qo = 0, resulta Clo � Cl2,0 0 eqC12,0 � �(2).
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(c) De Po = 1, qo = 0, resulta cr � Cl¡,o 0 cu; � (:IR. E9 :IR.)0C � C E9 C.

En els casos (a) i (b), cr és una álgebra de Clifford real, pero no ho és en el cas (c).
De fet el centre de l'álgebra obtinguda en aquest darrer cas té dimensió 4.

Si Clp,q és simple, llavors totes les possibles cv es poden obtenir prenent la part parella
(en el sentit usual) de les álgebres de Clifford reals o complexes isomorfes a Clp,q. Una

mostra d'aquest resultat el tenim en l'exemple 2: Cl3,0 � C(2), les álgebres de Clifford

isomorfes a C(2) són Cl3,0, Cl¡,2 i Cl2 0 C. Prenent les seves subálgebres parelles tenim

que Clt,o � ClO,2 � ]8[, Clt,2 � Cl2,0 � :IR.(2) i, finalment, (Cl2 0 C)+ � ct, 0 C � C E9 C.
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