AVA
o
Y

?//.

i

=

UNIVERSITAT be

BARCELONA

Noves aplicacions de I'algebra geometrica
a la fisica matematica

David Miralles Esteban

OMON

Aquesta tesi doctoral esta subjecta a la llicencia Reconeixement 4.0. Espanya de Creative
Commons.

Esta tesis doctoral esta sujeta a la licencia _Reconocimiento 4.0. Espafa de Creative
Commons.

This doctoral thesis is licensed under the Creative Commons Attribution 4.0. Spain License.




B T i = . | LI ' ™~

UNTVERSI’TATDEB

- £ IZBES /z %
b UNIVERSTTAT DE BARCELONA NUMERO: . é

®

Biblinteca de Fisica | Quimica

5o 6jF

Departament de Fisica Fonamental

Universitat de Barcelona

Noves Aplicacions de I’Algebra Geométrica,
a la Fisica Matematica

David Miralles Esteban

Barcelona, Desembre 2001

UNIVERSITAT DE BARCELONA
Biblioteca de Fisica 1 Quimica

BIBLIOTECA DE LA UNIVERSITAT DE BAR

LRILRAn




Noves Aplicacions de ’Algebra Geométrica
a la Fisica Matematica

Memoria de la tesi presentada per
David Miralles Esteban
per optar al grau de Doctor en Ciéncies Fisiques

Director de tesi: Dr. Josep Manel Parra Serra.
Codirector de tesi: Dr. Jayme Vaz Jr.

Programa de doctorat del Departament de Fisica Fonamental
Meétodes Estadistics en la Fisica
Bienni 1995-1997
Universitat de Barcelona

\\ldf

¢

Signat per Dr. Josep Manel Parra Serra i Dr. Jayme Vaz Jr.

Barcelona, Desembre 2001



Als meus pares



Agraiments

Agrair, especialment, als meus directors de tesi: el Dr. Josep Manel Parra i el Dr.
Jayme Vaz per 'interés, la dedicacid i la paciéncia que han tingut amb mi. Voldria estendre
els agraiments als professors, alumnes i PAS del Departament de Fisica Fonamental i a la
gent del IMECC de la Universidade Estadual de Campinas, aixf com a tota la gent que
m’ha acompanyat en aquest cami. Finalment, a la meva familia que sempre ha romas al

meu costat.



Index

1 L’algebra de Clifford. 17
1.1 L’algebra tensorial, la graduacié i la paritat. . . ... .. ... ... .... 17
1.2 TLlalgebra exterior. . . . . . . . . . . . it i i i e e e 19
1.3 Lalgebrade Clifford. . . . . . . . .. ... .. . .. ... 20
1.4 Classificaci6 de les algebres de Clifford. . . . . ... ... .......... 23

1.4.1 Producte tensorial d’algebres i algebres matricials completes. . . . . 23
142 Teoremesd'estructura. . . . . . . ... .o v v v i v et 24
1.4.3 Representacié matricial de les algebres de Clifford . . . . . .. ... 27
1.4.4 El teorema de periodicitat i la classificacié matricial de les algebres 30
1.5 L’algebra geométrica de l’espai euclidia. . . . . . . ... ... ... ..... 31
1.6 L’algebra de 'espaitemps. . . . . . . ... .. ... ... 32
1.7 La diferencial exterior, la codiferencial i 'operador de Dirac. . . ... ... 34
1.8 Una aplicaci6 fisica: el camp electromagnétic. . ... ... .. ... .... 35

2 Espinors i classes d’equivaléncia. 39
21 MOBWAGD: : v vs s S s ss 4 aM IS il o6 S Ws e En 65 § 57 39
2.2 Transformacions vectorials passives. . . . . . . . . . . .. .. ... .. ... 41

2.2.1 Representacié en components o cartesiana. . . . . . . . . ... ... 41
2.2.2 Representacié vectorial i funci6 de representacié. . . . . . ... ... 42
2.3 L’algebrade Clifford genérica . . ............. ..., 43
2.4 Referencial espinorial i espinors. . . . . . . . . . . ..o e 44
24,1 Elsespinorsclassics. . . . .. . . . .. ... 47
242 Espinomsalgébrits: : < v svs in e s asm e i anie i S mn s . 49
2.4.3 Espinors operadors per l'esquerra. . . . . . . ... .. ........ 50
25 Bilineals COVEAILE: « o « wos v v o o5 wn W e o R E G B W E S E W 8w ¥ s 51
2.6 Bilineals covariants i classes d’equivaléncia. . . . . .. ... .. ... .... 54



10

2.7 Espinors operadors per ladreta. . . . . .. .. ... ... ... ... ....
2.8 L’espinor de Dirac-Hestenes. . . . .. . ... .. e e e e e e e e e e e e
29 EEpInOSIntetis; s s 55 18 VR SE G IR UG EE S B s i

De D’electré al positré.

3.1 Del lagrangia de Dirac a I’equacié de Dirac-Hestenes. . . . . ... ... ..
3.2 Interpretaci6 vectorial de I’equacié de Dirac-Hestenes. . . . . . ... .. ..
3.3 De l'electrd al positr6 a través de 1’estructura algébrica dels ideals . . . . .

Versions multivectorials de I’equaci6é de Dirac.

4.1 L’espinor de Dirac-Hestenes i el problema quiral. . . . . .. ... ... ...
4.2 La descomposici6 Olflltl3 @ Cli;, una primera soluci6. . . . . .. .......
4.3 Les equacions de Dirac multivectorials. . . . . .. .. .. ... ... ....
4.4 Correspondéncies formals entre espinors algébrics i espinors a-operacionals.
4.5 Versi6 multivectorial en representacié quiral. . . . . . ... ... ... ...

4.6 Descomposicié polar de ’espinor a-operador. . . . . . ... ... ......

El canvi de signatura.
81 MOLINECIG. v v v a4 Wi Wb s S Fs VE IR 4 ERmET R S0 355
52 Latransformacio tilt. « « . v o c v 4 v o s wis e g0 Bale s B sl me v u e
83 HIProducteaven. . » v v s s s same e A Va6 R SR W B G
5.4 L’equaci6 de Dirac-Hestenes i el producte vee. . . . . ... ... ... ...
5.5 Producte vee i producte tilt. El cas general. . . . ... .. ... ......
5.6 Operador de Hodge i operadors diferencials. . . . .. ... .........
5.6.1 Llestrellade Hodge.. . . ... ... .. ... .. .. ... ......
5.6.2 La diferencial exterior i la codiferencial. . . . . . ... ... .....
5.6.3 Solucions duals i antiduals del camp electromagnétic. . . . . .. ..
5.7 El canvi de signatura i la Z,-graduaci6 de les algebres de Clifford. . . . . .

Algebres de Clifford i algebres simples.

A.1 Idempotents, ideals i algebres de divisi6. . . . . .. ... ... .. ... ..
A.2 Representacié regular i representacions irreductibles. . . ... .. ... ..
A.3 Algebres de Clifford i algebres simples. . . . . . . ... ... ..o

Els grups de Clifford
B.1 Elgrupdisometries. . . . . . . . . o v v it i e e e e e

69
69
73
77

85
85
86
87
92

99

99
100
101
103
105
106
106
108
109
110

117
117
119
120

125



INDEX 11

B.2 Elsgrupsde Clifford . . ... ... .. ... . .. 126
B.2.1 El grup de Clifford i els grups d’isometries . . . ... .. ... ... 127
B.2.2 La norma espinorial i els grups PiniSpin . . ... ... ...... 129

B.3 Els grups de Clifford isométricament complets . . . . ... ... ...... 132
B.3.1 Els grups Pin i Spin isométricament complets . . .. ... ... .. 136

C Zs-graduacié. Aspectes formals. 137



Introduccid.

El segle XIX tingué dos anys 'miraculosos’ pel que fa al calcul vectorial. L’any 1844,
mentre Hermann Grassmann presenta la Teoria de I’extensid [37] que contenia I’avui cone-
guda com algebra exterior o de Grassmann, William Rowan Hamilton, en el zenit de la
seva carrera cientifica, publicava el seu primer article sobre els quaternions, que consti-
tueixen l'origen més evident del calcul vectorial usat en la fisica general, la mecanica i
I’electromagnetisme. Ignorada totalment en els seus inicis, els elements de la teoria de
I'extensi6 (punts, vectors, plans, volums,...) constitueixen un conjunt més complet de
magnituds geométriques basiques per a una representacié de la realitat fisica que no els
quaternions o els escalars i vectors que resultaren de la seva disgregaci6. D’aquest fet se
n’adona el jove geni matematic anglés William Kingdon Clifford que 1'any 1876, presenta
a la London Mathematical Society ’algebra geométrica que avui porta el seu nom [18],
unint a ’estructura exterior el producte escalar o métric. Aquests treballs conclogueren,
exactament dos segles després, el projecte iniciat per G.W. Leibniz ’any 1676 [30] ano-
menat Caracteristica Geométrica on proposava la necessitat d’inventar un calcul simbolic
especificament geométric. En el primer capitol de la tesi exposem, principalment, alguns
dels resultats més destacats d’aquestes algebres. Degut al seu evident interés fisic també
hi trobem un estudi detallat de les dlgebres geométriques de Clifford per 'espai 3-euclidia
i per 'espai de Minkowski de signatura —2.

Tot i que sol considerar-se que ’algebra de Clifford entra en la fisica moderna per
la porta gran, a través de la celebrada equaci6 quantica relativista de ’electr6 de Dirac,

la seva caracteristica geométrica fou inicialment, i encara ho és avui per a una majoria



dels fisics teorics, ignorada'. Degut a I’éxit de la teoria de Dirac, Otto Laporte i George
E. Uhlenbeck publicaren un article[50] difonent el coneixement de la teoria d’espinors de
Dirac entre els fisics. En aquesta i moltes altres presentacions I’estructura multivectorial
de I'algebra geomeétrica (i exterior) quedaren ocults darrera la realitzaci6é matricial. L’'tinic
ordre multivectorial que veié la llum va ser I’escalar sota la forma de traga. De fet, és
impropi identificar 1’algebra matricial de Dirac com 1’algebra de Clifford de ’espaitemps
ja que (C(4)) correspon a diverses algebres geométriques associades a espais vectorials
dotats de métriques diferents.

L’any 1966 David Hestenes [42, 43, 44], inspirat en els treballs de Marcel Riesz [71, 72|,
reformula la teoria relativista de Dirac i ’electromagnetisme de Maxwell posant de ma-
nifest el contingut geomeétric que I’algebra de Clifford real pot aportar en la descripcié de
fenomens fisics. La diferéncia fonamental entre la presentacié de Dirac i la de Hestenes
estd basada en 1'tis de diferents espais de representacié per a la funcié d’ona. Mentre el
formalisme de Dirac representa els espinors en C*, el de Hestenes ho fa en la subalgebra
parella (real) de l’espaitemps, aconseguint dotar-los d'un caracter operacional. No sé6n
aquests els tinics espais de representacié dels espinors. Poc després del treball de Dirac
es definiren els espinors algebrics que utilitzen els ideals minimals laterals de ’algebra
matricial [48, 76] o de I’algebra de Clifford complexificada [71, 70] com espais de represen-
taci6. De fet fou aquesta dltima presentacié la que dugué a Hestenes a usar ’espai real
ja esmentat. I.M. Benn i R.W. Tucker manifesten la seva preocupaci6 per aquest 'desori
representacional’ [5] amb les segiients paraules:

The theory of spinors was developed independently by physicist and mathe-
maticians, and this historical apartheid has continued. |...] Thus there is now
a language, with many dialects, for discussing spinors in physics which makes
little contact with the expositions of the theory to be found in mathematics

literature.

D’altra banda, Yvonne Choquet-Bruhat [15] ressalta la relacié que existeix entre ’ob-
servador i ’espinor, definint els espinors de Dirac com a classes d’equivaléncia sobre parells
en qué un dels termes conté un referencial vectorial. Waldyr Rodrigues et al. [74] esten-
gueren la proposta de Choquet-Bruhat als altres espais de representacié que apareixen

1El caracter innecessariament abstracte i purament algébric de ’algebra de Dirac es contrasta i déna
un clar sentit d’adverténcia premonitoria desatesa a una coneguda senténcia de Clifford segons la qual:
[...] for geometry, you know, is the gate of science, and the gate is so low and small that one can only
enter it as a little child.



a la literatura. Aquest treball, perd, no unifica totes les definicions, ja que cada espai
de representaci6 requereix una definicié diferent d’espinor. En el segon capitol d’aquesta
memoria donarem una tnica definicié d’espinor independent de l'espai de representaci6
usat. Per aconseguir-ho caldra, també, deslligar el referencial espinorial d’aquest espai i
distingir, clarament, entre els elements 'reals/fisics’ i les seves representacions. Aquesta
distincié ens permetra caracteritzar la dicotomia existent a la literatura pel que fa als
espinors operadors. Finalment obtindrem, a partir dels espinors algébrics, un nou espai
de graus de llibertat interns (deslligats de ’observador).

Un dels resultats més importants obtinguts per Hestenes és la descomposicié polar de
I'espinor. Aquesta descomposici6 factoritza ’espinor en una dilatacié, una transformaci6
de Lorentz i una rotacié de dualitat. La dilatacio6 i la transformacié de Lorentz doten a
’espinor d’'una expressi6 clarament geométrica dificilment accessible en les presentacions
habituals. Els efectes d’aquest resultat en la dinamica espinorial plantegen la conveniéncia
d’una acurada revisid i reinterpretaci6 de la teoria de Dirac de ’electré i (re-)obren noves
vies d’estudi prévies a la segona quantitzacio [2, 3, 79, 75]. D’altra banda, la interpretacié
geomeétrica de la rotacié de dualitat, parametritzada per ’angle [3] d’Yvon-Takabayasi, no
ha estat resolta de manera satisfactoria. Aquesta dificultat coneguda com el S-problem [45]
ha estat estudiada, entre d’altres, per Claude Daviau [23, 25| on, partint d’una extensié no
lineal de I’equaci6é de Dirac, mostra la connexi6 existent entre ’angle d’Yvon-Takabayasi
i el signe de ’energia. Daviau obté, per casos particulars, solucions idéntiques al cas
lineal perd sempre d’energia positiva [24]. En el tercer capitol estudiarem la dinamica
espinorial mitjangant una generalitzaci6 de 1’equaci6 de Dirac-Hestenes. Aquesta primera
generalitzacié és de caire algébric i estd basada en la llibertat que existeix en la tria de
I'ideal minimal que fard d’espai de representacié. Veurem que els resultats obtinguts,
tot i diferir ampliament en el métode, coincideixen, en els casos d’interés fisic2, amb els
presentats per Josep Manel Parra a [57, 64]. La generalitzaci6 proposada ens permetra
donar, dins del marc d’un teoria classica de camps, una interpretacié de ’angle d’Yvon-
Takabayasi per ’equacié de Dirac lineal.

Un espinor es pot descompondre en forma polar si i només si és un element parell
invertible de I’dlgebra geométrica de Clifford. La paritat de I’espinor esta definida a partir
de la Zy-graduaci6 de ’algebra que determina la involuci6 graduada. D’altra banda, en el
procés d’obtenir un espinor de Dirac-Hestenes a partir d’un espinor de Dirac representat en
C* sembla que la tria dels idempotents primitius associats a la representacié matricial dita

2Curiosament, aquests casos resulten de la tria d’ideals matuament ortogonals.



de Dirac, sigui I'inica que permet obtenir I’espinor operador i, per tant, la descomposici6
polar que se’n deriva. Per exemple, veurem com a partir de les representacions quiral i de
Majorana no és possible, seguint el procediment habitual, obtenir un espinor operador que
pertanyi a la subalgebra parella. Aquest problema el planteja, també, Bertfried Fauser a
[32] on escriu: '

One knows that different Z,-gradings can produce quite different spinor
modules. This fact renders the unquestioned multi-vector structure as a pecu-
liar one. A careful study of the representation theory and their dependence on

gradings in such cases is required.

Aquesta és, basicament, la giiestié6 que estudiarem en el quart capitol. Proposarem una
soluci6 a través de Z,-graduacions adequades a cada representacié que vindran caracterit-
zades per una nova (o-)involucié graduada de 1’algebra geométrica de l'espaitemps. Aixi
aconseguim representar I’espinor en una subalgebra a-parella i obtenir la seva descompo-
sici6 polar. Aquesta descomposici6 'geométrica’ ens portara a una millor comprensié dels
lligams entre les possibilitats algébriques i geométriques contingudes a I’equacié matricial
de Dirac.

Es sabut que podem passar d’'una formulacié minkowskiana a una d’euclidiana com-
plexificant la component temporal®. Hi ha hagut intents de donar un sentit geométric
a aquesta transformaci6; Nieuwenhuizen i Waldron a [61] ho aconsegueixen redefinint-la
com una rotaci6é en un espai 5-dimensional després d’afegir una nova component tempo-
ral. Pertti Lounesto [52, 54] es planteja el problema del canvi de signatura, en concret
la transici6 de (p,q) a (g,p), des d’una perspectiva totalment diferent. El seu interés és
transcriure equacions definides sobre un espai amb una determinada signatura en equaci-
ons sobre un espai de signatura oposada. Ho aconsegueix definint una transformacio, que
anomena, tilt, sobre els elements de 1’algebra de Clifford. La solucié de Lounesto presenta,
perd, una limitacié important: només pot definir-se entre algebres corresponents a signa-
tura oposada. En el cinque i darrer capitol estendrem els resultats de Lounesto en forma
valida per a qualsevol canvi de signatura. A I'dltima seccié d’aquest capitol, mitjancant
1’ts de les o — Z,-graduacions introduides al capitol anterior, obtindrem una extensi6é d’un
dels teoremes d’estructura de l'algebra de Clifford estretament vinculada amb els canvis
generals de signatura.

3 Aquesta transfomaci6 en ’ambit de les teories quantiques de camps és coneguda com a transformaci6
de Wick.



Amb la voluntat de donar un caracter autocontingut a la tesi hem inclos tres apéndixs
que tracten diversos aspectes matematics de les algebres geométriques. En el primer
exposem alguns definicions i resultats importants de la teoria algébrica dels que hem fet
s freqiient al llarg de la memoria. Entre elles hi destaca la definicié6 d’ideal minimal
d’una algebra, basica per a la presentaci6 dels espinors algébrics. En el segon apéndix
exposem de manera detallada I'estudi dels grups de Clifford que ens llegd un dels seus
millors estudiosos, Albert Crumeyrolle [21]. El darrer apéndix consisteix en una petita

introducci6 a les Z,-graduacions.



Capitol 1

L’algebra de Clifford.

1.1 L’algebra tensorial, la graduacié i la paritat.

Sigui V' un espai vectorial i V* el seu dual. Definim ’espai vectorial dels tensors (p-
covariants, g-contravariants) 7,,%(V) com el conjunt de totes les aplicacions multilineals
seguents:

T:Vx.2.xVxV*x.9.xV*—R (1.1)

Per poder definir més endavant 1’algebra multivectorial ens centrarem des d’ara en 'espai
g-contravariant *. Aixf doncs, considerarem 1’algebra dels tensors contravariants, 7(V),

T(V) = (832, T%(V), ®), (1.2)

on ® : T™ x T*(V) — T™**(V). A la suma directa anterior de vegades se ’anomena
suma feble, en el sentit que cada element definit per aquesta suma té projeccié no nulla
només en un nimero finit de subespais T9(V).

Un concepte que resulta rellevant en certes algebres, és la graduaci6é. Donat (G, +) un
grup abelia direm que una algebra A és G-graduada si existeixen subespais A, k € G,
tal que A = @y Ax isi zx € Ag i yx € A; aleshores zxy; € Ag4, on la juxtaposicié indica
el producte de 'algebra. Els elements de Ay els anomenarem homogenis de grau k. Per
un z; € Ay direm que k = grau(zx). Ja que hem considerat G abelia aleshores

grau(zxz)) = grau(zg) + grau(z)

1De la mateixa manera podriem triar el p-covariant
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De les definicions anteriors es veu facilment que 1’algebra dels tensors contravariants
és una algebra Z-graduada. La graduacié d’una algebra no té perqué ser inica. Tot seguit
veurem com podem dotar a 1’algebra contravariant d’una graduacié Z,. Per fer-ho ens cal
definir una série d’aplicacions; comengarem per ’aplicaci6 lineal anomenada automorfisme
principal o involuci6é graduada. Donat A, B € T(V), definim I'automorfisme principal

com
(A ® B) = a(4) ® a(B) (1.3)

sabent que a(A) = A si A és un escalar i que a(A) = —A si A és un vector, 'aplicacié
queda totalment caracteritzada. D’aqui és immediat veure que si t? € T?(V) llavors

a(tP) = (=1)F>?)P = (-1)PtP (1.4)
Aquesta aplicaci6 és realment un automorfisme ja que

atP@s?) = (_1)deg(f”®s‘*)(tp ®s%) = (_1)(srau(tp)+grau(s"))(tp ® s9)
= (—1)Ful)r @ (—1)8200N 5 = o(t?) @ a(s?)

a més, el nom d’involuci6 també és justificat doncs a(a(T?)) = TP. Val a dir que durant
el treball també farem servir el barret per a la involuci6, i.e. a(4) = A.

Una altra aplicacié involutiva, que utilitzarem més endavant, és la reversi6. Aquesta
esta definida per

B(A® B) = B(B) ® B(A) (1.5)

on B(A) = A tant si és un escalar, com si pertany a T'(V). Igual que abans, per tal de
facilitar 'escriptura molt sovint representarem la reversié amb una titlla, 3(A) = A.
Finalment, composant les aplicacions anteriors podem definir una de nova, que anomena-
rem conjugacio.

a(B(A® B)) = (A ® B)) = a(B(B)) ® B((A4)) (1.6)
Usant la involucié podem definir els segiients projectors:

1
My = 5(1 + CB) (17)
de manera que, donat t* € T?(V), tenim que m+tP = (1P & a(t?)) = (17 £ (—1)Pt?)
descomponen I’algebra contravariant en dos subconjunts corresponents a la part parella i
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la senar. El subespai dels elements parells queda caracteritzat per 7. (V) = 7.(T(V)) i
el dels senars per 7_(V) = n_(T(V)), essent T (V) = To.(V) & T_(V). Aixi doncs, hem
dotat a l’algebra contravariant d’una graduaci6 Zs:

T:(V)® T (V) C T (V) T-(V)@T:(V) C T-(V)

T.(V)T-(V)CT-(V) T-(V)®T-(V) C T:(V)

d’on es veu que 7;(V) és una subalgebra de 7 (V).

1.2 L’algebra exterior.

Sigui S, el grup simétric format per les permutacions dels elements {1,...,p}. Donat
o' € S, definim una aplicacié multilineal

o :Vx.2.xV— YV,

com 0'(vy,...,Up) = V1) ® ** + ® Ug(p), de la propietat universal del producte tensorial
[35, 62] es conclou que I'existéncia d’una aplicaci6 lineal o : @V — ®PV que satisfa el

segiient el diagrama commutatiu:

PV

| >N

Vx.PxVi—s>V

Donat t = v; ® - - - ® v, definim I'antisimetritzacié6 A com ’aplicaci6 multilineal donada
per

o E e(o)o(t) = ! Z: 0)Vs(1) ® Vo(2) @ * * * ® Vo(p) (1.8)
P es, P ses,
on, com és habitual e(c) = £1 és el signe de la permutaci6.

Definim un p-vector (p-covector) com un tensor contravariant (covariant) d’ordre p
antisimétric. L’espai dels p-vectors el designarem per AP(V) i el dels p-covector? per
AP(V*). Notem que AY(V) =V, AH(V*) = V* i A%(V) = A°(V*) = K on K és el cos
d’escalars. Sin és la dimensi6 de 'espai vectorial V, dim(A?(V)) = dim(A?(V*)) = (7).?

2Veure secci6 6.1. del [1]
3Degut a qué les construccions que farem sén analogues tant pels p-vectors com pels p-covectors ens

limitarem a considerar els p-vectors.
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El producte tensorial d'un p-vector X? amb un g-vector ¥Y?, és un tensor contravariant
d’ordre (p+gq), perd no és antisimétric. Per construir una algebra de tensors contravariants
antisimétrics cal definir un nou producte de manera que el seu resultat pertanyi a AP*¢(V).
Sigui X? € AP(V) i Y? € AY(V) definim el producte exterior o de Grassmann [1] com

!
XPAY? = (_p+_‘3’)'A(Xp®ya)
Ig!
pq:
Degut a que el producte tensorial és bilineal i associatiu el producte exterior definit
també ho serd. Els 1-vectors, o simplement vectors, com elements de V' juguen un paper

fonamental com a generadors. El producte exterior de vectors verifica:
uAv=-vAu on wu,v€ A (V)
d’aqui i de les propietats associativa i de bilinealitat podem veure que
XPAYS = (=1)PY TN XP (1.9

Com l’antisimetritzaci6 de tot tensor d’ordre p > n és nulla, no pot existir un espai
vectorial A?(V') amb p > n. Per tant, la suma directa de tots els espais A?(V') forma
un nou espai vectorial A(V) = ®}_4A?(V), que equipat amb el producte exterior defineix
’algebra exterior o de Grassmann de ’espai vectorial V. Els elements d’aquesta algebra
els anomenarem multivectors. La seva dimensi6 és dim(A(V)) = >_7_, (’;) = 2", Les dues
graduacions Z i Z, definides sobre ’algebra tensorial s’apliquen analogament a 1’algebra
exterior.

Una operaci6 que ens serd de molta utilitat és el projector (), que es defineix com

()p: A(V) — AP(V).

1.3 L’algebra de Clifford.

L’algebra de Clifford fou presentada per W.K. Clifford I’any 1876 a [18] i batejada com
algebra geométrica. El 1878 i en part responent a Grassmann [38] publica el que es con-
sidera la seva contribuci6 definitiva [17]. A la literatura podem trobar diferents maneres
d’introduir aquestes algebres [62, 67, 72, 5, 8]. Lounesto a [54] fa un excellent repas de les
diverses definicions. Aqui ens limitarem a una definicié constructiva® que sera suficient
pel desenvolupament de 'estudi.

4Una variant més detallada en la linia aquf exposada pot trobar-se en [72] on no precisa postular ni
I’associativitat ni la independéncia lineal dels 2" monomis.
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Donat un espai vectorial V' definit sobre un cos K i proveit d’'una métrica o forma
bilineal simétrica no degenerada g de signatura (p,qg = n — p) la seva algebra de Clif-
ford és I'algebra associativa generada pels elements {ej, ... ,€,,€p41,...,€,} d’una base
ortonormal de V' on el producte esta definit per les segiients propietats:

1. El cos dels escalars commuta amb els vectors.
2. e,=1 1€{l,...p}, ees=-1 i€ {p+1,...n}
3. €i€4 +CJ'€,7 =0 3 9‘—' 4

Notem ara que, quan apliquem aquestes relacions al producte d’'un nombre arbitrari de
vectors, sense més regles que la propietat distributiva del producte respecte de la suma,
I’expressi6 resultant s’expressara com una combinacié K-lineal de monomis de la forma:

ei'e)’...efr on =001 (¢=1,...n) (1.10)

Aquests monomis, que identifiquem amb els 2" multivectors base de I’dlgebra exterior
A(V), formen la base de ’espai vectorial de ’algebra. Per tant, ambdues algebres, 1’alge-
bra exterior i la de Clifford, estan definides sobre el mateix espai vectorial A(V'). Encara
que D’algebra de Grassmann pot presentar-se com 1’adlgebra de Clifford d’un espai mé-
tric totalment isotrop, resulta més natural considerar-la independentment de qualsevol
métrica. En aquesta concepcid el producte de Grassmann construeix les multiplicitats o
magnituds extensives, escollint quines de les n dimensions hi participen (2" possibilitats).
Sobre aquesta estructura una meétrica en V defineix el producte geométric.

La definici6 del projector, (),, donada en la secci6 anterior encara sera vigent, ara perd
()p Cl(V,g9) — Ap(V). Aquest projector, per p = 0, satisfa la propietat ciclica, i.e.
donats ¢, ¢ € CI(V, g) aleshores (¢p), = (p¢),. Aixd és degut a que només aportaran es-
calars els productes dels termes ¢ i ¢ amb els mateixos generadors i aquests, evidentment,
commuten.

L’algebra de Clifford combina el producte escalar i el producte exterior. Donats a,b
1-vectors el producte de Clifford, designat per juxtaposicid, es pot descompondre com

ab=a-b+aAb (1.11)
d’on
a-b=g(a,b) = %(ab+ba), (1.12)

ol %(ab B} (1.13)
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I per tant podem escriure el producte escalar i exterior usant tan sols el producte geométric
de Clifford. Un element general A de Cl,,(V') pren la forma

A=A+ A4+ A+ + A,

onn=p+qiA, é un r-vector que pertany a A"(V) C Cl,4(V). De I'expressi6 (1.9)
veiem que si a € Ay(V) i B € A, (V) aleshores a A B = (—1)"B A a, aixi podem estendre
la nocié de producte escalar a un vector per un multivector®

- —;—(aB — (=1)"Ba), (1.14)
anB= %(aB+(—l)"Ba,) (1.15)

de manera que
aB=a-B+aAB (1.16)

Una altra expressi6 de forca utilitat [42] és

r

a-(agA---ANay) = Z(—l)k"'l(a- ag)ag A Qg—y- Qg Ao Aay (1.17)
k=1
on a; € Al(V)
Per dos multivectors homogenis arbitraris es pot veure [46] que
A; A Bs = (ArBs)r+s ) (1'18)
ArB, = (ArBS>|r—s| + (ArBS)|r—s|+2 + o+ (ArBs),y (1.19)

Les algebres de Clifford hereten de ’algebra tensorial les definicions d’involucié, re-
versid i conjugacié. Ara, la reversié i, per tant, també la conjugaci6 actuen sobre tensors

antisimétrics deixant-los invariants a menys d’un signe:

B(A,) = A, = (-1)"57 4, = (-1)i4, Reversi6 (1.20)
A, = a(B(A;)) = B(a(A,)) Conjugacié (1.21)
a(A,) = A, = (-1)"4, Involuci6 graduada (1.22)

SPer simplicitat notarem aquest producte amb el mateix simbol que el del producte escalar entre
vectors.
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De les dues graduacions de 1’dlgebra tensorial tan sols la Z,-graduacié es manté per a
’algebra de Clifford d’acord amb ’expressié A,B; de (1.18). Les estructures associades
a la Zs-graduacio es conserven: els projectors 7y caracteritzen les parts parelles i senars,

on la part parella és una subalgebra:
Cl(V,g) = Cl*(V,g) ® Cl™(V,g) onm[CL(V,g)] = CI*(V,g). (1.23)
Fent s de la involucié graduada podem definir la subalgebra parella com:

Cl*(V,9) = {¢ € CU(V,9)/d = ¢} (1.24)

Aquesta subalgebra intimament relacionada amb el concepte de graduacié és d’una gran
importancia dins la teoria de les algebres de Clifford i de les seves aplicacions a la fisica.
En el capitol 4, partint d’altres possibles graduacions, obtindrem altres subalgebres i
discutirem algunes de les seves possibles aplicacions.

Donada una algebra geométrica Cl, (V) anomenarem element de volum al monomi
generador de dimensié maxima e; ...e, = €, 5. Aquest element, com veurem més enda-
vant, és una peca fonamental en l'estructura de les algebres de Clifford. Aqui, pero, ens
limitem a considerar el seu paper en la definicié de les operacions de dualitat. Una opera-
ci6 de dualitat és un isomorfisme que relaciona els espais AP(V) i A®?(V). L’isomorfisme
més emprat és el que defineix 1'operacié de dualitat anomenada estrella de Hodge. La
seva definici6é involucra les algebres exteriors covariant i contravariant. En el marc de
’algebra geométrica de Clifford resulta equivalent a tots els efectes practics - i molt més

simple i natural- definir la dualitat mitjancant ’expressi6:
¢ = der.n Vo € Clyy(V) (1.25)

La designarem al llarg de la tesi amb el simbol * i el seu invers a ’algebra Cl, ,(V) ve
donat per l’expressio

s14, = (1)« A, (1.26)

1.4 Classificacio de les algebres de Clifford.

1.4.1 Producte tensorial d’algebres i adlgebres matricials comple-

tes.

Per estudiar la classificaci6 de les algebres de Clifford caldra recordar dos conceptes: el
producte tensorial de dues algebres i el qué sén les algebres matricials completes. La
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importancia d’aquestes tltimes rau en qué tota algebra simple sobre un cos algébricament,
tancat és isomorfa a una algebra matricial completa [72].

Definicié 1.1 Siguin A i B dues algebres sobre un cos K, tal que dim(A) = m i dim(B) =
n. Donades {a;} (1=1...m) i {bx} (k=1...n) bases de A i B respectivament tal que

a0 =) Aijkar, bby=1) Brub amb Ay, By €K
k t

aleshores una dalgebra C amb dim(C) = mn es pot definir com C = A ® B si admet una
base {a;} (i=1...m, k=1...n) tal que

CirCjs = E AijkBrgt Crt
Kt

Definicié 1.2 Una dlgebra matricial completa M(n,K) (en ocasions indicada senzilla-
ment com K(n)) esta formada pel conjunt de totes les matrius quadrades n x n on les
entrades son elements de K.

No és dificil veure [5] que

M(n,K) ® M(m,K) ~ M(mn,K) (1.27)

1.4.2 Teoremes d’estructura.

Per classificar les algebres de Clifford, el més habitual és utilitzar certs teoremes que ens
mostren l'estructura que aquestes tenen. Podem dividir aquests teoremes en dos tipus:

els de periodicitat i els d’isomorfia.

Teoremes de periodicitat.

Teorema 1.1

Clpt1,941 = Clpg ® Clap (1.28)

Clq,p+2 — ng‘z ® Clp‘q (129)
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Demostracié. Demostrarem (1.28) per construcci6, la demostracié de (1.29) es fa de
manera similar.

Siguin {&, €1,... ,€p, U0, U1,--- ,Uq}, {€1y-+ r€pyU1,y... ,Uq}, {€1,€2} els conjunts de ge-

neradors de les algebres Clpi1 441 , Clpg i Clag respectivament, on e = & = e = 1

iaf =u} =u}=-1lonie€{l,.,p}ij € {l,..,q}. Com a primer pas veiem que
dim(Cly41,441) = dim(Cl, ¢ ® Clyp) = 2°PT9+2. Aixo ens anima a assajar un isomorfisme:

o 1®éy Uy 1R®E16

A . (1.30)
€ e ®e; ﬁjHUj@C]_

Els elements {1 ® é;,€; ® é1,1 ® €,€;,u; ® €} son independents i pertanyen a la base
lineal de 'algebra Cl, , ® Clyp. A més, formen un conjunt complet ja que mitjancant les
combinacions

(ei®é)(1®6)=e®]1

(u;®é&)(1®é1)=u;®1

obtenim el conjunt {1®é;,1®¢é;,e;®1,u;®1} i aquest, trivialment, genera Cl, , ® Cly q.
Ara podem ja comprovar que els elements donats per les expressions (1.30) compleixen les
relacions propies d'una base de generadors de Clp, 1 ¢41. Les relacions d’anticommutacio:

{éo,‘ﬁj} = {1 ® éz,‘u.j ® él} = (1 @ ég)(ﬂj ® él) =+ (’U,j ® é])(]. ® ég)

= 'uj®égé1 + u; ® €163 = u; @ {ég,él} =0

{é,;,ﬁo} = {6,‘ ReéL1I® é]_ég} = (ei ® él)(l ® é]ég) + (1 ® élég)(ei @ él)

= (e; ® €16162) + (e ® €1€26,) = €; ® 1{€1,€2} =0

i de manera semblant les demés. També podem veure que satisfan les relacions de nor-

malitzacid:

(1@&2)(1@&2) =1®éé=101
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(ei®é1)(ei®é) =eie; ®€:16, =11
(1 ® élé?)(l ® élé2) =1®€1626160=-1®1

(Uj ® él)(Uj ® é]) = UjUy ® 51é1 =-1®1
Teorema 1.2

Cgp‘q_m e C’lp‘q ® 030,4 (131)

CIP,Q'FB e Clp‘q ® CID!B (1 .32)

Demostraci6. Si les algebres de (1.31) son generades per {&y, ..., &p, U1, ..., Ug4a }s
{1, .., €py Uty .oy Ug}, {1, U2, U3, T4} 'isomorfisme s'estableix en base a les relacions:

E; e LRE 1€ {1...p}
Ujru; @€ je{l,..q}
Ugyr > 1 @ ug k€{1,2,3,4}

on € = U,Uslgly. La demostracié efectiva de I'isomorfisme es realitza de manera analoga
a la demostracié anterior.

La relaci6 (1.31) implica
Clog ~Clys®Clya
i d’aqui
Clp g8 ~ Clpgra4a = Clpgra @ Clog =~ Cly g @ Cloa ® Clyg =~ Clp g ® Clog

demostrant aixi (1.32).

Teoremes d’isomorfia

Teorema 1.3

Clq+1‘p g Olp+1,q (133)
Demostraci6. Seguint ’esquema constructiu de les demostracions anteriors només cal
donar la segiient correspondéncia isomorfica entre les bases:

€y > €p
€j ¢ eu; JE {1,...q}
U; +> eoe; 1€ {1,...,p}
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Teorema 1.4
Clf, = Clyp-1 2 Clyg1 = Cl, (1.34)

Demostracié. Prenem {éy, ..., &, @, ..., %y} com a generadors de Cl, g i{e1, ..., €gy U1, .., Up—1}
com a generadors de Clgp—;. La subalgebra parella CL}  estd generada pels elements
€18;, 81U, amb ¢ = 2,...,p 7 = 1,...,,q que s’identifiquen amb els generadors de Cl,,-1:

e, = €1,, u; = €16;. Demostrat el primer isomorfisme, els isomorfismes restants sén im-
mediats a partir de (1.33).

1.4.3 Representacié matricial de les algebres de Clifford

Sigui A una algebra real i V un espai vectorial qualsevol sobre K = R, C, H. Una aplicacio
lineal p: A — Endg(V') que satisfa p(14) = 1y i p(ab) = p(a)p(b) Va,b € A s’anomena
una K-representacié de A. L’espai vectorial V triat s’anomena espai de representaci6 de
A.

Dues representacions vectorials p; : A — Endg(Vi) i po : A — Endg(V2) s6n
equivalents si existeix un K-isomorfisme ¢ : ¥} — V5 que satisfa py(a) = ¢ o pi(a) o 7!,
Va € A.

Direm que una representacio6 és fidel si ker p = 0, és a dir, si és injectiva. Una repre-
sentaci6 s’anomena reductible o descomponible si V = V] @ V; on V] i V5 s6n subespais
invariants per I'accio de p, i.e., p(a)(V1) C Vi i p(a)(Va) C V3, Va € A. Una representaci6é
és irreductible o indescomponible si els Gnics subespais invariants sota 1’accié de p, sén V
i0.

Ara procedirem a l’estudi de les representacions de determinades algebres de Clifford
de baixa dimensi6. Aquestes, amb l'ajut dels teoremes d’estructura, ens permetran de-
terminar les representacions de totes les demés. Degut a aquest caracter generatriu de
representacions les anomenarem algebres de Clifford primitives.

L’algebra Cly;

Un element general i arbitrari de Cly; és de la forma:

Y=a+be (1.35)

amb €2 = —1 Definint ’aplicaci6 p : Clpy — C on p(1) = (1,0) i p(e) = (0,1) =i és
immediat comprovar que aquesta algebra és isomorfa als complexos.
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L’algebra Cl, o

Donats dos elements arbitraris de Cl; o

@ =a+be
¢=c+de (1.36)

amb €2 = 1, podem escriure el producte com

@¢ = ac+ bd + (ad + bc)e

Podriem definir uns doblets (a,b) amb a, b € R, d’igual manera que es fa pels comple-
xo0s, dotant-los d'un producte com |’anterior, és a dir,

(a,b)(c,d) = (ac + bd, ad + be)

aquest conjunt d’elements forma un anell i se’ls anomena nombres duals de Clifford, D.
Encara que podem trobar un esquema interessant de classificacié i representacié de les
algebres de Clifford reals on hi participen aquests nombres [49], nosaltres la deixarem de
banda i seguirem la linia dominant [67] que considera I'isomorfisme entre D i R@R. Sigui
(a,b) on a,b € R amb el segiient producte

(a,b) e (c,d) = (ac, bd) (1.37)

aquest defineix I’dlgebra de la suma directa R®R. Veiem mitjan¢ant ’aplicasié ¥ : D —
R & R definida per 9(a,b) = (a + b,a — b), que J((a,b)(c,d)) = 9(a,b) ® ¥(c, d), per tant,
CII,O ~D~ R@R.

L’algebra Cly

Veurem que aquesta algebra és isomorfa a 1'algebra dels quaternions. Un element general
de ’algebra el podem escriure com

Y=a+be +cey+dep (1.38)
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amb a,b,c,d € Rie? = €2 = e?, = —1. L’isomorfisme amb I’algebra dels quaternions
s’estableix mitjancant les relacions:

p(1)=1 ple)) =i plez) =j ple) =k (1.39)

aixi doncs Cly, ~ H

Les algebres Clyo i Cly,

Un cas particular de l'isomorfisme Clyy19 =~ Clyy1p €s Clag ~ Cly;. Aquestes dues
algebres son isomorfes a 1’dlgebra de les matrius reals 2 x 2. Podem veure-ho de manera
directa ja que les matrius generadores de M(2, R)

(e (o 0) o= (o 5) o= (00) = (50))

sén de quadrat +1 i anticommuten, de la mateixa manera que els generadors de Cly
i els generadors de Cl;

Hi trobem, perd, una clara diferéncia a I’hora d’establir les correspondéncies matricials
dels generadors ja que per Clag

p(1)=fi pler) =H ples) =f3 plerr) =14 (1.40)
i per 051,1
P =1 plum)=% pu) =5 pu)=1% (1.41)

Aquest és un exemple paradigmatic de com, amb la representacié matricial, perdem la
informaci6é geométrica continguda en els elements de 1'Algebra de Clifford. Per exemple,
f, és tant la representaci6é d’un bivector en Cly o com la representacié d’un vector de Cly ;.
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1.4.4 El teorema de periodicitat i la classificacié6 matricial de les
algebres

Amb T'ajut dels anteriors isomorfismes i amb alguns dels teoremes d’estructura podem
completar la construccié de les representacions matricials de les algebres de Clifford reals.
La pega clau d’aquest procés constructiu és la relacié de periodicitat d’ordre vuit Clp 448 =~
Clog ® Cly 4. Determinem, en primer lloc, quina és 1’algebra matricial isomorfa a Clyg.
Utilitzant (1.31) podem escriure

Cfo,g o 010’4 ® Clg‘q‘ (142)

dels isomorfismes estudiats recentment Clpo >~ H i Clyg ~ M(2,R) i de (1.29), trobem
que Clog >~ Clys ® Clyp ~ H® M(2,R). Ara escriurem

Clolg i M(2,R) ®H®H®M(2, R) (1.43)‘
De (1.28) i de I'isomorfime Cly ~ Cly; ~ M(2,R) obtenim
Clyt1,041 =~ Cliy ® Clyy = M(2,R) ® Cl,,

i d’aquf, i de la coneguda propietat matricial M(m,R) ® M(n,R) ~ M(mn,R), que
Clys ~ M(4,R). Per una altra banda de (1.29) podem veure que Cly 2 >~ Clo2 ® Clgp, i
com ja hem vist que Clg ~ H, aleshores Cly; ~ H® H. Aixi podem concloure que

H®H ~ M(4,R)
Ara 1.43 queda
Clog ~ M(2,R) ® M(4,R) ® M(2,R) ~ M(16,R)
i per tant
Clyo+s ~ Cl, , ® M(16,R) (1.44)

Les algebres de Clifford complexes C ® Cl,, = Clc(n) on n = p + g, presenten una
menor varietat d’estructures i la seva classificacié només depén de la paritat de nino de la
signatura (p, ¢). El resultat d’aquesta classificaci6 [21] queda resumit en els isomorfismes:

Clc(2k) ~ M(2*,C) (1.45)

Clc(2k + 1) ~ M(2F,C) ® M (2%, C). (1.46)



1.5. L’ALGEBRA GEOMETRICA DE L’ESPAI EUCLIDIA. 31

1.5 L’algebra geomeétrica de I’espai euclidia.

Sigui R*? un espai vectorial real de tres dimensions proveit de la forma bilineal euclidiana
gij = 0;;. L’algebra CI(R3*°,4;;) = Cl3p que genera aquest espai s’anomena algebra de
Clifford euclidiana de I’espai. Donat que dim(R*?) = 3 llavors dim(Cl3p) = 2°* = 8. Un
element A arbitrari d’aquesta algebra sera de la forma

A= ag + a;€1 + agzeq + as€g + a12€12 -+ a23€93 + as1 €3 + )\8123

on les components pertanyen al cos que defineix I’dlgebra, en aquest cas R. Un element
genéric estd format per un escalar, un vector, un 2-vector o bivector i un 3-vector o
trivector. El trivector constitueix, en aquesta algebra, I’element de volum i presenta
propietats operacionals forca interessants

el = -1, (1.47)
e13A = Aejps VA E 033‘0 (1.48)

conferint-li una clara identificacié amb la unitat imaginaria. Com a curiositat podem
considerar [11] vectors isotrops a R3: e; + ie3 = e; + ez té quadrat nul.

També resulta interessant analitzar la relaci6 que hi ha entre el producte geométric
i el producte vectorial habitual definit a partir d’un determinant d’ordre 3. El producte
geométric de dos vectors u,v € R*? déna, a més del seu producte escalar, un bivector
corresponent al pla format per u i v. Aquest bivector és substituit pel vector director del
pla en el formalisme habitual. Tot i que aquesta substitucié es pot formalitzar mitjangant
'aplicaci6 de la dualitat de Hodge, no té significat fisic: el moment angular L =< rp >,=
r A p és, propiament, un bivector que es conserva en camps centrals com mostra la llei
de Kepler de conservaci6 de la velocitat areolar. La definici6 L =< rp >, és valida en
qualsevol nombre de dimensions.

L’algebra de Clifford euclidiana és isomorfa a I’algebra de les matrius complexes dos
per dos, i.e. Cl3g >~ M(2,C). Sota aquesta forma es coneix com algebra de Pauli, essent
les o; la representacié dels e;.

En el formalisme de Clifford les transformacions isométriques de les magnituds geomeé-
triques ® son descrites per elements de la mateixa algebra. Una rotaci6 sobre v € R*® C
Clsp i, de fet, sobre qualsevol element de Cl és expressada per la formula

ér(v) = RuR™!

6A ’apéndix 2 es realitza un estudi detallat dels grups de Clifford per qualsevol dimensi6 i signatura.
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on R pertany al grup Spin(3,0) definit per
Spin(3,0) = {R € Clyo/RR =1}

El grup Spin(3,0) és el doble recobriment del grup de rotacions SO(3). Degut a l'iso-
morfisme Clz o ~ M(2,C) es pot veure que Spin(3,0) = SU(2) = {g € M(2,C)/gtg =
l,detg = 1}. L’homomorfisme de grups p : Spin(3,0) — SO(3) és exhaustiu i el
ker p = {£1}. Aixo implica que a SU(2) hi ha dos elements {£g} que representen la
mateixa rotaci6 ¢+, € SO(3).

1.6 L’algebra de 1’espaitemps.

L’algebra de I’espaitemps és el nom que dona Hestenes [42] a ’algebra de Clifford CI(R'3,7n) =
Cly 3 on 7 correspon a la métrica de Minkowski de signatura —2. Prenent una base or-
tonormal per I'espai vectorial R*3, B = {ej, e;,e;,€3} tenim un vector de tipus temps

e? = 11 tres de tipus espai € = —1 amb 7 = 1,2,3. Una base lineal G de I’algebra, de
dimensi6 2* = 16 ve donada per

r 1 escalars,
€p,€1,€2,€3 vectors,
g = 4 €p1, €92, €03, €12, €23, €31 biVGCtOI‘S, (149)
€012, €013, €023, €123 trivectors,
| €0213 4-vectors o element de volum.

L’element de volum, igual que en Cl, també té quadrat —1, perd no commuta amb tots

els elements. Commuta amb els parells i anticommuta amb els senars:
Areqia3 = (—1)"ep123 A,

La subalgebra parella Cli':3 és isomorfa a Cls i, per tant, a I’algebra de Pauli. Aquest
isomorfisme (que l'establim amb 1’algebra de Pauli per evitar confusié entre els vectors
de D'espai i els vectors espacials de 'espaitemps)pot establir-se facilment mitjancant la

correspondéncia
7 : Clso ~ M(2,C) — Clf; (1.50)

T(0i) = epe; amb ¢ = 1,2,3. Aix{, tenim per exemple que 7(0;) = eq, T(012) =

7(01)7(0'2) = €p1€02 = €21, 7(0'123) = €p123-
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Els grups de Clifford” que presenta I’algebra de I’espaitemps sén de gran interés fisic
ja que entre ells es troba el grup de transformacions de Lorentz. Sigui Cl]; el grup de
tots els elements invertibles de I’dlgebra. Definim el grup de Clifford-Lipschitz com

I(1,3) = {g € Cli5 / gvg™ = A,(v) €R™® Vv € R} (1.51)

on A:I(1,3) — End(R"); g+ A,

Es senzill veure que A, és una isometria ja que

Ag(v)Ag(v) = gug~lgug™! = gvPg~! = ?

donat que el producte de Clifford d'un vector amb ell mateix coincideix amb el producte
escalar. Ja que A, € End(R"?) aleshores A,(v) Vv € R'? complira que

BlAg(v)] = Ag(v) (1.52)

a[Ag(v)] = —Ay(v) (1.53)
L’expressi6 (1.52) ens imposa
Blgvg™) = g71vj = gvg™
de l'altima igualtat es segueix
g g wgg=v YveRYS

Aquesta darrera expressi6 indica que els elements de I'(1, 3) verifiquen la condici6 gg € R.
Aixo ens suggereix la possibilitat i conveniéncia de definir nous grups fixant la normalit-
zaci6 de g. De fet, el producte gg s’anomena norma espinorial N(g). Definim aixi

Pin(1,3) = {g € T'(1,3) / gg = £1}

Procedint de manera analoga a partir de (1.53) trobem que § = +g. Tenint present
la graduaci6 Z, de les algebres de Clifford veiem que

g=g9 & g€ Clf;, (1.54)
g=—-g & g€Cl, (1.55)

"Veure apéndix B.
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és a dir, que aquests elements s6n de paritat definida. Aixd implica [21] que es poden
escriure com

g=w...wx on w; €RM® i wl#0 (1.56)

Si g = w;, descomponem R = W @ W+, amb W subespai no isdtrop generat per wj.
Tot vector v es descompon en la forma v = v+ vy, amby € Wiv, € W+, Aleshores
gug™! = wi(y +v)wy' = vy — vy que, com es veu, es tracta d’una reflexi6 relativa
a I'hiperpla W+. La composicié de dues reflexions és una rotaci6. Aixi, d’acord amb
el teorema de Cartan-Dieudonné veiem que quan el nombre k de vectors w; és parell
I’expressi6 (1.56) defineix una rotacié i quan k és senar una reflexié. Aixd motiva la

definicié del grup Spin especial:
Spin4(1,3) = {g € ['*(1,3) / N(g) =1}

és clar que Spin,(1,3) C Pin(1,3). El segiient teorema ens permetra veure més clar el
caracter generador de rotacions que tenen els elements de Spin, (1, 3).

Teorema 1.5 Si g = g i N(g) =1 llavors
g =te® (1.57)

on B és un multivector. Triat B, pot escollir-se el signe de (1.57), excepte quan B* =0

on llavors g = —e®B.

La demostraci6 d’aquest teorema es pot trobar a [42]. Segons
el signe del quadrat de B es tractara d’una rotaci6 espacial si B> < 0 o d’una rotacié
temporal hiperbolica o ‘boost’ si B2 > 0. A més a més, sempre podem descompondre
g com el producte d’una rotacié espacial i una temporal [63]. Donat que les rotacions
d’espaitemps es poden representar amb el grup Spin, (1, 3) no ens estranyara I'isomorfisme
existent entre aquest grup i SL(2,C). Aixi, el grup Spiny(1,3) és el doble recobriment
de SO4(1, 3), també conegut com grup propi ortocron de Lorentz. Expressat d’una altra

manera, Spiny (1,3)/{£1} ~ SO4(1,3). Igualment es verifica Pin(1, 3)/{£1} ~ O4(1, 3).

1.7 La diferencial exterior, la codiferencial i I’operador

de Dirac.

Ja des d’un principi venim treballant amb multivectors, és a dir, tensors contravariants
antisimétrics. L'operador diferencial exterior no es pot definir actuant sobre tensors con-
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travariants [63] degut a la incompatibilitat amb les seves lleis de transformacié. Mal-
grat aix0, com l’algebra de Clifford estd equipada d’una métrica, donat un multivector
A € CI(V, g) podem trobar, mitjangant g, el seu multicovector o multiforma associada,
diferenciar-la exteriorment i, finalment, trobar el multivector associat a aquesta multi-
forma diferenciada. Aquest procés el farem sempre que calgui i abusant del llenguatge
ens permetrem d’escriure dA. Es clar que aquest procediment no és aplicable a 1’algebra
exterior de multivectors en abséncia d’una estructura meétrica, situacié en la qual ’es-
tructura exterior no es completa amb una estructura Clifford. L’operador codiferencial el
definirem com § = *d*. Aquests dos operadors ens permeten definir ’'operador nabla:

V=d+/¢

També és comu definir aquests operador com V = e#V, on V, és la derivada covariant
en la direcci6 del vector e,. Al llarg d’aquest treball no tractarem amb espais corbats,
aixi que l'expressi6 de 'operador nabla pren una forma més simple, V = e#3,, sempre i
quan ens mantinguem en coordenades cartesianes. Aquest operador, independentment de
si I’espai que el sustenta té curvatura, té les propietats algébriques d’un vector. Vegem-ho
estudiant com actua aquest operador sobre camps multivectorials de ’algebra de 'espai-
temps. Donat A, = A,(z) tal que A,(z) € A"(R), de (1.16) veiem que

VA=V -A+VAA

onV-Ae A" H(RM)iVAA € A (R!3). Sig € Ag(R!3) llavors V- ¢ =01 Vo=V Ap.
Si u € AY(R™3) aleshores Vu = V-u+ V Auon V- u és la (quadri-)divergéncia de u i
V A u és el (sis-)rotacional de u.

1.8 TUna aplicaci6 fisica: el camp electromagnétic.

En electromagnetisme és habitual presentar el camp eléctric com un vector polar i el
magnétic com un vector axial [33]. Aixo és degut a que aquests dos camps es comporten
de diferent manera sota paritat. Aquest operador, que el podem definir actuant sobre els
vectors de la base de 'espai com P(e;) = —e;, canvia el sentit del camp eléctric, mentre
deixa invariant el camp magnétic. La necessitat d’introduir els termes polar i azial quan
es fa s de 'algebra vectorial de Gibbs, i que no troben una simbolitzacié en la propia
algebra, reflecteix la negligéncia de les magnituds bivectorials que Clifford denuncia al seu
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article de 18788,

Ja en el marc newtonia els dos camps, eléctric i magnétic, passen a descriure’s com
un tnic multivector on Clzg, on E € A'(R) i B € A*(R) que gaudeix de les correctes
propietats de transformacié sota les simetries de 'espai. La simetria fisica implicada
pel principi de relativitat (i I’experiment de Michelson-Morley) obliga a ampliar aquest
marc matematic de manera que permeti expressar adequadament les transformacions
dels camps sota aquesta simetria. Aixo ens obliga a plantejar-nos ’existéncia d’un marc
on F i B comparteixin una mateixa estructura matematica. Aquesta estructura és la
dels tensors antisimétrics de segon ordre. En el formalisme de Clifford la transicié del
formalisme tridimensional newtonia al quadridimensional relativista és immediata fent
servir 'isomorfisme Clso =~ Clf;. El camp eléctric passa de ser un vector en Clzg a un
bivector temporal en Clf ;. El camp magnétic segueix sent un bivector espacial. Val a dir
que l'expressié bivectorial del camp eléctric va ser més dificil de copsar que la del camp
magnétic degut al caracter escalar que pren el temps en la mecanica newtoniana.

Un primer exemple de la simplicitat aconseguida mitjancant 1'as de I’algebra de Clif-
ford és el fet que els dos invariants Lorentz (1’escalar i el pseudoescalar) del camp electro-

magneétic representat pel tensor de Faraday
F = —(E\eq, + Ezepy + Esegs + Breas + Baesy + Bsero) (1.58)
es determinen mitjancant I'tinica expressio:
FF = E? + E? + E? — B? — B2 — B? — 2(B,E, + B,E; + B3sEj3)eqas
Es immediat comprovar la invariancia sota transformacions de Lorentz (RR = 1):
F'F' = RFR B(RFR) = RFRRFR = RFFR = FF.

Continuant amb la presentaci6é d’algunes expressions basiques de I’electromagnetisme

relativista considerem ara ’expressio:

FeoF' = (E? + E? + E2 + B + B2 + B2)ey + (1.59)
+ 2(B3E; — ByEs)ey + 2(B1Es — B3Ey)e; + 2(ByEy — B1Es)es (1.60)

8... it is instructive to observe that the distinction between a quantity and its “Ergénzung”[dualli. e.
between an area and its representative vector, which, for some purposes it is so convenient to ignore, has
to be reintroduced in physics. Thus Maxwell specially distinguishes the two kinds of vectors which he
calls force and flow, and which in fact are respectively linear functions of the units and of their binary
products. [17]
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Les components temporal i espacial del vector "imatge” del ey que resulta per “conjugacié”
amb el tensor de Faraday corresponen, llevat d’una constant multiplicativa que depén
del sistema d’unitats utilitzat, la densitat del quadrivector energia-moment del camp
electromagnétic. En efecte:

E?+B? o« Densitat d’energia (1.61)
2ExB o Vector de Poynting (1.62)

L’extensi6 natural de I’expressi6 anterior a tots els elements de la tétrada {e, } ens déna
'per columnes’ la totalitat de les components del tensor d’energia-moment electromagnétic
en la base {e,}

Fe,F Tle,
Aquest tensor en la formulacié habitual ve donat per
TH — i(_puppv + 1}7‘ Feo
T dn VS )

Resulta forga curi6s, i de significatives conseqiiéncies que analitzarem en capitols poste-
riors, observar que 1'expressi6 del quadrivector energia-moment d’una particula de massa
m és formalment idéntica a la que hem presentat per al camp electromagnétic. En efecte,
raonant en el cas més simple d’'una particula en repos en un sistema de referéncia inercial
Y, el seu quadrimoment mej s’expressa en un sistema inercial d’observacié £ mitjancant

I’expressio:
meh) =mRegR R € Sping(1,3) (1.63)

on R és la transformacié de Lorentz que relaciona ¥ amb ¥'. L’extensi6 als altres vectors
de la base de ’expressié anterior

ens dona l'orientaci6 espacial de la particula relativa a X.

Constatem aixi que en ambdés exemples, el del camp electromagnétic i el de la par-
ticula massiva, les expressions corresponents als observables energia-moment, tensions de
Maxwell i orientaci6 de la particula, estan donats per expressions formalment idéntiques.
L’objecte fisic esta caracteritzat per un multivector (F, \/mR) que, actuant per conjugacié
sobre els vectors de la tétrada ¥ de I'observador, donen els observables de ’objecte en X.



38 CAPITOL 1. IL’ALGEBRA DE CLIFFORD.

Extensions d’aquest tipus d’expressions als tensors de superenergia han estat realitzades
recentment per J. M. Pozo [68]. Es important notar la similitud d’aquestes formules amb
el calcul d’observables en mecanica quantica. Aquest es realitza mitjancant expressions
bilineals en la funci6é d’ona (que descriu 'objecte fisic) que actuen sobre un operador que
esta determinat pel sistema d’observacié (Bohr [7]).

Finalment, les equacions de Maxwell, amb l’ajut de l'operador V de Cl; 3, poden
escriure’s [72] com

VF=J (1.64)

on J és el 4-corrent. Més endavant tindrem oportunitat de veure com aquest mateix
operador V permet donar una versié multivectorial real de ’equacié de Dirac per a I’electré
[57, 64], estenent a les equacions dinamiques el ’contacte de formalismes’ establert en el
cas dels observables.



Capitol 2

Espinors 1 classes d’equivaléncia.

2.1 Motivacio.

Es habitual atribuir la primera aparici6 dels espinors a Elie Cartan a [9] 'any 1913, on
a partir dels grups lineals fonamentals genera i classifica tots els grups projectius que no
deixen invariant cap multiplicitat plana. Tanmateix la seva irrupci6é al mén de la Fisica
tingué lloc degut a la formulaci6 de les equacions d’ona mecanico-quantiques que per-
meteren la descripcié d’'una nova caracteristica de 1’electr6: el moment angular intrinsec
o espi, proposat per Uhlenbeck i Goudsmit el 1925. L’equacié de Pauli (1927) i, espe-
cialment, I’equacié relativista de Dirac (1928) [26] motivaren un rapid desenvolupament
matematic de la teoria dels espinors. Les representacions espinorials sén a la base de
I’enorme importéancia que ha adquirit la teoria de grups a la fisica teorica. Aquest mateix
desenvolupament, prosseguit simultaniament en els dominis de la matematica pura i de la
matematica directament aplicada a la fisica, ha produit al llarg dels anys un gran nombre
de definicions i presentacions no sempre facils de relacionar, i que han arribat a construir,
en paraules de Benn i Tucker [5] una veritable torre de Babel. Amb referéncia constant a
P’equaci6 i espinors de Dirac, de validesa solidament establerta en Fisica, i amb ’algebra
geomeétrica de Clifford com a estructura matematica de gran capacitat integradora entre
conceptes i técniques de caracters geométric i algébric, el treball que es presenta pretén
contribuir a una sintesi plena de significat fisic.

Pel que fa a la fisica, partirem, doncs, dels espinors lineals de Dirac, basats en la
representacié del grup Spin; 3 sobre C*. Ja ’any 1930 Juvet i Sauter [48, 76|, plantaren
la llavor dels que després s’han anomenat espinors algébrics substituint I’espai lineal C*
pel subespai de les matrius de C(4) en qué només la primera columna és diferent de zero.
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Marcel Riesz, I’any 1947 [70], fou el primer en considerar els espinors com elements d'un
ideal minimal per 'esquerra d’una algebra de Clifford. - Els espinors algébrics de Riesz
obrien aix{ una nova via que encara trigaria a ser explorada. L’any 1956 Giirsey [40] va
rescriure I'equaci6 de Dirac utilitzant matrius quaternidoniques 2 x 2, isomorfes a 1’dlgebra
de Clifford d’un espaitemps de signatura -2. Finalment, David Hestenes [42], basant-
se en els treballs de Riesz reformula la teoria de Dirac de I'electré definint els espinors
operadors dins 1’algebra real Cli':3. La principal diferéncia i dificultat d’integracié entre
totes aquestes definicions recau en la diversitat d’espais lineals utilitzats i que fa dificil
respondre a la qiiestié: qué és un espinor?

Pel que fa als desenvolupaments matematics Choquet-Bruhat [15] utilitza de manera
essencial el concepte de classe d’equivaléncia per a definir els espinors. La seva definici6 no
esta basada en un nou canvi en ’espai lineal, sin6 en presentar I’espinor com un conjunt
de parells o diades

(referencial espinorial, element del espai lineal)

lligades per una relacié d’equivaléncia. L’interés d’aquestes diades es basa en qué incor-
poren, de manera explicita, un nou concepte que en les formulacions més habituals esta
forca amagat: el referencial espinorial. Com veurem, aquest referencial espinorial esta in-
timament vinculat al concepte (o entitat fisica) d’observador. Aquest nou enfocament, en
conjuncié amb els treballs de Hestenes, resulta essencial per a una completa interpretacio
geomeétrica de I’espinor. Malauradament, la presentacié de Choquet-Bruhat només va ser
definida sobre C* i, a més, presentava certa dificultat vinculada a la definicié de la propia
relaci6 d’equivaléncia que tampoc queda resolta en una segona presentaci6 [16]. Un primer
intent d’estendre aquesta formulacié a d’altres espais lineals fou publicada per Rodrigues
et al. a [74]. Aquf s’estudiaren els espinors de Dirac, els algébrics i els de Hestenes des del
marc conceptual-matematic proposat per Choquet-Bruhat. Aquest treball formalitza la
revisi6 de la invariancia relativista de I’equaci6é de Dirac-Hestenes' presentada per Parra
en [64].

El capitol I'hem estructurat en nou parts comencant per una senzilla reformulaci6 del
concepte de transformaci6 passiva en espais vectorials, amb ’objectiu d’introduir un con-
cepte de la maxima importancia pel que seguira: la funcié representacié fy. Seguidament
estendrem, via un morfisme que respecta el producte exterior, aquesta funcié de represen-
tacio6 a tota ’algebra de Clifford. En la seccié segiient, seguint els passos de [15, 64, 80, 74],

1L’equacié de Dirac-Hestenes és I'equacié de Dirac escrita en el marc de 1'Algebra geométrica.
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aportarem noves definicions pels espinors i pels referencials espinorials que no dependran
de ’espai de representacié. Després de mostrar uns exemples concrets, estudiarem els bi-
lineals covariants generats pels espinors i justificarem ’adjectiu covariant. En la seccié 7,
- distingirem de manera clara les diverses interpretacions que es possible donar als espinors
operadors i justificarem la nostra tria. Mostrarem que és en aquest context on es pot
interpretar millor el caracter geométric de 'espinor. L’espinor, per dir-ho breument, sera
’element que fa de pont entre 'observador i 'observable. Finalment, presentarem un nou
tipus d’espinor derivat dels algébrics i mostrarem una nova possibilitat de descriure graus

interns de llibertat.

2.2 Transformacions vectorials passives.

Considerem un vector X € A i una base ¥ = {e;}. L’expressi6 d’aquest vector escrita
en la base ¥ és X = X'e;. Sigui &' una altra base de A que esta relacionada amb &
mitjangant

ey = M(er) = M7pe; where M € GL(A) . (2.1)
X s’escriu en ' com XT'e} i, evidentment,
X=X"e,=X"e (2.2)

Aquesta tltima igualtat es satisfa si i només si X! = M!;X7. EI concepte de
transformacié passiva queda establert en (2.2) on les igualtats fan referéncia als vectors
resultants i no a la seva expressié concreta.

Una altra manera de representar les transformacions vectorials passives es introduint
les classes d’equivaléncia. Aquesta construccid ens serd molt util per definir els espinors.

2.2.1 Representacié en components o cartesiana.

Aquest tipus de representaci6 es centra en les components i les bases dels vectors. Donat
un vector X = X’e; I'associarem a la diade (Z,{X’}) on I fa referéncia a la base, és a
dir, £ = {e;} i les components {X’} sén elements? de R". Podem construir una relaci6

2Aixo ens ha suggerit el nom de representacid cartesiana
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d’equivaléncia entre dues diades de la segiient manera:

Re: (5,{X"}) ~ (&, {Y"}) & IMeGL(A) | & =M(es) = M'pey, X'=M,y”
(2.3)

Aquesta definici6 déna per equivalents dues diades quan generen (tenen associades)
el mateix vector, i.e. X'e¢} = X’e;. La classe d’equivaléncia associada al vector X la
designarem per [X], i els seus elements els anomenarem representants cartesians. Aix{
doncs, en aquest esquema, una transformacié passiva d'un vector X és una transformacié
d’un representant a un altre: una aplicaci6 dins la mateixa classe d’equivaléncia. Conse-
qiientment, una transformacio activa s’interpreta com una correspondéncia entre diferents
classes d’equivaléncia.

La representacié en components no resulta adequada als objectius del nostre treball,
on pretenem considerar espais lineals en general i no restringir-nos a R". A més, la nostra
intenci6 és presentar els vectors de manera intrinseca, com a elements definits amb un
significat (fisic, si s’escau) precis i independent a la determinacié o caracteritzacié de
qualsevol base. Es per aixd que necessitem la definir un objecte que ens faci de lligam
entre els vectors i la seva representacié en qualsevol espai lineal.

2.2.2 Representacié vectorial i funcié de representacio.

En aquesta seccié definirem un nou tipus de representant més general i que, per tant,
tindra el cartesia com a cas particular. Per introduir-lo considerem un espai vectorial A
genéric amb les mateixes propietats i dimensi6é que .4, perd completament independent
d’ell i sense 1’atribucié de cap significat geométric. Per ara, de A només hem considerat
propietats lineals, més endavant les propietats de caracter geométric aniran prenen cos,
sobretot quan introduim l’dlgebra geométrica sobre A.

Sigui B el conjunt de bases lineals de .A. Definim la funci6 representaci6é com:

fiBxA— A;  (,X)- f(5,X)= fs(X) fg:A— Aés bijectivaVZ. (2.4)

D’on podem interpretar f5(X) € A com una representaci6 lineal de X € A en el sistema
de referéncia ¥ € B. Cal remarcar que X no esta associat a cap base, inclis quan escrivim
(Z, X). Es, justament, fs(X) qui ens déna aquesta associacié.

Siguin X,Y € AiL,%' € B. Suposant que Y = M(X)iX' = M(X) amb M € GL(A),
sembla natural demanar que la representacié de X en ¥ coincideixi amb lade Y en ¥, i.e.,
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f2(X) = fo(Y). Aquesta propietat, per linealitat, és equivalent a la condici6 segiient:
f2(Z) = fo (¥). (2.5)
D’aqui, fent servir la composicié obtenim

fe=foroM. (2.6)

L’expressio (2.5) implica que ’eleccié d’una funcié de representacié f privilegia una

base en ’espai genéric A,
fe(Z) = 5o = {&,). (2.7)

De fet, aquesta relacié entre el conjunt de representacié f i el conjunt de bases de A és
bijectiva.

Seguint la mateixa estructura que en la representaci6 cartesiana definim les diades
(E,X ) € B x A. Amb aquestes podem construir la relacié d’equivaléncia segiient:

Ro:(Z,X)~(Z,7) £1X) = 1Y)
o també, <= Y = fy o f5}(X) = M~Y(X) (2.8)

onM=fsoMo Fele A — A és ’'endomorfisme en A corresponent a M : 4 — A.

Aquesta relacié d’equivaléncia ens garanteix que dues diades (X, fs(X)) i (¥, fs(Y))
s6n equivalents si i només si X = Y € A. Pot veure’s que si ’espai genéric A és R"
recuperem la representaci6 cartesiana.

2.3 L’algebra de Clifford genérica

En la secci6 anterior hem tractat la representacié de vectors sense tenir en compte cap mé-
trica. Considerem I'espai vectorial A dotat d’'una forma bilineal simétrica g de signatura
(p,q). Igualment dotarem a l’espai genéric A d’una métrica § que complira la condicié
d’isometria:

g9(a,b) = §(fs(a), f=(b)) Va,be A

Aixi doncs, si I'espai vectorial A amb métrica g genera I'algebra de Clifford Cl,, 4, analoga-
ment, A amb § genera 1'algebra genérica de Clifford Cl, 4. Podem estendre la funci6 fs a



44 CAPITOL 2. ESPINORS I CLASSES D’EQUIVALENCIA.

tota 1’algebra de Clifford [46] via la definicié del segiient morfisme que manté el producte

exterior:
& : Clpg — Clpg; AN B) = fEHA) A fE4(B) f8(a) = fr(a)Va € A (2.9)

Jaque fg : A — A és una isometria, la seva extensi6 f&* serd un isomorfisme d'al-
gebres. Per no complicar la notacié designarem també per fy 'extensié de la funcié de
representacio.

Com es pot veure en l'apeéndix B, el grup Spin,, és un subconjunt de l'algebra de
Clifford parella CL} :

Spin, , = {R € Cl},/RvR™" € A Vv € A, RR = +1} (2.10)

El grup spin és el doble recobriment del grup d’isometries SO(.A). Sigui  ’aplicaci6 que

relaciona els dos grups
#H : Spin, , — SO(A); R+~ H(R) (2.11)
on H(R) € SO(A) és 'endomorfisme
H(R): A— A; v+ H(R)(v) = RvR™! (2.12)

Analogament a (2.10), el grup genéric S#Eihflm es defineix com el corresponent subconjunt
genéric de la subalgebra de Clifford parella 6'?; ¢ La restricci6 de fy : Cly; — Z“‘E,,,q pel

subconjunt Spin

p,g» €8 Un isomorfisme de grups:

fs : Spin, , — §Eﬁlp,q; fo(RiRp) = fe(R1)fe(R2) VR, R, € Spin,,,
També podem definir la funcié # com la copia genérica de (2.11):
H : S-‘f)-i‘ﬁp,q — SO(A)

on denotarem SO(A) = SO.
Les definicions donades en aquestes dues primeres seccions ens permetran d’endinsar-
nos detalladament en 1’estudi dels espinors.

2.4 Referencial espinorial i espinors.

El concepte d’espinor estd intimament relacionat amb les representacions dels grups d’iso-
metries. La presentacié de Cartan [11], que de manera molt estesa perdura fins avui dia,
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roman més en ’émfasi de les propietats de transformacié dels espinors, que no pas en el
concepte d’observador. Nosaltres considerarem I’observador com una eina fonamental per
entendre I’espinor des d’un punt de vista fisic i geométric. De fet, com veurem en aquesta
seccid, 1'observador passara a formar part indissoluble de I’espinor. Aquesta idea, pero,
no és nova. Choquet-Bruhat introdui els espinors [15] utilitzant classes d’equivaléncia de
manera similar a com han estat presentats els vectors en la seccié 2.2. Tot i aix0, només
es considera [15, 16] un tipus concret d’espai lineal per a la representacié dels espinors;
aquests espinors els anomenarem classics. Més recentment [34, 74|, aquests treballs han
estat estesos a d’altres espais lineals de representaci6 a fi de poder tractar els espinors
algébrics i els espinors operadors formalitzats com a classes d’equivaléncia. En aquesta
secci6 presentarem sota una mateixa definici6 els tres tipus d’espinors citats i resoldrem
certs problemes dels treballs anteriors.

Classicament, els espinors es defineixen com elements de 1’espai de representacié d’un
dels grups d’isometries [21], en concret el grup Spin,,. Donat un espai lineal S definim
I’aplicaci6:

a:Spin,, x S —8; (R,9)— a(R,¥) = ap(¥) (2.13)
de manera que satisfaci la segiient propietat:
a(le,a(féz; ¥)) = G(leﬁz,w)
Consegilientment, aquest producte constitueix una representaci6 del grup %p’q:
&: Spin,, — End(S); R &(R) = oy

on ’espai S s’anomena espai de representacio.

Un primer tempteig és definir els espinors com una classe d’equivaléncia de diades
a ligual dels vectors utilitzant, perd, bases (referencials vectorials) ortonormals com a
observadors. Sigui By C B el conjunt de bases ortonormals de \A. Considerem unes noves
diades de la forma:

(Z,9) on E={e}eB i €S
La classe d’equivaléncia® quedara definida per:

(Z,¢) ~ (Z,¢') © 3R € Spin(A), tal que ' = H(R)Z i ¢ = a(fs(R),¥') (2.14)

3Al final del capitol es comprova la propietat transitiva i es veurd amb detall com actiua H(R) i fs
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Prenent R = —1 es desprén de la definicié anterior que les diades (£,%) i (£, —1%) sén
equivalents. Aquest comportament, degut a la no injectivitat de I’endomorfisme #(R), es
considera inapropiat. De fet, és per evitar aquest problema que s’introdueix el referencial
espinorial.

Per construir el referencial espinorial simplement ens caldria un referencial vectorial
¥ i un criteri per tal de distingir els dos representants 1) i —1. El criteri, pero, hauria de
permetre relacionar els diferents representants de manera continua, mentre que {+,—}
formen un conjunt discret. Es per aixo que la definici6 estandard del referencial espinorial
presenta una estructura molt més complexa.

Definici6 2.1 Qualsevol element (3, R) del conjunt By xSpin, , l’anomenarem referencial
espinorial potencial.

L’adjectiu potencial és degut a que By x Spin,, , conté molts més elements dels necessa-
ris. El conjunt dels referencials espinorials que emprarem els anomenarem propis i seran

una restriccié de By x Spin,, ,.

Definicié 2.2 Dos referencials espinorials potencials s’anomenaran compatibles si i no-

més si satisfan la relacid d’equivaléncia
C:(Z,R) = (Z,R) e HRHY =H(R™HZ =5,

on cada classe de compatibilitat esta caracteritzada per un referencial vectorial fiducial®
Lo, ja que en cada classe hi ha un inic element de la forma (Zg,1).

C relaciona parelles (base,transformaci6) tals que les transformacions remeten les res-
pectives bases a una mateixa base 'fiducial’ que, amb la transformacié identitat constitueix
el representant canonic de la classe.

Cadascuna de les classes de compatibilitat és un element del conjunt quocient (B, x
Spin,, ,)/C. Com hem vist, la tria d’'una base £ determina una tinica classe d’equivaléncia.
Aquesta tria, tot i ser arbitraria entre el conjunt de bases ortonormals, és necessaria per
a poder realitzar I’ancoratge dels espinors en 'estructura de I'espaitemps. La classe que
resulta privilegida d’aquesta tria sera el conjunt de referencials espinorials propis. Per

tant definim formalment:

Definicié 2.3 Un conjunt complet de referencials espinorials propis F és un element de
(Bo X Spinplq)/C.

4De ’anglés, fiducial: taken as standard of reference
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La diferéncia més rellevant amb les presentacions que en fan altres autors consisteix en
qué hem aconseguit deslligar la definici6é de referencial espinorial de 1’espai de representacio

dels espinors.

Definici6é 2.4 Un a-espinor és una classe d’equivaléncia del conjunt F x S definida per

la relacié d’equivaléncia:

Rs: (Za,%) ~ (55, ¢) & a(fo(R),¥) = a(fo (R),?) (2.15)

omZ,= (Z,R) i, = (X, R)).

Per definicié £,, X! € F, és a dir,
Y =HRR™MHZ

Podem reformular la condicié (2.15), que defineix I’espinor, d’una manera més propera a
les formulacions habituals en fisica. Partint de

a(fz(R),¥) = a(fz(R),9)
0, equivalentment, de
¥ = ol fo (B™) fo(R), ¥),
i sabent que fy = fx o H(RR'~!) podem escriure
¥ = a(fs[H(RR )R "|fx(R),¥) = a(fe(RR'RT'RRT'R), ).
Arribem aixi a poder-los també caracteritzar amb 1'expressi6:

¥ = a(fz(RR™),9).

Cal remarcar que en cap moment hem fixat una representacio en concret, d’acord amb
I’objectiu d’obtenir una definicié general. Vegem, tot seguit, com la definici6é 2.4 comprén
els espinors classics, els algébrics i els espinors operadors [34].

2.4.1 Els espinors classics.

La teoria dels espinors que hem anomenat classics estd basada en la representacié del
grup Spin, , sobre C™. Quan la teoria és desenvolupada en el marc donat per les algebres
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de Clifford [19, 20], I'espai genéric ve donat per A= span{7y,} on 7, son les bases dels
1-vectors en una de les representacions matricials de Cly ;.
En base a I’expressi6 (2.13) establim, mitjancant la funcié de representaci6, la base de

I’espai genéric A:
So=fz(B) ésadir v, = fi,)(eu)-

L’extensi6 de fy a tota l'algebra de Clifford és una aplicaci6 de Cl,, a I’algebra real de
matrius generada per les matrius {7,}, i.e.,

fe: Clp,q i i gen{'Yu}

La imatge del grup spin sera designada per® Spin{v,} = fs(Spin,,).
La definici6 2.4 és aixi aplicable a exemples prou coneguts:

Definicié 2.5 Un espinor classic de Pauli és un P-espinor, on
P : Sping {0} x C* — C?

P(R,) = Ry és el producte matricial i o; son les matrius de Pauli® [47).

Definicié 2.6 Un espinor classic de Dirac és un D-espinor, on
D : Spin{y.} x C* — C*
D(R, ) = Ry és el producte matricial i 'yf son les matrius de Dirac.
Definicié 2.7 Un espinor classic de Majorana és un M-espinor, on
M : Spin{y}} x R* — R*

M(R, YP) = f%i,b és el producte matricial ¢ 'yf son les matrius de Majorana per l’algebra
013,1.

SSeria redundant posar barret al grup Spin{v,} donat que els v, ja pertanyen a I’espai genéric.
8Recordem que Sping {0} = SU(2).
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Definicié 2.8 Un espinor clissic de Weyl és un W-espinor, on

W : Spin{y,} x C* — C?

w : Spin{~y,} — SL(2,C)

és l'isomorfisme definit per: w(ye:) = 0i i w(Yo123) = il i d’aqui w(vy;j) = Liog. El signe
+ correspon als espinors left i el signe — als espinors right.

2.4.2 Espinors algébrics.

El concepte d’espinor algébric estd basat en les restriccions irreductibles de les repre-
sentacions regulars de Ei,,,q ® K. En 'apéndix A, on discutim les representacions de les
algebres de Clifford, veiem que un ideal minimal per 1’esquerra constitueix també un espai
de representaci6é de 'algebra. En conseqiiéncia, tindrem que

2% . 0L, @K xIeK—1I0K;, (C,9)+ LI, 9)=CY

essent I’espai de representaci6 Z®K un ideal minimal per I'esquerra de ap'.,@K. Utilitzar
aquest ideal pels espinors és possible ja que qualsevol representacié de ’algebra ﬁp,q és
també una representacié del grup S..E‘i;lp,q, ja que aquest grup és un subconjunt de ap‘q.
De fet, aquest és el punt de contacte entre les tres definicions d’espinors que estem donant.
Vegem ara com basant-nos en la definici6é 2.4 podem aplicar-la als espinors més coneguts.

Definicié 2.9 Un espinor algébric de Pauli és un E‘E%R-espinor.

Definici6é 2.10 Un espinor algébric de Dirac és un Efgc-espinor.

~ Un cas ben estudiat entre els espinors algebrics de Dirac [4, 53] és el que s’obté quan
’ideal per ’esquerra minimal és generat per I'idempotent:

%(1 + &0)(1 +i81) (2.16)
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Definicié 2.11 Un espinor algébric de Majorana és un Egﬁk-espinor.

Els espinors de Weyl s6n un cas especial. Aquests no es poden representar com un
ideal minimal de I’algebra ja que estan sotmesos a 1’accié de 'operador paritat. Per tant
no poden ser representats mitjangant un ideal minimal de tota I’dlgebra Cl; 3. Es per

aixd que es tracten com un ideal minimal Z+(R) de la subalgebra parella Cif,.

Definicié 2.12 Un espinor algébric de Weyl és un .C:E;@R-espinor, on

- — i a e w .
L8R :ClL,@RxI*@R —I*®R; (C,9)+— Cy
L’idempotent que genera l'ideal per I’esquerra minimal és

1 &
P:l: = 5(1 + 6{]3)

on el signe distingira distingira els espinors dret i esquerre de Weyl.

2.4.3 Espinors operadors per ’esquerra.

Els espinors operadors es caracteritzen per utilitzar la subalgebra parella de Clifford com
espai de representacio, i.e., S = C!;,t ¢ Dins del nostre marc de treball distingim l'existén-
cia de dos tipus d’espinors operadors, que anomenarem espinors operadors per ’esquerra
i per la dreta. En aquesta secci6 tractarem els espinors operadors per ’esquerra, ja que
aquests s’acomoden sense problemes a la definicié 2.4. Els espinors operadors per la dreta
son essencialment diferents i els estudiarem més endavant.

Els espinors operadors per I’esquerra es basen en les representacions irreductibles de
I’algebra de Clifford parella. Aixi doncs,

—_t

—_t —4 - P -~ - a A
L}, :Cl,,xCl,, —Cl,; (C,9)— L.(C,¥)=Cy

Pel cas de Weyl i Majorana sera necessari utilitzar una representacié regular’ restrin-
gida a un ideal per P'esquerra:

~+
ﬁ;’lq]I :Cl,xT —1I

A 7 &5 2 ~+
Lrl (€)= £5(C.9) VeIl

"Veure apéndix A.
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Definicié 2.13 Un espinor operador per l’esquerra de Pauli és un E{O-espz'nor.

Definici6 2.14 Un espinor operador per l’esquerra de Dirac és un L 5-espinor.

Aquest tipus d’espinor ha estat anomenat espinor de Dirac-Hestenes [28, 27].

Definicié 2.15 Un espinor operador per l'esquerra de Majorana €és un 513]1 5 -espinor,
M

on
e 1 "
El signe de Zy+ correspon al valor propi de I’operador conjugaci6 de carrega [53].

Definicié 2.16 Un espinor operador per l’esquerra de Weyl £I3|I i-espinor, on
w

— 1 "
th = 011‘35(1 = = 803).

El signes distingeixen els espinors de Weyl dret i esquerre.

2.5 Bilineals covariants.

Des d’un punt de vista fisic son els bilineals covariants les magnituds directament relaci-
onades amb els observables. En el marc de la teoria de I'electr6 proposada per Dirac [26]
i, per tant, utilitzant espinors classics, aquestes magnituds sén prou conegudes [6]. No ho
son tant les seves formulacions en funcié dels espinors algébrics i dels espinors operadors.
Es per aixd que, abans de continuar la nostra exposici6, estudiarem amb detall com es
defineixen aquests bilineals. Les técniques que adoptarem ens seran també molt tils en
capitols posteriors amb altres finalitats.

Partint dels bilineals covariants formats pels espinors classics veurem com obtenir els
bilineals pels casos algébric i operacional. Treballarem tan sols I’aspecte algébric, deixant
per a la propera secci6 el lligam amb els referencials, punt clau d’aquest capitol.

Essent ¢ € C*, els seus bilineals covariants son:

p= @y (2.17)

Ju = @Yutp; vector densitat de corrent de probabilitat. (2.18)
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h : ke
1L, = -1l = @ivue; g—mﬂw tensor densitat de magnetitzacio (2.19)
o h ; _
K, = @iysyup; EK“ vector densitat d’espin (2.20)
W= —@Ysp (2.21)

on s = Y1723 i @ és el conjugat de Dirac de ¢, és a dir, ¢ = ¢'y,.
Triat un idempotent primitiu adequat, ¢ € C* queda associat a 3 € C(4).

Y1 w1 0 0 0
0 00
p=| & | =p=| P (2.22)
©3 w3 0 0 O
P4 pg 0 0 O

Aixi doncs, per exemple:

Ju = @V = tr[py,)]

on tr ens déna la traga de 1,3 € C(4). Recordem que I’algebra matricial de Dirac C(4)
és isomorfa a l’algebra de Clifford Cls;. I aquesta tltima, alhora és isomorfa a Cl; 3 ® C.
Essent Z € C(4), la traga de Z en C(4) [80] és idéntica a fer®

4< Z >n5 Z€Cly,, 4<Z> ZeClhzeC
Ara podem escriure j, com:
Ju= tr[ﬁfyﬂw] = tr[w""m'ypgb] =4< egﬁ;e#'l! >So=4< ep\I!eo‘i": >0

aprofitant que el projector < >y, igual que la traga, gaudeix de la propietat ciclica. Amb
I’anim de distingir els aspectes matricials dels algébrics, després de la tercera igualtat hem
adoptat un nou simbol per I'espinor, ¥ i per les matrius 7 ja que, ara, aquests pertanyen
a Cli3 ® C. En aquest punt -la tercera igualtat- hem usat una correspondéncia entre
operacions que és totalment independent [14] de la representaci6 utilitzada®, a saber,
Pt — eoah;eo. A més, de II’G{]@: només ens cal la part vectorial ja que sera I’inica que
contribuird amb grau zero després de fer el producte amb e,,

Ju=4e, < \Ileo‘i—; >1

8A [53] es poden trobar moltes relacions de correspondéncia entre Cl 3 ® C i C(4)
%Sempre que estiguin relacionades amb una representacié unitaria
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Aixi podem definir:
J=4< Vel > (2.23)

on ¥ e (Cly3®C)f essent f un idempotent primitiu de Cl; 3 ® C.

Pel tensor II,, tindrem:
I, = @iy = tr[divu] = 4 < egU*epeqie,, U >o= die,, - < Vegl* >,
i d’aqui definim:
I = —4i < Uepl* >, (2.24)
Pel vector associat a la densitat d’espin:

K, = @giysyup = tr[wfﬂmifywpgb] =4 < 80%?:656#1,{) >0=
=4i < eu’ll)eg)%es >0=€y* (-4)?:65 < weo@: >3

aleshores
K = —dies < Yegd)* >3
I per w:
w = —@rsp = —trflyers] = —4 < esegt >o= —des < Yegy* >4

Aixi doncs, hem fet explicita la correspondéncia que existeix entre els espinors classics
i els algébrics. Podem, perd, prosseguir i veure com un espinor algébric definit en 1'ideal
(Clis ® C)f és igual a un altre en Clf,f.

Sigui ¥ € (Clis ® C)f amb f = (1 + €o)(1 + 7e12), descomponem ¥ en part real i
imaginaria pura de manera que:

¥ = ¢f = (Re[¢] + Im[¢]) f = Re[¢]f + Im[gliers f
ja que iejaf = fieys = f. El terme Im[@]ie;2 € Cli3 ® R = Cly 3 i, per tant
U=xf onxfe€Clgf.

Seguint un procediment semblant, perd, descomponent en parts parelles i senars, i tenint
en compte que egf = feg = f, tenim que:

U=xf=Ox +x)f=x"+x" ) =xTf+xef) ="+ x"e)f =nf
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i, per tant nf € Cli';-, f. A partir de I'expressié (2.23)podem, finalment, expressar el

bilineal J com:
J=4< ‘I’eo“i; >1=4< ﬂfﬂgf‘?}; >1=4 < nfeg] >1=< T}(l + e9) (1 + ieg)7) >1=
=< (1 + iez + eg + teg12) >1=< N7 + ineiai + neot] + inegraf >1=

=< nepl] >1= eyl

onneE leﬁ i és, precisament, un espinor operacional. Procedint analogament pels altres
bilineals obtenim les expressions segiients en funci6 dels espinors operadors:

H= ?’}6211"} (225)

K = nesi (2.26)

2.6 Bilineals covariants i classes d’equivaléncia. «

En aquesta secci6 connectarem els bilineals, presentats en la seccié anterior des d’un punt
de vista algebric, amb els referencials vectorials i espinorials. Ens concentrarem, igual
que abans, en els espinors de Dirac i, més en concret, en el vector densitat de corrent o
bilineal J.

Recordem de la definicié 2.4 que un espinor és una classe d’equivaléncia de parells

(Zq, %) tals que:
Rs : (Ea: 1,)) . (Efd! 11”) < a(f}:(R)ﬂP) = a(fE'(R’)i W)

En aquesta definicié apareix la funcié fs que ja havia estat utilitzada en la classe d’equi-

valéncia de vectors,
Ry: (5, X)~ (T, X) < f£1(X) = f3'(X).

Com J esta definit en funcié de 1 a cada representant (24,%) de l'espinor li correspon
una diade (2, J). Aquest fet implica que la relacié6 d’equivaléncia espinorial R, indueix
una nova relaci6 d’equivaléncia 'bilineal’ R, entre els parells (2, J). Demostrarem que la
relaci6 ’bilineal’ induida és la vectorial R,, mostrant el caracter covariant del bilineal.

Sigui ((Z, R), %) un representant d’un espinor. El seu bilineal covariant J es defineix
com una funcié quadratica de %

J=p®) (2.27)
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on 3 és independent!® de £ i R. Sabem de la definicié d’un a-espinor que dos representants

son equivalents si i només si:
Ry : ((Z,R),9) ~ (F,B),¥) & T = HRRE, ¥ = apar-n).
R, indueix la segiient relacié d’equivaléncia:
Re: (B,J)~ (E,0) & J=B@), J'=B{)=F0ammr-1¥) (2.28)
Cal veure si R, i la relaci6é d’equivaléncia
Ryt (5,J) ~ (B, J) & J' = fw o f5'(J)

coincideixen. Abans, pero, escriurem R, d’una altra manera. Sabem que dos referencials

vectorial estan relacionats per
> =H(RRNHT
d’on es segueix que
for = fo o H(RR™) = H{fs(RE™")] 0 fs.
Llavors podem escriure
Ry: (E,J)~ (2, J) & J =H[fe(RR))J (2.29)

Ara podem trobar la condicié per a que R, i R, siguin la mateixa relacié d’equivaléncia.
Aquesta sera:

Boay mr-1y(¥) =H[fs(RR™)]oB(y) Vi €S, VR' € Spin,
és a dir, fent R = fx(RR'™!) tenim que:
Boas=H(R)oB VR e Spin,,. (2.30)

Aquesta és la condici6 exigida per a la covariancia del bilineal J = (). Tot seguit com-
provarem com els espinors de Dirac classics, algébrics i espinors operadors per 1’esquerra
acompleixen aquesta condicié.

10De fet, aquesta és la raé que feia possible, en la seccié anterior, presentar els bilineals sense parlar
dels referencials.



56

CAPITOL 2. ESPINORS I CLASSES D’EQUIVALENCIA.

Espinor de Dirac classic.
Ja hem vist que el bilineal covariant J és pot calcular fent:

Ju =Py2% = Iy y

on JeRi {JA,,,} son les seves quatre components. Val a dir que quan introduirem
el concepte d’espinor classic de Dirac virem considerar que l'espai genéric estava
generat per les quatre matrius de Dirac v,. Aixo va facilitar la connexié amb els

casos algébrics i operacionals. El vector de I’espai genéric J ve donat per:

-

B) = J = JuyP* = [hyPylv** € A
Podem comprovar que la condicié (2.30) es satisfa:

BDx(¥)] = [Da)1PDa(W)]vP* = [(By) &P RY)yPH = [P Rty P ReylyP*

(2.31)

Degut a que ¢! = 7 1 v°T = —yP aleshores,
% 'n? "W =% (2.32)
WV =P (PP =+ (2.33)

Com sabem, la antiivolucié que preserva els vectors és la reversio, per tant -y, DptyD
YPRYP. SiR e Spin, 3, aleshores, R= R Aixi, (2.31) s’escriura com

[$RyP RyplyP* = (R yD RylyP¥
i fent
'}f &= }A?'prf“‘
,),Du‘ — R’y“ R-1
obtenim

[yPY)|RyPH R = RB(Y) R = H(R) o (%)

Espinors algébrics.
En aquest cas el bilineal covariant J € A és

B(¥) = = (éot

De manera senzilla podem comprovar la condici6 (2.30):

5[ﬁI®C(R P)] = (Rweow R“)1 = R(¢30¢ R = VB!

=
et
<

(
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e Espinors operadors per ’esquerra. El bilineal ve definit per:
B(W) = J = déo (2.34)

i la condici6 es satisfa, ja que:

-~

BlLEs(R, )] = R?f;én;ff’ﬁ_l = RA()R™!

2.7 Espinors operadors per la dreta.

Els espinors operadors per la dreta son forca diferents als espinors definits anteriorment
ja que no encaixen en la definici6 2.4. Tot i aixi, aquests nous espinors es poden presentar

partint dels espinors operadors per I’esquerra. Sigui ’aplicaci6
Z2:FxCl, — FxClt; (Z,9) (Z9) amb o= f3l(9) € Cli, (235)

pq?

Aquesta aplicacié ens porta de la relacié d’equivaléncia R,, definida (2.15) en I’espai
~+
F ¢y

»,q» @ Una de nova, que designarem per Rg, definida en F x ClJ:

Ra: (Z0,%) ~ (Tp, %) & Re: 27H(Z0, %) ~ 272, ). (2.36)

De la definici6 de Z i R, veiem que I’expressié anterior és equivalent a:

Rs: (Zoy f2(¥) ~ (Z5, fo (V) & fo(R) f (@) = fo(R) fz(¥). (2.37)
Ja que fg és un isomorfisme d’algebres tindrem que:

fo(RY) = fs(Ry) & f3'o fo(R'Y') = Ry.
Recordant que fsy = fx o H(RR'~!) obtenim
H(RRY)R'Y = R & 'R = ¢R

Aquest resultat ens suggereix la segiient definicio:

Definicié 2.17 Un espinor operador per la dreta és una classe d’equivaléncia del conjunt
F x Clf, definida per la relacid d’equivaléncia:

Rd : (Em 10) ~ (E:r: ’1") A ¢R — WR' (238)

omZ,=(Z,R)iZ, =(Z,R).
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Aquesta nova definici6 té diferéncies basiques respecte 2.4. Podem veure que

oq : Spinf, x Clf — CUF ; Qd(Rs ¥) =9YR

és una representaci6é antiautomorfica, és a dir,

aa(Ry, (R, ) = aa( Ry Ry, 9).

Els espinors definits en 2.4, tot i que no és habitual trobar-ho esmentat [16], depenen de
la base. Aixo ho véiem en (2.15), ja que en ella apareix la funci6 representacié fs(R).
En canvi, ara veiem que o4 és independent de la base £. Remarquem que els espinors
operadors per la dreta sén una representacié de Spin;q en lloc de S:i;;l: ¢ €s a dir sén
una representacio de les 'rotacions fisiques’. Pel que fa als espinors de Pauli i de Dirac les

definicions son:

Definicié 2.18 Un espinor operador de Pauli per la dreta és un {3,0}-espinor operador
per la dreta.

Definicié 2.19 Un espinor operador de Dirac per la dreta és un {1,3}-espinor operador
per la dreta.

En les definicions anteriors, {3,0} i {1, 3} indiquen la signatura de I’dlgebra geométrica
emprada.

Estudiem ara els bilineals covariants des de la perspectiva ’fisica’ que ofereixen els
espinors per la dreta. Tornarem a prendre com exemple el vector densitat de corrent J
corresponent a I’espinor de Dirac. Pels espinors operadors per 1’esquerra i per la dreta

tenim, respectivament:
J=pé) i J= et (2.39)

Malgrat la seva semblanca, aquestes dues formules mostren una diferéncia essencial. J
pertany a espai genéric A i, juntament amb ¥, forma el representant (j , %) del vector
densitat de corrent. D’altra banda, J pertany a I’espai vectorial .4 i és, en si mateix, el vec-
tor densitat de corrent. Cbherentment, J no es transforma quan canviem el representant
(24,%) de espinor.

En (2.39) el vector ey és un vector temporal del sistema £. Per tant, canvia quan ©

canvia;

ef, = M(eo) = 'H(R’R*I)eo,
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on (3, R), (¥, R') € F. D’acord amb la definici6 2.17, % € Cl{, canvia com
¢ =¢yRR .

Llavors, no és dificil veure que el bilineal J és el mateix per ambdés representants (X, 1)
i(X,"), ja que:

J' =1leh)) = YRR 'R'R'eRR 'R'R™ 9 = eth = J (2.40)

Es en aquest cas on es fa més clara la interpretaci6 de ’espinor com 1’objecte matematic
que descriu la relacié entre la particula i 'observador [57, 64].

Per introduir els espinors de Majorana i de Weyl cal considerar [53] el vector densitat
d’espin i el bivector densitat de magnetitzacio:

I=nyan K =nv7.
Aleshores, les definicions dels espinors de Weyl i Majorana seran:

Definicié 2.20 Un espinor operador de Majorana per la dreta és un element del subcon-
junt dels {1, 3}-espinor operadors per la dreta que satisfa K = 0.

Definicié 2.21 Un espinor operador de Weyl per la dreta és un element del subconjunt
dels {1, 3}-espinor operadors per la dreta que satisfa I1 = 0.

2.8 L’espinor de Dirac-Hestenes.

Acabem de veure que és en el context dels espinors per la dreta on resulta més clara la
interpretacio de I’espinor com objecte matematic que descriu la relaci6 entre la particula
i 'observador. Sempre a l'espai de Minkowski de signatura —2, anomenarem als espinors
definits en 2.19 espinors de Dirac-Hestenes. Altres autors (28, 27] defineixen 1’espinor
de Hestenes com espinor operador per ’esquerra d’acord, per tant, amb 2.14. Nosaltres,
perd, considerem que aquesta darrera definicié desaprofita la simplicitat conceptual i de
calcul que ofereix 'algebra geométrica. Els espinors de Dirac-Hestenes foren descoberts
per David Hestenes ’any 1966 [42] i des d’aleshores ha existit un creixent interés per ells
[43, 44, 52, 74, 73].

En la secci6 1.8 del primer capitol mostrarem que el calcul d’observables tant de les
particules com del camp electromagnétic presentaven, si més no, una curiosa similitud.
Veurem que pel camp de Dirac aquesta semblanca torna a aparéixer.
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Degut a la definicié 2.19, que es recolza en la 2.17, I’espinor ha estat considerat com
una classe d’equivaléncia de diades (X,, ) de cara a mantenir la covariancia dels bilineals.
Aixo es veu de manera molt clara en la secci6 2.6 i, també, en I’expressié (2.40). Recordem
que el representant de I’espinor no ve definit inicament per v, siné que porta associat un
referencial espinorial i, aquest, un observador. D’altra banda, I’observable vector densitat
de corrent en funcié dels espinors operadors ve definit per (2.39), i.e.,

J =1eqp amb 1 € Clf, (2.41)

Es en aquesta expressi6 on es fan evidents les similituds esmentades. Fixem-nos que J i
els observables definits en la seccié 1.8 tenen la mateixa estructura. Podem encara anar
més enlla.

Sabem que que el representant 1 del nostre espinor de Dirac-Hestenes pertany a 031+,3-
Un element de C’li':a sempre es pot escriure com

% = \/pRe?*s (2.42)

onpeRY Re Spinf’3 i B és I'angle d"Yvon-Takabayasi [82, 77]. Aquesta és ’anomenada
descomposicié polar de I'espinor de Dirac-Hestenes i ens permet veure de manera forga
clara quin és el paper de I’espinor si ens fixem en (2.41). Aquest fa de pont entre el
sistema fisic sotmés a observacié (p. ex. una particula d’espin %) i 'observador, descrit
aqui pels elements de la seva tétrada {e,}. La relacié entre sistema observat i observador
s’efectiia mitjancant una dilataci6é, una transformacié de Lorentz i una rotacié de dua-
litat. La dilataci6, relacionada amb la norma espinorial, té a veure amb la densitat de
preséncia i sembla naturalment relacionada amb el factor v/m de I'expressi6 bilineal que
donava el quadrimoment d’'una particula. La transformacié de Lorentz ho estd amb la
quadrivelocitat i orientacié local associades al camp de Dirac. Finalment, per una inter-
pretacié de la rotacié de dualitat es requereix trobar una explicacié al 'misteriés’ angle
d’Yvon-Takabayasi. En el proper capitol en proposarem una.

2.9 Espinors interns.

En aquesta seccié presentem un altre tipus d’espinor. Aquest, a 'igual que els operadors
per la dreta, comparteixen la propietat de generar directament els observables en lloc dels
seus representants en un espai genéric. Grosso modo, aquests espinors seran als espinors
algébrics el que els espinors operadors per la dreta eren als operadors per l'esquerra. Es
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a dir, seran elements d’un ideal per I'esquerra de Cl, 4 en comptes de ser-ho de 'algebra
genérica ap,q. En la seva definici6 com a classe d’equivaléncia no figuren els referencials
espinorials. Es en la mesura que queden desvinculats dels observadors que hem considerat
adequat anomenar-los espinors interns.

Aquests espinors es basen en una curiosa propietat que tenen determinats espinors
algebrics de Dirac. La manera més directa d’obtenir espinors algébrics de Dirac a partir
dels classics és a través de 'ideal per I’esquerra minimal generat per I'idempotent primitiu:

1
P= Z(l +é)(1+1iéyp); P?2=P (2.43)

Com ja varem veure, s’acompleix que: Péy = égP = P. Aquesta propietat té importants
efectes en la definici6 dels bilineals ja que 1’operador €, resultara absorbit per 1’espinor.

Els bilineals corresponents als espinors algébrics vénen donats per:

p=4<Pé >0, J=4<Péy >

Il = —4i < Yég) >9, K = —di€pio3 < Péo >3, W= —4€naz < Yégp >4

Combinant adequadament aquests bilineals podem obtenir una tnica expressi6 que ens
déna tots els observables, a saber:

dpegt) = p+ J + il — iég3 K + Epr03w (2.44)

~ - ~ -~

Quan 9 és definit mitjancant I'idempotent (2.43) aleshores, ¥ = %P i & = 1),
resultant que:

42‘51‘2' =p + j + 21:.[ = ?:60123}’( + éolg3w (245)

Es aquest el punt clau. En 1,55 ha desaparegut la referéncia explicita a la base, i.e., é.
Considerem que aquest resultat no és un mer tecnicisme i que ens permet adoptar un nou
punt de vista conceptual.

Abans, perd, analitzem el grau de generalitat en la tria d’'un idempotent del tipus
(2.43). Per fer-ho cal estudiar detalladament el procediment emprat per obtenir I'espinor
algébric a partir del classic. En (2.22) posarem en equivaléncia

o1 ¢r 0 0 0
. 000

= | Pl gr | B (2.46)
P3 w3 0 00
P4 wg 0 0 0
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on PR = IR = (52,‘3 ® C)PR. PR ¢s un idempotent primitiu de 521,3 ® C. Per tal
que R quedi representat per (2.46) cal triar una representaci6é matricial adient. Aquesta
representaci6 ha estat simbolitzada pel superindex R. De fet, entre C(4) i 631,3 ® C hi
actia una aplicaci6 lineal que depén de la representacio:

hR(yR) =&, amb &,€Cliz®C (2.47)

Les representacions unitaries es defineixen com aquelles per les quals, en la signatura
—2, les matrius gamma sén hermitiques, i.e., y¥ = v o, equivalentment, aquelles que
s’obtenen de les matrius de Dirac per una transformacié unitaria. Aquest tipus de repre-
sentaci6 fa possible la relacié entre els espinors algébrics expressats matricialment i els
representats per un ideal de Cl; 3 ® C. Considerant ¢ membre d'un ideal de C(4) i el
corresponent v en un ideal de Cl; 3 ® C la segiient relaci6 es valida per les representacions
matricials unitaries:

db = dlyod = 4 < PRegHR* >,

Un canvi de representaci6 unitari 'yf = U’yf Ut (UUT = 1) resulta totalment equivalent
a la condici6

——

UPeUP* =6y on hP(U)=0UP

D’altra banda, els éy que figuren en els bilineals algébrics es poden absorbir, és a dir
’&Réo = '(ZVR, si 1 només si PRég = PR, Aquest és el cas quan fem s de 'idempotent
(2.43).

Donat un espinor algébric 1,(3“, procedent d'una determinada representacio R, en podem
generar d’altres que pertanyen a ideals diferents. Donat un element invertible Se 631_3 ®C

podem escriure

P® =§-1pPR§ on (P®)*=PF

otambé¢ IF @C=(I%®C)S

Ara, podem trobar sota quina condici6 es mantindran les expressions dels bilineals
covariants sense que hi figuri ég.

—_— —

4 <PRS(PRS)* >,= 4 < PRS8(YR)* >,
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per tant la condici6 és

85%=1, (2.48)
Resumint, si hi ha un canvi de representacié cal que s’acompleixi:
UPe,UP+ = &, (2.49)

i si hi ha un canvi d’ideal:

—
-

S8 =1 (2.50)

Considerem S = UP com un cas particular d’element invertible. Fem ara,

-~

Yo =9PUP on il =Uy U,
aleshores, si es satisfa:
UPepUPr =éy i UPUP*=1

tenim que 'J;[?D i P pertanyen al mateix ideal.
Utilitzarem la condici6 (2.48) per estudiar les transformacions que permeten canviar
d’ideal perd que no transformen els bilineals. Veiem, efectivament, que podem transformar

1[1 en &R mitjancant Re Spin;:q, sense que els bilineals canviin:

(D)@) = PRRY =9 jaque RR=1 (2.51)

En la definici6 dels espinors algébrics de Dirac designarem com espai de representacio
un ideal minimal Z ® C. En el cas que apliquem una transformacié com ’anterior, i.e.,
v Y= PR veiem que ’element 9’ pertany a un altre ideal 7’ @ C = (i’ ® C)R. Cal
remarcar que cada ideal defineix un espai diferent d’espinors algébrics de Dirac. Per tant,
el conjunt d’aplicacions:

(r:I0C—I'®C; Y—¢'=9yR (2.52)

defineix una relaci6 d’equivaléncia entre elements de diferents ideals, es a dir entre diferents
espais de representaci6 d’espinors.

Recordem ara com haviem passat dels espinors operadors per ’esquerra als espinors
operadors per la dreta. L’element basic fou la introduccié de I'aplicacié Z : F x 62: 5
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F x Cl},. Anem a veure quin tipus d’estructura obtenim establint una aplicacié analoga
partint dels espinors de Dirac algébrics. Aquesta aplicaci6 vindra definida per:

V:FXxIQCo FxClL,®C; (Z,9)~ (Zsv) amb %= fr'(¥). (2.53)

L’espai imatge d’aquesta aplicaci6 ) que, en general, no podra restringir-se a un ideal
determinat, es pot expressar com:

g Ey(f)(f@(:) =U(20!IE®C)':
Zs

on
A 1
Iz ® = f{:l(l—@ C) = (031,3 X C)P): amb PE = 1(1 + 60)(1 A 3'612).

El conjunt F x Z® C esta format per les diades (Zo, 'gZV) on els elements ) pertanyen a
un tnic ideal minimal per I'esquerra Z ® C per a tots els referencials espinorials &, € F.
En canvi, el conjunt imatge G esta format per les diades (Z,,%) on per cada referencial
espinorial tenim un ideal minimal diferent Zy ® C. Aixd fa que l'espai de representacié
Us, (Zz ® C) no sigui un espai lineal.

Un element ¥ € g, (Zz ® C) pertany a un finic Zy ® C, ja que la unié d’ideals
minimals per ’esquerra és disjunta. Per tant, un element 1 determina sense ambigiiitat
a quin ideal minimal per ’esquerra pertany. Alhora aquest ideal determina I'idempotent
primitiu que el genera Py i aquest determina parcialment el referencial espinorial X, ; si
s'utilitza 'idempotent (2.43), 1 determina ey, e3. Aixd ens porta a considerar que part de
la informaci6 continguda en una diade del tipus (Z,,%) € G és redundant.

Seguint ’exposici6 feta per els espinors operadors per la dreta, podem definir una nova
relacié d’equivaléncia R, que ve donada per:

Rat (Sor ) ~ (S, 9') & Ry : V71 (S0,9) ~ (T, ) & W'R = ¥R
Aleshores tenim que els bilineals es poden escriure com:
p+J +ill — iens K + eqosw = f5(p+ J +ill — ieqias K + eo103) = 45 () f (%) = 4.

Fixem-nos que I'expressi6 obtinguda pels observables no precisa de la referéncia a un
observador £,. Aixd ens permetra introduir un nou tipus d’espinor on de la diade (Z,, ¢)
s’elimina el referencial espinorial ¥,.

Si fixem un ideal Zg, ® C, els seus elements no constitueix una representacié del grup
spin, tot i que segueixen sent una ’arrel quadrada’ dels observables. En canvi, podem
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veure que per mantenir ’expressi6é (2.51) no és necessari que R pertanyi al grup spin. De

fet, els elements R que acompleixen (2.51) vénen definits per:
G={ReClizg/RR=1} amb Spinf; CG. (2.54)

Resulta interessant donar ara dues definicions que habitualment apareixen en contexts
propers.

Definici6 2.22 Siguin Z ® C i Ty, ® C dos ideals minimals per l’esquerra de l’dlgebra
Clizs ® C. Direm que aquests ideals son geomeétricament equivalents si i nomes si estan
relacionats per una transformacid del tipus T ® C = (L, ® C)R amb R € Spin{;.

Definicié 2.23 Siguin T ® C i Ty ® C dos ideals minimals per ’esquerra de l’dlgebra
Cli3 ® C. Direm que aquests ideals son algébricament equivalents si i nomes si estan
relacionats per una transformacid del tipus T ® C = (Zo ® C)R amb R € G\ Spiny,.

En qualsevol cas, donat @ C G, podem definir:

Definici6é 2.24 Un espinor Q-intern és una classe d’equivaléncia de espai (Zo ® C)Q
definida per la segiient relacio:

Ri:v~Y ©3ReQ tal que ' =9YR

on (Zo ® C)Q = Ugeo(Zo ® C)R.
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Apéndix

La intenci6é d’aquest petit apéndix és la d’exposar alguns detalls técnics que mostren
el funcionament de diverses aplicacions que han estat definides al llarg del capitol. En
particular demostrarem que la relacié (2.14) és d’equivaléncia. Pot semblar estranya la
tria d’aquesta relacié -ja que en el treball ha estat descartada- i no de la relacié (2.15).
La ra6 és que la demostracié de (2.15) és quasi immediata, mentre que la relacié triada
déna més joc i permet mostrar el funcionament de diverses eines.

Aixi doncs, volem veure que
(Z,9) ~ (Z',¢") & 3R € Spin(A), tal que &' =H(R)Z i ¢ = a(fe(R),?¥")  (2.55)

és una relaci6 d’equivaléncia.
Sigui By x S un conjunt i ~ una relacié entre els seus elements, ~ C (By X S) x (By X S).

Direm que ~ és una relacié d’equivaléncia definida en By x S si:
e Es reflexiva:
V(Z,9) € Bo x S = (Z,9) ~ (Z,9).
La demostracié es fa evident fent R = 1.
e Es simétrica:
Si(Z,9) ~ (T, ¢) = (Z,¢) ~ (Z,9) V(E9),(Z,¢) €ByxS.
La demostraci6 és immediata renombrant £ ¢ £’ i 9 <> 9.

e Es transitiva:

Si(Z,9) ~ (2,9) 1 (T,¢) ~ (', ¢) = (£,9) ~ (£,9)
Y(Z, ), (2,9, (5", 9") € By x 5.

La demostracio d’aquesta propietat presenta certs detalls interessant. De I'enunciat
de la suposada relacié d’equivaléncia tenim:

(Z,9) ~ (Z',¢') & 3R, € Spin(A), tal que &' = H(R)Z i ¥ = a(fs(R1),?),

(Z',9') ~ (£°,9") & 3R, € Spin(A), tal que &' = H(R)T i ¢¥' = a(fxr(Ra), %)
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i s’Thaura de complir que:

(Z,9) ~ (Z",%") © 3R, € Spin(A), tal que &' = H(R3)X' i % = a(fs(Rs),¥")

Vegem, primer, quina forma ha de tenir Rj:
2" = H(Ry)E' = H(R)H(R,)E = H(R2R))Z,
per tant
R; = RyR,;.
D’altra banda, sabem que:

¥ = a(fs(R), %) = a(fz(R), a(f(R2),¥")) =
= a(fs(R) fo (Ra), ¥") = a(fs(Ra) fe Mz (R2)], %) (2.56)

on la relaci6é fh(R;) = fe[Msy (Rz)] ha estat extreta de (2.6). El subindex £’ ens
indica que M és la transformaci6 que ens porta de ¥ a ¥’. Aquesta transformacié es
pot representar per ’endomorfisme H(R,;) € SO(A) de forma que (2.56) quedara:

a(fs(R) fe[H T (R)Ra),¥") = a(fe(Ry) fs(RT RaRy), 9") =
= o(fs(RaR),¥") = a(fo(Ra), %)

demostrant la propietat transitiva.



Capitol 3

De l'electré6 al positro.

3.1 Dellagrangia de Dirac a I’equaci6 de Dirac-Hestenes.

Des d’una perspectiva estrictament matematica, i en el marc d’una teoria classica de
camps, considerem la densitat lagrangiana del camp de Dirac [69)

i, _ _ -
Lo = 5(271"0up — 0upY9) — 4 pANY ¢ — mPp (3.1)

on q pA, "¢ és el terme d’interaccié electromagnética, ¢ és la carrega eléctrica de la
particula (g < 0 per I’electrd) i m la massa en repds d’aquesta. L’espai de representacié
emprat pels espinors del lagrangia anterior és C*. Seguint les definicions donades en el
capitol anterior, estem tractant amb espinors de Dirac classics. Evidentment, la dindmica
que es deriva del lagrangia és independent de 1’espai lineal on sén representats els espinors.
Tot i aixi, I'expressi6 explicita del lagrangia dependra de 1’espai de representacio.

Hem vist que ’espinor de Dirac-Hestenes és el que sembla mostrar de manera més
clara el contingut geométric de la funci6 d’ona espinorial. Aixi doncs, sembla interes-
sant escriure 1’equaci6 de Dirac utilitzant Cl]':a com espai de representaci6 pels espinors.
Aquesta idea fou portada a terme, per primer cop, per David Hestenes [42]. En aquesta
secci6 arribarem als mateixos resultats, perd partint del lagrangia 3.1. El procés que
seguirem és similar al de la seccié 2.5 quan estudiarem els bilineals covariants. L’espinor
@ € C* del lagrangia pot incloure’s en C(4) fent, per exemple:

¥ 000
i W Y 0 0 0 (3.2)
Ps 0 0 0 '

Ye 0 0 0
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on ara 9 pertany a un ideal minimal per I’esquerra C(4) f i on f és un idempotent matricial.
L’isomorfisme C(4) ~ Cl, 3 ® C ens permetra escriure el lagrangia fent as de 'algebra
geométrica complexificada. Utilitzarem dos dels resultats del capitol anterior:

e El calcul de la traca d’un element de C(4) és equivalent a la projecci6é d’ordre zero
(part escalar) de ’element corresponent en Cl; 3 ® C.

¢ El conjugat hermitic ¢! de ¢ € C* correspon a egi;;eg amb ¥ € Cl; 3 ® C.

Per tal d’escriure el lagrangia en Cl; 3 ® C comencarem per transformar el terme cinétic:

L
2
En Cl, 3 ® C quedara:

(@7*0utp — 0uPY"9) = %tr[%*“auw - 9,Py*y] amb 7 e C(4)

4~ ~ ~ ~
5“ < egU*e 8, — 8, (egU*)e* W >o= 2i[< egU*e*d, T >¢ — < 8, T 4 Tey o] =

2i[< egU*ed, >9 — < Bl(ea¥*e8,)*] >0 .
On recordem que 3 és una segona notaci6 per a la reversié. Si A € Cl; 3 ® C aleshores

< A >+ < A* >o= 2Re{< A >}

< A>q— < A* >=2Im{< A >o}i
per tant el terme cinétic pot escriure’s com:
4ilm{< egU*e#8,¥}i = —4Im{< e*8,pegU* >o}.
Per el terme electromagnétic tindrem:
Q@AYo = qtr{PA"Y} = 4¢ < eg@:Ape“lII >o=4q < Aue"\I'eofI": S
I per el terme de massa.:‘ :
m@p = mtr{g} = 4m < e U* ¥ >o= 4m < Ve, U* >,
Aixi, el lagrangia de Dirac en Cl; 3 ® C s’escriura com:

Lo = —4Im{< 6“6#‘1180‘\1;; >0} —4q < APGF\I‘BQ:I}-; >0 —4m < ‘I’eo‘i‘: >0 (33)
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L’espinor algébric ¥ pertany a un ideal minimal per I'esquerra de Cl; 3 ® C. Aquest
tipus d’ideal, com hem vist en el capitol anterior i en I'apéndix A, és generat per un
idempotent primitiu. Per obtenir '’equacié que Hestenes troba cal utilitzar 'idempotent,

associat a la representaci6 dita de Dirac,

1 1 :
P= 5(1 + 60)5(1 + 5612).

Aixi doncs, ¥ = WP i, per tant, ¥ € (Cly 3 ® C)P. Ja varem veure en la seccié 2.5 que:
¥ =nP on n € Clf;

on és clar que n* = 7. Substituint en el lagrangia, i tenint en compte que pr=P

obtindrem:

—_— —_— —_—

Lp = —4Im{< e"0,(nP)es(nP)* > —4q < Aue*(nP)eo(nP)* >¢ —4m < nPey(nP)* >o=
= —4Im{< €*0,nPeg P} >¢} — 4q < A, e*nPeyPf) >¢9 —4m < nPeyP7) >¢

ja que Peg = P i que P? = P. Explicitant I'idempotent P tenim pel lagrangia:

Lp= -—4Im{< e"apné(l + 63)(1 -+ ?:Blg)ﬁ >0} —d4g < Ape“n-;—(l + 60)(1 + '.’Jem)ﬁ >0
1
2
= —Im{< e“apnﬁ -+ 8”3“1’}?:812?"} + e”apnegﬁ + e“@um’emﬁ >0}

—4m < n=(1 + eg)(1 + ie12)7 >o=

—q < Ay efni + Auetniernn + Auetneon) + A efniegiaf) >o

-m< T;‘f} - m’emﬁ + negﬁ + m’emﬁ >0
(3.4)

El primer sumand de I'dltima igualtat és una projecci6 sobre els imaginaris purs. Per

tant els termes que hi contribueixen sén:
< etd mesan + e*dunepian) >o -
La projecci6 sobre la part escalar redueix 'expressié anterior a:
< e*dumen2n >0,

ja que n € Cly 3.
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De la mateixa manera, pel segon i tercer terme de (3.4) tenim:
< Auefneol] >0, <7 >0
El lagrangia escrit en termes de I’espinor de Dirac-Hestenes quedara:
Lp = — < Onepi2f] >¢ —q < Aneoi) >o —m < 1) >0 (3.5)

on A = A,e* és el potencial electromagnétic i hem designat ’operador V de l’espai de
Minkowski com 0 = e#d,, seguint la notacié més estesa en aquest camp.

Per obtenir la dindmica del camp espinorial de Dirac-Hestenes cal utilitzar 1’equacié
d’Euler-Lagrangre. El desenvolupament del formalisme lagrangia en teories de camps dins
del context multivectorial pot trobar-se descrit a [80, 51, 28, 74, 60]. D’aquests treballs,
importem la segiient equacié d’Euler-Lagrange pel lagrangia de Dirac-Hestenes:

8,Lp — (BoyLp) 3= 0 (3.6)

‘_
on @ ens indica que l'operador nabla deriva per ’esquerra i multiplica vectorialment per
la dreta a (95,Lp). El resultat de I’aplicaci6 de les derivades funcionals és:

ByLp = —qAeqi] — mij

3aq£D = —eq127
per tant, ’equacié (3.6) passa a escriure’s:
o = L
—qAeof) — mi] + eg127] §= 0.

Aplicant ara la reversi6 i multiplicant per la dreta per ey obtenim l’equacié de Dirac-

Hestenes:
Onea — gAn — mneq = 0. (3.7)
La conjugacié de carrega en el formalisme de Hestenes es pot definir com:
| C(n) = neo1

ja que, multiplicant per ’esquerra de (3.7) per ’element ey; obtenim ’equacié per una

particula amb carrega oposada:

d(neor)ea1 + g A(neor) — m(neo1)eo = 0. (3.8)
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Estudiem ara certes caracteristiques de les solucions de I’equaci6 (3.7) pel cas lliure
(A = 0) d’una particula carregada d’espin ; amb un moment p que apunta en el sentit
positiu de l'eix z.

ny = N(1 — kegs) exp(eiz ) (3.9)
nf = N(es1 — keq) exp(ei2 ) (3.10)
ny = N(k — eg3) exp(ea @) (3.11)
n, = N(keiz — ep1) exp(en @) (3.12)

on N = \/% és un factor de normalitzacié, k = z%— on E és I'energia de la particula

i@ = (Et—pz) ontizson variables de temps i espai. Pot comprovar-se, fent la
correspondéncia e, — 7,, que aquestes solucions sén idéntiques a les obtingudes en la
representaci6 matricial de Dirac [39]. Les solucions d’energia positiva (negativa) han
estat etiquetades amb signe + (—) i les solucions amb spin up (down) per 1 ({).

3.2 Interpretacio vectorial de I’equaci6é de Dirac-Hestenes.

En aquesta seccié estudiarem el treball de Parra [57, 64, 32] on mitjangant una reformu-
laci6 purament vectorial de 1'equaci6 de Dirac, inspirada en les idees de Darwin [22], obté
quatre equacions d’evolucié per a quatres espinors diferents.

Sigui I’equaci6 de Dirac! en la seva forma més coneguda [6]:
(th+*8, + gc y*A* — mc)¥ =0 (3.13)
on ¥ pertany a l’espai de representacié C*, és a dir, pren la forma:

a+1b

d
v=| & (3.14)

e+if

g+ ih

L’equaci6 (3.13) es pot descompondre en un conjunt de vuit equacions diferencials

1Per qiiestions que mostrarem més endavant, aquest no normalitzarem les constants fi i c.
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fortament acoblades:

mca+§ (+¢a—Alg— A®h — A%) + i (+0ob + Bk — Buog + 85f) = 0
mcb-l-;E (+¢b— A'h+ A9 — A’f) + h (~0Ooa — 819 — Ozh — Bse) = 0
mcc+§ (+dc—Ale+ A*f + A%g) + h (+8od + O, f + Bpe — Osh) =0

mc e + g (—pe+ Alc+ A%d+ A%a) + h (=8 f — 8yd + B¢ — B3b) = 0

(

(

(
mcd+~z- (+dd— A'f — A%+ A%R) + h (—Boc— Bre + 8of +B59) =0  (3.18

(

me f+ 2 (= ¢ f+ A'd— A%c+ A%8) +h(+0oe +Oic+Bpd +Bsa) =0

(

mcg+§ (—¢g9+Ala— A% — A%c) + h(~0oh — O1b — Bra + Oyd) = 0
mch+§ (—~¢h+Alb+ A’a— A’d) + h (+8og + Bra — Byb — B5¢) = 0 (3:22)

Fixant-nos en la primera de les equacions, i amb I’anim de donar sentit a aquest
sistema, proposem que les quantitats reals g, h i e representin en forma cartesiana el vector
E = (g, h, €), que aix{ entra en producte escalar amb el potencial vector. Coherentment la
variable a haura de ser un escalar. L’equaci6 (3.20) presenta una dependéncia similar en
el conjunt de variables f,d, ¢, b encara no interpretades. Aixo suggereix que els termes d,
—c i b formen un segon vector B = (d, —c,b) i f ha d’interpretar-se com un escalar. Dues
equacions han estat suficients per fixar el possible caracter geométric, sota rotacions, dels
vuit graus de llibertat reals de l'espinor de Dirac. Que les altres sis equacions respectin
aquesta assignacio no ens sembla pugui considerar-se fruit de ’atzar.

Amb tot, altres assignacions obtingudes a partir d’una tria diferent de parelles ’comple-
mentaries’ resulten igualment coherents, conduint a sistemes d’equacions similars encara
que no idéntics: '

Escalars: a, f
(3.15) i (3.20) E = (g,h,e) Opci6 {0}
B = (d, —c,b)

Escalars: ¢, h
(3.17)i (3.22) ¢ E= (e,—f,9) Opci6{2}
B = (b,a,—d)
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Escalars: d, g
(3.18) i (3.21)¢ E = (f,e,—h) Opci6{1}
B = (a,—b,—¢)

Escalars: b, e
(3.16) i (3.19) < E = (h,—g, f) Opci6{3}
B = (¢, d,a)

Anomenant els dos escalars i A, i d’acord amb les quatre opcions anteriors, podem

escriure l’espinor de Dirac (3.14) de les quatre formes segiients:

o+ iBs By +1iB;
—-B, +1iB a—iB
Yooy = S Vg = i
E; + iA El - zEQ
Ey +iEs —E3 +i\
E3+ i) E, —iE;
E, +iFE —E3; 41X
Vg = LT Uy = . (3.23)
o+ 1B; By 4+ 1B,
—By +1B; o — iBj

Treballarem de moment amb l'opcié {0}. Amb el corresponent canvi de nom les
equacions (3.15-3.22) s’han transformat en:

mc o + S (0¢ — A -E)+ h((grad \)3 + B3 + (curl E)3) =0
mc/\-}-g— (=2 ¢ + A-B) +h((grad a)s; + E5 — (curl B)3) =0
me B} + E— (—¢E; + aA' — (A x B),) + h(—Ez — 8pa + (curl B)) = 0
mc E, + E (—¢F3 + aA? — (A x B)y) + h(+E; + 61a — (curl B);) =0

me Es + g (—¢Es + aA® - (A x B)s) + h(—A — divB) =0
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me B, + g (+¢B; — AA! — (A x E);) + h(+Bz + 8\ + (curl E);) =0
me B, + f-: (+¢B; — AA? — (A x E)3) + (=B, — A — (curl E);) = 0

me Bs + g (+¢B;s — A% — (A x E)3) + h(—é — divE) = 0. (3.24)

Tot i que aquestes equacions mostren certa simetria, clarament no sén invariants sota
rotacions. Una manera d’aconseguir-ho és substituir ’escalar 7 per A7 on 7 = (0,0,1).
Aixi les vuit equacions (3.24) es converteixen en dues escalars i dues vectorials:

mca+§(a¢ ~A-E)+h(grad \+B+curlE) -4 =0
ch+S(—A¢ +A-B)+h(grada+E—curl B) - i =0
mcE+§ (~¢E + A — A x B) — A((} + divB)a + (grada + E — curl B) x 1) = 0

me B+ = (+¢B — \A — A x E) — h((& + divE)a — (gradA + B + curl E) x &) = 0
(3.25)

Val a dir que aquestes equacions sén les mateixes que (3.24). Simplement, ’exigéncia
de simetria sota rotacions ha tret a la llum la interpretacié vectorial de £, és a dir, el vector
d’espin. Podem anar encara més enlld. En el context de 1’algebra geométrica de ’espai
temps Cl, 3 i, per tant, en un context de simetria més ampli, podem escriure? les equacions
(3.25) com una tnica equacié multivectorial que no és altra que la de Dirac-Hestenes (3.7):

h(Onq0)) €12 + gA Mo} + mengoyeo =0 (3.26)

on 70y € Clf, de forma que:

Moy = @+ E; ey + E; eqz + E3 €93 + By ex3 + By €31 + Bz eiz + Aeoias

2En el treball de Parra [57, 64] s’ofereix una discussié detallada.
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Arribem aixi a I’equaci6é de Dirac-Hestenes .

Fins aqui només hem desenvolupat les conseqiiéncies de la proposta {0} d’interpretacié
geométrica de l’espinor. Seguint un procés idéntic a l’anterior per les altres opcions
obtenim:

Opci6 {0} h(On(0y) €21 — %A N{o}y — menoyeo =0
Opci6 {1} ﬁ.(an{l})egl + %A’q{l} — mcnye =0
Opcio6 {2} i(Onzy) e12 — %A N2} — Mcnzyeg =0

Opci6 {3} R(0ny3y) er2 + %A (3} — MCT3)€0 = (3.27)

Veiem que les equacions {0} i {1} s6n idéntiques llevat, dObviament de ’espinor, i d’un
signe associat a la carrega. La mateixa diferéncia mostren {2} i {3}. D’altra banda, les
equacions {0} i {2} es diferencien en l'orientaci6 del bivector e;2, associat al pla d’espin.
La mateixa diferéncia mostren {1} i {3}.

Aixi doncs, el procés de forgar una interpretacié de I’equacié matricial de Dirac en el
marc vectorial-geométric de I’espai de Minkowski ens ha conduit a, com a minim, quatre
equacions multivectorials. La diferéncia en el signe de la carrega de les equacions {0} i
{1} ens fa evident que ’equaci6é matricial de Dirac conté ocultes equacions diferents per
a lelectr6 i el positro.

Sense entrar en detalls considerem que una interpretacié fisica completa d’una so-
lucié de ’equacié matricial requereix posar-la en relacié amb una o més de les opcions
exposades.

3.3 De l’electré al positré a través de ’estructura alge-

brica dels ideals

En la primera seccié hem partit del lagrangia de Dirac i hem obtingut 1’equacié de Dirac-
Hestenes definida sobre un espinor operacional que pertany a l'dlgebra geométrica de
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I’espaitemps. En el procés de definici6é de 1’espinor algébric tingué un paper especial la
tria de I'idempotent
1

1
P= 5(1 -+ 60)5(1 +i612) (3.28)

En aquesta secci6é estudiarem, seguint el métode lagrangia, alternatives a l’equaci6 de
Dirac-Hestenes.

Partim del lagrangia (3.3), ja que en aquest punt encara no s’havia escollit I'idempotent
que connectava els espinors algébrics matricials amb els algébrics de Clifford. Aixi doncs,

considerem:
Lp = —4Im{< €8, VeqU* >o} — 4q < A" Ve, U* >o —4m < Uegl* >, (3.29)
La nostra proposta es basa en partir de la segiient familia d’idempotents:
(Bos Ro) = 51+ €™0¥seq) (1 + Rajino) (3.30)
on ‘
Ry = eendeendoent | €5 = €0123-

Amb un calcul senzill pot veure’s que f2(B, Ro) = f(Bo,Ro) = f. Emprant aquest
idempotent, el lagrangia (3.29) es converteix en la familia de lagrangians £p (8o, Rg). De
fet, els mateixos espinors algébrics, en representar-se en un ideal minimal per ’esquerra
de l'algebra generat per un idempotent, dependran de 'idempotent triat:

Lp = —4Im{< e“Bp(wf)egEﬁ: > —4g < Ape“(@f)eo@ >¢ —4m < ‘I’fen@-j: >0 -
(3.31)

Sabent que e~f%¢eyf = Ryieraf = f, i seguint la técnica usada en la seccié 2.5 del
capitol anterior, veiem que:

¥ f(B8,Ro) =nf(B,Ro) on né€Clf,

L’establiment d’aquesta igualtat resulta possible gracies a ’estructura particular del con-
junt d’idempotents triats®. A partir d’ella podem establir contacte amb la seccié anterior,
Ja que si descrivim 7 per

n=a+ Ejey + Ezeq + E3ep3 + By ea3 + By es; + By eja + Aegzs

3El que resulta rellevant és la paritat dels termes que hi figuren; en el proper capitol estudiarem
aquesta qiiestié en detall.
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i busquem la seva expressi6 matricial en la representacié de Dirac, de ¥ (27, 1) obtenim:

a+iB; 0 0 0
—B,+iB; 0 0 0
E3+iA 0 0 0
Ei+iE;, 0 0 0

W(2m,1) = (3.32)

espinor que correspon a 1’opci6é {0} de la secci6 anterior. De manera analoga trobem:

0 00 E,—-iE,
0 0 0 —E3+1iA
000 By+1iB
000 a—-ibB;

Opci6 {1} ¥(m,-1) =

By,+i:B; 0 0
a-iB3 00

Opci6 {2} ¥(2m,-1) =
pei6 (2} Ham, 1) Ey—iB, 0 0
0

-E3+iX 0

o o o o

Es+iA
E, + i Ey
a+1DB;
—-By +1 B

Opci6 {3} ¥(m, 1) =

o o © o

0
0
0
0

o o © o

Vist aixd, estudiem quina és la familia d’equacions que es deriva de (3.31). Per fer-ho,

vegem primer que:

—_—

nfeo(nf)* = nfeot. (3.33)
Aixo és cert ja que:
fo L Beso V11 4+ iennFi) = Besg VL (1 4 i
f* — §(1 + e 80)5(1 -+ 2812R0) = 5(1 +e 6[})5(1 -+ ZRQCIQ) (334)
- 1
eof* = %(1 + e_ﬁ“eo)é(l + iRge12)eq = feg (3.35)

aleshores nfeo(nf)* = nfeof*i = nfeod.
Prenent el terme cinétic de (3.31), i aprofitant el resultat anterior podem escriure:

~ _ 1 : .
—4Im{< e*9,(nf) eoh >0} = —Im{< e*0,(+e ﬂ“eg)é—(l + iRger)eph >0} =

— Im{< Bneyij + OnePo% 5 + AniRyernofi + One % i Rye1ai >0}

(3.36)
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De tots aquests termes, només contribueix a la part escalar imaginaria el segiient:
< OnRyeiant] >0
Fent el mateix pels termes de massa i d’acoblament de (3.31), tenim:
Lp(Bo, Ro) =< neanoRof] >0 —q < neoiiA >0 —m < ne %4 >,

amb 7 = n(Ro, fo) € Clfs.
D’aquest lagrangia, aplicant el formalisme d’Euler-Lagrange, obtenim 1’equaci6:

Onea Ry — gAn — mne® ey =0 n € Clif, (3.37)

Aixi aconseguim recuperar, com a casos particulars d’una estructura més general, les
equacions (3.27) [57, 64] segons siguin els valors de (8o, Ro):

(2m,1)  Onyoy €21 — gAn0y — mengoyeo =0 (3.38)
(m,=1)  Ongyea + qAnpy — menpyeo =0 (3.39)
(2w, —1) Onqa) e12 — qA g2y — menqzyeo =0 (3.40)
(m,1) Ongay er2 + gAngz) — menzyeq =0 (3.41)

Tenint present la definici6 de conjugacié de carrega donada a la primera secci6 d’aquest

capitol, veiem que

C(ngo}) = ngoyeor = npy

ja que si multipliquem per la dreta 'equaci6 (3.38) per eg; obtenim (3.39). Es mes, de la
definici6 de la conjugaci6 de carrega [39] sobre I’espai de representacié C* sabem que:

,lpc = i,yqut.
Aplicant aquest resultat a la representaci6 matricial de 7o}, i.e, ¥(27,1) tenim que:
¥ (2m,1) = ¥(r,—1)

Les solucions de (3.38) estan relacionades amb I'ideal generat per 1'idempotent (1 +
e0)3(1 + ieyz). Sifem actuar Poperador conjugaci6 de carrega sobre aquest idempotent:

(1 — ?:612)

b | =

1 1 ; 1
'2—(1 + 60)5(1 =+ 1612)601 = 8015(1 —_ eg)
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obtenim, precisament 1'idempotent associat a (3.39). Es a dir, en el nostre tractament la
conjugacié de carrega ens porta directament al positrd, a diferéncia d’altres presentacions
en les quals s’obté primer un electr6 d’energia negativa que posteriorment, via la teoria
dels forats [39], s'identifica amb el positr6. D’altra banda, les equacions (3.40) i (3.41)
son iguals a (3.38) i (3.39), respectivament, llevat d’un canvi d’orientaci6 del pla d’espin.

Val a dir que totes les possibles equacions contingudes en (3.37) sén compatibles amb
I'equaci6 matricial de Dirac, ampliant-se les possibilitats presentades en [57, 64]. Tot
i aixd, ens centrarem en les equacions (3.38) i (3.39) en el cas lliure, és a dir, sense
acoblament electromagnétic. |

El tensor d’energiamoment del camp de Dirac pel cas lliure, usant I’espai de represen-
tacio C*, s’expressa com:

T = %(@7#3;190 — uP1p).

El nostre formalisme ens permet escriure aquest tensor com:
pr =< Byapﬂengoﬁ >0 (342)

Pel cas lliure, les equacions (3.38) i (3.39) s6n idéntiques. Recordem, pero, que els seus
espinors han estat definits en ideals diferents i aquesta caracteristica ha quedat marcada
en el tensor d’energiamoment mitjangant el factor Ry que hi figura. Donada una solucié
lliure 1 de I’equaci6 (3.38), la densitat d’energia ve donada per la component Ty del
tensor dit de Tetrode:

Too(n) =< egOoneaioii >0, (3.43)

on hem fet Ry = 1. Si apliquem la conjugaci6 de carrega, passarem a un altre ideal, i per
tant la definicié del tensor energiamoment (3.42) canviara i la densitat d’energia sera:

Too(neor) = — < eglonegie210m€or >0=< €odpnez10m >0= Too(n)

Per tant, si 7 és una solucié d’energia positiva de (3.38) aleshores neg; també té energia
positiva i, a més, és solucié de (3.39). De fet, nep; també és soluci6 de (3.38), perd amb
energia negativa.

L’expressi6 de I’espin de la particula segons I'ideal triat és:

S = ne P Ryegy ™t (3.44)
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que, pels dos casos que estem analitzant, es reduira a:
S =neyn!

Vegem ara que sota conjugaci6 de carrega ’espin de la particula canvia de signe®. Per
fer-ho escriurem 7 en la seva forma polar n = \/Ee%"“R.

- Beox o\ — 1 _g,
(‘!}601) 1= 801(\/,563 5R) 1 - 301—\/—"53 285 R

aleshores

- 8 _B.. = -
S(neo1) = (neor)ear(neo) ™ = \/pe?® Regrenene 7R = —nexn™" = —=S(n)

Aixf doncs, una particula d’energia positiva i spin up, es converteix sota conjugaci6 de
carrega en una partfcula d’energia positiva i spin down.

Vegem una altra novetat que aporta la nostra presentacié. L’equaci6 per l'electré i-
el positré en el cas llire sén les mateixes. En el nostre formalisme les solucions, tot i
ser les mateixes, presentaran, segons es tracti de 1’electré o del positré, caracteristiques
fisiques diferents com hem vist en el cas del tensor d’energiamoment. Recordem, de la
primera secci6é d’aquest capitol, que una particula lliure amb espin up, que es desplaga en
la direccié positiva de ’eix OZ, ve descrita per la solucié (3.9):

7}?6}1. = N(]. -k 603) em“’ (345)

Aquesta soluci6, tant en el formalisme matricial com en la presentacié de Hestenes, és
valida simultaniament per ’electré com pel positr6. En el nostre tractament, de manera
natural, no resulta ser aixi: o bé es tracta d’un electré o bé d’un positrd, perd no de
les dues particules simultaniament. Analitzem-ho amb més detall. Si considerem que
I'equaci6 (3.38), és a dir la proposta (27, 1), descriu V'electr6, la densitat d’energia (3.42)
serd positiva i l'espin de la particula (3.44) sera up (proporcional al bivector es;). Aquesta
mateixa solucid, interpretada com a solucié de ’equacié (3.39), corresponent a ’opcié
(m,—1), passa a tenir energia negativa, com es pot comprovar fent s de (3.42).

En l'opci6 (m,—1), la solucié d’energia positiva per una particula (en aquest cas el
positr6) amb espin up i desplagant-se en la direccié positiva de 'eix z ve donada per:

Nhy = N(k — eq3) €2 (3.46)

4 Aquest resultat és independent del valor del potencial vector A
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Fixem-nos que aquesta soluci6, tot i ser igual a (3.11) ara té energia positiva. Aix{
doncs, (3.45) descriu I'electr6 i (3.46) el positr6. Aquesta presentacié té una consegiiencia
interessant a I’hora de calcular la densitat de magnetitzacié de les solucions anteriors. La
densitat de magnetitzaci6, en funcié de 'idempotent triat ve donada per:

M = -é%ne-e5ﬂoROe2lﬁ

i en els dos casos que estem analitzant, i.e. (2m,1) i (m, —1), sera:

_ld -
M= o 12171 (3.47)

Tant en el formalisme matricial com en el de Hestenes ’expressi6é per a la magnetitzaci6
difereix de la nostra en qué en aquesta darrera hi figura el valor absolut de la carrega en
comptes de la carrega. En el cas lliure els formalismes citats utilitzen exactament una
tinica funcié d’ona per a les dues particules, solucié d’una equacié en la qual la carrega no
hi figura enlloc. En conseqiiéncia, és inicament en la definici6 de I'observable on ha de
tenir-se en compte la diferent realitat empirica d’alineacié o antialineacié dels moments
angular i magnétic. En el nostre cas és en el domini de solucions admissibles de la propia
equacié de l’electré i del positr6 on s’hi troba expressada la diferent realitat de les dues
particules. La soluci6 (3.45) és d’energia positiva en I’opci6 {0} mentre que (3.46) és solu-
ci6, també d’energia positiva, de I'opci6 {1}. La utilitzaci6 del criteri d’energia positiva®
per a determinar el domini de solucions admissibles ens ha conduit, en el cas lliure, a
Iobtenci6 de camps multivectorials diferenciats per a 1'electr6 i el positr6. Continuem,
doncs, amb el calcul de la densitat de magnetitzacié per a les dues solucions proposades.

Sabem que un espinor operador es pot descompondre en forma polar com a producte
commutatiu d’un element R del grup Spinj; = {R € Clf;/RR = 1}, d’una dilataci6 /p
i d’una transformaci6 de dualitat parametritzada per I’angle d’Yvon-Takabayasi £:

¢ = \/Ee%“R verificant ¢¢ = peles

Pot veure’s facilment que les solucions (3.42) i (3.46) satisfan:

—

Mooy = 1 (3.48)
MMy = —1- (3.49)

5Per a una pionera aplicacié d’aquest criteri fisic per a la selecci6 i construcci6 de solucions de I'equaci6
de Dirac veure [31]
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Es a dir, per I'electré n{ﬁm € Spinj; i, per tant, 8 = 0. En canvi, pel positr6é § = .
Fixem-nos que la magnetitzaci6 (3.47), a diferéncia de ’espin, depén de ’angle d’Yvon-
Takabayasi:

M= "'ilﬁbezlqg = lq—lpeﬁesRGmR
2m 2m

Els calculs anteriors, entre d’altres, mostren la possibilitat de diferenciar les magnituds
"fisicament observables’ dels camps de Dirac en dues categories: les magnituds mecani-
ques (quadrivelocitat, moment angular, ...) que estan associades a conjugacions que fan
s de l'invers de I’espinor i les especificament electromagnétiques (densitat de corrent, de
magnetitzacio, ...) que ho estan a bilineals que fan s de I’espinor conjugat. El factor
rellevant és el diferent comportament de la rotacié de dualitat sota inversi6 i conjugacio.
En el cas de la densitat de magnetitzaci6 hem vist com l’angle d"Yvon-Takabayasi de
les solucions conté informacié sobre el signe de la carrega. Aixi, doncs, sembla raona-
ble pensar en aquest angle com una variable essencial en la configuracié de ’estructura

electromagnética de les particules.



Capitol 4

Versions multivectorials de ’equaci6 de

Dirac.

4.1 L’espinor de Dirac-Hestenes i el problema quiral.

Sigui ’equacié de Dirac
iv*0p +q Ao —mcp=0 amb ¢eC! (4.1)

Sabem dels capitols anteriors que aquesta equaci6 es pot escriure usant com espai de repre-
sentaci6é per 1’espinor un ideal minimal per I’esquerra de 1'dlgebra matricial C(4). Degut

a 'isomorfisme que existeix entre aquesta algebra i Cl; 3 ® C podem escriure I’equaci6
1

anterior' com:
(0¢ — my)P =0, (4.2)
on, per a la representacié matricial dita de Dirac, 'idempotent P estd donat per
Pp = %(1 +eo)%(1 +ie) =ppp amb pp= %(1 + €o).

A partir d’aqui, com hem vist, podem obtenir I’equacié de Dirac-Hestenes per a un espinor
operador representat per un element parell de 1’algebra de I'espaitemps. Vegem ara qué
succeeix quan en lloc d’usar la representaci6 matricial de Dirac utilitzem la quiral. En
aquest cas I'idempotent de Cl; 3®C, que correspon matricialment a ’opcié {0} del capitol
anterior, és
1 1 :
Py = 5(1 + e03)§(1 +ien) = pgp. (4.3)

1 Per simplicitat i sense pérdua de generalitat estudiarem el cas lliure.
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Aquest idempotent es diferencia de Pp en el factor pg i, simbolicament, escriurem Pg p =
po.pp = fp. L’equacié (4.2) pels casos Dirac i quiral s’expressara com:

(0 —my)fp =0, (4.4)

Fent s de les igualtats ie;op = pi fp = pf, 'espinor algébric 1 fp de I’equacié anterior
es pot expressar en funcié d’un espinor real ¥:

Yfp=19pf=(Re[$)] + Im[$]) p f = (Re[¢)] + Im[y]iers) pf =Upf =V fp.
Ja que (0¥ — m¥)f € Cl, 3 ® R, ara, podem descompondre ’equacié
(0% — m¥)f -;-(1 ez =B, (4.5)
en una part real i una part imaginaria pura, ambdues satisfent la mateixa equaci6:
OVf—m¥f=0 amb ¥feClz®R.

Vegem, mitjancant un procés similar, que 1’espinor que s’obté a partir de ¥ f pel cas
quiral (f = pg) no pertany a la subalgebra parella Cl{3, i.e. no és un espinor operador:

1 . ¥ 1
'IIpQ == (lIH‘ + v )5(1 + 803) = (lIH' + U 603)5(1 + 603) -‘/—' 7}5(1 + 8[]3) amb n e Cﬁi‘:3

ja que ¥eys ¢ Cli‘;—;. Com veiem, la paritat del grau de l'element eg3 que figura en
I'idempotent juga un paper fonamental. Quan és parell resulta impossible satisfer 'altima,
igualtat. Aquest problema sembla limitar la validesa de la interpretacié de 1’equacié de
Dirac feta per Hestenes a un conjunt de representacions massa restringit, ja que ni tan
sols la quiral hi té cabuda. En aquest capitol resoldrem aquesta aparent limitacid, veient
que podem donar més d'una versié6 multivectorial de I’equaci6 de Dirac. En el capitol
anterior aquest problema no es presenta ja que els termes e~#°%¢g, Ryie; que apareixen
en I'idempotent f (5o, Ro) tenien la paritat adequada: senar i parell, respectivament. Aixo
ens permetia trobar sense problemes un espinor operador en le::,.

4.2 La descomposicid C’l'll,3 @ Cli3, una primera solucio.

Definim els subespais

Cllll’a = {(ﬁ S 031’3 / egdey = Qg} (46)
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Cliy = {¢ € Clis / eadpeo = —¢} (4.7)

on d? és la involucié graduada de ¢. Pel que segueix resulta rellevant que ambdoés eq i eg3
pertanyin a Ctta, el subespai que no és subalgebra. A més,

031’3 = OIHB (43] C!ts

sent Cl'll,a una subalgebra de Cl; 3. Per tant, aquesta descomposicié introdueix una nova
Zjy-graduaci6 en 'dlgebra de ’espaitemps. Ara, tant pel cas de Hestenes com pel quiral,
el problema que presentavem en la primera seccié pren un caire diferent. Si descomponem

I’espinor en parts || i L tenim que:

YPp = (U + U4)Pp = (Ul + Ue)Pp=nPp on neCll, (48)

YPg = (\I"” + \I’J')PQ = (‘I’” + \I’J'SU;;)PQ =§Py on £€ 059’3 (4.9)

Podem, doncs, obtenir una nova versi6 multivectorial de 1’equaci6é de Dirac on I’espai
de representacio és la subalgebra CJEII,S. Entenem, perd, que encara queden dos problemes
per resoldre:

e La solucié proposada és molt particular en tant que adaptada als casos quiral i ’de
Dirac’.

e Cal donar una interpretacié geométrica a la nova subalgebra ’parella’.

Aquestes son les qiiestions que abordarem en les properes seccions. Per tal de trobar una
soluci6 general al problema caldra recorrer a les Zj-graduacions; un estudi d’aquestes es
presenta a ’apéndix C.

4.3 Les equacions de Dirac multivectorials.

El canvi de representacié més general associat a les matrius de Dirac {7,} i al seu espai
de representaci6 C* esta donat per les expressions

YWu=U2U, o=Ug. (4.10)
Per cada {7,} podem definir un nou isomorfisme:

p:Clhz@C —C(4); (e,®1) 7,
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de manera que tot conjunt de matrius {7,}, en una representaci6é donada, li correspon un
conjunt ortonormal real {e,} de l’algebra de l'espaitemps inclosa en Cl; 3 ® C. D’altra
banda, definim S com !’element multivectorial que, mitjangant I’isomorfisme anterior, esta
en correspondéncia amb el canvi de representacié matricial U. Es a dir:

S=p3!(U) € Ch3 ®C.

Podem associar a cadascun d’aquests elements S de la segiient "aplicacié adjunta’:
ads :— Cli3®C; ads[(a®2)]=5[(a®2)]S™?, amb a€ClzizeC.

que recupera, sobre Cly3 ® C, el caracter de transformacié que tenien sobre C(4) les

matrius U. Per composicié obtenim
p=ppoads; pla®z)=pp[S(a®=z)S7]

Aplicant p~! a ’equacié de Dirac lliure

% 0 0 0
; P, 0 0 0
o =myp amb P = 1!)2 8 b = YP (4.11)
vy 0 0 0
obtenim:
ie,0"® = m® (4.12)

amb & = p~}(¢) = p~ (¥P) = p~ (¥)p~}(P) = ®P. On mitjancant I’aplicaci6 adjunta
definida anteriorment, hem trobat 'idempotent primitiu p~!(P) de Cl; 3®C que determina
I'ideal minimal en 1’algebra:

p~}(P) = ads-1 0 pp'(P) = adg-1(Pp) = S~'PpS = P.

Aleshores P es pot escriure com:

P %(1 + u)%(l id) (4.13)
amb u = S~ 1eyS, 0 = S~lepS tals que u? = 1, 0 = —1 i uo = ou. En general, u i

o no tenen perqué ser reals, encara que ho sén per a tots els casos fisics que coneixem.
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Es clar que aixé no implica que la matriu de transformacié U sigui real. De fet, encara
que Cly 3 ® C — C(4) és tal que pp(a® i) = ipp(a ® 1), la matriu pp(a ® 1) pot ser
complexa; només cal pensar en la representaci6 de Dirac del vector e, per 2.

A partir de I'expressi6 (4.13) podem formar la familia d’idempotents mituament or-

togonals:
b= 1(1+ )1(1+' )
1= 2 u 2 1g),
1 1 .
P, = 5(1 +u)§(1 —10),
1 1 y
P3 = 5(1 — ’U.)E(]. + ECJ’),
1 1

L’idempotent (4.13) acompleix iP = —Po i per tant ens permet d’escriure ® com:

®P = [Re{®}P + Im{®}] = [Re{®}P + Im{icP}|=¢P on ¢€CLs®R=Cl3
(4.15)

Aix0 ens permet escriure (4.12) com:
1
6¢§(1 +1i0)o +m¢(l +io) = 0.

Resulta immediat comprovar que la part real i imaginaria de '’equacié anterior sén idén-
tiques a:

8¢o +meé =0 (4.16)

on ¢ no tan sols és un multivector real sin6 que pertany a ’ideal que indiquem en la forma
€ Cly3(3(1+u)). Aquesta és 'equacié de Dirac escrita en termes dels espinors algebrics
de Cl; s®R. D’aquesta equacié podem obtenir una versié operacional que, a diferéncia de
la de Hestenes, no esta restringida per una tria concreta de matrius . El grau d’aquesta
generalitat estd codificat per u i o.

L’equaci6 de Dirac-Hestenes pot recuperar-se a partir de (4.16) amb u = ey, usant
la Z,-graduaci6 parell /senar i projectant en lea- El nostre propdsit és definir una nova
Zjy-graduaci6, basada en els elements u i 0, de manera que els espinors operadors que es
derivin de (4.16) pertanyin a una subalgebra de Cly 3.

Per tal de considerar 1’espinor com un objecte operacional definirem una Z,-graduacio,
Cly3 = CI° @ CI" [62] de manera que u sigui senar i o parell respecte d’ella. Expressat
d’una altra manera, demanarem que els subespais Cl° i CI' acompleixin:

ctcccl’, ci’ctccr, crecclt, citeir col,
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i que u € CI}, o € CI°. De la relaci6 anterior es segueix que CI° és una subalgebra de
Cly3. Per a cadascuna d’aquestes Z,-graduacions trobem un automorfisme graduat? o,
de manera que:

Clt={peCliz®R/a(¢) = (-1)*¢ amb k=0,1}

També podem definir les projeccions 7y : Cl; 3 ® R — CI* com:

¢ + (=1)*a(g)
2

mk(¢) =

Fixem-nos que o és a CI° @ CI' el que la involuci6 graduada és a Clf; @ Cly;. Ens
referirem a CI° i CI' com les parts a-parella i a-senar de Cl, 3.

Ara estem en condicions de donar una versié operacional de I’equaci6 (4.16). Ja que
1 1
¢=¢§(1+u) amb u € Cl
de ¢ = ¢u es segueix que:

m1(¢) = m(du) = m(mo(@)u + m(P)u) = mo(4)u. (4.17)

Projectant 1’equaci6 (4.16) en les seves parts a-parella i a-senar tindrem:

[m0(8) + m1(0)][mo(#) + m1(#)]o + m[mo(¢) + m1(4)] = 0O

La separacié que hem efectuat de 'operador V de Cl, 3, escrit aqui com 0 de Dirac, en
part a-parella i part a-senar, esta en principi limitada a 1'as de coordenades cartesianes,
ja que la connexié present en un sistema de coordenades genéric implica que les deriva-
cions covariants contingudes en la part 'no vectorial’ de 'operador @ barrejaran diferents
paritats. En aquests casos la separacié a-graduada de I’equacié ha d’efectuar-se un cop
s'han realitzat totes les derivacions. Tanmateix quan la connexi6 respecta la a-graduaci6,
com succeeix per transformacions de coordenades i graduacions que respecten l'isotropia
espacial, continua sent valida la descomposici6 8 = mo(3) + m1(9).
Substituint (4.17) en la darrera equacié obtenim:

70(8)[mo (@) + mo(@)ul fo + m1(8)[mo(9) + mo(p)u]fo + mlmo(¢) + mo(d)u]f =0

2En aquest capitol i I'apéndix C a generalitza i, per tant, no és sinonim de I’automorfisme principal

o involucié graduada definida en el primer capitol.
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amb f = 2(1+ u). Finalment, explicitant f tenim:

m0(0)mo (@) + mo(8)mo (@) uo + m1(8)mo(p)o + m1(8)mo (@) uo + mmg(¢) + mmg(d)u = 0,
S e < S v < \ " - bec, " d N e’ ——
ecio ecn eclo eci eclo eci
on apareixen dues equacions: una per la part a-parella i una altra per la a-senar. Prenent
I'equaci6 a-parella®, definint 7(¢) = 7 i multiplicant-la per la dreta per u obtenim:

mo(0)nuo + m (8)no + mnu =0
o també:
Ono +mqu=0, neCl° (4.18)

amb () = m(8)(-)u+m(8)(-). Essent aquesta I’equaci6 de Dirac en la versi6 operacional
generalitzada que estdvem buscant. Fent u = ey i o = e;5 es recupera 1’equaci6é de Dirac-
Hestenes.

Com una primera aplicaci6 podem veure quina és la versi6 operacional de ’equacié
de Dirac en la representacié de Majorana. En aquesta representacié les matrius sén de la

forma:

0 oo —103 0 0 o9 o7y 0
M __ M _ M _ M _
70_(0’2 0),’)(1 ( 0 —’503)}72 (—0'2 0),73 (0 ?:0'1),

d’aqui seguint els passos marcats anteriorment obtenim 'idempotent:

1 1 .
PM = 5(1 + 620)5(1 ¥ ‘182)

on identifiquem u = ey i 0 = e;. Podem definir una Z,-graduaci6 de manera que es
sigui a-senar i e; a-senar. De fet, aquesta graduacié no és tnica. D’entre elles escollim

la segiient:
co ct
0-vectors 1
1-vectors | e, e, €3 €

2-vectors | €12, €93, €31 €10, €20, €30

3-vectors €123 €012, €023, €031

4-vectors €0123

3Pot, veure's que I’equacié que es deriva de la tria a-senar és idéntica.
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Aquesta algebra no és isomorfa a la que es deriva de la representacié de Dirac ja que
Cl° ~ Clys ~ H@® H. Es interessant remarcar que, en aquesta graduacid, no tots els
vectors e, sén a-senars i, per tant m(8) = ;0¥ amb k = 1,2,3 1 m(8) = €8°. Aixi
P’equaci6 (4.18) per a la representacié de Majorana és:

80307] + ekak'ﬁwgo = mneze1, 1NE ap,
Multiplicant per la dreta per eg i fent egneg = 1), I’equaci6 anterior ens queda com:

8°f + ex0* ne; = mners, n€ Cly=Clyz~He H.

4.4 Correspondéncies formals entre espinors algébrics i

espinors a-operacionals.
Sigui
t:(Clis®C)P, = CI°QR, u(®) =1n = 4m(Re(®)), (4.19)

una aplicacié que relaciona els espinors algébrics amb els a-operacionals. Tot i que CI° ®
R = C1I° és una algebra real, aquesta esta dotada d’un estructura complexa [41, 78]. Una
estructura complexa en un espai vectorial V' és un endomorfisme antiinvolutiu J sobre V

de manera que J? = —1y. En CI° 'endormorfisme

J:Cl> = Cl°, 9w J(n)=—-no (4.20)
defineix una estructura complexa, ja que:

J(J(n)) = J(=no) = —(-no)o = —n

Vegem que amb aquesta estructura complexa ’aplicaci6 ¢, definida en (4.19), és un
isomorfisme complex. Per demostrar-ho veurem que existeix ¢~ i que :=1(J(n)) = 271(n):

e Sigui ® € (Cly 3 ® C)P;. Llavors

® + P*

n= 4?T0(R€(¢)) = 47('0( ) = 27T0((I)P1 -+ Q*P2)

= @P] -+ O!((I)Pl) + (D*Pg = Q((I)*Pg) (421)



4.4. CORRESPONDENCIES FORMALS ENTRE ESPINORS ... 93

Degut a la tria u € CI' i 0 € CI° sabem que a(P;) = P; i a(P;) = P;. Aleshores
4.21 quedara

n=®P + ®*P, + o(P)P; + (") Py,
d’on multilplicant per P; per la dreta obtenim:
& =Pk
i per tant ¢~1(n) =nP;.
e D’altra banda,
NI () = M (=no) = —no Py = inPy =i (n)
Aixi doncs, es tracta d’un isomorfisme complex.

Aplicant I'isomorfisme p de la secci6 anterior, podem obtenir I’expressi6 geométrica
equivalent a 'acci6 d’una matriu A € C(4) sobre un element ¢ € C(4)P. Definint
A = p~'(A), tenim que Ay — AP. Descomponent 'operador A en part real i complexa
A = Re{A} +iIm{A}, podem esciure:

A® = Re{A}® — iIm{A}®s ambiP = Po

Anem a transcriure en termes a-operacionals I’accié algébrica A®. Aplicant ¢ a 'ex-

pressi6 anterior tenim:
(Re[A]®) = 4mo[Re[Re[A]P]] = 4mo[Re[A]Re[®]],
on ara
e Si Re[4] € CI°,

47y[Re[A]Re[®]] = Re[A)4mo[Re[®] = Re[Aln

e SiRe[4] € CIY,

4mo[Re[A]Re[®]] = 4mp[Re[A]Re[®]u] = Re[A]4mo[Re[®]]u = Re[A]nu
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Per tant finalment:
Re[A]n, si Re[A] € CI°,

: (4.22)
Re[A]nu, si Re[A] € Cl},

t(Re[A]®) = {

Per Im[A] les expressions sén analogues.

Del resultat anterior es pot veure que 'operador de Dirac modificat 8(-) = 7o(8)(-)u+
71(8)(-) pren una forma més simple. Sigui CI° un espai de representacié de Cl; 3. Mit-
jancant (4.22) definim una representacio:

Op: Clig — Aut(CI°);  Op()(n) = don + pinu.
onn €CIl’i@géeClyz amb ¢ = ¢y + ¢1, ¢ € Clk. Llavors podem escriure:
d = 0p(9)

L’operador moment també es pot escriure en el formalisme a-operacional. Aquest
operador actuant sobre ’espai de representacié C* ve donat per p,[¢] = 18,[p]. Mitjancant-
p podem escriure per I’espinor algébric:

pu[®] = i9,® = —9,%0.

Finalment, 'operador moment en funci6 dels espinors operadors s’obté aplicant ¢ i recor-
dant que o és a-parell:

puln] = —0umo (4.23)

4.5 Versié multivectorial en representacié quiral.

Considerem les matrius gamma en la representacié quiral:

) — 0 —o
pales) =17 = , poler) =72 = 1, k=123
-1 0 O 0

L’idempotent primitiu associat associat a aquesta representaci6 és:
1 e : . .
P=Py= 5 (1 + e3) 5 (1+1dej2) , onidentifiquem u=e3, c = e

Abans de trobar la corresponent versié operacional de 1’equacié de Dirac cal expressar,
en aquest formalisme, I'operador quiralitat Q. Aquest operador quan actua sobre espinors
definits en 1’espai C* ve donat [6] per:

Q] = 15 = —iv0123-
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Aplicant 'isomorfisme p~! i les propietats algébriques —iP = Pejs, e3oP = P, ® = &P
obtenim I’expressi6é corresponent a la seva accié sobre els espinors algébrics:

Q[®] = —ieg123®P = ep123Per2 = eprazPespeiz = —epi23Pegizz = @

on ® és la involucié graduada de ®.
Fent s de I'isomorfisme ¢ que relaciona els espinors algébrics amb els operacionals, i
del fet que I'involucié graduada "~ i o commuten* podem escriure:

Qly] = 4mo[Re[8]] = dmo[Re[d]] = 7 (4.24)

Una Z,-graduacié adequada® pel cas quiral sera:

co ci
0-vectors 1
1-vectors €o €1, €2, €3 ‘ (4.25)
2-vectors €12, €23, €31 €01, €02, €03
3-vectors | epi2, €p23, €031 €123
4-vectors €0123

Un cop definida, I’operador de quiralitat ens permet descompondre CI° en les usuals
*-parella i “-senar, és a dir, CI°* = CI° N Cli;. Es segueix de (4.24) que podem donar
una caracteritzacio6 clara de la quiralitat® referida als espinors operadors:

C1°" = {Espai dels espinors right-handed}
C1°~ = {Espai dels espinors left-handed},

La versié operacional de 1'equacié de Dirac en la representaci6é quiral sera:
eod’neso + exd*n = —mnegoenr, 1€ CLC.
Donat que ey commuta amb CI° podem escriure finalment:

—60‘1’1812 + (62331 + 63132 4 elzaa)ﬁ =megn, T1NE &P, (4.26)

4Recordem que, en aquest capitol a és una generalitzacié de la involuci6 graduada
5Demanarem u = e3g € Cl' i 0 = €12 € CI°
6La distinci6é quiral entre espinors right(left)-handed no té res a veure amb la distinci6 espinor operador

per la dreta i per ’esquerra introduida al capitol 2.
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4.6 Descomposicioé polar de I’espinor a-operador.

En les seccions anteriors hem obtingut equacions multivectorials de Dirac corresponents a
diferents representacions de les matrius gamma. Aquestes equacions i els espais espinorials
associats a elles difereixen de les obtingudes en la presentaci6 de Dirac-Hestenes. En
aquesta secci6 mostrarem com, fent Gs de la possibilitat de modificar la Z4-graduacié
®i_oA*(V) de , podem sempre obtenir una equacié formalment idéntica a la de Dirac-
Hestenes i que, com ella, 'espai espinorial corresponent és isomorf a C' If:a.

Sigui {e,} una base ortonormada de I’espaitemps de Minkowski M. Recordem que
haviem definit 1'idempotent P = (1 + u)3(1 + io) amb u = S~'epS i 0 = S7les,S.
Definim, mitjangant aquesta transformaci6 S, un nou conjunt de ’vectors’ {E,/E, =
S~'e,S}, que verifiquen E,E, + E,E, = 2g,,. Es a dir, {E,} constitueix també un
conjunt ortonormal generador respecte del producte geométric tot i que, en general, els
seus elements no sén vectors de M.

Definim els operadors de reversi6 (-)® i paritat (-)? relatius a la nova base {E,} de la

segilent manera:

(E,)® = E,, estenent-se a Cl; 3 ® C com un antiautomorfisme,

(E,)F = —E,, estenent-se a Cl; 3 ® C com un automorfisme.

Naturalment, (-)® i (-)? defineixen una Z,-graduaci6 per a 'estructura d’espais vec-

torials de Cl; 3 ® C que fem explicita mitjancant 1’expressio:

4
Clis ®C = EPC,

k=0
on
Cy = C (escalars),
Ci = {a:a” = —a and o = a},
C, = {a:af =a and of = —a},
Cs ={a:af = —a and a® = —a},

Cs={a:af =a and a® = a} = spanc{Eop2s}.

Sigui p : Cl; 3 ® C — C(4) l'isomorfisme definit per p(E,) = v2. Seguint el procedi-
ment habitual, perd ara amb:

1 1
P= -2—(1 +Eg)'§(1 +iE12) on Eo =A% E]2 =0
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obtenim:
Q(I)E'lg +md = 0, on &= 4Re(1,b) 1 D= Epa“

La Z4-graduacié indueix sobre I’estructura d’espais vectorials de Cl; 3 una Z,-graduaci6
a 'estructura algébrica de Cl, 3, a saber:

Chy=Cl'®Cl', onCl'= @ C i Cl'= P Ci.
k parells k senars

v

D’acord amb el procediment seguit a les seccions anteriors, prenent a = (-)¥ i 9 =D
trobem la segiient versié operacional de ’equaci6é de Dirac:

DnEy =mnE;,, ambneCll=Co®C,®Cy i D = E,0" (4.27)

Veiem que aquesta equaci6 és formalment idéntica a ’equacié de Dirac-Hestenes. Les
quantitats que hi apareixen, perd, han estat modificades respecte les de Hestenes per una
transformaci6 basada en E, = S~'e,S. En especial, ’operador D associa les derivacions
0" corresponents a les coordenades Minkowskianes a uns 'multivectors’ obtinguts dels e,
mitjancant S, que és una isometria de 'algebra Cl; 3. Només quan S és una isometria de
I’espai de Minkowski, base de 1'adlgebra, es conserva plenament el significat geométric de
I’operador 8 = V.

D’altra banda, ’espai dels espinors solucié de 1’equaci6 (4.27) s’ha obtingut a partir
de D'espai dels espinors operadors de Hestenes a través de CI° = S='CIf,S i, per tant,
isomorf a Clf; ~ C(2). Com a conseqiiéncia, l'espinor n € C1° admet una descomposicié

polar
n = \/Ee-g-EmzsR o= 1 (Voe* = R') S,

on R' ino pas R és una transformacié de Lorentz de 1’espaitemps.
El conjunt ortonormal {E,} forma un espai vectorial real de quatre dimensions:

W = spang{Ey, E\, E», E3}

sobre el que podem definir la meétrica h(z,y) = 3(zy +yz) amb z,y € W. W és isométric
a l’espai de Minkowski M i, per tant, CI(W) ® C ~ CI(M) ® C. Cal recordar, perd, que
el subespai real W és una combinacié de multivectors de diferents graus de Cl(M) ® C.
D’altra banda, en la descomposici6 polar anterior, R € Spin, (W) = {a/a” =aiafa =
1}. Spin™ (W) és el doble recobridor del grup SO, (W) de W, perd no del grup d’isometries

propies ortocrones de 1'espai de Minkowski.
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En aquesta secci6 hem arribat, doncs, a una conclusi6 forca similar a ’obtinguda en
el capitol 2 quan tractavem dels referencials espinorials. En aquell cas I’ancoratge de 1’es-
tructura espinorial requeria introduir una relacié d’equivaléncia entre els excessivament
nombrosos parells (X, R) i seleccionar un tnic parell ($g, 1) com a fiducial’. La doble mul-
tiplicitat "Lorentz’ dels parells (2, R) quedava estructurada en una multiplicitat espiria
que relaciona les diferents eleccions "fiducials’ (els diferents elements del conjunt quocient)
i una multiplicitat fisica, corresponent al principi de relativitat, que permet obtenir tots
els elements de la classe seleccionada que, ara si, es corresponen de manera univoca amb
tots els sistemes de referéncia inercials. Pel cas de la teoria matricial de Dirac, tractat
aqui, 'ancoratge en I’espaitemps requereix la tria d’un parell fiducial (£, {7,}) com, per
exemple (I, {7y?

n
met moure’ns per tot el conjunt de parells, sent ’analeg de la doble multiplicitat Lorentz

}). El grup de transformacions invertibles de 1’dlgebra de Clifford per-

desestructurada del cas anterior. Un cop triada la fiducial aquest grup queda estructurat
en transformacions fisiques corresponents al principi de relativitat i transformacions es-
puries corresponents a formalismes matricials alternatius ¢ equivalents per a ’equaci6 de
Dirac.



Capitol 5
El canvi de signatura.

-Vosté és euclidia i no té ni idea del trasbals que estem passant.
Pere Calders a Invasié subtil i altres contes.

5.1 Motivacio.

El canvi de signatura no és una novetat en fisica matematica. En moltes ocasions ha
permés donar solucions a problemes fisics ja plantejats, mentre en altres ha estat un
incentiu per plantejar nous interrogants. Exemple dels primers és la formulacié euclidiana
de les teories de camps quantics [36] i dels segons determinats treballs realitzats en el marc
de la relativitat general [29, 55|. En el domini de les algebres de Clifford obre una porta
a ’especulaci6 amb idees prou interessants com les presentades per Pezzaglia a [65], on
estudia la irraonable llibertat d’eleccié entre les dues signatures d’espaitemps.

Hem vist, en el primer capitol, que per definir I’dlgebra de Clifford generada sobre
un espai vectorial V' necessitem dotar a aquest espai d’una forma bilineal g. Aix{ doncs,
l’estructura de 1’algebra no depén només de la dimensié de V' siné també de la signatura
de g. Aix6 comporta, com varem veure quan estudidvem els teoremes d’isomorfia, que
dues algebres Cl,, 1 Cly ¢ amb p+q = p' 4+ ¢' = n, en general, no siguin isomorfes. En el
cas minkowskia la tria de la signatura, +2 o —2 ha arribat a provocar una mena d’escissi6
entre els fisics i, fins i tot, a causar més d’un desencis [81]. Per a ’espaitemps les dues
algebres de Clifford ’enfrontades’ sén Cls; i Cl; 3. Aquestes no sén isomorfes ja que, en
termes d’algebres matricials, la primera és isomorfa a les matrius quaternioniques 2 x 2 i
la segona a les matrius reals 4 x 4, reflectint la diferéncia en els quadrats dels monomis
multivectorials. Aquesta caracteristica de les algebres reals desapareix al procedir a la
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seva complexificacié. L’estructura de les algebres de Clifford complexes depén només
de la dimensié de V, i no de la seva signatura. En contraposici6é al que és habitual la
complexificaci6 causa, en aquest cas, un empobriment de les estructures.

Podem passar d’una teoria minkowskiana a una d’euclidiana fent imaginaria la com-
ponent temporal ¢ — it; aquesta és la coneguda transformacié de Wick. Donar una
interpretacié geomeétrica a aquesta transformacié no és senzill. Nieuwenhuizen i Waldron
[61] ho fan considerant la transformacié com una rotaci6 en un espai de cinc dimensions,
després d’afegir una nova component temporal. Tot i que el treball escapa de manera
enginyosa del problema de la degeneraci6 de la forma bilineal, el significat d’aquesta nova
dimensié estd per aclarir.

L’equaci6é de Dirac, on I'operador V esta definit per tota dimensi6 i signatura, es
formula en espais quadridimensionals en termes de matrius complexes 4 x 4 que obeei-
xen la relacié I',I', + I',T', = 2g,, on g, = diag(1,1,1,1) en el cas euclidia i g,, =
diag(1,-1,-1,-1) o g, = diag(—1,1,1,1) en el minkowskia. L’algebra C(4) de les ma-.
trius complexes 4 X 4 és la representaci6é matricial de ’algebra de Clifford Cl;® C. Ja que
les algebres de Clifford complexificades de mateixa dimensié sén totes isomorfes podem

escriure que:
C4)~RA)®C~Cl1®C~CL3@C~Clyy®C~---=Cl,QC.

D’altra banda la mateixa algebra matricial C(4) és isomorfa a les algebres de Clifford
reals Cly; ~ Cly3 ~ Clys, mostrant la complexificacié de 1'dlgebra pot resultar de la
introduccié d’una nova dimensié.

En aquest capitol presentarem el canvi de signatura en les algebres de Clifford reals com
una transformaci6 efectuada dins ’estructura algébrica que sustenta la teoria, sense cap
necessitat d'introduir noves dimensions i per tant evitant la complexificacié. El principal
precedent el trobem en els treballs de Lounesto [52, 54]. En aquests es discuteix el
problema de canvis entre signatures oposades, és a dir, transformacions de Clp 4 a Clg.

La nostra proposta pretén abracar qualsevol canvi en qualsevol dimensié.

5.2 La transformacioé tilt.

Quan es vol passar d’una algebra a la seva oposada, posem per exemple de Cl; 3 a Clj 1, és
costum utilitzar la transformacié 7, — 7, on {7,} formen base de I'espai vectorial que
genera ’algebra. Aquesta transformacié no té cap sentit dins R*, ja que i7y, € iR*. La
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idea de Lounesto es dotar a R* de dues estructures quadratiques R3 i R3!. Aixi doncs,
posarem en correspondéncia una base de I’espaitemps R® {y0,71,72,73} amb una altra
de R3! {eg, €1, €2, €3}, de manera que un mateix vector A € R? es podra expressar com

AU"}’U =+ Al'h e i Az")fz b AB'}’3 € 011‘3

Aoeo =+ Alel + A282 + A363 € Cls,

i, evidentment, tindran quadrats diferents.
La transformacié tilt aconsegueix relacionar els productes de Clifford d’ambdues alge-
bres mitjancant:

ab = brat+btea+bat —b"a" al
~— < + _:t P (5 )
Cl,,3 product Cls,; product

El que fa aquesta correspondéncia és simular el producte geométric de Cls; dins Cl 3.
Els superindexs + i — corresponen a la part parella i senar, respectivament, de I'element
en qiiesti6. Encara que la transformacié tilt és valida per a qualsevol dimensi6, esta
limitada als canvis entre signatures oposades. En les proximes seccions, a més de donar
una definici6 més practica del producte tilt veurem com generalitzar-lo per a qualsevol

canvi de signatura.

5.3 El producte vee.

Sigui V un espai vectorial real de dimensi6 4. En aquesta dimensi6é podem construir cinc
algebres de Clifford reals diferents depenent de la signatura triada: Clyg, Cls 1, Clag, Cli3
i Cly4. Considerem pel moment les algebres Cly 3 i Clyo. Sigui A, B € Clyp i AB el seu
producte de Clifford. Definirem un nou producte, que anomenarem producte vee, V, que
simulara el producte de Clifford de Cl, 3 dins Clyo. Per fer-ho seleccionarem primer en R*?
('espai vectorial real que sustenta Clyp) un vector unitari e per representar la quarta
dimensi6 i completarem la base amb tres vectors ortonormals més {e;} on i = 1,2,3.
Definim ara, per u,v € R*? el producte:

uVo=(-1)(vu—2(v-eo)(eo - u)) (5.2)
d’aquesta definici6 veiem que

eo Veg = (—1) (vu—2(v-ep)(eo - u))
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e;Ve = (-1)(e;e)=-1 i=1,2,3
Donats u,w € Clyy sabem que |
uw + wu = 2u - w = 2(UeWp + U1W1 + UpW2 + UsWs)
ara utilitzant el producte vee tenim que,

uVw4+wVu = —wu+2(w-ep)(ep-u)—uw+2(u-e)(eg - w)

= 2(upwp — U Wy — UsWo — UzW3)

De cara a estendre el producte més enlla dels vectors podem donar una expressié una mica
més general que ens permetrd comprovar el bon comportament de la nostra proposta.
Siguin Bi un k-vector i v un 1-vector de Cly. Per ells podem definir

By Vv = (~1)*[vBy — 2(v - o) (eo - By)] (5.3)

vV By = (=1)*[Byw — 2(Bx - €0) (€0 - )] (5.4)

Aquesta definicié, que inclou com a cas particular (5.2), ens permet mostrar que el nou
producte és associatiu. Esbossarem la demostracié per de tal mostrar com treballa el nou
producte. Cal doncs veure que vV (uVw) = (vVu)Vw.

vV (uVw)=vV[—wu+2(w-e)(e - u) =
vV[-w-u—wAu+2(w-e)(e - u) =
— (w-u)v+2(w-e)(eg - u)v—vV (wAu)

utilitzant (5.4) podem escriure el terme v V (w A u) com

(wAu)v—2((wAu)-e)(eg:v) =
(wAu)-v+wAuAv—2((wAu)-e)(eg-v)

aixi v V (u V w) quedara
—(w-u)v+2(w-ep)(eg - u)v
—(wAu) - v—wAuAv+2((wAu)- e)(e-v) (5.5)
Ara de la relaci6 (1.17) veiem que

(wAu)-v=—v:(wAu)=—(v-whu+ (v -w)w

(wAu)- e =—(ey wu+ (e u)w
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i substituint a (5.5) obtenim

—(w-uv+ (w-v)u—(u-vV)w—wAuAv+2(w-e)(ep - u)v
— 2(eg - v)(eo - w)u + 2(eg - v)(eo - w)w (5.6)

fent el mateix procediment per (v V u) V w veiem que el producte que hem definit és
associatiu.

Una altra propietat basica d’aquest producte és la preservacié de ’estructura multi-
vectorial. Donats dos vectors u,w tenim que

1 1 1
i[u, v)y = E(u Vv—ovVau)= E(—'vu + 2ugvy + uv — 2ugvp)

1 1
= E(u.'u—-vu) = E[u,'v] =uAv

Finalment, essent A; un [-vector i By un k-vector podem expressar el producte A4;V By
com

AV B = (—I)H[BkA; — 2(Bk . 80)(60 . A;)] (57)

Aquesta expressié pel producte vee, que estd formulada en termes de la Z-graduaci6
vectorial de I’dlgebra ens permet realitzar el producte entre elements arbitraris. Notem,
perd, que requereix la singularitzacié d’un vector, en aquest cas ey.

En totes les aplicacions del canvi de signatura que seguiran considerarem identificat a
tot multivector contravariant de 1’dlgebra de partida un multivector de I’dlgebra de Grass-
mann contravariant amb idéntiques components. Aquest element pot llavors considerar-se
que pertany a totes les algebres de Clifford contravariants de la mateixa dimensi6 i, per
tant, li correspondra el mateix simbol. Aquesta associaci6é suposa, des d’un punt de vista
practic, posar a disposicié dels multivectors de Grassmann totes les estructures métriques
no degenerades. I el que permeten les operacions de canvi de signatura és condensar-les
totes en una unica estructura Clifford.

5.4 L’equaci6 de Dirac-Hestenes i el producte vee.

Com a primera aplicaci6é del nou producte vee simularem I’equaci6é de Dirac ordinaria en
el context euclidia. Per diferenciar en quina algebra estem treballant cal tenir cura de
la notacié. Les bases de Cl; 3 vindran descrites per 7y i les de Clyo per e;. Partint de
I’equacié de Dirac-Hestenes, després d’operar per la dreta amb e;; podem escriure:

oY + g AYyia — mPyoz =0 (5.8)
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Podem escriure aquesta equacié usant el producte vee en un espaitemps euclidid amb

9 € Clyp, on e* = g, com:

OVY+qApens —mipVeyns =0

(5.9)

Cal notar també que ep12 = egejea = egVe; Ves. Vegem com aquesta equacio6 es pot escriure

en termes del producte de Clifford original (el minkowskia) en I'espaitemps euclidia. Per

fer-ho separarem l'operador de Dirac en les seves parts espacials i temporals,

OV =e Voy+eVao
Usant 99 - 9 = 3(Botpen — €98p%) podem escriure la part temporal com

eo VO = 0Optpeg — 2(0p - €o)(eo - €o)
= Bues — 25 (Buten — exduh)] = eodo)
D’altra banda, per la part espacial tenim:
e V 0iyp = Oipe; — 2[(8i)) - (eo - )] = Bipe;
Aixi, podem escriure 'operador de Dirac com:
OV = Boao‘d) + O;ve;
Es facil veure que s’acompleix:

VVV VY =0uy

on Oy = 8% — Y°0_, 62, mentre que V2 = Ogtp amb Op = 82 + 33, 82,

=1 =1

El terme de massa de 1'equacié quedara com:
my V ep12 = merayeg
1 el terme d’acoblament electromagnétic sera:
AV Y Ve =epn(A—2(¢-e)Ao)
Per tant I'equaci6 de Dirac en Clyy és:

eo0ot) + Oipe; + e1a (YA — 2(1) - e9) Ag) — meratpey =0

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Es important tenir en compte que totes les expressions estan escrites en Clyg. A més,

pot veure’s que les solucions de (5.8) sén solucions de (5.14) i viceversa, en el sentit de la

identificaci6 multivectorial establerta al final de 1’apartat anterior.
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5.5 Producte vee i producte tilt. El cas general.

Com ja hem vist, Lounesto estudia el canvi entre métriques de signatura oposada. Per
aixo defini la transformaci6 il (5.1) que, com veiérem, estd basada en la descomposicié
parell /senar de 1’algebra. Per incorporar aquesta correspondéncia al nostre formalisme la
reinterpretarem mitjangant un nou producte, que anomenarem producte ¢/t que indicarem

per #;:
AV By = (-1)" B4, (5.15)
Aixi doncs, tenim definits dos productes

Producte vee: AV By = (-1)M[BrA; — 2(Byx - €0) (€0 + Ar)] (5.16)
Producte tilt: A % By = (-1)" B, A, (5.17)

Com es pot veure les expressions dels dos productes tenen un terme comi. El producte
tilt és més intrinsec en el sentit que només depén dels propis factors. Vegem quin és el
significat del terme amb component ey del producte vee. Com hem vist aquest producte
simula el canvi de signatura

{tbi) )
C'?:.u Cg.a

on els signes corresponen als quadrats dels elements de la base canonica. Fixem-nos que
tots els quadrats canvien llevat del corresponent a la component e;. La definici6 del
producte vee pel canvi oposat, ie. (+ — ——) — (+ + ++), és exactament la mateixa
conservant-se també el quadrat de la component ep. D’altra banda, el producte {ilt canvia
tots els quadrats,
(+===) =2 (-+++)
C?:,a CI;.I

resultant innecessaria la substraccié de termes. Un cop meés, el problema oposat (— +
++) = (+———) es resol amb la mateixa definici6 pel producte. Tots aquests raonaments
ens porten, pel cami de I'heuristica, a estendre el nostre producte vee a una expressi6
genérica que permeti qualsevol canvi. Pels casos de més interés fisic tenim:

(++++) & H+—-——)

! !
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El canvi de signatura en una mateixa fila s’efectua utilitzant el producte vee. El canvi
entre files de la mateixa columna utilitzant el producte tilt. Un canvi en diagonal, per
exemple (+ + ++) < (— + ++), requerird composar els productes vee i tilt. L’esquema
el podem estendre a totes les signatures possibles en quatre dimensions:

++++) @(F—-——) @(-—++) &(———+) & (———)
! ! ! ! ! (5.18)

(o)) w(efecpad) sl =] b)) b [oledar)
Podem canviar la signatura al llarg de la mateixa fila coneixent ’element de la base

canonica e, que no canvia el seu quadrat; aleshores
AV By = (—1)“[.8]314; = 2(Bk . ep)(e“ . Ag)] (519)

on I'index fixat u no segueix el conveni d’Einstein. Pel canvi entre files de la mateixa

columna el producte tilt és sempre el mateix:
Ay % By = (-1)¥ By A, (5.20)

Tot i que només hem treballat en quatre dimensions, no sembla dificil generalitzar aquest

esquema a qualsevol dimensid.

5.6 Operador de Hodge i operadors diferencials.

En aquesta secci6é simularem estructures euclidianes dins I’espaitemps de Minkowski. En
particular estudiarem la diferencial exterior i la codiferencial, operadors rellevants en el
problema de trobar solucions autoduals i antiautoduals del camp electromagnétic. Com
és ben sabut, en 'espaitemps de Minkowski no existeixen solucions reals al problema
*F' = £+ F, on F és el bivector de Faraday (2-forma) del camp electromagnétic i * és I'ope-
rador estrella de Hodge. En canvi, en I’espaitemps euclidia aquest problema té solucions;
aquestes sén donades per E = +B, on E i B s6n les components ’eléctriques’ i 'magnéti-
ques’ de F. Reproduirem aquests resultats a I’espai de Minkowski on tindrem ara camps
eléctrics i magnétics reals 'pseudoduals’. Aquesta 'pseudodualitat’ porta aparellada una
redefinicié de l'estrella de Hodge i els operadors diferencial exterior i codiferencial.

5.6.1 L’estrella de Hodge.

L’operador estrella de Hodge * en ’espaitemps de Minkowski és:
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Utilitzant el producte vee podem escriure I'operador estrella de Hodge * euclidia en Cl; 3

com:
*®=d Vs (5.22)

Recordem que 7% V11 VY2 VY3 = Yony2ys 1 que 75 V 5 = 1 mentre que vs5y5 = —1.
Per avaluar I’expressié (5.22) usant la definici6 del producte vee és convenient separar ®
segons la graduacié parell/senar, és a dir ® = &+ + & on ®* = +$*. Aixo ens permet
d’escriure,

OV =3tV +D Vs (5.23)

on
OtV s = 18" + 2y103(70 - BF) = 15(DF — 2%0(70 - 7))
= 75(®* — 10(7®" — 2T v0) = 157021 0
Amb un procediment semblant per la part senar obtenim
O™ Vs =75P +2723(% - 27) = =172 %0

i, per tant, podem escriure (5.23) com

@ Vs =1570P7
Finalment, 'operador estrella de Hodge euclidia quedara com

*® = 1570P70, (5.24)

—~—
-

on recordem que @ = ® = ®. Si tenim present que ’operador paritat P ve donat per

P(®) = 1%
i reescrivim (5.24) com
*® =~ 87570
aleshores
*® = —P(xP) (5.25)

obtenint finalment una expressi6é de I'operador de Hodge euclidia * escrit exclussivament
en termes propis de ’espaitemps de Minkowski.
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5.6.2 La diferencial exterior i la codiferencial.

En I’espaitemps de Minkowski, la diferencial exterior d i la codiferencial § es poden escriure

en funcié de I'operador de Dirac [42| com
1 . 1 "
do = > (vq> + @‘v) , de=: (V<p - @‘6) (5.26)

on recordem que l’acci6 per la dreta de 'operador de Dirac T es defineix com V =
(0,®)y*. No és dificil comprovar que les expressions anteriors verifiquen la propietat defi-
nitoria § = *d+. La diferencial i codiferencial euclidianes les designarem per d i §. Com la
diferencial es defineix sobre multivectors covariants (formes diferencials) independentment
de I’existéncia d’una estructura métrica! es verificara la relacié d = d, que comprovarem
com a prova de consisténcia del formalisme. En canvi, aixd no passard amb l'operador
codiferencial ja que aquest depén de la métrica.

Escrivim els dos operadors euclidians en 1’espaitemps de Minkowski usant el producte
vee en les formules (5.26), en lloc del producte Clifford, L

-

io (vvq>+¢:v‘6) 5<I>=%(VV(I>—&:V'V), (5.27)

Estudiem detingudament les expressions VV ® = 4*Vv 9, i ¢V V= 0,2V ¥*. Per
®, € AF aleshores

Vvq)k:7°v60<1>k+fyiva,:d>k
= (—l)k[Bg@k'y“ — 2(60(I’k . "{0)] -+ (—1)k3i@k"{£
= 71%9®x + (—1)*(8:2x)Y'

on hem utilitzat que
00®x -y = %(313@::’?0 = (=1)*Y08o®x)
De manera similar podem obtenir
& v T = (150,30, + 0,Bk°
per tant tenim que

VV‘I’:’)(O@Q(I)-}'&;"I‘?'Y% @VV ’}'6@4“80‘1"‘}‘

1D’acord amb aquesta propietat, en tota aquesta seccié considerarem identificats els diferents multi-
vectors Clifford i els exteriors en la seva forma covariant.
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Finalment, substituint en les expressions (5.27) demostrem:

- 1 & : &
d® = = (122 + 0,87 + 70,2 + 0,51°)

1 X (5.28)
=§(w¢@+qpfj=dq
mentre que per a 'expressi6 de la codiferencial § tenim que
S(b = % ('YOBO(I) + 3?:&)7‘7 o "Yia,f(b = ao(i)'}'o)
(5.29)

- _21_ [(7030@ _ 7‘.3;@) — (Boti)fyo - ai‘i"l’i)]

on clarament es mostra que § # 8. Utilitzant I’expressi6 (5.24) per 'operador de Hodge
euclidia escrit en Minkowski tenim que

1 - ~
dxd = 3 (-rrsfyﬁfmapfbvo 2 75703p‘1"ro’¥”)
1 per tant

*dx P = (753;;‘1’70’?” Y5Yo + 'Ys’}’o‘!"'map‘i”]fs)

('ro'r“'roapq’ = 3&%7“%)
=3 [(7030‘5 - 7'6;®) — (30‘570 - 3@7‘)]

comparant aquest equacié amb (5.27) obtenim la propietat definitoria de la codiferencial

el S R Bl S B

euclidiana:

§ = xd% = *d %

5.6.3 Solucions duals i antiduals del camp electromagneétic.

Considerem les equacions de Maxwell lliures pel camp electromagnétic en 'espaitemps de
Minkowski,

dF =0, 40F=0 (5.30)

Aquestes equacions no tenen solucions duals ni antiduals, és a dir, solucions que satisfacin

les condicions

F=%sF (5.31)
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En Cl, 3 I'tnica solucié per a (5.31) és F =0, jaque F = £+ F = FFvys = F(FFv)7ys =
F(vs)> = —F. Fixem-nos que el quadrat de I’element de volum juga un paper clau ja
que si fos positiu existirien bivectors autoduals o antiautoduals, situacié que clarament
es déna a Clyp on 'element de volum té quadrat +1. Fent as del producte vee podem
escriure les equacions de Maxwell euclidianes dins I’espaitemps minkowskia com:

dF =0, F=0, (5.32)

Aquestes equacions admeten solucions que satisfan F' = =+ x F' i que podran escriure’s

com:
F = 2y57Fv = £vs70F 7. (5.33)

A més, sabem que el bivector F' es pot descompondre com

F=F + 75-81
on
1 1
E= E(F - %F%), wB= §(F + Y F ),
per tant Eyy = —yoF i v5Bv = 707y;B. Ara és immediat comprovar que les solucions

duals i antiduals del cas euclidia E = +B satisfan les equacions (5.33) que transcriuen la
dualitat/antidualitat euclidianes.

5.7 El canvi de signatura i la Zy-graduaci6 de les alge-
bres de Clifford.

Entre els teoremes d’estructura de les algebres geométriques de Clifford presentats en
el primer capitol n’hi ha un que relaciona les algebres parelles de signatura oposada, i.e.
Clf, =~ Cl},. Basant-se en ellien I'isomorfisme (C.4) de 'apéndix C és immediat estendre
aquest teorema al domini de les algebres a-parelles basades en la a-Z,-graduacio:

Teorema 5.1

8 i 0
CE?:G = Clpo+91=ﬂo+?1 (5‘34)
Demostracid.
0 ~ ~J i~
C'f.p’q - Clpﬂsq'i' ® Cl;. g1 = Cg?o‘f?o ® Cl;m - CJEO+Q1‘%+91
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El producte vee (5.19) ha estat definit en funcié d'un element de la base canodnica
eu. Aquest element és aquell que manté el seu quadrat en el canvi de signatura. Es per
aixd que, triada una signatura, el mecanisme del producte vee permet canviar a qualsevol
altra signatura seguint determinats itineraris (5.18). En canvi, I'expressi6 del producte #:lt
només permet canvis entre signatures oposades pero la seva expressio és independent de la
signatura. Si tenim present que en el canvi de signatura corresponent al producte tilt tots
els 1-vectors canvien per igual, com també succeeix amb ’automorfisme principal que déna
la Z,-graduaci6, podem pensar en la possibilitat d’obtenir una formulacié més canodnica
del producte vee basada en una a-Z;-graduacié adequada. De fet aixd ho aconseguirem
per als canvis de signatura que resulten de la composicié d’una transformacié vee i una
tilt i que expressarem mitjancant un producte vee-tilted V;. La tria d’aquesta graduaci6
es fa seguint el criteri segiient: I'tinic 1-vector de CI' sera aquell que el seu quadrat canvii
de signe. Aixi, per exemple, pel canvi de signatura: (+ + ++) = (— + ++) la graduaci6

sera.:

Cly | Clh
0-vectors 1

1-vectors | {ex} | eo

L’expressié que fa efectiu el producte V; és:
Ap Vi By = (-1)¥ A B (5.35)

on k, ! prenen els valors 0 6 1 segons la a-paritat de ’element.
Notem ara que podem reformular de nou de manera compacte el producte tilt d'una
manera més fidel a la formulaci6é original de Lounesto [52|, fent servir com ell la Z,-

graduacio:
Ap %y By = (—1)" B A (5.36)

on ara k, ! prenen els valors 0 6 1 segons la paritat de ’element.

Els productes (5.19) i (5.20) estan basats en una graduaci6 Z d’espais vectorials i, per
tant deslligada de qualsevol consideraci6é métrica. D’altra banda, les expressions anteriors
estan basades en una Z, graduaci6 de 1'algebra de Clifford.



Conclusions i1 perspectives.

En aquesta memoria pretenem haver mostrat, un cop més, que 1’algebra geométrica
de Clifford és una eina molt eficient per ’estudi de problemes fisics. Aquesta eficiéncia
ha estat posada de manifest en les seccions 1.8 i 2.5 on es demostra que el calcul dels
observables d’una particula, del camp electromagnétic i del camp de Dirac poden realitzar-
se de manera formalment idéntica. A un sistema fisic objecte d’estudi, caracteritzat per
I'observador ¥ mitjancant un multivector Sy (R, F' o U segons el cas), el calcul de la
magnitud multivectorial observada Oy es realitza mitjancant una expressioé del tipus:

(Ss) Oz (Sz) = O

on Oy, és el multivector operador observable.

D’entre aquests camps fisics hem dedicat el nostre treball, principalment, a 'estudi
del camp de Dirac classic. El segon capitol ha pretés donar resposta a la necessitat de
dotar d’un llenguatge comi a la babel espinorial. Ho hem assolit generalitzant la unifica-
ci6 de dos punts de vista: el relatiu a la teoria de representacions espinorials i el de la
definicié d’espinor com classe d’equivaléncia. En la seccié 2.4 hem construit el referencial
espinorial deslligant-lo de I'espai de representaci6. Aquesta construccié ens ha permeés
definir ’espinor independentment de l'espai de representacié usat. Una eina important
ha estat la funcié representacié definida en la seccié 2.2, que relaciona |’espai vectorial
'fisic’ (a on pertanyen els 'vectors fisics’ que no es transformen sota canvis d’observador)
amb 1’espai ’genéric’(al qual pertanyen les representacions d’aquests 'vectors fisics’). La
funci6é de representaci6 permet mostrar, de manera clara i en tot moment, en quin espai
estan definits els objectes de treball. La distinci6 entre ’espai 'fisic’ i genéric ha permeés,



també, caracteritzar dos tipus d’espinors operadors (per 1’esquerra o per la dreta) segons
el comportament dels seus observables sota canvis de referéncia. D’altra banda, un trac-
tament similar aplicat als espinors algébrics ens ha dut a definir un nou tipus d’espinor
que hem anomenat intern, en el sentit que transformacions que permeten canviar d’ideal
(i deslligades de 'observador) no transformen els observables. Aquestes transformacions

formen un grup G (secci62.9) que conté el grup Spin com a subgrup.

En el tercer capitol hem establert, mitjangant 'estructura algébrica d’ideals, una re-
lacié entre D’electr6 i el positré. Aquesta relaci6 generalitza els treballs de Hestenes, bo i
permetent més llibertat en la tria dels idempotents primitius que generen els ideals mi-
nimals utilitzats com espai de representaci6. S’ha demostrat que, pels casos de major
interés fisic, els nostres resultats coincideixen amb els obtinguts per Parra [57, 64| en
I’estudi vectorial de I’equaci6é de Dirac. Ara, perd, ’equacié per l'electr6 i pel positré que
obtenim a partir del nostre formalisme porten associades la marca de I'ideal minimal del
que es deriven. Aixod permet, inclis en el cas lliure d’acoblament electromagnétic, distingir
les dues equacions. A més, hem mostrat que la densitat d’energia també porta associada
aquesta empremta de l'ideal, validant com a solucions d’energia positiva, per ’equacié6 del
positrd, aquelles que en les presentacions habituals sén considerades d’energia negativa.
Aixi doncs, tot i tenir dues equacions ’idéntiques’ pel cas lliure, les solucions d’energia po-
sitiva d’ambdues son diferents. Al final del capitol demostrem, fent as de la descomposicié
polar, que aquesta diferéncia es deguda a la rotacié de dualitat que conté I’espinor. Es
més, aquesta distinci6é ha permés redefinir la densitat de magnetitzacié com M = Jzﬂmgéeglé
on el valor absolut posa de manifest que el signe de la carrega esta incorporat en la funcié
d’ona, codificat per ’angle d’Yvon-Takabayasi.

Com varem comentar a la introducci6 Fauser a [32] conclou la necessitat d’una revisié
de la connexi6 existent entre la teoria de representacions espinorials i les Z;-graduacions.
Eﬁ el quart capitol hem efectuat aquesta revisi6. Partint de I’equacié de Dirac demos-
trem que, per un cas genéric, no podem obtenir una equacié de Dirac-Hestenes usant la
Z,y-graduacié habitual. Mostrem que aquesta limitaci6 és deguda el fort acoblament entre
l’estructura de l'idempotent primitiu i la caracteritzaci6é de les parts reals/imaginaries,
parelles/senars de 1'equaci6é de Dirac algébrica’. Pel cas de Hestenes el desacoblament el
realitza la graduacié habitual. Pel cas general demostrem que, respectant determinades
condicions, una nova Z,-graduaci6 desacobla les equacions en una part a-parella i una
part a-senar. En l'altima secci6 del capitol, en analitzar la relaci6 existent entre la nova
subalgebra a-parella i la de Hestenes, hem vist que la primera presenta serioses limita-



cions degudes a la seva desvinculaci6 amb les transformacions de Lorentz sobre 1’espai
de Minkowski. No estem donant cap limitacié sobre el conjunt de de possibles repre-
sentacions matricials. Simplement, donada una representacié matricial (o un idempotent
primitiu) associada a una tétrada inercial de ’espai de Minkowski, només les representaci-
ons conectades via el principi de relativitat tindran un ancoratge fisic. Aquest ancoratge,
com ja succeia pels referencials espinorials fiducials, es basa en una tria arbitraria, perd
fixada.

El lligam entre el canvi de signatura i les a — Zy-graduacions presentades anteriorment
es mostra en el darrer capitol de la tesi. Lounesto defineix la transformaci6 tilt a través de
la Zs-graduacié habitual. Hem vist que nous productes basats en la Z-graduacié usual,
definida sobre I'estructura vectorial de ’algebra, resulten efectius pel canvi de signatura.
Hem classificat aquests nous productes en dos tipus: els productes tilt, que reproduei-
xen els canvis entre signatures oposades, i els productes vee, que reprodueixen els altres
canvis. La diferéncia formal entre aquest dos productes és que ’expressié pel producte
vee, a diferéncia de la tilt, no és canodnica. Finalment, hem estés el terema d’isomorfia de
subalgebres parelles de signatures oposades a un teorema d’isomorfia d’algebres a-parelles.
Aquest teorema ha permés reconduir a una formulacié canodnica els productes associats

als canvis generals de signatura.

En acabar aquesta memoria les segiients qiiestions ofereixen noves perspectives de

continuitat en la linia de recerca iniciada:

e L’extensi6 i la generalitzacié del calcul d’observables de sistemes fisics, aquesta dar-
rera en la linia indicada per [68], pensem que pot contribuir, de manera significativa,
a una millor comprensié de la realitat geométrica subjacent als camps fisics i com-

partida per les teories classica i quantica.

e El resultat del capitol tercer on es conclou que la relacié entre I'electré i el positro
pot establir-se a través de l’estructura algébrica dels ideals, suggereix ’oportunitat
d’un estudi detallat dels espinors interns i del seu grup de simetria associat. Aquest
estudi, emmarcat dins el domini de les teories de gauge, pot permetre posar en
relacié 'estructura d’aquests nous espinors amb exposicions com les realitzades per
J.S.R. Chisholm i R.S. Farwell [13, 12] sobre la teoria electrofeble.



e Finalment, creiem molt convenient estendre 1’estudi comparatiu dels camps espi-
norials associats a l'electré i el positrd, fet al tercer capitol, a casos amb camp
electromagnétic extern. Un estudi detallat del factor de la descomposici6 polar
que conté ’angle d’Yvon-Takabayasi podria aportar nous elements de diferenciaci6

geométrica entre els camps de Dirac associats a les dues particules.



Apéndix A

Algebres de Clifford i algebres simples.

A.1 Idempotents, ideals i algebres de divisi6.

Definicié A.1 Un element f, diferent de zero, d’una dlgebra A s’anomena idempotent si

=t
Definicié A.2 Dos idempotents f, i fo s’anomenen ortogonals si fif, = fofi = 0.

Definicié A.3 Anomenarem a f idempotent primitiu si no es pot escriure com la suma
de dos idempotents ortogonals, és a dir, f # fi+fa on f2 = f1, f2 = fai fifa= foafr =0.

Definicié A.4 Un conjunt I, C A s’anomena ideal a l’esquerra de A siVa € AiVz € I

tenim que ax € Iy.

Definicié A.5 Un conjunt I C A s’anomena ideal a la dreta de A siVa € A iVz € Iy
tenim que za € Ip.

Definicié A.6 El conjunt I C A s’anomena ideal bilateral, o simplement ideal de A, si
Va,b € A iVz € I tenim que azb € I.

Definicié A.7 Un ideal I és minimal si no conté cap subideal no trivial, on per trivial

s’entén I i .
Definicié A.8 A és una algebra simple si els seus dos tnics ideals (bilaterals) son A 1 0.

Definicié A.9 Una dlgebra semisimple €s la suma directa d’algebres simples.
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Definicié A.10 Una dlgebra de divisio és aquella en que tot element no nul posseeiz un
invers.! D’aquesta definicié es segueix que una algebra de divisié no té altre idempotent
que la unitat: f= f~1f2= f1f=1.

Teorema A.1 f és l'inic idempotent de fAf si i tant sols si f és primitiu.
Demostracié. Si no fos primitiu llavors f = g + h amb gh = hg = 0 d’on veiem que
9gf=fg=(g+h)g=gi fh=hf=hipertant gih sén elements de fAf, és a dir, no
hi ha un Gnic idempotent. Aixd ens demostra I’enunciat en el sentit en que ens diu que
si f és tnic llavors és primitiu. La demostraci6 en sentit contrari no és més complicada i
segueix utilitzant el recurs de la doble negaci6. Si g és un idempotent en fAf, a més de
f, llavors f — g també és idempotent

Ff-9(f-9)=r—fg—9f+*=Ff-29+9=f—g

on ens hem aprofitat de que f és la identitat en fAf. A mésamés, g(f—g) = (f—g)g =0-
i per tant podem descompondre f en la suma de dos idempotents ortogonals f = (f—g)+g
mostrant-nos que f no és primitiu. D’aquesta doble negacié concloem que si és primitiu

aleshores és tnic.

Teorema A.2 Si f és un idempotent primitiu llavors fAf és una algebra de divisid.

Demostracié. De primer demostrarem que els tinics ideals a I'esquerra de fAf soén el
propi fAf i 0. Sigui I = Af un ideal a ’esquerra de A. Si f és primitiu aquest ideal
és minimal. Sigui J un ideal a I’esquerra no nul, aleshores J C fAf i AJ C AfAf =
AfI C I, és a dir, AJ C I. Perd com haviem dit que I és minimal i J no és nul I'tinica
possibilitat és que AJ = I. Per una altra banda fAf = fI = fAJ C J per tant fAf C J
perd hem vist que J C fAf per tant J = fAf, i.e., els tnics ideals a I'esquerra de fAf
son el propi fAf i 0. Sigui z € fAf no nul. El conjunt fAfz és un ideal a ’esquerra de
fAf. Perd com fAf hem vist que no conté subideals no trivials tenim que fAf = fAfz.
Aix0 significa que existeixen w,w’ € fAf tals que wz = w' i en conseqiliéncia existird un
Z' € fAf, no nul, tal que 2z = f on com ja varem veure f és la identitat en fAf. Pel

"

mateix argument existird un 2" € fAf tal que 2"z = f. Ara 2" = 22’2 = 2, o sigui,

2'z = 22’ = f el que mostra que fAf és una algebra de divisi6 amb la unitat f.

'En general les algebres de Clifford no sén algebres de divisi6. En canvi tota algebra de divisi6
associativa que estén els reals correspon a una o més algebres de Clifford. De fet tenim: R =~ Clgo =~
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A.2 Representacié regular i representacions irreducti-
bles.

Definicié A.11 Donat a € A, essent A una algebra, definim aplicacid lineal L : A —
End(A) com

L(a)b=ab Vb€ A

L és una representacid, ja que L(1) =1 ¢ L(ab) = L(a)L(b), que anomenarem represen-
tacid regular.

La representaci6 regular aprofita ’estructura vectorial de la propia algebra. Aquesta
representacio és fidel. Per veure-ho demostrarem que és injectiva. Si L(a)c = L(b)c llavors
L(a—b)c = (a— b)c =0 si prenem ¢ = 1 aleshores a = b.

Imaginem que existeixen uns espais B; i B; que sén invariants sota 1'accié de L, és a
dir, L(a)B; C By i que L(a)Bs C B;, Va € A. Aleshores podem escriure L = L; & Ly on
Ly: A— End(B;)iLy: A— End(B;). Podria donar-se el cas que existissin subespais
de B; i B; que fossin invariants sota 1’accié de L; i L;. Continuant aquest raonament
podem arribar a un espai S i una representacié £ : A — End(S) de manera que els seus
tinics subespai invariants sota 1’acci6 de £ s6n S i (). Aleshores £ s’anomena irreductible.
S és un ideal minimal a I'esquerra de A ja que L(a)S C Sipertant Va € AiVz € S
tenim que ax € S. Aixi doncs, podem concloure un resultat molt important pels nostres

interessos:

Teorema A.3 L’espai de representacid associat a una representacid irreductible és un
ideal minimal a l’esquerra de l’dlgebra.

La representacio regular és fa encara més rellevant si treballem amb algebres simples,
aixo és degut a un teorema [5] que diu:

Teorema A.4 Totes les representacions irreductibles d’una algebra simple son equiva-
lents.

En el cas d’algebres semisimples un altre teorema no menys important ens diu:
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Teorema A.5 Les representacions irreductibles d’una algebra semisimple son equivalents

si 1 només st els seus nuclis son els mateizos.

Aquests altims teoremes seran de gran utilitat estudiar si les algebres de Clifford s6n

simples o semisimples.

A.3 Algebres de Clifford i algebres simples

Quan varem donar la classificacié de les algebres de Clifford veiérem que les podiem ex-
pressar o com K® M(n,R) o bé com [K® M (n,R)|® [K® M(n,R)]. Aquesta classificaci6
no és gratuita i ens permetra identificar el caracter simple o semisimple de les nostres

algebres. Per fer-ho sera necessari demostrar un resultat molt important:

Teorema A.6 Una dlgebra A és simple si i només si A = K® M(n,R) on K és una
algebra de divisio.

Demostracié. Farem primer la demostracié cap a ’esquerra, és a dir, demostrarem que
una algebra que pot prendre la forma K ® M(n,R) és una algebra simple. De 1’algebra
M (n,R) considerem el conjunt de les n* matrius E;; definides de la forma segiient (E;;)x =
dixd;1 no és dificil veure que E;; formen base per M(n,R). Com una algebra simple és
aquella en que els tnics ideals bilaterals de 1’dlgebra sén ella mateixa i (), agafarem un
element z d’un suposat ideal I C A i veurem a qué correspon. Ja que I C A aleshores
z € A i el podem escriure com ¢ = ). ;;E;; on z;; € K. Siz =0 llavors I = (. Ara
hem de veure que si z % 0 llavors I = A. Per fer-ho determinarem primer els coeficients

z;; sabent que les matrius E;; satisfan Ej;Ey = 0;xE; i que Y. Ey; = 14

Z EyizEj = Z Tim Eri Em Ejk = Z TimOu Exm Ej
p

kim kim
= Z Tim0it0jm Epe = i Z Epk = 2ij14
kim k

Si F' és una algebra de divisi6é aleshores existeix 3:;5,-1 i tindrem
Z:C;}lEki&?Ejk =14 (Al)
k

Aquesta equacié ens mostra que 14, € Az A, és a dir, 14 € I. Prenent doncs z = 1 tenim
que AA=AcCI. ComAcCIilc Allavors I = A.
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La demostracié en sentit contrari és més elaborada. Es tracta de veure que si A
és simple es pot escriure com K ® M(n,R). Partim, doncs, d’una algebra simple A i
considerem els seus idempotents primitius {fi,... , fo} mutuament ortogonals. Definim
uns certs subespais A;; = fiAf;, de fet son algebres ja que sén subespais tancats sota el
producte. Calculem el producte de dues algebres distintes

AijApk = Aij fi foApk = AijAjidip = fiAfiAfibjp

Com f; és un idempotent Af;A és un ideal bilateral, perdé com A és simple i f; # 0 llavors
Af;A = Ai per tant '

AijApk = fiAfibjp = Aikdjp (A.2)

Treballem amb una algebra en concret A;; = A;;A4;1 Vj. Un element d’aquesta alge-
bra és I'idempotent f, i per tant existeixen uns e;; € A;; i ej; € Aj; tals que f; = e1;€j1.
Definim també uns e;; = e;;e;; € A;; que compliran fre;; = fifieiif; = fififieijf; =
Orifi€ijf; = e€ij0i 1 de la mateixa manera e;;fy = €;;0;x. Ara estem en condicions de
calcular el producte e;;e,, que de manera analoga a A.2 donara

€ij€pq = €iglip

Aquest resultat ens mostra que e; és un idempotent que ens servird per expressar la
identitat 14 de A

1a= Zeﬁ
3

ja que ), ek = D, Ori€k; = €;j = 14€;;. Com f; és primitiu serd I'inic idempotent
de A;; 1 com e; també pertany a A;; aleshores e; = f;. Tornant-nos a aprofitar del fet de
que f; és primitiu llavors A; = f;Af; serd una algebra de divisié6 amb f; com a identitat.
A més les algebres A;; s6n isomorfes entre si. Ho demostrarem per construccié establint
la seglient aplicaci6 lineal

Gij : A — Ajj; i ii(T:) = ejimiey;
veiem que es conserva l'estructura:

¢ii(Tiy;) = ejTiyies; = €;Tifiyies; = jiTie;y:e;

= e;iTi€ij€jiYi€ij = Pi;j(Z:)di; (i)
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a més és invertible ja que qés-'jl = ¢;;. Per tant veiem? que les algebres de divisi6 A;; Vi
so6n isomorfes entre si.
Essent K una algebra de divisi6, definim ara el segiient isomorfisme com

n:An — K, z,+— Zeﬂmlelj = Z!Ej = T}(:L’l) =z (A.3)
J J

on l'invers el podem obtenir fent e;;ze;; = z;. Aixi doncs, tenim que A3 ~ A ~ K

Encara podem veure que per z € K
re;,; = E Txei; = E €r171€1£€ij = E €k1%1€1k0k; = €i121€15
k k k
= €4;€;1T1€1; = €;;T; = E €;;Tr = €T
&
A cada a € A li podem associar (a;;)x = ex;ae;x. Llavors

(aij)k = er1eriaejier = ex(aij)ieik

i, per tant, si a;; = ), (ai;)x segons (A.3) a;; € K. Ara podem veure que

E aij€i; = E (aij)keij=5 ekleliaejlelkeijzz €ki0€;k€i;
i

ik ik ijk
= ) erae;;0i = E esaej; =) _ fiafij=a
ijk i i

i per tant A =K ® M(n,R).

L’expressi6 a = Eij a;je;; trobada per I'element @ € A no és tnica ja que donat r € A
tal que 37! sempre podem definir una nova base

Ko -1

i aleshores tindrem a = } .. a;;€;;.
Degut a la tria feta en escollir A;;, I’espai de representaci6 serd Af;. Per a € A podem

escriure
af, = E :aijeijell = E €1
ij ij

?De [16] sabem que un morfisme f € Hom(X,Y) s’anomena isomorfisme si existeix g € Hom(Y, X)
tal que fog=1Idy, gof=Idyx.
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d’on veiem que {e;;} genera Af;. No és dificil demostrar que {e;; } és una base per I'ideal
a I'esquerra Af;. Com e;; ~ e; on e; és una base de R™ aleshores Af; ~ K® R".

Per obtenir un espai de representaci6 irreductible hem de conéixer 'idempotent pri-
mitiu, ja que serd ell qui ens generara, mitjangant la multiplicaci6 per la dreta sobre
I’algebra, un ideal minimal a I'esquerra Cl,,f. Hi ha un teorema [66] que ens permetra
trobat aquest idempotent.

Teorema A.7 Un ideal minimal a l’esquerra I, d’una dlgebra de Clifford Cly, és de la
forma I g = Cly o fpq, 01 foq = 3(1+€a,) -+ 2(1+¢€a,) €s un idempotent primitiu de Cly
és un conjunt d’elements de la base canonica de I’espai vectorial que forma l’dlgebra tal
que (€2, =1 ambi=1,...,k, que generen un grup d’ordre 2k onk=gq—r4p, onr; son
els nombres de Radon-Hurwitz.

Els nombres de Radon-Hurwitz es poden definir amb la relaci6é de recurréncia rj;g =

r; + 4 1 la taula segiient:




Apéndix B
Els grups de Clifford

Aquest apéndix estd basat en el llibre Othogonal and Symplectic Clifford Algebras, Spinor
Structures que llegd Albert Crumeyrolle I'any 1990 [21]. La moderna presentacié dels
grups de Clifford, fonamentals en aquesta tesi, que realitza Crumeyrolle es troba en la
frontera de maxima interaccié entre matematica i fisica. Sense cap pretensié de origina-
litat, hem cregut oporti incorporar aquest estudi com apéndix per raons de completesa i
facilitat de referéncia.

B.1 El grup d’isometries.

Sigui (V, g) un espai vectorial amb una forma bilineal simétrica. Les aplicacions lineals A
sobre V' tals que

9(u,v) = g(A(u), A(v)) (B.1)
les anomenarem isometries. De la definici6 d’aplicacié adjunta tenim que AT complira
9(u, A(v)) = g(AT (), v) (B.2)
L’equaci6 (B.1) es pot escriure en forma matricial de la segiient manera:
AgAT =g
i d’aqui, prenent determinants, no resulta dificil veure que

det A = +1
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Aquest resultat ens classifica les isometries A en rotacions si det A = 1 i en reflexions si
det A = —1. El conjunt de totes les isometries formen un grup anomenat grup d’isometries
o grup de transformacions ortogonals O(p, g) on (p, ¢) fa referéncia a la signatura de l’espai
vectorial. O(p,q) conté les rotacions com a subgrup rellevant. El grup de les rotacions,
també anomenat grup ortogonal especial, es designa per SO(p,q) . Les reflexions, en

canvi, no formen subgrup.

B.2 Els grups de Clifford

Definicié B.1 Donada una dlgebra de Clifford Clp,, el conjunt d’elements invertibles

d’aquesta algebra formen un grup que designarem per Cl; .

Essent g invertible, definim una aplicaci6 del tipus ¢, : V. — V de la segiient manera
¢y(u) = gug™ VueV (B.S)-

Definici6 B.2 Els g € Cl; , tal que ¢4(u) € V formen un grup G anomenat grup de
Clifford-Lipschitz. Dit d’una altra manera

G={geCl /gugt eV YueV}

Aix0 ens porta a definir la segiient aplicacié: ¢ : G — End(V); g — ¢,. Veiem
algunes propietats de ¢, i de ¢ :

® ¢, és lineal
bg(Au + pv) = Adg(u) + pgy(v)
® ¢, és injectiva ja que

By (u) = Pg (v)

gug™t = gvg™!
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e De les dues afirmacions anteriors i del fet que ¢, € End(V), ¢, és un isomorfisme
d’espais vectorials.

e ¢ és homomorfisme ja que
dog (u) = gg'u(gg) ™" = gg'ug ~'g7" = ¢4 0 ¢y (u)

Definici6 B.3 El grup de Clifford especial G* queda definit per GNCL7 .

B.2.1 El grup de Clifford i els grups d’isometries

El producte de Clifford d’un vector amb si mateix coincideix amb el seu producte escalar.
Aixi podem veure com ¢, és una isometria.

$g(1)¢g(u) = gug~'gug™" = gu’¢~" = v?
Per tant ¢ és una representacié de G en O(p, q), i.e., ¢¢ C O(p,q)
Per comparar aquests dos grups comengarem estudiant el nucli de ’aplicacio. Si
g € ker ¢ aleshores ¢, = id i d’aquf

$o(u) =u = gug™'=u = gu=uyg

per tant ker¢ = G N Z on Z és el centre de 'algebra. Si n és parella Z = R i com els
elements de G cal que siguin invertibles llavors ker¢ = R — {0} = R*. Si n és senar el
centre de I’algebra és Z = R @ A", aleshores si busquem el ker ¢+ = GT N Z = R*.

Un exemple concret de ¢, el tenim quan g és un vector. Es clar que com cal que tingui
invers, ¢, amb a € V només estard definida pel subespai de vectors no isdtrops de V.

ava _ a(2g(v,a) —av)
g(aa)  g(aa)
2g(v, a)a _aav 29(v,a)
g(a,a) ~  g(aa) 9(a,a)

¢a(v) =

(B.4)

#a(v) és una reflexi6 del vector v respecte de a. —¢a(v) és una reflexi6 del vector v
respecte a I’hiperpla ortogonal a a, a'. Aquesta tltima ens serd molt ttil per demostrar
els segiients teoremes.
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Teorema B.1 Si la dimensié de V és parella llavors ¢ = O(p, q) i dg+ = SO(p, q).
Demostracié. Si u és una transformacié ortogonal el teorema de Cartan-Dieudonné
[56, 10] ens garanteix que u = wujus...uy, on u; sén reflexions relatives als hiperplans
ai,ay,...,a} on a; son vectors no isotropics. Aleshores, com hem vist abans, aquestes
reflexions es poden escriure com u; = —¢@,,, aix{

U= (_¢a1)(_¢az)---(_¢ah) = (_l)hqu‘ibaz---qsah = (*1)h¢a1a2-.-a.‘.

fent g = a;a,...a; tenim que

by = (_1)hu (B.5)
Cal tenir en compte que no estem dient que tots els elements de G es puguin escriure
com g = a;a,...a;. En concret els elements no homogenis en paritat no els podem escriure
aixi.
e Vu € SO(p,q) = detu = 1", detw; = (—1)* = 1 & h és parell. Llavors 3g € G+
tal que u = ¢, = SO(p, q) C ¢g+.

e Yu € O(p,q)\SO(p, ¢) = detu = [1%_det u; = (—1)* = —1 & h és senar. Aleshores
dg € G~ tal que u = —¢, i d’aqui tenim que

O(pa Q)\So(p: Q) & _¢G— (BG)

. . _ = -
Ara demostrarem que per dimensi6 parella —¢g- = ¢e-. En aquest cas eyxey =

—xeyey' = —x Vx € V on ey és 'element de volum. Per tant ey € Gt i ¢, =
—Id. Aleshores Vg € G~ 3¢’ = gey € G~ tal que ¢y = Qgepy = Pgdey = —¢g =
$¢c- = —¢g-. Aixo juntament amb (B.6) implica que O(p, ¢)\SO(p, q) C d¢-

e Veiem quins resultats tenim per ara,

SO(p,q) C ¢+ (B.7)

O(p: q)\SO(p, Q) - ¢G" (BS)

d’aqui treiem que O(p,q) C ¢+ U dg-. Com ¢g C O(p,q), per ser representacio,
llavors ¢ C ¢g+ U dg-. és clar que ¢g+ U pg- C ¢¢ per tant podem escriure
e C O(p,q) C ¢g+ U dg- C ¢g el que ens diu que

O(p,q) = ¢¢ = dg+ U dg-

Aixi, Vg € G\(G* UG"), és a dir, pels elements no homogenis en paritat tindrem
que ¢y € ¢+ U dg-.
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e Sabent de (B.7) que SO(p,q) C ¢+ per veure que ¢g+ = SO(p, g) cal demostrar
que ¢g+ C SO(p, ¢q). Ho farem per reduccié a ’absurd. Suposem que 3l € Gt tal
que ¢; & SO(p, q), per tant ¢; € O(p, ¢)\(p, g). De (B.8) sabem que dg € G~ tal que
¢ = ¢y = Pip-+ = Id = lg~! € kerg. Recordem, perd, que ker¢p =R* ilg~! € G~
que ens porta a una contradicci6. Per tant ¢g+ C SO(p, q).

Teorema B.2 Si la dimensid de V és senar aleshores ¢c = ¢g+ = SO(p, q).

Demostracié. Del teorema anterior aprofitarem que SO(p,q) C ¢g+ ja que no hem
necessitat en la demostracié que n fos parella. Ho farem, un cop més, per reducci6 a
I'absurd. Suposem que ¢¢ ¢ SO(p,q) llavors 3g € G tal que ¢, € O(p,q)\SO(p, q),

aleshores 3l € G~ tal que ¢, = —¢ = @y-1 = —Id. Anomenem t = gl™! € G tal que
txt™! = —x, Vx € V, te;t~! = —e; i per extensi6
teNt‘1 = —ey (Bg)

perd per n senar ey € Z, i aixo contradiu (B.9), per tant no podem tenir un t € G tal
que ¢; = —Id i en conseqiiéncia ¢g C SO(p,q) C dg+ C dg, i d’aqui

dc = ¢e+ = SO(p, q)

Cal destacar dels teoremes anteriors que si n és parella els elements de G es poden
escriure com u;us...1 ON U, Uy, ..., Ux s6n vectors no isotropics. Si la dimensi6 de V és
senar aixo és cert pels elements de G™.

Fixem-nos que en els nuclis de ¢g i de ¢g+, hi ha una infinitat d’elements de G i de
G™ que s6n representacié de la unitat del grup ortogonal.

B.2.2 La norma espinorial i els grups Pin i Spin

Donat x € Vi g € G, com (x) = x, veiem que X' = gxg~! és invariant sota la reversié.
Aquesta propietat ens permet mostrar que 3(G) = G ja que

B(x') = Blgxg™") = B(g7")B(x)B(9)

x' = B(g7)xB(g) (B.10)
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i com la reversié conserva el grau tindrem que f(G*) = G*.
Estudiem ara quin tipus d’element és [(g)g. Podem -escriure (B.10) com gxg~' =
B(g~")xB(g). D’aqui sabent que 8(g)~* = B(g~'), obtenim

B(g)gx =xB(g)g

Aixi doncs, f(g)g € GN Z. Si g € G*, com -independentment de la dimensi6 de V-
G*NZ =R llavors B(g)g € R*. Si la dimensi6 de V és parella Vg € G B(g)(g) € R*.

Definicié B.4 Anomenem norma espinorial a l’homomorfisme
N:G* —R*; N(g9)=p(9)9
N és un homomorfisme:
N(gg') = B(gg")99' = B(9')B(9)9g' = N(9)N(q)

La possibilitat de que la dimensié de V sigui senar és el que restringeix la definici6 de la
norma espinorial a G*. En el cas en que la dimensié de V sigui parella la definicid es pot
ampliar Vg € G, ie.,, N: G — R*.

Dimensi6é de V parella.
Si n és parell llavors definim

Definici6 B.5

Pin,(p,q) = {g € G/N(g9) =1}

amb el nom de grup de Clifford reduit, altres autors el designen per G.
Aquest grup es pot definir també com el nucli de la norma espinorial.

Definicié B.6 Anomenarem grup de Clifford reduit especial a

Spin, (p,q) = {g € G*/N(g) = 1}

de vegades també anomenat Gy .
Es clar que Spiny(p,q) = Piny(p,q) N Cly,. Altres grups d'interés sén els propiament
anomenats Pin(p, ¢) i Spin(p, q) definits com
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Definici6é B.7

Pin(p,q) = {9 € G/N(g) = £1}

Definicié B.8

Spin(p, q) = {9 € G*/N(g) = £1}

Un element de G es pot escriure com g = x;...Xg. Si la signatura és definida positiva
llavors £(g)g = Xk...X1X1...Xx > 0. Veient la definicié dels grups Pin i Spin tenim que

Spin(p, 0) = Spin,(p,0) C Piny(p,0) = Pin(p, 0)

Si la signatura és negativa poden passar dues coses: si k és parella llavors 8(g)g > 0, en
aquest cas

Spin(0, ¢) = Spin, (0, ¢g) = Pin,(0,¢) C Pin(0, q)

si k és senar B(g)g < 0, els elements de G que compleixen aixo pertanyen a Pin(0, g).
Si la signatura no esta definida, en general, tindrem que

Spin(p, )+ C Piny(p,q) C Pin(p,q)

a més, Spin, (p, q) C Spin(p, q).

Donat un g € G tenim que ¢5, = ¢, amb A € R ja que

bag(x) = Agx(Ag) ™! = gxg™" = @y(x)

aquesta és una de les raons per a |’aparicié dels grups Pin i Spin. D’alguna manera estem
normalitzant G i G*. Veiem aixo amb més detall: Sigui ¢' = x;..xx € G i N(¢') la seva
norma espinorial. Si N(g’) > 0 buscarem un g = pg’ tal que N(g) =1

N(pg') = B(pg')pg' = ©’N(¢') =1

1

a VN(¢)
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Si N(g¢') < 0 no puc normalitzar per un g = d¢’ amb N(g) = 1 sense sortir-me del cos dels
reals. Aixf doncs triarem N(g) = —1 i procedirem de manera analoga. D’alguna forma
Pin(p,q) és G perd "normalitzat". El mateix passa amb Spin(p,q) i G*. Des d’aqui

podem veure que

¢'Pin(p,q) = O(p: 9)

Pspin(p.a) = SO(p, 9)

El grup Spiny(p, ¢) només pot normalitzar aquells g € G tals que B(g)g > 0. Per tant,
elements com g = ey & Spin,(p, q), ja que

ﬁ(em)eul = eppep = —1

en canvi g = a + ueq; € Sping (p, q) sempre que o — p? = 1.

Ja varem veure que ker ¢ = G N Z, ara de les definicions dels grups Pin i Spin és-
immediat que

ker ¢Pin = ker ¢Spin ==+l

En aquest cas, en el que ker ¢ és discret, direm que ¢ és un recobriment.

Dimensi6 de V senar.

Si la dimensi6 de V és senar i la signatura és definida, positiva o negativa, aleshores
Spiny (p, q) = Spin(p, q). En el cas en que la signatura no estigui definida Spin, (p,q) C
Spin(p, ¢). De manera analoga a I’anterior deduim que @spin(p,q) = SO(p, ¢) 1 que kerg =
41,

Fixem-nos que les representacions de ¢ en el grup d’isometries depenen de n, la di-
mensi6 de V. A més a més, quan n és senar no aconseguim representar la totalitat de
O(p,q). Seguidament cercarem una aplicacié que permeti ser representada en O(p,q) i
sigui independent de la dimensi6 de 1’espai vectorial.

B.3 Els grups de Clifford isométricament complets

Definicié B.9 Definim el grup de Clifford isométricament complet com

T(p,q) ={g€G/alg)xg™' =pgx, Vx € V}
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De la mateixa manera que abans I'*(p, ¢) = I'(p, ¢) N Clf,

e p és una representacié de I'(p, ¢) en O(p, q).

Comencem veient que ’aplicacié p, pertany al grup d’isometries. De
p(x) =a(g)xg ' =x' x,x' €V
tenim que’

-x* = a(g)(-x*g™" = a(g)xa(x)a(g™?)
a(g)xg 7 ga(x)g " = xx' = —x* (B.11)

Aquesta aplicaci6 és lineal

pe(Ax+ py) = a(g)(Ax+puy)g™" = alg) xg™" + a(g)uyg™
= Apg(x) + upy(¥) (B.12)

1 amés

pgnx = a(gh)x(gh) ™" = a(g)a(h)xh™'g™" = a(g)pa(x)g™" = py o pr(x).
i clarament p;, = ly.

e Sia € V ino és isotropic llavors p, és una reflexié relativa a a* ja que

V) = —ava —a(2g(v,a) — av)
PO = Sma T sma)
= . 2g(v, a)El

9(a,a)

(B.13)

Teorema B.3 prp.q) = O(p,q) & pr+(pq = SO(p,q), aconseguint representar tot el
grup d’isometries independentment de la dimensid de l’espai vectorial.
Demostracié. Com ja haviem vist una transformaci6é u € O(p, g) I'escrivim

U = Ul2...Up = Dy oo Py = Py, = Py (B.14)

Si h és parell g € I'(p,q), el detu = 1 i, per tant, u € SO(p,q). En aquest cas
Yu € SO(p, q), 39 € I'*(p, q) tal que p, = u d’on

SO(p,q) C pr+ (B.15)

1 Aixd que ve ara no esta clar.
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Si h és senar donat g € I'", llavors gey € I'™ si n és parella, o bé gey € I't sin és

senar. En qualsevol cas det u = —1. Si n és parell
Pey (X) = a(eN)Xeﬁl = e;\rxe}'\r1 = —X => pey = —1d
aleshores
Pgey = PgPen = ~Pg (B.16)

i de (B.14) tenim que pgey = —U.
Si n és senar
PepyX = aey)xey' = —eyxey! = —x = pe, = —Id

per tant, independentment de la dimensi6 de V

pgeN =-u

llavors Yu € O(p,q)\SO(p,q), Jgen € T'(p,q) tal que pge,, = —u. Aixo i (B.15)
ens mostra que O(p,g) C pr i com pr és representacié de O(p, q), i.e., pr C O(p,q)
llavors

pr = O(p,q) (B.17)

Ara demostrarem que pr+(p,q) = SO(p, g). Sabent (B.15), només ens cal mostrar que

Pr(p.q) C SO(p, q).
Si u € O(p, ¢)\SO(p, q) aleshores h és senar. Llavors ¢’ € '~ de manera que u = py

on g' = gey, on si n parella g € I'". Veiem si per un element parell £ de I" puc

obtenir la transformaci6 .

Py (x) = pe(x)

Pgey (X) = pe(x)

de (B.16)

~Pg(X) = pg(x)

—a(g)xg™ = a(€)xE!
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Elgx=x¢y

d’on £7'g € Z perd també sabem que gé~! € I'" i aquestes dues afirmacions
son incompatibles per n parella. Per tant A{ € I'* tal que p = u i que u €
O(p, 9)\SO(p, g) = pr+ C 8O(p, q).

Si n és senar, donat £ € I't, ey € '™, pe, (X) = —x

a(ey)xey' = —x = £x£!

fent'=—-ey=>engZ
D’aquf veiem que Z€ € I'* tal que p = —Id per tant amb £ € I'* no puc generar
O(p,9)\SO(p, ) = pr+ Z O(p,)\SO(p,q) = pr+ C SO(p, ).

e Els elements u que pertanyin al nucli de I'aplicacié p compliran que
aux=xu VxeV

Per determinar quins sén aquests elements descompondrem u en part parella i senar,
i.e., u = u" 4+ u~ llavors de la condici6 de pertanyer al nucli tindrem

utx =xut VxeV (B.18)

ux=-xu" VxeV (B.19)

ut és pot descompondre com ut = vp+e€,v; on e; és un element de la base ortogonal
de V i, vp 1 v; s6n combinacions lineals d’elements on e; no apareix.

v + e1v; = e vpe;’ + elvierl = vy —ev; = vy =0

un cop hem imposat que u*e; = e;u*. Evidentment la tria de e; ha estat totalment
arbitraria i es pot extendre per tots els elements de la base de V. Aixo ens mostra que
sota la condici6 (B.18) u € R*. De la mateixa manera, descomponent la part senar
de u com u~ = wy+ e;w; trobem que w; = 0 després d’imposar que u"e; = —eju".
Ara, perd, v~ =0 ja que R* ¢ Cl_,. Aix{ tenim que

kerp = R*

e Es pot demostrar que I' és el conjunt Az,...zx tal que z; sén vectors no isotropics.
De la mateixa manera passa amb I'* ara, és clar, amb k parell. Aixd ens permet
comparar amb G i ens mostra que I' = G si n és parell i que I'" = G* si n és senar?.

20 parell.
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B.3.1 Els grups Pin i Spin isométricament complets

De manera totalment analoga a la norma espinorial definida anteriorment podem provar
que Vg € T, B(a(g))g = N(g) és un escalar i a més N(gg') = N(g)N(g'). En relacié6 amb
I’antiga norma N(g) = £N(g).

Definim ara

Pin%(p,q) = {g € T /N(g) = +1} (B.20)

Spin®(p,q) = {g € It /N(g) = +1} (B.21)

Si n és parell I' = G llavors Pin® = Pin i Spin® = Spin. Si n és senar Spin® = Spin.



Apéndix C
Zo-graduacid. Aspectes formals.

Aquesta secci6 és part integrant de [59] i, en especial, de [58] on s’estan estudiant exten-
sament les Zj-graduacions.

En el capitol 4 considerirem una Z,-gaduacié com una descomposicié de Cl,, =
CI1° @ CI' en termes de la suma directa d’espais vectorials Cl, i = 0,1 que satisfan:

CI'CP g Gittmedd), (C.1)

C1° és una subalgebra de Cl,,. Podem associar un automorfisme a cadascuna d’aquestes
descomposicions de manera que:

(a3 Cfp,q - C‘IM § Ozlcg‘- = (—].):i idcgi (C2)

Les projeccions 7; sobre Cl* vénen donades per

mi(a) = a+ (_;)ia(a)

Per a Zy-graduacions no trivials (CI' # 0) podem fixar un element a no nul de CI* i
definir un isomorfisme d’espais vectorials: C1° — CI' amb z + az. De (C.2) veiem que
o no té perqué preservar els espais A¥(M), és a dir, el grau del multivector. Llevat de
'altima secci6 del capitol 4 considerarem els automorfismes que satisfan a(RP?) C RP?
on RPY és 'espai vectorial real dotat d’'una métrica de signatura p — g sobre el que hem
construit 1’algebra Cl,,. En aquest cas, o preserva cadascun dels A*(R”%). En concret,
'element 1 € A°(RP9) és parell, ja que a(1) = a(1-1) = a(1)a(l) = a(l1) = 1.

Sigui Vi = RPN Cl, i.e. VO (V1) és D'espai dels 1-vectors a-parells (a-senars). Les
projeccions 7; descomponen l’espai vectorial métric en R4 = VO@ V1. De l'estructura de
I’algebra geométrica de Clifford Cl, , sabem que dos elements z € V? iy € V! acompliran
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que zy + yz = 2g(z,y). Ja que elart emes de la part esquerra de la igualtat anterior
pertanyen a Cl! i la part dreta pertany a CI° tenim que g(z,y) = 0, demostrant aix{
I'ortogonalitat dels espais V0 i V1,

Siguin By = {vy,...,v.} i By = {¥ay1,--.,Vass} bases ortonormals de V% i V! respec-
tivament. Aleshores {vy,...,v,45} és una base ortonormal de R”? i {v;,..;,, 0 < k < n}
és una base ortonormal de Cl,,. Aleshores de (C.1) tenim que CI° estara formada per
tots els productes possibles d’elements dels dos tipus:

Gu, ambise 3
(ii) vv;, ambi,j > a.
Ja que els elements de tipus (i) commuten amb els de tipus (ii) CI° podra expressar-se
com producte directe o producte tensorial sobre els reals dels conjunts dels dos tipus
d’elements. Si p; (¢;) és el nombre d’elements de B; que tenen per quadrat +1 (—1) tenim
que els elements de tipus (i) generen Cly, 4, mentre els productes d’elements de tipus (ii).
formen I'algebra Clf, . Per tant podem escriure:
Cl° ~ Cl,, 4, ® Cl

P1,q1°?

(C.4)

Com a cas particular de I'expressi6 anterior veiem que en la Z,-graduacié habitual no
existeixen elements del tipus (i), és a dir, pp = ¢ = 0, p = pi ¢ = ¢ i per tant
Cl° = Clf, com era d’esperar.

Els exemples segiients mostren casos particulars C.4) en algebres geométriques de
Clifford amb interés a la fisica. Vegem que per certs valors de p; i g; la subalgebra CI° no
és una algebra de Clifford:

Example 1 L’algebra de I’espaitemps Cl, 3 és isomorfa a les matrius quaternioniques
d’ordre 2, H(2). De (C.4) es segueixen els casos segiients:

(a) De po = go = 0 resulta CI° ~ Cl}; ~ C(2).

(b) De po =0, go = 3 resulta CI° ~ Cly3 ® Cl{y ~ Clo3 ~ Cloz ~ H H.

Per a qualsevol altra elecci6 obtenim una algebra isomorfa a un dels casos anteriors
[58].

Example 2 L’algebra de Clifford euclidiana Cl3q és isomorfa a 1’algebra matricial
complexa de Pauli C(2). Per aquest cas tenim les segiients possibilitats:

(a) De pp = go = 0 resulta CI° ~ Clj, ~ H.

(b) De py =2, go =0, resulta Cl° ~ Cly o ® eqClyp ~ R(2).
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(c) Depo =1, go =0, resulta CI° ~ Cl1 o @ Clf, ~ (R&R)®C ~ C& C.

En els casos (a) i (b), CI° és una algebra de Clifford real, perd no ho és en el cas (c).
De fet el centre de 1’algebra obtinguda en aquest darrer cas té dimensi6 4.

Si Cl, 4 és simple, llavors totes les possibles Cl° es poden obtenir prenent la part parella
(en el sentit usual) de les algebres de Clifford reals o complexes isomorfes a Cl,,. Una
mostra d’aquest resultat el tenim en I’exemple 2: Cl3o ~ C(2), les algebres de Clifford
isomorfes a C(2) sén Clzg, Cli2 i Cl, ® C. Prenent les seves subalgebres parelles tenim
que Cl3, =~ Clop ~ H, Clff, ~ Clyo ~ R(2) i, finalment, (Cl,® C)* ~C, 8 C~CaC.
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