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Introducción 

La necesidad, cada vez mayor, de disponer de sistemas de cálculo con un 
alto grado de paralelismo, en 10s que la red que posibilita la conexión entre 
sus distintos elementos es una parte muy importante en la arquitectura del 
sistema, asi como la creciente complejidad de las redes informáticas hace que 
el diseño de redes de interconexión adquiera cada dia mayor relevancia. 

La Teoria de Grafos permite modelar sistemas físicos en 10s que se pueda 
describir una relación binaria entre elementos del sistema. Por ejemplo, una 
red de interconexión puede ser modelada mediante un grafo, tal que 10s vértices 
representen 10s nodos o procesadores de la red, las ramas 10s enlaces de comu- 
nicación entre nodos, el grado de un vértice corresponda al número máximo 
de enlaces incidentes a un nodo y el diámetro represente el número máximo 
de enlaces utilizados para transmitir un mensaje ([13, 141). Si hay un gran 
número de procesadores, o bien la distancia entre ellos es grande, es impen- 
sable que podamos tener una conexión entre cada par de procesadores. Por 
tanto, la información que se transmita de un procesador a otro tendrá que 
pasar por algunos nodos intermedios, que actuarán como repetidores. Para 
que la comunicación se realice eficientemente, es necesario decidir adecuada- 
mente cómo se sitúan 10s procesadores y entre qué procesadores se establecen 
10s enlaces. Además, para minimizar 10s retrasos en la comunicación entre 
nodos, 10s caminos deben ser tan cortos como sea posible. Asi pues el diseño 
de la red es de gran importancia. 



El grafo es dirigido si las conexiones son unidireccionales y no dirigido si son 
bidireccionales. Si el (di)grafo representa una red en la que hay dos clases de 
nodos esta se modela mediante un (di)grafo bipartito. Los principales concep 
tos de la Teoria de Grafos que utilizaremos en esta memoria est& definidos en 
el Capitulo 1. El diseñador de redes de interconexión debe prever el hecho de 
que nodos o lineas de comunicación puedan deteriorarse o dejar de funcionar, 
y permitir que 10s restantes nodos puedan seguir trabajando, a pesar de que 
la eficiencia del sistema decrezca, cuando se producen fallos. Por esta razón, 
la fiabilidad de la red es una de sus caracteristicas más importantes. 

Entenderemos que una red es fiable, si permite el reencaminamiento de 10s 
mensajes manteniendo la comunicación entre 10s procesadores activos cuando 
se producen fallos. Entre 10s parámetros que miden dicha fiabilidad destacamos 
la conectividad del digrafo que modela la red. El clásico Teorema de Menger 
constituye la piedra fundamental del estudio estructural de la conectividad. 
La conectividad mide el número máximo de nodos o enlaces que pueden fallar 
sin que la red se desconecte. Uno de 10s objetivos en este punto es, pues, la 
obtención de redes con valores Óptimos para dicho parámetro. 

Uno de 10s problemas más estudiados es caracterizar 10s digrafos maximal- 

mente conectados, es decir, aquellos que tienen conectividad igual al grado 
minimo. En este contexto, se han dado diferentes condiciones suficientes sobre 
el número de vértices, el diámetro o el grado que indican cuándo la conectivi- 
dad es máxima. El primer resultado de este tip0 fue dado por Chartrand en 
[17]. Desde entonces, han sido propuestas por otros autores diferentes genera- 
lizaciones. 

Resaltamos 10s siguientes tipos de condiciones para alcanzar Óptima conec- 
t ividad: 

Tipo (a).- Dado el diámetro y el grado máximo, que el número de vértices 
sea suficientemente grande. 

Tipo (b) .- Para girth d a d m  en el caso de digrafos, el parámetro E- que 
el diámetro sea pequeño. 

Tipo (c) .-  Dado el diámetro, el grado máximo y el girth-o en el caso 
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de digrafos, el parámetro E- que el número de vértices sea suficientemente 
grande. 

Las condiciones de Tipo (a) muestran que a mayor orden mayor conec- 
tividad. Algunas de estas condiciones pueden encontrarse en [24, 42, 52, 531. 
Para el caso bipartito dichas condiciones están dadas, por ejemplo, en [I]. Por 
otro lado las condiciones de Tipo (b) intuitivamente demuestran que a menor 
diámetro mayor conectividad, [21, 26, 43, 48, 52, 531. Finalrnente, las condi- 
ciones de Tipo (c) son condiciones de tip0 mixto respecto de las dos anteriores, 
ya que en ellas se requiere que el orden sea grande en relación no s610 a una 

función del diámetro y del grado máximo sino también del girth o el parámetro 
E en el caso dirigido, [25, 71. Para el caso bipartito no se conocen condiciones 
de este tipo. 

El objetivo de esta memoria es el estudio de condiciones suficientes que 
aseguren conectividad Óptima tanto para grafos como para digrafos, profun- 
dizando en la linea de trabajos anteriores. Los digrafos bipartitos han merecido 
una atención especial, ya que se conocen para ellos un menor número de condi- 
ciones suficientes que aseguren conectividad Óptima. También se han tenido 

en consideración otras medidas de conectividad que pueden resultar de interés 
en el diseño de un red de interconexión. 

El Capitulo 1 de esta memoria est6 dedicado a dar algunas definiciones y la 
notación que utilizaremos, asi como a mostrar 10s resultados conocidos sobre 
10s temas que desarrolla este trabajo. En la Sección 1.1 encontramos definidos 
10s conceptos básicos de Teoria de Grafos que aparecen en esta memoria. Los 
problemas clásicos de optimización (A, D) y (A, n) están desarrollados en la 
Sección 1.2. Las definiciones y algunas propiedades del método del digrafo 
linea las encontramos en la Sección 1.3, donde se pone de manifiesto que todos 
10s digrafos que son digrafos linea iterados para un orden de iteración suficien- 
temente elevado son maximalmente conectados. En la Sección 1.4 definimos 
10s parámetros e, y s, que han jugado un papel de capital importancia en 
esta memoria. Intuitivamente hablando, podemos decir que el valor de e, 
mide cuánto nos podemos alejar de un conjunt0 desconectador de cardinal 
no Óptimo. La última sección de este capitulo esta dedicada a 10s conceptos 
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de conectividad asi como a 10s principales resultados sobre este tema que se 
presentarán de forma más exhaustiva en 10s capitulos siguientes. 

En el Capitulo 2 damos condiciones de Tipo (b) para la llamada t-distancia 
conectividad de un digrafo. Este concepto fue introducido por Fio1 y Fhbrega 
en [29] y mide la fiablilidad de la red en función de la distancia entre nodos. 
La Sección 2.1 est& dedicada a desarrollar 10s resultados conocidos sobre este 
tema, asi como a introducir un nuevo concepto que denominaremos t-grado, 
que acota el valor máximo de las t-distancia conectividades de un digrafo. En la 
Sección 1.5 construimos digrafos que tienen una secuencia de distancia conec- 
tividades dada. Además mostramos la independencia de 10s tres parámetros, 
generalizando asi la construcción dada por Watkins en [56] para la conectividad 
estándar. En la tercera sección ponemos especial atención en la obtención de 
condiciones suficientes para alcanzar distancia conectividad Óptima. Cuando 
estemos tratando con grafos, 10s resultados estarán dados en términos del girth. 

Para tratar con el caso general de digrafos, serán usados el parámetro y la 
condición de que el digrafo sea s-geodético. El caso particular t = 1 recupera 
10s resultados conocidos para las conectividades K y A. En la Sección 2.4 dare- 
mos resultados análogos para el caso de (di)grafos bipartitos, y en la última 
obtenemos cota. inferiores, que involucran al parámetro e,, para la t-distancia 
conectividad de digrafos. Los resultados de este capitulo se encuentran en 

[4, 5, 61. 

En el Capitulo 3 estudiamos condiciones de Tipo (c) para el caso de di- 
grafos bipartitos. Hasta ahora se conocian condiciones de Tipo (a) y (b), 
ver [I] y [29], respectivamente. Siguiendo las ideas de [25] hemos encontrado 
condiciones suficientes de tip0 mixto para que un (di)grafo bipartit0 alcance 
conectividades Óptimas. En la Sección 3.2 damos estas cotas para el caso 
dirigido, demostrando que las condiciones obtenidas son las mejores posibles 
para algunos valores del diámetro y del grado. Tomando l = 1 en las co- 
tas obtenidas mejoramos las condiciones de Tipo (a) conocidas. De nuevo la 
técnica del digrafo linea se muestra una herramienta potente para la obtención 
de digrafos con conectividades máximas, ya que si el orden de iteración es sufi- 
cientemente elevado 10s digrafos linea iterados son maximalmente conectados. 
En la Sección 3.3 desarrollamos un trabajo paralelo para el caso no dirigido. 
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El diámetro condicional o P-diámetro constituye una generalización del 
concepto estándar de diámetro. En 61 se refleja el máximo de las distancia 
entre cualquier par de subdigrafos de un digrafo que verifiquen una propiedad 
P dada. Utilizando este nuevo concepto, introducido en [10], se presentan en el 

Capitulo 4 nuevas condiciones de Tipo (b) que generalizan y en algunos casos 
mejoran las ya conocidas. Por ejemplo D 5 2e - 1 es una condición suficiente 
para que un digrafo tenga conectividades Óptimas. Si tenemos en considera- 
ción el girth del digrafo el Corolario 4.2.5 demuestra que d(x, y) 5 2C - 1, para 
todo x, y E V \ S, donde S c V, IS1 = g - 1 es también una condición sufi- 
ciente para obtener máxima conectividad. Por tanto esta condición constituye 
una generalización de la anterior, ya que se permiten en el digrafo vértices de 
excentricidad mayor que 2C. En la Sección 4.1 definimos 10s nuevos conceptos 
y presentamos algunas condiciones de Tipo (b) dadas por Plesník y Znán en 

[49] que resultarán ser corolarios de 10s resultados obtenidos en las secciones si- 
guientes. El resultado principal de la Sección 4.2 demuestra que al desconectar 
un digrafo con parámetro e, mediante un conjunt0 desconectador de cardinal 
no Óptimo la distancia entre 10s fragmentos que se producen est& acotada por 
2$ y además éstos tienen grado suficientemente grande. Utilizando algunos 

diámetros condicionales obtenemos corolarios que resultan ser condiciones de 
Tipo (b). En el caso no dirigido y cuando el girth es par obtenemos una mejora 
de 10s resultados conocidos. Concretamente, si 6 5 4, las cotas obtenidas mejo- 
ran en una unidad a las dadas en [53]. Como consecuencia obtendremos que 
para grado mínimo mayor que 5 las conectividades están acotadas inferior- 
mente. En la Sección 4.3 desarrollamos un trabajo paralelo al anterior para el 
caso de digrafos y grafos bipartitos obteniendo como corolarios 10s resultados 
dados en [49]. 

El último capitulo de esta memoria est& dedicado a obtener condiciones su- 
ficientes para alcanzar conectividades Óptimas que podriamos considerar con- 
trarias a las de Tipo (a) y (c), ya que en ellas las cotas obtenidas son cotas 
superiores sobre el número de vértices que están dadas como una función del 
orden, el grado mínimo y el parámetro s. Estas cotas son una extensión de la 
condición de Chartrand n 5 26 que asegura máxima conectividad. De hecho 
esta cota se obtendrá como un corolario de 10s resultados de la Sección 5.2. La 
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primera sección está dedicada a definir 10s conceptos de fragmento y frontera 

de un subconjunto de vértices de un digrafo. También definiremos la profun- 
didad de un fragmento inspirada en el concepto de vértice interior definido por 
Hamidoune en [35]. El primer resultado de la Sección 5.2 demuestra que la 
profundidad de un fragmento est6 inferiormente acotada por el parámetro s. 
Utilizando este resultado obtenemos las cotas mencionada. En la Sección 5.3 
presentamos cota. superiores sobre el número de vértices que aseguran máxima 
conectividad para el caso de digrafos bipartitos. La mejora de las cotas se basa 
en que para un digrafo bipartito con pa rhe t ro  s podemos contar el número 
minimo de vértices que distan s + 1 de un vértice dado, ver Lema 5.3.1. En 
particular obtenemos la cota dada por Volkmann en [55]. 

Las Secciones 5.4 y 5.5 están dedicadas al estudio de cotas superiores sobre 
el número de vértices que aseguran que el digrafo es superconectado, tanto 
para el caso general como para el caso bipartito. La superconectividad es una 
medida más fuerte de conectividad que la estándar, ya que en ella se tiene en 
cuenta la estructura de 10s conjuntos desconectadores. De nuevo el hecho de 

que la profundidad de un fragmento no trivial este acotada por s - 1, en el caso 
general, y por s, en el caso bipartito, nos permitirá obtener las condiciones 
suficientes mencionadas. 
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Teoria de grafos 

Definiciones y propiedades básicas 

Definimos a continuación 10s principales conceptos de Teoria de Grafos que 
utilizaremos en este trabajo. Básicamente las notaciones utilizadas son las que 

se encuentran en 10s libros de Chartrand y Lesniak [18] y Harary, Norman y 

Cartwright [37]. 

El trabajo se desarrolla sobre conjuntos finitos. Un grafo dirigido o digrafo, 
G = (V, A), es un par ordenado de conjuntos disjuntos (V, A) tales que A C 
V x V y V # 0. El conjunto V es el conjunto de vértices y A es el conjunto 
de arcos. Si el conjunto A es un conjunto de pares no ordenados de vértices, 
denominados ramas, diremos que G es un grafo. El resto de las definiciones 
serán dadas para digrafos y trabajaremos s610 con digrafos simples, es decir, 
dados dos vértices de G, x e y, s610 existe un arco (x, y), desde x a y. En este 
caso decimos que y es adyacente desde x y que x es adyacente hacia y. Dos 
arcos distintos con un vértice común se llaman adyacentes. Un autolazo es un 
arco de la forma (x, s ) .  Llamaremos d;gono a un par de arcos de la forma 

(x, y) e (y, x). El número de vértices de un digrafo G, llamado orden, ser& 
denotado por n = ]VI. El tamaño de G es el número de arcos y ser6 denotado 
por m = IAI. 

Un digrafo G es simétrico si dados x, y E V(G) se tiene que (x, y) E A(G) 
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si y s610 si (y, x) E A(G). De esta manera, un grafo G se puede representar a 
través de su digrafo simétrico asociado G* obtenido al reemplazar cada rama 
del grafo por dos arcos formando un dígono. 

Algunos digrafos destacados son el digrafo simétrico completo, Ki ,  (asocia- 
do al grafo completo Kn) que tiene orden n y sus arcos son todos 10s pares de 
vértices (x, y), x # y. El conjunto de vértices del ciclo dirigido con n vértices, 
Cn, es Zn. Los arcos de Cn son 10s pares de la forma (x, x + 1), donde la suma 
se realiza módulo n. 

Un digrafo G' = (Vi, A') es un subdigrafo de G = (V, A) si V' c V y A' c A. 
En este caso escribiremos G' c G. Si W c V, llamamos subdigrafo inducido 
por W, denotado por (W), al digrafo (W, A n (W x W)). Un tip0 simple de 
subdigrafo de un digrafo G es el que se obtiene suprimiendo un conjunto de 
vértices o arcos. Si V' c V, entonces G - V' denota el subdigrafo con conjunto 
de vértices V \ V' y cuyos arcos son 10s arcos de G que no son adyacentes desde 
ni hacia ningún vértice de V'. Si A' c A, entonces G - A' es el subdigrafo que 

tiene como conjunto de vértices V y como conjunto de arcos A \ A'. 

El conjunto de vértices adyacentes desde u n  vértice x, o vecinos de salida 
de x, se denota por P ( x )  y 6+(x) = ll?+(x)l es el grado de salida del vértice 
x, análogamente se define l?-(x) como el conjunto de vértices adyacentes a x, 
o vecinos de entrada de x, y el grado de entrada de x, 6-(x), es su cardinal. 
Si no est& suficientemente claro cua1 es el digrafo subyacente, ponemos éste 
como subindice. Asi, si H es un subdigrafo inducido de G y x E H entonces, 
r;(x) = V ( x )  n V(H). El grado minimo de G, 6, es el minimo entre el grado 
minimo de salida de G, 6+ = min{S+(x)), y el grado minimo de entrada de 

xEV 
G, 6- = min{6-(2)). Análogamente el grado máximo de G, A, es el máximo 

xEV 
de 10s grados máximos de salida y de entrada de G, A+, A-. Si S = A = d 
decimos que G es d-regular. 

Sean x, y E V. Un x + y recorrido es una sucesión, 

de vértices de G, no necesariamente distintos, tales que (xi, x ,+~)  es un arco 
de G. Además k es la longitud del recorrido y ser6 denotada por lx -t yl. 
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Llamamos x -t y camino a un x -, y recorrido en el que todos 10s vértices 
sean diferentes. Si x = y el x -, x camino se denomina ciclo. El girth de 
un digrafo G, denotado por g(G) = g, es la longitud de un ciclo de longitud 
mínima. Dados dos x -+ y caminos, diremos que son internamente disjuntos 

si 10s Únicos vértices que tienen en común son precisamente 10s vértices x e y. 

De forma similar, diremos que son arco disjuntos si no tienen arcos en común. 

La distancia d(x, y) desde x a y es la mínima de las longitudes de 10s x -, y 
caminos de G. El máximo de las distancias entre cualquier- par de vértices 
del digrafo es el diámetro, D = D(G) = max{d(x, y)). Dados FI, F2 c V, la 

z,vEV 
distancia desde Fl a F2, denotada por d(Fl, F2), es la mínima de las distancias 

d( fi, f2) ,  donde fi E Fl y f2 E F2. Si Fl o F2 consiste de un s610 vértice x 
denotaremos estas distancias por d(x, F2) O d(Fl , x). 

Un digrafo bipartito es un digrafo G = (V, A) tal que existe una partición 
del conjunto de vértices en dos partes, V = Vo U VI, Vo n Vl = 8, de tal forma 
que 10s arcos del digrafo G unen s610 vértices que están en diferentes partes, es 
decir, A c (h x VI) U (Vl x Vo). Denominaremos conjuntos de partes de G a 10s 
conjuntos Vo y V;. Las partes del digrafo simétrico bipartito completo Ki,, (a- 
sociado al grafo bipartito completo KP,,) son un conjunto & con p elementos y 
un conjunto Vl con q elementos. Dos vértices de este digrafo son adyacentes si 
y s610 si están en partes diferentes. Un emparejamiento en un digrafo bipartito 
es un subconjunto M de A(G) con la propiedad de que dos arcos de M nunca 
tienen un vértice en común. Diremos que M es un emparejamiento completo 
desde Vo a Vl cuando todos 10s vértices de Vo son vértices iniciales de arcos de 
M y todos 10s vértices de VI son 10s finales. 

Un digrafo G est6 conectado si para cada par de vértices x, y de G exis- 
te un x -, y camino. En otro caso diremos que G est& desconectado. La 
conectividad (también llamada conectividad fuerte o vértice conectividad ) de 
un digrafo G, rc = rc(G), es el mínimo número de vértices que hay que suprimir 
del digrafo para que el digrafo resultante esté desconectado o sea un vértice. 
Análogamente, la arco conectividad de G, X = X(G), es el mínimo número 
de arcos que hay que suprimir del digrafo para que el digrafo resultante esté 
desconectado o sea un vértice. Equivalentemente, rc [A] es el mayor entero 
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para el cual, entre cualquier par de vértices x ,  y E V ,  existen K [A] caminos 
internamente disjuntos [caminos arco disjuntos] desde x a y. Geller y Harary en 
[32] demostraron las siguientes desigualdades que relacionan las conectividades 
del digrafo con el grado mínimo 

Si la cota superior para las conectividades es alcanzada decimos que G es ma- 
ximalmente conectado; cuando X = S diremos que G es maximalmente arco co- 
nectado. En este trabajo obtenemos condiciones suficientes para que un digrafo 
tenga conectividades óptimas, es decir, con conectividad 10 más cercana posible 
a S. Imase, Soneoka y Okada [42] y Fio1 [24] demostraron que para digrafos d- 
regulares este problema no es independiente de 10s problemas (A, D) y (A, n); 
intuitivamente podemos decir que, para n y d dados, a menor diámetro mayor 
conectividad. En la siguiente sección desarrollamos brevemente 10s problemas 
mencionados. 

1.2 Digrafos densos 

Los problemas (A, D) y (A, n) consisten en optimizar la relación entre el orden, 
el grado y el diámetro. 

El problema (A, D) para digrafos consiste en encontrar digrafos con grado 
máximo A y diámetro D tales que su orden sea el mayor posible. El orden 
de un digrafo (A, D),  es decir, un digrafo con grado máximo de salida A y 
diámetro D, est& acotado superiormente por la cota de Moore, M(A, D). Así, 
si G es un digrafo (A, D) con n vértices se verifica 

ya que desde cualquier vértice de G podemos alcanzar como mucho Ai vértices 
mediante un camino de longitud i, 1 5 i 5 D. Por 10 tanto el número máximo 
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de vértices que pueden ser alcanzados a través de un camino como mucho de 
D 

longitud D es a 10 sumo A'. 
i=O 

Los digrafos (A, D) que tienen orden igual a la cota de Moore se llaman 
digrafos de Moore. Si D = 1, el digrafo simétrico completo K;,, es un digrafo 
de Moore, ya que su orden A + 1 = M(A, 1). Si A = 1, el ciclo dirigido con 
D + 1 vértices CD+, es un digrafo de Moore. Plesník y Znán [48] probaron 
que la cota de Moore no se puede alcanzar para A > 1 y D > 1. Por 10 tanto 
10s estudios en este campo se han concentrado en la búsqueda de digrafos 
(A, D) con orden 10 más cercano posible a 10 cota de Moore, estos digrafos se 
denominan digrafos densos. 

El problema análogo para grafos no dirigidos, el problema (A, D), ha sido 
considerado por diveros autores, ver [13] y sus referencias. En este caso el 

número máximo de vértices a distancia i desde un vértice dado es A(A - l)i-l, 
1 5 i 5 D, de donde la cota de Moore para este caso es 

En el caso no dirigido la igualdad se alcanza para pocos valores de A y D. 
Si D > 2 y A > 2, no existe ningún grafo de Moore. Aparte de 10s grafos 
completos y 10s ciclos de longitud impar, se conocen otros dos grafos de Moore. 
Son el grafo de Petersen, para A = 3 y D = 2 y el grafo de Hoffman-Singleton, 
para A = 7 y D = 2. Para A = 57 y D = 2, la existencia es posible, aunque 
no ha sido probada. 

El problema (A, n) para digrafos consiste en encontrar digrafos con grado 
máximo A y orden n que tengan diámetro mínimo. 

Si G es un digrafo con grado máximo A > 1 y orden n > A + 1 se cumple 

En la Sección 1.3 veremos algunas familias de digrafos que se han propuesto 
como solución de este problema. 

Fio1 y Yebra en [31] estudiaron 10s problemas (A, D) y (A, n) para el caso 
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bipartito. Asi mismo dieron una familia de digrafos bipartitos densos, 10s 
digrafos BD(d, n) que describiremos en el Capitulo 3. 

Para obtener una cota del orden de un digrafo bipartito (A, D), asi como 
algunas de las cotas que se dan en el Capitulo 3 es Útil tener presente la siguien- 
te propiedad del diámetro. La demostración del resultado puede encontrarse 
en [31]. Sea G u n  digrafo bipartito conectado. Entonces, G tiene diámetro D 
si y s610 si D es el menor entero tal que, para cualquier vértice x E V ,  todos 
10s vértices de uno de 10s conjuntos de partes de G están a distancia 5 D - 1 
desde x. 

Sea G = (V, A),  V = V-, U &, un digrafo bipartito conectado con grado 
máxirno A y diámetro D. En función de la paridad del diámetro, el número 
máximo de vértices en un conjunt0 de partes que están a distancia 5 D - 1 
desde un cierto vértice dado está acotado por 

Por 10 tanto, para A > 1, el orden de un digrafo bipartito (A, D) est& acotado 
superiormente por 

si D es impar; 

si D es par. 

Si A = 1, MB(l, 2k+ 1) = 2k+2 y MB(l, 2k) = 2k. Los ciclos de longitud par 
C2k+2 son ejemplos de digrafos bipartitos de Moore para A = 1, mientras que 
la segunda cota no puede ser alcanzada, ya que 10s únicos digrafos bipartitos 
conectados de grado máximo de salida 1 son 10s ciclos de longitud par. Lo 
mismo ocurre para aquellos digrafos bipartitos en 10s que D > 4, ver [31]. 

En el caso no dirigido la cota de Moore para el número de vértices est6 
dada por 

( 2D 
si A = 2; 



Definición y propiedades del digrafo linea 

Los grafos bipartitos de Moore existen en 10s siguientes casos: 

A = 2, son 10s ciclos de longitud 20 .  

D = 2, son 10s grafos bipartitos completos KAIA. 

D = 3,4 o 6, y A - 1 es una potencia de un número primo, ver [12]. 

Una cota inferior para el diámetro de un digrafo bipartit0 con grado máximo 
A y orden n es 

1.3 Definición y propiedades del digrafo linea 

En la sección precedente hemos visto que la solución al problema (A, D), en la 
mayoria de 10s casos, consiste en encontrar digrafos con orden 10 más cercano 
posible a la cota de Moore, es decir, familias de digrafos densos. Una de las 
técnicas empleadas para el10 es la técnica del digrafo linea. 

En el digrafo linea LG de un digrafo G = (V, A), cada vértice representa 
un arco de G. Asi, V(LG) = {uv : (u, u) E A); y un vértice uv es adyacente al 
vértice wz si y s610 si v = w, es decir, cuando el arco (u, u )  es adyacente al arco 
(w, z) en G. Por 10 tanto el orden del digrafo linea es IV(LG) I = IA(G) I. Para 

cada uv E LG, S+(uv) = S+(v) y S-(uv) = S-(u), de donde S(LG) = S(G). 
Además si G es d-regular, LG también. Asi pues, 

La siguiente proposición que encontramos en Fiol, Yebra y Alegre [30] y 

también en Reddy, Kuhl, Hosseini y Lee [50] describe el comportarniento del 
diámetro de un digrafo respecto del digrafo linea para el caso de digrafos 
d-regulares. En Aigner [2] encontramos el mismo resultado para digrafos dife- 
rentes de un ciclo. 
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Proposición 1.3.1 Seu G un digrafo conectado diferente de un ciclo dirigido. 
Entonces, el diámetro del digrafo linea de G, LG, es una unidad mayor que el 
diámetro de G. Es decir, D(LG) = D(G) + 1. 

Demostración. Sean uv y wz dos vértices diferentes de LG. Consideremos 
un camino de v a w en G, vvl . . . vk-lw, con longitud mínima k = d(v, w) 5 
D(G). A partir de este camino encontramos un camino de uv a wz en LG, 

el camino uv, vvl, vlvz, . . . , vk-lw, WZ, que tiene longitud k + 1 < D(G) + 1. 
Como todos 10s caminos de uv a wz han de ser de esta forma, tenemos que 
d(uv, wz) = d(v, w) + 1, si uv # wz. Asi pues, D(LG) 5 D(G) + 1. Para 
probar que D(LG) = D(G) + 1, s610 queda encontrar dos arcos diferentes de 
G, (u, u), (w, z), tales que d(v, w) = D(G). Podemos asegurar su existencia 
siempre que G no sea un ciclo dirigido. rn 

Como se señaló en [30] este resultado es cercano al Óptimo ya que desde la 
cota de Moore se obtiene M(d, D + 1) = dM(d, D) + 1. La técnica del digrafo 
linea est& basada en considerar, para un digrafo G, el digrafo linea k-iterado de 
G, LkG, el cua1 está definido recursivarnente como LkG = L(Lk-'G) . Entonces 
LkG tiene dkn vértices si G es d-regular y diámetro 

En este contexto las familias de digrafos densos de de Bruijn B(d, D) y de 
Kautz K(d, D) pueden ser definidas como el digrafo linea iterado LD-lKd+ y 

LD-'K:+,, respectivamente, donde K$ denota el digrafo obtenido desde K: 
añadiendo un lazo en cada vértice y Ki+l es el digrafo simétrico completo con 
d + 1 vértices. Como Kd+ tiene diámetro 1 de las ecuaciones (1.2) y (1.3) se 
sigue que el digrafo B(d, D) tiene orden dD y diámetro D. Análogamente, el 

d2 1 digrafo K (d, D) tiene diámetro D y orden dD-' (d + 1)) el cua1 es e veces la 
cota de Moore. 

Si G es un digrafo bipartito con partes Vo y VI, entonces LG también es 
bipartito y sus partes están formadas, respectivamente por 10s arcos de Vo a 
VI y por 10s arcos de Vl a Vo. 
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Si G es un digrafo con arco conectividad A, la vértice conectividad del 
digrafo linea LG es la arco conectividad de G, es decir, k(LG) = A(G). 

Por otra parte 10s digrafos de de Bruijn y Kautz tienen conectividades 

Óptimas. Todos 10s digrafos que son digrafos linea iterados tienen esta propiedad 
para un orden de iteración suficientemente elevado. Esto fue probado por 
Fkbrega y Fiol en [21] utilizando un parámetro asociado al digrafo, denomi- 
nado parámetro C,, que est& relacionado con el número de caminos cortos. 
Definimos este parámetro en la siguiente sección. 

1.4 El parámetro e, y digrafos s-geodéticos 

Para estudiar la conectividad de digrafos se introdujo en [21] (ver también 
Fiol, FBbrega y Escudero [26] ) ,  un nuevo parámetro relacionado con el número 
de caminos cortos, que recibe el nombre de parámetro e, y que definimos a 

continuación: 

Definición 1.4.1 Seu G = (V, A) un digrafo con diámetro D, grado minimo 
6 > 2, y seu n un entero, O 5 n 5 S -  2 (T > 1 si G tiene autolazos). Entonces 
C,  = C,(G), 1 5 C,  5 D, es el mayor entero tal que, para cualquier x ,  y E V ,  

1. si d(x, y )  < C,, hay un único x -, y camino corto y a 10 sumo T x -t y 
caminos diferentes de longitud d(x, y )  + 1; 

2. si d(x, y )  = C,, sólo hay un Único x -t y camino corto. 

Obsérvese que este parámetro est& bien definido para digrafos sin autolazos si 
T = O y para cualquier digrafo si T 3 1. Cuando T = O escribimos simplemente 
C(G) en lugar de Co(G). El parárnetro C,  es una de las herramientas principales 
en la resolución de 10s problemas planteados en esta mernoria. 

En [21] se probó que cuando se considera el digrafo linea de cualquier digrafo 
G diferente de un ciclo el parámetro C,  también satisface una igualdad como 
(1.3). Concretamente, 
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Proposición 1.4.1 Seu G un digrafo diferente de un ciclo dirigido. Si G no 
tiene autolazos cuando 7r = O, entonces C,(L~G) = C,(G) + k. 

Demostración. Como Lk(G) = LLk-lG, basta considerar el caso k = 1. 
Sean x = ~ 0 x 1 ,  y = yoy1 dos vértices cualesquiera de LG. Si d(x, y) < C,(G) + 
1, entonces d(xl, yo) = d(x, y) - 1 < C,(G). Asi pues, el camino corto de 

xl a yo es Único, y por tanto, también es Único el camino corto de x a y. Si 
d(x,y) < í?,(G) + 1, entonces d(xl, yo) = d(x,y) - 1 < C,(G). Por tanto, 

existen en G a 10 sumo 7r caminos diferentes de longitud d(xl, yo) + 1 de xl a 
yo. Luego tenemos a 10 sumo 7r caminos diferentes de longitud d(x, y) + 1 de 
x a y en Lk(G). Si C,(G) = D(G), entonces D(LG) = D(G) + 1, ya que G no 
es un ciclo dirigido, y por tanto es imposible que C,(LG) > D(LG). 

Cuando el digrafo considerado es bipartito hemos de tener presente que 
entre dos vértices cualesquiera s610 hay caminos de igual paridad, y por tanto 
la definición del parámetro í? puede ser simplificada como sigue: 

Definición 1.4.2 Dado un digrafo bipartito G, seu C = C(G), 1 < C < D, el 
mayor entero tal que para cualesquiera x, y E V a distancia d(x, y) < í?, hay 
un Único x -+ y camino corto. 

Un parámetro más restrictivo que el que acabamos de definir es el parámetro 
s, es decir, el mayor entero tal que el digrafo es s-geodético. 

Definición 1.4.3 Se dice que un digrafo G es s-geodético para algún entero 
1 5 s < D, si entre dos vértices cualesquiera, a 10 sumo hay un camino de 

longitud menor o igual a s.  

Si s = D, el digrafo se llama fuertemente geodético. Ver Bosák, Kotzig y Znám 
1161 y Plesník y Znám [48]. 

Nótese que s 5 min{C, g - I), donde g designa el girth del digrafo G. 
Además, si G es s-geodético entonces LkG es s'-geodético con parámetro s' = 

min{s + k, g - I), donde g denota el girth de G. 
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Ambos parámetros constituyen una generalización para el caso dirigido del 
concepto de girth. De hecho, un grafo es siempre lq]-geodético, es decir, 

s = [q]. Por otra parte, cuando G es un grafo, considerando el digrafo 

simétrico asociado, se tiene que l(G) = s(G) = [VI. 
Los tres parámetros definidos en esta sección han sido utilizados por diver- 

sos autores para obtener condiciones suficientes para que un digrafo o grafo sea 
maximalmente conectado, o para tener otras medidas de conectividad Óptimas. 
En la siguiente sección hacemos un breve repaso de algunas de estas condi- 

ciones. 

1.5 Conectividad 

Un digrafo está conectado cuando entre cualquier par de vértices existe un 
camino que 10s une. Esta es, de hecho, una de las propiedades básicas que 
puede poseer un digrafo. Existen diversas funciones que pueden ser utilizadas 
para medir la conectividad de un digrafo, asi como distintas medidas de conec- 
tividad. 

Dos de estas funciones son la vértice conectividad local K(X, y) y la arco 
conectividad local X(x, y). La primera de ellas es el minimo número de vértices 
cuya supresión desconecta x de y, la segunda es el minimo número de arcos 
que son necesarios suprimir para desconectar x de y. Las minimas de las 
conectividades locales reciben el nombre de vértice conectividad, K(G), y arco 
conectividad , X(G), respectivamente. Estas definiciones son equivalentes a las 
dadas en la Sección 1.1, la equivalencia est& dada por el Teorema de Menger: 
Dados x, y E G, x # y el número máximo de x + y caminos internamente 
disjuntos [arco disjuntos] es igual a ~ ( x ,  y) [X(x, y)]. 

El principal objetivo de la teoria de conectividad en digrafos es producir un 
conjunt0 de teoremas que describan las propiedades de 10s digrafos conectados 
o arco conectados. En particular, el estudio de 10s digrafos maximalmente 
conectados o arco conectados ha sido objeto de un gran interés en 10s últimos 
años. Ver, por ejemplo, el trabajo que recoge información sobre el tema de 
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Bermond, Homobono y Peyrat [14]. La mayor parte de estas condiciones 
son establecidas en función del grado de 10s vértices, del diámetro y el orden 
del digrafo. El primer resultado de este tip0 que conozcamos fue dado por 
Chartrand en [17]: 

Si G es un grafo con n vértices y mínimo grado b 2 L:], entonces G 
presenta rama conectividad máxima, es decir, X = 6. 

Desde entonces, diversos autores han propuesto diferentes generalizaciones. 
(Ver, por ejemplo, Lesniak [44], Goldsmith y White [34], Goldsmith y En- 
tringer [33], Volkman [55]). Otras generalizaciones son de diferente naturaleza 
y usan otros párametros. Asi, Jolivet en [43] mostró que cualquier digrafo con 
diámetro 2 es maximalmente arco conectado. Hamidoune da en [35] una de- 
mostración sencilla de este hecho. Plesník en [47] probó independientemente 
el correspondiente corolario para grafos. Fkbrega, Fio1 y Escudero probaron 
en [21, 261 una generalización del teorema de Jolivet, tanto para grafos como 
para digrafos, a través del parámetro l. Concretamente en [21] se probó el 
siguiente teorema. 

Teorema 1.5.1 Seu G = (V, A), u n  digrafo sin lazos, grado minimo 6 > 1, 
parámetro l, diámetro D, y conectividades K, A. Entonces, 

(b) X = 6, si D < 21. 

Este teorema junto con su demostración es el principal punto de partida 
del trabajo desarrollado en esta memoria. La demostración puede verse como 
un caso particular del Teorema 2.3.1 y del Corolario 2.3.2 del Capitulo 2 con- 
siderando t = 1 y s = 1. Intuitivamente este teorema muestra que a menor 
diámetro mayor conectividad. De la demostración se deduce que el parámetro 
e mide el alejamiento máximo de 10s vértices a un conjunto desconectador. 
Concretamente, supongamos que F c V es un conjunto desconectador de or- 
den minimo tal que IFI = K < b. Entonces V \ F est6 desconectado, es decir, 
existe una partición de este conjunto en dos conjuntos disjuntos no vacios, 
V \ F = V- U V+. Sean p = maxd(x,F) y pi = maxd(F,x). De la de- 

xev- XEV+ 
mostración del teorema se deduce que p y pi 2 si K < b. Por 10 tanto el 
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parámetro l acota la máxima de las distancias de 10s vértices de V- y V+ al 
conjunto desconectador cuando el digrafo se desconecta mediante un conjunto 

de cardinal no Óptimo. 

En el caso de grafos, considerando el digrafo simétrico asociado, el teorema 
anterior se escribe en términos del girth, ya que en este caso l = 191. Este 
resultado fue dado por Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [53]. 

Aparte de la conectividad estándar, también se han considerado otros 
tipos de medidas de conectividad. Asi, Harary definió en [38] la conectivi- 
dad condicional con respecto a una propiedad P o P-conectividad como el 
minimo número de vértices cuya supresión desconecta el digrafo en compo- 

nentes conexas de manera que todas gozan de la propiedad previamente fijada 

P. 

En el Capitulo 2 estudiamos una nueva clase de conectividad que podria ser 
considerada como un tip0 de conectividad condicional. La diferencia consiste 
en que la condición no se impone sobre las componentes, sino sobre la distancia 
entre vértices dados de G. Otra medida más fuerte de conectividad es la 
llamada superconectividad que definiremos en el último capitulo. Otras clases 
de conectividad pueden encontrarse en [23, 111. 

En el desarrollo de la memoria utilizaremos la siguiente notación. Dado 
G = (V, A) un digrafo y F un conjunto desconectador, el conjunto V \ F  puede 
ser dividido en dos subconjuntos disjuntos no vacios V-, V+ tales que G- F no 
tiene arcos desde V- a V+. Llamaremos a estos conjuntos fragmentos. Pode- 
mos considerar a su vez una partición de 10s conjuntos V- y V+ en conjuntos 
V,  y 1/1, donde 1 5 i 5 p, 1 5 j 5 p', de acuerdo con sus distancias a F y 
desde F ,  es decir, V,  = {x E V- : d(x, F) = i) y y' = {x E V+ : d(F,x) = j ) .  
Para unificar la notación consideraremos V-, = = F. En cuanto a arcos, 
dado E un conjunto de arcos desconectador, consideramos 10s dos conjuntos 
disjuntos de vértices F' = { f : (f, f') E E) y F" = { f '  : (f, f') E E). 
En este caso, el conjunto de vértices V = V(G - E) puede ser dividido 
en dos conjuntos, que denotaremos también por V- y V+, denominados a- 
fragmentos. Entonces definimos V,  = {x E V- : d(x, F') = i )  C V- y 
~ = { x ~ V + : d ( F " , x ) = j ) ~ V + , d o n d e O ~ i ~ v , y O ~  j s v ' .  





Capitulo 2 

Distancia conectividad en 
digrafos 

Introducción 

La conectividad condicional es una generalización de 10s conceptos de conec- 
tividad estándar que fue introducida por Harary en [38], definiéndola como 
el minimo cardinal de un conjunt0 de vértices, cuya supresión desconecta el 
digrafo, y cada una de las componentes conexas que se producen satisface una 
condición dada. En este capitulo estudiamos una generalización de 10s concep 
tos de conectividad y arco conectividad, 10s cuales, de alguna forma, pueden ser 
considerados como conectividades condicionales. La diferencia es que, ahora, 
la condición no se impone en las componentes, sino en la distancia original de 
10s vértices que han sido desconectados. Precisando m h ,  requerimos que 10s 
conjuntos desconectadores separen vértices que estaban suficientemente aleja- 
dos en el digrafo original. Esta clase de conectividad fue introducida por Fio1 y 
Fhbrega en [29], y puede ser una herramienta Útil para medir la fiabilidad de la 
red como una función de la distancia entre 10s nodos que queremos comunicar. 

El resto de esta sección est6 dedicada a recordar algunos conceptos y re- 
sultados ya conocidos, asi como a introducir 10s nuevos. En la Sección 2.2 
construimos digrafos que tienen una secuencia de distancia conectividades 
dada. En la tercera sección ponemos especial atención en la obtención de 
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condiciones suficientes para alcanzar distancia conectividad Óptima. Para con- 
seguir 10s resultados serán utilizados el parámetro e y la condición de que el 
digrafo sea s-geodético. En la penúltima sección daremos resultados andogos 
para el caso de digrafos bipartitos, y en la última obtenemos cotas inferiores 
para la t-distancia conectividad de digrafos. Estas cotas están dadas sobre el 
diámetro. 

Sea G un digrafo conectado. La excentricidad positiva de un vértice x E V 
se define como e+(x) = max{d(x, y)). La excentricidad negativa e-(x) se define 

llEV 
análogamente. El radio positivo de G es r+ = min{e+(x)) y similarmente se 

X E V  
define el radio negativo, r-. El radio r de G es el minimo entre el radio negativo 
y el positivo. Nótese que el diámetro es D = max{e+(x)) = max{e-(x)). 

X E V  X E V  

Dados x, y E V tales que (x, y) 4 A, un conjunto S = S(x, y) c V\{x, y) 
se llama un x -+ y conjunto separador si no hay ningún x + y camino en 
G - S. La conectividad local de x a y es 

~ ( x ,  y; G) = ~ ( x ,  y) = min{(SI : S es un x + y conjunto separador). 

Por el teorema de Menger, ~ ( x ,  y) puede ser también definida como el 
número máximo de caminos internamente disjuntos desde x a y. 

Definimos a continuación 10s nuevos conceptos de conectividad que serán 
estudiados en este capitulo. Estos conceptos fueron introducidos por primera 
vez en [29]. 

Definición 2.1.1 Dado t, 1 5 t 5 D, la t-distancia conectividad de un digrafo 
G, denotada por ~ ( t ;  G) o simplemente ~ ( t ) ,  se define como 

y ~ ( 1 )  = K(G) = K siendo K la conectividad estándar de G 

De la anterior definición se verifica fácilmente que 
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ya que 10s conjuntos sobre 10s que se toma el minimo forman una cadena 
decreciente con respecto a la inclusión de conjuntos. 

Obsérvese que si para algún t, 1 5 t 5 D, ~ ( t  - 1) < ~ ( t ) ,  al suprimir 
~ ( t  - 1) vértices del digrafo desconectamos vértices que se encuentran a una 

distancia 5 t - 1, pero no vértices a mayor distancia. Asi pues, el estudio 
de las secuencias de t-distancias conectividades puede ser una información útil 
sobre la conexión de 10s vértices atendiendo a la distancia entre ellos. Nuestro 
objetivo ser& conseguir condiciones suficientes para que un digrafo tenga t- 
distancia conectividades Óptimas. 

En 10 referente a arcos podemos definir 10s siguientes conceptos. Dados 
x, y E V, un conjunto S' = S1(x, y) c A se llama un x -+ y conjunto de arcos 
separador si no existe ningún x -, y camino en G - S'. La arco conectividad 
local de x a y es 

X(x, y; G) = X(x, y) = min{(SII : S' es un x --+ y conjunto de arcos separador). 

También la conectividad local se puede definir a través del teorema de Menger 
como el número máximo de x -+ y caminos internamente arco disjuntos. 

Definición 2.1.2 Dado t, 1 5 t 5 D, la arco t-distancia conectividad de un 
digrafo G, denotada por X(t; G) o simplemente X(t), se define como 

En este caso tenemos 

donde X = X(G) denota la arco conectividad estándar de G. 

Si nos preguntamos por relaciones entre la t-distancia conectividad y la 

arco t-distancia conectividad, que sean andogas a las ya conocidas para el 
caso estándar, una de las primeras que podemos verificar es la siguiente. Para 
cada t ,  1 5 t 5 D, ~ ( t )  5 X(t). El caso t = 1 da la desigualdad K. 5 A, ya 
conocida, ver Geller y Harary [32]. La última desigualdad se puede completar 
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con el grado mínimo, cumpliéndose que, K 5 X 5 6. En general, no es cierto 
que X(t) I S, pero X(t) verifica claramente X(t) 5 S+(x) para cualquier x E V 
tal que e+(x) 2 t ,  y X(t) I 6-(x) para cualquier x E V con e-(x) 2 t. 
Entonces, para cada t, 1 5 t 5 D, es útil considerar un nuevo parámetro, que 
llamaremos t-grado, el cua1 fue introducido en [4]. 

Definición 2.1.3 Para cada t, 1 5 t 5 D, llamamos t-grado, denotado por 
S(t), al minimo entre S+(t) y 6-(t), donde 6+(t) = min{S+(x), e+(x) 2 t )  y 

2EV 
6- (t) = min(6- (x), e- (x) > t)  . 

Z€V 

Como consecuencia immediata de la definición, 10s t-grados forman una 
secuencia creciente, cuyos primeros términos son iguales hasta el radio de G. 

Ahora, para cualquier t,  1 5 t 5 D, 

Un digrafo G se llama maximalmente t-distancia conectado si ~ ( t )  = X(t) = 

S(t), y maximalmente arco t-distancia conectado si X(t) = 6(t). Nótese que 
si G es maximalmente conectado, entonces G es maximalmente t-distancia 
conectado para cualquier 1 5 t 5 T. 

En cuanto al comportamiento en el digrafo línea LG de un digrafo G de 
10s nuevos conceptos definidos podemos comprobar que 

~ ( t  + 1; LG) = X(t; G) si 1 I t 5 D - 1, (2.5) 

Y 
6(t + 1; LG) = S(t; G) si 1 5 t 5 D. (2.6) 

Esto es debido a que 10s vértices de LG corresponden a arcos de G, y por 10 
tanto cada camino en LG de longitud t + 1, con 1 5 t + 1 5 D + 1, corresponde 
a un camino en G de longitud t. La última igualdad es debida, además, a 

que el grado de salida de cada vértice en el digrafo linea coincide con el grado 



de salida del vértice final del arco en G que 10 define, y el grado de entrada 
coincide con el grado de entrada del vértice inicial del arco que 10 define. 

Finalmente, vamos a enunciar algunos de 10s resultados ya conocidos s e  
bre el tema que nos concierne, estos resultados se encuentran en [29]. En 
este articulo se dieron condiciones suñcientes para que un digrafo tuviera t- 
distancias conectividades iguales hasta un cierto valor de t. El resultado prin- 
cipal es el siguiente. 

Como consecuencia de este resultado y recordando las desigualdades (2.1) 
y (2.2)) se demostró la siguiente caracterización de 10s digrafos maximalmente 
conectados. 

~ = S s i i  D < 2 - ! - - 1 0 ~ ( 2 l )  >S ;  

A = 6 sii D 5 2l o X(2-!+ 1) 2 6. 

Nótese que, como ~ ( t )  y X(t) están definidas s610 para t 5 D, las dos condi- 
ciones suficientes sobre el diámetro y la distancia conectividad son complemen- 
tarias. 

En particular, como l 2 1, la ecuación (2.10) implica que cada digrafo 
con diámetro 2 es maximalmente arco conectado. Esto fue probado en [43]. 
Además, se tiene que cada digrafo con distancia conectividad X(3) 2 6 tiene 
máxima arco conectividad. 

Consideramos ahora el caso de grafos (no dirigidos). En este caso se 
pueden definir conceptos análogos al caso de digrafos obteniendo resultados 
similares. Para conseguir nuestro propósito s610 trataremos con grafos simples 
G = (V, A), considerando sus digrafos simétricos asociados G* = (V, A*). El 
razonamiento bhico es que ~ ( t ;  G) = ~ ( t ;  G*) para cada 1 5 t 5 D y, debido 
a que un conjunt0 de arcos desconectador no puede contener dígonos, también 
X(t; G) = X(t; G*): Por otro lado = l(G) = l(G*) = 1 9 1 ,  donde g denota 
el girth del grafo G. 
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Sea G un grafo con girth g. Aplicando las condiciones (2.7) y (2.8) a su 
asociado G*, tenemos las siguientes condiciones. 

Si n < 6 entonces i D 2 g -  1 y K =  ~ ( g -  I) ,  g impar 
D > g - 2  y n =  n(g-2), gpar;  

(2.1 1) 

si X < 6 entonces D 2 g Y = X(g), g impar 
D 2 g -  1 y X=X(g- I) ,  gpar.  

(2.12) 

De nuevo como consecuencia de este resultado podemos obtener la siguiente 
caracterización de grafos maximalmente conectados. 

n = 6 sii D L g - 2 o n(g - 1) 2 6, g impar 
D I g - 3 o n ( g - 2 ) > 6 ,  gpar;  

(2.13) 

X = 6 sii i D < g - 1 o X(g) > 6, g impar 
D < g - 2 o X ( g - 1 ) > 6 ,  gpar.  (2.14) 

En particular, estos resultados contienen las condiciones suficientes de So- 

neoka y otros [52, 531, sobre el diámetro y el girth, para que un grafo sea 
maximalmente conectado o rama conectado. Nótese que, como g > 3, cada 
grafo con diámetro 2 tiene máxima rama conectividad. Esto fue probado en 
[47]. Tambikn puede deducirese el resultado de Jolivet 1431. Además, se ve- 
rifica que cada grafo con distancia conectividad X(3) > 6 tiene máxima rama 
conectividad. 

En 10 referente a digrafos bipartitos, 10s resultados conocidos se encuentran 
en el articulo anteriormente mencionado. La diferencia en 10s resultados es 
debida al hecho de que en un digrafo bipartito entre dos vértices cualesquiera 
no existen caminos cuya longitud difiera en una unidad. 

El próximo resultado es el análogo a (2.7) y (2.8) para el caso bipartito. 
Como se puede observar todas las cotas se han incrementado en una unidad. 

Si n < 6 entonces D 2 2e + 1 y n = n(2e+ 1); (2.15) 

si X < 6  entonces D22!+2 yX=X(2e+2).  (2.16) 

El siguiente corolario caracteriza aquellos digrafos bipartitos que poseen 
conectividad Óptima. La condición sobre el diámetro D y e fue estudiada 
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también por Fhbrega y Fio1 en [22] 

Teniendo en cuenta que el parámetro C verifica C > 1, tenemos además 10s 
siguientes resultados. 

(a) Todo digrafo bipartito con 3-distancia conectividad 4 3 )  > 6 tiene conec- 
tividad máxima. 

(b) Todo digrafo bipartito con diámetro 3 o distancia conectividad X(4) > 6 
tiene arco conectividad máxima. 

Teniendo presente que para grafos bipartitos el girth es siempre par las 

condiciones (2.15) y (2.16) pueden reescribirse de la siguiente forma. 

Si 6 < 6 entonces D > g - 1 y n = ~ ( g  - 1); 

si X < 6 entonces D 2 g y X = X(g). 

En particular, tenemos la siguiente caracterización de 10s grafos bipartitos 
con conectividad máxima. 

n = 6  sii D < g - 2 o ~ ( g - 1 ) > 6 ;  

X = 6 sii D 5 g - 1 o X(g) 2 6. 

Además, como en un grafo bipartito g > 4, podemos enunciar las siguientes 
condiciones para que un grafo bipartito tenga conectividades Óptimas. 

(a) Todo grafo bipartito con distancia conectividad n(3) 2 6 tiene conectivi- 
dad máxima. 

(b) Todo grafo bipartito con diámetro 3 o distancia conectividad X(4) 1 6 
tiene rama conectividad máxima. 

El resultado que contiene la condición sobre el diámetro, en el anterior caso 
(b), fue probado por Plesník y Znkm [49], independientemente. 
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2.2 Construcciones 

En esta sección construimos un digrafo G que tiene como t-distancia conectivi- 

dades una secuencia dada de D - 1 enteros positivos ca j c3 j j CD. Del 
mismo modo demostramos que, para un t dado, 10s parámetros n(t), X(t) y 
6(t) son independientes, es decir, dados tres enteros positivos a j b j c existe 
un digrafo G con estos números como t-distancia conectividad, arco t-distancia 

conectividad y t-grado, respectivamente. Para el caso de conectividad, arco 
conectividad y grado minimo, Geller y Harary dieron en [32] una construcción 
que muestra la independencia de estos parámetros. 

El siguiente lema nos proporciona cotas superiores para la t-distancia conec- 
tividad como una función del orden, el tamaño y el diámetro de un digrafo, 
las cuales serán útiles en nuestro estudio. Esta cota puede verse también como 
una cota inferior para el número de vértices de un digrafo en términos de su 
diámetro y su distancia conectividad. 

La primera cota fue dada por Watkins [56] para la conectividad estándar, 
K = ~ ( 1 )  de un grafo. Además, se probó que la desigualdad obtenida es la 
mejor posible construyendo, para dos enteros positivos dados, D y K, un grafo 
G de orden n = K(D - 1) +2 con diámetro D y conectividad K. La construcción 
de estos grafos es como sigue. Sean HI, .  . . , HD-i D - 1 copias disjuntas de 
KD. Construimos G de la siguiente forma: unimos cada vértice de H, a cada 
vértice de Hi+i por una rama, 1 j i j D - 2; además unimos un nuevo vértice 
u a cada vértice de H1 por una rama y similarmente unimos un vértice v a 
cada vértice de HD-i. El grafo resultante claramente satisface las condiciones 
preescritas. 

Lema 2.2.1 Seu G un digrafo con grado minimo 6 > 1, diámetro D, orden 
n, tamaño m y t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t). Entonces, 

Demostración. (a) Sea G = (V, A) un digrafo, y sean x, y E V dos vértices 
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tales que d(x, y) 2 t ,  y n(x, y) la conectividad local desde x a y. Como ~ ( x ,  y) 
es el máximo número de x -t y caminos internamente disjuntos, el orden del 
digrafo debe satisfacer n(x, y) (d(x, y) - 1)+2 < n. Entonces, n(t) (t - 1) +2 5 n, 
y de aquí que n(t) 5 [ S J .  Cuando t = D tenemos n(D) < [E], y el 
resultado se sigue desde (2.1). 

(b) Teniendo en cuenta que n(LG) = m(G), deducimos de la ecuación 
(2.5) y del caso (a) que X(t) = n(t + 1; LG) < [YJ, 1 _< t 5 D - 1. Sean 
x, y E V tales que d(x, y) = D y X(x, y) la arco conectividad local desde x a 
y. Como X(x, y) es el máximo número de x -t y caminos internamente arco 
disjuntos, el tamaño del digrafo debe satisfacer: X(x, y)d(x, y) < m. Entonces, 
X(D)D<m,ydeaqu íqueX(D)<  [E]. 

Nótese que un razonamiento directo para el caso de la arco t-distancia 
conectividad nos llevaria a la última cota dada, X(t) < LgJ, la cua1 es peor 
que la obtenida razonando mediante el digrafo línea. 

Cuando = D, un razonamiento similar nos permite obtener una cota 
mejor que la anterior para la t-distancia conectividad. 

Lema 2.2.2 Seu G un digrafo con grado minimo 6 > 1, diámetro D, orden n, 
tamaño m, parámetro C = D y t-distancia conectividades n(t) y X(t). Entonces, 

(a) n(t) < L%], 1 < t < D; 

(b) X(t) < [s], 1 < t < D -  1; X(D) < [SJ. 

Demostración. Basta tener en cuenta que al ser C = D, entre dos vértices a 
distancia D s610 existe un camino de longitud mínima D, 10s caminos restantes 
deben ser de longitud 3 D + 1. Por 10 tanto en este caso el orden debe verificar 
( D  - 1) + 2 + (k(x, y) - 1) D 5 n, para cualquier par de vértices x, y E V tales 
q u e d ( x , y ) L D .  

En el siguiente teorema demostramos la existencia de digrafos que tienen 
una cadena de t-distancia conectividades dada. Como consecuencia de este 
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teorema obtendremos que las cotas dadas en el Lema 2.2.1 son las mejores 
posibles. 

Teorema 2.2.3 Dados D - 1 (> 2) enteros positivos c2 5 c3 5 < CD, 

existe un digrafo G cuyas t-distancia conectividades son 4 2 )  = c2, ~ ( 3 )  = 

c g , . . .  ,K(D)  = CD. 

Demostración. Sabemos que si n es el orden del digrafo buscado y D el 
diámetro se debe verificar n(D) 5 LeJ. Entonces, el orden del digrafo 
debe satisfacer n = /VI 2 cD(D - 1) + 2. Por 10 tanto, construiremos un 
digrafo G con n = cD(D - 1) + 2, y denotaremos sus vértices como vol, vij, 

1 < i < D - 1, 1 5 j 5 CD y Vol. Consideramos una partición de V en 10s 
siguientes subconjuntos Bo = {vol), Bi = {vil, - , viCD), 1 < i 5 D - 1 y 

BD = {uD1). Las adyacencias del digrafo son las siguientes: 

o Sea w E Bi, 1 5 i 5 D - 2. Sus vecinos de salida son r+(w) = Bi+1, w # 
vil, y r+(vil) = {vi+i,i, . , vi+l,cD-,) C 

P ( w )  = V \ {w), para cualquier w E BD-i; 

Procedemos a verificar que el digrafo descrit0 satisface las condiciones re- 
querida. En primer lugar, calculamos el diámetro de G. Cualquier w E 

posee e+(w) = 1, ya que estos vértices son adyacentes a cualquier vértice del 
digrafo G excepto a si mismos, y e+(vDl) = 2 ya que I'+(vD1) = Para 
cualquier w E Bi, 1 < i 5 D - 2, d ( w , ~ ~ - ~ , ~ )  = D - 1 - i, y de aquí, que 
d(w, y) 5 D - i, para cualquier y E V. Por 10 tanto, e+(w) = D - i 5 D - 1. 
Finalmente, e+(vol) = D, porque d(vo1,vD1) = D y si v E V, v # 2101, 

d(vol, u) < D. Asi, D(G) = max{e+(v)) = e+(vol) = D. 
vEV 

Como sólo 10s vértices vol y V D ~  están a distancia D, y hay exactamente CD, 

vol --+ V D ~  caminos internamente disjuntos en G, entonces K(D) = &(vol, vol) = 

CD. Para estudiar las otras t-distancia conectividades calculamos primer0 
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las conectividades locales K(X, y) para cualesquiera x, y E V. En primer 
lugar, nótese que para cualquier y E V, r+(vDl) c r-(y), y de aquí que 

r;(vDl, y) = S+(VD~) = CD. Si x = vil, 1 5 i 5 D - 2, recordemos que 
I?+ (vil) = { ~ i + ~ , ~ ,  . . . , ~ , + l , ~ ~ - ~ )  C B,+l. (A modo de ilustración considérese 

por ejemplo x = VD-3,1, ver Fig. 2.1). Distinguimos tres casos diferentes en 
función del vértice y E V, teniendo en cuenta que para cualquier y E Bj+l, 
15 j 5 D -  1, o bien Bj c r-(y) O Bj\{vjl) c r-(y). 

(i) Cuando y = vjl, 1 5 j 5 D - 1, tenemos que Bj-l c r-(vjl), y por 10 
tanto podemos encontrar 10s siguientes vil -+ vjl caminos intermanente 
disjuntos: vilvi+lT - . - vj-lTvjl si i + 1 < j 5 D - 1, O V,lVi+lT V ~ - l ~ V j l  

si 1 5 j 5 i + 1, j # i donde 1 5 r 5 CD-,. De aqui I C ( V ~ ~ ,  vjl) = 

S+ (vil) = CD-~. 

(ii) Cuando y E Bj, y # vjl, 1 <_ j 5 0-2, en el peor de 10s casos tenemos que 
vj-1,1 4 r-(y). En este caso podemos encontrar 10s siguientes vil + y 
caminos internamente disjuntos: V , ~ V , + ~ ~  . ~ j - 1 , ~ ~  si i + 1 < j 5 D - 1, 

o vilvi+lT V ~ - l , ~ y  si 1 5 j 5 i + 1, donde en ambos casos 2 5 r 5 
CD-~.  Además, tenemos el siguiente camino desde vil a y, el cual es 
internamente disjunt0 con 10s anteriores vilVi+l,l V~-l,ly. De aqui que 

&(vil, Y) = S+(vil) = CD-i, para cualquier y E Bj, y # vjl, 1 5 j 5 0-2 .  

(iii) Cuando y = vol o y = V o l ,  tenemos que r-(y) = B D - ~  y por 10 tanto 
podemos encontrar 10s siguientes vil -+ y caminos internamente disjun- 

tos: V i l V i + l ,  . V ~ - l , ~ y  para 1 5 r 5 CD-,, y de aqui  vil, y) = CD-,. 

Finalmente, si x = vol o x E B,, x # vil, 1 5 i 5 D - 2, entonces 
I'+(x) = Bi+l y es fácil verificar que K(X, y) = CD para cualquier y E V. 

De 10s anteriores resultados obtenemos que 4 2 )  = min{~(x, y) : d(x, y) 2 
2) = c2, 4 3 )  = min{~(x, y) : d(x, y) 2 3) = CQ,. . . , K ( D )  = min{~(x, y) : 
d ( x , y ) ? D ) = c ~ .  

Procedemos ahora a demostrar que 10s tres parámetros ~ ( t ) ,  X(t) y S(t) de 
un digrafo son independientes. 
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Teorema 2.2.4 Dados tres números enteros positivos satisfaciendo a 5 b 5 c 
y 3 5 t 5 D,  existe u n  digrafo G = (V, A) con diámetro D > t ,  e n  el cua1 
~ ( t )  = a,  X(t) = b, y 6 ( t )  = c. 

VD-3,l - 

Demostración. Construimos un digrafo con orden n = [VI = s (D  - 1 )  + 2, 

s > c, y denotamos sus vértices como en la demostración del Teorema 2.2.3, es 
decir, V = Bou..  .U Bo, siendo Bo = {vol), B, = {vil,. . .,vi,), 1 5 i 5 D- 1, 
BD = {uDl). Describimos ahora las adyacencias: 

I * l 
I ! l  
u 

I'+(v) = V\{v), para cualquier v E B D - ~ .  

e 

i 

Para cualquier v E B,, O i i I D - t  - 1, O D - t + 2  I i I D - 2 ,  
r+(v)  = B ~ + ~ .  

BD-2 BD-1 

Figura 2.1: Proceso de construcción de un digrafo con 

Construimos un digrafo completo simétrico K,*_,+, con 10s primeros c - 
a + 1 vértices de BD-, y todos estos vértices tienen también 10s siguientes 
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KLa+1 a vértices b vértices 

Figura 2.2: Un digrafo con ~ ( t )  = a, X(t) = b y S(t) = c 

vecinos de salida: { ~ ~ - ~ + ~ , l ,  . . . , V ~ - t + i , ~ )  C ~ ' ( v D - ~ , , )  , 1 5 i 5 c-a+l. 
Además, para cualquier v E diferente de tales vértices, P ( v )  = 

BD-t+l 

e Para cualquier v E BD-t+i, v 4 r + ( ~ ~ - ~ , ~ ) ,  r+(v)  = BD-t+2. 

e Para cualquier v E r + ( ~ ~ - ~ , ~ )  nBD-t+l, I ' + ( v ~ - ~ + ~ , ~ )  = V ~ - t + 2 , i ,  1 5 i 5 
a - 1, y r+(vD-t+l,a) = { ~ ~ - t + 2 , a ,  vD-t+2,b). 

El digrafo obtenido se muestra en la Figura 2.2. Veamos que satisface el 
teorema. Nótese que cualquier vértice x E V, x # v~-t , i ,  1 5 i 5 c - a + 1, 
tal que e+(x) 3 t ,  verifica 6+(x) = s > c y 6-(x) = 2s > c, y también es 
fácil probar que ~ ( x ,  y) = X(x, y) = s para cualquier y E V. De aquí que, 
6(t) = 6 + ( ~ ~ - ~ , ~ )  = c, 1 5 i 5 c - a + 1, ya que e + ( ~ ~ - ~ , ~ )  = t. Además, 
para cualquier y E V, tenemos ~ ( v o - t , ~ ,  y) = a, ya que existen exactamente 
a caminos desde VD-~,, a y internamente disjuntos. Por ejemplo, para i = 1 
tales caminos son V ~ - t , l V ~ - t + l , i  V~-l,iy, 1 5 i 5 a. Por 10 tanto, ~ ( t )  = a. 
Por otro lado, tenemos 10s siguientes b carninos desde V ~ - t , l  a cualquier y E V 
internamente arco disjuntos: V ~ - t , l V ~ - t + l , i V ~ - t + ~ , i  - V~-l,iy, 1 5 i 5 a; y 
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VD-t,l~D-t,j~D-t+l,a~D-t+2,j v ~ - l , j Y ,  a + 1 5 j < b. De donde se deduce, 
X( t )=b .  

Observamos que si t = 1, n (1 )  = K ,  X ( l )  = A, S(1) = S. En este caso una 
construcción de un digrafo verificando el Teorema 2.2.4 fue dada en [32]. 

En el caso de grafos tenemos un resultado similar al Teorema 2.2.3. Ahora, 
recordemos que el radio y el diámetro de un grafo G están siempre relacionados 
por las siguientes desigualdades: r L D L 2r. Además, si n = S se satisface 
,$ = = ( I )  = ~ ( 2 )  = . . . = ~ ( p )  = = n ( r )  donde p = L:]. 

Teorema 2.2.5 Dados D - p + 1 enteros positivos c, 5 cp+l L 5 C D ,  

con c, > 2 y t > 4 existe u n  grafo G = (V, A) con diámetro D > t y cuyas 

t-distancia conectividades son n (2 )  = - = n(p )  = c,, n(p + 1)  = c,+l, . s, 

n ( D )  = CD.  

Demostración. Construimos un grafo G = (V, A) con orden n = [VI = 

c D ( D  - 1 )  + 2, y denotamos 10s vértices como en la demostración del Teorema 
2.2.3. Las adyacencias son las siguientes (ver Figura 2.3): 

e Todas las rama. entre 10s conjuntos: Bi y B,+l, 1 5 i I p - 2; y 
(BP \ {vpi ) )  Y (Bj - { v j i ) )  Y (Bj+i \ {vj+i,i)) ,  P L j L D - 1; 

e I'(vil) = U (10s c, - 1 primeros vértices de B,-l),  para todo 

p L i < D - 1 .  

Para probar que el grafo anteriormente descrit0 satisface las condiciones 
requeridas seguimos las mismas líneas que en la demostración del Teorema 
2.2.3. 



Digrafos maximalmen t e distancia conec tados 

Figura 2.3: Ilustración del Teorema 2.2.5 

2.3 Digrafos maximalmente distancia conec- 
tados 

En esta sección damos algunas condiciones suficientes para que un digrafo 
sea maximalmente t-distancia conectado. De ahora en adelante supondremos 
S(t) > 1, ya que si S(t) = 1 el digrafo es obviamente maximalmente t-distancia 
conectado. El siguiente resultado muestra que para un digrafo s-geodético 
con parámetro C, la distancia conectividad ~ ( 2 l )  Únicamente determina las 
conectividades ~ ( t )  para cualquier t < 2s, y análogamente para la arco t- 
distancia conectividad. 

Teorema 2.3.1 Seu G un digrafo s-geodético con diámetro D, parámetro C, 
t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t) y t-grado 6(t). Entonces, 

(a) ~ ( t )  = min{S(t), ~ ( 2 e ) ) ,  para cualquier t 5 2s; 

(b) X(t) = min{S(t), X(2C + I)), para cualquier t 5 2s + 1. 
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Demostración. Probaremos en primer lugar (a). Sea F un conjunto t- 
distancia desconectador de G = (V, A) de cardinal mínimo, es decir I FI = ~ ( t ) .  

Entonces, existen dos vértices u, v E V \ F  tales que d(u, u )  > t de manera que 
no hay caminos desde u a v en G - F .  Consideramos 10s conjuntos V-, V+, V,  
y V,', donde 1 5 i 5 p, 1 5 j 5 pl, definidos en la Sección 1.5. Como cualquier 
camino desde V- a V+ debe atravesar F, la distancia desde un vértice en V, 
a uno en VL, es al menos p + p' y de aqui que D 2 p + pl. Sin perdida de 
generalidad, supongamos que p 5 p' (si no, usamos el digrafo invers0 de G). 

Sabemos que ~ ( t )  < S(t). Además, debido a que t 5 2s 5 2C se sigue que 
~ ( t )  5 K ( ~ C ) ,  por 10 tanto ~ ( t )  5 min{S(t), ~ ( 2 t ) ) .  Para probar la desigualdad 
inversa distinguimos dos casos: 

(a.1) p > C. Entonces, si x E V,, y E V;,, tenemos d(x, y) > p + p1 > 2C. De 
aqui, ~ ( t )  = [FI > ~ ( 2 l ) .  

(a.2) p 5 C - 1. Consideramos dos subcasos: 

(i) p 5 s - 1. Sea u E V,, i < p, el vértice anteriormente mencionado, y 

sean UI, u2, . . . , uqt), S(t) de sus vecinos de salida. Para cada ui, sea 
fi el vértice de F a mínima distancia desde ui. Si fi = f j  para algún 
i # j, entonces deberían existir dos u -, fi caminos de longitud a 10 
sumo p + 1 5 s, contradiciendo que G es s-geodético. Por 10 tanto, 

.(t) > W ) .  

(ii) s 5 p. Sea x E V,, tenemos que e+(x) 2 t ya que, para cualquier 
y E V;,, d(x, y) > p + p1 > 2s > t. Sean X I , X ~ ,  . . . , x ~ ( ~ I ,  b(t) de 
sus vecinos de salida. Como en el caso (i), para cada x,, sea fi 
el vértice de F a mínima distancia desde x,. Ahora, si fi = fj, 
para algún i # j, deberían existir dos x -, fi caminos diferentes 
de longitud p o p + 1 contradiciendo la definición del parámetro 
e, ya que p 5 d(x, fi) 5 1 + d(xi, fi) 5 1 + p 5 C. Por 10 tanto, 

.(t) 2 S@). 

(b) En este caso, sean E un conjunto de arcos t-distancia desconectador 
de cardinal mínimo y 10s conjuntos de vértices F', F", V,  y definidos en 
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la Sección 1.5. Ahora la distancia desde un vértice en V, a uno en V$ es al 
menos u + u' + 1 y de aqui D 2 u + u' + 1. Además, tenemos que X(t) < 
min{S(t), X(2C+ 1)). Para completar la demostración consideramos de nuevo 
dos casos: 

(b.1) u 2 C. Entonces, si x E V,, y E V;, se verifica d(x, y) 2 u + u' + 1 2 
2e+ 1. De donde, X(t) = I El 2 X(2l+ 1). 

(b.2) u < e -  1. Si u 2 1, podemos razonar como en el caso (a.2). Cuando 
u = O, tenemos que V- = F'. En este caso, sea u E F' con e+(u) 2 t, y sean 

ul, u2, . . . , ~ g ( ~ ) ,  S(t) de sus vecinos de salida. Si P ( u )  c F" es claro que 
6(t) 5 I F''[ 5 I El = X(t). De otra forma, supongamos que UI, ~ 2 , .  . . , uk E F' 

y uk+l, uk+2,. . . , ug(t) E F". Entonces, E contiene 10s siguientes arcos (ui, w), 
1 5 i 5 k, w E F", y (u, ui), k + 1 < i 5 S(t). Como G no tiene lazos, todos 
estos arcos son diferentes y, de aqui, 6(t) < [El = X(t). 

Este teorema nos proporciona condiciones suficientes para que un digrafo 
s-geodético con parámetro C sea maximalmente t-distancia conectado. Es- 
tas condiciones están dadas sobre el diámetro del digrafo en términos del 
parámetro C. 

Corolario 2.3.2 Seu G un digrafo s-geodético con diámetro D, parámetro e, 
t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado 6(t). Entonces, 

(a) ~ ( t )  = S(t) para cualquier t 5 2s, si D 5 2C - 1; 

(b) X(t) = 6(t) para cualquier t < 2s + 1, si D 5 2C. 

Demostración. (a) Como D 5 2e - 1, usando la misma notación que en el 
Teorema 2.3.1, tenemos que 2p 5 p + p l  5 D 5 2C- 1. De aqui que p 5 C- 1 
y estamos en el caso (a.2) de la demostración anterior, entonces ~ ( t )  = S(t). 

(b) Usamos el mismo razonamiento que en el caso (a). rn 

Como s 2 1, para t = 1 el corolario anterior da una condición suficiente 
para que un digrafo G tenga máxima conectividad, esta condición fue ya for- 
mulada en [21], [26] y [29]. 
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Un digrafo se llama maximalmente distancia conectado si ~ ( t )  = X(t) = 6( t )  
para todo 1 5 t 5 D,  y maximalmente arco distancia conectado si X(t) = S ( t )  
para todo 1 5 t 5 D. El siguiente corolario da una condición suficiente para 
que un digrafo sea maximalmente distancia conectado. 

Corolario 2.3.3 Sea G un digrafo s-geodético con diámetro D ,  t-distancia 
conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado S ( t ) .  Entonces, 

(a) ~ ( t )  = S ( t )  para todo t 5 D,  si D 5 2s - 1; 

(b) X(t) = b( t )  para todo t < D,  si D 5 2s. 

Si k es suficientemente grande, el digrafo linea k-iterado LkG satisface las 
condiciones sobre el diámetro del Corolario 2.3.2 ya que, de la propiedad (1.3) 
y la Proposición 1.4.1, 

D ( L ~ G )  5 2 C ( L k ~ )  H k > D(G)  - 2C(G). 

Además, si G es s-geodético entonces LkG es s'-geodético con s' = min{s + 
k, g - I) ,  donde g denota el girth de G. 

Corolario 2.3.4 Seu G un digrafo s-geodético con diámetro D,  parámetro e, 
girth g, y t-grado b( t ) .  Seu s' = min{s + k, g - 1). Entonces, 

(a) ~ ( t ;  LkG)  = S ( t ;  LkG) para cualquier t 5 2s1, si k > D - 2C + 1; 

(b) X(t; = S ( t ;  LkG)  para cualquier t 5 2s' + 1,  si k 2 D - 2C. 

2.4 Digrafos bipartitos con distancia conec- 
t ividad Ópt ima 

En esta sección estudiaremos el caso en el que el digrafo G es bipartito. Como 
hemos observado en la introducción el hecho de que en un digrafo bipartito 
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entre dos vértices no existan caminos cuya longitud difiera en una unidad 

permite simplificar la definición del parámetro C, y da lugar a la obtención de 
resultados similares a 10s del caso general, pero aqui todas las cotas mejoran 

en una unidad. El siguiente resultado es análogo al Teorema 2.3.1. 

Teorema 2.4.1 Seu G un digrafo bipartito s-geodético con diámetro D, pard- 

metro C, t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado S(t). Entonces, 

(a) ~ ( t )  = min{b(t), ~(2-t  + I)), para todo t 5 2s; 

(b) X(t) = min{S(t), X(2C + 2)), para todo t 5 2s + 1. 

Demostración. Sea G = (V, A),  V = & U U2 un digrafo bipartito. Usamos 
la misma notación que en la demostración del Teorema 2.3.1. Asi, como antes, 
para probar (a) distinguimos dos posibilidades: 

(a. 1) p 2 C. Si p 2 C + 1, hemos finalizado ya que d(x, y) 2 d(x, F) + 
d(F, y) 2 2C + 2 y, de aqui, ~ ( t )  = ]FI 2 K ( ~ C +  2) 2 K ( ~ C +  1). Por otro lado, 
si k = C necesitamos considerar dos subcasos: 

(i) V, n Ui # 0 para cada i = 1,2. Entonces existen dos vértices 

x E V, n UI, x' E V, n U2 tales que d(x, y) 2 p + p' 2 2l y, similarmente, 

d(xl, y) 2 2C. Por tanto, como x y x1 pertenecen a diferentes conjuntos de 
partes, al menos una de las distancias anteriores debe ser superior a 2C + 1. 
Entonces, ~ ( t )  = ]FI 2 rc(2C + 1). 

(ii) V, r)Ui = 0) para, por ejemplo, i = 2. Entonces, todos 10s vecinos 
de salida de x E V, deben estar en Como e+(x) 2 2C 2 t, podemos 
considerar 6(t) de sus vecinos de salida y, como antes, si f, = f j  para algún 
i # j, deberian existir dos x -t f, caminos diferentes de longitud C, 10 que es 
una contradicción. Entonces, ~ ( t )  2 6(t).  

(a.2) p 5 C -  1. Como en el Teorema 2.3.1. 

Este resultado contiene las siguientes condiciones suficientes para que un 
digrafo bipartito s-geodético sea maximalmente t-distancia conectado. 
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Corolario 2.4.2 Seu G un digrafo bipartito s-geodético con diámetro D, pa- 
rámetro t, t-distancia conectividades ~ ( t ) ,  X(t) y t-grado b(t). Entonces, 

(a) n(t) = b(t) para todo t 5 2s, si D 5 2C; 

(b) X(t) = 6(t) para todo t j 2s + 1, si D 5 2C+ 1. 

A partir de aquí, se obtienen las siguientes condiciones suficientes para que 

un digrafo bipartito s-geodético sea maximalmente distancia conectado. 

Corolario 2.4.3 Seu G un digrafo bipartito s-geodético con diámetro D, t- 

distancia conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado b(t). Entonces, 

(a) ~ ( t )  = 6(t) para todo 1 5 t 5 D, si D 5 2s; 

(b) X(t) = 6(t) para todo 1 5 t 5 D, si D 5 2s + 1. 

De nuevo en este caso, probaremos que el digrafo linea k-iterado tiene 
t-distancia conectividades Óptimas si el orden de iteración es suficientemente 
grande. Para el10 recordemos que un digrafo G es bipartito si y s610 si su digrafo 
linea LG 10 es. Además de nuevo LkG es s'-geodético con s' = min{s+ k, g- 1)) 
donde g denota el girth de G, que en el caso bipartito es siempre par. 

Corolario 2.4.4 Seu G un digrafo bipartito s-geodético con diámetro D, pará- 
metro C, y t-grado 6(t). Entonces las t-distancia conectividades de LkG satis- 
facen: 

(a) ~ ( t ;  LkG) = b(t; LkG) para todo t 5 2s si k 2 D - 2t; 

(b) X(t; L ~ G )  = b(t; LkG) para todo t 5 2s + 1 si k 2 D - 2C + 1. 

2.5 Cotas inferiores para la distancia conec- 
tividad en digrafos 

Las ideas de las secciones precedentes pueden utilizarse sin cambios significa- 
tivos para obtener cotas inferiores sobre la t-distancia conectividad de cualquier 
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digrafo. Para conseguir este propósito debemos considerar el parámetro & 
definido en el Capitulo 1. 

Teorema 2.5.1 Seu G un digrafo s-geodético con diámetro D, parámetro e,, 
t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado S(t). Entonces, 

(a) ~ ( t )  2 min{b(t) - n, ~(2l , ) ) ,  para cualquier t 5 2s; 

(b) X(t) 2 min{b(t) - n, X(2e, + I)), para cualquier t 5 2s + 1. 

Demostración. Utilizamos la misma notación que en la demostración del 
Teorema 2.3.1. Para probar (a) distinguimos dos casos: 

(a.1) p 2 e,. Entonces, para cada x E V,, y E V,t, d(x, y) 2 p + p' 2 2%. 
De aqui que ~ ( t )  = [FI 2 ~(2l , ) .  

(a.2) p 5 e, - 1. Estudiamos dos posibilidades: 

(i) p 5 s - 1. Aquí podemos utilizar un razonamiento similar al del 
caso (2.1) del Teorema 2.3.1. 

(ii) s 5 p. Elegimos un vértice x E V, tal que el conjunto F, de vértices 
de F a distancia exactamente p desde x tenga cardinal mínimo. Para cada 
f E F a distancia a 10 sumo p + 1 desde x consideramos el (Único) x -, f 
camino corto. Sea Y el conjunto de vecinos de salida de x que no están en 
ninguno de estos caminos. Luego 6(t) 5 6+(x) 5 IYI + [FI. Sea y E Y. El 
vértice y no puede distar p hacia un vértice f E F - F,. En caso contrario 
d(x, f )  = p + 1 y habria dos x + f caminos internamente disjuntos (a saber, 
el camino conteniendo al vértice y y el x -+ f camino corto considerado antes). 
Como [F,[ es mínimo, y E Y debe estar unido a cualquier vértice f E F, por 
un camino de longitud p. Nótese que y no puede estar a distancia p - 1 de F,, 
ya que de 10 contrario habria dos x + f caminos cortos de longuitud p para 
algún f E F,. Pero para cualquier f E F,, por la definición de e,, existen a 
10 sumo n, x + f caminos de longuitud p + 1. Entonces, IYI 5 .rr y de aqui, 
~ ( t )  = [FI 2 S(t) - n. 

(b) La demostración usa un razonamiento análogo al caso (b) del Teorema 
2.3.1. 
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Nótese que para .rr = O tenemos una prueba ligeramente diferente del Teo- 
rema 2.3.1. 

Corolario 2.5.2 Seu G u n  digrafo s-geodético con diámetro D ,  parámetro e,, 
t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t) y t-grado S ( t )  > 1. Entonces, 

(a) ~ ( t )  2 S ( t )  - .rr para cada t < 2s,  si D < 2$ - 1; 

(a) X(t) > S ( t )  - .rr para cada t < 2s + 1, si D < 2%. 

Demostración. ( a )  Como D < 2% - 1, usando la misma notación que en 

el Teorema anterior, tenemos 2p < p + p' < D < 2C, - 1. Por 10 tanto, 
p < C,  - 1 y estamos en el caso (a.2) de la demostración anterior, entonces 

~( t )>S( t ) - . r r ,pa racada tL2s .  

Corolario 2.5.3 Seu G u n  digrafo s-geodético con diámetro D ,  t-distancia 
conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado S ( t )  > 1. Entonces, 

(a) ~ ( t )  > S ( t )  - .rr, para cualquier t < D ,  si D < 2s - 1; 

(b) X(t) > S ( t )  - .rr, para cualquier t < D ,  si D < 2s. 

De la ecuación (1.3) del Capitulo 1 y de la Proposición 1.4.1 concluimos el 
siguiente corolario del Teorema 2.5.1. 

Corolario 2.5.4 Seu G u n  digrafo s-geodético con diámetro D, parámetro 
%, t-distancia conectividades ~ ( t )  y X(t), y t-grado S ( t )  > 1. Entonces, las 
distancia conectividades del digrafo linea k-iterado L k G  satisfacen: 

(a) ~ ( t ;  L k G )  2 S( t ;  L k G )  - T para cualquier t < 2s' si k > D - 2% + 1; 

(b) X(t; L k G )  > 6( t ;  L k G )  - .rr para cualquier t < 2s' + 1 si k > D - 2$, 

donde s' = minis + k, g - 1) .  



Capitulo 3 

Conectividad de digrafos y 
grafos bipartitos densos 

3.1 Introducción 

En este capitulo realizamos un estudio de la conectividad de aquellos digrafos 
y grafos bipartitos que tienen gran número de vértices para grado máximo y 
diámetro dados. Concretamente, damos cotas inferiores sobre el número de 
vértices, suficientes para asegurar que el digrafo o grafo alcance conectividades 
Óptimas. Estas cotas suponen una extensión de las conocidas para el caso de 
digrafos bipartitos, ya que en ellas se tiene en consideración 10s grados máximo 
y minimo, el diámetro y el parámetro e, o en el caso de grafos bipartitos, el 
girth. Hasta ahora se conocen cotas superiores sobre el diámetro que involucran 
al parámetro e, o al girth en el caso no dirigido, Fio1 y Fhbrega [29], y por 
otro lado, cotas inferiores sobre el número de vértices que s610 están dadas en 
términos del grado y del diámetro, AYder [I]. 

En este trabajo unimos las ideas subyacentes en 10s trabajos mencionados 
anteriormente obteniendo una extensión de éstos, probamos además que las 
cotas obtenidas son las mejores posibles al menos para digrafos bipartitos de 
determinado grado y diámetro. La idea básica en la obtención de la primera 
de las cotas es demostrar que si desconectamos un digrafo bipartit0 medi- 
ante un conjunt0 de vértices con cardinal no Óptimo existen vértices en 10s 
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diferentes fragmentos que están suficientemente alejados del conjunto desco- 
nectador. La distancia de estos vértices al conjunto desconectador est& dada 

por el parámetro C, o por el girth en el caso no dirigido. Intuitivamente el 
parámetro C nos dice cuan alejados están 10s vértices de un fragmento del 
conjunto desconectador. Por otra parte, para obtener la cota dada en [I] se 
demuestra, bajo las mismas hipótesis, que el número de vértices debe ser su- 
ficientemente pequeño dado el grado y el diámetro, ya que en caso contrario 
existen en el digrafo o grafo vértices suficientemente alejados del desconectador 
que permanecen unidos a cualquier vértice del digrafo o grafo. Agrupando estas 

ideas demostramos que un digrafo o grafo bipartit0 que no alcance conectivi- 
dad máxima tiene orden acotado superiormente por una función de 10s grados 
máximo y mínimo, el diámetro y el parámetro C o, en el caso no dirigido, el 
girth. 

Estudios análogos a éstos han sido realizados para el caso general de di- 
grafos y grafos. Estos estudios fueron motivados por la necesidad de conocer 
digrafos con gran número de vértices, diámetro pequeño y/o conectividades 
Óptimas. Los primeros resultados trataban la conectividad y el diámetro inde- 

pendientemente, por ejemplo en Bruijn [I91 e Imase y Itoh [40], [41] podemos 
encontrar métodos de construcción de digrafos con diámetro pequeño o en 

el caso de grafos en Akers [3] y Memmi y Raillard [45]. Imase, Soneoka y 
Okada [42] fueron quienes por primera vez realizaron un estudio que clarifica 
la relación entre el diámetro y la conectividad de 10s digrafos (A, D),  es decir, 
de aquellos digrafos que tienen gran número de vértices para grado máximo 
A y diámetro D dados . Las condiciones dadas allí prueban que, cuanto más 
grande es el orden, más altas son las conectividades. Por ejemplo, 

De estos resultados deducimos las siguientes condiciones suficientes para que 
un digrafo G sea maximalmente conectado: 

K = 6 si n > (S - l){p(A, D - 1) + A); (3.3) 
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Por otra parte, FAbrega y Fiol en [21] formularon 10s siguientes resultados 
en términos del parámetro 1 y que relacionan el diámetro del digrafo con la 
conectividad del mismo. Ver Teorema 1.5.1 del Capitulo 1. 

Intuitivamente, podemos interpretarlos en el sentido de que cuanto más 
pequeño sea el diámetro, más altas son las conectividades, como era de esperar. 
Estos resultados tienen algunos corolarios interesantes, tanto para el caso de 
grafos como para el de digrafos. Dos de ellos, concernientes a digrafos, son 10s 
siguientes. 

(a) (Jolivet [43]). Cada digrafo con diámetro 2 es maximalmente arco 
conectado. 

(b) (FAbrega, Fiol, Escudero [26]). Sea Lk(G) el digrafo linea k-iterado de 

un digrafo G con grado minimo S > 1, diámetro D, y 1 = C(G). Entonces, 

Este resultado nos dice que 10s digrafos linea iterados son maximalmente 
conectados si la iteración es suficientemente grande. En particular 10s digrafos 
de Kautz 10 son ya que C = D y son digrafos linea iterados. 

Fiol [24, 251 agrupó las ideas de 10s anteriores resultados dando condiciones 
de tip0 mixto (sobre el orden n y el parámetro e), para alcanzar conectividades 
Óptimas. En ellas se tiene en cuenta la distancia de 10s vértices al conjunt0 
desconectador para acotar el orden. 

K = 6 si n > (S-l){p(A, D - L ) + ~ ( A , c - ~ ) - ~ ) + A ~ + ~ ;  (3.9) 

A = S si n > (S-l){p(A, D - c - ~ ) + ~ ( A , ~ - ~ ) ) + A ~ .  (3.10) 

Como un caso particular de 10s anteriores resultados, tomando C = 1, se 
obtienen las siguientes condiciones suficientes, 

K = S  si n >  (S-l){p(A,D-1)- l )+A+l,  (3.11) 
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que mejoran las dadas en (3.1) y (3.2). Además, si G es d-regular se obtiene 

que 

El resultado para la vértice conectividad es el mejor posible, al menos para 

diámetro impar, como demuestran 10s digrafos de Kautz generalizados o 10s de 
Imase y Itho, I I (d,  n). Estos digrafos son d-regulares si n 2 d y su diámetro 
es D = [log, nl o D = [logd nl - 1. En particular, cuando n = dD + dD-' el 

digrafo II(d,  n) es el digrafo de Kautz K(d, D). Con respecto a la conectividad 
de I I (d, n) , Homobono y Peyrat [39] mostraron que IC = d - 1 si d + 1 no divide 
a n (en este caso II(d,n)  no tiene lazos) o m.c.d.(d,n) = 1, y 6 = d e n  otro 
caso (suponiendo D >_ 5). Considerando el digrafo I I (d, n) con n = dD + 1 y D 
impar, de 10s anteriores resultados se deduce que estos digrafos tienen diámetro 
rlog, n] = D, pero su conectividad es IC = d - 1 ya que m.c.d.(d, n)  = 1. 

Con respecto a la arco conectividad se conocen algunos ejemplos particu- 
lares que muestran tambikn que el resultado anterior es el mejor posible. Por 
ejemplo, en la Figura 3.1 se muestra un digrafo 3-regular con diámetro 3, el 
cua1 tiene orden n = dD-' + 2d - 2 = 13 y arco conectividad X = 2. (Los 
vértices con la misma etiqueta están identificados y el digrafo de la derecha es 
el digrafo de Kautz K (2,2)). 

En la Tabla 3.1 reflejamos las diferentes condiciones suficientes que hemos 
expuesto a 10 largo de esta introducción, para alcanzar máxima conectividad. 
Todas ellas están dadas para el caso de digrafos d-regulares. 

Respecto al caso de digrafos bipartitos, existe menor número de trabajos. 
No obstante, como hemos mencionado al principio de esta introducción, se 
conocen algunas cota .  Por ejemplo, las cotas sobre el número de vértices 
involucrando al grado y al diámetro fueron dadas por A'ider en [l] para el caso 
de digrafos bipartitos d-regulares. 



Tabla 3.1: Condiciones suficientes para que un digrafo d-regular tenga conec- 
tividades Óptimas 

e 

Imase y otros [42] 
(3.3) Y (3.4) 

Fio1 [25], 
(3.13) y (3.14) 

Fhbrega y Fio1 [21]: 

Fio1 [25]: 

En [29] se dieron cotas superiores sobre el diámetro para que un digrafo 
bipartito alcance máxima conectividad. Estas cotas son análogas a las dadas 

en (3.5) y (3.6). 

La mejora de la cota es debido a que entre dos vkrtices de un digrafo bipartito 
no hay caminos cuyas longitudes difieran en una unidad, asi la definición del 
parámetro l se puede simplificar diciendo que es el mayor entero tal que para 
cualquier par de vértices x, y E V a distancia d(x, y) 5 C, Únicamente hay un 
x --i y camino corto. 

~ # = d  

n > d D + d 2 - d - 1  

n > dD-e+l + 2de - 2d + 1 
n > d D + l  

D 5 2C - 1 

D 5 C + logd(n - 2de) - 1 

En este capitulo, G = (V, A), V = U. U UI, denotará un digrafo bipartito 
(simple y finito) siendo Uo, Ul 10s conjuntos de partes de vértices y A el 
conjunt0 de arcos (dirigidos), 10s cuales representan elementos diferentes de 
U. x Ul o Ul x Uo. Recordemos, para finalizar, que el número máximo de 
vértices, M B ( A ,  D), de un digrafo bipartito con grado máximo A y diámetro 
D (cota de Moore ) es 

X = d  

n > d D - l + d 2 - 2  

n > dD-e + 2de - 2 
n > dD-I +2d - 2 

D 5 2~ 

D 5 C + logd(n - 2de) 
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Figura 3.1: Un digrafo 3-regular de 13 vértices con diámetro 3 y arco conec- 
tividad 2 

I si A = 1 y D es impar, 

I si A = 1 y D es par, 

En [31] se probó que esta cota s610 puede ser alcanzada cuando D 5 4. 
Cuando A = 1, 10s digrafos bipartitos de Moore son 10s ciclos de longitud 2p 
si D = 2p - 1, pero cuando D es par la cota no puede ser alcanzada, ya que 10s 
Únicos digrafos bipartitos conectados de grado uno son 10s ciclos de longitud 
par por 10 que su diámetro es impar. Para D = 2, son 10s digrafos bipartitos 
completos de grado A. En [31], se present6 además la construcción de una 
familia que da lugar a digrafos bipartitos densos. Concretamente, dados d, n, 
enteros positivos con d 5 n, el digrafo bipartit0 BD(d, n), tiene como conjunto 
de vértices V = Z2 x Zn = {(a , i ) ;a  E Z2,i E Zn), y cada vértice (a, i) es 
adyacente a 10s vértices del conjunto 

donde 0 = 1 y T = 0. 

Cuando D = 3,4 y n = dD-' + dD-3, el digrafo B D(d, n) tiene diámetro D 
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Figura 3.2: Digrafo BD(2,5) 

y de aquí que su orden alcance la cota de Moore IV( = 2n = MB (d, D). 
En la Figura 3.2 hemos representado el digrafo bipartito BD(2,5). Para 
D 2 5 se obtienen digrafos bipartitos densos, ya que el orden de 10s digrafos 
BD(d, dD-l + dD-3) es mayor que (d4 - l)/d4 veces la cota de Moore como 
se comprueba en [31]. Además estos digrafos son maximalmente conectados, 
otras propiedades de estos digrafos pueden encontrarse en Padró [46]. 

Los resultados que exponemos a continuación pueden encontrarse en [7]. 

3.2 Digrafos bipartitos densos 

Esta sección est6 dedicada a derivar algunas nuevas condiciones de tip0 mixto 
que nos aseguren altas conectividades en digrafos bipartitos. Estas condi- 
ciones unifican y mejoran 10s resultados conocidos de Ai'der [I] y tarnbién 10s 
contenidos en [29]. En primer lugar, vamos a considerar el caso de la vértice 
conectividad. 

Teorema 3.2.1 Seu G un digrafo bipartito con parámetro e, diámetro D, or- 
den n, grados máximo y mínimo A y 6 respectivamente, y conectividad K .  
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Entonces, si n < 6, 

(i) n 56{p(A,C) +p(A, D - e -  1) - 2) +2 ,  si 6 2 3; 

Demostración. Sea G = (V, A), V = U. U UI, un digrafo bipartito. Para 
probar (i) sea F un conjunt0 desconectador de orden mínimo de G, i.e. I FI = n 

y V \ F est6 desconectado. Sean V-, V+, &, 1 < i < p, y T', 1 5 j 5 p', 10s 

conjuntos definidos en la Sección 1.5. Nótese que 5 Al&-, 1,  1 < i 5 p, y 
11.;'1 < AlT-, 1 ,  1 < j 5 pl. Como cualquier camino desde V- a V+ atraviesa 
F, la distancia desde un vértice en V, a uno en Vi, es al menos p + p' y por 10 
tanto D 2 p + p'. Sin pérdida de generalidad, supongamos que p 5 p' (si no, 
usamos el digrafo invers0 de G). 

Bajo las anteriores condiciones, se probó en [21] y también en 1291 que si 

p 5 e - 1 entonces /FI = n > 6, contradiciendo nuestras hipótesis. Luego 
podemos suponer que p > y, en consecuencia, p < p1 5 D - p 5 D - t .  

(a) p > e + 1. Entonces p' 5 D - p < D - e -  1. Si VA-,-, = 0, ésto es, si 
p' 5 D - e - 2, el orden n = IVI de G debe satisfacer 

n{ 2 Ai - AD-,-l + 1) 5 n{p(A, e) +p(A, D - e - 1) - 21, 
i=,+, 

AP+~-A!+~ - ~ e + 1  puesto que 1 + A-1 AD-'-l < 1 - AD-'- 'E - , 5 O, ya que 
D - e - i > e + i .  

Si VA-,-, # 0 podemos considerar un vértice y E VA-,-,. Como todos 10s 
carninos desde x E V, a y atraviesan F, se verifica d(x, y) 2 d(x, F) +d(F, y) = 

p + D - e - l ? e + l + D - e - 1 = D .  Porlotanto,,u=.f?+l. Además,para 
todo x E P ( x )  c &; en caso contrario, sea x' E P ( x )  n Ve+,. Como 
antes, todos 10s caminos desde x' a y atraviesan F, y de nuevo d(xl, y) = D. 
Entonces, existirian dos caminos diferentes desde x a y, uno de longitud D y el 
otro, xx' -, y, de longitud D + 1, 10 cua1 es imposible en un digrafo bipartito. 
Luego, para todo x E Vol, I'+(x) c &, 10 cud implica que I&+1 1 5 4 [&I. De 
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un modo similar, se prueba que para cualquier vértice y E V'-e-l, I'-(y) c 
V;)-e-2, y por consiguiente lV&e-l 1 5 % I v ~ - ~ - ~  1. De esta manera obtenemos 

que 

- puesto que +{Ae+' + AD-'-I) + i - AD-"l - - - 

(b) p = C. Entonces, p' 5 D - C, D 2 2C+ 1. Ahora, para todo x E Ve, 
r+ (x )  n Ve # 0; en caso contrario sean xl, . . . , xa, S vértices adyacentes desde 
x, y f, E F el vértice a mínima distancia de xi, 1 5 i 5 6. Entonces, como 
IFI < 6 habría dos caminos diferentes de longitud C, a saber, xxi + f, y 

xxj + fj, donde i # j, fi = fj, 10 cual contradice la definición del parámetro 
C. Este hecho implica que Vb-e = 0 puesto que G es bipartito. Ademh, el 
máximo cardinal de Ve U V'-,-, se puede reducir en al menos K - 2 unidades. 
En efecto, dado x E Ve, sea 21,. . . , x6 S de sus vecinos de salida. Algunos de 
ellos deben estar en Ve, 10 que significa que existe un fi E F tal que d(x, fi) = 

C + 1, y un f j  E F tal que d(x, fj) = C. Por 10 tanto, FO = F í l  U. # 0 y 

FI = F n Ul # 0. Sea FO = {fi,.  . . , fa),  FI = . . , f,) y consideremos 
10s dos casos siguientes. 

(b.1) Si el diámetro D es impar, sabemos que 10s vértices de la misma parte 
están a 10 sumo a distancia D - 1. De aquí que, 10s caminos cortos ft + fi, 
t = 2,. . . , a ,  y ft --t f,, t = a + 1,. . . , K - 1 deben ser de longitud 5 D - 1. 
Estos carninos deben tener algún arco (pt, a t )  con su vértice inicial pt en algún 
3, O 5 jt 5 D-C- 1, y su vértice terminal en algún V,,, O 5 it 5 t. De hecho, 
debe ser O 5 jt 5 D - C - 2 o O 5 it 5 C - 1; de 10 contrario, si Pt E VA-,-, y 
at E Ve, tendriamos que D -  1 2  d(ft, f )  = d(f t ,p t )+l+d(a t ,  f )  2 D, donde 
f = fi o bien f = f,, 10 cua1 es una contradicción. Vamos a considerar 10s 
siguientes casos: 
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Si, paraalgúnt, Pt E I/;:, O < jt < D-e-2, entonces Iq:+lI L rcAjt+l-1, 

asi pues, IVA-,-, 1 < KA D-e-1 - 1. 

e Si, para algún t, Pt E VA-e-1, entonces cut E V,, con O L i < L - 1 y, 
como antes, <  KA^ - 1. 

e Si, existen t l , .  . . , t b  tales que Pt, = = Ptb = ,Ot E VA-e-l, entonces 
<  KA^-^-^ - (b - I) ,  de aquí que at E V,, O < i L e - 1, y IVA-e-ll - 

lVel + lVA-e-lI L rc(Ae + A"-"') - b. 

Por 10 tanto, de 10 anterior concluimos que, para cada Pt, t = 2, . . . , a,  a + 
1, . . . , rc - 1, el máximo cardinal del conjunto Ve U VA-,-, puede reducirse en 
al menos uno. Asi, 

~ { p ( A , e )  +p(A, D - C - 1) - 2) + 2. 

(b.2) Si el diámetro D es par, 10s vértices de diferentes partes están a 
10 sumo a distancia D - 1. Por eso, ahora consideramos 10s caminos cortos 

ft + fi,  t = a + 1,. . . , K  - 1, y ft + f,, t = 2,. . . , a .  Entonces, razonando 
como antes, obtenemos el resultado deseado. 

(ii) Cuando S = 2, sea F = {f) un conjunto desconectador de orden 
minimo. Entonces p > e +  1; de otro modo, si p = debe ser I'+(x) n # 8 
para todo x E Ve, porque hay un Único camino corto desde x a f de longitud L. 
Pero en este caso sea x1 E r+(x)  n Ve, entonces d(xl, f )  = y habria un camino 
desde x a f de longitud e, y otro camino xx' + f de longitud e+ 1,lo cua1 no es 
posible en un digrafo bipartito. Por 10 tanto, L+1 < p < p' < D-p 5 D-e-- 1, 
D > 2C+2. Además, para todo x E V,, debe ser I'+(x) nV, = 0; de otro modo 
tendriamos un camino desde x a f de longitud p y otro de longitud p + 1, 10 
cua1 es imposible en digrafos bipartitos. Entonces IV,I < y. Análogamente, 

para todo y E V;,, I'-(y) n Vi = 0, y de aquí que IV;.I 5 $. Asi pues, 
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donde la Última desigualdad es debida a que la función f (p) = AP + AD-'" es 
decreciente en el interval0 [e+ 1, D - e - 11. 

En el siguiente corolario damos una condición suficiente sobre el número 
de vértices para que un digrafo bipartito G tenga máxima conectividad. 

Corolario 3.2.2 Seu G un digrafo bipartito con parámetro e, diámetro D, 
orden n, grados máximo y minimo A y 6 respectivamente, y conectividad K. 

Entonces, K. = 6 si 

(i) 6 > 3 y n > (6- l){p(A,e) +p(A,D - L -  1) - 2) +2; 

( i i )6=2 y n > n ( A , e ) + p ( A , D - l - l ) - l + ~ { A e + ' -  AD-e-l}. ¤ 

Además, si G es d-regular obtenemos la siguiente condición para que G sea 

maximalmente conectado. 

Corolario 3.2.3 Seu G un digrafo bipartito d-regular con parámetro e, diá- 
metro D, orden n, y conectividad K. Entonces, 

(i) K. = d si d > 3 y n > dD-e + de+' - 2d + 2; 

(22) K. = 2 si d = 2 y n > 3(2e + 2D-e-2 - 1). ¤ 

Nótese que cuando l = 1, el resultado anterior mejora la condición de Aider 
(3.15). Disponemos de algunos ejemplos particulares que muestran que este 
resultado es el mejor posible. Por ejemplo, la Figura 3.3 muestra un digrafo 
bipartito 3-regular con diámetro D = 3, cuyo orden es n = dD-'+d2-2d+2 = 

14 y tiene conectividad K = 2. Otros ejemplos de digrafos bipartitos 2-regulares 
se muestran en la Figura 3.4. 
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Figura 3.5: Un digrafo bipartito 3-regular de 16 vértices con diámetro D = 4 
y arco conectividad X = 2 

Cuando e =  1, el resultado anterior mejora la condición de Aider (3.16). La 
Figura 3.5 muestra un digrafo bipartito 3-regular con diámetro D = 4,  orden 
n = dD-2 + d2 - 2 = 16 y arco conectividad X = 2, 10 que demuestra que este 
resultado es el mejor posible. 

Sea G un digrafo bipartito d-regular (d > 1) de orden n, diámetro D, y 

l ( G )  = C. De 10s resultados anteriores deducimos las siguientes condiciones 
suficientes para que el digrafo línea k-iterado sea maximalmente conectado. 

Corolario 3.2.6 Seu G u n  digrafo bipartito d-regular, d > 1, con parámetro 
e, diámetro D ,  orden n, vértice y arco conectividad tc y X respectivamente. 
Entonces, 

dD-e - 2d + 2 
( i )  K(L") = d si k > logd n-de+l ' 

dD-e-1 - 2 
(ii) X ( L ~ G )  = d si k > log, n-de+l 
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De este corolario deducimos 10s siguientes resultados que deben ser comparados 

con (3.17) y (3.18). 

Para cualquier digrafo bipartito G con arco conectividad X < 6 podemos 
obtener una cota superior sobre el número de vértices usando un razonamiento 

directo similar al empleado en la demostración del Teorema 3.2.1. 

Teorema 3.2.7 Seu G un digrafo bipartito con parámetro e, diámetro D, or- 

den n, grados máximo y minimo A y 6 > 1 respectivamente, y arco conectividad 
A. Entonces, 

Demostración. Sea E un conjunt0 arco desconectador de orden minimo de 
G, i.e. I El = X y G - E está deconectado. Consideremos 10s conjuntos de 
vértices F', F",VW, V+, 1/,, O 5 i 5 u, y T', O < j 5 u', definidos en la 
Seción 1.5. Luego u + u' + 1 < D y podemos suponer u < u'. Como en el 
Teorema 3.2.1, se demuestra (ver [29]) que si u < e - 1 entonces IEl = X 2 6, 

contradiciendo nuestra hipótesis. Es decir, podemos suponer que u > e y, por 
10 tanto, U 5 U' 5 D - U - 1 5 D - e - 1. 

(a) u > e +  1. Entonces u' 5 D - u - 1 < D - e - 2. Si VL-e-2 = 0, ésto 
es, si u' 5 D - - 3, el orden n = [VI de G debe satisfacer 

Si VL-,-, # 0 podemos considerar un vértice y E Vh-e-2. Como todos 10s 
caminos desde x E V, a y, deben atravesar E, debe ser d(x, y) 2 d(x, F') + 1 + 
d(FN,y) = u + l + D - e - 2  2 D. Por 10 tanto, u =  e + l .  Además, paratodo 
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x E Ve+', P ( x )  C Ve; en caso contrario, sea x' E P ( x )  n Como antes, 

todos 10s caminos desde x' a y deben atravesar E y también d(x1, y) = D. 

Entonces, deberiamos tener dos caminos desde x a y, uno de longitud D y el 
otro, xx' -t y, de longitud D + 1, 10 cua1 es imposible en un digrafo bipartito. 

Luego, para todo x E Ve+', P ( x )  c Ve, 10 cua1 implica que 1 5 $ 1 ~ 1 .  De 
modo similar, probamos que para todo vértice y E Vh-e-2, r-(9) C Vh-,-, y 
por 10 tanto IV'-e-21 5 +/V;) -~-~I .  De esta manera obtenemos que, 

ya que Ae+' - (S - l)AD-e-2 5 (2 - 6)Ae+' 5 O, porque D 2 21 + 3. 

(b) v = C. Entonces v' 5 D - C - 1, D > 2 l +  2. Ahora, para todo x E Ve, 
r+(x)  n # 0; de otro modo contradeciriamos la definición del parámetro 

e. Este hecho implica que = 0, puesto que si existiese un vértice y E 

tendriamos que, para todo x E Ve, d(x, y) 2 d(x, F')+l+d(F1', y) = D. 

Considerando x' E r+(x)  n fi, y puesto que todos 10s caminos desde x' a y 
deben atravesar E, obtendriamos que d(xl, y) = D, 10 cua1 contradice el hecho 

de que G es bipartito. 

Es interesante observar que, ya que n 2 F, el teorema anterior también 
implica 10s resultados del Corolario 3.2.4 y en consecuencia también 10s del 
Corolario 3.2.5. El próximo corolario da una condición suficiente sobre el 
número de vértices para que cualquier digrafo bipartito tenga máxima arco 
conectividad. 

Corolario 3.2.8 Seu G un digrafo bipartito con parámetro e, diámetro D, 
orden n, grados máximo y minimo A y 6 > 1 respectivamente, y arco conec- 
tividad A. Entonces, 
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Tabla 3.2: Condiciones suficientes para que un digrafo bipartito d-regular tenga 
conectividades Óptimas 

Kider [I] 

Capitulo 3: 

Fhbrega 
y Fio1 [21]: 

Capitulo 3: 

X = 6 si n > (6- l){p(A,E) +p(A, D-E-  2)). rn 

Finalizamos esta sección con la Tabla 3.2 en cuyas entradas figuran tanto 

10s resultados conocidos en cuanto a digrafos bipartitos mencionados en la 
introducción, como 10s que hemos ido obteniendo en este capitulo. Obsérvese 
la mejora obtenida en cada uno de 10s casos. 

K = d 

n > 2(dD-I - 1) 

n > dD-e + de+l - 2d + 2 y d 2 3 

n > 3(2e + 2D-e-2 - l ) y d = 2  

D 5 2E 

D 5 
E + logd(n - de+l) 

3.3 Grafos bipartitos densos 

X = d 

n > 2dDd2 

n > dD-e-l + de+l - 2 

D 5 2 E + 1  

0 5  
E + 1 + logd(n - de+l) 

Sea G = (V, A) un grafo bipartito con orden n, grado máximo A, grado mínimo 
6 > 1, diámetro D, girth g, conectividad K ,  y rama conectividad A. Recuérdese 
que, en este caso, la cota de Moore para el número de vértices es 

( 2 D ,  A = 2  

En el caso que nos ocupa, es decir grafos no dirigidos, 10s estudios llevados 
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a cabo sobre la conectividad en función de parámetros tales como el orden, el 
grado minimo y máximo y el diámetro han sido realizados por diversos autores. 

Por ejemplo en [20] Esfahanian probó las siguientes condiciones suficientes para 
obtener Óptimas conectividades. 

X = 6 si n > (6- l){p(A- 1, D -  2) + A ) .  (3.20) 

Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat en [53] mejoraron estas condiciones probando 
las siguientes. 

Tarnbién demostraron que estas condiciones son las mejores posibles, al menos 
para X = K = 6 y valores pequeños del diámetro. Teniendo en consideración 

otro parámetro básico del grafo, como es el girth g, 10s mismos autores pro- 
baron en [52] y [53] condiciones suficientes sobre el diámetro que se describen 
a continuación para alcanzar máxima conectividad y que pueden verse como 
un corolario de (3.5) y (3.6). 

D 5 g - 2, g impar; 
tc=Ssi  

D 2 9 - 3 ,  g par; 

D 2 g - 1, g impar; 
X = S s i  

D I g - 2 ,  gpar. 

Asímismo demostraron que estas condiciones son las mejores posibles para 
girth 4 y 6 2 5, y para grafos con girth impar. En el Capitulo 4 veremos que 
estas condiciones pueden ser ligeramente relajadas y que la cota para girth par 
y 6 1 4, puede ser mejorada. 

En [24] se agruparon las ideas anteriores relacionando todos 10s parámetros 
mencionados para obtener las siguientes condiciones suficientes que implican 
máxima conectividad. 
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donde C = 191. Nótese que como cualquier grafo simple tiene girth g 2 3,  
(3.23) y (3.24) implican 10s resultados de Esfahanian (3.19) y (3.20) respecti- 

vamente. En [25] se mejoraron estos resultados para grafos con girth g 2 5, 
(& 2 2).  En este caso las condiciones suficientes pueden ser escritas como sigue. 

En cuanto a grafos bipartitos d-regulares A'ider [l] probó 10s siguientes 

resultados. 

n = d si n > 2d(d - 1)D-2, cuando D 2 3; (3.27) 

X = d si n > 2((d - 1)D-2 + d2 - d ) ,  cuando D 2 5. (3.28) 

Como un corolario de (3.17) y (3.18) se obtienen las siguientes condiciones 
sobre el diámetro para alcanzar conectividades Óptimas, ya que en el caso de 
grafos bipartitos el girth es siempre par. 

D S g - 2  * n = 6 ;  
D < g - I = +  X=6. 

El resultado principal de esta sección es el siguiente teorema que propor- 
ciona una cota superior sobre el número de vértices de aquellos grafos bipar- 
titos que no poseen máxima conectividad. Como un corolario de este teorema 
obtenemos condiciones suficientes de tip0 mixto para alcanzar conectividades 
Óptimas. 

Teorema 3.3.1 Seu G = (V, A), V = UoUUl, un grafo bzpartzto con parámetro 
C ,  diámetro D ,  orden n, grados máximo y minimo A 2 3 y 6 respectivamente, 
y conectividad n. Entonces, 

Demostración. Sea F, V-, V+, V,  y V,' como en el Teorema 3.2.1. Con- 
sideremos también la siguiente notación: sea F = { f i , .  . . , f,), 1 < a ( f j )  = 
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Ir(fj)nV-l < A; 1 I ~ ' ( f j )  = Ir(fj)nV+l < A, donde a(fj)+al(fj) < A, ésto 
es, al(fj) < A - a(fj). Para cada f j  E F se definen 10s siguientes conjuntos, 

K ,  = {X E Kld(x,fj)  = i ) ,  1 5  j 5 K., 1 5  i 5 p. Entonces, tenemos 
n n 

IKI I C (K,j( 5 C a(fj)(A - l)i-l. Análogamente, para cada 1 < i 5 p', 
j=l j=l 

Bajo las condiciones anteriores, se prueba en [21] y también en [29] que, 
si p < e - 1, entonces IFI = K. 2 6, contradiciendo nuestra hipótesis. Luego 
podemos suponer p 2 l y, por 10 tanto, p < p' < D - p 5 D - e. 

(a) p 2 l + 1, Vh-,-, = 0, ésto es, p' 5 D - e - 2. Entonces el orden 
n = [VI de G debe satisfacer 

5 a(fj)p(A - 1, p - 1) + 5 (A - a(fj))p(A - 1,Z - 1) + f i  < 
j=l j=l 

K. + K.An(A - i, D - l - 3) I K { ~ ( A  - i, e - i )  + p(A - 1, D - e - i)); 
puesto que p I p' 5 D - l - 2, y 

An(A-1,D-e-3)  5 (A-1)2n(A-1,D-e-3) < n ( A - l , D - e - I ) ,  
porque A 2 3. 

Si V,&,-, # 0, del mismo modo que para digrafos considerando y E Vh-e-l, 
obtenemos que d(x, y) = D para todo x E V, y asi p = e + 1. Es decir, 
r (x)  c K, r (y )  c Vh-,-,. Este hecho implica que 

IG+ll I YIKl, IVA-e-11 S Ylvb-e-21. 
Por 10 tanto, 
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El lado derecho de la desigualdad anterior es máximo cuando ~ ( f j )  = 1, 
debido a que C 5 D - - 2. En consecuencia, 

P(A - i, D - e - 1) + +{(A - i)[ - (6 - I)(A - i)D-e-l} 

< p(A - 1, D - e - 1). 

(b) Cuando p = e, igual que en digrafos, tenemos r ( x )  í l  Ve # 0 y entonces 
Vh-e = 0. Por 10 tanto, 

Esta expresión es máxima cuando a(fj) = 1, puesto que ahora C 5 D - C - 1. 
Entonces, 

Como para grafos bipartitos 2 C  + 2 = g, el teorema anterior puede ser 
reescrito en términos del girth como 

n < 6 + n  5 n{p(A- l , F ) + p ( A -  l , D -  f)}. 

Corolario 3.3.2 Seu G un grufo bipartit0 con girth g, diámetro D, orden 
n, grado máximo y minimo A 2 3 y 6 respectivamente, y conectividad n. 
Entonces, 

n =  6 si n > (6- l){p(A- I , ~ ) + ~ ( A -  l , D -  f)}. 

El siguiente teorema da una cota superior sobre el número de vértices para 
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un grafo bipartito G con rama conectividad X < 6 ,  cuya demostración es 
análoga al Teorema 3.2.7. 

Teorema 3.3.3 Seu G un grafo bipartito con parámetro e, diámetro D,  orden 
n, grados máximo y minimo A 2 3 y 6 respectivamente, y rama conectividad 
A. Entonces, 

Este resultado puede ser también reescrito en términos del girth del siguiente 
modo. 

Corolario 3.3.4 Seu G un grafo bipartito con girth g ,  diámetro D, orden n, 
grados máximo y minimo A 2 3 y 6 respectivamente, y rama conectividad A. 
Entonces, 

X = 6 si n > ( 6 -  l ) {p (A-  I,?) + p ( ~ -  1, D -  9)). H 



Capitulo 4 

Conectividad y diámetro 
condicional en digrafos y grafos 

4.1 Introducción 

Las condiciones de Tipo (b) descritas en la Introducción general demuestran 
que si el diámetro D de un grafo G es suficientemente pequeño en comparación 
con su girth, entonces es maximalmente conectado, ,y 10 mismo ocurre para 
digrafos. Precisando más, si el diámetro D de un digrafo G satisface D 5 21- 1 
entonces G tiene máxima conectividad ; y si D 5 2l, entonces alcanza m a m a  
arco conectividad. En este capitulo estudiamos condiciones similares para que 
un digrafo alcance conectividades Óptimas; estas condiciones están dadas en 
términos de 10 que llamaremos diámetro condicional o P-diámetro de G. Este 
parámetro mide cuán alejados pueden estar dos subdigrafos de un digrafo dado 
satisfaciendo una propiedad P, por 10 tanto el diámetro condicional generaliza 
el concepto de diámetro estándar. Además en la Última sección veremos que 
estas condiciones pueden ser ligeramente relajadas cuando 10s digrafos son 
bipartitos. Los resultados para el caso no dirigido se obtienen como corolarios 
del caso dirigido. En particular, cuando g = 3, obtenemos algunos resultados 
dados por Plesník and Znám, [49]. Por Último obtenemos una cota inferior para 
las conectividades de un grafo con girth par y grado minimo suficientemente 
grande. 
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El trabajo que desarrollamos en este capitulo extiende 10s estudios realiza- 
dos por Plesník y Znán en [49] para grafos y por Fhbrega y Fio1 en [21] en el 

siguiente sentido. Los primeros mostraron que la condición de Tipo (b) dada 
por Plesník en [47] 

D L 2  X=6, (4.1) 

podia ser ligeramente debilitada, es decir, algunas distancia podian ser mayo- 
res que 2. Concretamente demostraron que si en u n  grafo conectado no existen 
cuatro vértices ul, u2, VI, 212 con 

entonces X = S .  Además demostraron que esta condición es la mejor posible, 
dando el grafo de la Figura 4.1. 

Figura 4.1: Un grafo con 6 = 2, X = 1 para el cual existen cuatro vértices a 
distancia 3 

Consecuencia inmediata del anterior resultado es que si u n  grafo conectado 
G contiene u n  vértice vo tal que d ( x ,  y )  5 2, para todo X ,  y E V(G) \ {uo), 

entonces X = 6. 

La demostración del resultado (4.2) es por contradicción, es decir suponiendo 
X < 6 se demuestra que a distancia uno del desconectador deben existir, en 
cada uno de 10s fragmentos, más de dos vértices, 10 que contradice la suposición 
sobre las distancias. En vista de estos resultados nos planteamos estudiar si la 
condición 

D s g - 1  X=6, (4.3) 
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se podia debilitar, ya que la condición (4.1) es un caso particular para el girth 
minimo de un grafo, g = 3. Más alin, nos planteamos si se podia debilitar la 
condición 

D 5 2 l  X=6, (4.4) 

que corresponde al caso general de digrafos, teniendo en cuenta además que el 
parámetro l acota las distancia de 10s vértices de cada uno de 10s fragmentos 
al desconectador, y por 10 tanto el caso distancia uno estudiado por Plesník y 
Znám corresponde al parámetro l = 1. La repuesta es afirmativa, tanto para 

el caso de arcos como para el caso de vértices. Desarrollaremos estos estudios 
en la segunda sección de este capitulo, Corolarios 4.2.5 y 4.2.8. 

Por otra parte el resultado (4.1) implica las condiciones suficientes debidas 
a Chartrand [17] 

y a Lesniak [44] 

6(x) + 6(y) L n - 1 

para todo par de vértices x, y no adyacentes. 

Goldsmith y Entriger [33] observaron que para alcanzar conectividades 
Óptimas es suficiente que para cada vértice de grado minimo, la suma de grados 
de 10s vértices de su vecindad sea suficientemente grande. 

[f12 - [ f ]  para todo n par y 

E 6 ( ~ )  2 para n impar n 5 15, (4.7) 
Y E ~ ( X )  [;I2-7 p a r a n i m p a r n 2 1 5  

Las relaciones que existen entre todas estas condiciones son las siguientes: 
(4.7) implica (4.5) pero es independiente de (4.6) y (4.1). De hecho, el grafo 
de la Figura 4.2(a) verifica (4.6) y (4.1), pero no (4.7); por otro lado el grafo 
de la Figura 4.2(b) verifica (4.7) pero no (4.1) ni (4.6). 

Bollobás en [15] demostró un resultado referente a la secuencia de grados 

de un grafo, este resultado es uno de 10s más tipicos: si la secuencia de grados 

di 2 d2 2 . . . 2 dn = 6 de un grafo G con n 2 2 verifica 
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(a) ( b )  

Figura 4.2: Relación entre (4.1)) (4.6) y (4.7) 

para cada k con 1 5 k 5 miri{[;] - 1,6), entonces X = S. 

Aunque el resultado (4.8) implica (4.5) si n es par, en general es indepen- 
diente de (4.5)-(4.7). Esto puede verse con ayuda de 10s grafos de la Figura 
4.3(a) y (b). La Figura 4.3(a) verifica (4.5)-(4.7)) pero no (4.8) y la Figura 

4.3(b) verifica (4.8) pero no (4.5)-(4.7). 

(a) ( b )  

Figura 4.3: Relación entre (4.5)-(4.7) y (4.8) 

Definimos a continuación el diámetro condicional, introducido en [Iol, que 
nos permitirá obtener nuevas condiciones suñcientes para alcanzar conectivi- 
dades Óptimas. Como se definió en el Capitulo 1.1 dados dos subdigrafos de 
un digrafo G, GI, G2 c G, la distancia de G1 a G2 se define como 

La distancia entre dos subconjuntos de vértices VI, V2 c V, denotada por 
d(Vl, V2), se define análogamente y, claramente, d(G1, G2) = d(V(G1), V(G2)). 
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Si uno de 10s subdigrafos o conjuntos de vértices, por ejemplo G1 o VI, consiste 

en un vértice aislado x, escribiremos d(x, G2) o d(x, fi), respectivamente. 

Definición 4.1.1 Dada una propiedad P de un par de subdigrafos G1, G2 de 
G llamamos diámetro condicional o P-diámetro a 

Dp = D(G, P) = max (d(G1, G2) : GI, G2 verifican P). 
Ci,GzCG 

Por ejemplo, si P es la propiedad de que Gi, i = 1,2 sea trivial (es decir, 

vértices aislados) el diámetro condicional Dp coincide con el diámetro estándar 
D. 

Similares notaciones y definiciones se aplican para el caso no dirigido. 

4.2 Conect ividad y diámet ro condicional 

Como hemos explicado en la introducción, algunas de las condiciones sufi- 
cientes para alcanzar conectividades Óptimas requieren que el digrafo tenga 
un diámetro pequeño en comparación con el girth o el parámetro C. Asi 

mismo se conocen cotas inferiores para las conectividades cuando se considera 
el parámetro C,. Por ejemplo, en [21] y [26] se probó que si G es un digrafo 
con grado minimo 6 > 1, diámetro D, parámetro C, y conectividades IS y A, 
entonces 

Este resultado tiene corolarios interesantes tanto para grafos como para di- 
grafos. Ver Jolivet [43], Plesník [47], Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [52, 531, 
y las referencias mencionada anteriormente [21, 261. Además, se pueden 
obtener algunas mejoras de estos resultados si se tienen en consideración otros 
parámetros relevantes asociados al digrafo G. Por ejemplo, en [25, 71 el or- 
den de G se tiene también en consideración. En esta sección mostramos que, 
sin ninguna otra información más sobre G, las condiciones de (4.9) y (4.10) 
pueden ser generalizada usando algunos diámetros condicionales en lugar del 
estándar D. El resultado principal de esta sección es el siguiente teorema. 
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Teorema 4.2.1 Seu G un digrafo con grado minimo S = min{S+,S-) > 1, 
parámetro C,(G) = C,, y conectividades n y A. Entonces, 

(a) si K < 6-.rr existen dos subdigrafos inducidos GI, G2 C G, con S+(G1) > 
S+ - n y S-(Gz) 2 S- - n, tales que d(G1, Gg) > 2E,; 

(b) si X c 6-.rr existen dos subdigrafos inducidos GI, G2 c G, con b+(G1) > 
S+ - X y S- (G2) > 6- - A, tales que d(G1, G2) > 2.4 + 1. 

Demostración. Sea G = (V, A) un digrafo. Podemos suponer que G # K; 
ya que, por definición, n(K;) = S(K;) = n - 1. Para probar (a), sea F un 
conjunto desconectador de orden mínimo de G, es decir IFI = n y G - F 
est6 desconectado. Consideramos 10s conjuntos V-, V+, V,, O 5 i 5 p, y 1.;', 
O 5 j 5 p' definidos en la Sección 1.5. Sin pérdida de generalidad podemos 
suponer p 5 p' (de otra forma, usamos el digrafo invers0 de G). 

Bajo las hipótesis anteriores, se demuestra en Teorema 2.5.1 del Capitulo 
2 tomando s = 1 que si p 5 C, - 1 entonces n = /FI > S - .rr, 10 que 
contradice la hipótesis. De aquí que podamos suponer que p > L,. Con- 
sideramos el conjunto no vacio V(e,) = {x E V- ; d(x, F) > e,). A&- 
mamos que cada vértice x del subdigrafo G1 inducido por V(e,) tiene grado 
de salida S&, (x) > 62 - n. El resultado es trivial si d(x, F) > e,, ya que 

entonces P ( x )  c V(G1). Por 10 tanto, podemos suponer que d(x, F) = e,. Si 
S&, (x) = lI'+ (x) n V(C,) 1 < 66 (x) - n, el vértice x tiene al menos n + 1 vecinos 
de salida en denotémoslos por xl, x2, . . . , xn+l. Además, para cada xi,  

1 5 i 5 n + 1, sea fi el vértice de F a mínima distancia desde x,. Como 
/FI = n < S, debe verificarse f, = fj para algún i # j, y por 10 tanto exis- 
tirían dos caminos cortos diferentes x + fi de longitud e,, 10 que contradice 
la definición de este parámetro. Por 10 tanto, S&(x) 2 SZ(2) - n > 6; - n 
como habiamos afirmado. Similarmente, como p' 1 p 2 e,, el subdigrafo G2, 
inducido por el conjunto de vértices V1(e,) = {x E V+ ; d(F, x) 2 e,), sat- 
isface SV(G2) 2 S- - n. Finalmente, como cualquier camino desde V- a V+ 
atraviesa F, d(G1, G2) 2 d(V(Gl), F) + d(F, V(G2)) > 2C,. 

(b) Sea E un conjunto de arcos desconectador de G de cardinal mínimo, 
ésto es IEI = X y G - E esta desconectado. Consideramos 10s conjuntos V-, 
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V+, F', F", 1/,, O 5 i 5 u, y O 5 j 5 u', supongamos u 5 u'. De forma 
análoga al caso de 10s vértices se demuestra que si u 5 e,- 1 entonces X > 6-n, 

de donde podemos asumir u > e,. Entonces, usando la misma notación que en 

el caso (a), y razonando similarmente, se demuestra que 10s digrafos inducidos 

G1 = (V(l,) ) y G2 = ( V'(C,) ) satisfacen 6+(G1) 2 6 + - A, S-(G2) > 6- - A, 
y d(G1, G2) 2 2% + 1, como habiamos afirmado. 

En este punto, para obtener nuevas condiciones suficientes que aseguren 
conectividades Óptimas, es útil considerar algunos diámetros condicionales. Sea 
en primer lugar, D,, O 5 u 5 6, el P-diámetro, donde P es la propiedad de que 

ambos digrafos GI, G2, sean inducidos y con grados mínimos 6+ (GI), 6- (G2) 2 
u. Con esta notación, observemos que Do r D y, claramente, forman una 
sucesión decreciente comenzando en D 

Corolario 4.2.2 Seu G un digrafo con grado minimo 6, parámetro e,, y conec- 
tividades tc y A. Entonces, 

(a) K > 6 - n si D,+l 5 21, - 1; 

(b) X > 6 - T  si D,+l 5 2C,. 

Demostración. (a) Supongamos que G tiene K 5 6 - n - 1. Entonces, 
por el Teorema 4.2.l(a), existen dos subdigrafos inducidos GI, G2 tales que 

6+(G1) > 6'-K 2 6 ' - 6 + ~ + 1  > ~ + 1 ,  6-(G2) 2 ~ + 1 ,  y d(G1,G2) 2 2&, 
contradiciendo la hipótesis sobre D,+l. El caso (b) se demuestra similarmente 
usando el apartado (b) del Teorema 4.2.1. 

Notése que, por (4.11), el Corolario 4.2.2 implica 10s resultados ya cono- 
cidos (4.9) y (4.10). Consideramos ahora el caso n = O. Debido a que cada 
subdigrafo no trivial, S+ 2 1 o 6- 2 1, contiene un ciclo dirigido, haremos uso 
del diámetro condicional DC Dp, donde la condición P es ahora ser un ciclo 
dirigido. 
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Corolario 4.2.3 Seu G un digrafo con grado minimo 6, parámetro Co = C, y 
conectividades K y A. Entonces, 

(a) K = 6 si DC 5 21- 1; 

(b)A=6siDc<2C.  rn 

Cuando el girth g del digrafo es conocido, el Corolario 4.2.2 conduce al siguiente 
resultado, el cua1 muestra que la conectividad o arco conectividad es al menos 

6 - T, incluso si existen algunos vértices con excentricidad mayor o igual que 
2$ 6 21, + 1, respectivamente. Precisando más, dado un conjunto de vértices 
S c V, sea Ds el P-diámetro, donde P es la propiedad de que 10s digrafos Gi, 
i = 1,2, sean un vértice de V \ S. 

Corolario 4.2.4 Seu G un digrafo con grado minimo 6, parámetro e,, girth g 
y conectividades K y A. Seu S c V un conjunto de g + ~ -  1 vértices. Entonces, 

(a) K 2 6 - T si Ds 5 21, - 1; 

(b) X 2 6 - T  si Ds 5 21,. 

Demostración. (a) Supongamos que K 5 6-T-1. Entonces, por el Corolario 
4.2.2(a), D,+l 2 21,. Por 10 tanto, existen dos subdigrafos inducidos G1, G2, 

con 6+(G1) 2 n + 1, 6- (G2) 2 T + 1, y tales que d (GI, Gz) 2 2C,. De aquí que 
Gij i = 1,2, contiene un ciclo de longitud al menos g, ya que G tiene girth g. 
Además, si x E V(Gi)  es un vértice de este ciclo, entonces, existen al menos 
T vértices adyacentes desde el vértice x en Gi diferentes de 10s vértices del 
ciclo. Por consiguiente, lGil 2 g + T, i = 1,2. Sean xj  e yj, 1 5 j 5 g + T 

vértices diferentes de GI y G2, respectivamente. Entonces, d(xj,yj) 2 2% 
para cualquier j, y por 10 tanto al menos un vértice de cada par {xj, yj) debe 
pertenecer a S, 10 que conduce a la contradicción IS1 2 g + T. El caso (b) se 
prueba análogamente usando el Corolario 4.2.2(b). rn 

Cuando T = O obtenemos las siguientes condiciones suficientes para obtener 
conectividades Óptimas. 



Conectividad y diámetro condicional 67 

Corolario 4.2.5 Seu G un digrafo con grado minimo 6 > 1, parcimetro E, 
girth g y conectividades K y A. Entonces, 

(a) K = 6 si Ds 5 2C - 1 para algún S c V, IS1 = g - 1; 

(b) X = 6  si Ds 5 2E para algún S C  V, ( S ( = g -  1. 

Obsérvese que este resultado extiende el dado en [49] como un corolario de 
(4.2). 

Para el caso no dirigido podemos obtener resultados análogos a 10s ante- 
riores. Para el10 recordemos que para un grafo G con girth g, se verifica que 

l E la = 1 9 1 .  Entonces, obtenemos de las ecuaciones (4.9) y (4.10) que 

i 9-2 ,  gimpar 
K = S  s i D 5  

9 -3 ,  !?Par; 

i 9-1 ,  gimpar 
X = 6  s i D 5  

9 - 2, g Par. 

Estas cotas fueron dadas por Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [53]. El Teo- 
rema 4.2.1 nos proporciona 10s corolarios correspondientes al caso no dirigido, 
con 10s cambios obvios. 

Corolario 4.2.6 Seu G un grafo con grado minimo 6, girth g y conectividades 
K y A. Entonces, 

i g - 2, g impar 
(a) K = 6 si D1 5 

9 -3,  g par; 

(b) X = 6  si D1 5 g - 1, g impar 
9 - 2 ,  gpar, 

donde el diámetro condicional D1 mide la máxima distancia entre todos 10s 
subgrafos inducidos no triviales, ya que en el digrafo simétrico asociado G* se 
satisface 6+(G*) = 6-(G*) = 6(G). 

Este corolario puede darse también en términos del diámetro del grafo linea 
LG donde cada vértice representa una rama de G, y dos vértices son adyacentes 
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si y s610 si las correspondientes ramas 10 son en el grafo original. Consideremos 

las ramas {xl, yl), {x2, y2) E E (G). Entonces, la distancia entre 10s correspon- 
dientes vértices de LG satisface dLG(xlyl, x2y2) = dc((x1, yl), 1x2, y2)) + 1, y 
por eso, en términos del diámetro condicional, D(LG) = D1 + 1. Utilizando 

esta relación podemos obtener el siguiente corolario. 

Corolario 4.2.7 Seu G un grafo con grado minimo 6, girth g, y conectividades 
K. y A. Entonces, 

(a) K. = 6 si D(LG) 5 g - 1, g impar 
9 - 2 ,  gpar; 

(b) X = 6 si D(LG) 5 g impar { i'- 1, g PUT. . 
Estos resultados generalizan 10s dados por Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat, 

(4.12) y (4.13)) en términos de D(G) en lugar de D(LG) y en 10s cuales las co- 
tas superiores son una unidad menor que en el Corolario 4.2.7. En particular, 
como g 2 3, obtenemos que cualquier grafo cuyo grafo linea tenga diámetro 
5 2 (respectivamente < 3) tiene máxima conectividad, (respectivamente rama 
conectividad). El resultado referente a la rama conectividad generaliza el dado 
en [47], estableciendo que cualquier grafo con diámetro 2 es maximalmente 
rama conectado. 

Para obtener el corolario correspondiente al diámetro condicional Ds debe- 
mos tener en cuenta que dado un grafo G, el correspondiente digrafo simétrico 
G* tiene girth g(G*) = 2 y paiametro e(GL) = 1-1. Asi pues, s610 po- 
dremos suponer que existe un vértice con excentricidad mayor o igual que 2e- l 

o 2e. 

Corolario 4.2.8 Seu G un grafo con grado rninimo 6, girth g y conectividades 
n y A. Entonces, 

i g - 2, g impar 
(a) K. = 6 si Dv 5 para algún v E V; 

9-37 9pa r  

i g - 1, g impar 
(b) X = 6 si Dv 5 para algún v E V. w 

9 -  2, g Par 
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Como, para cualquier grafo, g > 3, el caso anterior (b) nos dice que si 
existe un vértice v tal que d(x, y) 5 2 para cualquier x, y E V \ {u), entonces 

X = S. Este resultado fue dado por en [49]. 

El resultado anterior puede ser mejorado en el caso de girth g par, ésto es, 
podemos considerar más de un vértice con excentricidad mayor o igual a g - 2 
o g - 1. Además, probamos que las condiciones suficientes dadas en (4.12) y 
(4.13) pueden ser también mejoradas para grafos con grado minimo S 5 4 y 
girth par. De hecho Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [53] demostraron que 
estas condiciones eran las mejores posibles para girth impar o 6 > 5. 

Teorema 4.2.9 Seu G un grafo con girth par g, diámetro D y conectividades 
K y A. 

(a.1) Si K < 2 y S  = 2, entonces D > g; 

(a.2) si K < 6 y S = 3,4, entonces D > g - 1; 

(a.3) si K < 6 y 6 > 5, entonces o bien D > g - 1, o D = g - 2 y existen 
dos subgrafos inducidos GI, G2 C G, con S(G1), 6(G2) > S - K + 2, tales que 
d(G1,G2) = g - 2. 

(b.l) Si X < 2 y S = 2 ,  entonces D 2 g+1;  

(b.2) si X < S y 6 = 3,4, entonces D 2 g; 

(b.3) si X < S y S 2 5, entonces o bien D > g, o D = g - 1 y existen 
dos subgrafos inducidos G1, G2 c G, con S(GI), S(G2) 2 S - X + 2, tales que 
d(G1, G2) = g - 1. 

Demostración. (a) Usando la misma notación que en la demostración del 
Teorema 4.2.1, tenemos que p > C = 9. Si p > C + 1 o pf 2 C + 1, entonces 
D 2 g - 1. Por 10 tanto podemos suponer que p = pf = C. En este caso 
veremos que se verifican las siguientes condiciones: 

(i) Para cada x E Ve, Ir(x) n 2 2 y para cada y E &', Ir(y) n &'I > 2, 
10 que implica. que S > 3. 

(ii) Si existen un vértice x E Ve y un vértice f E F, tales que d(x, f )  = C y 
d(x, F - { f)) > C + 1, entonces D > g - 1. 



70 Conectividad y diámetro condicional en digrafos y grafos 

Para demostrar (i) sean x E Ve, xi, 1 5 i 5 6, 6 de sus vértices adyacentes 
y fi el vértice de F a mínima distancia desde xi. Como IFI < 6, existen dos 
vértices fi = f j  = f ,  para ciertos i # j. Entonces se forma un ciclo de longitud 
al menos I f * xixxj * f 1 > 2C + 2 = g, 10 cual implica que d(f, xi) 2 C 
y d(f, xj) > C. Por 10 tanto Ir(x) n Vel > 2. El razonamiento sobre y E es 
similar. Por 10 tanto si 6 = 2 debe verificarse p > C + 1 y p' > C + 1, 10 que 
demuestra el caso (a.1). 

Para probar (ii) supongamos que D = g - 2 y que existe un vértice x E &, 
un vértice, por ejemplo, fi E F tales que d(x, fi)  = C y d(x, F - {fi)) > C +  1. 
Entonces, se verifica que para cada y E V,', d( fi,  y) = C. De otra forma, 
d(x, y) > 2C + 1 = g - 1, ya que todos 10s caminos desde x a y atraviesan 
F y al menos una de las dos distancias, d(x, F) o d(F, y), debe ser > C + 1, 
10 que contradice nuestra suposición sobre el diámetro. Ahora, consideremos 

y1 E 5' y sea y2 E I'(yl) n V,'. Tenemos que d(fl, yi) = L, i = 1,2, 10 que es 
una contradicción ya que g = 2C + 2. Por 10 tanto D 2 g - 1. 

Notése que si 6 = 3,4, (i) implica que existe un vértice en & satisfaciendo 
la hipótesis (ii), 10 que demuestra el caso (a.2). 

Para probar el caso (a.3) consideremos el conjunt0 no vacio Ve, supongamos 
D = g - 2. Entonces la hipótesis (i) implica que II'(x) í l  Ve-1 1 < K - 1, ya 
que I'(%) n Ve # 0. Además, (ii) implica Jr(x)  n Ve-l 1 5 K - 2, de otra forma, 

II'(x) n Ve-l 1 = K - 1 por 10 que deberia existir un vértice y E r ( x )  n Ve, 
verificando la hipótesis (ii), y de aquí D > g - 1, lo que es una contradiccción. 
Por 10 tanto, Ir(x) n 5 tí - 2. De donde, el subgrafo G1 inducido por 
tiene grado minimo (x) = Ir(x) í l  1 2 - K + 2. (El razonamiento sobre 
G2 =< Vé' > es similar). 

(b) Se demuestra de forma análoga al caso (a). 

Como consecuencia de (ii) obtenemos una cota inferior para las conectivi- 
dades de un grafo con girth par y grado minimo 6 > 5. 

Corolario 4.2.10 Seu G un grafo con girth par g, grado minimo 6 2 5, 
diámetro D y conectividades K y X respectivamente. Entonces, 
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(a) ~ 2 4  si D s g - 2 ;  

( b ) X 2 4 s i D s g - 1 .  

Para grafos con girth par y grado minimo 6 5 4 obtenemos la siguiente 
generalización de las condiciones (4.12) y (4.13). 

Corolario 4.2.11 Seu G u n  grafo con girth par g, grado minimo 6 s 4,  
diámetro D y conectividades K y X respectivamente. Entonces, 

( a . l ) ~ = 2 s i S = 2  y D s g - . 1 ;  

(a.2) K =  S s i 6  = 3 ,4  y D s g - 2 ;  

(b . l )  X = 2 si S =  2 y D s g. 

(b .2)X=S s i S = 3 , 4  y D s g - 1 .  

Cuando el grado minimo de un grafo con girth par es 6 2 5, utilizando el 
Teorema 4.2.9 en lugar del Teorema 4.2.1 y teniendo en consideración algunos 
diámetros condicionales podemos escribir las siguientes generalizaciones de 10s 
corolarios anteriores. Por ejemplo, usando el diámetro condicional D, podemos 
enunciar el siguiente resultado. 

Corolario 4.2.12 Seu G u n  grafo con grado minimo 6 > 5, girth par g, y 
conectividades K y A. Entonces, 

( a ) n = ¿ i s i D s g - 2  y D 3 s g - 3 ;  

( b ) X = S s i D L g - 1  y D 3 L g - 2 .  

Este resultado es independiente del dado en (4.12), ya que considerando 
dos grafos bipartitos y Ka,* y añadiendo a todos 10s vértices de 
excepto uno del conjunt0 de partes de cardinal 6+1, todas las ramas desde estos 
vértices a 10s vértices de K6,a obtenemos un grafo que tiene D = 2, D3 = 1 
y g = 4 ,  ver Figura 4.4. Luego, el grafo asi construido verifica la hipótesis 
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del anterior corolario pero no (4.12). Por otra parte el grafo de la Figura 4.5 

nos proporciona un ejemplo particular que muestra que esta cota es la mejor 
posible, ya que tal grafo tiene grado minimo 5, girth g = 4, conectividad K, = 4 
talque D = g - 2 = 2 y  D 3 = g - 2 = 2 .  

Figura 4.4: Un digrafo satisfaciendo el Corolario 4.2.12 

En el siguiente resultado mostraremos que para un grafo con girth par g y 
grado minimo 6 la conectividad y la rama conetividad son Óptimas, incluso si 
existe un conjunt0 de hasta 2 p ( 2 , 9 )  - 1 vértices con excentricidad mayor o 
igual que g - 2 y g - 1, respectivamente. Para el10 recordemos que el minimo 
número de vértices de un grafo con estas caracteristicas es 2p(6- 1, ), donde 
p(6, D)  = 1 + 6 + . . -  +SD. 

Corolario 4.2.13 Seu G un grafo con grado minimo 6 2 5, girth par g, 
y conectividades K, y A.  Seu S un subconjunto de vértices tal que IS1 = 

2 p ( 2 , 9 )  - 1. Entonces, 

Demostración. (a) Si D 5 g - 3 el resultado es cierto por (4.12). Entonces, 
podemos suponer D = g - 2. Sean GI, G2 dos subgrafos inducidos de G con 
6(G1) 2 3 y 6(G2) 2 3, y supongarnos que están a distancia d(G1, G2) 2 g - 2. 
Los grafos Gi, i = 1,2, tienen girth al menos g y grado minimo al menos 3, 
ya que G tiene girth g. Por 10 tanto, [Gil 2 2p(2, T ) ,  i = 1,2. Sean x j  y yj, 
1 5 j 5 2 p ( 2 , 9 )  vértices diferentes de GI y G2 respectivamente. Entonces, 
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Figura 4.5: Un grafo con S = 5, D = 2, D3 = 2, K = 4 

d(xj, yj) 2 g - 2 para cualquier j, y por 10 tanto al menos uno de cada par 
ix j l  yj} debe pertenecer a S, 10 que conduce a la contradicción IS1 2 2 p ( 2 , 4 ) .  
Como consecuencia, D3 5 g - 3 y el Corolario 4.2.12(a) se verifica. El caso 
(b) se demuestra análogamente usando el Corolario 4.2.12(b). 

4.3 Conectividad y diámetro condicional en 
digrafos bipart itos 

Parece natural preguntarse si 10s resultados de la sección precedente pueden 
ser mejorados con más información sobre la estructura de 10s digrafos conside- 
rados. En particular, 10s trabajos de Plesník y Znám [49], Volkmann [54, 551 
y 10s dados en [22, 71 sugieren que éste es el caso en el que 10s digrafos son 
bipartitos. Asi, en esta sección usamos 10s resultados de la sección previa para 
obtener nuevos resultados sobre conectividad para tal caso. 

Concretamente en el trabajo de Plesník y Znám mencionado en la sección 
precedente se dió el siguiente teorema, que puede verse como una extensión de 
(4.2). Si en un grafo bipartit0 se verifica una de las siguientes condiciones 

(i) D 5 4 y ninguno de 10s conjuntos de partes contiene cuatro vértices 
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UI, u2, vl, va tales que d(u1, u2), d(u1, v2), d(v1, ~ 2 ) ,  d(%, 212) = 4. 

(ii) Existe una parte U con d(x, y )  5 2 para todo x, y  E U, 

entonces X = 6.  

Además demostraron que la hipótesis D 5 4 no se puede suprimir; por otra 
parte esta condición no es suficiente si el resto de (i) no se verifica (ver Figura 
4.6). 

Figura 4.6: Ilustración de (4.14) 

Como consecuencia immediata del anterior teorema se obtienen las siguien- 
tes condiciones suficientes para que un grafo bipartito alcance rama conectivi- 

dad Óptima. 

e Si  D 5 4 y en algún conjunt0 de partes U existe u n  vértice tal que 
d(x, y) 5 2 para todo x, y E U \ {uo), entonces X = 6. 

e Si D 5 3, entonces X = 6. 

La condición (4.14) (ii) implica también la condición suficiente dada por 
Volkmann [55] 

En esta sección veremos que, usando de nuevo algunos diámetros condicionales, 
las condiciones suficientes para que un digrafo bipartito alcance Óptimas conec- 
tividades dadas en [22] 
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pueden ser relajadas sin modificar sus implicaciones. Notése que, en este caso, 
las cotas superiores sobre el diámetro son una unidad mayor que las cotas 
dadas en (4.9) y (4.10) para digrafos generales y K = O. Esto es debido a que 
entre dos vértices de un digrafo bipartito, no hay caminos cuyas longitudes 

difieran en una unidad, por 10 tanto s610 podemos considerar el parámetro e, 
con K = 0. 

Dado un digrafo bipartito G con conjunt0 de vértices V = U. U UI, sea 
D,,,, p, q E {O, 1)) el diámetro condicional donde P es la propiedad de que 

G1 y Gz sean vértices simples que pertenezcan a 10s conjuntos de partes Up y 
U,, respectivamente, no necesariamente distintos. Asi, D,,, mide la máxima 
distancia entre vértices de 10s correspondientes conjuntos de partes. Además, 

D,,, es par (respectivamente impar) si y s610 si p = q (respectivamente p # q). 
Tarnbién es fácil verificar el siguiente lema. 

Lema 4.3.1 Seu G = (V, A),  V = U. U Ul, un digrafo bipartito. Entonces, 

(zi) D 5 min D,,, + 2. 
P,,E{O,~) 

Demostración. (i) Demostraremos uno de 10s casos, por ejemplo, ID,, - 
D,,,l 5 2. Sean x, y E U,, x' E U, n r+(x),  y' E U, n I'-(y), entonces 
d(x, y) 5 d(x1, y') + 2 5 D,,, + 2. De donde para cada par de vértices de 
U, existe un camino de longitud a 10 sumo D,,, + 2, y por 10 tanto D,,  5 
D,,, + 2. La demostración de que D,,, < D,, + 2 es similar. Es decir, se 
verifica I D P ,  - D,,, 1 5 2. 

(ii) Sean x, y E G, supongamos por ejemplo que min D,,, = Dllo. En- 
P,,E{O,l) 

tonces, si x E UI, y E U. tenemos que d(x, y) 5 Dl,o. Si x E UI, y E UI, sea 
y' E I'-(y), de donde d(x, y) 5 d(x, yl)+l  L Dl,o+l. Si x E U0 y y E UI, sem 
x' E r+(z) y y' E I'-(y), entonces d(x, y) 5 d(xf, y') +2 5 Dl,0+2. Por Último 
si x, y E Uo, sea x' E r+(x) ,  d(x, y) 5 d(xf, y) + 1 5 Dl,0 + 1. Por 10 tanto, 
para cada par de vértices del digrafo existe un camino de longitud a 10 sumo 
Dl,o + 2 y de aquí que D 5 min D,,, + 2. Para 10s otros casos procedemos 

P , ~ E { O , ~ )  
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de forma análoga. 

El grafo bipartito de la Figura 4.7 muestra que, en general, (ii) no es una 

igualdad, ya que en este caso D = 3, Dlll = Do,0 = 2, Dl,0 = Do,1 = 3, 
mientras que min D,,, + 2 = 4. 

P,,E{O,~) 

Figura 4.7: Un grafo con D = 3, Dl,1 = Do,0 = 2, Dl,0 = Do,l = 3 

Proposición 4.3.2 Seu G un digrafo bipartito con conjuntos de partes U,, 
p = 0,1, grado minimo 6, parámetro C, y conectividades K y A. Entonces, 

(a) K = S si D,,, 5 2C - 1 para algún p, q E {O, 11, p # q; 

(b) X = S si D,, 5 2C para algún p E {O, 1). 

Demostración. Probaremos s610 (a), el caso (b) se demuestra similarmente. 
Supongamos que G verifica 6 5 6 - 1. Entonces, por el Teorema 4.2.1 (a), 
existen dos subdigrafos bipartitos inducidos G1, G2 tales que 6+(G1) > 1, 

6-(G2) 2 1 y d(G1, G2) > 2C. Esto significa que ambos digrafos bipartitos, 
G1 y G2, contienen al menos un vértice de cada conjunt0 estable, que deno- 
tamos por x i ,  E V(Gi) n U,, i = 1,2, p = 0 , l .  Pero entonces, las distancias 

d ( ~ ~ , ~ ,  x ~ , ~ )  y d(xltl, x ~ , ~ )  deberian ser al menos 2C + 1 (ya que son vértices de 
diferentes conjuntos de partes). De donde D,,, 2 2C + 1 para cualquier p, q, 
p # q, 10 que contradice la hipótesis. 

Notése que las condiciones sobre el diámetro dadas en (4.16) y (4.17) im- 
plican que D,,, 5 2C - 1 para cualquier p, q, y D,, 5 2C para cualquier p 
respectivamente (pero no inversamente). Por 10 tanto, la proposición anterior 
generaliza 10s resultados (4.1.6) y (4.17). 
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Como en el caso generd, la conectividad o arco conectividad de un di- 
grafo bipartito es máxima, incluso si existen algunos vértices con excentricidad 
mayor o igual que 21 + 1 o 2 l +  2 respectivamente. Para probar ésto, conside- 

ramos de nuevo el diámetro condicional Ds, ésto es el P-diámetro, donde P 
es la propiedad de ser vértices de V \ S. 

Corolario 4.3.3 Seu G u n  digrafo bipartito con conectividades n y A, y girth 
g. Seu S C V u n  conjunt0 de g - 1 vértices. Entonces, 

(a) n = 6 si Ds 5 21; 

(b) X = S si Ds 5 2 l +  1. 

Demostración. Sean G1 y G2 dos subdigrafos inducidos de G con S+(G1) 2 
1, S-(G2) 2 1 y supongamos que d(G1, G2) 2 21. Como G tiene girth g, par, 
tenemos (Gj n Up( 2 q ,  para j = 1,2, p = 0 , l  Sean x i ,  E V(Gl) n U,, 
Pis E V(G2) n U,, para 1 5 i 5 q ,  p = 0 , l .  Entonces, 2 2 l +  1 
y d(xi,1, yiIo) 1 21 + 1 para cualquier i. De la hipótesis deducimos que un 
vértice de cada par debe pertenecer a S, 10 que es una contradicción, ya que 
[SI = g - 1. Por 10 tanto Dl 5 21- 1 y podemos aplicar el Corolario 4.2.2(a). 
El caso (b) se prueba análogarnente usando el Corolario 4.2.2(b). 

Si en lugar de aplicar simplemente el Teorema 4.2.1, que concierne a di- 
grafos generales, demostramos un teorema análogo aunque especifico de di- 

grafos bipartitos, podemos obtener más información de las caracteristicas es- 
peciales de éstos. 

Teorema 4.3.4 Seu G un digrafo bipartito con grado minimo 6 > 1, parámetro 
e, diámetro D, y conectividades n y A. 

(a) S i  n < S, entonces o bien D > 2l  + 2, o D = 2 l +  1 y existen dos 
subdigrafos bipartitos inducidos GI, G2 C G, con @(GI) > S+ - n + 1 y 
6- (G2) 2 6- - n + 1, tales que d(G1, G2) 2 21; 

(b) S i  X < S, entonces o bien D 2 2 l +  3, o D = 2L + 2 y existen dos 
subdigrafos bipartitos inducidos Gl,G2 C G, con 6+(G1) L 6+ - X + l  y 

SV(G2) 2 6- - X + 1, tales que d(G1,G2) 2 2 l +  1. 



78 Conec tividad y diáme tro condicional en digrafos y grafos 

Demostración. (a) Sea G = (V, A), V = UoUUl, un digrafo bipartito. Usan- 
do la misma notación que en el Teorema 4.2.1, tenemos que p 2 C. Supongamos 
primer0 que (pf 2 ) p  2 C + 1, entonces D 2 2p 2 2C + 2. Supongamos ahora 

que p = C y p' 2 C + 1. Sea x E Ve, entonces P ( x )  n # 0. De otra forma, 
sean xi E Ve-1, 1 5 i 5 6, 6 de sus vecinos de salida. Y sea fi el vértice de 
F a mínima distancia desde xi, 1 5 i 5 6. Como IFI < 6, se verifica que 
f, = f j  para algún i # j, entonces deberían existir dos caminos diferentes 
de longitud C desde x hasta fi, contradiciendo la definición del parámetro C. 

Asi pues, sea x1 E Ve n r+(x). Tenemos que d(x,y) y d(xl,y) 2 2C + 1, 
para cualquier vértice y E por 10 tanto una de las anteriores distancias 
debe ser mayor o igual que 2C+ 2, ya que x y xl pertenecen a diferentes 
conjuntos de partes. De donde D 2 2C + 2. Finalmente supongamos que 
p = pf = C y D = 2C + 1. Consideremos el conjunt0 no vacío Ve. Afirmamos 

que cada vértice x del subdigrafo GI inducido por tiene grado de salida 
66, (x) 2 6; - K + 1. (El razonamiento sobre G2 = ( ) es similar). Si 
66, (x) = I I" (x) n Ve 1 < 6; (s) - K+ 1, el vértice x tendria al menos K vecinos de 
salida en Ve-1, denotémoslos por xl, x2,. . . , xn. Ahora, para cada xi, 1 5 i 5 K, 

sea fi el vértice en F a minima distancia desde Xi. Razonando como en el 

primer caso obtenemos que fi n P ( x )  # 0. Asi pues, sea y E n P ( x )  y 
consideramos el vértice f E F a minima distancia desde y. Se debe verificar, 
f = fi, para algún 1 5 i 5 K, entonces deberan existir dos caminos diferentes 
desde x hasta f , uno de longitud C y el otro de longitud C+ 1,lo que es imposible 
en un digrafo bipartito. Por 10 tanto, 66, (x) 2 (x) - K + 1 2 6; - K + 1 
como habiamos afirmado. Finalmente, como cualquier camino desde V- hasta 
V+ atraviesa F, d(G1, G2) 2 d(V(G1), F) + d(F, V(G2)) 2 2C. 

De la demostración del anterior teorema podemos deducir una cota inferior 
para la conectividad de un digrafo bipartito. 

Corolario 4.3.5 Seu G = (V, A) un digrafo bipartito con grado minimo 6 2 2, 
parámetro C, diámetro D y conectividades K y A. Entonces, 

(a) K 2 2 si D 5 2C+ 1; 



Conectividad y diámetro condicional en digrafos bipartitos 79 

Cuando 6 = 2, el Corolario 4.3.5 proporciona condiciones suficientes para 
obtener máximas conectividades. Además estas condiciones son las mejores 
posibles. Para demostrarlo, consideramos dos ciclos de longitud par 2C+ 2, y a 
continuación identificamos un vértice de cada ciclo. El digrafo obtenido tiene 

diámetro D = 2C + 2, parámetro e, grado minimo 6 = 2 y conectividad K = 1. 
Para el caso de la arco conectividad es suficiente unir 10s dos ciclos por una 
rama entre dos vértices de diferentes conjuntos de partes. 

Como un corolario del Teorema 4.3.4 y utilizando el diámetro condicional 
D,, O 5 u 5 6, definido como en la Sección 4.2, obtenemos un resultado 
análogo al Corolario 4.2.2, para n = O, pero en este caso la condición esta 
dada sobre el diámetro D2, ya que en el teorema 10s digrafos inducidos que se 
determinan tienen grados una unidad mayor que en el caso general. 

Corolario 4.3.6 Seu G un digrafo bipartit0 con grado minimo 6, parámetro 
e, y conectividades K y A. Entonces, 

(b) X = 6 si D 5 2C + 2 y D2 < 2C. 

Demostración. Probaremos s610 el caso (a). Si D < 2C el resultado se 
deduce de (4.16), por 10 tanto podemos suponer D = 2C + 1. lbzonamos por 
contradicción, supongamos que K 5 6 - 1. Entonces, por el Teorema 4.3.4(a), 
existen dos subdigrafos inducidos GI, G2 tales que 6+(G1) 2 6+ - tc + 1 2 2, 
6-(G2) 2 2, y d(G1, G2) 2 2C, 10 que contradice la hipótesis. 

Consideramos ahora un subconjunto de vértices, S(p, q) c Up U U, para 
p, q E {O, 1) y sea Dsb,,) el P-diámetro, donde P es la propiedad de que 
GI,  G2 sean vértices de Up \ S(p, q) n U, y U, \ S(p, q) n U,, respectivamente. 
Entonces obtenemos el siguiente resultado. 

Corolario 4.3.7 Seu G un digrafo bipartit0 con grado minimo 6, parámetro 
E, girth g, diámetro D y conectividades tc y A. Sea S(p, q) un subconjunto de 
vértices de cardinal ;. Entonces, 

tc = 6 si D < 2C+ 1 y Ds(,,,) < 2C - 1 para algún p, q, p # q. 
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X = S si D 5 2C + 2 y Ds(,,,) 5 2C para algún p = 0 , l .  

Demostración. Para probar (a) supongamos que la hipótesis es cierta para 
p = O y q = 1, por ejemplo. Si D 5 2C el resultado se deduce de (4.16), por 10 

tanto podemos suponer D = 2C+ 1. Sean G1 y G2 dos subdigrafos inducidos 

tales que @(GI) 2 2, 6-(G2) 2 2 y d(G1, G2) 2 2C, entonces [GP n UqI 2 ; + 1 
para p, q = 0 , l  (no necesariamente diferentes), ya que G tiene girth g. Sean 

Xi,  Pi, 1 5 i 5 ; + 1, vértices de Gl n U. y G2 n UI respectivamente. Entonces 

d(xi, yi) 2 2C+ 1, ya que xi, yi pertenecen a diferentes conjuntos de partes. Por 
10 tanto, al menos uno de cada par debe pertenecer a S(0, I), 10 que conduce 
a la contradicción IS(0,l) 1 2 ; + 1. Luego el Corolario 4.3.6(a) se verifica y 

K = S. 

(b) Se demuestra de forma análoga al caso anterior. 

Corolario 4.3.8 Seu G un digrafo bipartito con grado minimo S, parámetro 
e, girth g, diámetro D y conectividades tc y A. Seu S un subconjunto de g + 1 
vértices. Entonces, 

(a) K = S si D 5 2C + 1 y Ds 5 2C. 

Demostración. (a) Si D 5 2C el resultado se sigue de (4.16), por 10 tanto 
podemos suponer D = 2C + 1. Sean G1 y G2 dos subdigrafos inducidos tales 
que S+(G1) 2 2, S-(G2) > 2 y d(G1, G2) 2 2C, entonces IGj n UqI 2 $ + 1 para 
j = 1,2, q = 0,1, ya que G tiene girth g. Sean xi,, E GI n U,, y i ,  E G2 fi U,, 

1 < i 5 $ + 1, p = 0 , l .  Entonces d(xi,,, yi,q) 2 2C + 1, ya que xilPj Yilq 

pertenecen a diferentes conjuntos de partes. Por 10 tanto, al menos uno de 
cada par debe pertenecer a S, 10 que conduce a la contradicción IS[ 2 g + 2. 
De donde el Corolario 4.3.6(a) se verifica y tc = S. La demostración de (b) es 
análoga utilizando el Corolario 4.3.6(b). 

Como en el caso general de digrafos, 10s resultados anteriores tienen tarnbién 
sus correspondientes corolarios para grafos bipartitos. Recordemos en primer 
lugar que en el caso no dirigido bipartito el girth es siempre par y que g = 2C+2. 
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Corolario 4.3.9 Seu G u n  grafo con grado minimo 6 ,  girth g,  y conectividades 
K y A. Entonces, 

(a) 6 = 6 si DP,, 5 g - 3 para algún p, q E {O, 1 ) )  p # q; 

(b) A = 6 si D P ,  < g - 2 para algún p E {O, 1 ) .  

Como g 2 4 para cualquier grafo bipartito G, una consecuencia del caso (b) 
es que, si para algún conjunt0 estable U, la distancia entre 10s vértices de U no 
es mayor que 2, entonces G es maximalmente rama conectado. Este resultado 
fue probado por Plesník y Znám [49, Th.S.l(ii)], como ya mencionamos en 
la introducción, ver (4.14). Como corolario, estos autores demostraron que 
cualquier grafo bipartito con diámetro D 5 3 es maximalmente rama conectado 
(un resultado que puede ser obtenido también como un corolario de (4.17)). 
Teniendo en cuenta que el girth del digrafo simétrico asociado es g(G*) = 2, 

tenemos que: 

Corolario 4.3.10 Seu G u n  grafo bipartito con grado minimo 6 ,  girth g,  y 
conectividades K y A. Entonces, 

(a) K = S si d(x, y )  < g - 2 para todo x, y E V \ {u); 

(b) A = S si d(x,y) 5 g -  1 para todo x,y E V \  {u). 

Los corolarios que se derivan del Teorema 4.3.4 son 10s siguientes. 

Corolario 4.3.11 Seu G un grafo bipartito con grado minimo 6 ,  girth g,  y 
conectividades 6 y A. Entonces, 

( a ) ~ = S s i D < g - 1  y D 2 < g - 3 ;  

( b ) X = b s i D < g  y D 2 5 g - 2 .  

Corolario 4.3.12 Seu G u n  grafo bipartito con grado minimo 6 ,  girth g, y 
conectividades 6 y A. Entonces, 
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(a) tí, = S si D 5 g -  1 y d ( x , y )  < g - 3  para todo x E Up\{v),  y E U,, 

p # q ;  

(b) A = S si D < g y d (x ,  y)  5 g - 2 para todo x ,  y E Up \ {v), para algún 

P E { O , l ) .  . 
Notése que sustituyendo en la última condición g = 4 obtenemos que si G 

es un grafo bipartito con D 5 4 y en algún conjunt0 de partes U existe un 
vértice tal que d (x ,  y)  < 2 para todo x ,  y E U \ {u ) ,  entonces A = S. Esta 
condición generaliza la dada por Plesník y Znám como un corolario de (4.14), 
ya que aquí se exigia la existencia de uno de tales vértices en cada uno de 10s 
conjuntos estables. 

Corolario 4.3.13 Seu G un grafo bipartito con grado minimo S ,  girth g, y 
conectividades tí, y A. Seu S un subconjunto de tres vértices. Entonces, 

( a ) t í , = S s i D < g - 1  y D s 5 g - 2 ;  

( b ) A = 6 s i D < g  y D s 5 g - 1 .  . 



Capitulo 5 

Conectividad en digrafos 
S-geodét icos 

5.1 Introducción 

En este capitulo nos proponemos obtener cotas superiores sobre el número 
de vértices para que un (di)grafo o (di)grafo bipartit0 alcance conectividades 
Óptimas. Las condiciones obtenidas son condiciones contrarias a las de Tipo (a) 
y (c), ya que en ellas las cotas sobre el número de vértices son cotas inferiores. 
Tarnbién estudiamos en la última sección condiciones análogas para que un 
digrafo sea super-K o super-A. 

Las nuevas cotas están dadas en términos del parámetro s, es decir el 
máximo entero para el cua1 el digrafo es s-geodético, y del grado mínimo. 
En primer lugar, daremos algunas definiciones que serán de utilidad para el 
desarrollo del trabajo, entre ellas la de fragmento y profundidad. Se tratará 
después de contar el número minimo de vértices de un digrafo s-geodético con 
conectividades no Óptimas, teniendo en cuenta que en este caso la profundidad 
esta acotada inferiormente por s. 

Notése que la condición de Chartrand [17], 

puede ser escrita como una condición de este tipo, es decir n 5 26 X = 6. 
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Como corolarios del resultado principal obtendremos condiciones que hemos 
denominado de tip0 Chartrand para que un digrafo s-geodético tenga conec- 
tividades Óptimas, y en particular cuando s = 1, obtenemos la cota (5.1). 

Introducimos a continuación algunas notaciones y definiciones específicas 
que serán utilizadas en este capitulo. 

Para cualquier entero k 2 0, sean 

el conjunto de vértices a distancia a 10 sumo k desde un vértice x y hacia 
un vértice x, respectivamente; y sean 6l(x) y &(x) sus cardinales. También 
usaremos la siguiente notación referente al conjunto de arcos cuyos vértices 
iniciales están a distancia a 10 sumo k desde x y al conjunto de arcos cuyos 

vértices finales están a distancia a 10 sumo k hacia x: 

n;(x) = {(u,v) E E : d(x,u) 5 k), 

Qk(x) = {(u,u) E E : d(u,x) 5 k), 

= In;(x)I Y = IQi(x)I. 

Dado un conjunto de vértices C,  sean 

r+(c) = U r + ( ~ )  y r-(c) = U r-(x).  
XEC zEC 

Definimos la frontera positiva y la frontera negativa de C y las denotamos por 
d+C y F C ,  respectivamente, como df C = r+(C)  \ C y d-C = F- (C) \ C. 
Para el caso de arcos consideramos conceptos análogos, definidos como la arco- 
frontera positiva y la arco-frontera negativa, w+C = {(x, y) E E : x E C e y E 

V \ C)  y w-C = {(x, y) E E : x E V \ C e y E C). Además denotamos por 
F'= {x E C :  (x,y) E w+C) y por F"= { y ~  V \ C :  (x,y) E w+C). 

Claramente, si C U d+C # V [C U 8-C # V] entonces d+C [a-C] es un 
conjunto desconectador de G. Similarmente, si C es un subconjunto propio no 
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vacio de V, entonces w+C [w-C] es un conjunto desconectador de arcos de G. 
Utilizando estos conceptos podemos definir la vértice conectividad y la arco 

conectividad de un grafo dirigido como 

A = min{(w+CI : C c V, C # 0, V). 

Observemos que en la definición se introduce la condición (CI = 1 para incluir 
en ella a 10s digrafos completos, ya que en éstos 10s únicos conjuntos desconec- 
tadores son 10s vértices adyacentes desde o hacia un vértice y por 10 tanto 
siempre se tiene que C U d+C = V. 

Siguiendo las definiciones dadas por Hamidoune [35, 361, un subconjunto 
C de vértices de un digrafo conectado G con conectividad K, es un fragmento 
positivo de G si ld+Cl = K y R-C # 0, donde R-C = V \ (C U d+C). 
Análogamente, C es un fragmento negativo si Ia-Cl = K y R+C # 0, donde 
ahora R+C = V \ ( F C  U C). Nótese que por definición C es un fragmento 
positivo si y s610 si R-C es un fragmento negativo. Si G tiene arco conectividad 
A, el conjunto de vértices C se llama un cu-fragmento positivo de G si Iw+CI = X 
y, análogamente, C es un cu-fragmento negativo si Iw-C( = A. En este caso, 
sea R-C = V \ C. 

Un vértice x de un cu-fragmento positivo [negativo] C se llama vértice inte- 
rior si ninguno de 10s arcos adyacentes desde [hacia] x pertenece a w+C [w-C]. 
Hamidoune [35] demostró que cada cu-fragmento positivo de un digrafo G con 
arco conectividad menor que el grado minimo de salida 6+(G) contiene un 
vértice interior. Un resultado similar se verifica para cu-fragmentos negativos 
considerando el grado minimo de entrada. Este resultado implica fácilmente 
10s resultados de Chartrand (5.1), Lesniak [44] y Jolivet [43]. 

En este capitulo utilizamos nuevos conceptos inspirados en el de vértice 
interior que nos permitirán dar condiciones de tip0 Chartrand para obtener 
máxima conectividad y que fueron introducidos en [8]. 

Definición 5.1.1 Llamamos profundidad de u n  fragmento positivo C ,  deno- 
tada por p = p(C), a la máxima de las distancias de 10s vértices de C a la 
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frontera positiva de C, 
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p = p(C) = maxd(x, d+C). 
XEC 

Similarmente, la profundidad de un fragmento negativo C es p = p(C) = 

max d(d-C, x). 
XEC 

Con respecto a 10s arcos definimos 10s siguientes conceptos. 

Definición 5.1.2 La profundidad de un cu-fragmento positivo C como 

v = v(C) = maxd(x, F'). 
zEC 

La profundidad de un cu-fragmento negativo C se define análogamente como 

v = v(C) = max d(Ft', x). 
XEC 

Notemos que con estas definiciones todos 10s cu-fragmentos con profundidad 
diferente de cero contienen un vértice interior. 

El valle de un fragmento positivo C es el conjunt0 de vértices x E C tales 
que d(x, d+C) = p(C). El valle de un fragmento negativo o cu-fragmento se 
define de forma similar. 

5.2 Digrafos s-geodét icos maximalmente co- 
nectados 

En esta sección daremos cotas superiores sobre el número de vértices de un 
digrafo para alcanzar conectividad máxima. En primer lugar notemos que en 
un digrafo s-geodético el número de vértices a distancia a 10 sumo s desde un 
vértice dado x, 6; (x), est6 acotado inferiormente por p(6, s), donde 

En el primer lema que presentamos se dan cotas inferiores para la profundi- 
dad de un fragmento o cu-fragmento positivo de un digrafo s-geodético cuando 
éste no tiene conectividad Óptima. 
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Lema 5.2.1 Seu G un digrafo s-geodético con grado mínimo 6 y conectividades 
n y A. Seu C un fragmento o un cu-fragmento positivo de G. 

(a) Si K < 6, entonces p(C) > s y p(R-C) > s; 
(b) si X < 6, entonces v(C) 2 s y v(R-C) 2 s. 

Demostración. (a) Supongamos que p(C) < s y sea x un vértice del valle 
de C. Sean xl, . . ., 2 6 ,  6 de sus vecinos de salida. Para cada xi sea fi el vértice 
en d+C a mínima distancia desde x,. Como C es un fragmento positivo de G, 
se verifica que ld+(C) 1 = n < 6 - 1. De aquí que, f, = f j  para algún i # j, de 
donde deberían existir dos x + f, caminos diferentes de longitud < p + 1 5 s, 

contradiciendo la definición de s-geodético. Considerando el digrafo invers0 de 

G, probamos que p(R-C) > s. 

(b) El caso de 10s arcos se prueba de forma similar teniendo en cuenta que, 
bajo la suposición X = Iw+CI < 6, v(C) no puede ser cero ya que claramente, 

IC( > 1 y si denotamos por p el número de arcos que tienen su vértice inicial 
y final en C se satisface ICI(ICI - 1) > P = CzEc6+(x) - Iw+CI > IC16 - 6, 
entonces ICI > 6. 

Como consecuencia del lema anterior podemos obtener el siguiente, resul- 
tado, el cua1 puede ser obtenido también de 10s resultados dados en [21]. Ver 
Teorema 1.5.1 del Capitulo 1. 

Teorema 5.2.2 Seu G un digrafo s-geodético con grado mínimo 6, diámetro 
D, y conectividades n y A. Entonces, 

(a) n = 6 si D < 2s - 1; 
(b) X = 6 si D < 2s. 

Demostración. (a) Fhzonando por contradicción, supongamos que K, < 6. 
Sean C un fragmento positivo de G y x e y dos vértices pertenecientes al valle 
de C y R-C, respectivamente. Entonces, por el Lema 5.2.1 (a) y teniendo en 
cuenta que d + C  = 8-R-C, D 2 d(x, y) 2 d(x,d+C) + d(d+C, y) = p(C) + 
p(R-C) 2 2s, 10 que lleva a contradicción. 
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(b) Este caso se demuestra análogamente usando el Lema 5.2.1 (b). 

En el anterior lema hemos demostrado que si el digrafo no tiene conectivi- 
dad Óptima la profundidad de cada fragmento est6 acotada inferiormente por 
s .  Este resultado implica que en el digrafo tiene que haber un número minimo 
de vértices, ya que 10s vértices del valle del fragmento están alejados de la 
frontera del mismo. 

Lema 5.2.3 Seu G u n  digrafo s-geodético con orden n y tamaño m, grado 
mínimo S y conectividades K y A. Seu C u n  fragmento o a-fragmento positivo 
de G, y consideramos dos vértices x e y pertenecientes al valle de C y R-C 
respectivamente. 

(a) Si  K < 6, entonces n 2 S;(x) + 6;(y) - K; 

(b) si X < S, entonces m > E:(x) + E;(Y) - A. 

Demostración. Por el Lema 5.2.1 (a), la distancia desde x a cualquier vértice 
v E R-C verifica d (x, u) > d (x, d+C) + d(d+C, u) > s + 1 y, similarmente, 
d(u, y) > s + 1 para cualquier vértice u E C. Por 10 tanto, r:(x) c C U d+C, 

I'; (y) c d+C U R-C y I': (x) n i'; (y) c d+C. De donde, 

La demostración del caso (b) es análoga utilizando el Lema 5.2.l(b) 

El siguiente teorema extiende el Teorema 5.2.2 ya que si el diámetro D 5 
2s - 1 [D < 2s], entonces no hay vértices a distancia mayor que 2s [2s + 11. 

Teorema 5.2.4 Seu G u n  digrafo s-geodético con orden n, tamaño m, grado 
mínimo 6 y conectividades K y A. 

(a) Si  6;(x) + 6;(y) 2 n + 6 para cualquier par de vértices x, y tales que 
d(x, y) > 2s, entonces K = 6; 

(b) si E: (x) + E; (y) > m + 6 para cualquier par de vértices x, y tales que 
d(x, y) 2 2s + 1, entonces X = 6. 
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Demostración. Para probar el caso (a), supongamos K < 6. Entonces, si x 
e y son vértices como en el lema anterior, tendriamos 6:(x) + 6; (y) < n + K < 
n + 6 - 1, contradiciendo la hipótesis. El caso (b) se demuestra de forma 
análoga. 

Como, en un digrafo s-geodético, 6,+(x) y 6;(y) están acotados inferior- 
mente por p(6, s) y, además, €,+(s) > 66; (s) y E; (s) > 66; (x), se verifica el 
siguiente teorema. 

Teorema 5.2.5 Seu G un digrafo s-geodético con grado mz'nimo 6, orden n, 
tamaño m y conectividades IC y A. Entonces, 

(a) K = 6 si n < 2p(6, s) - 6; 
(b)  X = 6 si m < 26p(6, s) - 6. 

Demostración. Para probar (a) supongamos K < 6. De acuerdo con el Lema 
5.2.3, n 3 6,+(x) + 6;(y) - K > 2p(6, s) - 6 + 1, contradiciendo la hipótesis. 
rn 

El resultado establecido en el caso (b) puede ser obtenido como una con- 
secuencia del Teorema 5.2.2(b). De hecho, puesto que m > n6, si m < 
26p(6, s) - 6, entonces n < 2p(6, s) - 1. Asi, dados cualesquiera x, y E V, tene- 
mos que n < 2p(6, s) - 1 < 6: (x) + 6; (y) - 1,lo que implica rf (s) n I'; (y) # 0. 
De donde, d (x, y) < 2s y el diámetro de G satisface D < 2s. Por 10 tanto X = 6. 
De hecho, este argumento prueba que n < 2p(6, s) - 1 es también una condición 
suficiente para alcanzar máxima arco conectividad. 

Las siguientes consecuencias del Teorema 5.2.5 y de la condición anterior 
proporcionan condiciones de tip0 Chartrand para asegurar máximas conectivi- 
dades. 

Corolario 5.2.6 Seu G un digrafo s-geodético con grado mz'nimo 6, orden n, 
tamaño m y conectividades K y A. Entonces, 

6 > n - 2 ,  s =  1, 
(a) K = 6 si 

6 > [ d F l ,  ~ 2 2 ;  
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(b) X = 6 s i 6  2 [+/F]; 

(c) x = 6 si 6 2 .+fil. 

Demostración. Si 6 2 14-1, tenemos que n < 2(bS + 1) 5 2p(6, s) - 6 
suponiendo s L 2, entonces K = 6. Esto prueba el caso (a). El caso (b) se 
demuestra de la misma forma usando que n 5 2p(6, s) - 1. Finalmente, el caso 
(c) se puede ver como una consecuencia de m L n6 y del caso (b). 

Como cada digrafo es al menos 1-geodético, tomando s = 1 en el caso (b) 
del anterior resultado, obtenemos que si el grado mínimo satisface 6 L I?] = 

I;], entonces el digrafo es maximalmente arco conectado. Este resultado 
corresponde a la condición de Chartrand para digrafos, y fue explícitamente 
probado en [17]. Análogamente, tomando s = 1 en el caso (c) obtenemos que 
si 6 L [ f i ] ,  entonces el digrafo es maximalmente arco conectado. 

Para el caso no dirigido todos 10s resultados anteriores se pueden estable- 
cer con 10s cambios obvios. En primer lugar observemos que 10s concep- 
tos introducidos de fragmento positivo, negativo o a-fragmento, se definen 
análogamente, pero en este caso diremos simplemente fragmento y a-fragmento, 
ya que ahora no existen direcciones en 10s arcos. En 10 que respecta a 10s con- 
juntos de vértices a distancia menor o igual que k, k L 0, desdelhacia un 
vértice dado, conjunt0 de ramas o sus cardinales 10s denotaremos sin signo, 

rk(x), b k ( ~ ) ,  nk(x) Y € k ( ~ ) .  

El número minimo de vértices a distancia menor o igual que s de un vértice 
dado, 6,(x), est& acotado inferiormente por P(6, s), donde 

Y el número minimo de ra'mas a distancia menor o igual a s desde un vértice 
dado está acotado por 

cs(x) L ~ P ( S  - 1, S). 

La reformulación del Teorema 5.2.2 es el resultado dado por Soneoka, 
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Nakada, Imase y Peyrat [52, 531, y 10s análogos del Teorema 5.2.4 y del Te* 
rema 5.2.5 son 10s siguientes teoremas. 

Teorema 5.2.7 Seu G un grafo s-geodético con orden n, tamaño m, grado 
minimo 6 y conectividades K y A. 

(a) Si S,(x) + S,(y) > n + S para cualquier par de vértices x, y tales que 
d(x, y) > 2s, entonces K = S; 

(b) si E,(x) + E,(Y) > m + 6 para cualquier par de vértices x, y tales que 
d(x, y) > 2s + 1, entonces A = S. 

Teorema 5.2.8 Seu G un grafo s-geodético con grado minimo 6, orden n, 
tamaño m y conectividades K y A. Entonces, 

(a) K = S si n < 2P(S,s) -S; 
(b) X = 6 si m < 2Sp(S - 1,s) -S. 

Podemos obtener una condición suficiente sobre el número de vértices para 
obtener máxima rama conectividad razonando directamente sobre el número 

de vértices a distancia menor que s desde un vértice del valle en la demostración 
del Teorema 5.2.1. 

n < 2 P ( S , s ) - 1  X=S. 

Tomando s = 1 en esta condición obtenemos el resultado original de Chartrand 
[17]. Esto es, si S > , entonces el grafo es maximalmente rama conectado. 
De forma similar, eligiendo s = 1 en el caso (b) obtenemos que el grafo es 
maximalmente rama conectado si 6(S + 1) > m. 

5.3 Conect ividad en digrafos bipartitos s-geo- 
déticos 

En esta sección realizamos un estudio análogo al de la anterior para el caso de 
digrafos bipartitos s-geodéticos. En primer lugar damos una cota inferior del 
número minimo de vértices que se encuentran a distancia menor o igual que 
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s + 1 de un vértice dado, en un digrafo bipartito s-geodético, denotamos este 

número por pB (S, S + 1). 

Lema 5.3.1 Seu G un digrafo bipartito s-geodético, s 5 D - 1, con grado 
minimo S. Entonces, para cada x E V, 

p+2 - 1 
2 si s es par. 

S2 -1  

Demostración. Sea G = (V, A) ,  V = U. U UI, un digrafo bipartito. Supon- 
gamos que 16A1(x) n Uol > 16Ll(x) n Ull. Si s = 2m, sea y E Ul tal que 
ISLl(y) n Ul 1 sea minimo. E1 número minimo de vértices a distancia i desde 
y es Si, O 5 i 5 s, ya que el digrafo es s-geodético y por 10 tanto todos estos 
vértices deben ser diferentes. De aquí que 

Si s = 2m + 1, sea y E U. tal que 16Ll(y) n Ull sea minimo. Igual que 
en el caso anterior el número minimo de vértices a distancia i desde y es Si, 
O 5 i 5 s. En este caso, 

Como IS&, (x) n U. 1 2 ISLI (x) n Ul I obtenemos el resultado anunciado. 

Obsérvese que la cota anterior también es valida para 6G1(x). 

El siguiente lema es el análogo al Lema 5.2.1. En 61 damos cotas inferiores 
para la profundidad de un fragmento o a-fragmento de un digrafo bipartito 
s-geodético con conectividades no Óptimas. 

Lema 5.3.2 Seu G un digrafo bipartito s-geodético con grado minimo S y 
conectividades K y A. Seu C un fragmento o cu-fragmento positivo de G. 



Conectividad en digrafos bipartitos s-geodéticos 93 

(a) Si n c 6 ,  entonces p(C) 2 s y p(R-C) 2 s. Ademús para cada x, y 
pertenecientes al valle de C y R-C respectivamente, existen u,  v E d+C tales 

que d(x, u )  1 S + 1, d(x, d+C \ { U ) )  2 S, d(v, Y )  2 S + 1, d(d+C \ {u) ,  Y )  2 s. 

(b) Si X < 6, entonces v (C)  2 s y u(R-C) 2 s. Ademús para cada x,  y 
pertenecientes al valle de C y R-C respectivamente, existen u E F', v E FN 
tales que d(x, u )  2 s + 1, d(x, F' \ { u ) )  2 s, d(v, y )  2 s + 1, d(FN \ {u) ,  y )  2 s .  

Demostración. (a) Para demostrar que p(C) 2 s seguimos 10s mismos pa- 
sos que en la demostración del Lema 5.2.l(a). Para demostrar la segunda 
afirmación supongarnos en primer lugar que p(C) 2 s + 1. En este caso la 
afirmación es evidente. Por 10 tanto sea p(C) = s. Supongamos que existe 
un vértice x del valle de C tal que d(x, f )  = s para todo f E d+C, es decir 

d(z,d+C) = s - 1 para todo z E r+(x) .  Sean x l , x ~ ,  . . . ,x6, 6 de sus vecinos 
de salida y sea fi E d+C el vértice a mínima distancia desde xi, 1 5 i 5 6. 
Entonces existe un vértice z E P ( x )  que es del valle de C. En caso contrario, 

si d(xi, F )  = s - 1, 1 < i 5 6 ,  como Id+CI 5 6 deben existir dos caminos de 
longitud s desde x a algún vértice de d+C, 10 que contradice la definición de 
ser s-geodético. Supongamos que es xl. Entonces d(x, f i )  = s + 1, ya que si 
d(x, f i )  = s tendriamos dos caminos desde x hasta f i  a saber, el corto x -+ f i  
y xxl -+ f i ,  uno de longitud s y otro de longitud s + 1, 10 que es imposible 
en un digrafo bipartito. El razonamiento sobre el fragmento negativo R-C es 
análogo. 

(b) Se demuestra análogamente mediante el Lema 5.2.1 (b). 

Como consecuencia de este lema podemos obtener una condición suficiente 
sobre el diámetro para que un digrafo bipartito s-geodético alcance conectivi- 
dades Óptimas. Esta condición puede ser obtenida de 10s resultados dados 
en [22] teniendo en cuenta que el mayor entero para el cua1 un digrafo es 
s-geodético est& acotado superiormente por el valor del parámetro e. 

Teorema 5.3.3 Seu G un digrafo bipartito s-geodético con grado minimo 6 y 
conectividades n y A. Entonces, 

(a) n = S si D 5 2s; 
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Demostración. (a) Razonando por contradicción supongamos que K < 6, y 
sea C un fragmento positivo de G. Sean x e y vértices del valle de C y R-C, 
respectivamente. Además por el Lema 5.3.2 sabemos que existe un vértice 
z E I'+ (x) que es del valle de C, d(x, y) > d (x, d+C) + d(d+C, y) > 2s y 

d(z, y) > 2s, por 10 tanto una de las dos distancias debe ser mayor que 2s + 1. 
Lo que contradice la suposición sobre el diámetro. 

(b) Este caso se demuestra análogamente usando el Lema 5.3.2(b). 

Cuando el digrafo bipartito no tiene conectividad óptima 10s lemas anterio- 
res indican que 10s vértices del valle están alejados del desconectador además 
de proporcionarnos una cota de este alejamiento. Asi pues nos proponemos 
evaluar cua1 es el minimo número de vértices que deben existir en el digrafo. 

Lema 5.3.4 Seu G u n  digrafo bipartito s-geodético con orden n y tamaño m, 
grado minimo y máximo 6 y A, respectivamente y conectividades K y A. Seu 
C u n  fragmento o cu-fragmento positivo de G, y consideramos dos vértices x e 
y pertenecientes al valle de C y R-C respectivamente. 

(a.1) Si  K < 6 y s > 2, entonces n > 6Ll(x) + 6Gl(y) - K(A + 1); 
(a.2) s i &  < 6 y s =  1, entoncesn? 36+1.  
(b.1) Si X < 6 y s > 2, entonces m > E:+,(x) + ~,,(y) - X(A + 1); 
(b.2) si X < 6 y s = 1, entonces m > 4S2 y n > 46. 

Demostración. (a.1) Por el Lema 5.3.2 (a), p(C) y p(RPC) > S .  Si p(C) 
y p(R-C) > s + 1, entonces I':+l(x) C C U d+C, I'Gl(y) c d+C U R-C y 
r:+l(x) n r>,(y) c a+C, ya que en este caso la distancia desde x a cualquier 
vértice v E R-C verifica, d(x, u) > d(x, a+C) + d(a+C, u )  > s + 2 y, similar- 
mente, d(u, y) > s + 2 para cualquier vértice u E C. De donde, 

Si, por ejemplo, p(C) = s y p(R-C) > s + 1. Entonces I?:+, (x) c C U d+C U 

I'+ (PG'), I?,,, (y) c a + C  U R-C, ya que en este caso la distancia desde x a 
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cualquier vértice v E R-C\r+(d+C) verifica d(x, u) 3 d(x, d+C)+d(d+C, u) 2 
s + 2 y, d(u, y) 2 s + 2 para cualquier vértice u E C. Además, si x e y 
pertenecen al mismo conjunto de partes, 

dondeT = {f E d + C :  d(x,f) = s) y T 1 =  {f E d + C :  d(x,f)  2 s + l ) .  
Vamos a demostrar esta última afirmación. Para el10 sea z E rL1 (x) nr;, (y), 
entonces d(x, z) = s + 1 y d(z, y) = s + 1. En caso contrario, si d(x, z) 5 s, se 
cumpliria d(x, y) 5 d(x, z) +d(z, y) 5 2s+ 1, pero como x e y están en el mismo 

conjunto de partes, debe ser d(x, y) 5 2s, 10 que contradice el hecho de que x 
e y están en el valle de C yR-C, respectivamente. Luego, si z E d+C tenemos 
que d(x, z )  = s + 1, y por 10 tanto 10s únicos vértices de d+C que pueden estar 
en la intersección son 10s que hemos denotado como T'. Calculamos ahora una 
cota superior para T' U I'+(T). Sea t' = IT'I, entonces 1 5 t' 5 K, - 1, ya que 
por el Lema 5.3.2 existe un vértice f E d+C que verifica d(x, f )  3 s + 1 y 
d(x, d+C) = s, y ITI = K, - t'. Asi pues, 

Probamos a continuación que si x e y pertenecen a diferentes conjuntos de 
partes, entonces 

r:+l(x) n ~ , I ( Y )  C T U F+(T). 

Para el10 sea z E I':+,(x)nI'>,(y), entonces o bien d(x, z) = s y d(z, y) = s+l, 
de donde z E T ,  o bien d(x, z )  = s+l y d(z, y) = s, en cuyo caso z E r+(T).  En 
caso contrario, si d(x, z) 5 s- 1, tendriamos que d(x, y) 5 2s, 10 que contradice 
que x e y están en el valle de C y R-@ respectivamente. Si d(x, z) = s 

tendriamos que z E d+C y por 10 tanto d(z, y) = s + 1. Si d(x, z) = s + 1 
y d(z, y) = s + 1 llegamos a contradicción ya que x e y están en diferentes 
conjuntos de partes. Calculamos ahora una cota superior para T U  r+(T).  Sea 
t = ITI, entonces 1 5 t 5 K, - 1, ya que por el Lema 5.3.2 existe un vértice 
f E d + C  que verifica d(x, f )  2 s + 1 y d(x, d+C) = s. Asi pues, 



96 Conectividad en digrafos s-geodéticos 

Observemos que este razonamiento es válido para S 2 3, pero para S = 2 
siempre se verifica p(C) y p(R-C) 2 s + 1. 

Supongamos ahora que p(C) = p(R-C) = s y s 2 2. Entonces, r;+',,(x) c 
C u O+C U r+(a+C)  y r&(y) c a+C U R-C U r-(a+C), ya que en este 
caso la distancia desde x a cualquier vértice v E R-C \ r+(a+C) verifica 

d(x, u) 2 d (x, a+C) + d (FC,  u) 2 s + 2 y, d (u, y) 2 s + 2 para cualquier 
vértice u E C \ r-(a+C). Además, si x e y pertenecen a diferentes conjuntos 
de partes 

rZ+,(x) n r;,(y) c T U T' U r + ( ~ )  U r-(T'). 

Para verificar esta afirmación sea z E (x) n I?,+, (y). Entonces, d(x, z) 3 s, 
en caso contrario, d(x, y) 5 d(x, z) + d(z, y) 5 2s) es decir d(x, y) 5 2s - 1, ya 
que x e y están en diferentes conjuntos de partes, 10 que contradice el que x e 
y sean del valle de C y R-C, respectivamente. Si d(x, z) = s o bien z E T y 

d(z,y) = s+1,  o bien z E F-(T') y d(z,y) = s + l .  Sid(x,z) = s + l ,  o bien 
z E T', y d(z,y) = s  o bien z E r+(T) ,  y d(z,y) = s. Asi pues, 

IT UT' U F-(T') U r+(T)I 5 (K - t') + t' + t'A + (K - t1)A = K(A + 1). 

Si x e y están en el mismo conjunt0 de partes y z E r:+,(x) n rGl(y),  
tenemos que si z E T,  entonces d(z, y) = s. Además, como el camino corto 
desde x hasta cada vértice de T es Único, y 10 mismo ocurre para 10s caminos 
cortos desde cada vértice de T a y, s610 un vértice de la salida y otro de 
la entrada de cada vértice de T pueden estar en la intersección. Si z E T', 
entonces d(z, y) = s + 1, por 10 tanto ningún vértice de I'+(T1) ni de F-(T') 
puede estar en la intersección. De donde 

De todas las cotas obtenidas para el cardinal de la intersección obtenemos que 

(a.2) En este caso s = 1. Supongamos en primer lugar p(C) = p(R-C) = 1. 
Sean x E r-(a+C), t = (a+C n r+(x)l, 1 5 t 5 IC - 1, entonces S - t 
vértices deben pertenecer a C. Además cada uno de estos vértices no puede 
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ser adyacente a 10s de d+C n I'+(x), ya que el digrafo es bipartito, por 10 

tanto en C tienen que existir al menos 6 - K + t - 1 vértices diferentes de 10s 
anteriores. De donde ICI > 1 + 6 - t + 6 - K + t - 1 = 26 - K. Análogamente, 
considerando un vértice y E I'+ ( 8 C )  tenemos que I R-CI > 26 - K. Asi pues, 

Si p(C) = 1 y p(R-C) 2 2, entonces razonando como antes ICI > 26 - K. 

Sea y en el valle de R-C, entonces d(d+C, y) > 2, de donde I'-(y) C R-C. 
Además estos vértices no pueden tener todas sus entradas en d+C, ya que el 
digrafo es bipartito. De aquí tenemos que, 

Si p(C) y p(R-C) > 2, razonando como en el caso s 2 2 tenemos que 

La demostración del caso (b) es análoga utilizando el Lema 5.3.2(b). 

Como consecuencia del lema anterior podemos deducir el siguiente teorema 
que nos proporciona condiciones suficientes para que un digrafo bipartito s- 
geodético, con s > 2, tenga conectividades Óptimas. 

Teorema 5.3.5 Seu G un digrafo bipartito s-geodético, s 2 2 con orden n, 
tamaño m, grado minimo 6 y conectividades K y A. 

(a) Si 6L1 (x) + 6;, (y) > n + (6 - 1) (A + 1) + 1 para cualquier par de 
vértices x, y tales que d(x, y) > 2s + 1, entonces K = 6; 

(b) si E:+, (x) + E;+, (y) 2 m + (6 - l ) (A + 1) + 1 para cualquier par de 
vértices x, y tales que d(x, y) > 2s + 2, entonces X = 6. 

Demostración. (a) Supongamos que K < 6, y sean x e y como en el lema 
anterior, tales que d(x, y) 2 2s + 1. Estos vértices existen por el Lema 5.3.2. 
Entonces, S&,(x)+6>,(y) 5 n+K(A+l) 5 n+(6-l)(A+l) ,  contradiciendo 
la hipótesis. 
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(b) Se demuestra análogamente utilizando el lema anterior caso (b) y el 
Lema5.3.2(b). m 

Notése que de nuevo este resultado extiende el Teorema 5.3.3, ya que si el 

diámetro D < 2s [D < 2s + 11 no hay vértices a distancia mayor que 2s + 1 

[2s + 21. 
Para digrafos bipartitos s-geodéticos con s = 1 obtenemos el siguiente 

teorema. 

Teorema 5.3.6 Seu G un digrafo bipartito 1-geodético con orden n, tamaño 

m, grado minimo 6 y conectividades K y A. 

(a) Si n < 36, entonces K = 6; 
(b) si m 5 4b2 - 1, entonces X = 6; 

(c) si n < 46 - 1, entonces X = 6. 

Obsérvese que la condición (c) del lema anterior es la condición dada por 
Volkmann en [55], 

n + l  
6 2 -  

4 
X = 6 .  

Del caso (a) obtenemos una nueva condición de este tip0 para alcanzar vértice 
conectividad Óptima, 

n 
6 3  n = 6 .  

Considerando ahora digrafos bipartitos s-geodéticos con s 2 2 y teniendo 
en cuenta que por el Lema 5.3.1 6Al(x) y 6Gl(y) están acotados por pB(6, s + 
I) ,  y, además, E:+~(X) 2 S69++l(~) y ~>, (y)  2 66z1(y), obtenemos cotas supe- 
riores del orden y el tamaño de un digrafo bipartito s-geodético que aseguran 
máxima conectividad y arco conectividad, respectivamente. 

Teorema 5.3.7 Seu G un digrafo bipartito s-geodético, s 2 2, con orden n, 
tamaño m, grado minimo y mbimo 6 y A, respectivamente y conectividades 
tC y A. 

(a) ~ = 6  si n <  2pB(6,s+1)- (6- l ) ( A + l ) -  1; 
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Demostración. Para probar (a) supongamos que K, < 6. De acuerdo con el 
Lema 5.3.4 n 2 6Ll(x) + &+,(y) - K,(A 4- 1) 2 2pB(6, s + 1) - (S - 1)(A + I), 
contradiciendo la hipótesis. 

Los resultados anteriores se pueden establecer, al igual que para el caso 
general, para grafos bipartitos. Utilizaremos la misma notación que en el caso 
no dirigido general. En primer lugar debemos tener en cuenta que ahora, el 
número mínimo de vértices a distancia i ,  1 < i 5 s, de un vértice dado es 
6(6 - l)i-l, de donde 

y E , + ~ ( X )  2 26pB(6 - 1, S). LOS siguientes teoremas son 10s análogos a 10s 
Teoremas 5.3.5 y 5.3.9, y nos proporcionan condiciones suficientes para que un 

grafo bipartito s-geodético con s 2 2 alcance conectividades Óptimas. Cuando 
s = 1, 10s resultados son iguales a 10s del caso no dirigido, salvo la cota para el 
tamaño m que se divide entre 2, ya que cada dígono se convierte en una rama. 

Teorema 5.3.8 Seu G un grafo bipartito s-geodético, s 2 2 con orden n, 
tamaño m, grado mínimo y mhimo 6 y A, respectivamente y conectividades 
K, ?JA. 

(a) Si 6,+i(x) + 6,+i(y) 2 n + (6 - l )A + 1 para cualquier par de vértices 
x, y tales que d(x, y) 2 2s + 1, entonces K, = 6; 

(b) si E , + ~ ( X )  + E,+~(Y) > m + (6 - 1)A + 1 para cualquier par de vértices 
x, y tales que d(x, y) 2 2s + 2, entonces X = 6. 

Teorema 5.3.9 Seu G un grafo bipartito s-geodético, s 2 2, con orden n, 
tamaño m, grado mínimo 6 y conectividades n y A.  

( a ) n = S  si n 5 2 P B ( 6 , s + 1 ) - ( S - i ) A - 1 ;  

(b) X = S  si m546pB(6-1 ,s ) - (S-1)A-1 .  
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5.4 Superconectividad en digrafos s-geodét i- 
COS 

La superconectividad es una medida de conectividad más fuerte que la estándar 
cuyo estudio ha merecido una atención particular en 10s últimos años, ya que en 
ella se tiene en cuenta la estructura de 10s conjuntos desconectadores. Notése 
que si G # K i  es un digrafo maximalmente conectado cualquier conjunto de 

vértices adyacentes a o desde un vértice x de grado minimo es un conjunto 
desconectador de orden minimo. Similarmente si G es maximalmente arco 
conectado, cualquier conjunto de arcos adyacentes a o desde un vértice de 
grado minimo es un conjunto de arcos desconectador de orden minimo. En 
est e contexto, llamaremos conj unto trivial a tales conjuntos. Siguiendo las 
definiciones dadas en [21], un digrafo G # Ki  se llama super-K si en cada 
fragmento positivo [negativo] C, existe un vértice x tal que d+C es o bien 
P ( x )  o I'-(x) [d-C es o bien P ( x )  o I'-(x)]. Esto significa que cada conjunto 
de corte de orden minimo es trivial. Similarmente, un digrafo maximalmente 
arco conectado es super-A si en cada a-fragmento positivo [negativo] C, existe 

un vértice x tal que w+C es o bien Rof(x) o R,(x) [w-C es o bien Rof(x) 
o R,(x)]; esto es, cada conjunto de arcos desconectador de orden minimo es 
trivial. El estudio de digrafos super-A tiene una particular importancia en el 
diseño de redes fiables, esto es debido a que en 10s digrafos super-A el número 
de conjuntos arco desconectadores se minimiza, ver Soneoka [51]. 

En esta seción damos cotas superiores sobre el número de vértices para que 
un (di)grafo s-geodético sea super-K y super-A. Hasta ahora se han estudiado 
diferentes condiciones análogas a las condiciones de Tipo (a), (b) o (c) para 
obtener estas implicaciones. 

En M. Fio1 [27] encontramos cotas superiores sobre el orden que aseguran 
que el digrafo es super-arco conectado. Estas cotas están dadas en función 
de 10s grados de 10s vértices del digrafo. En esta sección generalizamos éstas 
teniendo en consideración el parámetro s. En el articulo mencionado anterior- 
mente se dan también condiciones sobre el diámetro para que un digrafo sea 
super-A. En el resultado principal se demuestra que, en la mayoria de 10s casos, 
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Figura 5.1: Un digrafo 2 K i  

un digrafo con diámetro 2 es super-A. Las excepciones son digrafos denotados 
por 2K; que describimos a continuación. 

2K; es cualquier digrafo obtenido uniendo dos copias disjuntas de K;, con 
conjuntos de vértices VI y V2, por medio de algunos arcos de tal forma que el 
grado mínimo de 2K; sea 6, y 6+(u) = &-(u) = S para cualesquiera u E Vl 

y v E V2. Notése que, en un digrafo construido de esta forma, cada vértice 
u E Vl[v E V2] es adyacente hacia [desde] exactamente un vértice de V2[Vl], 
y equivalentemente, hay un emparejamiento completo desde Vl a V2. Notése 
también que el digrafo invers0 de 2K;, obtenido invirtiendo las direcciones de 
10s arcos, es de nuevo un 2K;. Por ejemplo, en la Figura 5.1 se muestra un 
digrafo 2K,*, donde cada arco no dirigido representa un dígono. 

Las condiciones dadas en [27] son las siguientes: un digrafo G es super-X si 
se verifica una de las siguientes condiciones, 

(i) D = 2, y G no contiene un digrafo simétrico Kg* con todos sus vértices 

de grado de salida 6 o todos sus vértices de grado de entrada 6; 

(ii) 6+(u) + 6-(u) 2 n para todo par de vértices u, v tales que d(u, u) 2 2, 
y G es diferente de 2K;,,; 

(iii) 6+(u)+6-(u) 2 n+l  para todo par de vértices u, v tales que d(u, u) 2 2. 

La siguiente condición es una simple consecuencia de (iii) 
n 

6 2 L5J + I  + G e s  super-A. 

Obsérvese que la cota es s610 una unidad mayor que la dada por Chartrand 
para alcanzar máxima arco conectividad. 

Otro corolario del resultado anterior, en este caso de (i), es que si G es 
un digrafo con orden n, grado mínimo S, grado máximo A y diámetro D = 2 
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tal que n > 2S + A, entonces G es super-A. Estos resultados fueron probados 
también por T. Soneoka [51] como corolarios de condiciones suficientes de Tipo 
(a). Allí se probó que para valores dados del diámetro D y del grado máximo 
A si el orden n es suficientemente grande el digrafo es super-A. 

Obsérvese que para D = 2 obtenemos el corolario mencionado de la condición 
(i) descrita antes. 

Podemos encontrar condiciones de Tipo (b) en [21, 261, donde se dieron 
cotas superiores sobre el diámetro en función del parámetro C, para que un 
digrafo con grado mínimo S 2 3 sea super-K o super-A. 

Las condiciones suficientes de tip0 mixto para obtener digrafos superconec- 

tados, es decir aquellas que involucran a 10s parámetros D, 6, A, C y el orden n, 
pueden encontrarse en [24] y [28]. Las principales cotas que allí se demuestran 
son las siguientes. 

Tomando C = 1 en el último resultado obtenemos la condición suficiente dada 
por Soneoka (5.3). 

Siguiendo las mismas directrices que en la sección anterior podemos en- 
contrar cotas superiores sobre el número de vértices de un digrafo s-geodético 
para que sea superconectado. El siguiente resultado es el análogo para la su- 
perconectividad al Lema 5.2.1, y fue probado en [26] considerando el parámetro 
e. Como s 5 C el resultado también es cierto para digrafos s-geodéticos. 
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Lema 5.4.1 Sea G un digrafo s-geodético con grado minimo 6 2 3 y conec- 

tividades K. y A. Sea C un fragmento o a-fragmento positivo de G. 

(a) Si, s 2 2, K. = 6 y d+C es no trivial, entonces p(C) 2 s - 1 y para 
cualquier u E d+C existe un vértice x en el valle de C tal que d(x, u) 2 s - 1 

Y d(x, a+c \ {U)) 2 S; 

(b) si X = 6 y w+C es no trivial, entonces v(C) 2 s- 1 y para cualquier u E 

F' existe un vértice x en el valle de C tal que d(x, u) 2 s- 1 y d(x, F1\{u)) 2 s. 

Demostración. Supongamos que K. = 6, d+C es no trivial y p(C) 5 s - 2. 
Sea V,, 1 5 i 5 p(C), una partición de 10s vértices de C de acuerdo con sus 
distancias a d+C, es decir = {x E C : d(x, d+C) = i), 1 < i 5 p(C). 
Sea x un vértice del valle de C. Sean xl, . . . , xa, 6 de sus vecinos de salida, y 

fi E d+C el vértice a minima distancia desde xi, 1 < i < 6. Notemos que estos 
vértices son todos diferentes, en caso contrario si fi = fj, i # j, existirian 
dos caminos desde x hasta fi de longitud menor p(C) + 1 < S - 1, 10 que 
contradice la definición de s-geodético. Sean yl, . . . , y6, 6 vecinos de un vértice 
de I'+(x), por ejemplo xl. Sea gi E a + C  el vértice a minima distancia desde yi, 
1 < i < 6. De nuevo estos vértices son diferentes. En caso contrario llegariamos 
a contradicción desde xl. Como la+Cl = 6, debe existir algún fi = gj; y en 
tal caso existirian dos caminos desde x hasta fi, el corto xxi --+ fi, y el 

camino xxlyj --+ fi, de longitud < p(C) + 1 5 s - 1 y 5 p(C) + 2 5 s, 
respectivamente. Lo que contradice de nuevo la definición de s-geodético. Así 

pues, p(C) 2 s - 1. 

Para demostrar la segunda afirmación supongamos primer0 que p(C) 2 s, 
entonces ésta es evidente. Por 10 tanto sea p(C) = s - 1. Supongamos que 
para todo x del valle de C se verifica que I'+(x) c l 4 - 2 .  Sea x un vértice 
del valle. Sean xl, . . . ,xa, 6 de sus vecinos de salida, y fi E d+C el vértice a 

minima distancia desde x,, 1 5 i 5 6. Razonando como en el caso anterior 
deducimos que estos vértices son diferentes. Sean yi, 1 < i 5 6, 6 vecinos de 
salida de xl, y gi E d+C el vértice a mínima distancia desde yi, 1 5 i 5 6. Si 
Yi E VS-2, como g, = f j  para algún j, tendriamos dos caminos diferentes desde 
x hasta gi, de longitud s - 1 y s, contradiciendo la definición de ser s-geodético. 
Si dos vértices cualesquiera de 10s y,, por ejemplo yl, y2 E Vs4, llegamos de 
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nuevo a contradicción. Por 10 tanto como 6 2 3, debe ser, yl, 92 E V,-1. Por 

la suposición que hemos hecho r+(yi) C K-2, i = 1,2. Considerando ahora 
10s vecinos de salida de yl e y2 y 10s vértices de d+C que se encuentran a 

minima distancia desde ellos, encontramos dos caminos diferentes desde xl a 

un vértice de a + C  de longitud < s, contradiciendo de nuevo la definición de 
ser s-geodético. De donde deducimos que existe un x E K-1 tal que P ( x )  n 
V,-1 # 0. Sea x1 E F ( x )  n y fi el vértice de a+C a mínima distancia 
desde 61. En este caso se verifica que Ir+(xl) n K-21 = 1. Supongamos que 

Ir+(xl) t l  K-21 2 2, sean yl,y2 estos vértices, sea g2 el vértice a mínima 
distancia desde y2. Entonces g2 = fi, para algún i, 1 < i < 6. Por 10 tanto 
existen dos caminos diferentes desde x hasta g2 de longitud 5 s, 10 que es 
una contradicción. De estos razonamientos deducimos que existe un vértice 
v E a + C y  un vértice x E V,-1 tal que d(x,v) 2 s - 1 y d (x ,C \  {u)) 2 s. 

Para finalizar la demostración basta ver que el vértice v puede ser cualquiera 
de d+C. Para el10 sea w E d+C. Sean x2,. . . , x6 E P ( x )  n K-1. Supongamos 
que es x2 el vértice tal que d(x2, w) = S - 1. Entonces d(x2, f )  2 S para todo 
f E a+C \ {w). En caso contrario tenemos dos caminos desde x hasta f ,  el 

corto xxi + f ,  y xx2 + f de longitud s, 10 que contradice la definición de 
ser s-geodético. Por 10 tanto d(x2, w) 2 S - 1 y d(x2,a'C \ {w)) 2 S, 10 que 
demuestra la última parte. 

(b) La demostración es análoga al caso (a). 

Un resultado similar se verifica para fragmentos negativos. 

Lema 5.4.2 Seu G un digrafo s-geodético con grado minimo 6 2 3 y conec- 
tividades & y A. Seu C un fragmento o a-fragmento negativo de G. 

(a) Si, s 2 2, = 6 y a-C es no trivial, entonces p(C) 2 s - 1 y para 
cualquier u E a-C existe un vértice x en el valle de C tal que d(u, x) 2 s - 1 

Y d(a-C \ {u), 2) 2 s; 
(b) si X = 6 y w-C es no trivial, entonces v(C) 2 s - 1 y para cualquier 

u E F" existe un vértice x en el valle de C tal que d(u, x) 2 s - 1 y d(FN \ 
{ u ) , x ) 2 s .  
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Como consecuencia de 10s lemas anteriores obtenemos una cota superior 
sobre el diámetro para que un digrafo s-geodético sea maximalmente super- 
conect ado. 

Teorema 5.4.3 Seu G un digrafo s-geodético con grado minimo S 2 3 y 

diámetro D. Entonces, 

(a) G es super-K si D < 2s - 2; 
(b) G es super-A si D < 2s - 1. 

Demostración. S610 demostramos el caso (a). Por el Teorema 5.2.2, sabemos 
que K = S. Supongamos que G no es super-K. Sea C un fragmento positivo de 
G tal que a+C es no trivial. Sean u y v dos vértices diferentes de @C. Sean x e 
y dos vértices, pertenecientes al valle de C y R-C respectivamente, tales que 10s 
pares u, x y u, y verifican las condiciones de 10s Lemas 5.4.1 y 5.4.2. Entonces, 

tenemos que D > d(x, y) 2 min{d(x, u)+d(u, y), d(x, v)+d(v, y), 2s) > 2s- 1, 
contradiciendo la suposición sobre el diámetro. 

Tal y como hemos demostrado en el Lema 5.4.1 la profundidad de un frag- 
mento est6 acotada inferiormente por s - 1. Este hecho implica la existencia 

de un número minimo de vértices en un digrafo maximalmente conectado que 
no sea superconectado y nos permite establecer las siguientes cotas sobre el 
número de vértices para que el digrafo sea superconectado. 

Teorema 5.4.4 Seu G un digrafo s-geodético con orden n, tamaño m, grado 
minimo S 2 3 y grado máximo A. 

(a) Si S:(x) + 6; (y) 2 n + 2A + 6 + 1 para cualquier par de vértices x, y 

tales que d(x, y) 2 2s - 1, entonces G es super-K; 
(bl) si E,+(x) + E; (y) > m + 2A + S + 1 para cualquier par de vértices x, y 

tales que d(x, y) 2 2s, entonces G es super-A. 
(b2) si 6: (x) + S; (y) 2 n + 3 para cualquier par de vértices x, y tales que 

d(x, y) 2 2s, entonces G es super-A; 

Demostración. (a) Por el Teorema 5.2.4, tenemos que K = S. Supongamos 
que G no es super-K. Si x, u y v, y son vértices como en 10s Lemas 5.4.1 y 
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5.4.2, entonces r:(x) c C U  a+C U I'+(u), I';(y) c F - ( U )  U a+C U R-C,  y 
r:(x)  n r ; ( y )  c a+c U r+(u )  U r - ( ~ ) .   AS^, 

10 que contradice la hipótesis. 

(bl)  La demostración es análoga al caso anterior utilizando 10s Lemas 5.4.1 
y 5.4.2 (b). 

(b2) De la hipótesis deducimos que X = 6. Supongamos que no es super-A. 

Sea C un a-fragmento positivo de G. Sean u ,  x y u,  y como en 10s Lemas 5.4.1 
y 5.4.2 (b). Supongamos en primer lugar que u(C)  y u (R -C)  2 s. Entonces 

r Z ( x )  c C y I';(y) c R-C. De donde n 2 I ~ , + ( x )  u r;(y)l 2 6 , + ( ~ )  + 6,-(y), 
10 que contradice la hipótesis. 

Si u ( C )  = s - 1 y u(R-C)  2 s. Se verifica que I'; ( y )  c R-C y I'S(x) c 
C U ( r+(u )  n F"). Veamos que se verifica I I'+(u) n F"[ = 1. En caso contrario 
Ir+(u) n FUI 2 2, 10 que implica [F'[ 5 S - 1. Como d(x ,u)  = s - 1 y 
d(x ,  F' - {u) )  2 s, existen 6 - 1 vecinos de salida de x ,  2 2 , .  . . , x6 tales que 
d(x i ,F1 -  { U ) )  = S -  1, 2 5 i 5 6, y d(x l , u )  = S - 2 .  Sea fi E F', 1 5  i < 6, 
el vértice a mínima distancia desde cada xi. Como I F'[ 5 S - 1, deben existir 
dos vértices f i  = f j ,  i # j .  Entonces tenemos dos caminos diferentes desde x a 
f i  de longitud < s, 10 que contradice la definición de s-geodético. Por 10 tanto 

10 que contradicie de nuevo la hipótesis sobre el orden. Por último, si u ( C )  = 

u(R-C)  = s - 1 tenemos que l?,+ ( x )  c C U (I'+(u) n F") y I'; ( y )  c R-C U 

(I ' -(u) n F'). Razonando como en el caso anterior vemos que Ir+(u) n F"[ = 

[I'- ( U )  n F'[ = 1. De donde 

Obteniendo una contradicción con la hipótesis. 

Nótese que este resultado extiende el Teorema 5.4.3 ya que si el diámetro 
satisface D < 2s - 2 [D 5 2s - 11, entonces no hay vértices a distancia mayor 
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que 2s - 1 [2s]. Además si en (b2) tomamos s = 1, obtenemos el resultado 
dado por Fio1 en [27], que se ha descrit0 en la introducción, condición (iii). 

Desde el Teorema 5.4.4 obtenemos las siguientes cotas superiores sobre el 
número de vértices para que un digrafo s-geodético sea super-n o super-A. 

Teorema 5.4.5 Seu G un digrafo s-geodético con orden n, tamaño m, grado 
minimo 6 2 3 y grado máximo A. Entonces, 

(a) G es super-n si n 5 2p(6, s)  - 2A - 6 - 1; 
(b1) G es super-X si m 5 26p(6, s) - 2A - 6 - 1; 
(b2) G es super-X si n 5 2p(6, s) - 3. 

Como un corolario del caso (b2) obtenemos la siguiente condición de tip0 
Chartrand para que un digrafo sea super-arco conectado. 

Corolario 5.4.6 Seu G un digrafo s-geodético con orden n y grado minimo 
S 2 3. Entonces, 

G es super-X si 6 2 ] . 

Tomando s = 1, el corolario anterior da la condición 6 2 [y 1 = Lf 1 + 
'h. 1 para asegurar que G es super-A. Esto es también una consecuencia del 

resultado (5.2) dado en [27]. 

Como en el caso de conectividad estándar 10s resultados anteriores pueden 
ser establecidos para el caso no dirigido. Asi mismo 10s resultados de la in- 
troducción también tienen sus análogos para el caso de grafos. Por ejemplo, 
en [27] se dieron las siguientes condiciones para que un grafo G con orden n, 
grado minimo 6 y diámetro D sea super-A, 

(i) D = 2, y G no contiene un grafo Ka con todos sus' vértices de grado 6; 

(ii) 6(u) + S(v) 2 n para todo par de vértices u, v no adyacentes, y G 
diferente de Kn/2 x K2; 

(iii) 6(u) + 6(v) 2 n + 1 para todo par de vértices u, v no adyacentes. 
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Las condiciones (ii) y (iii) fueron dadas por Lesniak en [44]. Una conse- 

cuencia de (iii) es la siguiente condición de tip0 Chartrand para que un grafo 

Además desde (i) deducimos que si G es un grafo con D = 2 tal que n > 
26 + A - 1 entonces, G es super-A. Estas condiciones pueden obtenerse de las 
siguientes condiciones de Tipo (a) que fueron dadas por Soneoka en [51]. 

Condiciones suficientes involucrando el diámetro y el girth se pueden en- 
contrar por ejemplo en [21]. Estas condiciones son las siguientes: 

i D < g-3 ,  g impar, 
G es super-K, si 

D L g - 4 ,  gpar;  

i D 5 g - 2 ,  g impar, G es super-X si 
D L g - 3 ,  gpar.  

Para el caso no dirigido las condiciones de Tipo mixto (c), es decir aquellas 
que además del orden, el diámetro, el grado mínimo y máximo involucran el 
parámetro e, y concretamente en el caso de grafos el girth, han sido dadas por 
Fio1 en [24] y [28]. En este último articulo encontramos el siguiente resultado: 
si G es un grafo con girth g, e =  191, y 6 2 3, 

(1) G es super-K, si D > 3, C 2 2 (g > 5) y 

n > S { ~ ( A  - 1, D-e )  +p(A-  1 , P -  2) + ( A -  I ) ~ - ~ + ' ,  

o bien G es d-regular, D 2 2 y 

Si en esta Última condición tomamos e = 1 (g = 3,4) obtenemos el resultado 
de Soneoka (5.9) 

El siguiente teorema es el análogo al Teorema 5.4.4 para el caso no dirigido. 
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Teorema 5.4.7 Sea G u n  grafo s-geodético con orden n, tamaño m, grado 
minimo 6 2 3 y grado máximo A. 

(a) S i  S,(x) + 6,(y) L n + 2 A  + 6 - 1 para cualquier par de vértices x ,  y 
tales que d ( x ,  y )  L 2s - 1, entonces G es super-K; 

(b l )  si E,(x) + ~ , ( y )  2 m + 2 A  + 6 - 1 para cualquier par de vértices s, y 
tales que d ( x ,  y )  2 2s, entonces G es super-A. 

(b2) si S,(x) + 6,(y) 2 n + 3 para cualquier par de vértices x ,  y tales que 
d ( x ,  y )  2 2s, entonces G es super-A; 

Demostración. Demostramos s610 el caso (a) .  Por el Teorema 5.2.7, tenemos 
que K = 6. Supongamos que G no es super-K. Consideramos la siguiente 
notación, a ( f j )  = / l ? ( f j )  n CI y a t ( f j )  = Ir(fj) n RCI, para todo vértice f j  E 

d+C. Notemos que 1 5 a( f j )  5 A - 1, 1 < a'( f j )  5 A - 1 Y a( f j )  +at( f j )  5 A. 
Si x , u  y u ,  y son vértices como en  10s Lemas 5.4.1 y 5.4.2, entonces I',(x) C 

c u ac u { r ( u )  n RC), r , ( y )  c r ( v )  U ac U { r ( v )  n c ) ,  y r , ( x )  n r , ( y )  c 
aC u {r (u )  n RC}  u { r ( v )  n C ) .  Asi, 

10 que contradice la hipótesis. 

Desde este teorema obtenemos las siguientes cotas superiores sobre el número 
de vértices para que u n  grafo s-geodético sea super-K o super-A. 

Teorema 5.4.8 Sea G u n  grafo s-geodético con orden n, tamaño m, grado 
minimo 6 2 3 y grado máximo A. Entonces, 

(a) G es super-K si n 5 2p(6, S )  - 2 A  - 6 + 1; 
(b l )  G es super-A si m 5 26p(6, s )  - 2A - 6 + 1; 
(b2) G es super-A si n 5 2p(6, s )  - 3. rn 

Si en  (b2) tomamos s = 1 obtemos que 6 2 19 1 es también una condición 
suficiente para que un grafo sea super-A, 10 cua1 es de nuevo una consecuencia 
del resultado de Lesniak [44]. 
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5.5 Superconectividad en digrafos bipartitos 
s-geodéticos 

Utilizando las caracteristicas específicas de 10s digrafos o grafos bipartitos se 
pueden obtener resultados análogos a 10s de las secciones precedentes. 

Los resultados de [27] referentes a digrafos bipartitos muestran que la 
mayoría de 10s digrafos bipartitos con grado 6 2 3 y D = 3 son super-A. 

Concretamente en este articulo se demostró que un digrafo bipartito G es 
super-X si una de las siguientes condiciones se verifica: 

(i) D = 3, y G es diferente de KS> @ K z ;  

(ii) 6+(u)+6-(u) > LyJ+1 para todo par de vértices tales que d(u, u) 2 3, 

y G es diferente de 2 Kt-, 6; 

(iii) 6+(u) + 6-(u) 2 [SJ + 2 para todo par de vértices u, v tales que 

d(u, u) 2 3, 

donde K,7, denota el digrafo bipartito completo unidireccional con conjunt0 

de vértices Vl U &, I Vl I = n, 1 V2 1 = m y conjunt0 de arcos E = {(VI, v2) : vl E 

V 1 , v 2 ~ & ) .  S e a n s , t z S - 1 , 6 2 2 , K s > = ( U l ~ U 2 , E ) y K z = ( V l ~ 1 / 2 , F ) .  
Entonces el digrafo bipartito K,T',@ K,T2 con conjuntos de partes U1 UVI y U2 UV2 

se obtiene añadiendo algunos arcos a 10s digrafos Ks<, K z  y uniendolos de tal 
forma que, 

(1) el grado mínimo del digrafo resultante sea 6; 

(2) 6+(u) = 6-(u) = 6 para cualesquiera u E Ur y v E V2; 

(3) 10s únicos arcos desde Ul UU2 hasta VI UV2 son 10s de un emparejamiento 
completo (de 6 arcos) desde U2 hasta VI. 

Notemos que el digrafo invers0 de K,T', @ K< es el digrafo K$ @ K z .  Como 
un ejemplo mostramos en la Figura 5.2 un digrafo KT. @ Kc+. 

Cuando s = t = 6 - 1, el digrafo Kc l ,6  $ KG-, 2K$-1,6 puede obtenerse 
uniendo dos copias de un digrafo bipartito simétrico K$-I de acuerdo con las 

reglas anteriores, en este caso s610 necesitamos tener en consideración (3). Asi 
en 2K:-,,, cada vértice u de una de las copias tiene grado de salida 6+(u) = 6, 
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Figura 5.2: Un digrafo Kc3 @ K<3 

Figura 5.3: Un digrafo 2K; 

y cada vértice v de la otra copia tiene grado de entrada S-(u) = S. En la 
Figura 5.3 mostramos un digrafo 2K; ,. 

Para el caso de grafos bipartitos se demostró que: G es super-X si se verifica 
una de las siguientes condiciones, 

(i) D = 3, y G es diferente de KSl6 @ K6,t; 

(ii) 6(u) + 6(v) 2 + 1 para todo par de vértices tales que d(u, u) 2 3, 
y G es diferente de K6-1,6 @ K6,~-1; 

(iii) S(u)+S(v) 2 +2 para todo par de vértices u, v tales que d(u, u )  2 3, 

donde KS,6 @ s, t 2 S - 1, es el grafo bipartit0 obtenido uniendo 10s con- 
juntos de partes de cardinal S de 10s grafos Ks,6 y K6,t por un emparejamiento 
completo. 
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De 10s resultados anteriores, caso (iii), se sigue que si G es un digrafo o grafo 
bipartito con orden n y grado minimo 6 2 L?] + 1, entonces G es super- 
A. En este contexto Volkmann [54] demostró que si 6 2 L:] + 1, entonces 

G es maximalmente conectado. Otros corolarios de la condición (i) dan cotas 
inferiores sobre el orden para que un digrafo [grafo] bipartito con diámetro tres 
sea super-A. 

Las condiciones de Tipo (b), es decir aquellas que tienen en cuenta el diámetro 
del digrafo y el parámetro C o bien el girth en el caso de grafos se pueden 
encontrar en FAbrega y Fio1 [22] y en [9]. En ambos artículos se establecen las 
siguientes condiciones para que un digrafo bipartito sea superconectado. 

La demostración de este resultado en el primer articulo es constructiva, y en el 
segundo de ellos se obtiene además una cota para la profundidad de un frag- 
mento o a-fragmento no trivial. Concretamente se demuestra que si G es un 
digrafo bipartito maximalmente conectado o maximalmente arco conectado y 

C es un fragmento o a-fragmento no trivial, entonces p(C) 2 S y p(R-C) 2 S. 

Utilizaremos este resultado para obtener las cotas inferiores que aseguran su- 
perconectividad en un digrafo bipartito. También encontramos en este articulo 
cotas de tip0 mixto para que un digrafo o grafo bipartito sea superconectado. 
Para un digrafo bipartito con grado minimo 6 2 3 las cotas son las siguientes, 

(i) G es super-rc si C 2 2 y n > S{p(A, e-l)+p(A, D-C-l)-2)+AD-e+Ae; 

(ii) G es super-K si C = 1 y n > 2A + S{p(A, D - 2) - 1) + 1; 

(iii) G es super-A si n > S{p(A, e -  1) + p(A, D - C - 2)) + AD-e-l + Ae. 

Obsérvese que si tomamos = 1 en la Última condición se obtiene la 

condición dada en (5.12). 

Mediante la cota obtenida en [9] para la profundidad podemos escribir 
las siguientes cotas superiores sobre el orden para que un digrafo bipartito s- 
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geodético, con s > 2, sea superconectado. Estas cotas extienden 10s resultados 
de [27] mencionados en la introducción. 

Teorema 5.5.1 Seu G u n  digrafo bipartito s-gwdético, s 2 2, con orden n, 
tamaño m, grado minimo 6 2 3 y grado máximo A. 

(a) Si  6 A 1  ( x )  + S;, ( y  ) > n + 6( A + 1)  para cualquier par de vértices x ,  y 
tales que d ( x ,  y )  2 2.9, entonces G es super-rc; 

(b) si E:+~(X)  + E;+~(Y)  2 m + 6 ( A  + 1) para cualquier par de vértices x ,  y 

tales que d ( x ,  y )  2 2s + 1, entonces G es super-A. 

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema 5.3.4 ya que 
en este caso también p(C)  > S ,  basta tener en cuenta que ahora Id+CI = 6. 

Considerando las cotas obtenidas para 6 A l ( x )  y 6i+,(y), asi como las cotas 
para e L l ( x )  y E;+~(Y)  obtenemos las siguientes cotas superiores para que un 
digrafo bipartito con s 2 2 sea superconectado. 

Teorema 5.5.2 Seu G u n  digrafo bipartito s-geodético, s 2 2, con orden n, 
tamaño m, grado minimo 6 y grado máximo A. 

(a) S i  n 5 2pB (6 ,  s + 1)  - 6 ( A  + I ) ,  entonces G es super-K; 

(6) si m 5 26ps(6, s + 1)  - 6 ( A  + I ) ,  entonces G es super-A. 

Para el caso de digrafos bipartitos 1-geodéticos tenemos 10s siguientes re- 
sultados. 

Teorema 5.5.3 Seu G u n  digrafo bipartito 1-geodético con orden n, tamaño 
m y grado minimo 6. Entonces, 

(a) G es super-K si n 5 36 - 1; 

( b l )  G es super-A si m 5 4b2 - 2; 
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(b2) G es super-A si n 5 46 - 2. 

Despejando el grado mínimo de la condición (b2) obtenemos que si G es un 
digrafo bipartito con grado minimo 6 > entonces G es super-A. Esta 

condición coincide con la condición obtenida por Fio1 (5.2) salvo cuando n + 2 
es un multiplo de cuatro, en cuyo caso se mejora la cota una unidad. 

Para finalizar esta sección enunciamos 10s teoremas análogos a 10s anteriores 
para el caso de grafos bipartitos. Las demostraciones son totalmente similares 
al caso dirigido, basta tener en consideración que al no existir direcciones en 
10s arcos al menos un vértice adyacente a cada vértice de a+C, para cada 
fragmento, debe pertenecer a C y otro a R-C. 

Teorema 5.5.4 Seu G un grajo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n, 

tamaño m, grado minimo 6 > 3 y grado máximo A. 

(a) Si 6 s + l ( ~ )  + 6,+i(y) 2 n + 6A para cualquier par de vértices x, y tales 

que d(x, y) 2 2s, entonces G es super-K; 

(b) si E ~ + ~ ( X )  + es+l(y) > m + 6A para cualquier par de vértices x, y tales 
que d(x, y) > 2s + 1, entonces G es super-A. 

Considerando las cotas obtenidas para (x) y 6,+i (y), así como las cotas 

para y E , + ~ ( Y )  obtenemos las siguientes cotas superiores para que un 
grafo bipartito con s > 2 sea superconectado. 

Teorema 5.5.5 Seu G un grajo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n, 
tamaño m, grado minimo 6 > 3 y grado máximo A. 

(a) Si n < 2PB(6, s + 1) - 6A, entonces G es super-K; 
(b) si m 5 46pB(6 - 1, s) - 6A, entonces G es super-A. 

Para el caso de grafos bipartitos 1-geodéticos tenemos 10s siguientes resul- 
tados. 
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Teorema 5.5.6 Seu G un grufo bipartit0 1-geodétzco con orden n, tamaño m 
y grado minimo 6. Entonces, 

(a) G es super-rc si n 5 36 - 1; 

(bl) G es super-X si m 5 2S2 - 1; 

(b2) G es super-X si n 5 46 - 2. 

Despejando el grado mínimo de la condición (b2) recuperamos la misma situación 
que para el caso dirigido. 





Conclusiones 

En este trabajo hemos estudiado condiciones suficientes para que un (di)gra- 
fo o (di) grafo bipartito alcance conectividades Óptimas. Los diferentes tipos 
de condiciones que se conocen se enumeran en la Introducción general. En la 
mayoria de 10 casos, para obtener dichas condiciones se razona sin tener en 
cuenta las distancias al conjunto desconectador y por este motivo nos propusi- 
mos, siguiendo las ideas de [21, 25, 26, 28, 291, el estudio de las condiciones 
introduciendo un parámetro, e, s o g, que acota las distancias al conjunto 
desconectador según el caso. Dichos parámetros se han mostrado adecuados 
para el estudio de la conectividad de (di)grafos. El paso siguiente fue estudiar 
condiciones suficientes para alcanzar Óptima conectividad condicional. Con- 
cretamente estudiamos la t-distancia conectividad y la superconectividad en 
digrafos s-geodéticos. 

Se conocen condiciones suficientes de Tipo (a) para que un digrafo bipar- 
t i t ~  regular tenga conectividad igual al grado minimo [I], es decir se estableció 
una cota inferior sobre el orden en función del grado y del diámetro sin tener 
en consideración ningún otro parámetro. También se conocen condiciones su- 
ficientes de Tipo (b) para que un digrafo bipartito tenga conectividad máxima 
[29]. En nuestro trabajo se han unido las idea  contenidas en 10s precedentes 
para obtener condiciones suficientes de Tipo (c). En lineas generales nuestras 
demostraciones han usado el hecho de que la profundidad de 10s fragmentos 
est& acotada inferiormente por e. Esto nos ha permitido contar el número 
de vértices que deben existir en un digrafo bipartito mediante una función 
del grado, el diámetro y dicho parámetro. Cuando se toma = 1 las cotas 

mencionadas mejoran las ya conocidas. Asi mismo se han proporcionado al- 
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gunos ejemplos que muestran que las cotas obtenidas son las mejores posibles. 
Para el caso de grafos bipartitos se han establecido resultados análogos. Estos 
trabajos están recogidos en [7] y en el Capitulo 3 de esta menoria. 

En [29] fue introducida una nueva clase de conectividad llamada t-distancia 
conectividad. Las propiedades de esta nueva clase de conectividad han sido 
descritas en la Sección 2.1. En este articulo se caracterizaron aquellos digrafos 
cuya conectividad estándar igualaba las t-distancia conectividades para valores 
altos de t. Estos resultados están dados en términos del parámetro .t o, en el 
caso de grafos, en términos del girth. Como consecuencia se obtuvieron algunas 
condiciones suficientes para que un digrafo sea maximalmente conectado. En 
esta memoria hemos profundizado más en el estudio de las t-distancia conec- 
tividades definiendo en primer lugar un nuevo parámetro llamado t-grado que 
proporciona una cota superior para éstas. Nos hemos planteado la existencia 
de digrafos poseyendo una cadena de t-distancia conectividades dada, dando 
asi sentido a la definición de estos nuevos parámetros. El concepto de excentri- 
cidad de un vértice asi como el de radio han sido de gran importancia en el 
trabajo. Además hemos demostrado la independencia de 10s tres parámetros 
~ ( t ) ,  X(t) y S(t). Se han obtenido condiciones suficientes de Tipo (b) que ase- 
guran t-distancia conectividad Óptima. Para el10 han intervenido el parámetro 
l y la propiedad de s-geodético. Como un caso particular tomando t = 1 se 
recuperan las condiciones conocidas para la conectividad estándar [26, 21, 521. 
Por último mediante la utilización del parámetro l, se han obtenido cotas in- 
feriores para las t-distancia conectividades. El trabajo ha sido llevado a cabo 
t ant0 para (di)grafos como para (di)grafos bipartitos. 

Se han obtenido condiciones de Tipo (b) que generalizan y en algunos casos 
mejoran las ya conocidas, para el10 se ha introducido el llamado diámetro 
condicional o P-diámetro. Por ejemplo, considerando el diámetro condicional 
Ds se ha demostrado que la condición D 5 2.t - 1, que asegura máxima 
vértice conectividad, puede relajarse, es decir, pueden existir en el digrafo 
vértices cuya excentricidad sea superior a 21- 1. Lo mismo ocurre con las 
condiciones análogas para grafos, (di)grafos bipartitos y para el caso de la arco 
conectividad. La consideración de otros diámetros condicionales demuestra 
que basta acotar las distancias entre subdigrafos de determinado grado para 
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asegurar máxima conectividad, asi se ha obtenido una nueva condición sobre 

el grafo linea de un grafo que garantiza conectividad máxima. En particular, 
como el girth de un grafo es siempre mayor o igual a tres, se ha demostrado 
que cualquier grafo cuyo grafo linea tenga diámetro menor o igual a dos [tres] 

tiene máxima conectividad [rama conectividad]. Se ha realizado un estudio 
detallado para grafos con girth par que demuestra que la condición D < g - 3 
se mejora en una unidad para grafos con grado mínimo menor que cuatro, de 
hecho en [53] se demostró que esta condición era la mejor posible para girth 
impar o grado minimo mayor que cinco, para este último caso se ha obtenido 
también una mejora de la condición. 

Se ha demostrado que en digrafos s-geodéticos con conectividad no Óptima 
la profundidad de un fragmento est& acotada inferiormente por s, ver el Coro- 
lario 5.2.1, este hecho implica que en el digrafo deben existir un número minimo 
de vértices, ya que por la definición de digrafo s-geodético todos 10s vértices 
a distancia a 10 sumo s desde uno dado son diferentes. Por tanto, a partir de 
este resultado, se obtienen cotas superiores sobre el número de vértices que im- 
plican máxima conectividad. Como corolarios se obtienen condiciones de tip0 

Chartrand que aseguran conectividad Óptima. Se ha desarrollado un trabajo 
paralelo para el caso de digrafos bipartitos, obteniendo una mejora en 10s resul- 
tados, ya que en el caso de digrafos bipartitos s-geodéticos se conoce el número 
de vértices a distancia a 10 sumo s + 1 desde un vértice dado. Asi mismo se 
han obtenido condiciones del mismo tip0 para la llamada superconectividad, 
tanto en el caso general como en el caso bipartito. Los resultados obtenidos 
extienden 10s presentados en [27]. 
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