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Abstract

Hohner Automaticos S.L. és una empresa principalment dedicada a la fabricacié d’encoders.
Aquesta tesi doctoral s’ha centrat en la millora i innovacié respecte a un tipus de producte
anomenat encoder rotatori incremental optic. Aquest tipus de sensor mesura la posicié, velocitat
i acceleracio a la qual gira un eix d’un motor. L’objectiu ha estat solucionar tres problemes que
apareixen quan ’encoder assoleix altes resolucions de mesura: obtenir un compta-voltes (senyal de
referéncia Z) precis, augmentar la resolucié al generar un senyal de naturalesa optica necessari
per poder utilitzar un procediment d’interpolacié electronica (encoder amb senyals output de
tipus sin/cos) i atacar un problema d’industrialitzacié com és I’Air-Gap entre disc i mascara,
el qual esdevé criticament petit (= 30um) per a resolucions altes. Partint d’una base teorica
matematica (repassant Series i Integrals de Fourier) i fisica (Optica de Fourier i Difraccié), s’ha
arribat a tres solucions de forma analitica (una per cada problema), les quals s’han implementat
de forma numerica i experimental amb molt bons resultats. L’empresa Hohner Automaticos S.L.
ha aplicat dues d’aquestes solucions a la seva gama de productes, amb intencié d’implementar
la tercera immediatament. A causa de la magnitud innovadora de dues d’aquestes idees dins
el mercat, s’ha demanat una sol-licitud de patent per protegir la Propietat Intel-lectual de les

invencions.
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Introduccid

Un encoder és un tipus de sensor que mesura el posicionament, la velocitat i 'acceleracié d’un
cert objecte. Hohner Automaticos S.L. [1] és una empresa catalana dedicada exclusivament a la
fabricacié d’aquest tipus de sensor. En concret fabrica encoders rotatius i lineals [2, pp. 100-110],
operant amb sistemes Optics [2, pp. 85-86] o magneétics [2, pp. 64-65]; perod també produeix altres
sensors com potenciometres [3] o inclinometres [4]. L’encoder lineal fa mesures del desplagament
en una dimensié, com podria ser el moviment d’una eina al llarg d’una recta, mentre que ’encoder
rotatiu mesura el desplacament angular, com podria ser el gir d’un motor. A més a més, el tipus
d’encoder pot ser absolut [2, pp. 111-122] o incremental [2, pp. 38-39], segons si la seva funcid
és mesurar un posicionament exacte o determinar la velocitat de gir amb alta precisié i una
posicié en relacié a una referéncia. Aquesta tesi es centra en el desenvolupament de know-how
i idees innovadores atacant un tipus de producte concret, [’encoder optic rotatiu incremental.
A continuaci6 s’especifica 'operabilitat d’ambdéds tipus d’encoder rotatiu i les seves principals
diferéncies.

Abans, hem de parlar d'un concepte previ, que és el de la resolucid, quantificada per un
nimero N. En aquest context significa la capacitat de ’encoder de discriminar N posicions
angulars en una volta. Es a dir, mesurar canvis de posicié de fins a %’r radians. Un encoder ha
de ser capag de dir en quina posicié angular es troba l’eix, i la precisié d’aquesta mesura esta
quantificada per N.

L’encoder absolut codifica cada posicié angular en la qual es troba l’eix. Es llavors un sistema
molt util per determinar en quina posicié esta el motor en tot moment, per exemple, després
d’una apagada de llum. El sistema consisteix principalment en una fila de LEDs enfocant un
disc giratori, una mascara fixa i una fila de fotodiodes receptors. Cada LED il-lumina una pista
diferent del disc, les quals estan impreses en forma d’anells de diferents radis. Cada pista esta
codificada per un seguit d’obertures opaques o transparents, i a cada posicié els LEDs il-luminen
un codi diferent, el propi de cadascuna de les N posicions. La mascara té un conjunt d’obertures
per pista que fan d’analitzadores, les quals estan enfocades cadascuna a un fotodiode diferent.

Si s’enfoca una obertura opaca, el respectiu fotodiode no rep llum, i s’obté un senyal digital de
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tipus 0. D’altra banda, si 'obertura és transparent, el fotodiode és il-luminat i s’obté un senyal
de tipus 1. Generalment s’utilitzen dos tipus de codificacions: la binaria i el codi Gray [5]. La
configuracié binaria relaciona cada increment de posicié amb el segiient ntimero binari, en canvi,
el codi Gray és un algoritme dissenyat de tal manera que a cada increment de posici6 introdueix
un canvi en només un dels bits. A la Figura 0.1 es pot veure I’encoder esquematitzat. El problema
que presenta aquesta familia és que la resolucié maxima que pot mesurar és bastant limitada,
ja que depén del nombre de pistes que es poden imprimir radialment. Es a dir, si el disc té Q
pistes, I’encoder podra mesurar N = 29 posicions. La Figura 0.2 mostra un exemple de com és

el senyal analitzat per determinar cada posicié angular.

Rotor piate Photo transistor
Light emission diode Fixed slit

Absolute Position
Gray Code

L L L L L L L]

Shaft - .)- . | (Resokstion 8bit type/pure binary code)

I |

Absolute Position
Binary

Figura 0.1: Encoder absolut. Esquema d’un encoder absolut i les configuracions de codificacié
binaria i Gray. Figura reimpresa de Alhomsi for Electric, http: //www. alhomsidelc. de/ 2017/
05/ encoder. html .

D’altra banda, ’encoder incremental es fa servir per mesurar la velocitat i acceleracié de
rotacié amb un alt grau de precisid, a més a més de la posicié angular relativa respecte a un senyal
de referéncia Z. Aquest tipus d’encoder consta generalment d’un sol LED, una lent col-limadora,
un disc amb N obertures, una mascara i diversos fotodiodes receptors. E1 LED esta enfocat cap
a una lent responsable de col-limar un feix. Aquest il-lumina una seccié del disc giratori, el qual
té disposades un seguit de petites obertures col-locades azimutalment de forma periodica. Per ser
més precisos, les obertures formen una regla de Ronchi circular [6], que nosaltres anomenarem
un tren de N impulsos rectangulars equiseparats. A part, una segona pista interior s’encarrega
de crear un sol impuls quan el disc déna una volta sencera, anomenat senyal de referencia 7

i del qual parlarem al Capitol 1. Aquest senyal Z fa de compta-revolucions i interessa que
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BIT 3
BIT 2
BIT1
BITO

Direccio de moviment

: |
BIT2;
S e I B
a0 2 [ [ L[ L L

Figura 0.2: Qutput d’encoder absolut. Senyals outputs obtinguts d'un encoder absolut de 4 bits

BIT3

amb codi Gray segons la seva posicié angular.

AB |-A |-B

0° | 90° | 180° | 270°

Taula 1: Canals d’encoder incremental. Diferents canals amb els seus respectius desfasaments

en cada volta contingui un tnic peak tan alt i localitzat com sigui possible. La mascara és
fixa, i normalment conté 6 finestres anomenades A, —A, B, —B, Z i —Z. Les finestres també
contenen una serie d’obertures disposades de forma periodica, ara bé, cada finestra introdueix un
desfasament diferent tal com es veu a la Taula 1. Quan la llum que ha passat per les obertures
del disc arriba a la mascara, es troba amb les sis finestres i genera darrere sis camps, la intensitat
dels quals és llegida pels fotodiodes. Aixi, es generen sis senyals que continuem anomenant A,
—A, B, —B, Z i —Z, els quals seran senyals periodics, pel fet que el disc va girant. Al Capitol
1 explicarem amb detall com modelitzar matematicament aquest procediment. A la Figura 0.3
s’exposa l'esquema grafic d’un encoder incremental. El desfasament de 90°entre el senyal A i B,
permet saber en quin sentit esta girant I’encoder. Depenent de si primer s’encén A o B es pot
saber si I’encoder gira en sentit horari o antihorari. D’altra banda, els senyals -A i -B serveixen
per netejar possibles sorolls, introduint-los a un comparador diferencial [7] amb els senyals A i B
respectivament. La mascara conté dues finestres més, anomenades Z i -Z, les quals registren el

senyal de referéncia. Tots aquests processos es poden veure de forma més grafica a la Figura 0.4.

La gran virtut de I’encoder incremental és la capacitat de fer mesures amb una resolucié molt

3
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Figura 0.3: Esquema d’un encoder incremental. Sistema format per un LED, una lent, un disc
amb dues pistes (impulsos i referéncia), una mascara analitzadora amb una finestra associada a cada

canal (A, -A, B, -B, Z), i un detector amb un fotodiode per cada canal.

a)  Gir sentit horari b) 2 T
. A

" e L A 17
S T T I O e

J UL s
= L) L L - M

Figura 0.4: Operabilitat d’encoder incremental. a) Determinacié del sentit de gir de |'encoder
mitjancant els senyals A i B. b) Neteja de sorolls utilitzant un comparador amb els senyals digitals i
els seus negats. Figura reimpresa de Phidgets Inc., www.phidgets.com/docs/. c) Exemple de senyal

de referéncia Z a I'origen.

alta. El nombre d’obertures pot variar d’unes 50 fins a més de 10000 al llarg dels 360° [8]. Com
més alta és, més obertures han d’estar impreses al llarg dels 360°, i en conseqiiéncia, aquestes
han de ser més estretes. D’altra banda, existeix una alternativa per a augmentar la resolucié de
I’encoder, i es tracta de la interpolacio electronica. Mitjancant un xip, es pot multiplicar el nombre

d’impulsos per volta generats per I’encoder. Per fer-ho, el xip interpolador necessita operar amb
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els senyals A i B (netes de soroll) com a inputs, i que aquestes siguin el més sinusoidal possible.
La qualitat de les sinusoidals limitara el grau d’interpolacié a la qual podra arribar ’encoder.
Aixi que es poden aconseguir multiplicacions de polsos de x2, x4, i fins i tot x10 [9].

Com en tots els camps industrials, en la fabricacié d’encoders hi ha unes formes estandards
de procedir que segueixen tots els fabricants. En aquesta tradicid, la majoria d’encoders tenen
trens d’impulsos rectangulars (els més barats d’implementar) tant al disc com a la mascara. Tal
com veurem amb detall al Capitol 2, aixo déna com a senyal de sortida, en primera aproximacio,
un tren d’impulsos triangulars, lluny de ser sinusoidal. Aquest defecte es mira de compensar
llavors dissenyant la interpolacié electronica de forma convenient. El fet és, pero, que els xips
que treballen amb inputs sinusoidals sén els més eficients i barats.

El punt de partida d’aquesta tesi el constitueixen els tres problemes d’interés industrial plan-

tejats per 'empresa:

e Com generar el senyal de referéncia Z optim per a cada resolucié desitjada?

e Mantenint els trens d’impulsos rectangulars en els discs, com han de ser les obertures a les

finestres de la mascara per tal que el senyal de sortida sigui exactament una sinusoide?

e Els encoders treballen sovint sota unes condicions extremes que pertorben molt els para-
metres de sortida. L’experiencia acumulada demostra que d’entre tots aquests parametres
la distancia (gap) entre disc i mascara és el més critic, en el sentit que la qualitat del se-
nyal optica de sortida es deteriora molt quan canvia aquesta distancia [10]. Aleshores: és

possible dissenyar una mascara que mostri robustesa respecte a aquests petits canvis del

gap?

Tot i 'aparent simplicitat del sistema, els encoders incrementals presenten certs problemes
a solucionar, on juga un paper clau ’optica i la modelitzacié matematica. D’aquesta manera,
aquesta tesi conté tres capitols centrals dedicats a abastar tres idees diferents que han servit per
millorar 'operabilitat i fabricacié dels encoders, i alhora augmentar el know-how de I’empresa en
aquest tipus de producte.

A continuacié expliquem com esta estructurada aquesta tesi:

El Capitol 0, en dues parts, conté els preliminars per descriure el marc matematic i fisic
del treball, necessaris per a entendre en profunditat la tematica posterior. Evidentment, la
criticitat del gap que s’ha esmentat abans esta relacionada amb el fenomen de la difraccié de
la llum, de manera que el context fisic d’aquesta tesi és ’0Optica, i més concretament I'optica de
Fourier. La primera part del capitol zero, sobre séries i integrals de Fourier, descriu d’'una manera

autocontiguda tots els conceptes necessaris. En aquesta tesi, ’analisi de Fourier hi és present
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per diferents motius. En primer lloc perque, com és el cas amb tots els sistemes invariants per
translacions que actuen per convolucié, I'analisi de Fourier és 1’eina adequada per a tractar el
fenomen de la difraccié d’una manera rigorosa. En segon lloc, perque fins i tot en el cas que no
es tingui en compte la difraccio, 'accié del sistema disc-mascara es modelitza també mitjancant
la convoluci6é entre dues funcions. La segona part del capitol zero esta dedicat a fer un repas
a ’optica de Fourier, on expliquem d’una forma matematicament rigorosa i precisa el fenomen
de la difraccié, a partir de les equacions de Maxwell i I’equacié d’ona. Aquesta part s’ha escrit
també d’una manera autocontinguda, pensada per a un lector matematic, la qual no hem sabut
trobar a la bibliografia classica en aquest camp, per exemple el classic Goodman [11].

A continuacié entrem en el cos de la tesi, on tractem els tres problemes plantejats. El
primer aspecte que s’analitza és el segiient: quan la resolucié de I'encoder esdevé bastant alta, la
intensitat que genera una sola obertura és tan baixa que no pot ser detectada pel fotodiode, de
manera que s’ha de buscar una estrategia alternativa. Doncs, el Capitol 1 tracta la qiiestié de com
generar un senyal Z de referencia optim per a qualsevol resolucid, és a dir, com s’han d’imprimir
un nombre finit d’obertures en disc i mascara per generar el senyal Z eficient. Novament, I'eina
matematica per a tractar aixo és la convolucid, més precisament, el problema és equivalent al
de trobar senyals digitals (successions de zeros i uns) de forma que la seva autocorrelaci6 (la
convolucié del senyal amb si mateix) sigui el més semblant possible a un pic alt i concentrat en
un sol lloc, i amb 'amplada aproximada d’un impuls. En aquest capitol mostrem que aquest
problema és una formulacié equivalent al problema de dissenyar “Golomb rulers” [12, pp. 5-15].
Matematicament sén els conjunts de nombres enters tals que totes les diferencies entre els seus
elements sén diferents. Des d’un punt de vista més matematic, esta relacionat amb encara un
altre concepte de l’analisi harmonica, els conjunts de Sidon [12, pp. 19-26]. Establerta aquesta
relacio, el problema practic queda resolt per a ’empresa, atés que es coneixen i es troben a
internet taules de “Golomb rulers” per a cada nivell de resolucié (veure Apendix A).

El segon problema, el qual consisteix a veure com ha de ser la mascara per tal que el senyal
sigui sinusoidal, es tracta en el Capitol 2, en una primera aproximacié, ignorant el fenomen de
la difraccié. Les obertures de disc i mascara corresponen a funcions respectives f, g, i si s’ignora
la difraccio, el senyal de sortida és proporcional a la convolucié f * g entre ambdues. Aixi el
problema es formula de la manera segiient: donat un tren f d’impulsos rectangulars, com ha
de ser una funci6 g positiva i amb suport compacte (la funcié que modelitza les obertures de la
mascara) per tal que la convolucié f * g sigui una sinusoide pura? En el Capitol 2 veurem que
aquest problema té solucid, i el que és més important, essencialment Unica. Aquesta mascara

s’ha anomenat Mascara de la Generaci6 (M1G).
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En el Capitol 3 es tracta el mateix problema, ara tenint en compte la difraccié per tal d’a-
bordar la tercera problematica plantejada per l’empresa en relacié amb 1""air-gap"(AG) entre
disc i mascara. En primer lloc, cal mencionar que en el model s’ha suposat que hom té una
ona monocromatica i plana incidint sobre la pista del disc. A causa de considerar els efectes de
difraccio i interferéncia que apareixen al llarg de I’'AG, el tractament matematic esdevé bastant
més complex; en primer lloc es perd la linealitat perque el que mesuren els fotodiodes és poténcia
luminica o energia electromagnetica, que és proporcional al quadrat de les amplituds del camp.
En segon lloc, aquestes distribucions d’amplitud al llarg del pla (z,y) transversal a l’eix optic
varien segons quin és 'air-gap z. En el tractament matematic d’aquest problema redescobrim
un fenomen ben conegut pels especialistes en optica de Fourier, 'anomenat efecte "Talbot” [13].
En essencia, aquest efecte consisteix en el fet que quan un patr6 periodic es difracta, hi ha una
distancia zp, anomenada distancia de Talbot, tal que a multiples enters de zr reapareix exacta-
ment el mateix patrd. Per generar-ho, es necessita que la font sigui el més puntual, coherent i
monocromatica possible; de manera que és adient fer un sistema que utilitzi Laser en comptes
de llum LED. El que aix0 significa per al problema que tractem és que la solucié aportada en
el Capitol 2 també funcionara si la mascara es troba a una d’aquestes distancies. Amb altres
distancies, pero, resulta necessari trobar una mascara diferent per tal que sigui robusta. Aquesta
mascara, de la qual també hem trobat la seva corresponent forma, s’ha anomenat Mascara de 2a
Generacié (M2G); el seu output continua essent sinusoidal per a tots els air-gaps z, encara que
ara 'amplitud del senyal depen de z.

Tant en el Capitol 2 com en el 3, s’ha realitzat un desenvolupament analitic del problema, i
alhora s’han verificat els resultats mitjancant simulacions de caracter numeric. S’han analitzat
diferents aspectes com: el resultat de la convoluci6 entre les obertures de disc i mascara, aplicacié
de difraccié i interferéncia respecte a la propagacié de llum, la re-construccié de l'estructura
periodica a la distancia de Talbot, i diversos scripts per analitzar dades experimentals.

Més significativament, en el capitol segiient abordem la comprovacié experimental dels resul-
tats obtinguts i la seva analisi. Després de construir un banc optic de proves, hem comprovat
experimentalment que les solucions aportades teoricament funcionen i milloren 'operativitat de
I’encoder. La part més important del banc ha estat la possibilitat de variar ’AG de manera
micrometrica. D’altra banda, també s’han pogut modificar variables com la font de llum, la
velocitat de gir i el nombre d’impulsos per volta. Com a prova final, s’ha implementat el know-
how descrit en aquesta tesi a un encoder incremental real, verificant que es pot generar senyal
sinusoidal obviant la criticitat de ’AG.

En el darrer capitol tractem tot el que té a veure amb la implementacié industrial que ha
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fet Hohner Automaéticos S.L. i de la patent que I'’empresa ha presentat en defensa del know-how
adquirit amb aquesta tesi. S’ha de fer notar que les solucions proposades als Capitols 1 i 2
ja han estat directament aplicades al producte amb una verificacié de millora directa, i de fet
Hohner Automaéticos S.L. ja té comercialitzat diferents encoders que les incorpora. Per aplicar
el metode generador de codis Z per a qualsevol resolucié, Hohner Automaticos S.L. disposa d’un
algoritme proporcionat pel CRM [14] (abans havia d’encarregar-ho a una empresa externa amb
un cost significatiu). Alhora, s’ha abastat el problema de criticitat de gap per a altes resolucions
enfrontant el repte de fabricar un prototip d’encoder de 10000 impulsos per volta treballant amb
un ampli AG, aprofitant I'efecte Talbot i modificant el sistema optic (canviant el LED per Laser

i el sistema de col-limaci6).
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Capitol 0
Preliminars

0.1 Integrals i series de Fourier

0.1.1 Introduccié. Conceptes previs

L’espai de Lebesgue L'(R?) és l'espai de funcions (mesurables) definides a la recta real, amb

valors complexes, definit per

171 = [, 1f(@)ldw < +oc,

Rd

mentre que U'espai de Lebesgue L?(R?) esta definit per

191 = ([, |f<:c>|2dac)é < +o0.

Utilitzant que

@)l < 5 (F@)? + a(@)?),

tenim que fg € LY(R?) si f,g € L?*(R?). Aixd permet definir la correlacié o producte escalar
entre f, g mitjancant

(o) = [ f@g@da.
L’analogia amb el producte escalar de vectors és clara: si @ = (a1, ag,...,aq) i b= (b1, b2, ..., bq)
son dos vectors d-dimensionals, llavors el seu producte escalar és <EL’, l;> = a1b; +ashs + ...+ agby.

De la mateixa manera (i amb la mateixa prova) s’obté la desigualtat de Schwarz

[(F )l < Il llgll

per a f,g € L?(RY), on es compleix la igualtat quan

f=2g: A e R<=[{f,9)] = IF]l2llgll-

De fet, la manera intuitiva com es mira L?(R?) és com I’espai euclidia d'un “continu de dimen-

sions”; en lloc de tenir un vector d-dimensional de components indexades per ¢ = 1,2,--- ,d, es

11
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té un vector o senyal f amb components f(x) indexades per z o t € R?, els quadrats de les quals
tenen suma finita. La quantitat || f||, s’anomena la norma o energia de f.

Per a una funcié f definida a R hom diu que a és un periode si f(x + a) = f(x) per a
tot x, anomenant llavors aquesta funcié f com a-periodica. Es poden identificar les funcions
a-periodiques amb les funcions definides en [0, a] que valen igual en 0 i en a (en aquesta tesi
interpretem que totes les funcions sén continues). Els periodes de f formen un grup additiu,
isi f no és trivial, aquest grup consta dels multiples enters d’un nombre estrictament positiu,
anomenat el periode fonamental de f. Aixi, tots aquests periodes sén miltiples enters del periode
fonamental. Evidentment, una funcié a-periddica no pertany mai a L*(R) o L2(R); el que té sentit
és mirar la mida de f en un perfode. Designarem per L}w(R), wa(R) respectivament 1’espai de

les funcions a-periodiques tals que

1

I1£1: = | “ (@) dz < +o0, |f]l2 = ( / ‘ !f(x)Ide>2 < oo,

La versié de la desigualtat de Schwarz en [0, a] implica que L2 ,(R) C L} ,(R) on els subindexs p

i a indiquen que és una funcié a-periodica. De forma més precisa

[s@l e < va( [M1s@P dx)é,

on y/a s’obté de ||1||,. I d’altra banda, la versi6 de la correlacié o producte escalar en L;a(R) és

naturalment,

(f,g) = /0 ! F2)g(@) da.

0.1.2 Séries de Fourier

Els exemples més senzills de funcions a-periodiques sén les ones elementals

2 2
sin(—ﬂnx + ), cos(—ﬂnx +¢),ne’
a a

2T

ne 2T nx + i sin SNz,

i les seves combinacions lineals. Utilitzant la notacié complexa T — cog =
aquestes funcions a-periodiques s’escriuen sota la forma
Z anei%ﬂm, a, € C. (0.1)
nez
L’enunciat fonamental de Fourier és que tota funcié a-periodica s’expressa d’aquesta manera; ara
bé, cal considerar la suma fins a n = oo (seérie de Fourier) i llavors cal donar-li un sentit. Per
formular un enunciat matematicament correcte ens cal el concepte de base hilbertiana de 'espai
L2 ,(R) o L*(R), que és una versié semblant al concepte de base ortogonal dels espais euclidians.

Concretament, en els espais euclidians R?, C?, una base ortogonal o hermitiana és una colleccié

12
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de d-vectors unitaris v1, - - - , g que sén dos a dos perpendiculars entre si. Llavors tot altre vector

té I'expressio

d
7="3(7,3)0;.

i=1
Si H denota L2 ,(R) o L?(R) amb la seva corresponent versié de producte escalar, una base hil-
bertiana de H és una colleccié numerable f,,n € Z de funcions de H de norma 1 i perpendiculars
dos a dos. De forma que f € H,(f, f,) = 0 per a tot n, implica que f = 0. Aleshores, hom pot

provar que per a f € H es té

f= Z<f7 fn>fna

on la serie convergeix en el sentit que

i (1f = 37 (f fa)fall2 =0

[n|<N

I com en el cas euclidia, també s’obté el teorema de Pitagores (aqui anomenat de Parseval)
2 2
IFI3 =D IKF ).
n

Doncs bé, les funcions del tipus eisne ,n € 7Z, formen una base hilbertiana de Lgva(R), 0 equi-
valentment de L?(I) si I és un interval de longitud a. El desenvolupament anterior pren la

forma
i ng Lre —iZng
F@) = S el ea(h) = 5 [ Fa)e S0 do. 02
n
Aquest desenvolupament també té sentit, més generalment, per a funcions periodiques integrables
en un periode, concretament les de L;,’a(R). En aquesta tesi s’interpreta que aquest desenvolu-
pament convergeix punt a punt, la qual cosa és certa si f és una funcié prou regular.

0.1.2.1 Integral de Fourier

La definici6 de la base de Fourier a L?(R) és matematicament subtil. Si f és una funcié qualsevol
definida en R i hom planteja expressar-la com a combinacié lineal (infinita) de sinus i cosinus,
quelcom natural a fer és restringir f en [—L, L], escriure el seu desenvolupament de Fourier i fer

L — +o00. El resultat formal que s’obté és la representacié de Fourier (o féormula d’inversio)

fw = [ feeae, 03

on f és la transformada de Fourier i £ és la variable corresponent a les multifreqiiencies espacials.

La Transformada de Fourier d’una funcié f es pot escriure, llavors, de forma inversa com
A +oo .
F& = [ rwe s, (04)
—0oQ0

13
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Analogament, aquesta definicié també es pot aplicar per a dimensié d > 1, substituint z& pel
producte escalar = - €. Formalment, es pot veure f com la correlacié de f amb la funcié e¢(x) =
e?™m€ - Aquesta funci6 esta definida si f € L'(R?), i la seva representacié de Fourier és valida si

f e L'(RY). Si aixd es compleix, es pot reescriure (0.3) i (0.4) formalment com

f@) = [ Foemetas fo = [ f@etmtdn, sife @), fel'®. (05)

Per a funcions de L' (R?)N L?(R%) es produeix una mena de miracle, el teorema de Plancherel [15].

Aquest afirma que en aquest cas es compleix que f S LQ(Rd) i

1Fllz = [1f -

Aquest fet permet estendre (0.5) a funcions de L?(R%) mitjancant

flw)= Jim | @,

aixi com la seva transformada de Fourier

n - 1 —27ri$~§d ’
f(€) Y f(z)e T

de manera que la transformada de Fourier és una isometria de L2(R?).
Es interessant observar que tant la formula d’inversié com el teorema de Parseval formalment

equivalen a I’enunciat
[ et = sw - y),
Rd

és a dir, 1 si z = y i zero altrament. Es a dir, la superposicié de totes les freqiiéncies és zero fora

de Dorigen. En efecte, si escrivim la formula d’inversié i intercanviem ’ordre d’integracié, tenim

t@) = [ ([ rweeay)emecag = [ g ([ @) ay

on s’observa que formalment la integral interior és dp(z — y). D’una forma analoga, si escrivim

el teorema de Plancherel sota la forma

[ @Pas= [ (foPa= [ ([ e ([ Fuemreay) a -
B /]Rd /Rd 1) f ) </Rd e df)) ey

veiem també que torna a apareixer dp(xz — y) com a integral interior.

Finalment, hom pot concloure que tot 'anterior es pot escriure formalment com

A

FO = (L) f = [ (fe0)ced

Aixd significa que malgrat que eg ¢ L? (RY), 1a familia {65,5 € ]Rd} funciona com si fos una base

hilbertiana indexada per la multifreqiiéncia £ i per aixo s’anomena la base de Fourier.

14
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0.1.3 Sistemes lineals invariants. Resposta impuls i funcié de transferéncia

La importancia de la base de Fourier, tant en el cas periodic com en el no periodic, té a veure amb
els sistemes lineals invariants o operadors invariants per translacio. La traslladada de parametre
y d’'una funcié f es defineix com 7, f(z) = f(x — y). Una aplicacié lineal T" de LIQW(R) o L?(RY)
en si mateix, s’anomena invariant per translacions si 7'(7, f) = 7,(T'f). La majoria dels sistemes
fisics ho s6n, quan no depenen de ’eleccié arbitraria d’un origen de temps o espai.

Els operadors invariants per translacié estan completament determinats per la seva resposta
impuls que d’'una manera intuitiva es pot introduir de la segiient manera: tota funcié f es pot

pensar com la suma dels impulsos f(z) 0, tal que

(|, f@)b:do)ly) = [ @) baly) do = F(0)
R R

Llavors, sent T lineal
Tf= f(@)T(6y) dx.
R4
Pero 6, = 7,00 i si T és invariant per translacions, hom té T'(6,) = T(7.00) = 7T (dp). Si

g =T(dp) és la resposta a l'impuls dp, tenim llavors que

Tf = /Rd f(z)pg dx,
és a dir
Tfy) = |, f@gly - x)dz. (0.6)
La funcié de la dreta s’anomena la convolucio de f i g, designada f * g. En el cas periodic, la
integral seria al llarg d’un periode. Aquest argument formal pot fer-se rigords no sense dificultats;
d’una manera generica, tot operador invariant per translacions és un operador de convolucié.
Que té a veure tot aixo amb la base de Fourier? El fet basic i transcendental, és que les
funcions e sén vectors propis de tots els operadors invariants per translacié. Aixo també es pot

veure d’una manera intuitiva. La propietat caracteristica de les funcions e és que son caracters,

en el sentit que
ee(z +y) = eg(r)eg(y),
fet que es pot escriure com 7_yee = e¢(y)ee. Aplicant T es té 7_,Tee = ec(y)T (e¢), és a dir,

Teg(r +y) = ec(y)Tec(z),

i fent 2 = 0 es comprova que T'eg = m(§)ee amb m(§) = T'(eg)(0).

Aleshores, el funcionament de T' és transparent si s’utilitza la base de Fourier:

£= [ (fied)eeds — T = [ (Fe) T(ee s
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és a dir,
TF(E) =m(&)f(©), Tf(x) = |  F(&)m(&)e*™ " dg.

R4

En el cas periodic
i 2Ty i2Eng
f@) =3 ealf)e ™ — Tf(x) = el fymne’ =7,

és a dir, ¢, (T'f) = mpen(f).

Dit d’una altra manera, tots els operadors invariants per translacions diagonalitzen en la base
de Fourier, i d’aqui la seva importancia. La funcié de valors propis m(£), o successié m,, en el
cas periodic, s’anomena la funcié de transferencia de T

Evidentment, hi ha una relacié entre la resposta impuls i la funcié de transferencia, la qual
s’obté a partir de les dues maneres en les quals es pot representar 'operador T: Tf = fxg i

T? =m f . Es immediat comprovar que

Fxg="Fa, calf*9) = cal(enlg),

d’on resulta que m(&) = §(§), mpn = cn(9).
Per exemple, l'operador 7, és invariant per translacions i 7,f(§) = e 2miyé f (£), en aquest
cas m(§) = e ?™&, Un altre exemple és un operador diferencial amb coeficients constants

P(D)f =Y aaD“f, el qual també és invariant per translacions. En aquest cas,

PD)F(€) = (3 aa(2mi€)™) £ (£), (0.7)

essent m(§) = (X, an(2mi§)?), és a dir, la transformada de Fourier transforma derivades en

productes.

0.1.4 Teoria unificada de Fourier

En aquesta tesi, es consideraran en alguns punts transformades de Fourier de funcions que no sén
ni periddiques ni de LP(R?) (p = 1,2), per tant es necessita una extensié de la teoria. Aquesta
extensié és la donada per la teoria de distribucions que aqui es recorda breument [15,16]. Un
benefici afegit d’aquesta teoria és que proporciona un tnic marc teoric en el qual s’engloben tant
les series de Fourier com les integrals de Fourier.

El primer pas previ a fer és veure les funcions d’una altra manera. En lloc de pensar-les com
aplicacions que associen valors a una variable independent x, s’han de pensar com aplicacions
que assignen valors a unes funcions test. Es a dir, la variable independent sera ara una funcié

test. Interessa aplicar també aquesta teoria al cas multidimensional d > 1.
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Es defineix I’espai D(R?) de funcions test com l’espai de les funcions ¢ que tenen totes les seves
derivades D%p de tots els ordres amb suport compacte. Si f és una funcié localment integrable,

és a dir, per a qualsevol bola B = {:c eR¢: |z| < 7"}, tenim

/ |/ (2)] dz < +o0,
B

on li podem associar I'aplicacié Ty que actua en D(RY)

(Tt, ) = e f(@)p(z)d.

Si dues d’aquestes funcions f, g compleixen Ty = T}, és a dir,
| f@e@da= | ga)e(@)da.o € DR,
aleshores hom té f(x) = g(x) per a tot z (quasi per tot x si no sén funcions continues).

Aix0 porta a definir una distribucié com una aplicacié lineal definida en D(R?), amb valors
escalars complexos, i que és continua en el segiient sentit: si ¢, és una successié de funcions de
D(RY) que tenen suport en una bola fixada i D%p,(x) — D%p(x) quan n — oo uniformement
en x, aleshores (T, ¢,) — (T,¢). Aquesta és una nocié técnica que compleixen les T' definides
d’una forma natural.

Aixi, qualsevol funcié continua, o més generalment, qualsevol funcié localment integrable f,
identificada amb T, és una distribucié. Un altre exemple és la Delta de Dirac en un punt p,

definida per
(0p; 0) = (p)
i que no és pas una funcié. Més generalment, si E' és un conjunt de punts sense punts d’acumulacié

finits (és a dir, una successi6 (py,) amb limit co), considerem la pinta de Dirac dg =Y., 0p, com

la distribucié

(Om, @) =D @(pn)-

Evidentment, les funcions de Ll(Rd) sén localment integrables, i per tant, distribucions. Les
funcions de L?(RY) també sén localment integrables, perque per la desigualtat de Schwarz, per a

qualsevol bola B es compleix

[ 1s@ids <151} ([ 15@)R ds)* = 1B

En el cas d = 1, les funcions periodiques integrables en un periode, L}M(R), i per tant també
les de LIQW(R), son localment integrables perque qualsevol interval I esta inclos en un nombre

finit M de periodes, i per tant

[ 1#@)dz < aii £
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Amb la visi6 classica de funcid, es poden trobar funcions que no sén derivables a alguns punts,
o més complicat encara, que no siguin derivables a cap punt. En canvi, tota distribucié té una
derivada, la qual és una altra distribucié. Per saber quina ha de ser la definicié correcta, es

of

pren una funcié f que té derivades parcials D; f = R continues en el sentit classic i es compara

T, Tp,s. Integrant per parts,
(Tog9) = [ Dif @) playde = = | f@)Dip(a)dz = ~(Ty. Dig).
En conseqiiencia, la derivada D;T d’una distribucié T es defineix com
(DiT, ) = = (T, Dip).

Per exemple, la funci6 de Heavyside H que val zero si x < 01i 1 si x > 0, no és derivable en

el sentit classic. La seva derivada en el sentit de les distribucions és

(@n)'s¢) = (T, ¢) == [~ &'da = 0(0) = (o, ),

per tant (Ty) = do.

Reiterant, 'accié d’'una derivada D és
(DT, ) = (—1)I(T, D).

D’altra banda, el producte d’'una distribucié T per una funcié 1) indefinidament derivable es

defineix per
(T, ) = (T, ),

de forma que quan T' = Ty, hom té 4Ty = T ;. Aixi, es conclou que té sentit aplicar qualsevol
operador diferencial }°, co(2)D® a una distribuci6.

Seguidament, pretenem definir la transformada de Fourier d’una distribucié. Com abans, s’ha
de veure quina és la relacié entre les distribucions definides per una funcié i la seva transformada

de Fourier. Aplicant Fubini, es pot escriure

o= [ Foe©d=[ ([ f<m>e—2“5mdx) p(6) de =

(/ o(& —mfxdg) dw—/ f(x)p(x) dx = (Ty, §).

De manera que cal definir T com
(T,0) = (T, ). (08)
Malauradament apareix un problema, que és que si p € D(RY), llavors ¢ ¢ D(RY). Aixo es

pot veure mitjancant el Principi d’Incertesa de Heisenberg. Pensant en una funci6 localitzada,

amb una certa variancia o, llavors, es compleix

a(f)o(f) > cte.
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El qual vol dir que si una funcié esta molt localitzada, la seva transformada de Fourier esta molt
estesa. De fet, ¢ té una extensié entera al pla complex i no pot anul-lar-se en cap interval.
Per resoldre aquest problema és necessari introduir un tipus especial de distribucions, les

distribucions atemperades. Primer cal introduir ’espai de Schwartz
SRY) = {y:RT — C,¢ € C¥(RY), |a['|D*¢(z)| < C,Vl, 0},

de les funcions suaus rapidament decreizents. Un exemple d’aquest tipus de funcions 1) seria la
_ (z=b)?
funcié Gaussiana del tipus f(z) = ae™ 22

Ates que, tal com hem vist abans en (0.7), la transformada de Fourier de derivades esdevé un
producte per polinomis, es pot comprovar que la transformacié de Fourier és bijectiva en ’espai
S(RY). Es a dir, ) € S(R?) si i només si ¢ € S(RY). Ara, una distribucié atemperada es defineix
com una aplicacié lineal

T:S(RY) — C,

la qual és continua en un cert sentit. Com que evidentment D(R?) C S(R?), tota distribuci6
atemperada és una distribucié. Es pot mirar, llavors, les distribucions atemperades com aquelles
distribucions que poden actuar sobre les funcions de I'espai S(R?), sobre un conjunt de funcions
test més gran.

Qualsevol funcié f de LY(R?) o L*(R?) és una distribucié atemperada, és a dir, que Ty és

capag d’actuar sobre S(R?), de manera que

(@)l = | [ Fapta)dal < [F Il 1Tr 0l = | [ F@0@) dal < 172z

D’altra banda, una funcié periodica f € L}w(R) és també una distribuci6é atemperada. En

efecte, es pot observar que

na

) nez /™ (0.9)
:/0 Zf(na+t)¢(na+t)dt:/o £&) S w(t + na) dt

esta definit perque [ (z + na)| < n—KQ, on K és una constant, i per tant >, ¢¥(z + na) és acotada.
Una pinta de Dirac del tipus A, = >, dpq és també una distribucié atemperada, pel mateix
motiu.

Ara ja es pot definir la transformada de Fourier d’una distribucié atemperada T analogament

a com s’ha definit en (0.8),
(T',4) = (T, 9)). (0.10)
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Per definicié, doncs, T' =T 7 s f e LY(RY), L2(RY). Es a dir, aquesta definici és coherent amb
la Transformada de Fourier en aquests espais. Es facil veure que una altra forma d’escriure-ho és

A

7= / (e_.T) dx,
]Rd

on e_,T és el producte de T amb la funcié e_, (&) = e=2™@¢ definit per (e_,T,v¢) = (T, e_1).
Com que la transformada de Fourier és un isomorfisme en S(R?) també ho és en 'espai de

les distribucions atemperades, aixi que hom té la mateixa férmula d’inversié
T= [ eTde. (0.11)
R4

Seguidament s’analitza el cas d’una funci6 periodica. Per a una funcié ¢ € S(R) s’anomena

Ypa la seva a-perioditzada, que és, reprenent 'equacié (0.9),

Yp.a( Zw x 4+ ma).

meZ

Els seus coeficients de Fourier sén

cn(Vp,a) / Ppal L Z /a Y(z + ma)e"’%ﬂmj dx =

L[ et s = Lih

Do+ ma) = Ypa(@) = X enlupa)e’ " = Zw% cam,

Concretament, la férmula

(0.12)
= —(

Q\}—‘

n
a

Per tant

ny g
wa—l—ma 21#5

s’anomena la formula de Poisson. Canviant ¢ per 1/1 es té també

Zw x4+ ma) Zw *Z*”‘”.
En el cas x =0,
> v(ma) = Zzzi z

la qual cosa vol dir que la transformada de Fourier de la pinta de Dirac A, =", dmq és la pinta
A, =LA
Sigui ara f € Lzlo,a (R); calculem la seva transformada de Fourier com a distribucié atemperada.
S’obté, segons (0.10)
(F) = (1.9) = [ @) X bla +na) do
n

. . . o —i2r
perod, segons la férmula de Poisson, la darrera suma coincideix amb 37 ah(Z)e™"a @
a a

=150 [ @ ar = S o) = (Ten(o, ).
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Es a dir,

Aixo significa que f és una suma de deltes de Dirac situades en els punts 7 i els coeficients s6n

precisament els ¢, (f). Doncs, la férmula d’inversié (0.11) es converteix en

£ = [ eefde =S enlhes.

la qual expressa f com la suma de la seva seérie de Fourier.
D’aquesta manera la transformacié de Fourier de distribucions atemperades proporciona un
marc unic que engloba tant les séries com les integrals de Fourier.

Acabarem aquesta seccié amb el comput de la transformada d’una funcié concreta, la funcié
_ 2
flw) = e

amb Rea > 0. Per simplificar, es suposa el cas d = 1. Si Rea > 0 es tracta d’una funcié de la
classe de Schwarz. Si Rea = 0 és una funcié de modul 1, per tant una distribucié atemperada.
Mentre que si Rea < 0 és una funcié localment integrable que no és una distribucié atemperada

perque té un creixement massa rapid a l'infinit. Quan Rea > 0 es pot repetir I'argument

habitual per a les gaussianes (corresponents a « real): com que f'(z) = —2anzf(z), aplicant la
transformada a ambdés membres es comprova que f compleix I'equacié (f)'(¢) = —2r f(&), i per
tant

N 2

f(§) = Cla)e=

D’altra banda,

2 too
C(a)Z — (/ e—a7r;1:2 dl‘) _ / / e—om(ﬂ—f—y?) dr dy — 27‘1’/ e_mrTQ’l“d’l“ _ é’
R R JR 0

d’on es dedueix que C(«a) = %

En definitiva s’obté que la transformada és

1 n
ﬁe_5‘5|2, Rea > 0. (0.13)

Si Rea = 0, considerem oy = a+¢, t > 01 prenem v en la classe de Schwarz. Per (0.10), hom té

d D(x)e (T gy — € z/(:n)eia%txz dx.
R

Va Jra

Fent limit quan ¢ — 0 i aplicant el teorema de la convergencia dominada, s’arriba a la ma-
teixa conclusié que amb ¢ = 0, la qual cosa demostra que la Transformada en el sentit de les

distribucions també és la donada per (0.13).
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0.2 Equacions de Maxwell, ones electromagnetiques, models per

a la difraccio

0.2.1 Les equacions de Maxwell. Energia electromagnetica

Les equacions de Maxwell per als camps electric E i camp magnetic B en el buit, en la seva
forma diferencial, son respectivament, la llei de Gauss de 'electroestatica, la llei de Gauss de

Pelectromagnetisme, la llei de Faraday i la llei d’Ampére (modificada per Maxwell)

V-E="—p (0.14)
€0
V-B=0 (0.15)
. 9B
E=-22 1
V x T (0.16)
. - oE
V x B = poJ + MOGOE (0.17)

-

on p(p,t) és la densitat de carrega, J(p,t) = p(p,t)v(p,t) és el camp densitat de corrent i €, po
son la permitivitat electrica i permeabilitat magnetica en el buit, respectivament. Es pot com-
provar que entre elles no sén independents; per exemple, la llei de Faraday implica que V - B és
independent del temps.

Com a conseqiiéncia d’aquestes tenim ’equacié de continuitat

dp

V.-J+ =2 =
o

0.

— —

Un camp electromagnetic, la llum en particular, és un parell (E(p,t), B(p,t)) de camps de-
pendents de la posicié i el temps, els quals compleixen les equacions de Maxwell.
Recordem ara la formulacié precisa del concepte d’intensitat o energia d’un camp; de les dues

darreres equacions (0.16) i (0.17) es dedueix

que és equivalent a

La seva forma integral (si D és un domini acotat amb vora X) esdevé
|BJ?

" )dv, (0.18)

. B Lo d1 .
_ Ex—-ﬁdA:/J-EdV—k—f/eE?—k
z( Mo) A 73 D(0| |

on dV i dA sén diferencials de volum i area, respectivament.
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En l'equacié anterior donem una interpretacié a la primera integral del terme dret. En una
situacié simplificada, se suposa que a l'instant ¢, hi ha dins D, N carregues puntuals q1, g2, ,qn

situades als punts p1,po,- -+ ,pn. La poténcia mecanica exercida sobre aquestes carregues és

N —
Z F(pZ7 pla
i=1

Mz

( pl) +QZ (pla ) X E(plat)) pl) Z% pla pl)t)v
=1

on s’ha utilitzat que 7 x B és perpendicular a ¢. Pensant en sumes de Riemann, hom pot veure,
per tant, que la primera integral de la dreta de (0.18), representa la poténcia mecanica exercida
sobre les carregues que componen el corrent electric dins D, en cada instant. Per interpretar
l'altra integral es pot pensar primer en el cas D = R?, acceptant que E, B s’anullen I'infinit, de
forma que no hi ha integral a la vora 3. Aixi, 'equaci6 es pot reescriure com

[T EdV+—§/ ol B2 + | hyav =0
Sigui W (t) el treball mecanic acumulat produit pel camp en actuar sobre totes les carregues

des de l'instant inicial fins a l'instant ¢, llavors la primera integral anterior és %, i per tant

1 =2, |B)?
W(t)+ 5 / (0| E|* + ——) dV = constant.
2 /g3 Ho

Aixo significa que una variacié en el temps de la quantitat

1 = |BJ?
- e|E*> + ——)adVv
2/]1@3(0‘ )

repercuteix en una variacié de signe contrari de W(t) en el mateix periode de temps. Aquest
terme representa, per tant, [’energia potencial del camp electromagnétic. El seu integrand és la

densitat d’energia potencial, conformat pels termes d’energia electroestatica %60|E 2 i d’energia

1Bl

magnetostatica S Tornant a la féormula (0.18), es pot escriure ara sota la forma

<~
=
o,
S
Il

|

1 ., |BJ? . B
—— | (ol EP* + — dV+/ Ex — -ﬁdA:—/ :
%2 [, colEl " ) L uo) . o
on ara Wp(t) és el treball mecanic acumulat, produit pel camp en actuar sobre totes les carregues

dins D des de l'instant inicial fins a I'instant ¢. Segons la interpretacié anterior, el primer terme

és la taxa de variacié d’energia emmagatzemada dins D. Aix0 porta a interpretar

com la taxa amb la qual I'energia flueix, de dins a fora i perpendicular a dA, a través de X. El

vector

—

S(p,t) = E x B (0.19)
Ho
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s’anomena vector de Poynting , el qual té, per tant, la segiient interpretacié: si ¥ és una superficie,

tancada o no, fz(g - 1) dA és la taxa amb la qual 'energia electromagnetica travessa X i

/: /z(g(p’ t) - i(p)) dA(p) dt

és 'energia total transportada a través de X entre els instants ¢1,¢3. La seva direccid, perpen-
dicular a E, é, és la direccié en la qual el camp electromagnetic transporta energia (és la que
intuitivament s’anomena la direccié de propagacié del camp). Com que el vector de Poynting
és perpendicular als camps E, é, les ones electromagnétiques es diuen de tipus transversal, en
contraposicié a les ones mecaniques (com el so), que sén ones longitudinals. El modul del vector
de Poynting representa, en cada instant, el ritme amb el qual ’energia es transporta a través
d’una superficie unitaria perpendicular. A la practica, s’observen valors mitjans d’aquest vector;
la intensitat mitjana d’un camp en un punt donat p en 'instant ¢ es defineix com el valor mitja

en el periode d’observacié [t — T, t + T del vector de Poynting. Escrit formalment, s’obté

5 1 T
<I>:—/ S(p, s) ds,
T Ji—1

on s és la superficie que travessa S. Per definicié, [y < I> -idA(p) representa el flux d’energia
que travessa Y en terme mitja. La intensitat total d’una ona en un punt p es defineix com la
integral

f(p) = /g(p,s) ds.

Per definicio, el flux de Teny quantifica ’energia total transportada a través de 3. La intensitat

és, doncs, una densitat superficial d’energia total.

0.2.2 El potencial vector i el potencial escalar. L’equaci6é d’ona

A continuacio, reformularem les equacions de Maxwell en termes dels anomenats potencials eléc-
tric i magnetic. L’equacié V - B = 0 equival a D'existéncia d’un potencial vector A, tal que

B =V x A Lallei de Faraday (0.16) s’escriu, llavors, com V X (E + %—f) = 0, que porta a

lexistencia d’un potencial escalar V tal que E+ %—? = —VV. Aixi s’obté,
, . o 0A

Aquests potencials no sén tnics; la forma general dAés A= Ag+ Vb, amb B =V x A i Y(p,t)

arbitraria. Llavors V té 'expressio general

B o . 04y
VfVo—E,on E+Wf—vvo.
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En termes d’aquests dos potencials, les altres dues equacions de Maxwell, (0.14) i (0.17), es

reescriuen com

A
v.wv+ 4 __r (0.21)
ot €0
.
oV A 022

V x (V X A‘) = /,L()j— ,LL(]E()(VE + W)

Utilitzant que per a un camp X es compleix que

Vx(VxX)=V(V-X)-AX, (0.23)

on el laplacia A = V2 actua component a component, es poden reescriure (0.21) i (0.22) sota la

forma

0? 0 - oV
(A—MOGO@)V: —E—Q(V'A‘HJOGOE) (0.24)

2
(0.25)

O\ x . - oV

Si es tria A de forma que es compleixi I’equacio de Lorentz
- oV
V-A+ poeg—=- =0
Ho€o ot )
veiem que els dos potencials compleixen una equacié no homogenia. Es designa
1 62

L=A-+2
c2 ot2’

amb ¢ = (,uoeo)_%, com [’operador d’ona. Les equacions dels potencials (0.25) i (0.24) esdevenen,

per tant
LA = —polJ, va—g (0.26)
0
La tria d’A significa
- 0 o
V- (Ag+V —(W—-——=)=0
(Ao + ¢)+M0608t(0 at) ;
és a dir,
S A%
Ly =—-VA— —
¥ =—=Vdo - poco5 "
que és una equacio del mateix tipus.
Tornant als camps, aplicant (0.20) i (0.26), es té
9A 1 a.J
LE=L(———-VV)=—=Vp+ Ho 5y

25



Capitol 0 Preliminars. Optica de Fourier

equacions que obviament poden, també, deduir-se directament de les equacions de Maxwell sense

passar pels potencials.

I
=2
-+
g
=
=
@
Ra)
=
o
Q.
S
=
n
=
S
=
5
®
04
=
3
n

En regions lliures de carregues i corrents (p =0, J

L’equacié Lu = 0 s’anomena [’equacio d’ona. La discussié anterior diu que posant B = V x
ff, E= VV, i complint-se LA = 0, LV = 01il’equaci6 de Lorentz V - A+ 0_2%—‘{ =0, s’obté 'ona
electromagnetica general.

El valor de ¢ obtingut a partir de g, €9 va resultar ser el mateix que el valor estimat per a
la velocitat de la llum en el temps de Maxwell, i aixo el porta a enunciar que la llum és una ona
electromagneética i a formular la teoria ondulatoria de la llum.

Hi ha diversos problemes que és natural plantejar, matematicament parlant, amb les equacions
de Maxwell, la qliesti6é de quines condicions inicials o de frontera cal afegir de forma que els camps
quedin completament determinats. Es a dir, la formulacié de teoremes d’existéncia i unicitat que
corresponguin a la realitat fisica. Per exemple, se suposa que en tot instant es coneixen la
distribuci6é de carregues i de corrents, p i J_; sempre complint I’equacié de continuitat. Si es fa
un recompte de les incognites i equacions que es té, surten sis incognites per a les components

dels camps, i vuit equacions, de forma que hauria d’haver-hi una solucié tinica. També, hom pot

mirar-s’ho amb les equacions dels potencials: quatre equacions i quatre incognites.

0.2.3 L’equaci6é d’ona. Ones escalars.

Les solucions escalars u(p,t) de ’equacié Lu = 0, com per exemple les components de EiBen
regions lliures de carregues, s’anomenen ones escalars.

En el cas unidimensional, la soluci6 general de I'equaci6 d’ona és u(p,t) = f(p+ct)+g(p—ct),
que és la superposicié d’una ona que viatja a ’esquerra amb velocitat ¢ amb una altra que ho fa
cap a la dreta també amb velocitat c.

En dimensié superior, pensant en d = 3, no és tan facil escriure la solucié general. No
obstant aix0, hi ha unes ones particulars, anomenades elementals, que respecten la forma de la
solucié d’ona escalar. Si f és qualsevol funcié d’una variable i 77 és una direccié unitaria fixada,
u(p,t) = f (%p -7 £ t) és una solucid. De fet, és la solucié general en la qual la dependeéncia en
p és a través de p - 7. Com que en cada instant, I’ona és constant en els plans perpendiculars a
7, aquesta s’anomena ona plana. Una ona plana s’anomena periodica de periode fonamental T,
si ho és en t. Es a dir, de la forma u(p,t) = f(w(%ﬁ ‘p—1)), on w = %, essent f, llavors, una
funcié T-periodica. Aleshores, u(p + £7,t) = u(p,t), és també periodica en p en la direccié 7, i

el perfode espacial A = = s’anomena la longitud d’ona.
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Expressant f en termes de la seva serie de Fourier, es pot veure que tota ona plana T-periodica

és una superposicié d’ones del tipus
u(p,t) = Re Ae%i“’(%ﬁ‘p_t),

la qual també s’acostuma a escriure com u(p, t) = Re Ae?*P=2m1) amb k = 2 egsent el vector
d’ona. En diem ones escalars planes monocromatiques o harmoniques, perque tenen una unica
component freqiiencial en t.

En general, s’anomena ona monocromadtica a qualsevol ona del tipus
u(p,t) = ReU(p)e ™"
amb U(p) complexa. Per tal que u compleixi I'equacié d’ona, s’ha de satisfer
AU(p) + k*U(p) =0, k=—,

la qual s’anomena equacié de Helmholtz. En aquest cas, es pot redefinir la longitud d’ona com

c _ 27
Si ara es representa 'ona com U(z) = |U(z)[e*™9®) o u(x,t) = |U(x)e2 @@=t g(z)

representa la fase, i les superficies que comparteixen una mateixa g(x) es defineixen com els
fronts d’ona.

Un altre tipus d’ona escalar particularment important és I’ona esférica, és a dir, solucions de
Lu = 0 de la forma u(p,t) = v(r,t), r = ||p||. Es immediat de comprovar que Lu = 0 equival

llavors a

i per tant, la soluci6é general és
(1) =~ (F(C+ 1)+ 9"~ 1)
u(r,t) = —(f(- - —1)).
r e e
Entre aquestes, ’ona radial i monocromatica
1 5. (r
u(r,t) = Re —e?riw(c—t)
T
és particularment important. Concretament, la funcié

G(T) — 1627”'0.)% — leikr
T T

és la solucio fonamental de 'equacié de Helmholtz (llevat de constants). Compleix 'equaci6 en

el sentit classic en r # 0, perd a més a més, hom té

1
(A + K1) —G = &
47
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en el sentit de les distribucions. Aquest fet es descriu amb detall a la secci6 segiient.
Igual que en una variable, tota ona escalar es pot veure com una superposicié d’ones planes

i monocromatiques. En efecte, utilitzant la transformacié de Fourier en la variable p,

a(q,t) = /R Lulp,t)e™ ™7 dp

I’equacié d’ona es transforma en

2rlq|* 6 + ¢ 20y = 0,

la qual té com a soluci6é general
i(g,t) = A1 (g)e*™ 1 4 Ay(q)e?milalet,
i per tant, 'ona general complexa és

u(p,t) = /R3 (Al(Q)eQ“i(q-qulct) + AQ(q)e%i(q-p%qlct)) dq.

L’ona escalar general real correspon a As(q) = A1(—q), és a dir,

u(p,t) = Re / _Ag(g)ePmi@n I g, (0.27)
R

que fent un canvi a polars podem reescriure com

u(r, t) = 2Re /Oo

7 dr/ Ao (rﬁ)ey(ﬁ'p_‘:t) dA(7).
0 lI7ll=1
L’ona escalar és, per tant, una superposicié d’ones planes monocromatiques, on es necessita
analitzar totes les direccions 71 i totes les freqiiéncies cr. Aix0 no vol dir perd que w sigui una
ona que viatja amb velocitat c. Malgrat aixo, aquest és el motiu pel qual ’equacié s’anomena
I’equacié d’ona, i anomenem ona escalar qualsevol solucié. La component monocromatica de

en la freqiliencia w = cr s’obté integrant en 7. Equivalentment, podem considerar la integral de

Fourier en ¢ per arribar al mateix resultat.

0.2.4 Ones electromagnetiques monocromatiques, espectre d’una ona, ones

planes

Tornem ara a considerar el cas concret d’una ona electromagnetica general, és a dir, un parell de
camps (F, B) que compleixen les equacions de Maxwell. Hom diu que és una ona monocromdtica

si E'i B son de la forma

E(p,t) = Re Eg(p)e 2™, B(p,t) = Re By(p)e 2™, (0.28)
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amb Ey i By com camps complexos a C3. En aquest cas, les equacions de Maxwell es redueixen

a
V-Ey=0
V-By=0
V x (V x Ey) = k*E, (0.29)
50 = —ﬁv X EO.

Aplicant (0.23), a partir de (0.29) es pot veure que l'expressié general d’una ona monocromatica
és (E, B) de la forma (0.28) amb By = — 5V x Ey i Ey complint

; . P
ABEy+ k2Ey = 0,k = 272,

C

Aixo és aplicable a les sis components de Ei 5, compleixen 'equacié escalar de Helmholtz. El

vector de Poynting és llavors

' N 1 - % n n  A4miwt
SExB=g (Re (Ep x Bg) + Re (Ep x Boe'™"))

i la intensitat mitjana és

<§> = LRGE_: « B + 1 a Re (E’ < B, 647riwt)€47riwt dt —
20 0 0 20T Jyr 0 0
1 - = 1 L

—Re Ey x B, —Re (Ey x Bysin2nw(t +1T1)).

o e Fy 0+ ST e (Eo osin2mw(t +T))

Com que el periode d’observacié 21" és en general molt gran en relacié al periode %, el segon
terme es negligeix.

Una ona electromagnética plana en la direccié unitaria 77 és aquella de la forma

— S 1 N = = 1 —
E(pvt) :El(zp'n_t)a B(pvt) :Bl(gp'n_t)

amb FE7, B; essent funcions d’una variable real 7 = %p - —t.

En aquest cas, les equacions de Maxwell es redueixen a

La darrera equacié diu que (E'l—k%fix B) =0, per tant EH—%ﬁx By és un camp constant; com que

s’ha de complir que en l'infinit és zero, és zero. De la mateixa manera veiem que cB1 —7 x 4 = 0.
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En conclusié, una ona electromagnética plana ve donada per un camp E (p,t)) = El(%p - —t)

amb Ey -7 = 0 i E(p,t) =1 x El(%p -7 — t). Els dos camps E, B sén perpendiculars, amb

T ¢

|B| = %HEH I a més a més, el vector de Poynting S = iEﬁ X B té la direcci6 de 7 i modul

. 1 =1
Sll= —I|E(=p-7—t)||% 0.30
S]] CMOH (Cp i —t)]] (0.30)

Una ona electromagnética plana i monocromatica és aquella monocromatica en la qual la
dependencia en p és a través de p - 71, és a dir, Eo(p) = F, (p- 7). Imposant a Eyque V-Ey=0
i que compleixi ’equacié de Helmholtz, es pot veure que Eo(p) = 662”iw%p'ﬁ, amb C constant.
Per tant,

E(p, t) = Re Ge2m«Ciriit)  Bp ) — %Reé « Fe2rie(tpi-)

és l'ona electromagnética plana i monocromatica general. Naturalment s’arriba a la mateixa
conclusié si s’imposa a una ona plana que sigui també monocromatica.
Igual que per a ones escalars, tota ona electromagnética general (E, B) és superposicié d’ones

electromagnetiques planes i monocromatiques. Per veure aixo utilitzarem el potencial vector

Aiel potencial escalar V, lligats per 'equacié de Lorentz V - A+ C%%/ = 0, de forma que
E=-VV-— %‘f, B=V x A Com que segons hem vist /Y, V' compleixen I'equacié d’ona, tenim

la representacié (0.27)
A(p.t) =Re | Ao(q)e?™ 17711 dg, V (p,t) = Re / Vo(gq)erar=lale) dq.
R R
L’equacié de Lorentz equival a

cq - Ao(q) = llallVo(q).

Fixem-nos en particular que gracies a la transformada de Fourier podem parametritzar tots els
camps electromagnetics amb ffo(q) un camp arbitrari: definim Vb(q) = ﬁq . A'O(q) (amb la qual
cosa es compleix 1’equacié de Lorentz), definim /_f, V per les equacions anteriors (amb la qual cosa
es compleix 'equacié d’ona LA = 0,LV = 0), i finalment definim E=-VV - %‘5, B=VxA.

Aplicant rotacional a la primera equaci6 anterior s’obté

B=VxA= s Eq dq, Eq = Re (2mig x Ag(q)e>mHaplalet)
i aplicant —V — % s’obté
E = /R3 E,dq, E, = Re [—271'“/0((])(] + 27richHfT0(q)} e2rilap—laet)
L’ona (Eq, Eq) és efectivament una ona plana i monocromatica en la direccié g perque
[—27iVi(q)q + 2riclal| Ao(9)] - g = 2nillal (Ao(a) - q — llall) =0,

g x |—2miVo(q)q + 2mic|ql| Ao(g)| = 2micllgllq x Ao(g).
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0.2.5 Model per a la difraccié

El principi de Huygens de 'optica geomeétrica [11, pp. 33-35] estableix que les fonts de llum
generen camps que es propaguen d’una forma que es podria resumir aixi: si es t€ una ona
primaria monocromdtica u(p,t) = Re A(p)e*™t = |A(p)| cos(2nwt + ap), cada punt d’un front
d’ona primari {p : 27wt + a(p) = constant} actua com a font de fronts d’ona esférics secundaris
que avancen amb velocitat igual als de ona primaria. El front d’ona primari {p : 2rwt’ +a(p) =
constant} en un instant posterior t' >;t és l’envolvent dels fronts d’ona secundaris.

Una altra descripcié classica és la de la difraccid, descrita a la Figura 0.1. Es tenen dues
regions I, Il separades per una superficie 1. La part 31 té unes parts opaques i unes obertures
O. Les fonts de llum a la regi6 I generen camps que es propaguen fins a topar amb 31, on queden
bloquejats fora de les obertures O, pero propagant-se a través d’elles, en les quals es difracten

seguint el principi de Huygens.

Figura 0.1: Difraccié. Esquema de com es difracta un feix de llum en propagar-se a través d'una

superficie X1 amb obertures O

El tractament matematic rigorés d’ambdods fenomens descrits anteriorment fou fet per Kirch-
hoff i Sommerfeld. Aquest tractament es basa principalment en I'’equacié d’ona. Des d’un punt
de vista matematic, aquestes formulacions no sén altra cosa que la generalitzacié a ones esca-
lars monocromatiques (és a dir, solucions de I'equacié de Helmholtz) dels teoremes classics de
representacié de funcions harmoniques de la teoria del potencial.

El punt de partida és la segona identitat de Green, que estableix que si C' és un domini acotat

amb vora regular X i f, g soén dues funcions prou regulars, hom té

dg af
Lrag—ganav = [(15% - g5z da
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on 7 designa la normal exterior unitaria. Evidentment, es pot substituir a la integral de I’esquerra

I'operador A per 'operador H = A + k?I de Helmholtz. De manera que s’obté

[y —gugyav = [ (152~ gLy an

Donat un punt p € C, es pot aplicar aquest fet a una funcié U qualsevol i a la funcié

1

= ciklp—p|
lp =7l

Gp,p') = Gplp') =

que, segons s’ha vist abans, és solucié de I’equacié de Helmholtz en p’ # p.
Com que G, és singular en p, s’ha de treure una petita bola B.(p) = {:c cRe: |z —p| < e}

centrada en p, i considerar D \ B:(p). S’obté, per tant,

/(Uaa(i Gp%[f)dA( ) = /p p_E(Uaai Gp% )dA(p /HU () dv (), (0.31)

on les dues normals sén les exteriors. A la integral en [p —p/| = ¢,

1 k

1 0G 1
P _ —I—z—)

A 1. .
G == P — _7ezk€ + ik:fe”“ — ezka
P on g? € (=

52

Com que I'area de Iesfera és 47we?, al fer € — 0 s’obté

1 1 ; el 0 1 ; /
Ul(p) = 7/ < k=P |22 g etklp—p] > dA+
®)= & s\p—p° on 3n(lp—p’|€ )

1 (0.32)
b [ HUG)G ) av ()

Quan U és solucié de l’equacié de Helmholtz HU = 0 s’obté, per tant, una férmula que dona

U(p) en termes de U i 4= en X. Fent els calculs, surt
Ulp) = / et (w( N iU+ —— ) P2 g4 (0.33)
p)=-— | T +:U(p + ) .
an Jso—vl" klp ="/ |p =P/l

Si s’aplica (0.32) a una funci6 test U amb suport compacte, es té

U(p) = % L, HU(p")Gp(p') aV (p')

que diu que, en el sentit de les distribucions, hom té H(iGp) = 0p. Es a dir, que E = ﬁGP és
una soluci6é fonamental de 'operador H.

Si s’aplica (0.33) a una ona escalar solucié de HU = 0, a la regié davant d’un front d’ona
F = {—27wt + a(p) = constant} i dins d’una bola Br(p) on es fa tendir R — oo, i suposant que
els termes a l'infinit s’anul-len, s’obté

1 1 oU o 1
Ulp) = 7/ ( ekl Z2 ezklp—p|> dA
(?) 4m -7 on on ( p—p|

amb 77 = ||Va\| Aquesta és la versié precisa i rigorosa del principi de Huygens feta per Kirchhoff.
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Amb la férmula (0.33) es pot plantejar un primer model per a la difraccié. A la regié I de

la Figura 0.2, acceptant que la contribuci6 de la part 3o s’anulla I'infinit, es té

U(p)—i/ ekl (VU(p’)—l—iU(p’)k(l—i— L_ypop ) dA (0.34)
am Jsy |p—p'| klp—1p'|"[p— 7| ’ '

on Y és la pantalla difractora. Per tenir 'ona U a la zona difractada I1 cal coneixer U, g—% en

¥1. Kirchhoff feia dues hipotesis [11, pp. 44-46]:
o U, ‘g—g s’anullen en X1 excepte a les obertures O.
e Els valors d’U, g—g a les obertures, son els mateixos que si no hi hagués la pantalla.

i postula que 'ona ve donada per la mateixa expressié on la integral s’estén solament a les

obertures O.

Figura 0.2: Condicions de contorn de Kirchhoff. Esquema on es representa una obertura O en
una superficie 31, definint on es situen els punts p i p’, amb la corresponent esfera X5 d'analisis, la

qual té un radi R.

Sota aquestes hipotesis, i amb algunes aproximacions, és com es treballa habitualment en
optica. Ara bé, hi ha una inconsisténcia seriosa en aquestes dues hipotesis. El fet és que si
una solucié U de I'equacié de Helmholtz compleix que U, g—g sén zero en un tros de superficie,
llavors U és identicament zero. En efecte, el teorema segiient és ben conegut pel cas de funcions
harmoniques (k = 0) (exercici 2.2 de [17]) i és valid més generalment per a dominis amb vora

regular. Donem la prova, elemental, per al cas que ens interessa, el semipla z > 0.
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Teorema 1. Sigui I1 el semipla {z >;0} i u € C*(II) una solucié de l'equacié de Helmholtz

Au+ku=0. Siu= % =0 en un obert U del pla xy, aleshores u = 0.

Demostracié. Definim u = 0 en z < 0. Si provem que u és de classe C? a I'obert V = R3\ (R?\U),
u sera una solucié de 'equacié Au+ ku = 0 en V', per tant analitica en les variables z, y, z. Com
que u és zero en z < 0, pel principi de prolongacié analitica, u = 0.

Per tant és suficient veure que totes les derivades de primer i segon ordre sén zero en U. Aixo

és evident per a les derivades de primer ordre, per hipotesi. Evidentment com que v =0 en U

Pu 0% d%u

92~ 92 dxdy

Com que % =0 en U, també

2 2
Ou _o 0w _y
0x0z 0yoz
Finalment,
2 2 2
Ou_ 0w Ou_ o

922 ox?  0y?

D’altra banda, la funcié definida per (0.34) no pren en ¥ els valors originals.

Aquestes inconsisténcies poden ser eliminades amb ’eleccié d’'una funcié de Green convenient,
introduida per Sommerfeld [11, pp. 46-50]. Tornant a la situacié original on C' és una regié
acotada amb vora X, una funcié de Green-Dirichlet Ep(p,p’), per a C, és una funcié que segueix
complint

Hp’ED(pa p/) = 6177 (035)
Perd ara, a més a més, Ep(p,p’) =0si p’ € X. Llavors

Ulp) = — /E U(p’)a;EﬁD (p,p") dA(D')

és una férmula consistent. De la mateixa manera, una funcié de Green-Neumann Ex(p,p’)

continua complint (0.35), i a més a més, %E—nl\’ = 0 en X, de manera que

Ulp) = | a(gg/) Ex(p,p") dA(p).

Pel cas on C és el semiespai z > 0 és possible donar explicitament Ep, En amb el métode
d’imatges. En efecte, si p = (x,y,2) i p = (z,y, —2) és el punt simétric respecte z = 0, tal com

es mostra a la Figura 0.3, la funcié

1 etklp=p'l  iklp—p'|

E N=_— —
plpP) = g p—p| [p—7
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Figura 0.3: Formulacié de Rayleigh-Sommerfeld. Métode d’imatges. Esquema on es representa

una obertura dins una pantalla, i dos punts d'analisi simétrics p, p respecte al pla z =0

s’anulla en z = 0 i continua complint (0.35). D’altra banda, la funci6

1 etklp=p'l  giklp—p'|

En(p,p) = —
) 4W(\p—p’| =7

també compleix (0.35) i té derivada respecte de z igual a zero. Substituint a (0.31) la funcié E,

per Ep, s’obté

0 = o [ (1 ) U dAw) (0.30
2mi Jre |p — /| klp—p'|) Ip— | ’ '

onp=(z,y,2), p = (2',y,0). Reescrivint aixo0 i utilitzant la notacié U, (x,y) = U(p), Up(z',y) =

Up), R=1p—p|=+V(@—2)+(y—y)%+ 22 velem que

U.(z,y) = LA i <1 + Z> iUO(CIJ' y')da' dy'. (0.37)
’ 2mi Jr2 R kR) R ’

Aix0 ens diu que U, és la convolucié de Uy amb el nucli

K ko ethvatty?te? i z
T,Y)=s——F——— |1+ . 0.38
=(,y) 21 /22 + y2 + 22 ka2 + 2+ 22 ) /22 + 4% + 22 (0.38)

Naturalment, tal com s’ha explicat a la Seccié 0.1.3, aixo correspon al fet que Uy — U, és un

operador invariant per translacions. Escrivim

1 etk a2 +y?+22 ko etkvVarty?+z?
Kz(x) y) =57

21 ( /x2+y2+z2)3+277r’izm2+y2+z2'

El cas k = 0 és el nucli de Poisson P,(z,y) del semipla z > 0. Com que

T Yy
P -ptY P=1
Z(il?,y) 1(272)’ /]RQ 1
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el primer terme P, és una unitat aproximada, és a dir, P, dz dy — dp; per tant el primer terme
de K, és de L' (itambé de L?) i té limit dp. D’altra banda, el segon terme no és de L! siné de
L?, i es pot veure que té limit zero en el sentit de les distribucions, és a dir, per a tota funcié test

 es compleix

e $2+y2+22

quan z — 0. Tot plegat, fa que K, dx dy — Jg en el sentit de les distribucions, per tant U, — Uy
i equacio (0.37) és coherent.

Seguidament estudiem l'operador Uy — U, en el domini freqiiencial, és a dir, utilitzant la
transformacié de Fourier bidimensional. Tal com s’ha explicat a la Seccié 0.1.3, aixo implica fer
el calcul de la transformada de Fourier del nucli K, que és una funcié de L?(R?). S’utilitza
q = (&,7n) per les coordenades duals de Fourier de (z,y), és a dir,

—

Koo = [, Kolay)e ™ dady, K (ay) = [ Ko(€n)em o0 dg dy,
R2 R2
Comencarem fent el calcul de la transformada de Fourier de la solucié fonamental FE

ikR
1 € 6727ri(x§+y77) dx dy

47 Jr2 R
Posant p? = &2 + 1%, 72 = 22 4+ y2, i integrant en polars,
/+oo /27T el Vita? —27rirpc050 rdrdf =
47l' V2 - 22
1 [Hoo gikVrZ+2?
=1 o W%ﬂg@ﬂpr)r dr,

on Jy és la funcié de Bessel

J _ i 2m ix cos O do
o(z) = o ) e .

Amb el canvi s = 27,
1 +oo e 2 V S2+47T2

— [T g(sp)sds.
4 Jo 52 + 47222 o(sp)s ds

Utilitzant ’equacié descrita a [18] amb a = %, 8 = 27z, aquesta transformada és

1 e k= A2p2—1 - 1
22— 1" =N
Recordem que per obtenir K, cal canviar 22 per (2’ — 2)2, i aleshores K, = —2% en 2/ = 0.

Llavors I/(\Z és —2%, de I'expressié anterior, aixo és
K (&) = M VITNERR g 222 4 %) < 1,

K, (€,m) = e F=VXEFm)=1 i A2(e2 4 p?) > 1

(0.39)
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Fixem-nos que efectivament K, — 1 quan z — 0, tal com correspon a una unitat aproximada.
Per tant

Uuay) = | o€ m)etV IV 2400 g iy
)‘2(£2+7]2)<1 (0 40)

/ Up (&, n)e PV (€4 =1z 2milztyn) ge gy
A2(&24+n?)>1

Es pot arribar a aquesta mateixa expressié escrivint ’equacié de Helmholtz en freqiieéncia.

En efecte, a partir de
Ulwy.2) = [, Tal&mpem @ d dy,
R

es té

U,  —~ .
AU + kU = /R ) ( 5.2 U= [(2mi)2 (€ + ) + k:2]> 2= de dny

de manera que ’equacié de Helmholtz equival a

82(/]:5 7T 2062 2 2
o2 T U6 [4n*(E + ) + 1] = 0.
Es a dir .
82UZ 2 2 2\ 7171
5 = K (1-X) ..

La solucié general d’aquesta equacié és
U-(&m) = A(gme VTN 1 e e t=VIm0,
Una solucié d’aquesta equacié és precisament
U=(€.n) = Do(€,me™VINETD i 33 +0’) <1
U-(&,m) = Do(gmye VY EHR=1 g 322 4 %) > 1 (0.41)

que com hem vist a (0.39) és K.Up.

Tornant a (0.40), la interpretaci6 és la segiient. El primer terme representa la superposici6
d’ones planes, una per a cada &, n amb A2(£2 4+ n?) < 1; el segon terme, en canvi, representa la
superposicié d’ones evanescents que tendeixen a desapareixer per a z gran;

Tot i que en aquest treball no ho necessitarem, comentem a continuacié un aspecte estric-
tament matematic relacionat amb les formules per als camps difractats que acabem de veure.
Suposant que la difraccié té lloc en z = 0, hem vist que totes les components U(z,y, z) dels
camps E, B vénen donades en z > 0 per (0.37). En conseqiiéncia, les mateixes expressions sén
certes per als camps E , B , és a dir,

kR ;
E(xyz):k/ c (1+Z> E(',y,0)da’ dy ,z > 0
e 2mi Jrz R kR 7 ’
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Bla,y,2) = - eikR<1+i>Z§(’ 1.0)de' dy .z > 0
x,Y,z = o v R LR/ R r,y, T ay .z .

Ara bé, hom pot comprovar que si es defineix els camps d’aquesta forma per a camps arbitraris
E(#',4/,0), B(z/,y',0) en z = 0 no es compleixen necessariament les equacions de Maxwell en
z > 0. Aixo significa que la restriccié dels camps E , Baz=0 compleixen de fet certes condicions
de comptabilitat que fan que les expressions anteriors si que compleixin les equacions de Maxwell.
Dit d’una altra manera, les equacions de Maxwell tenen traca en z = 0. Es pot veure que aquestes
condicions de comptabilitat sobre E(a/,y/,0), B(z',y',0) vénen expressades en termes d’integrals
singulars en el domini espacial i per multiplicadors del tipus de Riesz, actuant sobre E , § , en el

domini frequiencial. Utilitzant aquestes condicions es pot arribar a altres expressions

(E,B)(x,y,2) = /]R2(E, B)(#',y,0) x (L,M)(z — ',y —/, z) da’ dy/,

(no necessariament E(z,y, 2), B(z,y, z) s’expressen només en termes de E(z’,y',0), B(z',v/,0))

on els nuclis involucrats L, M si que compleixen les equacions de Maxwell.
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Capitol 1

Generacio del senyal de referencia Z
en encoders incrementals d’alta

resolucio

1.1 El model basic d’interaccié entre disc i mascara ignorant la

difraccié. Convolucié optica.

Primer de tot cal descriure matematicament la interaccié entre disc i mascara, tant per generar
els senyals A, B com per la Z. Les obertures practicades en el disc giratori que sén il-luminades les
descrivim mitjancant una funcié f(z) de la posicié angular z. Més precisament, f és una funcié
positiva i les obertures de la mascara corresponen al subgraf de f. Les obertures practicades a
la mascara, a distancia z del disc, les descrivim analogament com el subgraf d’una altra funcié
positiva g, que suposarem que té suport compacte, donat per la mida de la mascara fixa. En
principi f, g podrien ser arbitraries.

Ara intentem descriure de la forma més senzilla possible el senyal mesurat pels fotodiodes
en cada instant. Els fotodiodes [19] reben un senyal proporcional a la intensitat de la llum
rebuda. Aquest tipus d’element consisteix en un semiconductor (normalment Silici), construit
amb estructura d’'unié PN o PIN, la qual és sensible a la llum en un cert rang de longituds d’ona
A. Idealment, cada foté que incideix sobre I’element hauria d’excitar un electrd, i per tant, un
flux de llum crea una intensitat de corrent eléctrica. Aquesta intensitat és proporcional a la

poténcia de la llum incident P,

Tlged
I = P
hv
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on 74e és leficiencia quantica del fotodiode, ¢ la carrega de Ielectrd, h la constant de Planck i v
la freqiiencia optica.

Suposarem que la llum és una ona plana monocromatica amb direccié (vector de Poynting)
n perpendicular al disc i mascara. En aquest cas, la poténcia és constant en tots els punts a una
mateixa distancia z en la direccié n. Siignorem ’efecte de la difraccid, arribem a la conclusié que
el senyal mesurat pels fotodiodes en cada instant ¢ és proporcional a ’area comuna determinada
per les obertures de disc i mascara en aquell instant. El gir del disc, el qual suposem uniforme,

correspon a canviar f(z) per f(x —t). Per tant, el senyal generat és
CO(f,9)(t) = /min[f(x — 1), ()] do = /mln g+ 1)) da, (1.1)

quelcom que podriem anomenar convolucio optica. Com a funcié de f,h la CO és invariant per
translacions pero no és lineal, fet que en fa dificil el seu estudi matematic. Hem dit abans que a
la indtstria dels encoders és un fet universal que al disc hi ha un tren d’impulsos rectangulars.
L’explicacié d’aixo és segurament de caracter economic, pero el fet és que des del punt de vista de
la modelitzacié matematica també té una explicacié clara. Si f només pren els valors 0 i 1, com
és el cas d'un tren d’impulsos rectangulars, i suposem que 0 < g < 1 (que correspon a dir que les
algades de les obertures de la mascara no depassen les del disc), aleshores min[f(x — t), g(z)] =
f(x —t)g(z) i passem a tenir basicament la convoluci6

+oo 400

frot) = [ " f@-tg@rde= [ @)+t do (1)

—o0 —00

que com hem vist al Capitol 0 és quelcom manipulable utilitzant transformacié de Fourier.

Aixi, les obertures del disc que serviran per generar els senyals A, B, etc. és el tren de N

impulsos rectangulars equiespaiats

2

—9 fnlel
I(x — 2nT) = 5N

Mz

n=1

on I és la funcié caracteristica de [0, 7]. A la Figura 1.1 es pot veure aquesta funcié representada

com una funcié impuls.

1.2 Generaci6 del senyal Z

Recordem que el senyal de referéncia Z té per objectiu basic fer de compta-revolucions. A cada
volta s’ha de generar, opticament, un senyal que faci aquesta funcié, per exemple que tingui un
peak i només un en cada volta, en una de les N posicions detectades per ’encoder. Evidentment,

el més senzill seria practicar una obertura rectangular en el disc i una altra de la mateixa mida
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()

Figura 1.1: Funcié f(x) corresponent a una obertura del disc. Aquesta funcié impuls centrada en

a/2 és la funci6 caracteristica I que es repeteix al llarg de tot el disc com f(z) = SN, I(z — 2n7).

a la mascara. Quan la resolucié de I’encoder comenca a ser alta, pero, 'obertura hauria de ser
tan estreta que la intensitat de llum que hi passa seria indetectable pel fotodiode. Per aixo, cal
idear un nou meétode per crear un impuls tan alt i concentrat com sigui possible, quan el disc
déna una volta sencera.

Amb aquesta finalitat, la mascara porta unes obertures rectangulars no equiespaides, que

escriurem sota la forma

glz) =) I(x —2mT),

k

amb uns certs enters ny < N. De fet, com que s’ajusta a les dimensions de la mascara (on hi
caben un finit nombre M d’obertures), implica que ny < M, amb M molt menor que N, i en tot
cas M < % A la Figura 1.2 es mostra un exemple de com seria la distribucié d’una funcié g(x)

i com s’aplica al senyal Z en forma d’obertures.

g(x)

Figura 1.2: Funcié g(z) associada al senyal de referéncia Z. Exemple de senyal de referéncia Z, el
qual genera un conjunt finit de polsos no equiespaiats. Associem 1 a obertures i 0 a zones opaques,

referent a com s'imprimeix aquesta seqiiéncia en les pistes corresponents de disc i mascara.
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El disc porta incorporada una altra réplica de g. En cada instant t les obertures s’escriuen
com g(z —t). En la situaci6 que ens interessa podem evidentment ignorar la difracci, de manera
que el senyal que genera el fotodiode encarregat de Z és 1’autocorrelacio

+00
g*g(t) =/ g9(x —t)g(z) du.
—o0
Es evident que el maxim d’aquesta funcié autocorrelacié sera quan ambdues funcions coincideixin,
és a dir, quan no hi hagi desplacament entre elles, t = 0. El que voldriem és que g * g fos el més
petit possible per als altres valors angulars observats per ’encoder, ¢ = k%ﬂ, diferents de zero.

Un model equivalent i simplificat consisteix a substituir g per un codi binari A = (a,)M_; de

zeros i uns, posant a, = 1 si n = ng i 0 si no; és a dir, g(x) = Zﬁil apI(x — 2n7). Aleshores,

I’objecte d’estudi és 'autocorrelacié discreta d’aquest codi binari

M
Ax Ak)=S(k)= > aj_pas k=0,--- , M — 1.
i=k+1

Si redefinim a,, posant a, = 0 si n ¢ [1, M], podem considerar

S(k) = Zaz’—kai = Zaiai—i-ka

com a funcié par en k. Observem que no es tracta per tant de ’'anomenada autocorrelacio circular,
on considerariem A com a senyal M-periodica. La pregunta, és ara, saber com cal triar A per tal
que el seu valor maxim S(0) (el nombre d’1’s que conté, anomenat mazim d’intensitat central)
estigui molt per sobre dels altres valors S(k),k # 0. Per quantificar i formular el problema de

forma precisa, introduim

o = max S(k),
k40

que és obviament < S(0) i introduim dos parametres possibles de concentracié:

e Senyal efectiva (Maxima diferéncia) : Es defineix senyal efectiva a la diferéncia entre
el primer i el segon maxim del senyal de referéncia, SE = Sy — 0. Aquesta és la quantitat

de senyal 1til si situem el llindar electronic de comparacié a l'altura del segon maxim.

e Factor K: Aquest factor es defineix per K = Sp/o. Com més gran és aquest parametre
millor sera la relacié entre el primer i el segon maxim. Si considerem com soroll ’estructura
del senyal en la part externa al pols central, el factor seria equivalent a la relacié senyal-

soroll.

Treballarem amb el segon, per tant volem triar A de forma que
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sigui el més gran possible entre tots els codis binaris A de longitud M (i que tinguin més d’un 1,
amb o > 1). Podem considerar

K(M) = maa(K(A)),

on A té longitud M i o > 0.

El problema matematic consisteix a avaluar com creix K (M) i el problema practic consisteix
a trobar explicitament un codi A per al qual K (A) sigui ’0ptim o proper a I’optim. Per a valors
de M petits, hom pot examinar per forca bruta els 2™ codis de longitud M, i constatar que no
hi ha un tnic codi optim.

A la seccié seglient veurem que, reformulat, aquest problema és equivalent a dos problemes

ben coneguts.

1.3 Golomb Rulers i Sidon sets
La reformulacié passa per considerar el conjunt de posicions on hi ha un 1
G={i=1,2,..,.M :a; =1}.

Llavors S(k) és el cardinal del conjunt G N (G — k), amb la qual cosa veiem que el problema té a
veure amb difference sets [20], un camp molt estudiat en teoria additiva de nombres.
Considerem la condicié o = 1, és a dir, S(k) = 0,1 si k # 0. Aixo significa que per a cada k
hi ha com a molt un i tal que a1, = a; =1, és a dir, i + k,7 € G. Aix0 vol dir exactament que
totes les diferéncies i — j,4,j € G, i # j son diferents. Aquesta és la definicié d’'un Golomb Ruler

de longitud M, un subconjunt
G={i1=1<is<..<ig=M},

de {1,2,--- , M} per al qual totes les diferencies son diferents. M s’anomena la llargada i K la
mida de G. A internet es poden trobar molts articles i taules referents a Golomb Rulers [21].

Aquests conjunts van apareixer en radioastronomia als anys 40 (les distancies entre radi-
oestacions col-locades en una linia recta convé que segueixin un ruler per a minimitzar certs
parametres), i també en teoria de codis autocorrectors.

El nom de ruler s’utilitza perque si GG ho és, posant en un llisté les marques corresponents als
iy es poden mesurar llargades amb aquest regle d’'una sola manera (en aquest sentit, els regles
habituals sén redundants, perque una determinada longitud la podem mesurar utilitzant marques
diferents). Un ruler s’anomena complet si el conjunt de diferéncies és exactament {1,2,..., M}.
Una interpretacié diferent i curiosa que es troba a internet és pensar en una gran sala rectangular

de conferencies que hom voldria que fos convertible, a base de col-locar unes parets mobils, en
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sales de capacitats més petites pero diferents. Si les parets mobils es col-loquen exactament en
els punts indicats per un Golomb ruler, optimitzem els costos.

El problema a resoldre és: donada una llargada M, quin és el Golomb Ruler més gran que es
pot obtenir? Podem considerar

F(M) =max K,

on el maxim és entre tots els Golomb rulers de longitud M, i el problema és com abans: determinar
com creix F'(M) i explicitar rulers optims.
Es molt facil fer una primera estimacié de F(M). El nombre de diferéncies i — 5,4, € G no

nul-les és exactament

k(k—1)
2 )
i com que totes han de ser diferents i sén nombres entre 1 i M, tindrem
k(k—1) <M,
5 =
d’on s’obté

F(M) < V2M + 1.

Una reformulaci6 essencialment equivalent dels Golomb rulers és en termes de Sidon sets. Un
conjunt de Sidon és un conjunt G de nombres enters tals que totes les sumes i+75,1 # j,4,j € G sén
diferents. Evidentment és un concepte equivalent al de Golomb ruler. Sota aquesta formulacio,
aquests conjunts, en general infinits, van ser introduits per Sidon en relacié a series de Fourier;
les séries de Fourier amb freqiiencies en un conjunt de Sidon tenen propietats especials.

Erdos i Turan [22] demostraren que
F(M) < VM + o(VM),
mentre que construccions explicites de Singer [23] i Rusza [24] provaren que
F(M) > VM —o(VM),

de manera que

lim ——F=1.

M—+o0o0 /M

Es a dir, els Golomb Ruler dptims tenen aproximadament /M uns.

Tornant a K (M), el cas particular o = 1 és el que ens ha dut a F(M), és a dir,

K(M)>F(M),
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per tant en principi podria ser que K (M) fos asimptoticament més gran que VM. En una
comunicacié privada, pero, Noga Alon ens ha fet arribar una prova del fet que K (M) continua
essent com \/M .

La conclusio6 rellevant per a nosaltres és que el senyal A que generi el senyal Z més potent
possible dins de la mida M donada per les mides del fotodiode i la resolucié, és un tren d’impulsos

rectangulars

M
g(z) = Z apl(z — 2nT),
n=1

amb a, = 1sin € G,a, =0sin ¢ G, on G és un Golomb ruler optim de longitud M i mida
aproximadament v/ M.
Mitjangant diferents projectes web, s’ha arribat a trobar el Golomb Ruler optim per a k = 27

marques, el qual té una longitud de M = 553. La taula completa es mostra a I’Annex 1.
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Generacié de senyals sinusoidals
optiques. Primera soluci6é sense tenir

en compte la difraccié.

Tal com s’ha esmentat abans, els encoders Optics rotatius de tipus incremental juguen un dels
papers més importants en aquest sector. El fet de poder calcular, alhora, velocitats i posicions
relatives amb un alt grau de resolucié fan que la industria s’hagi centrat en com millorar aquest
tipus de sensor. A més a més, aquest tipus d’encoder presenta alguns dels reptes més dificils
del sector, ja que quan s’augmenta el nombre d’obertures per volta, la mida de les obertures es
redueix, i es fa critica la precisié amb la qual s’ha de fabricar el sensor. En el moment que es
treballa amb obertures de 1'ordre de desenes de micres, implica que la distancia (AG) entre disc
i mascara haura de ser també de ’escala micrometrica, esdevenint un fet molt complicat en el
procés de fabricacid, i que alhora pot afectar a I'operabilitat de I’encoder a llarga durada. Aixi,
que a I’hora de fabricar un encoder d’alta resolucié, hi ha dues opcions per abastar el problema:
tractar de buscar un meétode que ens permeti allargar el gap tot mantenint 'operabilitat del
sensor, o d’altra banda, buscar un sistema que permeti multiplicar la resolucié a partir de pocs
impulsos per volta. Aquest apartat es centra en la segona opcio, focalitzant-se amb un metode

anomenat interpolacié electronica.

2.1 Encoder incremental sense interpolacié electronica

En primer lloc, analitzem com funciona un encoder sense interpolacid, per tal d’entendre alguns
conceptes basics de com funciona el sensor. En aquest cas, es té un disc amb N obertures

rectangulars i una mascara que analitza cadascun dels senyals amb obertures identiques a les del
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disc. Es facil de comprovar, si s’obvien els efectes de difraccid, que els senyals A i B generen un
senyal periodic triangular quan el disc gira; fet que es pot comprovar mitjancant la convolucié
entre dos polsos. Analitzant-ho amb detall, considerem f(z) com la funcié d’un sol pols associat
a una obertura del disc, i g(z) com una funcié idéntica, perod associada a una obertura de la

mascara, de manera que

0, t<—a/2
f@)=g(x) =41, —a/2<t<a/2
0, t>a/2
Quan el disc giri respecte a la mascara, el senyal que obtindra cada fotodiode sera proporcional

a Q(f *g)(t), on Q sén les obertures que té cada canal de la mascara. Calculant la convolucié

entre ambdues funcions es té

0, t<—a

ffj;jfdx:wra, —a<t<0

(fxg)(t) =

fta_/az/zdas:a—t, 0<t<a

0, t>a.

El segiient pas és considerar que en realitat s’il-luminen uns quants polsos al disc, expressats
com f(x) — Y1 f(x —na). Aquest fet fa que en fer la convolucié, es generi un tren de senyals
triangulars. A partir d’aqui, per generar el tren de polsos, manualment es regula un voltatge
llindar a Vpg = 1/2Vpp (on Vpp és el Voltatge Pic-a-Pic) mitjangant un potenciometre, tal que
i Vin > Vg = Vour = V isi Vi > Vg = Ve = 0, mitjancant un comparador Schmitt
Trigger [25]. S’agafa la meitat de Vpp amb 'objectiu de que el tren de polsos tingui un Duty-
Cycle d’un 50%, el qual vol dir que mig periode doni voltatge V i I'altre mig periode 0. A la
Figura 2.1 s’ha graficat un cas com a exemple.

De manera analoga es fa el tractament per a cada canal, els quals estan inscrits amb el seu
desfasament corresponent. Es important, llavors, que la il-luminacié de la mascara sigui uniforme,
de manera que a tots els canals hi arribi una potencia de llum semblant, i aixi tots els Duty-Cycles
es mantinguin el més proper possible al 50%.

El senyal de referéncia Z esta impres tal com s’ha descrit al Capitol 1, pero electronicament
es genera un pols de llargada angular a = 27/N al voltant del maxim central, coincident amb un

pols d’algun dels dos canals A o B.
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BT e | R L

Vin

Vout

Figura 2.1: Obtencié de tren de polsos a partir de senyal triangular. Per convolucié entre dues
obertures rectangulars s'obté un senyal periodic triangular. Depenent de si el voltatge esta per sobre

d'un voltatge Ilindar Vrp, es determina si el senyal output esdevé V o 0

2.2 Encoder incremental sin/cos amb interpolacié electronica

Els encoders incrementals aptes per treballar amb interpolacié electronica s’anomenen del tipus
sin/cos [26], ja que els senyals amb els quals necessita treballar el xip interpolador sén sinusoidals.
Concretament, del fotodiode obtindrem un senyal anomenat SIN i un altre idéntic pero desplagat
90° anomenat COS. Aquests senyals s’apliquen com a inputs d’un xip interpolador [9], el qual
s’encarrega de fer un mostratge d’ambdds senyals per obtenir trens de polsos. L’operacié que
fa I'interpolador és mesurar I'arctangent entre ambdds senyals i determinar quin punt de la
sinusoidal s’esta mesurant. A continuaci6 s’explica amb més detall.

Abans, pero, esmentar que existeix un primer mostratge del senyal, el qual es pot realitzar
amb un metode molt simple. Primer de tot, recordem que la resolucié N és el nombre d’obertures
gravades de forma periodica en la pista del disc. Al girar el disc es generen els dos senyals SIN
i COS periodics. Per cada periode és facil diferenciar 4 quadrants segons si els senyals estan per
sobre o per sota d'un Vg = 1/2V,,(SIN), tal com es veu a la Figura 2.2. D’aquesta manera ja
es pot fer una primera divisié del senyal i una primera multiplicacié basica de la resolucio.

A partir d’aqui, es calcula I'increment angular de gir mitjancant I’equacid

360 .
¢incr [deg] = W -incr + @,

on incr és el nombre de quadrants contats i ®g I'angle a I'origen. Cada cop que es registra que
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F 3
SIN
Vth >
Vth >
cos t
1r 2n 3r 4t

Quadrants

Figura 2.2: Interpolacié per quadrants. Divisié en quatre quadrants d'un periode de senyal segons

tinguem SIN i/o COS en positiu o negatiu. Per periode s'obté que tenim un total de 4N quadrants

s’ha avangat incr es genera un senyal 1 o 0, de manera que cada dos incr s’obté un pols. En
aquest cas basic, es tenen només quatre quadrants, de manera que la resolucié del senyal queda
multiplicada per dos.

En introduir els senyals sinusoidals SIN i COS al xip interpolador, es calcula I’angle amb
una resolucié molt més acurada mitjangant

90° + tan~! ($997)  si SIN' >0
¢sin',cos deg] = ( )

270° + tan~1 (§9%7) si SIN' <.

On SIN' = SIN — Vo551 COS" = COS — Vpys sén els senyals originals als quals se’ls ha restat
el voltatge d’Offset, corresponent a Vpp.

El xip esta dissenyat de forma que es pugui configurar de diferents maneres segons el grau
d’interpolacié que es desitgi. Les opcions en el cas del xip utilitzat a Hohner Autométicos sén de
I' = 24, 25, 8 0 10, depenent de per quant es vol multiplicar la resolucié N. Per fer-ho s’utilitza
el metode electronic anomenat Flash Conversion [27], el qual consisteix en fragmentar una funcié
tangent en I' segments i associar a cadascun a un voltatge. Cadascun d’aquests voltatges esta
connectat a un comparador que s’activa si el valor d’entrada V' = tan(SIN'/COS’) supera el seu
voltatge associat. Segons la configuracié del xip, quan un cert nombre de comparadors s’activen,
es genera un 1 o un 0 en el senyal A o B, de manera que es va generant una seqiiencia de polsos
equiespaiats (amb l'ajuda d'un Edge Distance Control). A la Figura 2.3 es pot veure un diagrama

de blocs del circuit i un esquema de com es mostreja el senyal.
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SinCos signal

Interpolated points:
# nierpolatid points fcounts) = multpber

actor

| 1 SinCos cycle |

(a) Calcul d’angle amb alta resolucié

ok T

TRANSITION
SIN DISTANCE PRESET

—AE:E—D -
4 -
: e A
: = i L
. |y B
B> | |
) P
e
.
TRAMSITION DIGITAL
CONVERSION CORE DISTANCE CONTROL PROCESSING

(b) Diagrama de bloc de xip interpolador

Figura 2.3: Métode interpolador de senyal. a) Métode per obtenir I'alta resolucié angular fent la
tangent entre diferents punts dels senyals sinusoidals SIN i COS. Ref.: http://doc.ingeniamc.com/
motionlab/user-manual/configuring-your-drive/actuator/sincos-encoder b) Esquema
del circuit d'un interpolador optic on els comparadors s'encarreguen d'anar generant els trens de polsos

AiB. Ref.: http: //www. ichaus. de/upload/pdf/ WP7en_High-Precision_Interpolation_

140124. pdf .

52



Capitol 2 Mascara de Primera Generacid

Es important veure que el xip pot arribar a alts graus d’interpolaci6, perd cal parar atenci6 a
que si els senyals SIN i COS no tenen una forma sinusoidal molt ben definida els senyals A i B
no es podran generar adequadament. Sobretot poden apareixer problemes de Duty-Cycle (polsos
amples o estrets), o fins i tot, errors en el comptatge de polsos. Per aquest motiu, el segon
problema plantejat en aquesta tesi es centra a trobar un metode robust que permeti generar
senyals sinusoidals les més acurades possibles, com a output dels encoders incrementals i input
dels xips interpoladors. Hi ha diferents maneres d’aconseguir-ho, pero en el nostre cas s’analitza
com fer-ho directament de forma optica, modificant només el perfil de les obertures impreses a
la mascara. En aquest capitol aportem una solucié ignorant la difraccié. Tot i que hom podria
pensar que aixo és poc realista, perque evidentment que hi ha difraccié en els encoders. Al capitol
seglient veurem que aquesta solucié funciona a la realitat, amb difraccid, quan el gap z entre disc

1 mascara és triat convenientment.

2.3 Plantejament del problema

Recordem de la Seccié 1.1 que el tren de N impulsos rectangulars equiespaiats del disc giratori,

corresponent a les obertures il-luminades, s’escriu

N 27
E I(z—2 = —
(z nr),T 5N

n=1

f(x)

on I és la funci6 caracteristica de [, %‘1 ,ona= QW”, la qual esta graficada a la Figura 2.4.

a/4 3a/4 Sa/4 7a/4 9a/4 11a/4

Figura 2.4: Tren de polsos. Funcié f(x) associada al disc.

Les obertures de la mascara és el subgrafic d’una funcié positiva ¢ amb suport compacte. Re-
cordem també que si s’ignora la difraccid, i si g < 1, el senyal captat pel fotodiode és proporcional

a

+oo +o0

folx — t)g(x) dz = / Fo(@)g(z +t) de, (2.1)

—00

fora(®) = [

—00

on f, és la a-perioditzada de f,a = QW” Per conveniéncia del calcul farem una translaci6 en ¢

i suposarem que f, és la funcié a-periodica que en I'interval [—5,+§] coincideix amb la funcié
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caracteristica de [, +%]; com que f, és par, 'expressié anterior es tracta de la convolucié de
fp amb g.

L’objectiu d’aquest capitol és buscar una g apropiada, que convolucionada amb f, doni una
funcié sinusoidal/cosinusoidal, positiva, amb el mateix periode basic. La buscarem també par, i
plantegem

+o0

(fpxg)(t) = /Oo fplz —t)g(x)dx = A(1 + cos 2%15). (2.2)

2.4 Solucié Analitica

Per a resoldre aquest problema analiticament, utilitzarem la transformada de Fourier, ja que
aquesta és l’eina adequada per a manipular les operacions lineals invariants per translacio, les
convolucions.

La convoluci6 de f, amb g és evidentment a-periodica,

e+ = [ plo—t—ag@de = [ e —gl@)de = G0
i per tant, té un desenvolupament
(fpx9)(1) =X enlly g)etriat. (2.3)
Els coeficients c,(f, % g) s6n
cllx9) =+ [Goropwetar=2 [ [ fa - nga)ae} st an,

i aplicant Fubini,
1 +oo @ —2mi 2 (t—x —2milx
cn(fp*g):g/_ {/0 fp(x —t)e 2mig(t )dt}g(x)e MG dy =

=calfp) [ @5 dr = ea(7)a(%),

—0o0
En definitiva, els coeficients de la serie de Fourier de la convolucié sén el producte dels dos

coeficients de Fourier: el de f, com a funcié periodica i el de g com a funcié amb suport compacte.

n

ealfo * 9) = cnlf,) () .

a

Calculem ¢, (fp) utilitzant un periode com el mostrat a la Figura 2.4,
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la 1
=0 = - 2.5
pera n co = 25=3 (2.5)

L’objectiu és obtenir una solucié sinusoidal positiva

t 1 . ‘
(fpxg)(t) =1+ cos(27rg) =1+ 5(627”% + 6_27”5)

amb una tria de g convenient, positiva. Comparant ambdds desenvolupaments, veiem que g ha

de complir

ean(fp)9(0) =13 si n=+1
0, si n#0,=£l1.
Com que els ¢, ( fp) s6n zero per als n parells diferents de zero, aixo implica que la transformada

de Fourier de g ha de complir

cap condicid per a n parell,n # 0 .
Considerem la funcié més senzilla que s’anul-la en els punts 2 per a n senar, la qual és cos Fa§.

De fet, té una factoritzacié com a producte infinit [28]

262
COS*G{ H 2]€+ )): H(l_i)

nsenar n

Com que no es vol que g s’anul-li en els punts ia, factoritzem aquests zeros i provem amb

1
(1—a%?)

(aquesta expressié esta motivada pel fet que la transformada de Fourier d’una funcié amb suport

3(€) = 2(cos ag) (2.7)

compacte és una funcié entera amb aquesta expressié general). Amb aixo g(0) = 2, mentre que

en els punts :I:% es té

§(i1) =2 lim {(cos gaf)l}_

a gkl (1—a2¢?)

Calculant el limit amb la regla de L’Hopital es té
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com voliem. Aixi, la funcié (2.7) compleix totes les condicions requerides, i en certa forma és

la tria més senzilla. El segiient pas és calcular g(z) fent la Transformada de Fourier inversa de

(2.7), és a dir

oo _ a2§2) :
Definim k(z) per

+o00 . df v +o00 . d£ +o00 ) d{
k — 2mixé - {/ 2mixé / 2mixé 9.
(27) /—oo ‘ 1-— & 2 /- ‘ U—£+ —o0 ¢ v+§ ’ ( 8)

vZ
amb v = é, de forma que

g(z) = k(z + Z) + k(x — Z).

Per a calcular k partim de

e2miz m, six>0

d¢ =
55

—mi, sixz <O0.

(la funci6 H de la dreta té derivada en el sentit de les distribucions 27idg, per tant té transfor-

mada H que compleix fﬁ = 1; la funcié % no és, pero, localment integrable i la integral s’ha

d’interpretar en el sentit del valor principal). Aleshores,

+o00 2miz —mie?™ T sig >0
/ £h=
oo U — . omi .
o mieTiTY siz <0
+o00 G2miz Wie—%rizv) sixz >0
—oo UFE

—mie 2™V si g < 0.

Doncs, s’arriba a la solucié

(—mie?™ Y 4 rie2mV) = yrsin(2razv), sixz >0

e

k(z) =

(mie?™ v — rie= V) = _yrsin(2rav), six < 0.

e

Substituint a g(z) = k(z + §) + k(z — §), com que

2T

2 2
sm(;(x + Z)) = sin(% + :I:g) —= 4 cos ;ﬂ-x’
resulta que g(z) =0siz+ 2 <0oz—2>0ien [-%,+2%] val
27 27
= ). 2.9
g(x) . cos( . x) (2.9)
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En definitiva, s’obté com a g, llevat de constants, la funcié que consisteix a prendre la part
positiva de cos(27Z). Obviament, es poden afegir a g tantes a-traslladades seves com capiguen
a la finestra de la mascara, tal com es mostra a la Figura 2.5. Anomenem aquesta funcié solucié

de primera generacio, i la mascara que 'aplica es defineix com Mascara de Primera Generacié

(M1G).

Solucio de Primera Generacio
800 T .

700

600

500

¥( pzm)
Y
=

300

200

100

1] 50 100 150
x(2m)

Figura 2.5: Solucié de Primera Generacié. Funcié mascara g(z) definida com la part positiva d'un

cicle de sinusoidal. Parametres d’encoder incremental de N=2500 impulsos, periode a = 48um.

Per a reafirmar que aquesta mascara és bona, calculem ara directament la convolucié de g i

fp- Com que f, és la a- perioditzada de la funcié f que en I'interval [—§, +3] coincideix amb la

funcié caracteristica de [, +¢] el resultat és la a-perioditzada de

+4 2 min(%,t+42) 2
/ 4(cos—7rw)f(x—t)dx:/ e cos%xdm.

-4 a max(—$,t—%)

Si [t| > § és zero, mentre que si 0 <t < § val

i 27 a 2
/4 cos —xz dr = —(1 4 cos —t), (2.10)
t—a a 27 a

i analogament, si —§ <t < 0. En definitiva, s’obté un multiple de 1+ cos %’Tt, verificant aixi que

la solucié és perfectament valida.
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2.5 Unicitat de la solucio

En aquesta seccié veurem que la solucié que s’ha trobat és essencialment tinica. En primer lloc,
recordem que la propietat buscada és equivalent a (2.6), les quals sén condicions sobre g(2). A
Pequacié (0.12) hem vist que aquests son, llevat de constants, els coeficients de la a-perioditzada
de g. En conseqiiencia es tracta d’una propietat de la funcié a-perioditzada de g. Evidentment,
podem tenir dues funcions compactes positives amb la mateixa a-perioditzada. Per exemple, si
repartim la massa de g en el seu suport en dues parts i cada part la traslladem un multiple enter
d’a obtindrem una altra funcié amb la mateixa perioditzada.

Aixo significa que el que té sentit és preguntar-se per la unicitat de g entre totes les funcions

positives suportades en un periode, diguem [—§,+§]. Hem vist que g(z) = %”cos(%”m), lz| < ¢

compleix ’equacié de convolucid

a

(fpx9)(t) = j f(z —t)g(z)dz =1+ cos 2%1&,1& €R.

_a

Teorema 2. La funcid g és linica funcié positiva amb suport en [—3,

+4] que compleiz aquesta

equacto.

La demostracié és elemental. Sigui h una solucié positiva amb suport a [—§, +5] que també

compleixi 'equacié; considerem u = h — g, la qual té suport en [—§, +§] i compleix

: flx—t)u(x)de =0, —

“ <t <
_a 2~ =
2

N

A més a més, com que g(z) =0si |z| > ¢, u(z) > 0si |z| > §. La integral anterior avaluada en

[N]]S)

Oz/E u(z) de,

4

i per tant u = 0 en aquest interval. Avaluant en ¢ = —§ hom veu analogament que u = 0 en

[—5,—%]. Llavors, tenim

+% min($,t4+%)
= flx —t)u(x)dx = / u(z)dz,t € R.
-9 max(—$,t—%)
Si —§ <t <0 aixo diu que
t+7 a
u(x)dzb:(),—z <t<0,

ipertant u=0en [0,%]. S10 <t < ¢ diu que

i per tant u = 0 en [—%,0].
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2.6 Implementacié numerica

Utilitzant un desenvolupament analitic basat en la convolucié i ’analisi de la Transformada de
Fourier de funcions a-periodiques s’ha arribat que una solucié adequada és l’equacié (2.9) en
Iinterval [—¢, §]. Tot i fer una verificacié més amb (2.10), s’ha volgut implementar-ho de forma
numerica, simulant el problema mitjancant Matlab.

Primer, s’ha comprovat que fent la convolucié entre les funcions h i f es genera una solucid
de tipus sinusoidal positiva i a-periodica, tal com es descriu a (2.2). A la Figura 2.6 es mostra el

resultat obtingut.

108 Convolucio de funcions f i h (1a Generacio)

Intensitat (u.a.)
o

0 20 40 60 BO 100 120 140 160 1BO 200

x(2m)
Figura 2.6: Convolucié de funcions f i h. La funcié f representa |'obertura del disc, essent un pols
d'amplada a/2. D’altra banda, la funcié h és la solucié associada a les obertures de la mascara. Com

es pot comprovar, la convolucié d'ambdues funcions genera una funcié sinusoidal positiva.

D’altra banda, s’ha fet el mateix procés, perd en comptes de fer la convolucié entre dues
funcions, s’ha fet entre dues imatges binaries construides a base de matrius d’1s i Os, les quals
recreen les zones transparents o opaques de disc i mascara. La primera representa les obertures
rectangulars del disc, i la segona correspon a les obertures impreses a la mascara, on el perimetre
segueix 'equaci6 (2.9). Ambdues es veuen simulades a la Figura 2.7. Es pot apreciar que les
obertures de la mascara han estat doblades per simplicitat de disseny. La convolucié d’ambdues

imatges es representa a la Figura 2.8, on es comprova que s’obtenen els resultats requerits.
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Figura 2.7: Simulacié de les obertures de disc i mascara de Primera Generacié Representacié
en 2D, i en coordenades cartesianes (z,y), de les obertures del disc (escletxes rectangulars) i de la

mascara de Primera Generacié (perfil sinusoidal) per a un encoder de 2500 polsos per volta.

Convolucio entra imatges de disc | mascara de Primera Generacio

Intensitat [u.a.)

x[ pem)

Figura 2.8: Convolucio entre imatges de disc i mascara de Primera Generacié. Representa com
varia la intensitat que rebria el fotodiode quan el disc gira respecte a la mascara. El resultat obtingut

és una sinusoidal positiva.

Totes aquestes simulacions s’han realitzat amb els parametres tipics d’un encoder de tipus
Serie 10, el qual és el model d’encoder de referéncia que s’ha utilitzat al llarg d’aquesta tesi per fer
totes les simulacions i proves experimentals. Aquest encoder incremental presenta un disc amb

la pista d’obertures situada a r = 19mm de radi. Aixi que és facil calcular que la periodicitat
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espacial entre obertures és

0= 1" 48um. (2.11)

D’altra banda, especificar que les obertures de la mascara tenen una altura de yg = 800um pel
fet de no excedir les mides del fotodiode. Es important comentar que el problema s’ha tractat
amb coordenades cartesianes (z,y) i no cilindriques (r, ), pero és una aproximacié valida, ja que
a efectes practics les variacions sén minimes.

Després d’un desenvolupament analitic i una verificacié numerica s’ha arribat a una solucid
del problema plantejat: la Mascara de Primera Generacié. No obstant aixo, al fer els calculs
només tenint en compte la convolucié entre obertures, el model és com si s’estigués considerant
que no hi ha separacié entre disc i mascara. Pero com s’ha descrit abans, aixo és fals, ja que
existeix un AG que no es pot obviar. Al llarg d’aquesta separaci6 apareixen efectes de difraccié
i interferéncia de la llum que compliquen el problema, i que al segiient capitol s’analitzen amb

detall per trobar una solucié optima.
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Mascares robustes a la variacio de

Pair-gap

Un dels grans problemes que els fabricants d’encoders incrementals tenen en com, és la criticitat
de I’Air-Gap existent entre disc i mascara. Hi ha una dependeéncia inversament proporcional entre
la resolucié de I’encoder i ’AG, és a dir, que com més reduides sén les obertures més s’ha de
reduir la separacié entre disc i mascara perque el fotodiode registri variacions de senyal, i per
tant, pugui generar senyals que es puguin convertir en polsos. Quan 'ample de les obertures
és de V'ordre de desenes de micres, ’AG ha de ser del mateix ordre, i en conseqiiéncia es té un
dificil procés de fabricacié i un producte final amb un baix nivell de robustesa. Per intuicié, hom
pot veure que hi ha tres factors principals que contribueixen a aquest problema: la qualitat de
col-limacié del sistema optic, i els efectes de difraccié i interferéncia que pateix la llum després de
travessar les obertures del disc. Al llarg d’aquest capitol s’analitza I’existéncia d’una mascara que
generi senyals sinusoidals sense que ’AG sigui un factor critic. Aixd comporta tenir en compte
tots aquests efectes. Per a la modelitzacio i estudi de la difraccié cal fer unes aproximacions,

habituals en Optica, que tot seguit justifiquem matematicament.

3.1 Integrals oscillatories; metode de la fase estacionaria. Di-

fraccio de Fresnel i Fraunhoffer

Partint de la formulaci6 de 'efecte de difraccié desenvolupat a la seccié 0.2.5, es poden apli-
car diferents aproximacions segons el pla z que estiguem analitzant. S’ha vist que el nucli de
convolucié K, que descriu la difraccié és,

1 ikn/x2+y2+22 1
K.(e,y) = 5 | ik -

2mi ety + 22\ ViRt g+ 22) Vel ryR 22
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reescrivint-lo lleugerament diferent a (0.38).

Es habitual en dptica fer unes aproximacions que simplifiquen aquestes expressions. Hi ha dos
tipus d’aproximacions, segons si es fan en el domini espacial o en el domini freqiiencial. Aquesta
darrera, la qual anomenarem K¢, és la que resulta del que s’ha dit a la secci6 0.2.5. Menyspreant

la contribucié de les ones evanescents, K¢ esta definit per

Ke(€,m) = ehsV1mX(En), (3.1)

quan A2(€2 +1?) < 11 zero altrament. Menysprear les ones evanescents e ¥V A2(E24n?) =1 gg
realista quan zk és gran, és a dir, quan z és de 'ordre d’unes quantes longituds d’ona.

Com que I/(E s’obté de I/(\Z multiplicant per la funcié caracteristica H del disc de radi %, K¢
és la convoluci6é de K, amb la transformada de Fourier de H. Aquesta darrera és una funcié de
Bessel, no explicita, i llavors K¢ tampoc ho és.

L’altra aproximacié opera directament amb el nucli

amb R = \/x? + y/? + 22. En primer lloc, per a valors de z ( i per tant de R) molt més grans que
A, com és el cas que ens interessara, s’ignora el terme % del parentesi i es considera ’aproximacio

ik ZeikR 2 eikR
K.(«y) = —— S 2

Convé fixar-se que aquest és el terme amb limit zero quan z — 0. Es laltre el que porta
I'aproximacié de la identitat, tal com s’ha explicat abans. Amb aix0 tenim l'expressié del camp

difractat quan z >> A,
ikR

R2

z
= U o /’ )
= [ vt —aty— )

dx’ dy'.
En polars,

( Up(z —rcos@,y —rsin®) do)rdr,

to0 gikVri+z? o
i\ / 2422 N

i ara fent el canvi r = tz,
400 elkz 1+¢2 o
i / I ( 0 Up(w — tzcos,y — tzsind) do)t dt. (3.3)

Per explicar com es simplifica aquests tipus d’integral hem de parlar ara d’integrals os-

cil-latories, les del tipus

b
I(p) = / e POW(t) dt.
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En el nostre cas, ®(t) = vV1+t? i p = kz és gran. Un principi basic [29, p. 330] d’aquestes
integrals és el principi de localitzacio, segons el qual el comportament asimptotic quan p és gran

esta determinat pels punts on ®'(¢) = 0. Concretament, si ®’(¢) # 0 en [a, b], aleshores
I(u) = O(u~"),VN.

En canvi, si ®'(¢) s’anulla en un punt ¢y ( en el nostre cas to = 0) el comportament ve donat per

Pordre k de la primera derivada ®*)(t5) # 0. Concretament [29, p. 334]
_1
I(p) = p k.

El que aixo0 significa és que en una integral oscillatoria, la contribucié essencial a la integral és la
d’un interval al voltant dels punts t¢ on la fase ® té derivada zero, i la resta és d’ordre molt més
petit. A més a més, podem substituir ®(¢) pel seu desenvolupament en ¢y fins a Uordre k en .

En el nostre cas, ®(t) = /1 + 2 té el punt estacionari ¢ = 0, i per tant la contribucié essencial

en (3.3) és la d’un interval [0,e]. Utilitzant el desenvolupament
1
~/1+t2=1+§t2+-'- ’

el nucli de (3.3)
etkzV 1+¢2

Y

es simplifica per

pikz(1+351%)

Desfent els canvis i aplicant a (3.2), el resultat final és 'anomenada aprozimacié de Fresnel

utilitzada comunament en Optica

ikz , ,
Kl(x—2,y—y) = 2\762£[($_x PH=y)]

valida quan |z — 2/| + |y — | <ez iz >> A
Per a comparar K¢ amb K/ calcularem la transformada K{. A (0.13), s’ha vist que la

transformada (1-dimensional) de emomlzl® g ﬁe‘gmrz si Rea > 0. Separant variables, resulta

d s
que en el cas d-dimesional és o 2e €. En el nostre cas, a = —i% = —ié i s’obté
! O e TNEPHnl?) _ i gimaa(€+1n )
Kz (§m) = ——idze M) = eikze ), (3.4)

Si a la funcié de transferéncia (3.1) se li aplica la mateixa aproximacié que abans

kay/1 = A2(€2 + ) = ke (1 - %)\2(52 n 772)> = kz — 2mA(€2] + |?)), (3.5)

s’obté exactament K ; , de forma que ambdues aproximacions es consideren com equivalents.
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En definitiva, amb P’aproximacié de Fresnel, U, és per tant la convolucié de Uy amb el nucli

de Fresnel
ikz
K7 _ & ik
1 (z,y) Vi :
és a dir
eihz +oo ;o K N2 "2 ! g0
Vo) = [ [ eap i (@ -+ -y dildy. (36)

Aquesta és una bona aproximacié en la regié z >> A, i si el quadrat de centre (x,y) i radi ez és
inclos en el suport de Up.

De fet, és possible afinar molt més analitzant amb més detall el nucli de Fresnel. Suposem per
simplificar que Up(z', ') és separable (que és el cas que ens interessara després), en un producte
A(z")B(y'), cosa que ens porta a una integral en una variable (llevat de constants, i posant

k=2T)

—+00 —+00

A(J:’)ei%(m_ml)2 dx’ = Az — :B')eiﬁ(ml)2 dx’.

— 00 — 00

Considerem una integral tipus Fresnel com abans, amb W de la classe de Schwarz,

I(p) = / M () dt, pp > 0
R

que estd Obviament ben definida. Amb el canvi t = (,u)_%s, per a i — +o00, utilitzant (0.13) ja

es veu que, suposant ¥(0) # 0,

™

1) = (0% [ () Hs)ds & ()2 0(0) [ € ds = (- bu)e't.

Ens interessa precisar més i avaluar quan p és gran quina és la part essencial de I(u). La idea
intuitiva és que e** no oscilla mentre |t|2 < O(u) i en canvi oscilla molt rapidament a partir
de [t|> > O(p), amb la qual cosa hi ha molta cancellaci6, de forma que la contribucié essencial
és la de [t| < O(y/i). A continuacié, formalitzem aquesta idea (la qual es troba a la majoria de

llibres d’optica sense prova) amb precisi, en el cas W(0) # 0.

Lemma 3. Si WV és de la classe de Schwarz i h = ,u_%, aleshores

/ G (1) dt:()(u—%),/ FHE (1) dt = O~ %)
tl<h 1>h

Demostracio. La primera és evident. La segona I'expressem

J ) o,

|>h  2ipt

i integrem per parts,
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Ry RTIN
29 [t|>h t

Com que la derivada és O(t~?), la integral és O(h™1). O

Seguidament analitzem el comportament de

que com sabem té limit

IEI}:@@(&;) =e's.

El fet basic és que ®(x) assoleix molt rapidament el valor limit, diguem en x = xg, i després
oscil'la al voltant d’aquest valor amb amplitud decreixent. De fet hom té

bx) =3 - L o(L). (3.7)

TiT x3

En efecte, integrant per parts

+oo hooq L eiﬂ'h2 1 +o0 eiﬂ':c2
ezwm d.I — / - emm: /d:L‘ — o de
/h _h 27T2'x( ) 2mih + 2mi Jn, 2

Repetint 'argument a la darrera integral s’obte (3.7).

Aquest valor xg compleix doncs que

/ ™ ds = 0.
Is|>z0
Prenem h = ;F%:co, de forma que
/ et qt = 0.
[t[>h
Lemma 4. Si WV és a la classe de Schwarz, llavors

3

/ FHD(t) dt = O(u~3).
[t]>h

Demostracié. Podem escriure la integral com

/ G (W(t) — W(0)) dt = / e b (1) dt,
>

[tI=h

amb 1 també a la classe de Schwarz. Repetint la integracié per parts anterior trobem

1 / iut? 1
= e t)dt,
i o 00

i ara apliquem el lema anterior. O
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Tenim llavors que

%
—
=
~

|

SIE

S
—

(@)
~—

]

~
INE]

I(n) = / Py dt+ [ e dt
t>h tl<h

pero el segon sumand és O(/f%), per tant és d’ordre més petit que el primer.

Tornant a (3.6), u = % = 1;, veiem que la part essencial en la integral és la del quadrat
|z — 2|, |y — | < O(VA2), (3.8)

que és molt més petit que el quadrat considerat fins ara
’.’I,' - x,‘a ‘y - y/| < ez,

perque z >> A.

El significat d’aquesta aproximacié és que si el camp Up(x,y) té suport en una regié G del
pla, aleshores I'aproximacié de Fresnel és acurada en els punts (z,y, z) tals que el quadrat de
centre (x,y, z = 0) i aresta v/ Az és tot ell inclos dins G. Aquesta regid d’influéncia té un perfil de
tipus parabolic [11, pp. 70-72]. Podem considerar com a zona fosca el conjunt de punts (z,y, 2)

tals que aquest quadrat és disjunt amb G. La Figura 3.1 il-lustra aquesta situacio.

Figura 3.1: Propagacid transversal de la llum per difraccié. En un punt (z,y,2) la difraccié
només vindra afectada pel quadrat centrat en (z,%, z = 0) i aresta v/Az del camp origen Up(z, ). La
zona Blanca i de Transicié sén les zones afectades per difraccidé, mentre que la zona Dark no es veu
alterada. Ref: Joseph W Goodman. Introduction to Fourier optics. Roberts and Company Publishers,

2005, pag. 71.
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Una altra forma d’expressar 'aproximacié de Fresnel és

etk

z +0o0 . ’ ’ L2 / /
UZ(Z', y) — el%(mz+y2) // {Uo(xl, y/)ez%(z 24y 2)} 671%(9096 +yy )da?’dy’,
—00

1Az
on a la integral hi reconeixem la transformada de Fourier, avaluada a (z,y), de la funcié

Uo(a, g )et2= (49,

De forma resumida, el que s’ha fet amb aquesta aproximacio, és substituir les ondetes esferiques
secundaries aplicades pel principi de Huygens-Fresnel per ondetes paraboliques.

Tot i que al llarg d’aquesta tesi considerarem sempre ’aproximacié de Fresnel per analitzar
tots els efectes de difraccid, citarem que existeix una altra aproximacié per a valors de z més
grans, anomenada Aproximacié de Fraunhoffer [11, pp. 74-75]. Si s’esta analitzant un pla situat

a una distancia suficientment llarga, per al qual

k /2 12
. <I2+y>

es pot dir que lexponent de fase quadratic de (2,3’) dins de la integral és unitari i llavors es
pot considerar el camp U, directament com la Transformada de Fourier de I'obertura, llevat dels

factors multiplicatius,

. k(22
ezk‘zezg(m +y?) +00 7
e = S

1o AT / g0
Y » Uo(z',y' )exp Z)\Z(.CU.CC +uyy)| do'dy’.

3.2 Modelitzacié del sistema disc-mascara tenint en compte la

difraccié

A efectes teorics s’ha considerat que la col-limacié, en un aspecte técnic que depen del tipus de
font de llum i la qualitat optica del sistema, actua en condicions ideals. Doncs, considerarem que
tenim una ona monocromatica plana i molt ben col-limada enfocant de forma totalment normal
a les obertures del disc. D’aquesta manera, tornant al marc descrit a la Seccié 3.1 i seguint
la nomenclatura de (0.41), tenim que el camp origen (Ey, Bp) té les sis components Uy(x,y)

proporcionals a la funcié
N
Uo(z,y) = I(E)I(E)fp(‘r)v

on I és la funcié6 caracteristica de 'interval [—1, +1], i f, és la funcié de periode a la qual correspon

a les obertures del disc utilitzada al capitol anterior, que en [—§,+35] val 1 si || < ¢ i zero fora.

El producte I(%)I(%) modelitza la regi6 il-luminada per la llum incident. En I’analisi que segueix

podem considerar una funcié general h, i estariem per tant analitzant el patré de difraccié de

Fresnel d’una red unidimensional donada per I(%)h(z)I(%).
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Designem per (E,, B,) el camp a distancia z del disc. En analitzar distancies molt properes

al disc, podem aplicar 'aproximaci6 de Fresnel definida a (3.6). Designant per

el nucli de Fresnel unidimensional, resulta que cadascuna de les components és proporcional a

U.(x,y) =//Uo(w’yy/)Kf(x—ﬂf/,y—y') da' dy’ =

eikz 1 c
= - </ A(y—1) dy’) ( h(z)A,(x — :c')dx') .
Az \J_1 _c
En aquest punt fem la hipotesi que z és tal que l'interval de centre z i radi VvV Az és inclos a
[—c,c]. Segons hem vist a la Seccié 3.1 aix0 ens permet simplificar la integral en x prescindint

del factor I(%) i obtenim

ezkz +00 e
Uuony) = S0:) [ hla)Asla = ') do’ = S0 ()b (), (3.9

amb
b-(y) = 3 A(y—y)dy h, =hxA,.

3.3 La distancia de Talbot

Suposem que la xarxa periodica 1-dimensional és periodica, és a dir, h és una funcié a-periodica.

Aleshores té un desenvolupament

h(z) =Y ep(h)e?™ar.
n
Per tant, repetint els calculs de la secci6 2.4, la convolucié h, = h* A, també és a-periodica amb

desenvolupament

ha(z) = ch(h)zz(g)e?m%w.

A Tequacié (0.13) hem vist que

A (&) = VAzeap {—iﬂ)\zé‘z} :

Per tant,
: n? .n
h,(x) = E cne_m/\zc?ezmgm (3.10)

n
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i hom pot acabar reescrivint (3.9) com

eikz iy n2 n
U.(z,y) = ——=9:(y) Z cn(h)e T 2 (3.11)
IV Az -
Si es pren z de forma que % sigui parell
Az
9
a? m
és a dir, que z sigui un multiple enter de
242
= —, 3.12
T= (3.12)
2
—imAz s

anomenada distancia de Talbot [11, pp. 89-91], aleshores e
hy=hi

a2 = 1 per a tot n, i per tant

eikz
U, = ——=¢:(y)h(2).
IV Az

Es a dir, a multiples enters de la distancia de Talbot apareix una distribucié de camp idéntica
al camp origen, amb només una variacié de fase.

Si en canvi

Az 1
22— (2 1 — -
a2 ( m + )’Z (m+ 2)ZT7
. n2 .
aleshores e~ ™53 = ¢~ — (_1)"" = (—1)", amb la qual cosa
eikz eikz

$-(y)h(z + 3).

() D ealh)(=1)"e?e" = 5

im@ ~ iV Az

Aixo significa que hi ha un desfasat de 180°. En el cas h = f,, les zones opaques s’intercanvien

U.(x,y) =

amb les il-luminades. Finalment, si
Az 27

2

o2
aleshores e ™%z = (—1)™"*(—i)"*. Aquesta expressi6 val 1 si n és parell i (—1)™*1;

1 sin és
senar. Aixo significa que

hz(l’) — Z Cne27m'%m+ (_1)m+1i Z cn62m’%x'

npar nsenar
El primer sumatori és una funcié §-periodica, mentre que el segon sumatori S(z) compleix
S(z + %) = —S(z). En definitiva, |h.|?, i per tant la poténcia, és una funcié %-periddica, té
doble freqiiencia.

Les Figures 3.2 i 3.3, es presenten quatre exemples de diferents Catifes de Talbot [30].
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500 1024

200 200

400 400
600 600

800

1000 .

z(pem)

1200

1400

1600

1600

1800 1800

2000 2000
200 400 600

Xﬁrm]

Figura 3.2: Catifes de Talbot de 500 i 1024 polsos per volta. Simulacions fetes amb A = 633nm.
Les obertures sén encara relativament amples per observar I'efecte Talbot quan s’analitza fins a 2mm

de propagacié.

2500

z{um)

Figura 3.3: Catifes de Talbot de 2500 i 4096 polsos per volta. Simulacions fetes amb A = 633nm.

Les linies grogues i vermelles corresponen a les distancies 274 i 27/, respectivament.

Cadascuna d’aquestes simulacions s’ha fet tenint en compte que es tenia una font vermella

(A = 633nm), aixi que utilitzant les equacions (2.11) i (3.12), es poden calcular les diferents
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500 1024 2500 4096

Laser Vermell (A = 635nm) | 179.56mm 42.8lmm 7.14mm  2.66mm
Laser Blau (A = 405nm) 281.52mm 67.12mm 11.26mm 4.2mm

LED (A = 470nm) 242.58mm 57.84mm 9.70mm  3.62mm

Taula 3.1: Distancies de Talbot. Calculades en funcié del nombre de polsos per volta del disc i la

font de llum. En tots casos s'ha considerat un disc on la pista d'obertures té 19mm de radi.

distancies de Talbot per a un nombre N donat de polsos per volta. En els casos analitzats es té
27 (500) = 179.55mm, zp(1024) = 42.81mm, zp(2500) = 7.18mm i zp(4096) = 2.68mm.

D’altra banda, la Taula 3.1 mostra les diferents distancies de Talbot calculades per a resolu-
cions de 500, 1024, 2500 i 4096 polsos per volta (en disc de 19mm de radi), en funci6 de la font

d’il-luminacié utilitzada.

3.4 Model del senyal detectat pels fotodiodes a distancia z i sota

efectes difractius

Continuem analitzant el camp difractat per una xarxa periodica unidimensional I(¥)h(x), donat
per (3.9). Com que totes les components del camp (E,, B,) sén proporcionals a U, la intensitat

o poteéncia P, del camp al punt (z,y, z) és proporcional a |U.(x,)|?,

Py(z,y) o |2 (y) *h(2) . (3.13)

Considerem ara la mascara, modelitzada per la funcié g amb suport compacte. Aqui pensarem
per conveniencia que esta simetritzada, duplicada, i que les obertures de la mascara ocupen, a

distancia z, la regi6 del pla donada per

G ={(2,9),0 < ly| < g(x)}. (3.14)

Considerant també que els fotodiodes sén solidaris a la mascara, la intensitat que capten és

“+oo

P.= [ 16:@Plhs(a) dody = |

h@P( e dyde.  (3.15)
—00 ly|<g(z)

Encara que en realitat no és necessari que els fotodiodes estiguin enganxats a la mascara
(tal com es pot veure la Figura 0.3), ja que en definitiva el que s’esta mesurant és la integral
g2 |U. (2, 9)|* dzdy, i no com esta distribuit el camp. Per la férmula de Plancherel

/ \Uz(w,y)\zdxdy://
R2 R2
73
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que coincideix amb

A 2 A 2
K& )| |Oot,m)| dedn,

/.

on en aquest cas z = 0 correspondria a la posicié de la mascara. Si el fotodiode esta situat en

K,

una posicié permesa per 'aproximacié de Fresnel, per (3.4) s’obte =11 la conclusié és que

Jz2 U= (2, )| dzdy no depeén de .
D’aquesta manera, si el fotodiode utilitzat abasta una area F' més amplia que la zona de

transici6 (per qualsevol z), tal com es mostra a la Figura 3.1, llavors la integral

/ \U..(z,y)|? dzdy
F

no dependra de z. De manera que aquest segon Air-Gap no tindra importancia en el procés de
fabricacio.
Tornant a I'equaci6 (3.15), veure que tot aixo ens porta a introduir la funcié, també a suport

compacte, g per
i@ = [ lew)PdyreR,
lyl<g(z)
de forma que

P.= [ Iha(a)3(z) da.

El segiient pas és considerar com variara la poténcia luminica P,(t) quan gira el disc. A

I'instant t cal canviar h(z) per h(x — t), llavors h,(z) canvia a h,(x — t) i obtenim

P.(t) = [ Iha(o = OPg@)dz = (ol < )(0). (3.16)

En definitiva, si el disc esta donat per h i la mascara per g, el senyal captat pel fotodiode ve
donat per I’expressié anterior. Destaquen dues caracteristiques: la no linealitat deguda al terme
quadratic, i la substitucié de g per §. Per analitzar el model és necessari fer-ne una simplificacié
més, veurem de fet que § ~ g.

La mascara té unes dimensions verticals més petites que la zona il-luminada, és a dir, g és
molt més petita que ¢, Aleshores, en

c c
6:0) = | Aly—v)dy = [ &EO ay pyl <<
—c —c
la part essencial és, com hem vist a la Secci6 3.1 la de linterval [y — O(vV/Az),y + O(vV\z2)], que
és tot ell dins [—c, ¢], i per tant |¢,(y)| és essencialment constant a la mascara.

Si no es vol utilitzar el principi de la fase estacionaria, un argument alternatiu és veure que
1
S N2
/ ey=1% gt
-1
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Tenim

T 1 1 s 5
J = / / / e (=2 gy it dis,
—-rJ—-1J-1

que integrant primer en y coincideix amb

/ / sin 2#7“ t)]ew(tQ—sQ) ds dt.

(s—1)
Amb el canvi de variable u = s — t,v = s + t arribem a

/ /2 Jul sm?uru S gy g
v)du =
\

u|—2

- /2 sin 2pru sin(pu(2 — |ul)) du —

2 (sin 2uru) (sin(pu(2 — |u
o [ Enrlentn(a =),

Si substituim el primer sinus pel seu desenvolupament constatem que efectivament
J=cr+crd+---=cr

Amb aquesta simplificacié, en definitiva, llevat de constants,

P.(t) = (|h=|* * 9)(1). (3.17)

Quan z és un miltiple de la distancia de Talbot, aleshores h, = h, |h.|?> = h?. En el nostre
cas, a més, h = f, i fg = fp. Aix0 significa que en aquest cas ’analisi feta al Capitol 2
és valid, i la mascara de primera generacié donara un output sinusoidal pur. No el
donara, pero, per a altres valors de z. En el capitol segiient veurem, amb el banc de proves, que
aquesta conseqiiencia del model teoric queda completament validada per I'experiéncia: variant
z, es comprova que el senyal sinusoidal apareix a certes distancies i desapareix a les altres.

D’altra banda, es pot veure que la font de llum juga un paper crucial amb la distancia de
Talbot. Quan estem tractant amb A curta (com el blau), zr augmenta i la Catifa de Talbot
s’expandeix. D’aquesta manera, el sistema admet majors tolerancies a I'hora de col-locar la
mascara al voltant d’una determinada zr. No obstant aixo, també pot ser positiu utilitzar
A llarga (com I'IR), ja que en una llargada reduida, es poden abastar diferents multiples de
zr. Depenent de la periodicitat entre obertures, relacionat amb la resolucié de I’encoder, pot

interessar aprofitar una propietat o una altra.
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3.5 Analisi del senyal P,(t) per a qualsevol gap z. La mascara de

segona generacio

Quan s’analitza la funcié difractada a qualsevol distancia diferent de la de Talbot, z # zr, no
tenim h, = h. L’objectiu d’aquesta seccié és trobar g tal que P, sigui una sinusoide. Com
que aquesta és una equacié de convolucié hem de procedir igual que en el Capitol 2 pero hem

d’utilitzar |h.|?> quan h = f,. Partim de (3.10), on els ¢, sén els de (2.4), (2.5). Tindrem

|hz(x)|2 = hz(x)m = Cn@em/\z a2 (mzinz)egmf(n_m).

Agrupant els termes amb n — m = [, s’obté

2ml .
|hz(.’lf)|2 _ Z (elﬂ')\z 5 Z CmCm-Heim)\Z m ) 6271’1%1'

l

Definim la funcié d;(z) com
2ml

dy(z Z CmCm1€ —imAzSs (3.18)

m

S’obté, doncs
Zd —z7r>\z 2€2m I

Recordant (2.4), (2.5),

% pera m=20

Cm =40 pera m parell #0
(=n*

T™m

si m=2k+1,
es pot calcular d;(z) segons el valor de [
1. Cas I = 0. En aquest cas es té
= Z ’Cm‘g :
m
Per Parseval es pot desenvolupar

a a . 2
= [Ci@ldz =S lenl® [ = a3 lenl
0 m 0 m
concloent que dy = ¢y = %

2. Cas I =2p # 0. A l'equaci6 (3.18) es té en compte, llavors, els casos m =2k +1im = 0.

COMP i
(2 COC2P+Z 2k+1 T2+ +1)°
8pk
— (_1)p6—i7r)\zj—g —io eim)\z @
2 W E+1)(2k+2p+ 1)
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3. Cas [ senar. Aqui es considera només m = 01 m = —[, ja que en els altres casos ¢,+; = 0,

essent m + [ un nombre parell no nul, de manera que
1 1 221 a2
dl(Z) = —c + 76_“37//1')\2 a2 — 701(1 + elﬂ)\z " )7
2 2 B
ja que e = .

En definitiva, els coeficients de Fourier ¢, de |h.|? sén

_ 1
Co = Cy = 5
l2
¢ = ¢ COS (77)\22> (3.19)
a
(_1)]) fi7r)\z712+2l = e—iﬂ'AZS;%k
El = 5 (& a2 Z .
T ~ (2k+1)(2k+2p+1)
El desenvolupament de Fourier de P, = |h,|? * g és llavors
_ My gnint
Pz(t) = C?’Lg(g)GQ v

n

El nostre problema és trobar g tal que P, sigui una sinusoide pura de periode a. Com que ara
cap dels ¢, sén zero en general, g(2) ha de ser zero per a tot n # 0,1, —1, per tant de la forma

(fent una translacio si és necessari), llevat constants multiplicatives

g(x) =1+ Acos g. (3.20)

Com que es vol g positiva i amb suport compacte triem senzillament la funcié g amb suport a

[0,a] que val 14 Acos27Z amb 0 < A < 1. Evidentment,

~ . aA
g(O) = a7g(:t1) = 77
amb la qual cosa, tenint en compte que ¢; = ¢; cos(Tr)\za%) = %cos(ﬂ)\za%),
A 1 t
P,(t) = g + 7@ cos(m\z?) cos(27rg).

En definitiva, la propietat que explotem en la tria de la mascara és que els sinus i cosinus sén
vectors propis per a tots els operadors de convolucié. En aquest cas veiem que no és possible

obtenir una sinusoide pura que passi per zero. Amb A = 1, el resultat és, llevat de constants

2 1 t
P.(t) =1+ - COS(ﬂ')\Zﬁ) COS(QTFE).

Consultada ’empresa, el fet que no passi per zero no representa cap inconvenient serios, i de fet
té algun avantatge tecnic, perque representa que en tot moment el fotodiode rep fotons i aixo

facilita que la seva resposta sigui més rapida quan hi ha un increment.
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Com es pot apreciar el resultat esdevé sinusoidal per qualsevol valor de z, sense que apareguin
harmonics secundaris. Pero alhora, hom també pot veure com hi ha una dependéncia amb z que

afecta 'amplitud del senyal observat. Just coincideix que 'amplitud de la sinusoidal,
2 1
Alz) =|— Az—
(2) = | cos(mAz—5)],

és maxima a miultiples enters de la meitat de la distancia de Talbot, i zero en aquests valors
desplagats ZF. Aquesta mascara s’ha anomenat Mascara de Segona Generacié (M2G).

La primera mascara té transformada

T 1
2 cos 5@51_701252,

1
1—n2

per tant té coeficients 2(—1)" en els parells, que per (2.6) son irrellevants; si a la primera
mascara se li perturben aquests harmonics continuaria funcionant, en aquest sentit és més robusta

que la segona, pero en un altre sentit.

3.6 Implementacié numerica

3.6.1 Implementacié numerica de la difraccié

Després d’haver realitzat tot el desenvolupament analitic a la seccié anterior, el segilient pas
natural és fer una implementacié numerica per simular i verificar els fenomens i resultats obtinguts
anteriorment. Per fer les simulacions es poden separar tres etapes: simulacié del disc, propagacié
del camp Up(x,y) fins a una distancia z i convolucié del camp U.(z — ¢,y) amb una mascara
analitzadora H(z,y).

Analeg a la Seccié 2.6, s’ha generat una imatge binaria H(z,y), corresponent a una matriu
d’1s i 0s, que correspon a (3.14), on g és la funcié de (3.20). A la Figura 3.4 es mostra com és la
imatge de la mascara M2G parametritzada per a un encoder de 2500 polsos per volta.

El primer obstacle que es troba la llum sén les obertures del disc. Aquestes formen una regla
a-periodica de Ronchi, i tenen una amplada determinada per la resolucié de ’encoder. S’ha
realitzat la simulacié en les condicions ideals que hem suposat en el model teoric, és a dir, que
es parteix del fet que la llum que il-lumina les obertures esta perfectament col-limada, i per tant,
incideix com a ona plana. Aquest fet, traduit a aspectes numerics, correspon a crear el camp
Up(z,y) com una matriu d’ls i Os, segons si s’esta representant part d’una obertura o d’una
zona opaca del disc, respectivament. Aquesta matriu esta formada per N, files i N, columnes.

De manera, que aquest primer pas no té cap diferéncia respecte a les obertures rectangulars
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¥ ()

100 200 300 400
X (perm)

Figura 3.4: Simulacié de Mascara de Segona Generacié M2G. Representacié en 2D d'una mascara
M2G per a un encoder de 2500 polsos per volta, on les obertures segueixen |'equacié h2 com a

perimetre.

generades a la Seccié 2.6. Com a exemple es pot reprendre la Figura 2.7, i fixar-se en la sub-
figura de 'esquerra, on es genera la imatge de les obertures corresponents a un disc de 2500
polsos per volta.

El segiient pas ha estat obtenir el camp U, (z,y) generat a qualsevol distancia z. Com que les
distancies a analitzar tenen una llargada de 'ordre de I’amplada de les obertures, s’ha utilitzat
Paproximacié de Fresnel. En primer lloc, es realitza la Transformada de Fourier Rapida [31] en

dues dimensions de la matriu corresponent a la imatge del disc
FFT(Uo(z,y)) = Uo(&;m),

on &,m sén les variables freqiiéncia corresponents a x,y, respectivament. Com és obvi, aquest
camp UB({ , 1) té components complexes i forma una matriu de dimensions iguals a Up(z, y). Quan
hom fa la FFT d’una mostra de mida N equiespaiada d’una funcié en un interval de longitud L,

els valors obtinguts sén els continguts freqiiencials, equiespaiats, fins a la maxima freqiiencia

N
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En el cas simulat, s’ha considerat que cada punt equival a 1um?, de manera que si la imatge

s’ha generat de manera que N; = L;um, 'equacié anterior esdevé

1 _
fm:fmziﬂm 1-

El camp U?)(é, n) és, llavors, una matriu de IV, x N,, punts dins el quadrat [— fr,, fim] X [—fm, fml-

El segiient pas consisteix a aplicar la funcié de transferéncia corresponent a ’aproximacié de
Fresnel, donada a (3.4), de manera que s’estara propagant el camp fins a una distancia z seguint
I’equacid

U.(&m) = Uo(& m)e™eap | —imrz(6 + )] -

Finalment, per obtenir la matriu del camp en ’espai euclidia, es fa la Transformada de Fourier
Rapida Inversa, tal que

o~

Tal com s’ha dit abans a ’equacié (3.13), la poténcia luminica és
P.(2,y) o |Us(z, )|,

i la seva distribucié al llarg de (z,y) és, en definitiva, la imatge difractada que obtenim a una
certa distancia z.
A continuacio, les Figures 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 i 3.9, mostren com varia la distribuci6 transversal

de camp quan z avanca Az = %zT cada cop.
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Figura 3.5: Perfil de poténcia de llum a z = 0. Imatges del perfil transversal de poténcia luminica
a la superficie d'un disc de 2500 polsos per volta. Vistes de la imatge (x,y, P,(x,y)) i el corresponent

perfil P,(x).
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Figura 3.6: Perfil de poténcia de llum a »z = =[. Imatges del perfil transversal de poténcia luminica,
quan el camp es propaga a un quart de la distancia de Talbot respecte a un disc de 2500 polsos per
volta. Per analitzar |'efecte de difraccié s’ha emprat I'aproximacié de Fresnel. Es pot veure com el
perfil és bastant irregular, de manera que a aquesta distancia hauria de ser dificil de la deteccié de

senyal mitjancant una mascara. Vistes de la imatge (x,y, P,(x,y)) i el corresponent perfil P,(x).
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Figura 3.7: Perfil de poténcia de llum a »z = . Imatges del perfil transversal de poténcia luminica,
quan el camp es propaga a la meitat de la distancia de Talbot respecte a un disc de 2500 polsos per
volta. Per analitzar I'efecte de difraccié s'ha emprat I'aproximacié de Fresnel. El perfil agafa una
distribucié6 semblant a la de I'origen, pero desplacat 180°. Vistes de la imatge (z,y, Py(z,y)) i el

corresponent perfil P,(z).
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Figura 3.8: Perfil de poténcia de llum a z = ?’ZTT. Imatges del perfil transversal de poténcia

luminica, quan el camp es propaga a tres quarts de la distancia de Talbot respecte a un disc de 2500
polsos per volta. Per analitzar I'efecte de difraccié s’ha emprat I'aproximacié de Fresnel. El perfil
torna a ser irregular, com quan s'ha analitzat a z = *. Vistes de la imatge (z,y, P.(x,y)) i el

corresponent perfil P,(z).
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Figura 3.9: Perfil de poténcia de llum a z = z7. Imatges del perfil transversal de poténcia luminica,
quan el camp es propaga fins a la distancia de Talbot respecte a un disc de 2500 polsos per volta. Per
analitzar |'efecte de difraccié s'ha emprat |I'aproximacié de Fresnel. El perfil esdevé molt semblant a
I'observat a I'origen, de manera que la imatge inicial queda reconstruida a aquesta distancia. Vistes

de la imatge (z,y, P.(x,y)) i el corresponent perfil P,(z).
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3.6.2 Efecte Talbot

La Catifa de Talbot esmentada a la Seccié 3.3 es pot visualitzar per métodes numerics, perod no

de forma experimental a ull nu. Per fer un model numeric utilitzem
P.(1) = (U, x H)(7,0),

que podem mirar també com una convolucié en la direccié de les x. Aqui, obviament 7 és un
parametre discret Aquesta funcié P, té associada una certa amplitud de senyal A(z), i com és
obvi, on més alta sigui aquesta amplitud, més facil sera analitzar el senyal. En el model teoric,
l2
A(z) = \cos(m\z?)].

A la Figura 3.10 es mostra una grafica de com varia A(z) segons la distancia a la qual
es col-loca la mascara analitzadora. S’han emprat tres tipus de mascara diferents per fer una
comparacié de resultats: una mascara de polsos rectangulars, una de tipus M1G i una de M2G.
A Tesmentada figura es comprova que la mascara que dona una variacié més estable de A alhora
que augmenta z és la M2G, mentre que la mascara de polsos és la que presenta unes variacions
més irregulars. A priori, aix0 ja sembla ser un primer indicatiu del fet que la mascara M2G és la

més robusta enfront variacions d’AG, pero no és suficient.

3.6.3 Comparacié de la qualitat del senyal sinusoidal segons el tipus de mas-

cara analitzadora

A Papartat anterior, s’ha pogut comprovar com 'amplitud de senyal A(z) augmenta quan air-
gap s’acosta a un multiple de la meitat de la distancia de Talbot i desapareix quan es desplaca un
quart d’aquesta distancia. Comparant entre diferents mascares, s’ha vist com la M2G presenta
variacions més suaus a mesura que varia z. Aquesta dada A(z) ens indica la mesurabilitat de
senyal a aquella distancia, perd, en principi, aixo no té cap correlacié amb la qualitat del senyal
sinusoidal.

Per calcular la semblanca d’un cert senyal respecte a una sinusoidal teorica hem utilitzat el
metode de fitting. Per fer-ho, es genera una corba del tipus y = yo + A/2sin(%’r(7 + ©0)), on
Yo, A 1 ¢ sén parametres obtinguts a partir del senyal a analitzar, de manera que y(7) s’ajusti
el maxim possible a P,(7). Per veure la qualitat de l’ajust, s’ha sumat la quantitat d’error de
minims quadrats corresponent a cada punt. Es a dir,

> ly(r) = P(r)?
A? '

[
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Amplitud de senyal obtinguda a diferents distancies z entre disc i mascara
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Figura 3.10: Variaci6é d’amplitud de senyal A en funcié de z. Perfils d’ A(z) dels senyals obtinguts
al fer la convolucié U, (z,y) * H(x,y), considerant que Uy(x,y) sén obertures d'un disc de 4096
impulsos (i.e. periode a ~ 28um). La linia blava correspon a utilitzar una mascara de polsos, la
vermella una M1G i la verda una M2G. Es comprova que la M2G és la més estable de les tres.
D’altra banda, tant la M2G com la de polsos mostren un minim a z = zp/4 = 663um i un maxim
a z = zp/2 = 1325um, que concorda amb els resultats esperats quan s'utilitza una font de llum de

A = 633nm.

Obviament, com més baix és lerror e, millor qualitat de senyal sinusoidal s’esta obtenint. La
Figura 3.11 mostra com varia aquest error enfront I’Air-Gap, fent una comparacié de robustesa
i qualitat entre les tres mascares utilitzades: polsos, M1G i M2G.

Com a conclusié final, es pot afirmar que la mascara M2G presenta una gran robustesa de
senyal sinusoidal enfront quasi qualsevol AG. En primer lloc, la variacié d’amplitud de senyal
A(z) varia de forma progressiva a mesura que augmenta I’AG, seguint una parabola la qual es fa
minima quan 2z, = (%) zr 1 maxima quan Zyna, = (%) zr per m € N, quan amb les altres
mascares les variacions d’amplitud sén més irregulars. I més important encara, ’error d’ajust
respecte a una sinusoidal teorica és gairebé nul a qualsevol distancia, essent només significant a
Zmin = (%) zr. Aquest fet permet obviar I’efecte de criticitat d’AG, i alhora poder dissenyar
encoders amb gran robustesa, sobretot quan la resoluci6 és elevada. D’altra banda, la mascara
M1G presenta bons resultats a les distancies de Talbot, perd per a altres z l'error respecte a un
senyal sinusoidal és bastant elevat. Finalment, el senyal de polsos presenta perfils irregulars tant

de e(z) com de A(z), descartant-la com a possible mascara per generar senyals sinusoidals.
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Error associat a fitting de sinusoidal a diferents distancies z entre disc i mascara
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Figura 3.11: Analisi d’error d’ajust en funcié de I'Air-Gap. Mesura de I'error d'ajust d'un senyal
a-periodic respecte a una sinusoidal teorica en funcié de la separacié entre disc i mascara z. El senyal
a-periodic correspon a la convolucié U, (x,y) * H(x,y), considerant que Uy(z,y) sén obertures d'un
disc de 4096 impulsos (i.e. periode a =~ 28um). La linia blava correspon a utilitzar una mascara
de polsos, la vermella una M1G i la verda una M2G. Es comprova que la M2G presenta errors molt
baixos per a quasi qualsevol distancia, apareixent maxims pronunciats només quan z = (%) zr

per m € N (amb llum A\ = 633nm).
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Resultats experimentals

Fruit dels desenvolupaments analitics realitzats als Capitols 2 i 3, s’han obtingut dos tipus de

mascares que quan séon implementades en un encoder, fan que els fotodiodes receptors rebin

senyals sinusoidals. Ara bé, s’ha mostrat que amb la M2G s’obtenen sinusoidals pures a quasi

qualsevol Air-Gap, mentre que la M1G només ho compleix a miltiples de la meitat de la distancia

de Talbot.

Tots aquests calculs i comprovacions s’han realitzat de manera analitica (utilitzant aproxi-

macions) i numerica amb resultats satisfactoris, essent el segiient pas natural comprovar-ho de

forma empirica mitjancant un procediment experimental. Aquestes proves s’han centrat a validar

diferents efectes tenint en compte les possibles variables:

1. Efecte de Talbot

(a)

(c)

Font de llum. La font de llum afecta significantment a I’efecte Talbot per diferents
motius. El fet de tenir una font més o menys extensa afecta la qualitat de col-limaci6
del feix. El grau de monocromacitat i coherencia afecta a com d’ideal sera la Catifa
de Talbot generada. La longitud d’ona A juga un paper fonamental per determinar on
esta posicionada la distancia de Talbot. Doncs, hi ha grans diferéncies entre utilitzar

un LED o un Laser, i s’ha de tenir en compte com és el seu espectre d’emissio.

Resolucié del disc. La resolucié del disc determina com ha de ser I'amplada de les
obertures, la qual és una variable que també determina on es posiciona la distancia de
Talbot. Recordem que
24>
T = T
Voltatge Pic-a-Pic (VPP) fotodiode. En fer girar el disc enfront la mascara

situada a un cert AG, el fotodiode déna un senyal output amb un cert voltatge Pic-a-

Pic. Segons la Figura 3.10, amb la mascara de polsos rectangulars o M2G, s’obtindran
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maxims de VPP a meitats de la distancia de Talbot i minims a z = 2"2—“2@

2. Qualitat i robustesa de senyal sinusoidal enfront Air-Gap

(a)

Tipus de mascara. Depenent del tipus de mascara i a quina distancia estigui si-
tuada respecte al disc, s’obté un tipus de senyal output diferent al fotodiode. Aixi
que s’ha realitzat el metode experimental intercanviant entre les mascares de polsos

rectangulars, M1G i M2G.

Duty-cycle. Aquesta variable serveix per definir quin percentatge del senyal esta per
sobre de V = %VPP i quin per sota. Es un primer bon indicatiu de si s’esta obtenint
un senyal amb bon ajust sinusoidal, el qual idealment hauria de tenir un duty-cycle
del 50%, lluny d’aquest valor és un indicatiu del fet que la qualitat del senyal no és

bona.

Ajust respecte a un senyal sinusoidal ideal. Mitjancant técniques de fitting
s’obté una corba sinusoidal teorica que s’ajusta a les dades experimentals. L’error de
minims quadrats calculat punt a punt entre ambdues corbes determina la qualitat de
I’ajust. Aquest valor és el que finalment permet fer una comparacié de robustesa i

qualitat de senyal entre mascares sota variacié d’AG.

4.1 Setup experimental

Com s’ha esmentat anteriorment, les condicions experimentals depenen de diferents variables a

tenir en compte. En conseqiiéncia, per tenir tots els parametres controlats, s’ha dissenyat un

setup experimental adient. Per garantir una bona fixacié i alineacié, s’ha utilitzat una placa de

proves optiques on s’hi ha afegit els segiients elements:

e Font de llum i Sistema col-limador-expandidor de feix. A les simulacions realitzades

de forma numerica s’ha considerat que el feix que incideix sobre el disc té un front d’ona

pla, i que a més a més és suficientment ample com per il-luminar tota la mascara. Per

aquest motiu, és important tenir un primer sistema optic que expandeixi i col-limi la llum

emergent de la font. El sistema utilitzat ha estat el que s’esquematitza a la Figura 4.1.

En primer lloc, esmentar que s’ha utilitzat tres tipus diferents de font de llum. Un Diode
Laser Vermell (A = 639nm, § = 8°) [32], un Diode Laser Blau (A = 405nm, 6 = 8.5°) [33] i
un LED blau (A =470 £ 12.5nm, 6 = 15°) [34].

La font es col-loca a la focal d'una lent asferica (fosf = 11mm, NA = 0.26, Diametre

d’obertura efectiva= 5, 5mm) [35] encarregada de fer una bona primera col-limaci6 del feix.
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D~8mm
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Figura 4.1: Esquema del sistema col-limador-expandidor de feix. Es presenta un esquema de com
s'ha col-locat una font de llum (Laser Blau, Laser Vermell, LED Blau) a la focal d'una lent asferica
per fer una col-limacié de la llum. Un sistema de telescopi invers de Galileu format per una lent

biconcava i una biconvexa fan d'expandidor, generant un feix col-limat d'uns 8mm de diametre.

Mitjancant un sistema telescopi de Galileu invers es fa I'expandidor de feix, el qual ha
d’assolir un diametre D =~ 8mm. En aquest cas s’ha utilitzat una lent divergent biconcava
(faiv = —25mm, Diametre= 25.4mm) [36] alineada amb una lent convergent biconvexa
(feon = 50mm, Diametre = 25.4mm) [37], les quals han d’estar separades a una distancia

L= feon — ’fdiv‘ = 25mm.

Tots elements han estat alineats amb el sistema 'Cage Plate’ [38], el qual utilitza unes
muntures fixes alineades mitjancant varetes d’alumini, per assegurar que tot el sistema és
solidari a un mateix eix optic. El feix resultat s’ha enfocat perpendicularment al disc d’un
encoder sobre la regié on estan impreses les obertures. La Figura 4.2 mostra un primer

disseny amb 1’eina Solid Works.

e Sistema encoder adaptat. Per fer les proves s’han utilitzat encoders incrementals de
diferents resolucions: 500, 1024, 2500 i 4096 polsos per volta. Cadascun dels cossos d’aquests
encoders han estat tallats de manera que el feix col-limat pugui enfocar el disc, tal com
es pot veure a la Figura 4.3. Mitjancant un sistema d’engranatges ’eix de l’encoder es
mou solidari a un motor extern, fent rotar el disc a velocitat constant. A 'altre costat del
cos hi ha unes rosques per fixar la placa electronica, la qual conté la matriu de fotodiodes

analitzadors per a cada canal.

e Sistema de posicionament de mascara, controlador d’AG Per a cada resoluci
d’encoder (500, 1024, 2500 i 4096 polsos per volta) s’han dissenyat els tres tipus de mascara
a comparar: polsos rectangulars, M1G i M2G. La mascara es controla de forma externa

i s'introdueix entre el disc i els fotodiodes de manera paral-lela a aquests. Mitjangant un
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Figura 4.2: Disseny del sistema col-limador-expandidor de feix. Sistema 'Cage Plate’ per alinear
i fixar tots els elements en un mateix eix optic. D'esquerra a dreta s'observa: la font de llum, una

lent asférica, una lent biconcava i una biconvexa.

control [39] es pot variar la distancia d’AG de manera micrometrica fins a una distancia de

15mm. A la Figura 4.3 es mostra el disseny complet d’aquest sistema.

e Sistema de centrat de disc i mascara Un dels fets imprescindibles per al bon funciona-
ment d'un encoder és que el disc i la mascara estiguin centrats. Aixo vol dir posicionar la
mascara de manera que les obertures coincideixin amb les del disc, siné es pot donar 1’efecte
de Franges de Moiré [40] i obtenir senyals defectuosos. Per fer-ho, un control de 5-eixos [41]
posiciona la mascara en (z,y, z) i dos angles de rotaci6. Amb una camera microscopica es

busca la posicié centrada, tal com es pot veure a la Figura 4.4.

e Deteccié i mesura de senyal. A un costat del cos hi ha unes rosques per fixar la placa
electronica amb circuit impres, la qual conté la matriu de fotodiodes analitzadors per a
cada canal. Cada canal detector té associat un pin on s’hi ha pincat una sonda, la qual esta
connectada a un oscil-loscopi. D’aquesta manera, es pot mesurar el Vpp i el duty del senyal,
guardar una imatge del senyal o descarregar les dades per a un futur processat. A la Figura
4.5 es mostra un exemple d’imatge obtinguda per oscil-loscopi d’'un senyal sinusoidal, on

automaticament es poden prendre mesures de Vpp i Duty-cycle.
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Figura 4.3: Disseny del sistema encoder tallat i control de moviment de mascara. S'observen
diferents elements: un encoder tallat de manera que el feix extern pugui incidir sobre el disc, un
control micrométric que permet variar I'AG entre disc i mascara, un controlador de posicié de 5-eixos
utilitzat per fer un bon centrat de disc i mascara, i una placa electronica amb la matriu dels fotodiodes

encarregats de registrar el senyal.

El setup en conjunt es pot veure a la Figura 4.6.

4.2 Analisi de dades experimentals

4.2.1 Comparacié de robustesa entre mascares per obtenir senyals sin/cos

enfront variacions d’AG

Com hem vist en seccions anteriors, la robustesa de senyal sinusoidal sota variacions d’AG de
la mascara M2G respecte a la M1G hauria de ser bastant alta. Aquesta hipotesi s’ha verificat
mitjangant teécniques numeriques, perd també s’ha comprovat de manera empirica.

Per comprovar-ho s’ha realitzat ’experiment en les segiients condicions. S’ha utilitzat com a
font de llum el Diode Laser vermell el qual s’ha col-limat, expandit i enfocat cap a un disc de 500
polsos/volta. S’ha elegit aquest disc pel motiu que les obertures son relativament grans (respecte
a, per exemple, un disc de 2500 polsos/volta), i aixi poder contrastar millor les diferéncies entre
mascares. Alhora, per resolucions baixes, I’error introduit en el centrat de disc i mascara és

menys significant.
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Figura 4.4: Centrat de disc i mascara. La linia blava que s'observa a la imatge és la linia de

centrat, la qual esta impresa en disc i mascara. Aquesta linia ha de coincidir pel fet que ambdés
elements estiguin ben centrats i que les obertures de la mascara coincideixin amb les del disc quant

a coordenades cilindriques.
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Figura 4.5: Imatge de senyal d’oscil-loscopi. Senyal sinusoidal obtingut a partir d'un disc de 500
polsos/volta i una mascara de M2G. Al panell dret hi ha les mesures de Vpp (Vpico-pico) i Duty-cycle
(Ciclo trab.)

En aquestes condicions, s’han utilitzat els tres tipus de mascara disponibles: polsos rectan-

gulars, M1G i M2G. Després del centrat entre disc i mascara, s’ha mogut el control micrometric
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Figura 4.6: Setup experimental final. Conjunt d'elements fisics utilitzats per a fer les proves

experimentals, on es pot observar el sistema col-limador-expandidor, el sistema encoder-motor, el
control micrométric d'AG amb el sistema d’ajust de 5 eixos de la mascara, la camera de centrat i la

placa electronica amb els fotodiodes receptors.

fins que ambdos elements estiguessin tocant-se, és a dir, sense haver-hi AG, z = Omm. Fent girar
el disc a velocitat constant amb I’ajuda d’un motor, s’ha generat un senyal periodic mesurat a
Poscil-loscopi. S’han obtingut dades variant la distancia d’AG entre z = Omm i z = 10mm amb
la precisié del control micromeétric.

Les Figures 4.7, 4.8 i 4.9 mostren els resultats obtinguts de Vpp, Duty-Cycle i Error d’Ajust
respecte a Sinusoidal. D’aquestes dades obtenim la segiient informacié: els Vpp quasi no varien
respecte a la variacié d’AG pel motiu que, en aquestes condicions, la primera distancia de Talbot
es troba a zr(500) = 180mm. S’aprecia com els Duty-cycles corresponents a la mascara de
polsos rectangulars i M2G es mantenen bastant estables amb 'augment de gap, mentre que la
MI1G presenta una pujada considerable, donant uns primers simptomes de baixa robustesa.

El test definitiu que compara la robustesa és 'Error d’ajust respecte a una Sinusoidal, on
es poden treure algunes conclusions: la mascara de polsos rectangulars comencga amb un error

considerable, ja que a z = 0, al no haver encara difraccid, el senyal obtingut és triangular, que

96



Capitol 4 Resultats Experimentals

és el resultat esperat de fer la convolucié de dues obertures rectangulars. D’altra banda, la M1G
presenta un molt bon ajust al voltant de 'origen, perod quan es comenca a augmentar z, l’error
també puja. En canvi, utilitzant la mascara M2G 'error d’ajust no varia independentment d’on
posicionem la mascara. La Figura 4.10 és un calcul numeric de com hauria de ser 'Error d’Ajust
en aquestes condicions, i es pot apreciar que les dades experimentals segueixen corbes semblants
a aquestes, validant aixi la fiabilitat del metode. Finalment s’acaba verificant la hipotesi de la

robustesa de la mascara M2G vers les altres utilitzant elements fisics.

Vpp vs Air-Gap, 500 polsosivolta
T T
—— Polsos
—MiG
M2G

25 —

/\

05 |

Air-Gap(mm)

Figura 4.7: Vpp enfront Air-Gap. Dades experimentals de Voltatge pic-a-pic del senyal enfront I'AG
entre disc i mascara, comparant els resultats entre una mascara de polsos rectangulars, una M1G i
una M2G amb obertures corresponents a un encoder de 500 polsos per volta. En els tres casos no

s'aprecia quasi variacid, ja que en aquestes condicions la distancia de Talbot queda molt lluny.

4.2.2 Mesura de I’Efecte Talbot

(2m+1)
1

Tal com s’ha vist a les Figures 3.11 i 3.10 de la Secci6 3.6.2, quan ’AG s’acosta a z = 27
el Voltatge Pic-a-Pic és molt baix, de manera que pot haver-hi problemes amb la deteccié de
variacié de poténcia luminica al fotodiode, i alhora, ’Error d’Ajust respecte a una sinusoidal
teorica esdevé molt gran, fins i tot per la mascara M2QG, verificada com la més robusta. Aquest
fet pot ser critic, ja que el xip interpolador pot necessitar un cert voltatge Vpp per operar
correctament. Llavors, en definitiva, a 'hora de fabricar un encoder només s’ha de tenir en

N ., . — (2m+1)
compte no col-locar la mascara a una separacié del disc propera a z = ~—;—27.
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Duty-Cycle vs Air-Gap, 500 polsos/volta
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Figura 4.8: Duty enfront Air-Gap. Dades experimentals del Duty-Cycle del senyal enfront I'AG
entre disc i mascara, comparant els resultats entre una mascara de polsos rectangulars, una M1G i
una M2G amb obertures corresponents a un encoder de 500 polsos per volta. La corba corresponent
a M1G va pujant de valor, donant a entendre la baixa robustesa que ofereix aquesta mascara enfront

variacions de gap.

Tot i haver fet simulacions numeriques de ’efecte Talbot, s’han realitzat proves experimentals
per validar el comportament de forma fisica. Com s’ha comentat abans, aquest efecte només depen
de la longitud d’ona de la font de llum utilitzada i de 'ample de les obertures a-periodiques.

Les fonts de llum utilitzades han estat un Laser Blau (A = 405nm), un Laser Vermell (A =
639nm) i un LED Blau (A = 4704+12.5nm). Aquest fenomen apareix a causa d’efectes de difraccié
i interferéncia, de forma que depén de la monocromacitat i coheréncia de la font de llum, i a més
a més de la qualitat de col-limacié del feix incident. Per aquest motiu, s’ha volgut validar també
que 'efecte Talbot apareix molt més difés quan s’han realitzat els experiments amb llum LED.

D’altra banda, per a les proves s’han utilitzat discs de 2500 i 4096 polsos/volta, ja que sén
resolucions on la distancia de Talbot és relativament curta. Concretament, tenim ass09 = 48um
i agoo6 = 29um, de manera que per al Laser Vermell s’obté zp (2500, A = 639nm) = 7.14mm
i 27(4096, A = 639nm) = 2.66mm, i per al Laser Blau z7(2500,\ = 405nm) = 11.26mm i
27 (4096, A = 405nm) = 4.20mm.

L’efecte Talbot s’ha comprovat mesurant el Vpp del senyal amb un oscil-loscopi, obtingut
amb el disc girant a un cert Air-Gap respecte a la mascara. Després d’un adequat centrat, amb
el control micrometric s’ha pogut fer un desplacament de la mascara al llarg de l'eix z. A les

Figures 4.11 i 4.12 es poden veure els resultats obtinguts. En tots casos s’ha determinat que
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Error vs Air-Gap, 500 polsos/volta
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Figura 4.9: Error d’Ajust de sinusoidal enfront Air-Gap (Experimental). Error d'Ajust de les
dades experimentals respecte a una sinusoidal teorica, a mesura que s'augmenta I'AG entre disc i
mascara, comparant els resultats entre una mascara de polsos rectangulars, una M1G i una M2G amb
obertures corresponents a un encoder de 500 polsos per volta. Es confirma que la mascara M2G
presenta gran robustesa de senyal sota qualsevol gap, mentre que les altres mascares tenen errors

significants a algunes distancies.

Error associat a fitting de sinusoidal vs AG (500 polsos/volta)
35 T T T T T T
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Figura 4.10: Error d’Ajust de sinusoidal enfront Air-Gap (Simulat). Corbes de variaci6 de I'Error
d'Ajust respecte a una sinusoidal teorica enfront I'augment del gap. Es pot comprovar que les corbes

segueixen una trajectoria semblant als resultats experimentals.
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I'efecte Talbot es compleix tal com s’ha predit teoricament, i que s’obtenen minims i maxims de
Vpp a les distancies corresponents. En el cas del LED, s’observa aquest efecte, pero els valors
de Vpp sén baixos en comparacié a quan s’utilitza una font laser; fet que indica que la Catifa de

Talbot presenta un patré més difos.

Vpp vs Air-Gap, 2500 polsos/volta

18
= |_zser Blau
167 — |_gser Vermell |
LED Blau
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O . .

Air-Gap({mm)

Figura 4.11: Vpp enfront Air-gap. Resolucié de 2500 polsos/volta i diferents fonts de llum.
Realitzant I'experiment amb diferents fonts de llum (Laser Blau, Laser Vermell i LED Blau) es mesura

el Voltatge Pic-a-Pic del senyal obtingut a mesura que s'augmenta I'Air-Gap. Quant a la corba Blava

(Laser Blau) s'observa un minim a z = 2.5mm corresponent a z =~ (QWZFI)zT on z7(2500,\ =

405nm) = 11.26mm, i un maxim a z = 4.6mm, corresponent a z ~ mz;p. D’altra banda, la corba

2
Vermella (Laser Vermell) té dos minims a z = 1.44mm i z = 4.8mm corresponent a z ~ %z@

on z7(2500, A = 639nm) = 11.26mm, i un maxim a z = 3.24mm, corresponent a z ~ T zp. La
corba corresponent al LED segueix un patré amb unes variacions minimes de Vpp, pero es diferencia
un minim a z = 2.4mm i un maxim a z = 3.8mm, que corresponen un altre cop a un quart i a la

meitat de la distancia de Talbot, respectivament.

Fent un recull dels resultats obtinguts s’arriba a les segiients conclusions. En absencia d’AG
i a les distancies de Talbot (concretament z = §z7), tant amb la mascara M1G com la M2G
s’obtenen senyals sinusoidals que s’ajusten bastant bé a la corba teorica. A I’hora d’augmentar

el gap, la M1G va presentant errors elevats, mentre que la M2G va mantenint el perfil sinusoidal,
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Vpp vs Air-Gap, 4096 polsos/volta
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Figura 4.12: Vpp enfront Air-gap. Resolucié de 4096 polsos/volta i diferents fonts de llum.
Realitzant el mateix experiment que a la Figura 4.11 perd amb un disc de 4096 polsos/volta. Quant
a la corba Blava (Laser Blau) s'observen dos minims a z = 0.78mm i z = 2.78mm corresponent

~ (2m+1)
~ 4

az zr zr(4096,\ = 405nm) = 4.20mm, i un maxim a z = 1.78mm, corresponent a

z R~ @ZT. D'altra banda, la corba Vermella (Laser Vermell) té dos minims a z = 0.53mm i

2
(2m+1)
4

z = 1.93mm corresponent a z =~ zr zr(4096, A = 639nm) = 11.26mm, i dos maxims a

z = 1.33mm i z = 2.73mm, corresponent a z ~ T z7. Un altre cop, la corba corresponent al LED
segueix un patré sense gaires variacions de Vpp, pero amb un minim a z = 0.68mm i un maxim
a z = 1.43mm, que corresponen un altre cop a un quart i a la meitat de la distancia de Talbot,

respectivament.

essent aixi molt més robusta. D’altra banda, s’ha validat el fenomen d’efecte Talbot, verificant que
és important col-locar les mascares lluny de z = %ZT, ja que el Voltatge Pic-a-Pic registrat
és molt baix, i alhora D'error d’ajust del senyal respecte a una sinusoidal és molt elevat, fent
impossible la interpolacié de senyal. Cal afegir la importancia que té la font de llum, la qual
és important que sigui puntual, coherent i monocromatica, per tal de poder col-limar bé el feix
i que la Catifa de Talbot es generi adequadament. Doncs, és preferible que s’utilitzi llum laser
en comptes de LED. Depenent del producte, es pot jugar amb les variables Resoluci6 i Longitud

d’ona per determinar on estan posicionades les distancies de Talbot i fer un disseny d’encoder

optim.
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Capitol 5
Implementacié industrial

5.1 Senyal de referencia Z per a qualsevol tipus de resolucié

Tal com s’ha descrit al Capitol 1, s’ha arribat a la conclusié que per generar senyals de referéncia,
s’ha d’imprimir a la pista del canal Z un patré d’obertures que segueixi la configuracié d’un
Golomb Ruler o Sidon Set, per tal que sigui optim. En comptes de tenir 1 i1 0 es té una seérie
d’obertures transparents o opaques, respectivament. La llargada del ruler ve determinada pel
nombre d’obertures que caben dins la finestra associada al fotodiode del canal Z. A la Figura

5.1 es pot veure un exemple per a un encoder de 2500 polsos/volta.

(R

Senyal Z (mascara, fix)

Senyal Z (disc, movil)

Figura 5.1: Aplicacié del senyal Z a encoder real. Exemple de senyal de referéncia Z aplicat a un

encoder de 2500 polsos/volta.

Es a dir, la finestra té una longitud X, on s’hi poden inscriure un maxim de M obertures
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Rza

d’amplada =4= on Ryz és el radi mitja de la pista del canal Z. L’angle o és 2r

N> on N és
la resolucié. Tal com s’ha descrit abans, s’inscriuran a la finestra de la mascara un nombre
d’obertures col-locades seguint el patré d’una estructura que maximitza el valor K (Z) descrit en
lequacié (1.3). El mateix patré d’obertures s’inscriura també a la pista del disc, de manera que
quan el disc just passi per 'origen, les obertures coincideixin i hi hagi un ”flash” de llum que crei
un impuls. Quan no coincideixin, practicament no es veu res.

Perque Hohner Automaéticos pugui generar els seus propis codis de referéncia Z basats en

Golomb Rulers, s’ha generat una aplicacié. Mitjancant aquesta eina, es determina de forma

automatica com ha de ser la llargada del codi, 'amplada de les obertures i la seva distribucié.

5.1.1 Aplicaci6é generadora de senyals de referéncia Z

L’aplicacié software es tracta d’'un document del tipus Microsoft Excel Macro-Enabled Worksheet,
el qual esta dissenyat de manera que en introduir els parametres referents a les caracteristiques
de I'encoder, es genera automaticament el senyal de referéncia optim. La Figura 5.2 mostra la
primera finestra que apareix en iniciar el programa, on es poden introduir totes les variables i

decidir diferents opcions de generaci6é de codi.

Introduccién de Variables x

Antes de empezar el calculo del cddigo para la sefial de referencia se requiere que a continuacidn se introduzacan las siguientes variables.

r Caracteristicas Encoder r Amplitud Sefial
e . . . -
- (e ik Erans ’T J A corltlnuacwon se debe elegir que am’plrtud para
la sefial Z se quiere obtener con el cddigo a
. calcular.
- Dametro Enconder (mm) 40
M Ampltud de 1 periodo (1T).
* Anchura Fotodiodo D (mm ) .
(mm) 2 ™ Ampltud de 2 periodos (2T). ﬂ
* Nimero de rendijas de la sefial principal Np 30 — Poblacién
- Namero de rendias de al Sefial Z. Para los cédigos de longitud mayor a 20 rendijas.
- Introducir el nimero de rendijas de la sefial Z, Nz. 30 W Utiizar la poblacidn por defecto.
- Introdudir anchura fotodiodo Z (mm). 2 I Introducir poblacion.
- Introducir la relacidn C entre anchura rendijas. 1 ﬂ
r Resultados
- 2 — Intervalo
A continuacién se debe elegir una de las siguientes opciones para la representacidn de los resultados.
También se debe elegir si se quiere ver toda la sefial representada o solo un intervalo alrededor de 5, . | Elegir una de las siguientes
opciones.

* En los resultados aparecerd el cédigo con K maxima y el cédigo con la méxima diferencia acompafiados de sus

representaciones respectivas. También una tabla con todo el conjunto de soluciones. s Representar toda la seffal de
v

referencia.
I Ver los resultados acompafiados de un grafico con la sefial de referencia.
Representar el siguiente

I Ver los resutados acompafiados de un grafico con la sefial de referencia v su sefial invertida. I" intervalo alrededor de Sg
(Introducir periodos)

IF;\.’er los resultados acompafiados de un grafico con la sefial de referencia y representadas las; periodos.
:sefiales periddicas de A v B en funcidn de la luminacién. o
Aceptar Cancelar

Figura 5.2: Parametres per a la generacié de senyal Z. Introduccié de variables i opcions per a

la generaci6 del codi de senyal de referéncia.
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Els parametres i opcions importants a introduir es descriuen a continuacié:

Caracteristiques Encoder:
e Numero de Polsos: nombre de polsos per volta de I’encoder, N.

e Diametre encoder (mm): determina la posicié radial del disc de ’encoder on s’imprimira

el senyal Z. Aquest radi determina com haura de ser 'amplada de I'obertura.

e Amplada fotodiode (mm): determina el nimero maxim M d’obertures que es poden

incloure. Es a dir, limita la llargada del codi a generar.

e Nombre d’obertures del senyal principal: llargada del codi. Nombre d’obertures M

que caben dins les dimensions del fotodiode.

e Introduir relacié C entre amplada d’obertures: Aquest parametre diu quina relacié
d’amplada hi ha entre les obertures dels canals A i B, i ’'amplada de les obertures utilitzades

per generar el senyal Z.

Amplitud de senyal: Mitjancant aquesta opcid es pot decidir si es vol que 'amplada del senyal

de referencia abasti 1 o 2 periodes de senyal.

A manera d’exemple s’han introduit els segiients parametres:
e Nombre de polsos: 4096

e Diametre encoder (mm): 40

e Amplada fotodiode (mm): 2

e Nombre d’obertures senyal principal N,: 30

e Nombre d’obertures del senyal Z, Nz: 30

e Amplada fotodiode Z (mm): 2

e Relacié C entre amplada d’obertures: 1

A partir d’aquestes dades es generen dos codis: un que optimitza la variable K i I'altre que
optimitza la Maxima diferéncia entre maxzims. Aquests codis es poden veure a la Figura 5.3 i
5.4 respectivament. Com es pot veure, el Golomb Ruler treballa amb un maxim central Sy molt
diferenciat respecte als altres valors S(k) < 1. Ara bé, es comprova que utilitzant el codi Mdzima

diferéncia entre maxims pot haver-hi una configuracié que no tingui les propietats d’'un Golomb
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K méxima (Coeficiente gue nos relaciona S 0 con el maxima, sigma, de los valores adyacentes)

Cédigo:

Sefial de referencia: [ #Tafa]2]a]x[2]ofe]2]a 2 22 2] 2]o 2 o] 2] 2]olo] t]o] 2] o]

Caracteristicas Cadigo
Sefial de Referencia N=30 1T con K maxima
50
sigma 1
Maxima Diferenciz -3
[ 7,000

lluminacion total, lz 23%

lluminacion Sigma 3,33%

Autocorrelacion

—
(N E—

TWIW ™\ TTWANY

k] o 5
Perindos

Figura 5.3: Generacié d’algoritme de tipus Golomb Ruler. Codi generat per maximitzar el para-

metre K i obtenir un maxim central Sy amb S; < 1. L’algoritme es tracta d'un Golomb Ruler.

Maxima Diferencia [Diferencia entre S Oy el maximo , sigma, de los valores adyacentes)

Codigo:
1|0|1|0f0|1]|1|0|1|0(0|0|O|1]|1{0(0|1|D|C|1|D|1|0|1]|C0|D|1]1{1

Sefial de referencias [#]]s]s]2[s]s]s[s]4]2]¢[2]2]5 2]z 2 2]z =z 2] &[22 [ ]2]2]1]

Caracteristicas Codiy
e = Sefial de Referencia N=30 1T con maxima diferencia

S0 14
Sigmz 5
Maxima Diferancia 3
3 2,800

lluminacion total, lz 47%

lluminacién Sizma 16,67%

Autocorrelacion

T

A A v A

AWV VN A

s -10 = o 5 10 15
Periodos

Figura 5.4: Generacié d’algoritme amb maximitzacié de Maxima diferéncia. Amb aquest codi,
quan s'aplica la seva autocorrelacié s'aconsegueix maximitzar la diferéncia entre Sy i 0. No obstant

aix0, al no aplicar un Golomb Ruler, es pot donar que S > 1.

Ruler, pero on Sy sigui més elevat i alhora mantingui una diferéncia més alta respecte al segon
maxim o.

Es pot aplicar una configuracié o altra depenent de si es prioritza que Sy es mantinguin a
valors minims o si es vol un 'flaix’ de llum més potent a Sy. En definitiva, el que és important, és
que es pugui introduir un llindar de voltatge electronic que identifiqui el pic central per generar

un pols. A la Figura 5.5 es mostra com és el senyal de referéncia generat per un encoder real de
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2500 polsos/volta, on s’aprecia un maxim central que genera el pols i altres petits maxims que

no sobrepassen el llindar electronic.

e [ 18 Jan 2018 | | [ 18 Jan 2818 |
() [ 45750 () [ 1505672 |

@@ 11.3533Hz |
s @ vl G 1 s

m:‘ [@Anplitude 23.6U @hnplitude Ch OFf

fDutycycle ? @Dutycucle Ch OFf |@Dutucucte 7 @Dutycycle Ch Off

Figura 5.5: Senyal de referéncia Z Captura d'oscil-loscopi del senyal de referéncia obtingut amb
un encoder de 2500 polsos/volta. La corba lila correspon al senyal directe que s'obté del fotodiode,
mentre que la corba groga mostra el senyal tractat amb xip, el qual genera un pols centrat on es
troba el maxim central, el qual té un nivell de voltatge per sobre el llindar electronic. La subfigura
de I'esquerra es centra en el maxim Sy (escala de temps 20us), mentre que la de la dreta, amb una

escala de temps més elevada (200us), mostra els maxims secundaris corresponents a Sk.

5.2 Implementacié de mascares M1G i M2G en encoders incre-

mentals de tipus sin/cos. Patentabilitat de la invencié

5.2.1 Aplicacié en el producte

Al llarg d’aquests tres anys s’ha anat treballant progressivament en el disseny de mascares per
generar sinusoidals. Durant la primera meitat del doctorat s’ha arribat a la solucié M 1G, tenint
només en compte la convolucié entre obertures i sense tenir en compte la difraccid, pero durant
la segona meitat ha estat quan s’ha arribat a la solucié M2G, on s’ha donat importancia a la
difraccié i a buscar un metode per reduir la criticitat de I'air-gap. Doncs, la mascara M1G
ja ha estat implementada en encoders durant aquests ultims dos anys, perd a partir de 2018
es substituira per la mascara M2G, la qual ofereix molta més robustesa. No obstant aixo, la
mascara M 1G ha donat molt bons resultats, generant senyals sinusoidals d’alta qualitat; encara
que per obtenir-ho s’ha seguit ajustant 'AG a distancies molt curtes, de I'ordre de desenes de

micres. Actualment, utilitzant aquesta mascara, s’han fabricat encoders amb una resolucié que
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pot arribar fins als 5000 polsos/volta. A la Figura 5.6 és poden veure les mascares M 1G i M2G
de 2500 polsos/volta generades amb el programa SolidWorks, les quals poden ser impreses en

una placa de vidre o plastic i implementades en un encoder incremental.

W = [= T

W
i1

..... RN AR TN U Rr e yurn el
......................... ! 1 ||f||_"w_fPlJJJr|'|:'l'|;“ ey
................. IR T |

.............. f i [ (At

Figura 5.6: Implementacié industrial de mascares sin/cos Disseny en SolidWorks de les mascares

M1G i M2G on s'ha fet zoom a les obertures corresponents a un dels canals.

A la Figura 5.7 es mostra com opera ’encoder incremental sin/cos amb la mascara M 1G, on
es mostra la corba sinusoidal generada quan el disc esta girant, i els polsos obtinguts quan s’aplica
una multiplicacié de senyal de x10 amb el xip interpolador electronic. Hohner Autométicos S.L.
ha aplicat amb éxit les mascares M 1G, de manera que al multiplicar el senyal x10, pot vendre

un producte que treballa a 50000 polsos/volta, el qual és molt competitiu al mercat.

CH4
Ciclo trab,
54,39

Tek T Trig'd 4 Pos: 40,00ns MEDIDAS
+
{ CH2
Wpico—pico

e L) U

2 :
.' CHZ 100% M 250s CH3 7 2.56Y
CH3 1.00Y  CHA 10.0v o7 5436kHz

Figura 5.7: Senyal Multiplicada x10 Mitjancant un disc de N = 5000 polsos/volta. Analitzant amb

la mascara M1G es pot multiplicar el senyal x10 i obtenir un resolucié final de 50000 polsos/volta.
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5.2.2 Patentabilitat d’invencio6

Tal com s’ha vist als Capitols 2 i 3, mitjancant desenvolupaments analitics s’ha arribat a les
solucions (2.9) i (3.20), les quals indiquen com ha de ser el contorn de les obertures de les mascares
MI1G i M2G, respectivament. Hom es pot adonar que aquestes solucions son tniques, en cas que
s'utilitzi aquest model, i que amb qualsevol altra proposta obtindriem senyals aproximadament
sinusoidals. Per aquest motiu, Hohner Automaéticos S.L. ha vist una oportunitat de demanar
la patentabilitat d’aquesta invencid, reclamant tant ambdues mascares M1G i M2G, com els
metodes utilitzats per calcular la seva forma. A I’Apeéndix B es mostra la documentacié aportada,

i el document acreditatiu de la sollicitud.

5.3 Utilitat de I’efecte Talbot per encoders de molt alta resolucié

Més enlla de I'objectiu de fabricar encoders de tipus sin/cos d’alta qualitat de sinusoidal, Hohner
Automaticos S.L. ha volgut atacar el problema de la criticitat d’Air-Gap, ja que és un problema
que afecta a tots els fabricants d’encoder incremental a escala mundial. Fins al punt que fabricar
un encoder de 10000 polsos/volta és tot un repte. Al no tenir en compte l’efecte Talbot, la millor
opcio ha estat sempre reduir ’AG el maxim possible, i per a aquestes altes resolucions s’ha arribat
a reduir fins a Az = 30um per obtenir una bona operabilitat de ’encoder. Aquest fet dificulta
molt la seva fabricacid, ja que el disc queda practicament a tocar de la mascara, i alhora s’obté
un sensor amb un baix nivell de robustesa, comportant un alt risc de fallida a llarg termini.

Per solucionar aquest problema s’ha volgut afavorir I’efecte Talbot i aixi tenir diferents dis-
tancies on poder col-locar la mascara, sense haver de posicionar-la tan a prop del disc. Per fer-ho

s’ha dissenyat el prototip mostrat a la Figura 5.8, el qual presenta les segiients modificacions.

e Llum Laser S’ha intercanviat la font de llum LED per un Diode Laser vermell (A =
639nm). Un dels motius principals és que el LED per definici6é no es pot col-limar, pel fet
de ser una font de llum extensa. D’altra banda, també es vol afavorir que la llum sigui
coherent i monocromatica, per afavorir una Catifa de Talbot amb el contrast més gran

possible.

e Expandidor-col-limador Com que el Diode Laser emprat té un angle d’obertura molt
reduit (6 = 8°) es necessita un sistema expandidor de feix perqué enfoqui tots els canals de la
mascara. Per fer-ho s’ha intercanviat la lent col-limadora asférica utilitzada normalment,
per un sistema Ullera de Galileu invers. Les lents utilitzades han estat una biconcava

divergent (especificacions aqui) i una lent asférica (especificacions aqui) la qual es pot
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caragolar fins a ajustar la seva posici6 fins a una distancia on s’obtingui una col-limaci

optima.

e Ajust d’Air-Gap disc-mascara En comptes de fer un ajust entre disc i mascara de
manera que quedin el més proxim possible, s’ha fabricat I’encoder de manera que la distancia
entre disc i mascara sigui la distancia de Talbot. En el cas de 10000 polsos/volta i Laser
Vermell, a = 11.9um i zr = 446um, aixi que s’ha col-locat el disc a un AG de z = 227 =

892um.

Figura 5.8: Encoder de 10000 polsos/volta Disseny en SolidWorks del prototip d'un encoder
dissenyat per aprofitar I'efecte Talbot amb encoders d’alta resolucié. El cos conté un Diode Laser i un

sistema de dues lents ajustable per tenir un sistema que expandeixi i col-limi el feix de forma acurada.

L’objectiu d’obtenir un senyal amb un encoder d’alta resolucié amb un AG relativament gran
s’ha complert amb resultats satisfactoris, tal com es veu a la Figura 5.9. Es aixi interessant
aplicar llum laser i un bon sistema col-limador als encoders incrementals, per aprofitar 1’efecte
Talbot i reduir considerablement la criticitat del gap. Aix0 pot permetre treballar amb encoders
de molt alta resolucié d’una manera més robusta. A més a més, si s’aplica la mascara M2G, es
pot generar senyal sinusoidal i utilitzar el xip interpolador per multiplicar encara més la resolucié.
Aquesta gama d’encoders de resolucié tan alta tindrien una gran aplicacié en telescopis planetaris

o tecniques de nanoimpressio.
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l_\ [ 22 Feb 2818 |
- L) | 11:39:59 |

@3 9.15684kHz |

@ ~ 26600 ) 18us (3 ©.808s | { |
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Figura 5.9: Senyal obtingut d’encoder de 10000 polsos/volta amb Air-Gap corresponent a la
distancia de Talbot Al col-locar la mascara just al doble de la distancia de Talbot respecte al disc
(en el cas de 10000 polsos/volta i Laser Vermell, z = 227 = 892um), es comprova que |'encoder

obté un senyal de qualitat i analitzable (Duty-cycle i Vpp aptes per una bona operabilitat).
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Conclusions

A la Introduccié d’aquesta tesi s’han plantejat tres problemes relacionats amb els encoders in-
crementals rotatius optics d’alta resolucié. A partir de tres idees, s’ha desenvolupat una solucid
diferent per a cadascun dels problemes.

En primer lloc, s’ha generat un senyal de referéncia Z adequat a qualsevol resolucié de I’en-
coder. Per fer-ho, s’han impreés unes obertures en el disc distribuides de manera que formin
un Golomb Ruler o un Sidon Set. Imprimint les obertures amb la mateixa distribucié sobre el
canal Z de la mascara fixa, per autocorrelacié, s’obté un maxim diferenciat de llum just quan el
disc passa per 'origen, mentre que per altres posicions el fotodiode rep un senyal indetectable.
Mitjancant una aplicaci6 software, Hohner Automaticos S.L. ha pogut generar aquestes distribu-
cions, prioritzant si es preferia utilitzar un Golomb Ruler o un maxim central d’intensitat més
alt. Aquest metode ha estat aplicat a tota la gama de productes d’encoders incrementals amb
molt bons resultats.

En segon lloc, s’ha solucionat el problema que I’encoder doni un senyal de sortida de tipus
sinusoidal d’una manera totalment dptica quan el disc gira. Es a dir, que s’ha calculat la forma que
han de tenir les obertures de la mascara tal que al convolucionar amb les obertures rectangulars
del disc, el fotodiode generi un senyal sinus o cosinus positiu. Obviant efectes de difraccié, s’ha
arribat a la soluci6 de Primera Generacié, la qual defineix el perimetre de les obertures com la part
positiva de cos(277). Aquests senyals sinusoidals sén introduits en un xip, el qual s’encarrega de
fer una multiplicacié de resolucié (fins a x10) mitjancant interpolacié electronica. S’ha realitzat
una implementacié industrial d’exit en diversos productes, arribant al fet que un encoder de 5000
polsos/volta pugui operar amb una resolucié de 50.000 polsos/volta.

Com a invencié més important, s’ha tractat el problema anterior, pero aquest cop tenint en
compte els fenomens difractius i d’interferéncia que apareixen a I’Air-Gap entre disc i mascara.
En primer lloc s’ha identificat la importancia de ’efecte Talbot, el qual diu que a certes distancies
zr (distancies de Talbot), el patré d’intensitat de llum es reconstrueix formant un perfil identic
a lorigen, U,(z,y) = Up(x,y). Aixo vol dir que a aquestes distancies la solucié anterior serviria

per generar els senyals sinusoidals, pero que per altres AG no funciona, i per tant, s’ha buscat
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una segona solucié. Aquesta s’ha trobat a partir de fer la convolucié entre el patrd difractat de
llum (en condicions de Fresnel) de les obertures rectangulars del disc i les obertures de la mascara
analitzadora. La forma que defineix el perimetre de les obertures d’aquesta nova mascara s’ha
definit com a solucié de Segona Generacié i segueix 'equaci6 1 + Acos27Z. Aplicant aquesta
mascara, i amb el disc girant, el fotodiode obtindra una poteéncia luminica definida com P, (t) =
1+ % COS(W)\ZQ%) cos(27r$), on s’aprecia la dependeéncia de 'amplitud amb z, és a dir, I’Air-Gap.
Aixo vol dir que amb aquesta mascara sempre obtindrem un senyal sinusoidal com a output,
pero que I'amplitud d’aquest senyal variara segons on col-loquem la mascara; essent maxima a
meitats i enters de la distancia de Talbot, i nul-la a multiples senars d’'un quart de la distancia
de Talbot. S’ha analitzat la solucié de manera numeérica mitjancant simulacions amb Matlab
i de forma empirica amb ’ajuda d’un banc Optic on s’han pogut analitzar diferents fonts de
llum (Laser Vermell, Laser Blau, LED), diferents resolucions d’encoder i variacions d’Air-Gap
amb una precisié micrometrica. S’ha verificat que les dades experimentals s’aproximen molt bé
a les teoriques, i que 'amplitud del senyal sinusoidal es maximitza a les distancies de Talbot.
Alhora, mitjancant el metode de fitting respecte a un senyal sinusoidal teorica, s’ha comprovat
que la Mascara de Segona Generaci6 presenta una gran robustesa enfront la variacié de I’ Air-Gap,
mentre que la Mascara de Primera Generacié presenta senyals les quals divergeixen respecte a una
sinusoidal quan s’analitza en les mateixes condicions. També cal esmentar, que s’ha comprovat
que lefecte Talbot es compleix quan la llum és puntual i monocromatica, aixi que s’aconsella
utilitzar llum Laser en comptes de LED. Aquesta solucié esta pendent de ser aplicada en futurs
encoders incrementals de tipus sin/cos.

Tant la Mascara de Primera Generacié com la de Segona Generacio, i els metodes per obtenir-
les, s’han inclos en una mateixa sol-licitud de patent per protegir la Propietat Intel-lectual de
Hohner Autométicos S.L. adquirida amb aquesta tesi.

Com a punt final, s’ha volgut atacar el problema d’abolir la criticitat d’Air-Gap en un encoder
de 10000 polsos/volta. Per fer-ho s’ha modificat el producte introduint una font Diode Laser
Vermella i un sistema de lents formant un Col-limador-Expandidor de feix (Ullera de Galileu
inversa). Col-locant la mascara a una distancia del disc corresponent al doble de la distancia de
Talbot, s’ha comprovat que el disc opera amb un Duty-Cycle i Vpp correctes.

D’aquesta manera, es pot concloure que les tres idees han estat un exit, i que s’ha realitzat
una bona tasca d’innovacié en el camp dels encoders incrementals Optics rotatius, on sobretot

s’ha ampliat el know-how referent a aquest tipus de producte.
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Apendix A

Apendix. Taula de Golomb Rulers

Ordre (k) | Llargada (M) | Marques Descobridors (Any)

1 0 0 -

2 1 01 -

3 3 013 -

4 6 0146 -

) 11 014911 John P. Robinson i
027811 Arthur J. Bernstein (1967)

6 17 014101217 John P. Robinson i
014101517 Arthur J. Bernstein (1967)
018111317
0181214 17

7 25 01410182325 | John P. Robinson i
01711202325 | Arthur J. Bernstein (1967)
01111619 23 25
02310162125
02713212225
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Apeéndix A

Ordre (k) | Llargada (M) | Marques Descobridors (Any)
8 34 014915223234 William Mixon (1972)
9 44 0151225273541 44 William Mixon (1972)
10 55 016 1023 26 34 41 53 55 William Mixon (1972)
11 72 01413283347 546470 72 William Mixon (1972)
0191924 315256 58 69 72
12 85 0262429 4043 55 68 75 76 85 John P. Robinson (1979)
13 106 02525374359 70 85 89 98 99 106 John P. Robinson (1981)
14 127 04620355259 7778868999 122 127 | James B. Shearer (1985)
15 151 0420 30 57 59 62 76 100 111 123 136 James B. Shearer (1985)
144 145 151
16 177 0141126325668 76115117 134 James B. Shearer (1986)
150 163 168 177
17 199 0571752566780 81 100 122 138 W. Olin Sibert (1993)
159 165 168 191 199
18 216 0210 22 53 56 82 83 89 98 130 148 W. Olin Sibert (1993)
153 167 188 192 205 216
19 246 016253272100 108 120 130 153 Apostolos Dollas,
169 187 190 204 231 233 242 246 William T. Rankin
i David McCracken (1994)
20 283 0181168 7794116 121 156 158 Mark Garry,

179 194 208 212 228 240 253 259 283
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Apeéndix A

Ordre (k) | Llargada (M) | Marques Descobridors (Any)
21 333 022456 77828395129 144 179 Mark Garry,
186 195 255 265 285 293 296 310 David Vanderschel i altres
329 333 (projecte web) (1998)
22 356 019144370106 122 124 128 159 Mark Garry,
179 204 223 253 263 270 291 330 David Vanderschel i altres
341 353 356 (projecte web) (1999)
23 372 0371761669199 114 159 171 199 Mark Garry,
350 200 226 235 246 277 316 329 348 David Vanderschel i altres
366 372 (projecte web) (1999)
24 425 09 33 37 38 97 122 129 140 142 152 distributed.net
191 205 208 252 278 286 326 332 353 (2004)
368 384 403 425
25 480 012 29 39 72 91 146 157 160 161 166 distributed.net
191 207 214 258 290 316 354 372 394 (2008)
396 431 459 467 480
26 492 013383104 110 124 163 185 200 203 | distributed.net
249 251 258 314 318 343 356 386 430 (2009)
440 456 464 475 487 492
27 553 031541 66 95 97 106 142 152 220 221 | distributed.net

225 242 295 330 338 354 382 388 402
415 486 504 523 546 553

(2014)

Taula A.1: Taula de Golomb Rulers segons la seva llargada M i el nombre de marques k. Extret de:

https://es.wikipedia.org/wiki/Regla_de_Golomb
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Apendix B

Apendix. Sol-licitud de patent
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Request for grant of a European patent

For official use only

1 Application number:
2 Date of receipt (Rule 35(2) EPC):
3 Date of receipt at EPO (Rule 35(4) EPC):
4 Date of filing:

5.1

10-1

Grant of European patent, and examination of the application under
Article 94, are hereby requested.

Request for examination in an admissible non-EPO language:

The applicant waives his right to be asked whether he wishes to
proceed further with the application (Rule 70(2))

Procedural language:

Description and/or claims filed in:

Applicant's or representative's reference

Filing Office:

Applicant 1

Name:

Address:

State of residence or of principal place of business:

14.1 The/Each applicant hereby declares that he is an entity or a natural

person under Rule 6(4) EPC.

EPO Form 1001E - 18EP_2996

X

Se solicita el examen de la solicitud segun el
articulo 94.

[]

en

en

18EP_2996

ES

HOHNER AUTOMATICOS, S. L.

C/ Sant Francesc, s/n
P. I. Can Batlle

17400 BREDA
Spain

Spain

X
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Representative 1

151 Name: | GALLEGO JIMENEZ, Mr José Fernando
Company: INGENIAS

16-1 Address of place of business: Av. Diagonal, 421, 2
08008 Barcelona
Spain

171 Telephone: +34 93 238 7828

171

Fax: +34 93 238 7829

171

E-mail: patent@ingenias.es
20 Anindividual authorisation is attached. &
Inventor(s)
23 Inventor details filed separately @

24 Title of invention

Title of invention: AN OPTICAL INCREMENTAL ENCODER, A
MASK FOR AN OPTICAL INCREMENTAL
ENCODER AND A METHOD TO CALCULATE
THE SHAPE OF A MASK SLOTS OF AN
OPTICAL INCREMENTAL ENCODER

25 Declaration of priority (Rule 52)

A declaration of priority is hereby made for the following applications

25.2 This application is a complete translation of the previous application

25.3 ltis not intended to file a (further) declaration of priority

X [

26 Reference to a previously filed application

27 Divisional application l:‘
28 Article 61(1)(b) application D
29 Claims

Number of claims: 15

291 & as attached

29.2 |:| as in the previously filed application (see Section 26.2)
293 [ ] The claims will be filed later

EPO Form 1001E - 18EP_2996 Page 2 of 5
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30

31

32

33

34

38

39

40

42

43

Figures

It is proposed that the abstract be published together with figure No.

Designation of contracting states

All the contracting states party to the EPC at the time of filing of the European patent application are deemed to be designated (see Article

79(1)).

Different applicants for different contracting states

Extension/Validation

This application is deemed to be a request to extend the effects of the European patent application and the European patent granted in
respect of it to all non-contracting states to the EPC with which extension or validation agreements are in force on the date on which the
application is filed. However, the request is deemed withdrawn if the extension fee or the validation fee, whichever is applicable, is not

paid within the prescribed time limit.

Itis intended to pay the extension fee(s) for the following state(s):

It is intended to pay the validation fee(s) for the following state(s):

Biological material

Nucleotide and amino acid sequences

The European patent application contains a sequence listing as part of
the description

The sequence listing is attached in computer-readable format in
accordance with WIPO Standard ST.25

The sequence listing is attached in PDF format

Further indications

Additional copies of the documents cited in the European search
report are requested

Number of additional sets of copies:

Refund of the search fee under to Article 9 of the Rules relating to
Fees is requested

Application or publication number of earlier search report:

Payment

Method of payment

Refunds

Any refunds should be made to EPO deposit account:

EPO Form 1001E - 18EP_2996

.

Not specified

28120048
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44-A Forms

INGENIAS

Account holder:

Details: System file name:
A1 Request as ep-request.pdf
A-2 1. Designation of inventor 1. Inventor as f1002-1.pdf

44-B Technical documents

Original file name:

System file name:

B-1 Specification

MEM DEF 18EP_2996 Abstract.pdf
abstract

SPECEPO-3.pdf

B-2 Specification

MEM DEF 18EP_2996 Drawings.pdf
14 figure(s)

SPECEPO-4.pdf

B-3 Specification

MEM DEF 18EP_2996 Description.pdf
Description

SPECEPO-1.pdf

B-4 Specification

MEM DEF 18EP_2996 Claims.pdf
15 claims

SPECEPO-2.pdf

B-5 Pre-conversion archive

17-8583 MEMORIA_EN_V02_MEM DEF
18EP_2996.zip

OLF-ARCHIVE.zip

B-6 Translation of description, claims, abstract
and drawings in Spanish

MEM DEF 18EP_2996 RESUMEN ES.pdf

SPECTRANONEP.pdf

44-C Other documents

Original file name:

System file name:

G-1 | 1. Specific authorisation AutoritzacioPatent_20180209.pdf SPECAUTH-1.pdf
45 General authorisation:

46 Signature(s)

Place: Barcelona

Date: 14 February 2018

Signed by: Jose Gallego Jimenez 11560

Representative name:

EPO Form 1001E - 18EP_2996

José Femando GALLEGO JIMENEZ
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Capacity: (Representative)

EPO Form 1001E - 18EP_2996 Page 5 of 5
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Form 1002 - 1: Public inventor(s)

Designation of inventor

User reference: 18EP_2996
Application No:

Public
Inventor
Name: | BRUGUERA PRUNA, Mr. Josep
Company: | HOHNER AUTOMATICOS, S. L.
Address: |G/ Sant Francesc, s/n
P. I. Can Batlle
17400 BREDA
Spain
The applicant has acquired the right to the
European patent: | Ag employer
Inventor
Name: | BRUNA FLORIS, Mr. Joaquim
Address: |G/ Sant Francesc, s/n
P. I. Can Batlle
17400 BREDA
Spain
The applicant has acquired the right to the
European patent: |(Jnder agreement: 01 October 2014
Inventor
Name: | COSTA JIMENO, Mr. Nestor
Company: | HOHNER AUTOMATICOS, S. L.
Address: | G/ Sant Francesc, s/n
P. I. Can Batlle
17400 BREDA
Spain
The applicant has acquired the right to the
European patent: | Ag employer
Inventor
Name: | TIKHONOV, Mr. Sergey Yu.
Address: | G/ Sant Francesc, s/n
P. 1. Can Batlle
17400 BREDA
Spain
The applicant has acquired the right to the
European patent: | Jnder agreement: 01 October 2014
Signature(s)
Place: Barcelona
Date: 14 February 2018
EPO Form 1002 - 18EP_2996 Page 1 of 2
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User reference: 18EP_2996
Application No:

Signed by: Jose Gallego Jimenez 11560

Representative name: José Fernando GALLEGO JIMENEZ

Capacity: (Representative)

EPO Form 1002 - 18EP_2996 Page 2 of 2
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Internal fee calculation sheet

This sheet has been produced using data entered in Form EP1001E.

Applicant's or representative's reference

Applicant 1

Representative 1

Title of invention:

18EP_2996

HOHNER AUTOMATICOS, S. L.

GALLEGO JIMENEZ, Mr José Fernando

AN OPTICAL INCREMENTAL ENCODER, A
MASK FOR AN OPTICAL INCREMENTAL
ENCODER AND A METHOD TO CALCULATE
THE SHAPE OF A MASK SLOTS OF AN
OPTICAL INCREMENTAL ENCODER

Fees Factor Fee Amount to
applied | schedule be paid

001 Filing fee - EP direct - online 1 120.00 120.00
002 Fee for a European search - Applications filed on/after 01.07.2005 1 1 300.00 1 300.00
015 Claims fee - For the 16th to the 50th claim 0 235.00 0.00
015e Claims fee - For the 51st and each subsequent claim 0 585.00 0.00
501 Additional filing fee for the 36th and each subsequent page 0 15.00 0.00
Total: EUR  1420.00
Internal fee calculation sheet - 18EP_2996 Page 1 of 1
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EPA/EPO/OEB 1003 1.1

Europiisches 1 Bitte vor dem Ausfullen des Formblatts Ruckseite beachten. /
Patentamt VOIImaCht Please read the notes overleaf before completing the form./
European . & Veuillez lire les remarques au verso avant de remplir le formulaire.
[4) Patent ottce Authorisation’

Office européen A
des brevets POUVOII'1

Zeichen des Anmelders / Applicant’s reference / Référence du demandeur Anmelde-/Patentnummer / Application/Patent No. /

(max. 15 Positionen / max. 15 spaces / 15 caractéres au maximum) Ne° de la demande (du brevet)

L 18EP_2996 An optical incremental encoder, a mask for

an optical incremental encoder and a
method to calculate the shape of mask
slots of an optical incremental encoder

leh (Win2/ i
o (e HOHNER AUTOMATICOS, S. L.

C/ Sant Francesc s/n, P.I. Cal Batlie
17400 Breda (Girona) Spain

bevollmachtige(n) hiermit® /

b/l LR GALLEGO JIMENEZ, José Fernando
Av. Diagonal, 421, 2
08008 Barcelona, SPAIN

D sowie weitere auf einem gesonderten Blatt angegebene Vertreter / and additional representatives indicated
on a separate sheet / ainsi que d'autres mandataires mentionnés sur une feuille supplémentaire

mich (uns) zu vertreten als / to represent me (us) as / & me (nous) représenter en tant que

Anmelder oder Patentinhaber, / applicant(s) or patent proprietor(s), / Einsprechenden (Einsprechende), / opponent(s), /
demandeur(s) ou titulaire(s) du brevet, opposant(s),

und in den durch das Europaische Patentubereinkommen geschaffenen Verfahren
betreffend die folgende(n) europaische(n) Patentanmeldung(en) oder das (die)
folgende(n) europaische(n) Patent(e)* fur mich (uns) zu handeln und Zahiungen

far mich (uns) in Empfang zu nehmen: /

to act for me (us) in all proceedings established by the European Patent Convention
concerning the following European patent application(s) or patent(s)* and to receive
paymerits on my (our) behalf: /

& agir en mon {notre) nom dans toute procédure instituée par la Convention sur

le brevet européen et concernant la (les) demande(s) de brevet ou le (les)

brevet(s) européen(s)* suivant(s) et a recevoir des paiements en mon (notre) nom:

auf einem g Blaf i or patents are
Indlcated ona supplemenwry sheet. ISulte sur une feuille suppiémentaire.

g Diese Vollmacht giit auch fur Verfahren nach dem Vertrag tber die internationale Zusammenarbeit auf dem Gebiet des Patentwesens. /
This authorisation aiso applies to any proceedings established by the Patent Cooperation Treaty. /
Ce pouvoir s'applique également & toute procédure instituée par le Traité de coopération en matiére de brevets.

W Diese Vollmacht gilt auch fur etwaige europaische Teilanmeldungen. / This authorisation also covers any European divisional applications. /
ZN Ce pouvoir vaut également pour toute demande divisionnaire européenne.

& Es kann eine Untervollmacht erteilt werden. / A sub-authorisation may be given. / Ce pouvoir peut étre délégug.
D Ich (Wir) widerrufe(n) hiermit frahere Volimachten in Bezug auf die oben genannte(n) Anmeldung(en) oder das (die) oben genannte(n) Patent(e)®. /
| (We) hereby revoke all previous authorisations in respect of the above application(s) or patent(s)®. /
Je révoque (Nous révoquons) par la présente tout pouvoir antérieur, donné pour fa {les) demande(s) ou le (les) brevet(s) mentionné(e)(s) ci-dessus®.

Ort / Place / Lieu Datum / Date

Breda 08/02/2018

Unterschrift(en) ® / Signature(s)®

HOHNER AUTOMATICOS, S. L.
Name and post: BERCLFER

T o Y

Das Formblatt muss vom (von den) ) net sein (bei juristi ietrisi ﬁm@@nterschnft bitte den (die) Namen
des (der) Unterzeichneten in Druckschrift wiederholen und bei juristischen Personen die Stellung des Up# i

The form must bear the personal sighature(s) of the authoriser(s) (in the case of legal persons, that of the officer empowiered to sign). After the signature, please pnnt the name(s) of the
signatory(ies) adding, in the case of legal persons, his (their) position within the company. /

Le formutaire doit étre signé de la propre main du (des) mandant(s) (dans le cas de personnes morales, de la personne ayant quaiité pour signer).

Veuillez ajouter en caractéres d'imprimerie, aprés la signature, le (les) nom(s) du (des) signataire(s) en mentionnant, dans le cas de personnes

morales, ses (leurs) fonctions au sein de fa société. bitte wenden/ RT.0. / TS.V.R.

1
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i/

FuBnoten zur Vorderseite

a) Die Verwendung dieses Formblatts wird
empfohlen fur die Bevolimachtigung von
Vertretern vor dem Européischen Patent-
amt — zugelassene Vertreter, Rechtsan-
walte im Sinne des Artikels 134 (8) und
Zusammenschlusse von Vertretern nach
Regel 152 (11) — sowie fur die Bevollmach-
tigung von Angesteliten im Sinne des
Artikels 133 (3) Satz 1; zu Satz 2 sind
bisher keine Ausfuhrungsbestimmungen
ergangen.

Zugelassene Vertreter, die sich als solche
zu erkennen geben, mussen nach Regel
152 (1) in Verbindung mit dem Beschiuss
der Prasidentin des EPA vom 12. Juli 2007
nur in bestimmten Fallen eine unterzeich-
nete Volimacht einreichen (Sonderausgabe
Nr. 3, ABl. EPA 2007, L..1.). Hingegen
mussen nach Artikel 134 (8) vertretungs-
berechtigte Rechtsanwalte sowie Ange-
stellte, die fur einen Anmelder geman
Artikel 133 (3) Satz 1 handeln und keine
zugelassenen Vertreter sind, eine unter-
zeichnete Volimacht einreichen.

b) Zutreffendes ist anzukreuzen.

Name(n) und Anschrift(en) sowie Staat des
Sitzes oder Wohnsitzes des Vollmachtgebers
(der Volimachtgeber) nach Mafgabe der nach-
stehenden Regel 41 (2) ¢): ,Bei naturlichen
Personen ist der Familienname vor den Vor-
namen anzugeben. Bei juristischen Personen
und Gesellschaften, die juristischen Personen
gemal dem fur sie maRgebenden Recht
gleichgestellt sind, ist die amtliche Bezeich-
nung anzugeben. Anschriften sind geman
den ublichen Anforderungen fur eine schnelle
Postzustellung an die angegebene Anschrift
anzugeben und mussen in jedem Fall alle
mafgeblichen Verwaltungseinheiten, gegebe-
nenfails bis zur Haushummer einschlieBlich,
enthalten.”

Name(n) und Geschaftsanschrift des Vertre-
ters (der Vertreter) nach Malgabe der in Ziff. 2
wiedergegebenen Regel 41 (2) c)

Nummer der Anmeldung(en) (falls bekannt)
oder des Patents (der Patente) und Bezeich-
nung(en) der Erfindung(en).

Der Widerruf erfasst nicht eine gegebenenfalts
erteilte allgemeine Volimacht.

Ubliche Unterschrift des (der) Volimachtgeber(s).
Wird die Vollmacht fur eine juristische Person
unterzeichnet, so durfen nur solche Personen
unterzeichnen, die nach Gesetz und/oder
Satzung der juristischen Person dazu berech-
tigt sind (Artikel 58, Regel 152 (1)). Es ist ein
Hinweis auf die Unterschriftsberechtigung des
Unterzeichneten zu geben (z. B. Geschafts-
fahrer, Prokurist, Handlungsbevollimachtigter;
president, director, company secretary; prési-
dent, directeur, fondé de pouvoir).
Unterzeichnet ein sonstiger Angesteliter einer
juristischen Person aufgrund einer speziellen
Vollmacht der juristischen Person, so ist dies
anzugeben; von der speziellen Volimacht

ist eine Kopie, die nicht beglaubigt zu sein
braucht, beizufugen. Eine Vollmacht mit der
Unterschrift einer nicht zeichnungsberech-
tigten Person wird als nicht unterzeichnete
Volimacht behandeit.

. Hinweise

a) Erstreckt sich die Volimacht auf mehrere
Anmeldungen oder Patente, so ist sie in
der entsprechenden Stuckzahi einzurei-
chen (vgl. Regel 152 (2)).

Alle Entscheidungen, Ladungen, Be-
scheide und Mitteilungen werden an den
Vertreter ubersandt (vgl. Regel 130). Im
Fall der Bevolimachtigung von Angesteliten
im Sinne des Artikels 133 (3) werden die
genannten Schriftsticke dem Anmelder
ubersanat

Regel 152 (9) bestimmt: ,Sofern die Voll-
macht nichts anderes bestimmt, erlischt sie
gegenuber dem Europaischen Patentamt
nicht mit dem Tod des Volimachtgebers."
Im Ubrigen vgl. die Mitteilung zu Fragen
der Vertretung vor dem EPA im Amtsblatt
EPA 4/1978, 281 ff.

b)

C,

=

1

Footnotes to text overleaf

(a) The use of this form is recommended for
authorising representatives before the
European Patent Office — professional re-
presentatives, legal practitioners under Ar-
ticie 134(8) and associations of represen-
tatives pursuant to Rule 152(11) — and for
authorising employees under Article 133(3),
first sentence; as regards the second
sentence, no implementing regulation has
yet been issued.

Professional representatives who identify
themselves as such are required under
Rule 152(1), in conjunction with the
decision of the President of the EPO dated
12 July 2007, to file a signed authorisation
only in particular cases (Special edition
No. 3, 0J EPO 2007, L.1.). However, a legal
practitioner entitled to act as a professional
representative in accordance with Article
134(8), or an employee acting for an appli-
cant in accordance with Article 133(3),

first sentence, but who is not a professional
representative, must file a signed
authorisation.

(b) Where applicable place a cross in the box.

Name(s) and address(es) of the party (parties)
giving the authorisation and the State in which
his (their) residence or principal place of busi-
ness is located, in accordance with Rule 41(2)
(¢). ,Names of natural persons shall be indica-
ted by the person’s family name, followed by
his given names, Names of legal persons, as
well as of bodies equivalent to legal persons
under the law governing them, shall be indica-
ted by their official designations. Addresses
shall be indicated in accordance with applica-
ble customary requirements for prompt postal
delivery and shall comprise all the relevant
administrative units, including the house
number, if any."

Name(s) and address of place of business of
the representative(s) in accordance with Rule
41(2)(c) (cf. note 2 above).

Application No(s). cr patent No(s). (if known)
and title(s) of the invention(s).

The revocation does not extend to any general
authorisation which may have been given.

Usual signature(s) of person(s) giving the aut-
horisation. Where the authorisation is signed
on behalf of a legal person, only such persons
as are entitled to sign by law and/or in accor-
dance with the articles of association or equi-
valent of the legal person may do so (Article
58, Rule 152(1)). An indication is to be given of
the signatory’s entitlement to sign (e.g. presi-
dent, director, company secretary; Geschafts-
fuhrer, Prokurist, Handlungsbevollmachtigter;
président, directeur, fondé de pouvoir). If any
other employee of a legal person signs by vir-
tue of a special authorisation conferred by the
legal person, this is to be indicated and a copy
of the special authorisation, which need not
be certified, is to be supplied. An authorisation
bearing the signature of a person not entitied
s0 to sign will be treated as an unsigned aut-
horisation.

Notices

(a) Authorisations covering more than one
application or patent are to be filed in the
corresponding humber of copies
(¢f. Rule 152(2))

(b) All decisions, summonses and communi-
cations will be sent to the representative
(ef. Rule 130). in cases where employees
are authorised under Article 133(3), these
documents will be sent to the applicant.

(c) Rute 152(9) states: "Unless it expressly
provides otherwise, an authorisation shall
not terminate vis-a-vis the European Patent
Office upon the death of the person who
gave it.“

(d) See also Communication on matters con-
cerning representation before the EPO in
the Official Journal EPO 4/1978, 281 ff.
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1

Renvois concernant le texte
figurant au recto

Il est recommandé d'utiliser ce formulaire
pour mandater des représentants devant
I'Office européen des brevets — manda-
taires agréés, avocats au sens de l'article
134(8) et groupements de mandataires
conformémert & la régle 152(11) — ainsi
que pour mandater des employés au sens
de l'article 133(3), premiére phrase; il

n'a pas encore été arrété de dispositions
d'application relatives a la deuxiéme phra-
se. En vertu de la régle 152(1) en liaison
avec la décision de la Présidente de 'OEB
en date du 12 juillet 2007, les mandataires
agréés qui se font connaitre comme tels
ne sont tenus de déposer un pouvoir signé
que dans certains cas (Edition spéciale
n°3, JO OEB 2007, L.1.). En revanche,

les avocats habilités & agir en qualité de
mandataires en vertu de l'article 134(8),
ainsi que les employés qui agissent pour
le compte d'un demandeur conformément
a l'article 133(3), 1" phrase, et qui ne sont
pas des mandataires agréés, doivent dépo-
SEr Un pouvoir signé.

b} Faire une croix dans la case si nécessaire.

i)

Nom(s) et adresse(s), Etat du siége ou du
domicile du (des) mandant(s), dans les condi-
tions prévues a la régle 41(2) c) et reproduites
ci-aprés : «Les personnes physiques doivent
étre désignées par leur nom suivi de leurs
prénoms. Les personnes morales et les socié-
tés assimilées aux personnes morales en ver-
tu du droit dont elles relévent doivent figurer
sous leur désignation officielle. Les adresses
doivent étre indiguées selon les exigences
usuelles en vue d'une distribution postale ra-
pide & l'adresse indiquée et comporter en tout
etat de cause toutes les indications administra-
tives pertinentes, y compris, le cas échéant,

le numéro de la maison. »

Nom(s) et adresse professionelle du (des)
mandataire(s), dans les conditions prévues &
la régle 41(2) c) et mentionnées au point 2.

Numéro de la (des) demande(s) (s'il est connu)
ou du (des) brevet(s) et titre(s) de l'invention
(des inventions)

La révocation ne s'étend pas & un pouvoir gé-
néral éventuellement donné.

Signature(s) habituelle(s) du (des) mandant(s).
Lorsque le pouvoir est signé au nom d'une per-
sonne morale, seules sont habilitées & signer
les personnes auxquelles cette qualité est
reconnue en vertu de la loi et/ou du statut de
la personne moraie concernée (article 58, re-
gle 152(1)). Il convient d'indiquer la qualité du
signataire (par exemple: président, directeur,
fondé de pouvoir; Geschaftsfuhrer, Prokurist,
Handlungsbevollmachtigter; president, direc-
tor, company secretary).

Iy a lieu de signaler les cas ol un autre em-
ployé d'une personne morale signe en vertu
d’un pouvoir spécial conféré par la personne
morale et de fournir alors une copie, qui peut
ne pas étre certifiée conforme, de ce pouvoir
spécial. Un pouvoir portant la signature d'une
personne non habilitée & signer sera considéré
comme non signé.

Notes

a) Sile pouvoir est donné pour plusieurs
demandes ou plusieurs brevets, il doit
étre fourni un nombre correspondant
d'exemplaires (cf. reégle 152(2))

Toutes les décisions, citations, notifications
seront adressées au mandataire (voir
regle 130). Dans le cas ou des employés
au sens de l'article 133(3) sont mandatés,
les piéces mentionnées sont envayées au
demandeur.

Laregle 152(9) stipule: «Sauf ¢'il en dis-
pose autrement, le pouvoir ne prend pas
fin, & 'égard de I'Office européen des bre-
vets, au décés du mandant, »

Pour le reste, se reporter & la Communi-
cation concernant les questions relatives
a la représentation prés 'OEB, parue au
Journal officiel de 'OEB, 4/1978, 281 s.

z
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An optical incremental encoder, a mask for an optical incremental encoder and a

method to calculate the shape of mask slots of an optical incremental encoder

Technical Field

The present invention is directed, in general, to the field of optical encoders. In particular, the
invention relates to an optical incremental encoder, to a mask for an optical incremental
encoder and to a method to calculate the shape of mask slots of an optical incremental

encoder.

Encoders are devices that provide the position and the speed of a rotating axis, the accuracy

depending on the encoder’s resolution.

Background of the Invention

Fig. 1 illustrates a basic scheme of an incremental optical encoder. The rotating disk 1 has N

rectangular slots 2 in its periphery allowing light to go through, the remaining part being

opaque. That is, the angle between two consecutive slots is a = %" radians.

The value of N is what is called the optical resolution. An incident beam 3 of light emanating
from a light source 4, in this case collimated by a convergent lens 5, goes through them and
reaches a fixed (non-rotating) mask 6 with other built-in slots 7. The amount of light intensity
passing through the slots in the rotating disk 1 and in the mask 6 changes as the rotating
disk 1 rotates with time ¢t and can be measured by a set of photodiodes 8 that generate a
periodic pulse S(t).

To describe S(t), for simplicity the effects of the diffraction that occurs in the rotating disk 1
are ignored. The rectangular slots in the rotating disk 1 are modeled by a periodic train H(x)
of rectangular impulses 9; see the first of the figures in Fig. 2. The slots 2 correspond to the
region under the graphic of H; the rotation of the rotating disk 1 (at constant speed) means

replacing H(x) by H(x — t); this is the second of the figures in Fig. 2.

Next, the slots 7 in the mask 6 are modeled analogously by a function F; if they are also
rectangular as those in the rotating disk 1, F is a function with a finite number of impulses 10
(two in Fig. 3). Again, the slots 7 in the mask 6 correspond to the region below the graphic of
F.

The intensity of light going through the rotating disk 1 and the mask 6 is then proportional to
the area 11 of the region obtained by superposing the graphs of H,F.
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In mathematical terms, the signal S(f) is the so-called convolution of H, F
S =H=F)() = fH(x —t)F(x)dx

Suppose F as in Fig. 3. If say at time t = 0 the slots 2 in the rotating disk 1 overlap with
opaque parts of the mask 6 (where F(x) = 0), this area is zero and S(0) = 0, this is illustrated
in Fig. 4. In the opposite case, when the positions of the slots 2 in the rotating disk 1 overlap
with the slots 7 in the mask 6, this area is maximum, as shown in Fig. 5. Between these two
extreme cases, the area changes linearly. This means that in this case- when slots 7 in the
mask 6 are also rectangular- the signal S(f) will be a periodic train of N triangular impulses 12

for each rotation, as shown in Fig. 6.

In fact, other three signals like S(t) are generated in a similar way for robust purposes. This
periodic pulse S(f) codes the position of the rotating disk 1 as soon as a reference signal Z is
produced for each turn. The way these other three signals and Z are generated is well-known

and will not be mentioned here.

Once the signal S(f) has been optically generated, a second part of the process consists in
its processing by electronic means to increase the resolution by a big factor u. Each output
signal can be electronically interpolated, multiplying the resolution by the factor u, thus
achieving a final resolution of uN. The way this is done will not be described here as it is the

object of a number of active patents.

In the existing electronical interpolation algorithms the more sinusoidal the signal is the better
interpolation quality will be achieved for high values of y, like in Fig. 7. However, this raises
the problem of finding the shape that the slots 7 in the mask 6 should have so that the
resulting signal S(f) consists in a periodic train of sinusoidal pulses 13 instead of triangular
ones 12. In the past this has been approached simply by experimenting with different kind of

shapes, with only poor approximate results.

In mathematical terms the question is to find and describe all positive functions F such that
the convolution F * H equals a pure sinusoidal function. Present invention involves the
determination of two solutions of this problem, that is, the determination of two shapes that

slots 7 in the mask 6 should have to obtain exactly a sinusoidal signal S(f) like 13.

Description of the Invention
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To that end the present invention provides, according to one aspect, an optical incremental
encoder, comprising, as the proposals known in the field:

- a rotating disk positioned perpendicular to a rotating axis, fixed to the latter, and
rotating at a same velocity, said rotating disk having a first part in the periphery thereof
comprising a plurality of disk slots having a rectangular shape allowing light to go through
and a second part not allowing the light to go through;

- a light source configured to emit a light beam, said light beam being collimated by a
lens, e.g. a convergent lens, and reaching the rotating disk producing a diffraction effect in
the rectangular disk slots;

- a mask, positioned at a certain distance after the rotating disk, comprising a plurality
of mask slots with a particular shape and configured to receive the light diffracted by the
rotating disk; and

- an optoelectronic unit, such as a set of photodiodes, positioned after the mask, and
configured to generate a periodic signal with a given first resolution using an amount of light
reaching the optoelectronic unit, said amount of light being dependent on the rotation of the
rotating disk; and to convert said generated periodic signal into an electronic pulse which is

processed to obtain a final output with a given second resolution.

Unlike the proposals known in the field, the shape of the mask slots in the proposed optical
incremental encoder are calculated by performing a Fourier transform on a convolution
equation between a function H and a function F, either ignoring or considering the effects of
diffraction occurring in the rotating disk, so that the generated periodic signal being a pure
sinusoidal signal. It should be noted that the function H defines the rectangular shape of the

disk slots whereas the function F defines the shape of the mask slots.

According to a first embodiment, the calculation of the shape of the mask slots is performed
by ignoring the effects of diffraction occurring in the rotating disk. In this case, the following
equation (F = H)(t) = [F(x)H(x —t)dx = c(1 + sin Nt) is used, where c is a constant,
which does not dependent on the distance between the mask and the rotating disk, and N is
the first resolution of the generated periodic signal. According to this first embodiment, only
the positive part of the sinusoidal function is considered, that is, the shape of the mask slots

follows a function corresponding to the positive part of the sinusoidal function.

According to a second embodiment, the calculation of the shape of the mask slots is
performed by considering the effects of diffraction occurring in the rotating disk. In this
particular case by using the following equation (H * Kd * F)(t) = c(d) + A(d)sin Nt, in which

the positive and the negative parts of the sinusoidal function are considered. In the equation,
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Kd is the Helmholtz kernel, and convolution with Kd is what mathematically describes the
effect of diffraction, c(d) is a constant which depends on the distance d between the mask
and the rotating disk taking into account the diffraction effects, A(d) is the amplitude which
depends on the distance d between the mask and the disk, and N is the first resolution of the
generated periodic signal. A(d) may oscillate between 0 and a maximum value A,y as the

distance d increases.

Preferably, the shape of the mask slots is lower than the rectangular shape of the disk slots.
Moreover, the light source preferably is monochromatic. The light source, in an embodiment,
comprises either a light-emitting diode or a laser diode. In other embodiments, the light

source comprises different light emitting diodes or laser diodes of a specific wavelength.

According to a second aspect, present invention provides a mask for an optical incremental
encoder in which said mask characteristically comprises a plurality of mask slots with a
particular shape calculated by performing a Fourier transform on a convolution equation
between a function H and a function F equaling a pure sinusoidal signal. The function H
defines the shape of a plurality of slots included in the periphery of a rotating disk of the
optical incremental encoder, positioned perpendicular to a rotating axis, fixed to the latter,
and rotating at a same velocity, and the function F defines the shape of the mask slots. The
rotating disk when rotates produces a diffraction effect. The shape of the mask slots can be

calculated either ignoring or considering the diffraction effects occurring in the rotating disk.

According to a third aspect, present invention also provides a method to calculate the shape
of mask slots of an optical incremental encoder, comprising, as known in the field:

- emitting, by a light source, a light beam, said light beam being collimated by a lens
and reaching a rotating disk producing a diffraction effect, said rotating disk being positioned
perpendicular to a rotating axis, fixed to the latter, and rotating at a same velocity, said
rotating disk having a first part in the periphery thereof comprising a plurality of disk slots
having a rectangular shape allowing light to go through and a second part not allowing the
light to go through;

- receiving, by a mask positioned at a certain distance after the rotating disk and
comprising a plurality of mask slots with a particular shape the light diffracted by the rotating
disk;

- generating, by an optoelectronic unit, a periodic signal with a given first resolution
using an amount of light reaching the optoelectronic unit, said amount of light being

dependent on the rotation of the rotating disk; and
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- converting, by the optoelectronic unit, said generated periodic signal into an
electronic pulse which is processed to obtain a final output with a given second resolution,
said final output being used to calculate the speed of the rotating axis.

Unlike the proposals known in the field, in the proposed method the shape of the mask slots
are calculated by performing a Fourier transform on a convolution equation between a
function H and a function F, either ignoring or considering the effects of diffraction occurring
in the rotating disk, so that said generated periodic signal being a pure sinusoidal signal. The
function H defines the rectangular shape of the disk slots whereas the function F defines the

shape of the mask slots.

As said before, the shape of the mask slots may be calculated either ignoring or considering
the effects of diffractions occurring in the rotating disk. When such effects are ignored, the
following equation (F * H)(t) = [ F(x) H(x — t)dx = c(1 +sin Nt) is used, in which only
the positive part of a sinusoidal function is considered. On the contrary, when the effects are
considered, the following equation (H * Kd * F)(t) = c(d) + A(d) sin Nt is used, in which

the positive and the negative parts of the sinusoidal function are considered.

According to the proposed method, the emitting of the light beam includes emitting the light

beam from a light-emitting diode or a laser diode.

Brief Description of the Drawings

The previous and other advantages and features will be more fully understood from the
following detailed description of embodiments, with reference to the attached figures, which

must be considered in an illustrative and non-limiting manner, in which:

Fig. 1 is a basic scheme of an optical incremental encoder.

Fig. 2 illustrates an example of a train of rectangular impulses and its translate.
Fig. 3 is an example of rectangular slots in a mask.

Fig. 4 is an example of a zero overlap.

Fig. 5 is an example of a maximum overlap.

Fig. 6 illustrates an example of a train of triangular impulses.

Fig. 7 illustrates an example of a pure sinusoidal signal.
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Fig. 8 illustrates the function F obtained by keeping just the positive part of the sinusoidal

function.

Figs. 9-11, illustrate the convolution performed in the first solution. Fig. 9 illustrates the
convolution between the disk H and the F 18 given in Fig. 8; Fig. 10 illustrates the

convolution with no overlap; and Fig. 11 illustrates the convolution with maximum overlap.
Fig.12 illustrates the mask given by the first solution.

Fig. 13 illustrates the convolution performed by the second solution.

Fig. 14 illustrates the sinusoidal signal S(f) given by the second solution.

Detailed Description of Preferred Embodiments

The proposed invention provides an optical incremental encoder, a mask of an optical
incremental encoder and a method to calculate the shape of mask slots of an optical

incremental encoder.

The proposed optical incremental encoder, such as the one shown in Fig. 1, comprises mask
slots 7 having a shape calculated by performing a Fourier transform on a convolution
equation between a function H, defining the rectangular shape of the disk slots 2 of the
rotating disk 1 and a function F, defining the shape of the mask slots 7, either ignoring or
considering the effects of diffraction occurring in the rotating disk 1. Consequently, the
sinusoidal signal S(f) being a pure sinusoidal signal. To achieve the latter, present invention

provides two possible embodiments, or solutions.

According to a first embodiment, or first solution, namely ignoring the effects of diffraction,
present invention approach is based on a mathematical analysis of the following equation
(F+H)(t) = [ F(x) H(x —t)dx = c(1 + sin Nt) using the Fourier transform, which is the
preferable tool to deal with convolution equations. Present invention analysis reveals

moreover that this shape is unique, up to trivial modifications.

It turns out to be the right shape is given by the function F obtained by keeping just the
positive part of a sinusoidal function as shown in Fig. 8, with some number of impulses 14.
Fig. 9, 10 and 11 illustrate the convolution in this case. Again, the amount of light intensity
captured by the optoelectronic unit 8 is proportional to the common area 15 determined by
H(x —t) and F(x) in Fig. 9, but in this case does not change linearly. When there is no

overlap at all between the slots of the rotating disk 1 and the mask 6 (Fig. 10) this area is
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zero and S(0) = 0. When the overlap is perfect (Fig. 11) the value of S is maximum. In
between, the relevant point is that it changes not linearly as before, but as a sinusoidal

function. Altogether, the final output is a pure sinusoidal signal, as desired.

Fig. 12 shows a mask 6 with slots 7 having this shape. The slots 7 have been duplicated

symmetrically with respect the horizontal axes to increase intensity.

According to a second embodiment, or second solution, when light diffracts in a screen with
apertures (slots) given by a function H, it is well-known in diffraction theory that the light
disturbance I, at a distance d from the screen is given by the convolution of H with a
Helmholtz kernel K, I = H * Ky. Itis also well-know that in case H is periodic, the intensity /4
is up to constants equal to H when d is an integer multiple of the so-called Talbot distance.
This means that when the distance 17 between the rotating disk 1 and the mask fulfills that
condition, the model described above, ignoring the diffraction, is accurate. As a
consequence, the first solution provided in the first embodiment will have the desired effect of

a pure sinusoidal signal S(t) for some values of the critical distance 17.

However, encoders often work in situations exposed to high pressures, vibrations, etc., that
might perturb the value of the distance 17. When this occurs the model used in the first
embodiment ceases to be accurate and as a consequence, the resulting signal S(t) obtained
using the first solution is no longer an exact sinusoidal function. To solve the latter, in the
second embodiment, the shape of the slots 7 in the mask 6 are determined by considering
that the function H must be changed to H * Kj if diffraction effects are taken into account. So,

in this second embodiment, the equation of function F modeling the slots 7 satisfies:
(H*Kd=*F)(t) = c(d) +A(d) sin Nt

The solution turns out to be the function F consisting in a finite number of impulses 18, as in
Fig. 13, in the shape of a shifted sinusoidal, F(x) =1 + sin Nt. The signal S(f) generated

when the mask 6 is given by this second solution is the sinusoidal signal 19 in Fig.14.

The light source 4 of the proposed optical incremental encoder, in any of the described
solutions, is preferably monochromatic. Besides, the light source 4 can be a light-emitting
diode (LED) or a laser. Both the LED and the laser may work at different wavelengths.
Moreover, preferably, the shape of the mask slots 7 is lower than the rectangular shape 2 of
the disk slots.

The scope of the present invention is defined in the following set of claims.
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Claims

1. An optical incremental encoder, comprising:

a rotating disk (1) positioned perpendicular to a rotating axis, fixed to the latter, and
rotating at a same velocity, said rotating disk (1) having a first part in the periphery thereof
comprising a plurality of disk slots (2) having a rectangular shape allowing light to go through
and a second part not allowing the light to go through;

a light source (4) configured to emit a light beam (3), said light beam being collimated
by a lens (5) and reaching the rotating disk (1) producing a diffraction effect in the rectangular
disk slots (2);

a mask (6), positioned at a certain distance (17) after the rotating disk (1), comprising
a plurality of mask slots (7) with a particular shape and configured to receive the light
diffracted by the rotating disk (1); and

an optoelectronic unit (8), positioned after the mask (6), and configured to:

generate a periodic signal with a given first resolution using an amount of light
reaching the optoelectronic unit (8), said amount of light being dependent on the rotation of
the rotating disk (1); and

convert said generated periodic signal into an electronic pulse which is
processed to obtain a final output with a given second resolution,
characterized in that the shape of the mask slots (7) being calculated by performing a
Fourier transform on a convolution equation between a function H and a function F, either
ignoring or considering the effects of diffraction occurring in the rotating disk (1), so that said
generated periodic signal being a pure sinusoidal signal,
where the function H defines the rectangular shape of the disk slots (2) and the function F

defines the shape of the mask slots (7).

2. The encoder of claim 1, wherein said calculation of the shape of the mask slots (7) being
performed by ignoring the effects of diffraction occurring in the rotating disk (1) and by using
the following equation (F x H)(t) = [ F(x) H(x — t)dx = c(1 + sin Nt) , in which only the
positive part of a sinusoidal function is considered,

where ¢ is a constant, and N is the first resolution of the generated periodic signal.

3. The encoder of claim 1, wherein said calculation of the shape of the mask slots (7) being
performed by considering the effects of diffraction occurring in the rotating disk (1) and by
using the following equation: (H * Kd * F)(t) = c(d) + A(d) sin Nt, in which the positive and

the negative parts of a sinusoidal function are considered,
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where ¢(d) is a constant which depends on the distance between the mask (6) and the
rotating disk (1) taking into account the diffraction effects, A(d) is the amplitude which
depends on the distance between the mask (6) and the disk (1), and N is the first resolution

of the generated periodic signal.

4. The encoder of claims 1 to 3, wherein the shape of the mask slots (7) being lower than the

rectangular shape of the disk slots (2).
5. The encoder of claim 1, wherein the optoelectronic unit (8) includes a set of photodiodes.

6. The encoder of claim 1, wherein the light source (4) being monochromatic and including a

light-emitting diode or a laser diode.

7. The encoder of claim 1, wherein the light source (4) comprising different light emitting

diodes or laser diodes of a specific wavelength.
8. The encoder of claim 1, wherein the lens (5) includes a convergent lens.

9. A mask for an optical incremental encoder, said mask (6) comprising a plurality of mask
slots (7) with a particular shape, characterized in that the shape of the mask slots (7) being
calculated by performing a Fourier transform on a convolution equation between a function H
and a function F equaling a pure sinusoidal signal,

wherein the function H defines a shape of a plurality of slots (2) included in the periphery of a
rotating disk (1) positioned perpendicular to a rotating axis, fixed to the latter, rotating at a
same velocity, and producing a diffraction effect in the slots (2) when a light beam (3)
reaches the rotating disk (1);

wherein the shape of the mask slots (7) being calculated either ignoring or considering the
effects of diffraction occurring in the rotating disk (1); and

wherein the function F defines the shape of the mask slots (7).

10. The mask of claim 9, wherein:

the shape of the mask slots (7) being calculated by ignoring the effects of diffraction
occurring in the rotating disk (1) and by using the following equation (F * H)(t) =
J F(x) H(x — t)dx = c(1 + sin Nt) , in which only the positive part of a sinusoidal function is
considered, where c is a constant, and N is the first resolution of the generated periodic
signal; or

the shape of the mask slots (7) being calculated by considering the effects of

diffraction occurring in the rotating disk (1) and by using the following equation: (H * Kd *
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10

F)(t) = c(d) + A(d) sin Nt, in which the positive and the negative parts of a sinusoidal
function are considered, where c(d) is a constant which depends on the distance between
the mask (6) and the rotating disk (1) taking into account the diffraction effects, A(d) is the
amplitude which depends on the distance between the mask (6) and the disk (1), and N is

the first resolution of the generated periodic signal.

11. A method to calculate the shape of mask slots of an optical incremental encoder,
comprising:

emitting, by a light source (4), a light beam (3), said light beam being collimated by a
lens (5) and reaching a rotating disk (1) producing a diffraction effect, said rotating disk (1)
being positioned perpendicular to a rotating axis, fixed to the latter, and rotating at a same
velocity, said rotating disk (1) having a first part in the periphery thereof comprising a plurality
of disk slots (2) having a rectangular shape allowing light to go through and a second part not
allowing the light to go through;

receiving, by a mask (6) positioned at a certain distance (17) after the rotating disk (1)
and comprising a plurality of mask slots (7) with a particular shape, the light diffracted by the
rotating disk (1); and

generating, by an optoelectronic unit (8), a periodic signal with a given first resolution
using an amount of light reaching the optoelectronic unit (8), said amount of light being
dependent on the rotation of the rotating disk (1); and

converting, by the optoelectronic unit (8), said generated periodic signal into an
electronic pulse which is processed to obtain a final output with a given second resolution,
said final output being used to calculate the speed of the rotating axis,
characterized in that the shape of the mask slots (7) being calculated by performing a
Fourier transform on a convolution equation between a function H and a function F, either
ignoring or considering the effects of diffraction occurring in the rotating disk (1), so that said
generated periodic signal being a pure sinusoidal signal,
where the function H defines the rectangular shape of the disk slots (2) and the function F

defines the shape of the mask slots (7).

12. The method of claim 11, wherein said calculation of the shape of the mask slots (7) being
performed by ignoring the effects of diffraction occurring in the rotating disk (1) and by using
the following equation (F * H)(t) = [ F(x) H(x — t)dx = c(1 +sin Nt) , in which only the
positive part of a sinusoidal function is considered,

where c is a constant, and N is the first resolution of the generated periodic signal.
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13. The method of claim 11, wherein said calculation of the shape of the mask slots (7) being
performed by considering the effects of diffraction occurring in the rotating disk (1) and by
using the following equation (H * Kd * F)(t) = c(d) + A(d) sin Nt, in which the positive and
the negative parts of a sinusoidal function are considered,

where ¢(d) is a constant which depends on the distance between the mask (6) and the
rotating disk (1) taking into account the diffraction effects, A(d) is the amplitude which
depends on the distance between the mask (6) and the disk (1), and N is the first resolution

of the generated periodic signal.

14. The method of any of previous claims 11 to 13, wherein the emitting of the light beam (3)

includes emitting the light beam (3) from a light-emitting diode or a laser diode.

15. The method of any of previous claims 11 to 14, wherein the generating of the periodic

signal including generating the periodic signal from a set of photodiodes.
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Abstract

An optical incremental encoder, a mask for an optical incremental encoder and a method to

calculate the shape of mask slots of an optical incremental encoder

The optical incremental encoder comprises a rotating disk (1) comprising a plurality of disk
slots (2) having a rectangular shape; a light source (4) configured to emit a light beam (3),
reaching the rotating disk (1) producing a diffraction effect in the rectangular disk slots (2);a
mask (6), positioned at a certain distance (17) after the rotating disk (1), comprising a
plurality of mask slots (7) with a particular shape and configured to receive the light diffracted
by the rotating disk (1); and an optoelectronic unit (8), wherein the shape of the mask slots
(7) being calculated by performing a Fourier transform on a convolution between functions H
and F, either ignoring or considering the effects of diffraction occurring in the disk (1), so said
signal (S) being a pure sinusoidal signal, where H defines the shape of the slots (2) and F

defines the shape of the slots (7).

151



10

15

RESUMEN

Un encoder incremental Optico, una méascara para un encoder incremental optico y un
método para calcular la forma de las ranuras de una mascara de un encoder
incremental optico.

El encoder incremental 6ptico comprende un disco (1) giratorio que comprende una
pluralidad de ranuras (2) del disco que tienen una forma rectangular; una fuente (4) de
luz configurada para emitir un haz (3) de luz, alcanzando el disco (1) giratorio
produciendo un efecto de difraccion en las ranuras (2) del disco rectangulares; una
mascara (6), colocada a cierta distancia (17) después del disco (1) giratorio,
comprendiendo una pluralidad de ranuras (7) de la mascara con una forma particular y
configuradas para recibir la luz difractada por el disco (1) giratorio; y una unidad (8)
optoelectrénica, en donde la forma de las ranuras (7) de la mascara se calcula
realizando una transformada de Fourier en una convolucién entre las funciones H y F,
bien ignorando o bien considerando los efectos de difraccion que ocurren en el disco
(1), de modo que dicha sefial (S) es una sefial sinusoidal pura, donde H define la
forma de las ranuras (2) y F define la forma de las ranuras (7).
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