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los sucesivos entornos de C <comunes a ambas superficies, si-
milar a la clidsica de Noether que expresa la multiplicidad de
interseccidn de dos curvas‘planas en funcién de los puntos, or-
dinarios o infinitamente préximos, que les son comunes., En par-
ticular se tendria una interpretacidn de las curvas en los su-
cesivos entornos en el mismo sentido de las definiciones de [6],
libro cuarto, cap. I, y estaria justificada la denominacidn de
curvas en los sucesivos entornos o curvas infinitamente préxi-

mas ( a C )}

! Dos son las definiciones mé&s usuales de puntos infinitamente

prdximos en curvas planas: la que toma cada uno de estos puntos
como una clase de equivalencia de ramas de curva presentando

un cierto orden de contacto con la que estd en estudio y la que
los define por transformaciones cuadrdticas ([6}, libro cuarto,
capitulos I, II ). La propiedad fundamental de tales puntos es
que permiten expresar la multiplicidad de interseccidén de dos
curvas como suma de los productos de multiplicidades de los pun-
tos comunes. Esta propiedad queda directamente de manifiesto

en la primera definicidn y aparece bajo el segundo punto de vis-
ta al considerar la fdrmula que relaciona la multiplicidad de
interseccidn de dos curvas con la de sus transformadas por una
transformacidn cuadratica.

A diferencia del caso de las curvas, son muchas las trans-
formaciones monoidales centradas en una curva mGltiple de una
superficie y no parece justificable generalizar directamente
definiendo las curvas infinitamente prdéximas como componentes
de la transformada de la curva mltiple por una transformacidn
monoidal centrada en ella sino que, cualquiera que sea la defi-
nicidn, las curvas infinitamente préximas deben permitir expre-
sar la multiplicidad de interseccidn de la misma forma en que

lo permiten los puntos infinitamente prdximos para curvas planas.
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CAPITULO V. LA VARIACION DE GENERO VIRTUAL.

En este capitulo se obtiene una primera determinacidn de
la variacidén del género virtual de una superficie al someter-
la a una transformacidén del tipo de las que hemos definido en
los dos capitulos anteriores. Tomaremos como género aritmético
virtual de una superficie (S,8) el entero ¥(8) - 1 siendo
x(8) 1la caracteristica de Euler-Poincaré, suma alternada de
las dimensiones de los grupos de cohomologia de S con coefi-

cientes de 6 .

§1. Variacidn del género virtual por proyeccidn.

Comencemos con un resultado bien conocido que asegura la
invariancia de la caracteristica de Euler-Poincaré por el func-

tor imagen directa asociado a un morfismo afin,

Proposicidn V.1. (8], cap. III, §1.3.2 ). Si Y es un

esquema y Y:X > Y un morfismo afin, para todo GX-médulo ca-

si coherente F , los derivados por la derecha, wa*, del func-

tor imagen directa cumplen wa*(F) = 0 , para todo q > 0 .

Corolario V.2. ([8], cap. III, §1.3.3 ). Con las notacio-
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nes anteriores, el homomorfismo canénico HP(Y,w*(F)) > HP(X,F)

es un isomorfismo.

En nuestro caso, si 1m:2 > S es una de las proyecciones

definidas en los capitulos anteriores, m es afin al ser fini-

toy x(8,) = x(ny6,). E1 morfismo candnico inducido por 1 ,
68 -+ F*GZ es inyectivo, identificaremos 88 con su imagen
en 7,0 Podemos considerar la sucesidn exacta de haces de

Z

Bs—modulos

0 > 8g > Meb, > me8,/865 > O

5
de la que se deduce, por la aditividad de la caracteristica

de Euler-Poincaré,
x(0,) = x(my6,) = x(8g) + x(7,0,/64)

es decir, designando por Pys Pg los géneros virtuales de Z

y S

pz = PS + )((TT*BZ/QS)

2, La variacidn de género virtual en la transformacidn en

superficie C. M,

Tratemos en primer lugar el caso en que Z es la trans-
formada C. M. de S, Z = S > T F WY Xy, X los pun-
tos no C., M. de S .

Si consideramos la sucesidn exacta
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0 > 8 X w0 > w,0
“~ Ccm

w cm/e - 0 (1)

donde 8 y 8 son los haces estructurales de § y S

cm cm?

al ser @ un isomorfismo salvo en los puntos RKyseeosXo la

inclusidn Yy es igualdad en fibra salvo en Kyseoe X de don-
de el haz m*ecm/e estd concentrado .en KyseoasX . El conduc-

tor de w , anulador de w*ecm/e , tiene como primos asociados

los haces de ideales correspondientes a los puntos Koo Xp

ya que (wkecm/ﬁ)xes no nulo si y solo si x es uno de los

X
1

En particular x(wy8__/8) = dimkHO(m*Gcm/e) = Zidimk(mkecm/e)x

y resulta el

Teorema V.3. La diferencia entre géneros‘virtuales Pg - Pg
m
es siempre no negativa y se anula si y solo si S = SCm . gg
decir, S es C. M.
Demostracidn. Hemos observado ya que Pg - Pg coincide
con zidimk(w*ecm/e)xi que es positi&o el nuig. La anulacidn
fuerza (m*ecm/G)xi = 0 para todo i con lo que wge_ /6 =0

y Y es la igualdad.

Consideremos ahora la traza sobre S de una hipersuper-
ficie cualquiera H que no contenga a S. Se trata de una sub-
variedad de S determinada por un haz de ideales localmenfe
principal ¢ . Los primos minimales de ¢ son todos de altu-

ra uno pero ¢ puede presentar alguna componente primaria cu-
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si y solo si la hi-

persuperficie pasa por algln punto no C. M.: Si 8 es C. M.,

X

asociados de altura uno. En cambio, en uno de los x,.

= fx ] es un ideal propio, el ideal maximal m de 8

i %3
es primo asociado de @X . La traza de la
i .
sobre S es una subvariedad de S cuyas

das de dimensidn uno salvo si H pasa por
en cuyo caso este aparece como componente

terseccidn. Designemos por @1 el haz de

X

o = fxex , de ser fX no inversible, tiene todos los primos

i °? X

—X . b )
1 1

hipersuperficie H
componentes son to-
alguno de los X

sumergida de la in-

ideales interseccidn

de las componentes primarias de altura uno de ¢ ; & = & si

1

y solo si H no pasa por ningfin X, y en cualquier caso ®x =

=(<I>1)x para x # x, , i =1,...,m . La subvariedad de S de-

1

finida por ¢ es la parte uno-dimensional de la traza de H

1

sobre S. Nos referiremos a ella como la c
sobre S .

Si m. es el haz de ideales del punt

para X # x. , (m,.) = m , hemos advert
1 =1 Xi —Xi

tor k¥ de w tiene a los m, como primo

que, para ciertos My

cie H de modo que ¢ ¢ mgi

para cada i

elegir una superficie cualquiera que pase por los «x.

urva cortada por H

o x; 5 (my), =86,

ido ya que el conduc-

s asociados con lo

R fg\ggi € K . Tomemos la hipersuperfi-

. Basta para ello

i de e-

cuacidn homogénea F(XO,...,X ) = 0 y tomar como H 1la dada

S
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por la ecuacidn F(XO,..,,XS)U'= 0 con u > max(ui), o también,
tomar una hipersuperficie que presente una multiplicidad o un
orden de contacto con S suficientemente alto en cada X, .

Resultarid entonces ¢ €k y, multiplicando tensorialmente por

/% la sucesidn exacta (1) resulta la sucesidn también exacta

om > WiB /8 > 0 (2)

0/ + w,B /w8

Proposicidn V.4, @w*ecmrﬂe =9,

Demostracidn. Basta comprobar la igualdad para los abier-

tos de un recubrimiento afin de S. Tomemos el recubrimiento
de modo que & sea principal en cada uno de los abiertos. Sean
U uno de los abiertos del recubrimiento, A = g(U) , fA = ¢(U),

Aom = Tywab.p =7Fw_1(U)ecm . Es bien sabido que la restriccidn

de w*ecm a U es el tildado de ACm como A-mddulo y sabe-

mos también que la inclusidn A -» Acm induce igualdad entre

los localizados en primos de altura uno de A y ACm . Como
todos los localizados de ACm son C. M. , los primos asocia-
dos a fAcm son todos de altura uno y por ello

fAcm = Acm( G?‘f(Acm)P)

donde P recorre los primos de altura uno de Acm’ De ahi re-

sulta

FA L MA = A N ( q; £(A 0o

) = Aﬂ(@pr)

dado que los localizados en primos de altura uno de A vy ACm
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coinciden, supuesto que en el Gltimo término p recorre los
primos de altura uno de A . En definitiva fAcm{\A es la in-
terseccidén de las componentes primarias de fA de primo aso-
ciado de altura uno: fAcmf)A = ¢1(U) de donde la igualdad

del enunciado.

Corolario V.5. La sucesidn exacta (2) induce 1la
0 - 6/<I>1 > wﬁecm/¢w*6cm > w*ecm/e -+ 0 (3)

El primer término de la sucesidn exacta es el haz estruc-
tural de la que hemos llamado curva cortada por la hipersuper-

ficie H sobre S ., Interpretemos el segundo término:

Lema V.6 ¢, ,w,0 = %w,6 .
_— 1% cm T cm

Demostracidn. Bastard probar que en cada abierto afin U

donde ¢ sea principal vale la igualdad. Utilizando las mis-
mas notaciones que en V.4 , debemos probar que <I>1(U)ACm = fA
Una de las inclusiones es trivial, por otra parte, para cada

primo p de altura uno en A , Ql(U)Ap = pr ya que las com-

ponentes correspondientes a primos de altura uno de @1(0) y
fA coinciden. Resulta asi que para cualquier g ¢ @1(U), g/f

£ Ap cualquiera que sea p de altura uno en A. Recordando

que A__  es interseccidn de sus localizados en primos de al-

tura uno y que estos coinciden con los de A , g/f & AC es

m 9

decir, g € fAC y se sigue la igualdad.

m

cm
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Tendremos:

dwyB = P wgb T wg®, 0

de donde, por la exactitud de w, al actuar sobre haces casi

-coherentes ( V.1 ), el término central de (3) aparece como

w, (6 /®.06 )

#*Vem’ "17cm
esto es, la imagen directa del haz estructural de la transfor-
mada! por w de la curva cortada por H sobre S. Ello pro-
porciocna una primera caracterizacidn de la variacidn de géne-

ro virtual por transformacidn de una superficie en superficie C. M.

Teorema V.7. La diferencia de género virtual entre la

transformada C. M. y la propia superficie iguala la diferencia

de géneros virtuales entre cualquier curva cortada sobre S

por una hipersuperficie que pase con multiplicidad suficiente-

mente alta por los puntos no C. M, de § , vy su transformada

en S .
- cm

1 - .
Puesto que ®1ecm = @ecm , estd claro gque ¢1ecm es local-

mente principal ( como haz de ideales de 6 ) vy, al ser S

cm cm

C. M. , define una curva en Scm cuyo haz estructural es el

cocliente del de Scm por el de ideales. Del hecho que w es
un isomorfismo salvo en un n@imero finito de puntos, se deduce
facilmente que ® induce una proyeccidn birracional de la cur-

va transformada en la original ( componente a componente en

el caso de ser reducibles ).
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Demostracidn. Basta calcular a partir de la sucesidn (3):

Pg - Pg = x{wyb /%06 ) - x(8/9,) =
cm

x(wy (6 /0.6 ) - x(8/0,) =

x(6, /8,0 ) - x(6/8,) =1 -p' -1 +p

1

=P - P
designando por p el género virtual de la curva cortada por

la hipersuperficie en S y por p' el de su transformada.

Consideremos ahora una nueva hipersuperficie que pase por
todos los puntos no C, M, de S pero que no contenga a S .
Sea ¥ el haz de ideales localmente principal que determina
la traza de dicha hipersuperficie sobre S . Por hipdtesis
Wxi es un ideal propio de exi ) Wxi C mxi . Para n lo
bastante grande ¥?  estard contenido en el conductor
y el haz yH puede tomar el papel de ¢ en la sucesidn (3).
La interseccidn de las componentes primarias correspondientes

l{,(n)

. n e e
a primos de altura uno de ¥ es por definicidn con

lo que la sucesidén (3) se transforma en la sucesidn exacta

(n) n.
0+ 8/vY T wg b Y w0 > web /6 > 0

Transformando el término central como hemos hecho anteriormen-
te, tenemos la sucesidn

(n) n

0+ 8/Y > we (0, /Y70 ) > web /8 > 0
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y podemos enunciar

Teorema V.8. La variacibdn de género virtual Pg - Pg
cm

se expresa en la forma

pe - pg = x(8 /¥ 8 ) - x(e/¢™))

cm

para n mayor que un cierto n, o donde Y es el haz local-

mente principal de la traza sobre S de una hipersuperficie

cualquiera que pasa por todos los puntos no C. M, de S vy no

contiene a S . También, si § es el haz de ideales de la cur-

va cortada por la hipersuperficie sobre S ( i. e. la parte

uno-dimensional de la subvariedad definida por VY )

pS - pS = X(e /Ene ) - X(e/g(n))

cm cm
cm

ara n > n_ .
para °

Demostracidn. Asegurada ya la primera parte del enunciado,

W(n) - E(n)

= g“ecm ambas igualdades debidas a que en puntos de al-

para comprobar la segunda basta observar que

n
¥ eCTl'l

tura uno coinciden las fibras de ¥" y En .

§3. La variacidén de género virtual en la transformacidn S <« S.

Supongamos ahora, como en el capitulo IV, que la superfi-

cie S es C. M.: nos ocuparemos de determinar la diferencia

entre el género virtual de S y el de su transformada S .
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Seguiremos utilizando todas las notaciones del capitulo IV,

en particular C serd la curva reducida en la que se ha cen-

trado la transformacidn y C' , de haz de ideales a ,
gida como centro de la dilatacidén § < S' .

Lema V.9. E1 conductor « de la proyeccidn S

1

a ele-~

ne como primos asociados los haces de ideales correspondientes

a las componentes de C que son miiltiples en S .,

Demostracidn. Bastarid examinar la situacidn en un abier-

to afin cualquiera U ¢ S . Sean A = 6(U) , & = 7,6(U)

k(U) es el conductor de la extensidén A - A , por III.4 sabe-

mos que los primos asociados de «k(U) son exactamente aquellos

ideales p de altura uno en A para los que la extensidn

Z-lA -+ Z-1K (Z =A-p ) no es la igualdad o, lo que

mismo, si p corresponde a x € U , Z-lA = OX . Z_1K =

y x es un punto de altura uno en el que T no induce

morfismo. Aplicando IV.3 estos son los puntos genéricos

componentes de C cuyos anillos locales difieren de su

es lo
(m,6)
iso-
de las

semi -

local en el primer entorno lo que equivale a decir que sean no

regulares ( Northcott [15] ) y correspondan por tanto a una

componente de C mltiple en S .

Sea b el haz de ideales de una curva en S sujeto a

las siguientes condiciones:

a) Las componentes de C 1lo son de la curva definida por
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lisg

s, €sto es, la descomposicidn de b en primarios es b =
= gl(\...(\gr(\§r+1(ﬁ...rﬁgm donde los gi son los primos
correspondientes a las componentes de C y los ﬂj son
primarios cuyo radical no estid entre los B;-

b) La transformada de la curva en S , definida por el haz

de ideales 25 , es localmente principal ( en § ).

Se observa inmediatamente que tales condiciones son sa-
tisfechas por el ideal a de la curva auxiliar C~ . Baste
advertir que siendo C' el centro de la dilatacién S <« S',
el haz de ideales de su transformada en S' es ya localmente

principal y lo propio ocurre en §S = Sém.

Por el lema V.9, cualquier potencia En con n bastan-

te alto estd contenida en el conductor «k . De ahi que de la
sucesidn exacta

0+ 8 + 7,8+ T,8/0 + 0

podamos deducir, por producto tensorial por G/gn, la sucesidn

exacta

0/b" > 7,8/ T, 8 » T,8/0 » 0

suponiendo n lo bastante alto como para que gn c K .

Proposicidn V.10. La traza de F*gng = gn?*§ sobre 0
es g(n) con tal de que n sea lo bastante alto.
Demostracidén. Sea x un punto cualquiera de S . Proba-
(n) _ ,n/,= = . . .
remos que gx = gx(n*e)xr\ex . La conclusidn es obvia si x

es el punto genérico de S . Analicemos el caso en que x sea
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un punto de altura uno: si x corresponde a una de las compo-

nentes de C , en virtud de IV.6 los anillos locales 5& , con

y € ﬁ_l(x) son los anillos en el primer entorno de 6,  , de

ahi que (?*g)x =/;\§y sea el anillo semilocal en el primer
entorno de ex . R(GX) . Teniendo en cuenta la condicidén de

que los primos correspondientes a C son componentes primarias

de b , b es~ el ideal maximal de ex y un resultado de North-

cott ( [15} teoremas 5 y 10 ) asegura que, para n bastante

alto,
b"R(6 )A6. = b* = p'P)
=X X X =X =X
con lo gue vale el enunciado para x . Si x no corresponde

a ninguna componente de C , m es isomorfismo en un entorno

n

x = QZ(F*g)Xf\OX ; la hipdtesis de que la curva trans-

de x y

fia

formada de la definida por b fuera localmente principal fuer-

b(n)
=%

. . _ . wh,— =
za que gx sea principal con lo cual = gx = gx(w*e)xn ex.

Comprobado el resultado en los puntos de altura uno, sea
®x un punto cerrado de S. OX es un anillo local de dimensiédn
dos cuyos localizados en primos de altura uno son los anillos
locales de los puntos genéricos de las curvas irreducibles que
pasan por X ., Es inmediato comprobar que tambi&n en este caso

(?*g)x es semilocal, sus localizados en ideales maximales son

los §x. si 7w T(x) = {xi,...,xm} . Resulta inmediatamente
i

n,— ow _ n-
br(m,8), = ngexi
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Cada uno de los b"® = (g

Oy, 8),. es principal, todos sus pri-

1
mos asociados son de altura uno y tenemos

donde z; recorre los puntos ( de altura uno ) genéricos de

las curvas irreducibles de S que pasan por X, , correspon-
dientes a los ideales primos de altura uno de gx . Recordan-
i

do que ex es interseccidn de sus localizados en primos de

altura uno por ser C. M.,

8, N2y (Te8), = () o) N @)

s
donde y recorre los puntos genéricos de las curvas irreduci-
bles que pasan por x , correspondientes a los primos de altu-
ra uno de © , z Trecorre los puntos genéricos de las curvas

X

irreducibles de S que pasan por alguno de los X,, esto es,

las antiimdgenes por 7 de los puntos y . De ahi que, asocian-
do, .
b"8 =
@ 6,) NI (Qﬁ% §),))
)
= (N o =
(y ey)/\(GX(ﬂ“: 8),)
ﬂ 6 T bn_ = n
y' (8, NGB ) = M) py

si n es lo bastante alto, pero

n n (n)
f\1b = b =

y queda probada, para todo x € S , la relacidn

(n)
b = , n. -
=X e’x gx(ﬂ* ® )
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Corolario V.311. La sucesidn exacta (4) induce 1la

0 =~ e/g(n) + T,8/T,b"6 > T,8/6 > 0 (5)

2,
«

para n suficientemente grande.

Deducimos de aqui una expresidn de la diferencia de géne-
ros virtuales de S y S similar a la de V.8 que alcanza-

rd su versidn definitiva en el capitulo VI.

Teorema V.12, Si Py es el género virtual de § , Py

el de S , se tiene

(n)

)

Pz - Py = X(8/R"8) - x(8/b

para n suficientemente alto.

Demostracidn. Sabemos ya que Pg - Pg * X(nkﬁxe) . Basta
ahora usar la sucesidn (5) observando que, por la exactitud
de F?

b%8) = x(7,(6/b"8) = x(8/b"8) (V.1 y V.2 ).

-« = =

Los resultados obtenidos permiten ahora completar los del
capitulo IV probando que la existencia en cada punto x € C
de un elemento f que cumple las condiciones de IV.1 equiva-

le a que la dilatacidén de S en C sea finita.

4=p
w»

Proposicidén V.13. Suponiendo que la dilatacidén S

(V224

de S en C es finita, la transformada C. M. de S > Sam?

coincide con S .
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Demostracidén. Basta ver que gcm verifica las condiciones del
A

teorema IV.5 . Es obvio que Scm es C. M,, afin sobre S al

ser finita sobre S , y que la proyeccidn §Cm + S induce un

isomorfismo entre el complementario de C y el de su transfor-
mada. Sea y el punto genérico de una de las componentes de C:
dado que la fibra en y del haz de ideales de C es el ideal
maximal de ey , es inmediata la existencia en ey de un ele-
mento f que cumple las condiciones de IV.1. De ahi que, por
IV.2 , exista un entorno afin U de y de modo que si 8

es el haz estructural de § , @(ﬁ_l(U)) = A[fi/f] donde A =
g(uU) , y los fi generan el ideal de C en A . Basta ahora
proceder como en la demostracidén de IV.5 para probar que los
anillos locales de los puntos de ﬁ-i(y) son los anillos en
el primer entorno de ey vy lo mismo ocurre sobre Qcm ya que

la transformacidn en superficie C. M. no altera los anillos

locales de dimensién uno.

Teorema V.14, ( Reciproco de IV.3 ). Si la dilataciédn de

S en C es finita, para cada punto x g C existe un elemen-

to f ¢ 6, Qque cumple las condiciones de IV.1 .

Demostracidn. Si ¢ es el haz de ideales de C en S ,

probemos en primer lugar que el haz de ideales £§ es local-
mente principal y puede generarse, en cada punto Yy € T

X € S , por un mismo elemento de ex . Bastara demostrar que

. A . -
lo mismo ocurre con <c¢f , teniendo en cuenta que § = gcm por
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V.13.
Sean x € S y U un entorno afin de x en S , A el
anillo correspondiente y ¢ el ideal de C en A , supuesto

generado por elementos fl""’f e A . ﬁ_l(U) = Proj ACA .

m
Los puntos y,,...,y, de ﬁ—l(x) corresponden a r ideales
homogéneos de Proj ACA cuya reunidn no puede ser ngogn . E-

Xiste pues un elemento f g ¢ que, interpretado como de gra-
do uno en ACA , No pertenece a ninguno de tales ideales. E1l

abierto afin D+(f) es un entorno afin de Yqs++-s¥, cuyo

anillo es AEfi/f] . Inmediatamente SA[fi/f] fA[fi/ﬁ] vy lo

propio ocurre en los §y~ que son localizados de Arfi/fj .

* (n)

Aplicando ahora V.10, sabemos que Fkgngfwe = ¢ pa-
ra n grande, en fibra en un punto cualquiera X ,

(F*Englxr\ex = 22(;*55x”9x = iin)

Teniendo en cuenta que (?*E)x es un anillo semilocal cuyos

localizados en ideales maximales son los 5& para Vv g Fii(x),

es obvio que el generador antes elegido para los (E~)y ge-
nera ix(gkg)x y gi(?*g)x = fﬂ(Fﬁg)X : Podemos tomar n_ lo
bastante grande para que fn(?*g)xl\ex = gin) y ademds £

sea del conductor de la extensidn GX -+ (n*e)x para n > n .

1
Resulta entonces fgin)z gin+ ) para n > n_ . En efecto, si
1, — —
£ ¢ gin) » fg e 8, v fg £" 1(TT*G)X con lo que fg ¢ gin+1).
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. - —
}({Tl 1) , g = fn+1h con h € (‘Trf*e)x L]

Reciprocamente, si g € ¢
por hipdtesis £ es del conductor y tendremos g = f(£f%h)

donde f"h es de 6, v a la vez de fn(E*g)x , es decir de

(n)
(&3 o
=X

Finalmente, utilizando V.10, obtenemos la siguiente pro-
posicidn que determina un caso en el que la superficie S' ,
obtenida de S por dilatacién en C' , es C. M. y se hace in-

necesaria la segunda transformaciédn S' « § .,

Proposicidén V.15, Si S es una superficie C. M, y C!

es la curva auxiliar elegida en el capitulo IV, de haz de ide-

ales a , la superficie S' obtenida de S por dilatacidn
en C' es C. M. si para todo n, gn = i(n).

Demostracidn. Supongamos que S' no es C. M., si y es
un punto en el que S' no es C. M., forzosamente y € ﬂ_l(C)
ya que S - C = S' - n'l(c). Sean U un entorno afin de 7(y)
en las condiciones de IV.2, 8' el haz estructural de S', A,
A' ( = A[fi/f] ), A los anillos correspondientes a U, W-l(U),
F_i(U) y, finalmente, a el ideal a = a(U) € A .

Obviamente A c A' ¢ A . Si m es el ideal maximal de A'

correspondiente a y , forzosamente f € m ya que f genera
en A' el ideal de la transformada de C' . Sabiendo que Aé

= 0 no es C. M., m es primo asociado de fA' , existe g & A'

'
y
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n+1

tal que (fA':g) = m ; cualquiera que sea n, (f A':flg) = m

y si n es lo bastante alto para que £ estd en el conduc-

tor de la extensidn A > A' fng € A y el transportador en

n+l

A (f A'/\A:fng) coincide con mANA que es el ideal maxi-

mal de A correspondiente a T7(y) . Resulta pues que TR A

es un ideal de A que tiene un ideal maximal como primo aso-

ciado. Observando que aA' = fA' , y por ello, gn+1A‘ = fn+1A',

N .
obviamente = a" 1C‘ fn+1A' . Por otro lado, en V.10 hemos pro-

fn+1

ANA = i(n+1)

bado que para n bastante alto, de donde

n+1l (n+1) n+1 i(n+1) buesto

f A'"NhA C a . Concluimos pues que a #

(n+1) n+l
a

que de coincidir, = f A'NA y este presenta un ideal

maximal como primo asociado.



CAPITULO VI. LA FUNCION ASOCIADA A UNA CURVA.

En las expresiones obtenidas en el capitulo anterior pa-
ra la variacidn de género virtual ( teoremas V.8 y V.12 ) apa-
recen términos de la forma (e/g(“)) donde 6 es el haz es-
tructural de una superficie y a el haz de ideales de una cur-
va sobre ella. Convendremos en llamar a la funcidn F(n) =

- X(e/:a:(n))

funcidn asociada a la curva sobre la superficie.
Tal definicidn es, desde luego, generalizable al caso de una
variedad y una subvariedad cualesquiera pero no trataremos aqui
mas que el caso de las curvas que es el que se relaciona con
la variaciédn de; género.

Se observa fdcilmente que la funcidn asociada a una cur-
va es una generalizacidn del polinomio de Hilbert-Samuel de
un anillo local: si en lugar de tomar el haz de ideales a

de una curva se toma, en una variedad algebraica cualquiera,

el haz de ideales m de un punto cerrado x , el haz cocien-

te 6/_@__n estd concentrado en el punto X . Siendo m, un ideal
) . s . (n) n
maximal no cabe distinguir entre m. y m,y

Oy _ 43 o Ny _ 3 n
x(6/m”) = dim H"(8/m") = dim, 6 _/m,
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que es el polinomio de Hilbert-Samuel del anillo local GX.

§1, Resultados auxiliares.

En lo que sigue nos resultard de utilidad el

Lema VI.1. Si A es un anillo noetheriano integro y a

y b son dos ideales de A de modo que los ideales primos

asociados a cualquiera de ellos son todos de altura uno, dis-

tintos los de uno y otro ideal, entonces las componentes pri-

marias de anb coinciden con las componentes primarias con

primo asociado de altura uno de ab

Demostracidn. Si a = iir\...f\ém , b = glﬁ ...P\ES son

las descomposiciones en primarios de a , b , es obvio que al
ser rad(gi) # rad(gj) para i, j cualesquiera, la descom-
posicién en ideales primarios ( reducida ) de afNb es aflb =
= 31(\ ...ﬂgmﬂgiﬂ...ﬂgs .

Por otra parte, si un ideal primo p contiene a ab ,
debe contener a a o a b vy reciprocamente; de ahi que los
ideales primos minimales entre los que contienen a ab sean
precisamente los ideales primos minimales de a o de b o,

lo que es lo mismo, los ideales primos asociados a a o a b ,

es decir, los asociados a aMNb . Sea p un ideal primo aso-
ciado a a : la componente p-primaria de ab seré Al\(igAp),

pero b & p ya que al ser p de altura uno, si b <cp , p
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seria primo asociado de b contra la hipdtesis: EAP = A

)22
de donde A{\(EEAP) = A ﬂ(gAp) que es la componente p-prima-

ria de a o, equivalentemente, de aNb . Lo mismo se prueba

para un primo asociado a b .,

Corolario VI,2, Si A es un anillo noetheriano integro

en el que los ideales primos asociados a cualquier ideal prin-

cipal no nulo son todos de altura uno, en particular un anillo

local o afin de una superficie C, M., dados a, b g A , si los

ideales (a) , (b) carecen de primos asociados comunes, (ab) =

= (a)N(b)

Demostracidén. Basta observar que todos los ideales pri-

mos asociados a (ab) = (a)(b) son de altura uno, al ser (ab)

principal, y aplicar el lema anterior.

§2. Género de las curvas reducibles sobre una superficie.

Estableceremos a continuacidn algunos resultados relati-
vos a curvas localmente principales sobre superficie C. M. que
sdn conocidos, por lo menos cuando la superficie es no singu-
lar ( caso en que toda curva es localmente principal ). Supo-
niendo las curvas localmente principales las singularidades
de la superficie no representan ninguna dificultad.

Supongamos dadas dos curvas localmente principales C, ,

1

C, sobre una superficie C. M. S , sean ¢ y ¢ los haces
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de ideales correspondientes: llamamos C1 + C2 , curva compues-

ta por C1 y C2 , @ la definida por el haz de ideales £

s
cada ecuacidn local de C1 + C2 es producto de ecuaciones lo-
cales de C1 y 02 con lo que nuestra definicidn coincide
con las usuales.

Aplicando localmente VI.2 se prueba inmediatamente que
si Cy ¥ C2 no tienen componentes en com@n, i. e. ,ningdn
haz de ideales primos es a la vez asociado a & y a ¢ 5 EC =

= £ENL vy se tiene una sucesidén exacta de 6-médulos ( 6 haz

estructural de S )
0 > 8/Ep > 6/E@0/C » B6/E+7 > O
de donde se obtiene
x(8/857) = x(B/8) + x(8/8) - x(6/E+7)

El haz ©6/E+r estd concentrado en los puntos de interseccidn
de 01 y €, que son en nimero finito al carecer las curvas

de componentes comunes. Por ello

o ) .
x(6/8+z) = dim H (6/g+z) XxeCfWClemkex/€x+cx

y llamaremos a este nfimero, como es habitual en las superficies
no singulares, nfimero de interseccidn de C1 y C2 , designén-
dolo por (C,.C,). Observese que (C1’C2) coincide con el nfi-

mero de puntos de 01()C2 en el caso en que todas las inter-

secciones sean simples, i. e,, dimkeégx+cx = 1 .
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Resulta asi la expresidén bien conocida del género virtual de
la curva compuesta Cl + 02 en funcidén de los de sus partes

y el nlimero de interseccidn de las mismas:

P =1 -0p
CitCy Cq 2

§3. Representacidn de una curva de la superficie como intersec-

. .
c10on parcial.

Sea C una curva localmente principal sobre la superfi-~
cie S , £ su haz de ideales y consideremos una hipersuperfi-
cie H tal que el haz localmente principal que determina 1la
traza de H en S tenga a las componentes primarias de §
entre las suyas. Ello equivale a decir que la traza C' de H
en S consta de la curva C vy otra curva C'' sin componen-
tes comunes con C . La existencia de tal hipersuperficie se
establece ficilmente: Sean 91""’6r los anillos locales
correspondientes a cada una de las componentes de C , i, e.,
las fibras del haz estructural de S en los puntos genéricos
de las componentes de C . Si U es un abierto afin que con-
tiene a cada uno de estos puntos, de anillo A = 6(U) , el lo-
calizado de A en el sistema multiplicativo complementario
de la unidén de los ideales primos correspondientes a las com-

ponentes de C , llamémosle 60 , €s un anillo semilocal de

dimensidn uno cuyos localizados en ideales maximales son los
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Gi , i=1,...,0r . 81 a = 0(U) es el ideal de C en A ,
sabemos que iei es principal para 1 = 1,...,r de donde,
aplicando I.3, ab_ = es principal: af _ = (f). Si S estd sumer-

gida en un espacio proyectivo Pm(k) s 60 es cociente del
F(XO,n .. ,Xm)

G(Xosewe sXnm)
con F, G formas del mismo grado en las coordenadas de Pm(k) s

anillo semilocal Qo formado por los cocientes

G(Xo,...,Xm) no identicamente nula en ninguna de las compo-
nentes de C . Supongamos que f proviene al cociente de la

fraccidn F/G de dicho anillo. La hipersuperficie H de ecua-

cidén F(X ...,Xm) 0 cumple las condiciones requeridas: to-

O,
mando un sistema de referencia en Pm(k) de manera que ningu-
na componente de C esté contenida en alguno de los hiperpla-
- H -
nos Xi = 0 , las F(XO,...,Xm)/Xi ( y grado de F ) son e

cuaciones de la hipersuperficie en cada uno de los abiertos

afines X, # 0 . Por la eleccidn de la referencia, F(Xo,...,Xm)/Xg

es un elemento de Qo para cada i = 0,...,m . Las imdgenes

g; en el cociente 60 difieren entre si y de f por multi-

85 = 2%

en cada uno de los puntos genéricos de las componentes de C

plicacidn por un inversible de 90 . Resulta asi g;
y para todo 1 . Con ello entre las componentes primarias del
haz de ideales generado por los g; en S estidn las del haz

de ideales de C ,
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En las condiciones en las que hemos elegido la hipersu-
perficie H diremos que € ( curva localmente principal so-
bre S ) es interseccidn parcial de la hipersuperficie H con
la superficie S . La interseccidn de las componentes primarias
del haz de ideales de la traza de H sobre S que no son com-
ponentes del haz de ideales de C es el haz de ideales de una
curva C" sobre S5 a la que llamaremos complemento de C

respecto de la interseccidn de S, H .

Lema VI.3. 8i C es una curva localmente principal so-

bre S , interseccidn parcial de S con una hipersuperficie

H , la curva complementaria C" respecto de la interseccidn

de H, S es también localmente principal. La traza de H en

S es C+C" y- .C, C" carecen de componentes comunes,

Demostracidn. Basta razonar en un entorno de cada punto x

de S . Sea U un entorno afin de x , de anillo A , donde
los ideales de C y de la interseccidn C' de H con S
sean principales, engendrados respectivamente por fi’ g € A.

Por hipdtesis las componentes primarias de flA lo son

de gA. Sean flA = glf\...(\gr , gEA = 31/1.../mgrn gifﬂ...c{gé
las descomposiciones respectivas en ideales primarios. Siendo

g € flA s g = f1f2 y teniendo en cuenta que al localizar en

rad(gi) , 1 1,...,0 , f1 y g generan el mismo ideal, re-

sulta que f, es inversible en tales localizados y ninguno



de los ideales primos asociados de fiA lo es de f2A . Apli-

cando VI.2, ghA = f A.f,A = f,ANf,A . Si f,A se descompo-

ne en ideales primarios, f2A = gi{\...f\gg , se tendrd gA =

= q, N ceeng Naj ...(WEK con rad(gi) # rad(gg) para ca-
da i, j . Se trata pues de una descomposicidn reducida y por

la unicidad de las componentes primarias, h = s , los ¢ coin-

1"
.
1

2

ciden con los 33 y f.A = gif\...f\q‘ .

4, Niimero de autointerseccidn.

Sea C wuna curva localmente principal sobre S , repre-
sentada como interseccidn parcial de S con una hipersuper-
ficie H . Designemos por C" 1la curva complementaria de C
respecto de esta interseccidén. Si H' es otra hipersuperficie
del mismo grado que H , las trazas de H, H' =sobre S son
linealmente equivalentesl; suponiendo que la traza C' de H'

sobre S no tiene componentes en comiin con SAH, podemos lla-

! Es obligado sefialar que algunos autores usan una definicidn

que difiere sensiblemente de la clésica: si nos centramos en

el caso de curvas sobre una superficie, en el sentido clédsico
se dice que C y C' , curvas sobre S , son linealmente equi-
valentes cuando existe una funcidn racional sobre S cuyos
ceros definen C y cuyos polos definen C' . No se excluye
que dicha funcidn pueda resultar indeterminada a lo largo de
alguna curva debido a que el sistema de curvas de valor cons-

tante de dicha funcidn presente una parte fija ( véase [5],
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mar nQmero de autointerseccidn de C a (C.C) = (C.C') - (c.C™),.
Puede probarse la independencia de la definicién respecto de
la eleccibén de H, H' directamente pero esta resultarid conse-

cuencia del cdlculo de la funcidén asociada a . C.

§5. Cdlculo de la funcidn asociada a una curva localmente prin-

cipal sobre §S.

Podemos emprender ahora el cdlculo de la funcidn asocia-
da a una curva localmente principal, sea esta C , supongdmos-
la representada como interseccidn parcial de S con una hiper-
superficie H . Llamemos { al haz de ideales de C y ¢ al
de su complemento C" que es también localmente principal.

Ez = £t ng serd el haz de ideales de C + C" , traza de H

sobre S ., Sea ¢ el haz de ideales de la traza, C', €n S-:

cap. I ) En cambio, la definicidn de equivalencia lineal de
divisores de Cartier ( véase por ejemplo [12] lect. 9 ) exi-
ge que tal funcidn sea regular en todos los puntos de S sal-
vo en los de C' , lo que equivale a que los haces de ideales
localmente principales que definem C y C' sean isomorfos
como 8-mddulos. Utilizando la segunda definicidn se observa
inmediatamente que la serie lineal cortada sobre una clbica
con nodo es completa mientras que en el sentido cl&sico es
bien sabido que dicha serie no es completa ya que la cfibica
no es normal. La equivalencia lineal utilizada en nuestro ca-
so responde a la definicidn mds estricta por lo que puede en-

tenderse de cualquiera de las dos maneras.
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de una hipersuperficie H' elegida como en el § anterior. Es
inmediato que ¢ y £&rZ son isomorfos como 86médulos, basta
observar que lo:son los haces de ideales de H, H' en el es-
pacio: el isomorfismo se obtiene multiplicando por el cocien-
te de las ecuaciones homogéneas de H y H'. Las potencias
simbbdlicas de cualquiera de estos haces de ideales coinciden
con las ordinarias al tratarse de haces localmente principales
( IT.1 ). Calculando:

n+1

x (8 /E = y(8) - y(gPt?

z) =

x(8) - x(£"gr) = x(8) - x(g“eegc) =

)

x(8) - x(€n88®) -

la Gltima igualdad debida al isomorfismo inducido por el ya

sefialado §&r = ¢

Por otra parte, dado que la curva definida por £n+1 y

C" , definida por ¢ , carecen de componentes en comin,

n+1 n+il

x(8/E = x(0/E i

) + x(8/¢) - x(8/¢
Resulta pues

n+1 n+1

x(8/E = x(8) - x(gn@e®) - x(6/z) + X(e/s (1)

ny ,

Teniendo en cuenta que £n86® = F
x(8) - x(£"8,0) = x(o/E"e) =

x(8/E™) + x(8/8) - x(8/E%+0)
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aplicando de nuevo la férmula del género de una curva reduci-
ble. Llevada esta @ltima igualdad a (1), resulta

x(8/e™ Yy _ y(esg™) =

n+l

= x(8/0) - x(8/7) + x(8/E" T er) - y(8/E"+0) (2)

n+i
+

Si atendemes al tercer sumando, el haz 08/f , estid concen-

trado en el nlimero finito de puntos de interseccidn de C vy

¢" o, asi x(6/€n+1+c)= zxdimkex/£2+1+cx , extendida la suma
a los puntos de CMNC" . Si en uno de estos puntos Ex = fex .
Ly = g@x , designando por A al cociente ex/gGX 'y por. f
. . n+l _
la clase de f mdédulo gex , tendremos dlmkex/Ex g, F
= dimkA/fn+1 ¥, por un cdlculo inmediato dimkA/f’n+1 =

(n+1)dimkA/f = (n+1)dimk6x/gx+§x . De ahi que se obtenga

x(6/€n+1

+Z) = (n+1)x(B/E+g) =
= (n+1)(C.C")
De forma andloga resulta

x(8/E%+7) = n(c.ct)

R

Observando ademds que ¢ £z implica x(6/%¢) = x(8/Ez) , 1a

relacidn (2) se convierte en

n+1)

x(0/8 - x(8/g™) =

x(C+C") - x(C"™) + (n+1)(c.c") - n(c.C') =

x(C) - n(c.c)
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Basta ahora sumar para obtener la funcidn asociada a C sobre

S

F(n) = x(8/E™) = -%(C.C)nQ + (1-pc+%(C.C))n
escribiendo ¥(C) = 1 - Po donde P, es el género virtual de
c .

Del cdlculo resulta en particular el caracter polindmico
de la funcidn asociada a una curva localmente principal sobre
una superficie C. M.. Se observa que la anterior definicidn
de (C.C) queda justificada al aparecer (C.C) en la funcidn
asociada que por definicidn no depende mids que de la curva y

la superficie.

§6.La"diferéncia Pg_= Pg .

cm

Volvamos ahora a los resultados del capitulo V. Con la
introduccidn de la funcidn asociada a una curva el teorema V.8
se enuncia, suponiendo ahora que S es una superficie irredu-
cible no necesariamante C. M.: la diferencia Pg - Pg entre
el género virtual de S y el de su transformada C. M?mes, pa-
ra n suficientemente alto, la diferencia entre el valor de
la funcidén asociada a la curva cortada sobre S por una hiper-
superficie que pasa por todos los puntos no C. M. y el valor
de la funcidén asociada a la transformada, en S , de dicha

cm

curva.
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do las transformaciones a las que actuan sobre los puntos xl,

<+esXy Yy sus transformados, se obtendrd, en lugar de SCm una

superficie § , finita sobre S , isomorfa a S sal-
Xl,.-.,Xh
vo en los puntos Xys+» %y cCUYOS inicos puntos no C. M. son
los que corresponden a X R S
d P ht1? ' %n

Considerando ahora en S una subvariedad localmente prin-
cipal que contenga a los puntos Xqse++5Xy » Su parte uno-dimen-
sional serd una curva y es posible probar, como en V.8, que
la funcidn asociada a dicha curva difiere de la asociada a su
transformada en S ... -7 4, para valores altos de n , en

Xl,...,Xh
la diferencia de géneros virtuales entre ambas superficies.
La curva transformada es localmente principal y pueden aplicar-
sele, con algunas modificaciones, los c&lculos que hemos efec-
tuado para una curva localmente principal sobre una superficie
C., M., utilizando que dicha curva transformada no pasa por los
puntos no C. M. de S . Resulta con ello un andlogo
X1 54+00 39X
de VI.4 que asegura el caracter asintoticamente polindmico
de la funcidn asociada, el término independiente del polinomio
correspondiente es la diferencia entre el género virtual de S
y el de S .
X4 s+e++3%Xh
El caso de las curvas sobre S que no pasan por ninguno

de los puntos no C. M. se reduce inmediatamente al de curvas

sobre una superficie C. M. ya que la funcidn asociada a una
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de estas curvas coincide con la funcidn asociada a su transfor-

mada en S .
cm

§7. La diferencia p. - p=.
S S—
Si examinamos ahora el teorema V.12, resulta que la dife-
rencia de géneros virtuales Pg - Pg entre la superficie trans-
formada y la original viene dada también como diferencia de

valores, para n suficientemente alto, de dos funciones aso-

ciadas: (6/£(n)) es la funcidn asociada a la curva definida
por b y (§Y£n§) lo es de su transformada por = ya que,
al ser 25 localmente principal, g“@ = (Qg)n = (25)(n). Se

observa ademds que esta Gltima es un polinomio en n de gra-
do dos carente de término independiente, utilizando de nuevo
que 25 es localmente principal.

De ahi el

Teorema VI.5. Sea S wuna superficie C. M., C una curva

reducida de S , S la transformada de S respecto de C ,

Si C" es una curva cualquiera sobre S entre cuyas componen-

tes se hallan las de C y cuya transformada en S es local-

mente principal, la funcidén asociada a C" en S es, para n

suficientemente alto, un polinomio en n de grado dos cuyo

término independiente es la diferencia Pg - pPg entre los gé-

neros virtuales de S y S. Los otros dos términos del poli-

nomio coinciden con los correspondientes en la funcidén asocia-
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da a la transformada de C".

En particular resulta

Corolario VI.6, El término independiente del polinomio

que corresponde a la funcidn asociada a C" depende finicamen-

te de C .

El papel de <C" en el teorema anterior puede desempefiar-
lo, en cualquier caso, una cualquiera de las curvas auxiliares
C', en las condiciones de IV.4, utilizadas para definir la trans-
formacién‘intermedia S « 81,

Los resultados del final del capitulo V aseguran que si
la dilatacidn de S con centro en C es finita, la propia ¢C
puede tomarse en lugar de C' Dpuesto QUe verifica las condi-
ciones de IV.4, hecho que utilizaremos en el capitulo X.

También puede tomar C el lugar de C'" si su transfor-
mada en S es localmente principal, en cualquiera de los doé
casos! resulta que la funcidn asociada a C es, para na,SQ—

ficientemente alto, un polinomio en n cuyo t&rmino indepen-

diente es la diferencia de géneros Pg - Pg-

! En la demostracidn de V.14 se ha visto que si la dilatacidn

en C es finita, la transformada de C en S es localmente

principal, cabe la posibilidad de que el reciproco sea también

cierto y los dos casos citados sean en realidad uno solo.
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En lo que se refiere al caracter asintoticamente polind-
mico de la funcidn asociada a una curva reducida sobre S |,
este queda asegurado en el caso en que la dilatacidn centraaa
en la curva sea finita, el polinomio correspondiente es de gra-
do dos y su término independiente depende tan solo de las com-
ponentes de la curva que sean miltiples en S, resultando nulo
si no existieran. La demostracidn de esta filtima afirmacidn
es inmediata sin mds que atender a la caracterizacidn de IV.6.

Hemos observado ya ( capitulo IV ) que si S es una su-
perficie irreducible cualquiera, tomando primero su transfor-
mada C. M., SCm s ¥V efectuandé a partir de ella un nlmero fi-
nito de transformaciones centradas en curvas miiltiples se al-
canza la normalizada S . Los teoremas VI.4 y VI.5 determinan
la variacidén de género virtual en cada paso, como el té&rmino

independiente del polinomio que corresponde a una funcidn aso-

ciada a una curva sobre la superficie a transformar.



CAPITULO VII. REPRESENTACI®ON DE CURVAS EN EL ESPACIO,

Dedicamos el resto de la memoria al cdlculo de la funciédn
asociada en algunos casos particulares con vistas a obtener
una expresidn efectiva de algunas variaciones de género virtual.
En este capitulo 6btendremos algunos resultados que nos son
necesarios, relativos a representacidn de curvas del espacio

proyectivo tridimensional como interseccidén de superficies.

§1. Diversos puntos de vista sobre la definicidén de intersec-

cidn de variedades algebraicas.

Conviene en primer lugar precisar la definicidn de varie-
dad interseccidn de otras: desde luego no podemos admitir una
definicidn meramente conjuntista diciendo que una subvariedad
W de una variedad V es interseccidn de otras subvariedades

s Vm cuando el espacio subyacente a W 1lo sea de los

gorees
subyacentes a V ,...,V . Tal definicidn equivale a ignorar
toda la estructura de una variedad algebraica que estd super-

puesta al espacio subyacente y ha sido ya rehusada por los au-
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tores clasicos de la escuela italianal.

Supongamos por un momento que V sea afin de anillo A.
Sean Db el ideal correspondiente a la subvariedad W vy a,,

cee @0 los correspondientes a Vi,...,Vm . E1 hecho de que
el conjunto subyacente a W sea interseccidn de los subyacen-

tes a V v equivale a que el radical de b coincida

1o+ Vp b
con el de ast...ta ~ pero ambos ideales pueden diferir en sus
primos asociados ( correspondientes a componentes sumergidas )
o en sus componentes primarias.

En particular, en la discusidn de [6], libro V , capi-
tulo 5°, sobre la posibilidad de representacidn de la quinti-
ca de Vahlen como interseccidn de tres superficies, se calcu-
la el nimero de puntos de interseccidn ulterior de tres super-
ficies que pasan por la quintica, este resulta positivo y se
observa que.si, para una eleccidn particular de estas superfi-
cies, los puntos de interseccidn ulterior cayeran todos sobre
la quintica, tampoco en este caso deberd entenderse esta como
interseccidn de tres superficies: la interseccidén seria enton-
ces una variedad reducible una de cuyas partes es la quintica,

las restantes son un n@mero finito de puntos sumergidos en la

curva. Este mismo~problema puede verse tratado en P7] en co-

lcitemos al respecto la distincidn de Severi entre interseccién

e interferencia de variedades algebraicas ([2i} pag. 224 ). No

deja de resultar sorprendente la comparacidn con Lu], pag. 216.
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nexidn con la representacidn de Perron ({19]) de la menciona-
da curva como interseccidn de tres superficies, donde se recha-
za tal representacidn por las razones ya apuntadas y se calcu-
la adem&s la multiplicidad con que aparecen en la interseccidn
las componentes sumergidas que ya hemos mencionado. Lo mismo
podria decirse con referencia al resultado mds general de Kne-
ser [9] 1,

La consideracidn, en el marco de la teoria de esquemas,
de variedades algebraicas no reducidas nos permite manejar con
precisidn lo que en otros términos se entendia como variedades
contadas con una cierta multiplicidad y distinguir entre dos
variedades con el mismo conjunto subyacente?.

Si ahora V es una variedad algebraica cualquiera‘y Vl’

...,Vm son suvariedades de V dadas por haces de ideales 24>

1

. »

Una lectura atenta de los textos citados de Enriques-Chisini
y Severi muestra muestra que tales autores estaban muy lejos

de plantearse el problema de la representacidn de una curva
como interseccibén de superficies en un sentido meramente con-
juntista, por demd@s contradictorio con el espiritu general de
la geometria algebraica; no parece por ello aplicable a dichos
autores lo expresado el el prdlogo ( pag. 12 ) de [11.

2 véase la discusién de f?] ( pag. 18 ) sobre la necesidad de

considerar variedades definidas por ideales no radicales.
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SRIEY: S llamaremos interseccidn de Vi""’vm a la subva-
riedad de V definida por el haz de ideales a;*t...ta , se-
fialando que tal subvariedad no tiene por que ser reducida ni
pura y puede presentar componentes sumergidass

Tal definicidn estd de acuerdo con el concepto de inter-
seccidn manejado por Severi en la memoria ya citada [2ﬂ , don-
de se exige, para representar una curva irreducible no singu-
lar del espacio, que esta aparezca como interseccidn '"simple
y completa'" de varias superficies: decir que la interseccidn
sea completa equivale a exigir que la curva sea interseccidn
de las superficies en un sentido meramente conjuntista y la
simplicidad de la interseccidn equivale a que, segiin las defi-
niciones de la memoria citada, las superficies se corten con
multiplicidad uno en cada uno de los puntos de la curva. Des-
de nuestro punto de vista, ello evita que el ideal que define,
en cada punto, la interseccidn difiera del de la curva por el
hecho de ser primario y no primo o por presentar alguna compo-
nente sumergida, puesto que en cualquiera de los dos casos re
sultaria una multiplicidad de interseccidén de las superficies
en algun punto méyor que uno.

Desde un punto de vista mds actual, la interseccidn defi-
nida aparece como el producto de Vl,...,Vm en la categoria
de las subvariedades de V , con ello es una interseccidn en

el sentido abstracto de la teoria de categorias.

a
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§2. Curvas localmente interseccidn de dos superficies.

Designemos por C wuna curva del espacio proyectivo Pa(k).
Sea Q el haz estructural del espacio proyectivo, I el haz
de ideales correspondiente a C. Diremos que la curva C es
localmente interseccidn de dos superficies en uno de sus pun-
tos x cuando el ideal ix de Qx admita .un sistema de dos
generadores.

Sea U un entorno afin de x en Pa(k) gque no conten-
ga otras componentes de C que las que pasan por x., A el

anillo correspondiente e I el ideal de C en A . Q. es

un localizado de A, ix = Eﬂxv y si la curva es localmente in-

terseccidn de dos superficies en x podemos suponer que los

dos generadores fl’ f2 de ix estdn en A. Resulta entonces

que las componentes primarias de I y las del ideal flA + f2A

.

que estd@n contenidas en el ideal m. correspondiente a x coin-

ciden, ya que al localizar en m_ , (f1+f2)Qx =I,=12 . Eli-
giendo un elemento g € A, no nulo, contenido en todas las com=~
ponentes primarias de f A + f,A mno contenidas en m, Yy no
perteneciente a m_, el abierto afin D(g) de spec A = U es
un entorno afin de x y en su anillo Ag el ideal de la cur-

va, £Ag, y el generado por fl’ f2 coinciden. Resulta asi que

existe un entorno afin de x en el que la curva es intersec-
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cidn de dos superficies ( las de ideales flAg’ fQAg en D(g) ).
Reciprocamente es obvio que de verificarse tal condicién el

ideal admite dos generadores.

I

=x
Nota: los resultados de este capitulo se referiran exclu-
sivamente a curvas que son, localmente en cada uno de sus pun-
tos, interseccidn de dos superficies.

Para justificar la introduccién del concepto de curva lo-
calmente interseccidn de dos superficies en cada punto compro-
baremos en primer lugar que la familia de tales curvas contie-
ne todas aquellas curvas irreducibles que presentan singulari-

dades planas, en particular todas las curvas no singulares!

§3 Algunos lemas~-

Recordemos en primer lugar que si GX es el anillo local
de un punto de una curva cualquiera y m, su ideal maximal,

se llama espacio tangente de Zariski a la curva en x al es-

! Un ejemplo sencillo de curva que no es localmente intersec-

cién de dos superficies en uno de sus puntos es el ya citado
de Northcott, [18] pag. 29 . Basta observar que no hay coinci-
dencia entre potencias ordinarias y simbdlicas para el ideal
en el origen y aplicar II.2. Pueden verse también los ejemplos

de Macaulay en [2].



07

pacio vectorial sobre k = Bx/mx , gx/ﬁi . La dimensidn del
espacio tangente de Zariski es uno si y solo si X es un pun-
to no singular dé la curva. Se observa también que tal dimen-
sidn viene siempre mayorada por la del espacio proyectivo en
el que se suponga sumergida la curva, Un resultado de Samuel

( [20] ) asegura la posibilidad de sumergir en un espacio afin
de dimensién n ( n » 2 ) un cierto entorno de un punto de
una curva con tal que la dimensidn del espacio tangente de Za-
riski en el punto seé menor o igual a n . Nosotpos tomaremos

este resultado en la férma del

Lema VII.1 ( Samuel ). Sea C una curva irreducible del

espacio proyectivo Pa(k), x un punto de C en el gue el es-

pacio tangente de Zariski tiene dimensidn menor o igual que dos.

Existe una proyeccidn sobre P2(k) desde un punto de Pa(k)

~que induce isomorfismo entre el anillo local de C en x

y el de su proyeccidn en el punto correspondiente a x .

De Abhyankar ( fl] pag. 65 ), adaptando su resultado al

caso local, tenemos:

Lema VII.2. Sea B_ el localizado de k[xi,...,xn] en

el ideal correspondiente al origen, Bm el localizado de

k[Xl,...,Xml también en el ideal correspondiente al origen.

Supongamos m £ n , sea ¢ la inclusidn B > B y a un
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ideal de B . Si o induce isomorfismo G:Bm/gf\Bm ~ B /a,

tomando Fi € Bm tales que Fi = X, mod. a , i = m+l,...,n ,

el ideal a &estd engendrado por los elementos de irﬁBm v

los Fi - Xi , 1 = m+l,...,n .

La demostracidn sigue la de Abhyankar con las necesarias

modificaciones.

16 ' o= - -
Demostracién. Sea a (gf\Bm)Bn + zi(Fi Xi)Bn' Se ob;er
va inmediatamente que a'f\Bm = a(\Bm. Resulta entonces
§
I~ = ' '
B /a B /alNB_ B /a'MB > B /a (1)

n —
donde & es el morfismo inducido por o.
Si tomamos z € Bn/i' , vendrid representado por una frac-
cién, z = P/Q con P, Q & k[X;,...,X ] , Q(0,...,0) # 0 . Te-
n
niendo en cuenta que los Fi elegidos cumplen Fi = Xi mod a'

por la definicidn de a' , resulta obvio que P'(Xi,...,Xﬁ) =

P(Xl""’xm’Fm+1""’Fn) = P(Xl”"’xn) mod a' y también

QM (X s enXp) = QUXy e X 0Py b F) S QMK 5,000, X ) mod al.
Ademds, si Q'(Xl""’xm) se anulara para X; = ... = X_ =0,
como los Fi son también nulos en el origen, Q(0,...,0) = O
contra la hipdtesis P/Q ¢ Bn . De ahi que Q' sea inversible

eh B y P'/Q' de lugar a una antiimagen de z por § . Com-

m

probado ya que ¢ es isomorfismo, basta observar que el iso-

morfismo compuesto en (1) conmuta con las proyecciones al co-
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ciente para deducir de Bn/i' = Bn/i la igualdad a' = a.

En el caso particular en que n =3 , m =2 y a es el

ideal en el origen de una curva del espacio, a.r\B2 seri un

ideal principal, correspondiente a la proyeccidn de la curva
sobre el plano de los dos primeros ejes. Si G es la ecuacidn

( local ) de la proyeccidn de la curva en el plano, GB2 = if\BQ,

con las hipdtesis del lema resulta a generado por G y una

fraccidén de la forma X3 - F(X1=X2) lo que equivale a una re-

presentacidn monoidal, localmente en el origen, de la curva

como interseccidn del cilindro G(X1’X2) = 0 y el monoide

X, = F(Xi,X ) .

3 2

Proposicidn VII.3, Si C es una curva de PS(k) y X un

punto de C en el que el espacio tangente de Zariski es de

dimensidn menor o igual que dos, C es localmente interseccidn

de dos superficies en x , supuesto que C sea irreducible.

Demostracidn. Por VII.1 existe una proyeccidn en un pla-

no que induce isomorfismo entre el anillo local de C en X

y el de su proyeccidn en el punto correspondiente. Basta tomar
un sistema de coordenadas apropiado para aplicar VII.2 y ob-
tener la ya mencionada representacidn monoidal de C localmen-

te en X.

Se observa que toda curva no singular de .P4(k) es, en

particular, localmente interseccidn de dos superficies en ca-



100

da uno de sus puntos.

84, Primera representacidn de curvas por interseccidn de super-

ficies.

Probaremos en el § siguiente que si una curva C.es local-
mente interseccidn de dos superficies en cada uno de sus pun-
tos, existe una superficie que pasa por C y sobre la que C

es localmente principal. A tal fin demostraremos 1la

Proposicién VII.4. Si C es una curva de P,(k) , local-

mente interseccidn de dos superficies en cada uno de sus pun-

tos, existe un recubrimiento de C por dos abiertos afines

u, , U de Ps(k) y cuatro superficies del mismo grado, Si’

3s S, » de modo que C es interseccidén de S5, y S,

en U1 mientras lo es de S3 y Su en U2.

Demostracidn. Sean Cy5...,C, las componentes de C y
sea U un abierto afin del espacio que corte a cada una de
ellas, tomemos puntos x; € Cif\U , 1 =1,...,8 . Llamaremos

A al anillo correspondienta a U y a al ideal de A que
define la curva en U . Si designamos por § el haz estructu-
ral de P3(k) , por hipétesis gﬂxi = (fi,gi)QXi para cada i .

En virtud de I.2 existen f, g € A tales que aQ, = (f,g)QX
i
i=1,..,5 . Si consideramos el ideal (f,g) del anillo A ,

se trata de un ideal que define una curva en U que se expre-
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sa como C mds una segunda curva sin parte comin con C. En

efecto: las componentes primarias de (f,g) contenidas en

alguno de los ideales maximales m., de A correspondientes
a los puntos x; coinciden con las de a, dado que al locali-
zar en m, , EAEi = g@xi = (f,g)QXi = (f’g)AEi . Teniendo en

cuenta que cada componente primaria de a estd contenida en

alguno de los m; , resulta (f,g) = i/\gir\...f\gr donde los

q5 son primarios, no contenidos en ningln m. Consideremos
ademds un plano, de ecuacidn homogénea H = 0 , que, cortando
a U , no pase por ninguno de los x; , sea h el ideal corres-
pondiente al plano en A . El1 ideal gir\...{wgrfyh no esti
contenido en ninguno de los m. y podemos elegir un elemento

R,eiin...f\grnh—g_iu...‘.lms. Sea U1 el abierto afin

U, = D(R)c spec A = U y A

1 el anillo correspondiente, loca-

1

lizado de A &en el sistema multiplicativo de las potencias
de 2 ., Resulta inmediatamente, por la eleccidn de £ , que

el ideal generado por f, g en A1 coincide con el de C,

EA1 . Escribiendo f = Fl/G , £ = F2/G donde T F,, G son

1,
polinomios homogéneos del mismo grado, G no nulo en ningfn

punto de U, , la interseccidén de las superficies de ecuacio-
nes F1 = 0, F, = 0 es, en U1 » la curva C ., Se observa a-
demé&s que los grados de Pi’ F2 pueden aumenterse indefinida-

mente sin mas que multiplicar, en las fracciones anteriores,
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numerador y denominador por H 1lo que equivale a afiadir a las
superficies nuevas componentes disjuntas con 01 .

El abierto U1 corta a cada una de las componentes de C
por tanto C - U; se reducird@ a un nfimero finito de puntos,
sean  yy,...5¥o - Repitiendo el proceso anterior a partir de
los puntos Yyse+sY, » se obtendrd un abierto U2, entorno
afin de los Yy » donde C es interseccidn de dos nuevas su-
perficies FS = 0 , Fu = 0 . La arbitrariedad en los grados
permite tomar las cuatro superficies del mismo grado.

No se concluye de la proposicidn que las cuatro superfi-
cies obtenidas se corten en C globalmente, ello solo es cier-
to en el entorno Uiu U2 de C . En general la interseccidn

de estas cuetro superficies puede constar de C y otras com-

ponentes fuera de Ulu 02 .

§5. Existencia de una superficie &obre la que C es

localmente principal.

Teorema VII.5. Si C es una curva de P3(k) , localmen-

te interseccidn de dos superficies en cada uno de sus puntos,

existe una superficie reducible § que pasa por C tal que

C es localmente principal sobre S .,

Demostracidn. Cualquiera que sea la superficie S el haz

de ideales de C es principal, generado por 1 fuera‘de c .
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Hace falta pues ocuparse tan solo de los puntos de C .

Designemos por 6 el haz estructural de S , por
el de Ps(k) , si X es un punto cualquiera de C , Gx es
cocliente de QX por una ecuacidn local fx de S . El hecho
de que el ideal de C en ex sea principal equivale a que
el de C en Qx admita un sistema de dos generadores uno de
los cuales sea fx .

Debemos probar pues la existencia de una superficie S
que pase por C de modo que su ecuacidn local en cada uno de
los puntos de C pueda formar parte de un sistema de dos ge-
neradores del ideal de C en el punto .

Observemos en primer lugar que si A es un anillo local,
m su ideal mékimal y a = (f,g) un ideal generado por dos
elementos, tomando % € a , & = af + bg , basta que a & b
sean inversibles en A para que a admita un sistema de dos
generadores del que forme parte &: en efecto, si por ejemplo
a¢m, £ = a~ly - a_lbg y (f,g) = (8%,g).

Consideremos el sistema lineal engendrado por las cuatro
superficies de la proposicidn VII.4 y sean Ul’ U2 los abier-
tos considerados en la misma. Probaremos que una superficie
genérica AiFi + A2F2 + A3P3 + Aqu = 0 del sistema lineal
considerado cumple la condicidn del enunciado.

Sabemos que Fl/G , FQ/G generan el ideal de C en el
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abierto U1 , se tendrédn pues expresiones

F3/G A/M.Fl/G + B/M.PQ/G

Fu/G C/M.Fi/G + D/M.FQ/G

con A, B, C, D, M polinomios homogéneos, M no nulo en nin-

gin punto de U; .- Una ecuacidn en U, de la superficie F =

= AlFl + A2F2 + X3P3 + AuFu = 0 seri

F/G = (X1+A3A/M+XuC/M)F1/G + (A2+A3B/M+AuD/M)F2/G

Para que tal superficie cumpla la condicidn requerida en U1

basta que los términos Ai + AaA/M + AHC/M y A, + ASB/M + AAC/M

2

no se anulen simultaneamente en ningfin punto de Cf'\U1 . De

ocurrir esto en un punto x tendriamos

>
i

—AsA/M(x) - A4C/M(x)
(2)

>
n

~AgB/M(x) - A,D/M(x)

Interpretando (A, ,A,,A,,A

LAY como coordenadas homogéneas de

y)

un punto, al variar x en CﬂU1 el punto (Al,Az,As,A su-

W)
jeto a las relaciones (2) describe parte de una superficie y
por lo tanto es posible elegir Ai,kz,ka,Au de modo que no
se verifiquen simultaneamente las (2) . El mismo razonamiento
puede hacerse respecto de U2 , con ello, para una eleccidn

genérica de los Ai , sobre la superficie de ecuacidn homogé-

nea XlFi + A2F2 + ASPS + kuFu = 0 , C es localmente princi-
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pal. Una adecuada eleccidn de Fi’ FQ, FS’ Fu permite asegu-
rar que el sistema lineal no esta formado por las superficies
de un haz y una superficie genérica es por tanto irreducible
en virtud del teorema de Bertini. Puede procederse tambidn am-
pliando el sistema con una nueva superficie irreducible que

pase por C <con lo que la superficie genérica de este Gltimo

sistema lineal estard@ en las condiciones requeridas.

§6 Representacidn de una curva como interseccidn de cuatro

superficies.

El teorema anterior nos permite generalizar a curvas lo-
calmente interseccidn de dos superficies en cada uno de sus
puntos, el cldsico teorema que afirma que toda curva no singu-
lar del espacio es interseccidén de cuatro superficies ([6]

libro V —capitulo 5° , o [97] pdgina 238).

Como sefiala Severi en la memoria ya citada [27] ( pag. 266),
la teoria cldsica de curvas en el espacio se refiere a curvas
no singulares, ejemplos de Macaulay ( véase [2]) muestran que
el teorema es falso para curvas cualesquiera. De todas formas
la demostracidn de [G] no garantiza la no aparicidn en la in-
terseccibén de componentes sumergidas y, aun cuando parece re-
ferirse a curvas no singulares por el uso que hace del género,

no queda claro en las hipdtesis que asi sea. [?7] es mucho més

preciso en la hipdtesis y la demostracidn.
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Teorema VII.6. Si C es una curva de Ps(k) » localmen-

te interseccidn de dos superficies en cada uno de sus puntos,

C es interseccidn de cuatro superficies.

Demostracidn. Bastara probar que existe una superficie §

que pasa por C de tal manera que el ideal de C en S vie-
ne generado, en cada punto de S , por las ecuaciones locales
( reducidas mddulo el ideal de S ) de tres superficies que

pasan por C . A tal fin consideremos una superficie S, irre-
ducible,que pase por C de modo que:C sea localmente princi-
pal sobre S . Seguiremos en S un proceso parecido al de la
demostracidn de VII.4 . Sean E PRI O puntos elegidos en

cada componente de C , U un abierto afin de S que conten-

ga @8 Xysee.X. Y A el anillo correspondiente. Si

fla

es

el haz de ideales de C en S , por hipdtesis cada a X E S,

X 2

es principal. Aplicando I.3 resulta que existe f € A tal que

f0 = a para cada i = 1,...,s ( se designa por 8 el haz
X4 =X3

estructural de S ). Al igual que en la demostracidn de VII.4W,
el ideal fA difiere del de C en componentes primarias no
contenidas en ninguno de los ideales m. correspondientes a
los %, . Puede por tanto reducirse U a un abierto afin Ui’

con X, € U1 , 1 =1,...,8 , de modo que el ideal de C en

U1 venga generado por f .

Dado que U1 corta a cada una de las componentes de C ,
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c - 01 es un conjunto finito: C - U1 = {yl,...,ym}>. Por otra
parte, al ser S - U1 un subconjunto propio y cerrado de S ,
se tratard de una subvariedad cuyas componentes tendrén dimen-
sidén menor o igual que uno. Sean Z: s i=1,...,r , puntos

elegidos en cada una de las componentes de S - U1 . Como en

el caso anterior es posible determinar un abierto U, aque

contenga a los vy,

;0 2 de modo que el ideal de C en U

] 2

sea principal, generado por un cierto g . Se observa que f,

g son imégenes en el cociente ( por el ideal de S ) de cier-

tas funciones racionales P1/G1 ,~F2/G2 donde Fl’ PQ, Gi’ G2
son polinomios homogéneos, G1 no nulo en ninglin punto de Uy |
y G2 no nulo en ningin punto de U2 . Consideremos las super-
ficies F1 = 0 ; F2 =0 vy una tercera F3 = 8 que pase por C
sin pasar por ninguno de los puntos de S - U1U U2 . Ello es
posible porque, por contener U2 puntos de cada componente

de S - U1 sy S - Ulu U2 se reduce a un nfimero finito de pun-

tos. Ecuaciones locales de cualquiera de las tres superficies
pertenecen al ideal de C ya que las tres superficies pasan

por C. En cualquier punto de U1 la ecuacidn local de P1 =

= 0 genera el ideal’de C en S , lo mismo ocurre en el abier-
to U2 con las ecuaciones locales de F2 = 0 y finalmente

en los puntos de S - u,vu, la ecuacidn local de Fy =0 es
inversible y genera el ideal de C en estos puntos ( que es-
tédn fuera de C ) pues este es todo el anillo local. Resulta

con ello que la interseccidn de las tres superficies con S

es C
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CAPITULO VIII. LA FUNCION ASOCIADA A UNA CURVA EN EL ESPACIO.

Designemos por C una curva de Pa(k) localmente inter-
seccidén de dos superficies en cada uno de sus puntos y sean
el haz estructural de P3(k) s A el haz de ideales de C en
Ps(k) . Al igual que sobre una superficie puede considerarse,
cualquiera que sea C , la funcidn asociada en el espacio ,
F(n) = (Q/é(n)) . Probaremos en este capitulo que tal funcidn,
para curvas localmente interseccidn de dos superficies en ca-
da punto, es polindmica y la calcularemos explicitamente.

Sea S una superficie irreducible que pasa por C de
forma que C es localmente principal sobre S ( VII.S5 ),
Designemos por 6 el haz estructural de S y por a el haz
de ideales de C en S que, por hipdtesis, es localmente prin-
cipal. Llamaremos I al haz de ideales de S en Ps(k) , se
trata también de un haz localmente principal. En virtud de 1la
proposicidn II.1; tanto para A como para a , las potencias
simb6licas coinciden con las ordinarias.

En el capitulo V hemos calculado la funcidn asociada a

C en S
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Xx(8/a™ = - J(c.c)n® + (1 - p, + i(c.c))n

C
donde el nfimero de autointerseccidén se entiende, desde luego,
calculado en S . De la sucesidn exacta de haces

+ /A" » g/a" + 0

0 > L+A"/A
resulta

x(Q/8%) = x(8/a™) + x(1+A"/A™) (1)

El primer término es ya conocido; por lo que respecta al segun-

do, obviamente se tiene un isomorfismo

I+A"/A% = A7/1 A7
Probemos en primer lugar que if\én = ién—i : si x es un pun-
to cualquiera de Ps(k) - € la igualdad es obvia puesto que
n _ ,n-1 _ _ . -
A, = éx = éx— Qx . 81 xeC , L (fx’gx) donde fx ge-
nera ix y g, genera, al cociente por ix » &, . La hipdte-
sis de que éx corresponde a una curva asegura que todos sus

ideales primos asociados son de altura dos con lo que g, ™mo
puede ser divisor de cero mddulo f, - Si un mGltiplo de £

n - L4
es de Ax , se tendr& una expresidn

- n n-1 n
fxf an,ogx + an—i,lgx fx T ao,nfx
. - nN - —n
Reduciendo mdédulo fx , 0 = an,ogx de donde an,o £ (fx) y
el coeficiente £ Se exXpresa como elemento de é:—l. Resul-

ta énfyi c én_ii y la otra inclusién es obvia. Tenemos pues,

N
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1/1na" = /1877 = @/a" e 1
Si designamos ahora por I' el haz de ideales de una superfi-
cie S' del mismo grado que S, I =~ I' , isomorfismo de Q-mb-

dulos obtenido mediante multiplicacidn por el cociente de las
ecuaciones homogéneas de ambas superficies. Elijamos S' de
modo que corte a C en un nfimero finito de puntos. Se tendra

. 1 n-1 1

n- - t N 1 Lt
0/a" "e,1 = a/a" o1t = 11/10

Del hecho de que S' no contiene ninguna de las componen-
tes de C, resulta que I' no estd contenido en ninguno de

los haces de ideales primos asociados a A que son exactamen-

te los de i(n_l) = in_i, ello permite demostrar facilmente !
que i'in_i = i'f\én-i de donde
AV AT S A SV S A
y podemos considerar la sucesidn exacta
0 » £'+én—1/in—1 N Q/én—l - Q/in_1+i' > 0
Se tendra por lo tanto
1 En efecto, si 1, = (hx) » b, no pertenece a ninguno de los

primos asociados a ix , es decir, hx g L designando por I

el complementario en QX de la unidn de dichos ideales, si

n-1 -1 n C_ (n)
ah, e A , entonces a g (J éx)(\ﬂx = A, y en nuestro
caso é(n) = A" .

1

X
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X (I+A"/A™) = y(a/a™ 1) - y(a/a™ te1n) (2)
El haz Q/in—1+i' estd concentrado en un nfimero finito de pun-
tos y
n-1 _,, _ ) . n-1__'
(Q/A *1 ) = Xx € S'ncdlmknx/éx +ix
Si S8' «corta a C con multiplicidad W, en un punto x .( es
. . v
decir, dlmkgx/éx+ix = My ), calculando resulta
. n-1 _, _ 1
dim @ /A "+1! = ﬁ(n + 1oy,
Mas fdcil resulta el cdlculo si se toma S' como una superfi-

cie formada por planos pasando todos por una recta disjunta

con C vy que cortan a C +transversalmente.

~

En cualquier caso, . si § es el orden de C y m el de
S, m§ = Jou, ¥
X(Q/én—1+£') = %Gm(n + 1)n

De ahi, utilizando (1) y (2)

n-1)

x(/A™) - yx(a/a = %(8/2") - Zsm(n + 1)n =

9 ‘
((c.c) + ém) + n(1 - p. + %((C.c) + &m))

NI

C

Sumando

3 2 7
- g ((c.cl+8m) + g (1-pc) +»g(3_3pc+(c,c)+5m)

x(a/a™)

Se hace necesario ahora independizar el resultado de la super-
ficie auxiliar S , dedicaremos el prdéximo capitulo a ello pro-

bando que (C.C) + &m = 2p, - 2 + 4§ con lo que .quedard pro-
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bado el

Teorema VIII.1, Si C es una curva de“:Pa(k) , de haz

de ideales A , localmente interseccidn de dos superficies

en cada uno de sus puntos, llamando 6 al orden de C vy

P, a su género virtual, la funcidn asociada a C en P3(k)

es el siguiente polinomio en n

(2p, - 2 + 4§)n° + a1 - pc)n2 + %(1 - pt 48 )n

ny
x(Q/A7) =- 5

[op 10 o



CAPITULO IX. LA IGUALDAD (C.C) + &m = 2p, - 2 + 4§ .

Demostraremos en este capitulo que si C es una curva
de Pa(k) , localmente interseccidn de dos superficies en ca-
da punto, y S una superficie que pasa por ( de modo que
C sea localmente principal sobre S , se tiene (C.C) + 6m =
= 2p, - 2 + 4§ , donde el nfimero de autointerseccidn (C.C)
estd calculado sobre S , m es el orden de S y § y Po
son, respectivamente, el orden y el género virtual de C ,

El resultado es conocido cuando la superficie S es no singu-
lar, véase por ejemplo [}é] §:121,.teniendo en cuenta que el
sistema candénico de una superficie no singular de orden m

de Pa(k) viene cortado por las superficies de orden m - U4,
Una extensidn de la demostracidn a nuestro caso, posiblemente
vidlida en caracteristica cualquiera, exigiria la consideracién,
sobre curvas y superficies singulares, de un cierto sistema
candnico virtual al modo del considerado en [25], capitulo IV
para ciertas curvas singulares. De este modo quizas pudiera

extenderse la relacidn clé&sica entre el sistema candnico de

una curva, el sistema caracteristico y la traza del sistema
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candnico de la superficie en la curva.
El resultado se establecerd en primer lugar para curvas
no singulares, extendiendose después a curvas reducidas para

probarlo finalmente en el caso general.

§1, Caso de una curva no singular.

Es esencial observar en primer lugar que, cualquiera que
sea la superficie S ( C 1localmente principal sobre S ) el
entero (C.C) + 8m depende tan solo de C y su inmersidn en
el espacio, puesto que en el capitulo anterior ha aparecido
como coeficiente de uno de los términos de la funcidn asocia-
da y esta es independiente de S . Resulta asi que para probar
en general la igualdad (C.C) + &m = 2pC - 2 ¥+ 48 Dbasta hacer-
lo para una eleccidn particular de la superficie S sobre la
que C sea }ocalmente principal. |

Proposicidn IX.1. 8i C es irreducible y no singular,

vale la igualdad (C.C) + &m = 2p, - 2 + 4§ .

Demostracidn. Puesto que basta comprobar la igualdad pa-

ra una superficie, utilizando un resultado de Severi, [27],
pag. 239, existe una superficie no singular S que pasa por C
forzosamente C es localmente principal sobre S y para una
tal superficie el resultado es bien conocido ( ver el ya cita-

do [32] 511 ).




