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Bia=0,para 1€i<k,k+1§asn,Luego {Vl,...,Vk} es invariante por ¢t

en x2=x2(q),...,xn=xn(q). |
Asi pues podemos tomar a lo largo de x2=x2(q),...,xn=xn(q),
=, ..50

v =?t(Vi),con lo que L Vi=0y A(Vi)=a1Vi,ya que O

(7

X 1 k*

Se razona igual para las restantes O,

-

Es evidente que la base de campos Vl,...V;,asi construida -
es difepenciable,ya que sobre la subvariedad xi=0 lo era y se
prolonga a través ae las curvas integréleé;de X,a fin de que
sea invariante'por ¢t'

Vamos a probar'ahoravque X isometria infihitesiﬁal de M,es ia
restriccién de una isometria infinitesimal dél éspacio eucli-

deo,si y solo si los tensores Ai,s definidos localmente tie-

ik’
nen’derivada de Lie respecto a X nula.
Empezaremos viéndolo para codimensidn uno y después lo

probaremos para cualquier codimensiédn.

Lema II1I-2,-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn n,

. . o . nt+l
inmersa isométricamente en R .Sea U entorno de p,punto de M,

en el que tenemos definido el tensor de Weingarten A.

Tesis.-Existe V entorno de p,VcU,y r0>0,tal que la apli-

cacidn x-+x+r€x,de V en un entorno tubular de V,es un diffeo- .

morfismo local para cada r con r<ro.

Demostracidn,- Los autovalores de A,ai,...,an,son funcio-




nes diferenciables.Tomando W entorno de p compacto WeU,en &1
las funciones ai,...,an,alcanzan médximo en valor absoluto k.

o - .
Tomando V=W,la aplicacidn en V,x——»x+r€k,lleva el campo Vi,

que es el campo tal que A(Vi)=aiVi,a i=Vi+raiVi=(1+rai)Vi.

Tomando r =1/k,si r<r ,como Ird. :|r”a.[<r‘k=1,resulta
‘ o o i i o

1+rai%0 y la aplicacidn es un diffeomorfismo local.
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Consecuencia de este Lema es que para cada punto p podé—

mos encontrar un entorno V de p y un nQmero r tal que la apli-

cacidn Vx(-r,r)—~+Rn+1 es un diffeomorfismo en la imagen.
(x,t) ———A—x+t5k ‘

Teorema III-1.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn n,

. . 2 . n+l
inmersa isométricamente en R .Sea p punto de M y U entorno

de p,en el que tenemos definido el tensor de Weingarten A,

Si X es una isometria infinitesimal de M tal que LXA=0.

Tesis.-Existe un entorno de p V,VcU,de forma que en este

entorno X es la restriccidn de una isometria infinitesimal de

Rn+1‘

Demostracidn.-En U tenemos definido & campo unitario'ner-

madk a la variedad,que extendemos a un. entorno tubular de U,de .

forma que §x+P£x=Ex;entorno tubular en el qué‘sé‘cumple la
condicién del Lema anterior.

Este campo £ tiene asociado un subgrupo uniparamétrico
por el que los puntos x de U van a.x+t£x.El campo invariante
por £ que sobre U es X,es X=X+tA(X).

Vamos a probar que este campo X es una isometria infini-

tesimal de Rn+1;




Para ello tomamos en U los campos ortonormales en que A
diagonaliza,vl,...,Vn,con LXVi=O.Si es necesario se reduce el
tamano del entorno.

Por construccidn Lgi=0.si'¢t es el subgrupo uniparamétri-
co de X vy Ws el de E,tenemosl¢§¢t=¢€¢ -

Extendemos los campos Vi,al entorno tubular de forma que
siendo Vi dichas extensiones se cumpla Lgvi=0,para lo cual
V.=v, ).

i l+rA(Vl)
Ahora biem como V°¢ =¢¢y  pesulta L;V,.=0.
st t's - X1
1

) i » o .. s l‘ n+ '
Para ver que X es una isometrfa infinitesimal de R bas-

9

N

tarid que probemos:L§(55)=LX5€+5LRE ,Li(&vi)fLi§Vi+§L§Vi

(Vivj)=LXvivj+vaXYj’

La primera y la segunda son inmediatas,para la tercera

Lz

hay que considerar si i#j,encuyo caso ViVj=0,y evidentemente
' . e 5= 2,2
= - =L~ o o = [o} =
se cumple,si i=j LX(vivi) LX(1+2r ;tr i) 0,ya que X( i) 0.

Teorema III-2.-Sea M variedad Riemanniana de dimensién n,
n+l
conexa e inmersa isométricamente en R .

Sea X isometria infinitesimal de M,tal que para cada pun-

to p de M,existe U entorno de p yv A tensor de Weingarten defi-

nide em este entorno,de forma que LXA=O.

Tesis,-X es la restriccidn de una isometria infinitesimal

, del espacio euclideo a la variedad.

Demostracidn.- Por el Teorema III-1,sabemos que para cada




punto de M existe un entorno en ek cual X es la restriccién
. e A e s s n+l . _
de una isometria infinitesimal de R .Sean U y V dos de tasx-:
les entornos abiertos de forma que UﬂV#ﬁ.La-interseccién de
los entornos tubulares nos dard un entorno tubular de UnV,en
el cual observando las extensiones de X vemos que serd la mis-
ma.Ahora bien si dos isometrias infinitesimales de un espacio
euclideo coinciden en un abierto deben ser la misma.Como M es
- : PR . n+l
conexa tendremos que X serd una isometria infinitesimal de R

cuya restriccidn a M seri X.

Vamos a dar ahora la generalizacidn del resultado anterior
para cualquier codimensidn.

Teorema III-3.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidén n,

n+n

inmersa isométricamente en R o.5ea X isometria infinitesimal

de M.Si p es un pinto de M y U un entorno de p,en el que te-

nemos definidos los tensores del fibrado normal Ailijk,tales

que Lx

.A_i=0 ’inj kf_(-)ﬁ

Tesis.-Existe un entorno de p V,VcU,de forma que en este

entorno X es la restriccidn de una isometria infinitesimal de

+
Rn no

.

Demostracidn.-En U tenemos definidos los campos unitarios

normales €1,...,€n +Estos campos los extendemos a un entorno
0

tubular de U en Rn+n°,de la forma siguiente:como queremos que




(gi,gj)=0,definimos Ej a lo largo de Ei pbr traslado parale-
lo euclideo,y lo mismo para gi a lo ;argo'de Ej.Esto podremos
realizarlo en un entorno tubular,cuya\ekiéfencia probaremos
més adelante.

Sea Y un campo en U,queremos que la extensidn que desig;

naremos por la letra Y,cumpla L, Y=0,para i de 1 a nb.Si Yy

£,

i
es una curva integral de Y,su transformada por el subgrupo

unlparametrlco de g ,Serd yt+r£i ,cuyo campo tangente es
¥y
Y4+rA (Y)+r s..(Y)g =Y.

Lo hecho a lo largo de gi,podémos hacerlo a lo largo de

cualquier direccidn normal.Si en p consideramos la direccidn
Eqt.oota_ E con a2+...+a2 =1.S8e considera el cam-
1>1. n_’n,’ 1 n -
o © o]
1£1+...+an gn ,cuya derivada de Lie respecto X es cero
o o
ya que los a, son constantes.Es facil ver que a lo largo de

nermal a

po a

esta direccidn la expresiSn de Y es Y+ﬁa1A1(Y)+.;.+ran AL (Y)+
o o

tra, lj(Y)E..

N

Vamos a probar ahora que las dlstrlbuc1ones {51,...,5 }
Ty

{T(M)+r A (T(M))+...+ra A (T(M))4r als (T(M))g },son involu-
Do Mo

tivas y qomplementarlas.
Para ello veremos que la aplicacidn de Tq(M) en Tq+rg (R"*%0)
q

por la que V—-sV+rA(V) ,domde A es el tensor de Weingarten
asociado a la direccidn normal £es inyectiva si- r<ro.Para ver

la existencia de r_,se considera Vi,...,Vn,base ortonormal de




campos en un entorno de p.Las funciones ||vv V.|| son funcio-
i
nes diferenciables en el entorno,por tanto estén acotadas su-

periormente en un entorno compacto W contenido en el anterior;

)
sea k dicha cota superior.Se toma V=

2 2 2
llvvivljl > (A (V)Vy) +...+(An°(Vi)V1)

5 2 2 2
||VVivn|l > (A, (V )V ) +...+(Ano(v.)v )

De lo que resulta IIA (v, )Il <||V Vlll +...+]|V v ||2<nk?;
Vi Vi

Luego |!A (v, )||</—k
Sea V unitario V=a,V too.ta Vv ,a2+;.;+d2=i;Como\A.(V)=
11 1 n i

=a1Aj(V1)+...ﬂahAj(Vn).|lAj(V)I|<a1||Aj(V11{\f:;F+an||Aj(Vn)||<
<nv/nk. |

En la aplicacién V—= V+r(a,A (V)+...+a A (V)),tenemos

1 1

que la norma del segundo sumando de la imagen es <rn /H k.
Tomando r°=1ﬂn2/ﬁ k). Para ;odo r tai que r<r _,la aplicacidn
anterior seri inyectiva.

De aqui resulta que para r<r,,la apiicacién V—= V+rA(V)+

+r alslj(v)g ,8eguird siendo inyectiva.

Asi pues es posible encontrar un entorno de p,que por co-

modidad,llamaremos ¥ y un R>0,tal que la aplicaciém definida

Ng \ n+n - .
en Ux(-R,R) con imagen en R O,por la que (q,ti,...,tn ) tie-

o}

ne por imagen q+t1£1q+...+tn En ,es un diffeomorfismo.Con lo-
o o

que quedd probado que las dos distribuciones son involidtivas



Es una comprobacidn rutinaria el ver que se cumple LE

: 1
en todos los puntos del entorno tubular de V.

n

Para probar que X es una isometrfa infinitesimal de R"'Po,

consideramos un punto cualquiera q=x+r£x,pava £ cierta direccidm

normal en X,para no complicar los cédlculos supoﬁdremos E=Eq.

v,=0,

Sea Vl,...,Vn,base en la que Ai,diagonaliza y cumple Lx

hemos de probar que se cumple:

Li(gigj)=ngi'Ej+£{Ligj‘

La primera es inmediata,para ver la segunda hay que con-

11,220,y como LgV

X azo’

siderar V&Ei=rsli(va) y Li(Vaﬁi)=rLXs
ya que los subgrupos uniparamdtricos de X y Ei conmutan yLi§i=0
por construccibén,vemos que la segunda también se cumple.Para
= = 2

la tercera VaVB-(1+raa)(1+raB)6aB+r sij(va)sij(vﬁ)’Por tanto
bastard ver que Lx(aa)=0,lo que sabemos se verifica ya que

los a, son los autovalores de Al'
Por tanto X es una isometria infinitesimal.

e g e e e = o e M wn e T v o e

Teorema III-4,.-Sea M variedad Riemanniana de dimensién n,

‘ . . . n+n
conexa,inmersa isométricamente en R o,

Sea X isometria infinitesimal de M,tal que para cada pun-

to p de M,existe U entorno de p en el que tenemos definidos

V:o,‘

24




los tensores del fibrado normal Ai’s4k’de forma que LXAi=O’
3 S0
Exijkig'
Tesis.-X es la restriccidn de una isometria infinitesi-
mal de Rn+no a la variedad.

La demostracidn es andloga a la del Teorema III-2.

Antes de pasar al estudio de los casos en que a partir
de las isometrfias infinitesimales de la variedad sean restriccidn
de isometrias infinitesimales del espacio euclideo,podemos de-
ducir la rigidez de las inmersiones;vamos é estudiar algunas
propiedades de las isometrias infinitesimales del espacio eu-

clideo.

§2.Grupos uniparamétricos de las isometrias infinitesimales

del espacio euclideo.

Vamos a empezar estudiando las matrices reales antisimé-

tricas.Sea (a,.),con a,.=-a.,,
1] 1] Ja

,80rrespondiendo a ¢ endomorfismo
de E espacio vectorial real con un pfoducto escalar definido
en é1.

Podemos considerar que det.(aij)#o,ya que si es cero
podemeos considerar el ortogonal del Nficleo y restringif ¢ a &l.
Asi pues podemos estudiar (aij$ con determinante distinto de

cero y un nfimero par de filas y cdlumnas,ya que si fuese impar

el determinante seria cero.
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Proposicidén III-2.-Sea ¢ endomorfismo antisimétrico en E es-

pacio vectorial real,con un producto escalar definido en él,

con det.¢f0.

Tesis.-Existe una base ortonormal de E,en la que la ex-

presidén de ¢ es:

Y

(

O'aio ..Qo
-a10 0 0
¢=| 0 0 .

00 -a o0
\ ' .

Demostracidn.- Complexificamos E y lo representamos por

Eg,el cual tiene dimensién real 2n y dimensidn compleja n.

Sea v vector propio de valor propio complejo A(A no pue-
de ser real).¢(v)=Av.$(V)=2d(v)=iv.Luego v es vector propio de
valor propio A. |

Para v hay dos posibilidaes v=ie2,b;v=e1+ie2.Si v=ie2,

¢(v)=Aie2,¢(G)=¢(-ie2)=v¢(ié2)=—xie£=X(—ie2).Luego v es vectori

propio de valor propio A A=X,por tanto )\ es real lo que es
absurdo.vhtampoco puede ser e1+iae1,con o real,ya que tendria-

mos ¢(e1+iae1)=Xe1+iAae1 : e _
I —-—>¢(e1)=1/2((A+>\)e1+ai(>\->\).e1).
¢(e1—iae1)=Ae14iAae1 ‘

Y ey seria vector propio de valor propio real.

Per tanto v=e1+ie2,con e, ¥V e, linealmente independientes.

¢(v)-5=Av-;=—v~¢(5)=-XVO;.Como v~§=e§+e§,resulta que
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A+X=0 y X es imaginario puro.

El subespacdo {v,v},es invariante por ¢,es facil ver que
{V,G}Ltambién lo es,en el cual se vuélve a hacer el mismo ra-
zonamiento y llegamos a EC=EILE2¢...4En.Donde ca@a subespacio
Ei,es de dimensién compleja dos y tiene tfaza real también de
dimensidn dos,Ei es el subespacio anulado por ¢2+a§.

En Ei,consideramos e, unitario, ey real,¢(ei) es de norma

.,P ¢(e )¢(e )-—e!¢ (e )--e s( - a e ) a..
1/a‘¢(e ) es unltarlo y ¢(1/a’¢(e ))= 1/ai¢ (e Y=-a, i®1°

Por tanto la expre81on de¢|E es:

| e o e e e ae oe v A e e e e e m e

Vamos a pasar ahora al estudio de los grupos uniparamétri-

(3 -~ a . d 3 n
cos de las isometrias infinitesimales de R .

Seglin sabemos una base de i(R") es :(;xQ,x 0,.0..,0),

1’

bl

(—XS,O,Xl,O,...,0),.--,(0,...,0,—Xn,Xn_1),(1,0,---;0),0-'a(os'-'aoyal)'

Si Z es una isometrfa infinitesimal de R",para hallar su
grupo uniparamétrico tendremos que resolver:dX/dt=AX+b,donde

A es una matriz antisimétrica y b un vector.Sea B de O(n),tal

que BAB~1 adopta la forma candnica estudiada anteriormante,que

designaremos por A.

Tomando Y=BX,se tiene dY/dt=BdX/dt=BAB ‘Y+Bb=AY+b.

Para resolver &ésto,bastard con resolver cada una de las




cajas cuadradas dyi/dt=aiyi+1+bi,dyi+1/dt=-aiyi+bi+1.La solu-
cidn es: |

-b

yi(t) |cosa;t sena,t 141

/ai b.../a,.

5 Yio i+17 %1
= . +
yi+1(t) -sena,t cosa,t yi+1o+bi/ai‘ -bi/ai

Efectuando la traslacidn zi=yi—b.

l+1/ai s Zi+fyi+1+bi/a"
zi(t) cosa,t sena,t Zio
zi+1{t) " |-sena,t cos ait | Zii1o

'Si es a,=0,tendremos dx,/dt=b,,luego x,(t)=b.t+x, .
i i i i i io

Proposicidn 1I11-3.-Para toda isometria infinitesimal de Rn,

podemos encontrar un sistema ortonormal._de referencia en el

que la expresidn de su grupo uniparamétrico sea:

( Y ' f . 3 ( 3
x1 cosalt senalt o Y o x1 9
. Senait Cosait Ol»’ll'l.l.....‘.l'..o x2 .
. 0 0 ".'l...'..'l'.......o L] *
¢t .l . «pees cosat -sengkto..“.O N )
.. e e sgnakt cosaktO....O . 0
. . ‘ e e oo e O‘ 0 10..0‘ ) b2k+1
'3 . L] 1 '00!ODOQOQO’.OCQ‘loitoolooow :‘v" :
x 0 ‘ 0..l.l.'l‘.."..l.'..l"’:on. x b
\ n) i n) | n J

s o wm o e e mm e e e mE e e e e

Como consecuencia de esta proposicibn,enunciamos:




Lema III-3.-Sea M variedad Riemanniana compacta y conexa,

. . . . . n+k .
de dimensidn n,inmersa isométricamente en R .Sea X isometria

. I . ) e A n+k
infinitesimal de M que es la restriccidédn’'de una de R .

. . n+k o ‘o
Existe una referencia ortonormal de R en la que la éxpresidn

del grupo uniparamétrico de dicha isometria es como la de la

Proposicidn anterior,pero con todas las . b iguales a cero.

§3.Rigidez a partir de las isometrias infinitesimales.

Vamos a dedicarnos al estudio.de cudndo dos inmersionss
isométricas pueden ser rigidas,a partir de que sus isometrias
infinitesimales sean restriccidn de isometrias infinitesimales
del espacio euclideo ambiente.

Eppezaremos viendo un resultado para superficies,en cuya
demostracidén se utilizan técnicés no generalizables a dimen-

sidén mayor,

Teorema III-5.-Sea M variedad Riemanniana de dimensién

dos,compacta y conexa,que admite dos inmersiones isométricas

inyectivas en R3;¢1 y ¢22:

Si X es una isometria infinitesimal de M,que es la res-

‘tricecidn ,para ambhs inmersiones,de una isometria infinitesimal

de.Rs.

Tesis.-¢, y¢8 son mutuamente rigidas.
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Demostracién.-Designamos por Xl,Xz,las isometrias infi-

nitesimales de RS »que restringidas a ¢1(M) y ¢2(M) dan la iso-
metria X.Los gripos uniparamétricos asociados a X1 y ?2,son
grupos de rotac1ones alrededor de un eje fijo.

Por medio de una isometria de R3 hacemos coincidir estos
ejes,por lo que podemos suponer que es el eje Xgo

§1=(—kx2,kx1;Qitﬁé=(ﬁqx5,qxi,0).Vamos a ver que k=q,para
ello supongamos que |X|>|q|.Se toma 1/k§1=(-x2,x1,0),1/k§2=
=(—q/kx2,q/kx1,0).

Si ¢t y wt son los grupos uniparamétricos de'l/kff1 y 1/kié

respeétivamente,sus expresiones son:

cost sent 0 : cosq/kt senq/kt 0
¢t= -sent cost 0 wt= -senq/kt cosq/kt 0O
0] 0 1 0 0 1
Sea ¥ la isometria de ¢, (M) en ¢ (M) ,dada por ¢2¢;1.Sea p

cualquier punto de M. ¢ (p) =p,luego ¥, (w(p))=w(p),portanto

q/k=1. Luego podemos suponer X, =(- -%, ,0),2 =¢-

1 "SRRI
Si p= (xl,xz,x )y w(p) (%] »X5,%3) ,como [Ixmél lIX [I ten-

2 2 ‘2 .2
dremos x1+x2 1 +x2 .

0).

Tomando coordenadas cilfindricas (r 0, z) X1 y X2 son el

campo De.

Sea ahora V1 yfV2 los campos unitarios en‘M'perpendicula-

—

res a 21 y X2 respectiyamente.Estos campos cumplen LXVi=O,ya




que X es una isometria infinitesimal de M.las expresiones para

v 2 D - .
Viy v, seré§v1=-kpr+/1-k D, »V,=-qD +/T-q D, .Como NEEE
={[?2||=r,V1(|[§1[l)=—k,V2(ll22||)=-q,luego en los puntos de M
- se cumple k=q.

Sean p y Y(p),que por una isometria de Rs(giro en el pla-

. no (xl,xz),traslacién segun la direccibn xs)podemos considerar

que coinciden,luego también coincidirin ¢t(p) con wt(p)..

Las curvas integrales de Vi vy Y, serén:(rl(t)cose,rl(t)sene,

,zl(t)),(rQ(t)cose,rz(t)senG,zQ(t)). V1=(ri cos® r1sen6 1),
, . . W2 .2 .2
V2=(rzcose,rgsen6,z ) ,tenemos que r1+z1=r2+ ,Y ‘como r1=r2(ree
2 2 « s -
cordemos k=q),2z £,2%,.Ahora puede ocurrir 2z =%, y como 21(0)—22(0)

seré z,=2z, para valores de t en un entorno de t=0.8i fuese

Z,=-2

1 2,basta cambiar la orientacidn del eje Xy en la segunda

inmersidén para que sea é1=22.

Por tanto ambas inmersiones coinciden en un entorno de p.

Sea ahora un punto cualquiera de M q,lo unimos con p por
un camino,por ejemplo la geodésica minima.El conjunto de pun-
tos en este camino x(t),con x(0)=p,x(1)= =q,para los que ¢, y ¢2
no coinciden tlenen su parametro acotado inferiormente, luego
existird un infimo t ,x(t )=r,pero del anéllsls anterlor resul—
ta que si en r z #zz,se sigue verlflcando en .un entorno,lo que

va en contra del cardcter de infimo de r...

Asi,pues ambas inmersiones coinciden.
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Ahora bien esta demostracidn utiliza recursos propios dé
3 . e e

R™ no generalizables a dimensidn mayor.Otra forma de probar
el mismo resultado con una técnica aplicable a variedades de
dimensidn mayor,puede ser:

En primer lugar que X es direccidn de curvatura para
ambas inmersiones es fédcil de probar.Sea €1=(a1,a2,a3),el cam-
po normal unitario para la primera inmersidn definido en un

entorno de un punto.Como Lg £
, X1 1

curva integral de 2 por un punto de la variedad seré:(costa1+.

=0,tenemos que a lo largo de una

tsenta,, -senta tcosta,,a, ),por tanto V gi-( a,>ay ,0).Como

1 1 2°
(—x2,x1,0)(a1,a2,a3)=0,tenemos que (al,a2)i(—x2,x1),luego'
(a13a2)=k(x1,x2) y por tanto V21£1=A(—x2,x1,0),luego X es di-
reccibén de curvatura para la pfimera inmersidén.De la misma
forma se veria para la segunda iﬁmersién,

Vamos a ver ahora que las curvaturas principales ,segun X,
coihciden para ambas inmersiones.Sea p punto de M y considere-
mosyg Eip(|1?1\|)=Dr/?x1+ra1)2+(x2+ra2)2|P=O=1/¢xi+xgia1x1

Luego 61 (]Iiil|)=1/¢x2+x%(x1,x O)(al,aQ,a ).De la misma for-

ta, X, ).

ma veriamos 52 (I[X2|] =1/ ’2+x (xl,x2,0)(a1,a2,a ).

Pero los campos 1//; +x2(x1,x ,0) 1///1 tx (xi,x2,0).
son de norma uno y si consideramos las expresiones anteriores
que expresan la variacibén de la norma de X:pava,eampos tan- -

gentes a la variedad tiene que dar lo mismo para ambas inmer-




siones,luego también ha de dar lo mismo en direccidn normal.

Ep IR 1 D=0, (] [y GO0 Caemag |IX] D Leg g [1X]] -
£2p (| B[ =0, (| [X42a GO [ 0= ([1emag [[[X] D [ peghg | [¥]]-

Por tanto A1=12.Si en el entorno de un punto fuese A1=12=0
en dicho entorno se cumpliria x1=xé=0,lo que es absurdo por
ser igual a dos la dimensién de la variedad.Por tanto podemos.
suponer Aifo,y por consiguiente los fénsorés de Weingarten «
son los mismos para ambaé inmersiones y en éonsecuencia las
inmersiones serdn mutuamente rigidas.

Con vistas a obtener resultados similares al anterior

para dimensidn mayor,necesitamos:

2n( 2n+1

Lema III-4.-En R R ),sean ¢1,...,¢k,k endomorfismos

antisimétricos independientes que conmutan.

2n+1) 1
- ,en la un ¢1""’¢k,

Tesis,-Existe una base de Rzn (R

son simultaneamente diagonalizables y sus expresiones son:

Para Rgn .
(ialonc-..o.a-qouo‘ ria 0..‘.-....‘.'01
0 -ialo........C 0 -iakO........C
° O L) onva--a: . O -nQoauunc:
(bl: ., . ° R o ".,."V¢k: . .o o._cooca'-o
.. ...ib, o R
1 » .ODI‘ k
. . ce.0. 7 -1b ‘ v Ce coes 07=-1ib
| 1) B U k)
‘ 2n+1 , . a e . :
Y para R la expresidn es la misma con las filas y co-

lumnas 2n+l,con cerps.

Demostracidn.-Los endomorfismos ¢1,...,¢k,30m diagonali-




2n

zables en Rc 2n+l

(R .

) y como conmutan es sabido que son dia-

gonalizables simultaneamente(es un simple ejercicio de cdlcu-

lo ver que para R22+1 el Gltimo(en la matriz)vector del nficleo

es comGn a todos.).

Como consecuencia de ello podemos enunciar:

2n( 2n+1

Lema III-5.-En R R ) sean ¢,,...4, .,k endomorfismos

antisimétricos independientes que conmutan.

2n,_ 2n+1

Tesis.-Existe una base ortonormal de R“ (R ),en la que

las expeesiones de bgo2-:s0, 80N

Para R2D.

0 vevev..© [0 a, 0.......0]

® 8 ¢ 0 0 o 0 0 4 @ -ak 0 « s 4 2 0 0 0 no

"9 & ® ¥ 0 O @ 4 00 0 « & 7 ® 8 0 5 A 0 ¥ = &

e ® o & B 8 ° & 4 8 ¥ ’.. ’¢k= ® 9 8 0 Wt st e e e

e & & 5 & 0o 0 ba L I DR Y I I I B I ) .Obk

e 0 s o o .—bl L 0 0. o e "‘kaJ

2n+1 . . . .

Para R ,las mismas expresiones con las filtimas filas

y columnas todas cero.

Lema III-6.,~Sean Xi,...,X 2n

2n+1

LoD isometrias infinitesimales de R

(R Jtales que restringidas a una subvariedad‘compacta que

no puede encontrarse en la interseccidn de dos hiperplanos,

dan n isometrias infinitesimales de la subvariedad independien-

tes en algln punto de ella,con corchetes de Lie todos cero

sobre la subvariedad.

2n+1
),en

. . . : 2
Tesis.-Existe una referencia ortonormal de R n(R

la que las.expresiones de Xl,...,Xn,son n combinaciones linea-

1




les adecuadas de,para el caso de R2n Y iii(“x

2_2_3(_1,0,...,0),...,

oY za (0,...,0,-x

1
2n+1

2n112ﬁ;1).Para el caso de R de

ll—al( Xp3%450 ""’o)""’Yniﬁﬂ(o='"’0"x2nLﬁ2n_1zO)'
. 2 ‘ 2n ' 2n+1
Demostracidn.- Solo la vamos a darp para R ",ya que para R . es

andloga.

Sean X =y, (xi,...,x2n)+(a1,...,a2 ) ,con w antisimétrica.

(xi,ij-( 1oV Gegaeumy )4 Cy, (ai,...,a2n) v, <a1,...,a3 )).

Como é&sto ha de anularse en la subvariedad,si en(wi,wj)(xk)

hay alguna componente no idénticamente nula,deberdn haber como

minimo dos y M se encontraria en la interseccién de dos hi-

perplanos lo que va en contra de la hipdtesis.Por tanto

(wi,wj)=0,para todo 1,7.

Por Lema III-5,existe una base 6rtonorma1 de Rzn,en la

que :X_,=(-a x2,a1 100

L R N

X =(?a X,,a X

n 1,00

De forma que a, .
a_ .

n

»~b

1
1%2n° D% ) BT, B, )

QOQQQ'ol.o'..!..!'..'-o.t!.ollc

)

X
n"2n’

b

n n
nx2n-1)+(81""’82n)'

Ya que si fuese cero,o un campo seria combinacidn lineal

de los otros,lo que va en contra de la hipbtesis,o una combi-

nacidn lineal de los anteriores seria (Yl,...,y2n),con Y; cons-

tantes,lo que es absurdo por ser compacta la subvariedad.

Por tanto podemos obtener Y

1,...,Yn,cuyas expresiones se=



1

2,0’...’0)

- s 1
rén: leal(-x2,x1,0,...,0)+Ga1,a

I I T S I R I I I I T I R O N N R T T S Y

n

n
Yn-an(O,...,O,—x n-l’a2n)'

2n,x2n_1)+(0,. i ,0,(]2

Efectuando traslaciones adecuadas en los planos (xl,x2),
...,(xQn_l,x2n),resulta:(no cambiaremos las letras para no com-

plicar la notacidn)

).

Y1=a1(-x2,x1,0,...,O),....,Yn=an(0,...,0,-x2n,x2n_1

o e e e e o v wm e W e wm e  me W e W

Teorema III-6.,-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn

2k-1 (2k),conexa y compacta,que tiene dos inmersiones isométri-~

Qk(R2k+1

cas inyectivas ¢ ¢, en R ).Sean X,,...,X, ,k isome-
1-L2o 12 K

trias infinitesimales de M,tales que (Xi,X4)=0,para todo 1,3,
. R J o

y en algn punto de M dim.{Xl,...,Xk}?k.

S1i para ambas inmersiones Xi,..L,Xk;son la restricecidn

de k isometrias infinitesimales del espacio euclideo.

Tesis, ~ ¢1 y ¢2,son mutuamente rigidas.

Demostracidén.-Solo vamos a demostrarlo para RQk,el caso
R2k+1

de se demuestra igual.

Aplieando el Lema III-6,podemos encontrar dos referencias

2k .
ortonormales de R” ',en las. que las expresiones de los Xi serdn:

X1=(Lx2,x1,o,...,o),...,xk=(o,,..,o;-xzk,ka_l).

De hecho se tratarid de combinaciones lineales adecuadas

de Xl,...,Xk,aunque los seguiremos dedignando igual,para no




complicar la notacién.
También tendremos:

-d,x2. ,d

Xi=(-agxg,a %], - b1xu’ 1%g2 0 mdg %oy d X okg)

e (axgax Dby xg, oo md ks, dy ks )
Sobre M se cumple Xi~Xj=o;siempre que ifj,luego sobre M

tendremos:

a2' 2 42 a2
a1a2(x1 + )+b1b2(x3 )+...+d d (x2k 1t ) 0
L2 .2 .2, )
aias(x1 X )+b1b3(x3 )+...+d d (x2k 1t k)-O
-2 2 ‘ -2, .2 - 2 -2,
ak_iak(x1 )+bk~1bk(x Xy )+.,.+dk_1dk(x2k_1fx )=0,

Si de. estas ecuaciones hubiese dos de 1ndepend1entes la
variedad no tendria dimensidn 2k-1 luego,‘
aj:aré,.,‘....did2

(%) rango e e e eee =0 8 1.
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se cumple sobre 1la variedad,deberi ser,por ejemplo,ble#O.Asi

Si el rango es uno,supongamos a,a,#0,como a1a2(x£2+x52)+..}50,

pues al,a2,b1,b2 son distintos de ceré.

Imponiendo que los menores de orden dos,obtenidos a par--
tir de las columnas encabezadas por aja, vy b1b2,son“éero,resulta:
a2b3=a3b2,,..,a bk a) 2,d1b 3bl,...,albk-a b

Puede ocurrir a) que (ai’bl)""’(ak’bk) sean todos pro-




a .d
1 1 40
porcionales,lo que va en contra de que R .
ak' - k
: a b1 , _
(b) que (as;b3)=...=(ak,bk)=0 y a, b, £0.En este: caso del

hecho de que el determinante de la matriz de coeficientes’ sea

distinto de cero y que el rango de la matrlz ﬁ*) sea uno resul-

ta que la matriz de coef1c1entes ha de ser
( 3

ay b1 0...0
a2 b2 0...0
0 O

(0. 0 J

En la matriz cuadrada rayada hay en cada fila un solo ele-

.mento distinto de cero.

Los campos X1,X2,seran:X1=(-a1x2,a1x1, bixq,bixs,o,..,,O),
2—( a2x2,a2 , - 2 u,bzxa,o,.J.,O).
Por cierre de las &6rbitas de X1 y X2,deberén ser ai’bl’aQ’bQ

elementos de Z.Podemos considerar,sin que sea ninguna restriccidn,

que a, y b, son ositivoé.
1 1 P
Tomando
a,X] a1X =(0,0,(a bQ 5 1)x (a1b2-a2b1)x3,0,...,0).

b, 1-b1X -((a2b1 albz)x2 (a2b

a2X1—a1X2=(—a

b2X1 1 2“‘( bQX2) 2 ysblxu, blxa, ,oou,O).

1734 2)x 30,00.,0).

X9 >8p¥ sy %y 5,34 Xa,0,...,0)

Otra vez por cierre de &érbitas,como para valor del pard-

metro igual a 2ﬂﬂa1b2-a2b15el grupo uniparamétrico de azxi—aixé
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actla como la identidad,tendremos que ai/(albz-azbi),aQ/(---),
bl/(--—),b2/(-——),han de ser enteros.
2 ‘

Por tanto albz—a2b1/(a1b2—a2b1) ha de ser entero,luego
B - * :
a1b2~a2b1—-1.

Como XX, =0,resulta que a,a (x‘2+x‘2)+b b (x‘2+x‘2)=0 en M

172 ? . 17271 2 17273 L ? '
De (aQXIa1X2)(b2X1—b1X2)¥0,resulta que lo mismo valdrd para
2.2 2.2,

a2X1—a1X2 y ble-b1X2,pox tanto a2b2(31+x2)+a1b1(x3+xu)—0.Lug-

go-a, y b, han de ser de sigmos contrarios.pero en a,b.-a.b
2 2 ; , 172

| a, 1\
los dos sumandos. son del mismo signo y su suma es 1,10 que
es absurdo.

Por tanto el rango de (*) ha de ser cero y como el de-
terminante de los coeficientes ha de ser distinto de eéro

deberd haber un solo elemento no nulo en cada fila,luego po-

demos poner X1=(~a1x2,a1x1,0,...,0),...,Xk=(0,...,0,—akx2k,akx2k_1).
Por cierre de érbitas a, = 1,...,ak= 1.Luego X£=(—x£,xi,0,,..,0),

X =(O,...,O,—x2k,x2k_1).

Sea 51 el campo unitario normal a M,respecto a ¢1,defi~

nido en un entorno adecuado,§1=(a1,...,GQk).Como 51 es inva-

1,51 serd

sto t O, -g ) o, .0 ... .0 )
(cost 1t sen t O, -sent gteosta, o, , 2k) POr tanto

VX1€1=(Q2,+G1,0,...,O).Como (Gl,az)(—x2,x1)=0,resulta que

(ai,@2)=A(x1,x2),luego (@2,~a1)=k(—x2,x1),por consiguiente

riante por Xi,a lo largo de una curva integral de X

VX 51=AX1.POP tanto X1 es direccidn de curvatura,de la misma
1 - :



forma lo veriamos para X2,...Xk,X£,...;Xi,
Sea & el campo normal a M por ¢,% —(nl,...,an) )
£, ClIx [ D=p_ Vs +rg ) 24 (xpb0g,)) | r=0=1/y§$+x2(x1,x 0,00 (ay,.n)
- N _‘ ' - - 2 ~ - 2 P -
EQ(H/{lH_)-DP/(lermi) +{x54ra) lr=0'1/ x1 (xl,xQ, see)lag, ).

Como que estos productos escalares dan lo mismo segln di-
recciones tangentes correspondientes para ambas inmersiones,
deberan dar lo mismo en direccidn E y £2,ya que los campos

1/Vx +x, 2(x ses0,0), 1// (xi,x ,...,0) son unitarios.

Pero

12%450

£, ClIxg T CHigveagx, 1) _o=p Claenn, [11x, [ o= 2y -

EQ(leil|)=DP('|X£+rA1X1[l)P=O=Dr(I1+rA£|||X£|l)r=0=ki-
Luego X1=A3.De la misma forma veriamos Ai=k£,para todo 1,

si alguna de estas Ai es na nula tendremos A1=A7.Si todas son

1
cero tendremos a1=a2=...=a2k=0,lo que es absurdo(en el caso
de R2k+1 tendriamos £&=(o0,...,0,1) y A1=Ai=0).

Luego A1=Ai y por fanto’¢1 y ¢2 son mutuamente rigidas.
La generalizacidén de este resultado a codimensidn mayor
no nos es pogiﬁle sin hipbtesis suplementarias.La cuestidén
esta en ver que las expresiones para Xi,...,Xi son (—xé,xi,O,...),
...,(O,...,0,-x5k,x5k_1).Pero para llegar a ésto,recordemos
que en Lema III-6,exigiamos que la subvariedad no se encontra-

se en la interseccidén de dos hiperplanos Y. ademds en el Teorema




anterior sabiamos que no podia haber dos ecuaciones de la forma
“2, .2 \ . .
a1a2(x1 +x2 J+....50,que fuesen independientes,ya que la codi-
mensidn era uno,pero ahora podria ocurrir é&sto sin llegar a
ningdn absurdo en relacidn a la codimensién.,
Vamos a enunciar sin demostracidn,ya que es consecuencia

de lo anterior.

Lema. III-7,- Sea M variedad Riemanniana de dimensidn

Zk+1 y $2k,compacta y conexa,que tiene k isometrias infinite-

simales Xi,...,Xk,qpe cumplen{xiiijlfogy en algin punto de M

son independientes,

Si ¢1 y ¢2 son dos inmersiones isométricas inyectivas en

R2k+1

,de forma que en cada inmersidn Xl""’xk son la res-

2k+1

triccidn de k isometrias infinitesimales de R 'y ademéas

para cada inmersidén la subvariedad no estd contenida en la

intemseccién de dos hipercuddricas.

. . 2k+1 . : .
Tesis,-Existen en R) dos sistemas.de referencia orto-

normales,para cada inmersidn,de forma que:

X1=(4x2,x1,0,...,0)' Xi=(-x5,xi,0,...,0)

LI I A K I I R I I I I I I ) © 8 8 ¢ ¢ 0 00 0 & 0 0 s s s e s

Xk=(0,...,0,

—X2k’x2k~1’o) Xk (0,...,0,—x2k,x2k_1,0).

Bt i e s e o o ow e e m G we m me e om

Lema III-8,.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn n,con

una isometria infinitesdmal X.Dos inmersiones isométricas en




n+k - . . s sz
R ¢ vy ¢ .De forma que para cada inmersidn X es la restriccidn

n+k

de una isometria infinitesimal de R de la forma X=(-%,,%X,,0,...

...,0) para ¢ y Xi(—xgli‘,o,...,O)-para ¢

Tesis.-X es direccidn de curvatura para cualquier direc-

cidén normal en cualquiera de las inmersiones.

Elegidos 51,...,€b,referencia ortonormal del fibrado

normal para la primera inmersidn,existe Ei,...,&i,referencia ‘

ortonormal del fibrado normal para ¢;de forma que Ai(X)=A;L§),

siempre que f|X||¢O.

Demostracidn.-Sea ﬁpvector‘normal,para ¢ en un punto.Po-
demos considerar wn.campo & ,tal que en el punto coincida .con

el vector dado y LXE=O.£§(Q1,,,,,an+k).
A lo largo de una curva integral de X por el punto p

E=(costo, +sentd,,-sento

1 5 ).

gtcosta, 0., .. ,0

VXQS(QQ,—al,O,...,O) y ya sabemos que ésto es igual a AX.De la

n+k

misma forma lo veriamos para ¢°

g (|IX||)=1/fo+x§(x1,x2,0,...,0)(a1,a2,...,a )

n+k

Si £E%es normal a ¢ (M).

£ 1 h=1/Yxs 2 2 (x5 x5,0, 000,00 (0], L0l ),

n+k
Como los campos 1//;i+xg(x1,x2,0,,..,0)*y 1/in2+x§2(xi,xa,0,...)

son unitarios y sus productos escalares por campos en direccién
tangente dan lo mismo,vemos que si El,...,Ek,és una referencia

ortonormal,éxiste‘EI,..,,Ei,de forma que los productos esca-



10

lares dan lo mismo,pero de aqui se deduce,seglin ya hemos pro-

bado,que A, (X)=A7(X).

T e e e 3 N G Ge e e e WA e e e e e RO

Teorema III-7.-Sea M variedad Riemanniana,compacta y co-

nexa de dimensidén n,.Con Xl,...,X,,isometrias—in#iaitesimales

tales que (X4,Xj)=0,para todo i,j,y.existé algun punto de M

en el que som independientes.

Sean ¢1 y¢é dos inmersiones isom@tricas inyectivas en

R2k+1,de forma que ¢1(M) y ¢2(M) no estdn contenidas en la

interseccidén de dos hipercuddricas y para cada inmersidn

Xy5+..,%X ,s0n la restriccidn de k isometrias infinitesimales
R2k+1.

de

Sabiendo que kt+lgng?k.

Tesis.—¢1 y ¢, son mutuamente rigidas.,

Demostracidn.-Existen dos sistemag de referencia ortonor-

males en R2k+1,en los que
Ky=(ox,,%,,0,.00,0) Ky=(-%5,%7,0,...,0)
Xk=(0,,..,9,—x2k,x2k’1) | Xk=(0,...,0,—x2k,x2k_1)

Ya sabemos que Xl,...,Xk,Xz,...,Xi,son direcciones de

curvatura y se verifican igualdades entre entre las curvatu-

ras principales en la forma expresada em Lema III-8,

S8i en un entorno de cierto punto todas las curvaturas

.



principales de X1

,...,Xk,fuesen nulas deberi ser que
(”*2’x1’°"'"O)’(*1’x2’°""’°)""’(0""’OQ‘xzi’xzi-i’d""’o)’f
.(0,...,O,xQ;_l,x2i,0,...,0) den vectores del espacio tangente,

A lo sumo habrd 2q,con 2q<n y Xq+1=...=xk=O,La inmersidn de

hecho tiene lugar en un espacio euclideo de dimensidn 2k+1—2(k—q)= :
=2q+1.Pero,2q+15n+1,lueg¢ si la inmersién‘no es -en codimen-

sidén cero,debe ser 2q+l=n+l,la inmgrsién‘es‘gn codimensién

unoc en cuyo caso ya sabemos que 1bs‘tensbrés d§'Weingarten‘

coinciden.

Si por ejemplo alguna curvatura principal de X, no es

1

cero,podemos elegir El,...,£2k+1_n,en un entorno,de forma que

Ay (X )= X =0,8,(X )=.0u=h, 0 (X, )=0.Con lo cual A =A7.

8i las curvaturas principales para X2,...,Xk,segﬁn A2""
,A2k+1_n,fuesen todas cero,tendriamos que (~x2,x1,0,...,0),
(Xi’XQ’O"""0)""’(0"“’0’x21-1’x21’0° «.,0),darian un

subespacio de dimensidn 2q&n+1,X «+.=X, =0.,La inmersidn de

q+1= k

hecho tiene lugar en un espacio euclideo de dimensidn 2k+1-
-2(k-q)=2q+1.Pero 2q+1g&n+2,luego si la inmersidn no es en
codimensidn iuno,caso ya visto,ha de ser 2q+1=n+2.2q=n+l y co-
mo (—x2,x1,...)....,dan en cada punto T(M)+£1,resulta de ob-
servar que en esta distribucidn la derivacidn covariante es
interna,la codimensidén de ﬁecho es uno y en este caso yé he-
mos visto que A1=A£.

Asi pues podemos suponer que X2 tiene curvatura princi-




pal segun €2 no nula y nula para los restantes,de lo que re-

A=AC.

sulta A, =A )

1 "1

Supongamos que fuesen A1=Ai,...,Ar=A;.Si todas las cur-

vaturas principales de los Xi,segun A A fuesen

' r+1?" """ *"2k+1-n
cero en un entorno,tendriamos (—x2,x1,0,;..,0),...,(O,...,O,
X21+1’X21’0""’0) dan un subespacid de dimensién 2q$n+r.
Como Xq+1;..;=xk=0,la dimensién dellespaéioiequideo ambien-
te es 2q+1.Pero 2q+lg&n+r+l,luego si la codimensidn no es r,

debe ser 2g+l=n+r+l1.Como 2gq=n+r,y la derivacidn covariante

en (—x2,x1,0,...,0),..,,(0,...,0,x 0,...,0) es in-

2i-1°%01>

terna,la codimensidén es r gy por tanto A :Ai,...,A

1

Si no todas las curvaturas principales de Xi fuesen

AA

ceroc en un entorno podriamos obtener = .
P 1 Ar+1 r+1l

Asi pues para ambas inmersiones los tensores de Weingar-

ten coinciden y es un simple ejercicio de cdlculo ver que

sij—sij.Por tanto ¢1 y ¢2 son mutgamente rigidas.

Om oy i wm mm e v s S Gee o M e Gm W hh s e o

2k+1-n"22x+1-n"
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CAPITULO IV,CONSTRUCCION DE INMERSIONES ISOMETRICAS.A PARTIR

DE LAS ISOMETRIAS INFINITESIMALES DE LA VARIEDAD,

Vamos a probar que en algunos casos sencillos,a partir
de las isometrias infinitesimales de la variedad,podemos cons-
truir inmersiones isométricas en espacios euclideos,de forma

. ) - s : . > L .
que dichas isometrias infinitesimales sean restriccidén de iso-
metrias infinitesimales del espacio euclideo ambiente.

gl.Construccidn de la inmersidn para variedades de dimensidn dos.

Proposicidn IV-1.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn

‘dos y X isometria infinitesimal de M,

Si p es un punto de M en el cual X no*se anulacy.tampoco

seranula . la curvatura de Gauss.

. . . 3, ca. s -
Tesis,-Existe U entorno de p y ¢:U—~= R ,inmersidn isomé-

trica,de forma que X es la restriccidn de una isometria infi-

nitesimal de Ra.

Demostracidn.-Denominamos ||X||=A y vamos a calcular los

simbolos de Christoffel en un entorno de p,para la referencia

1/xX,Y,donde Y es el campo unitario normal a X.
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Como Y es unitario y X es una isometria infinitesimal

L,Y=0.{1/AX,Y)=Y(X\)/A-1/XX=V

% Y—VY1/XX.Como v

n YLY y V 1/)X4X,

y:y(A)/A-1/xx,vY1/xx=o;

1/XxX

resulta vl/XX

Asociando a 1/AX,Y,l0os indices 1,2,respectivamente,tenemos:
1 2
P12-Y(A)/A,P21—0.
La curvatura de Gauss serd:

s . er 24y , x
Vy1/2x-9 1/Axnv( )1/AX,Y>-<-VY(F11Y) v 1/xX,

V4 /x vV1/2x 1/2X,Y Y(A)/M1/2X

,¥>=-Y (T, 2) -y (W) /AT, 2=x2 (A) /2.
11 11 a. 0
' 1
Vamos a ver que podemos encontrar un tensor (1,1),A=[O a ]

_ ‘ _ ' 42
diagonalizando en la base 1/AX,Y,que nos dé una inmersidn iso-
métrica de cierto entorno de p en RS.

Para ello A deberd cumplir las ecuaciones de Gauss y Codazzi

(Vi/XXA)Y=(VYA)1/AX,V (aQY)»A(Vi/AXY)=VY(a11/AX)-A(Vyl/AX),

1/XX
1/AX(a2)Y+a2F131/AX—airléi/kX=Y(a1)1/XX,dg110vque resulta:

X(a,)=0 , (a,-a,)T,2=¥(a,).

Como ara, ha de ser la curvatura de Gauss y por tanto
X(aia2)=0,de X(a2)=0,deducimos que también deberd cumplirse-
X(a1)=O,Por tanto vemos que si este tensor A nos da inmersidn
isométrica ,X serd la restriccién de una isometria infinitesimal
de Rs.

Para que A nos dé una inmersién isométrica necesitamos
que a, cumpla: (XG/a1~a1)Tlé=Y(a1) ,ecuacidédn diferencial en ay

que localmente admite solucidbén.Como (X,Y):O,esta solucidn esta-




rd definida en un entorno de p.Si hacemos a,=Y(A)/A,es inmediato

1
comprobar que es solucidn.

Como la curvatura de Gauss no es cefo en p,seguird mo
siéndolo en un entorno,luego a, ha de'ser distinto de.cerokyv
por tanto az,queda completamente detérminado.

Si en p fuese Y(A)=0,no podriamos tomar el valor‘indicado
anteriormante como solucién;

Para globalizar el resultado anterior exigiréemsos que la
vqriedad sea simplemente conexa,para poder definir a partir
del tensor (1,1) la inmersidén seglin vimos en el capitulo O,

Que M sea orientable,a fin de tener definido el campo Y unitario
perpendicular a X,partiendo de una eleccidn de Y en un punto

de M.Que el conjunto de puntos en que X se anula sea vacfo::

Que el conjunto de puntos en que la curvatura de Gauss se anu-
la tenga interior vacio,bara evitar problemas con la determina-

cidn de ay-

Proposicidn IV-2.- Sea M variedad Riemanniana de dimensidn

d0§i§implemente conexaj,orientable,tal que el conjunto de puntos

en que se anula la curvatura de Gauss tiene interior vacio.

Si X es una isometria infinitesimal de M,que no se anula

en ningun punto

. . R . . . 3 '
Tesis.-Existe una inmersidn isométrica de M en R ,de for-

ma que X es-la restriccidn de una isometrfa infinitesimal de

75
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Demostracidén.- Se ha de ver que podemos definir A en toda

la variedad.Como es orientable tendremos definidos en cada pun-
to X e Y y por tanto Y(A)/k=a1.Ademés el conjunto de.puntos en
que Y(A)=0,tiene interior vadio ya que de lo contrario Xg=0 en
un abierto de M,lo que va contra la hipdtesis,por tanto tendre-
mos definidos en M ays3, y por tanto A,como M es simpkemente
conexa tendremos la inmersidn isométrica.’

Vamos a construir ahora inmersiones en Rs,para variedades
de dimensidn tres que tengan dos isometrias infinitesimalesX,Y,
tales que [X,Y)zo,X-Y=0;de forma Que X eY sean restriccidn de
isometrias infinitesimales del espacio euclideo ambiente. .

§2.Construccidn de la inmersidn para variedades de dimensidn tres.

Proposicidn IV-3.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn

tres,X e Y isometrias infinitesimales de M,con (X,XJ:O.X'Y:O.

Si p es un punto de M en el que secln ZJ{X,Y} tenemos

z([[x]])=0 y Z(||Y]]|)=0,y en p X e Y son distintos de cero.

K '
. ’ Do . .
Tesis.-Existe U entorno de p y ¢;U—» R” , inmersidn isomé-

trica,tal que X e Y son restriccidn "de isometrias infinitesi-

males de‘RS.

Demostracidn.-Denominamos A=||X||,u=]]|Y||,como X e ¥ son

isometrias infinitesimales con corchete de Lie cero,es inmediato.




ver que X(A)=Y(A)=X(u)=Y(u)=0.
Sea‘Z&campo normal unitario,Zi{X,Y},definido.en V entor-

no de p.Como X e Y son isometrias infinitesimales LXZ=LYZ=O.
Vamos a calcular los simbolos de Christoffel para esta re-

ferencia,asignando indices 1,2,3,a 1/XxX,1/yY,Z,respectivamente,

[1/XX,Z)=Z(X)/Al/kX=V1/AxZ—Vzl/kX , de lo que resulta:

P1§=Z(k)/l ) T32=0,T1§=T35-De la misma forma veriamos que
2_, 3. 1. .1
I‘23"L‘(u)/u ,P32—0 9 P23—P32. »
0= 1,2, . 3_.3
(1/AX,1/uY)~O—V1/AX1/uY—V1/uY1/AX,luego PRI VELIN FREIE

3. 2. ..2 1. .1 3 X _ .
Como P12——P13—ff31-P32-T23-—P21,tenemos Pij-O,para i,j,k

distintos.

LLas curvaturas seccionales son:Ri. =0,cuando hay tres

ikl

subindices distintos.

22 ()

g2 L2 |
Rio12™ o 2 Rug1a®2  O/h 5 Rogoa=27G)/u

Vamos a encontrar en un entorno de p, UcV,dos tensores (1,1),
Al’AQ y un tensor (0,1) 84,>que cumplan las ecuaciones de Gauss,
Codazzi y Ricci,y las expresiones de los: tensores Al’A en la

2

base indicada anteriormente sea:

fa; 0 0 0 0 .0
Ag=|0 a, 0], A,=[0 Db, 0
0 0 a, 0 0 b,

Como a, 2=R1212=Z(A)/A Z(u)/p.Tomaremos a,=2(x)/x ,§2=Z(ﬁ)/p.

Es inmediato ver que X(a1)=Y(a1)=X(a2)=Y(a2)=O.




Las ecuaciones de Codazzi nos dan:

' N 1
(1) 521(Y)=0’(2) 1/kX(b2)=521(1/Ax)a2,(3)b3P13=~321(Z)a1,

(4)1/AX(by)=s,, (1/3K)ay, (5)1/R¥(by)=s,, (1/u¥)ay,(6) (by-b)T, 2=

=z(b2)-a2321(z),(7)Y(al)=o,(8)1/Ax(a2)=s12(1/xx)b2,,

(9)1/AX(ay)=s,(1/AK)by, (10) (ag-a )T, 3=2(a,), (1)1 /¥ (ay)=0,

2_
(12)(a3—a )T —Z(a2)-512(Z)b2.

27723

De (8) resulta 312(X)=0,de (2) X(b2)=0,de (%) X(b3)=0,'

de (5) Y(b3)=0,,de (9) X(a3)=0.Com6 Y (R )=0 y se cumple

2323
Y(a2)=¥(a3)=Y(b3)=O,deberé ser Y(b2)=0.

De (3) le(Z)=b3;Bs inmediato comprobar que ds12=0,luego<
se cumplird la ecuacidn de Riceci.

Hay que determinar a,,b by.Como a,a,= =Zz(k)/K,

2>t Ri313
a,=2°(1)/2(X),y evidentemente X(a,)=Y(a )=0.

Nos queda por ver que se cumplen (6),(10) y (12).
(10) (a3~a1)F1§=Z(a1),sustituyendo los valores indicados antes

vemos que se cumple.

2_ - .
(12)(a3—a2)r23~2(a2)-812(2)bQ-Z(az)-b3b2.Sustltuyendo valores
y reemplazando b2b3 por R2323—a2a3,vemos que,se‘verlflca.

(6) nos sirve para calcular b, ¥y by.En efecto (6) nos da

2—
(b3—b2)F23-Z(b2)+a2

=-Z(u)/u ,tomaremos b2=1/u.

22 zan 220
H o zZ(X)

Coh.ésto hemos determinado Al,A2,312,cumpliendo las ecua-

by,de lo cual —bQZ(u)[U§Z(b2)3ovs§a Z(b,)/b,=

b ))E‘"

~a,a /b2=u

3°R039237353;




ciones de Gauss,Codazzi y Ricci,con lo que tenemos la inmersion

isométrica.

Para globalizar el resultado anterior vamos a exigir que
la variedad sea simplemente4conexa y orientable por las razo-
nes ya expuestas en §1.Que X e Y no se anulen en ningln punto
de M y que el conjunto de pintos en que Z(A)=0 8Z(p)=0,tenga
interior vacio.En estas condiciones podemos enunciar:

Proposicidn IV-4,-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn

simplemente conexa y orientable,X e Y isometrias infinitesima-

les con X'Y=O,(X,Y)=O,que'no se anulan en ninglin punto de M

-

y el conjunto de puntos en que Z(|[X]|])=0 8 z(]||Y]]|)=0 tiene"

interior vacio.

. . 5 . . . .
Tesis.- Existe ¢:M—-= R~ ,inmersidn isométrica,de forma

5
que X e Y son restriccidn de isometrias infinitesimales de R °

Demostracidén.~- Andloga a la de la Proposicién IV-2,.
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