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INTRODUCCION.

John Nash(1,2),probd la existencia de inmersidn e inmer;
sién homeomorfa inyectiva isomé@tricas de cualquier variedad
Riemanniana en un espacio euclideo de dimensién suficiente.

Desde entonces el estudio de-las inmersiones isométricas
se ha orientado principalmente en cuatro direcciones:

a)Encontrar propiedades propias de la variedad y de la in-
mersidén que permitaﬁ establecer acotacibnes o reducir la dimen—
$i6n del espacio euclideo ambiente.

Citaremos a Chern-Kﬁiper(i),donde se prueba que si una
variedad Riemanniana de dimensién n,tiene en to§o punto un in-
dice de nulidad >u,no puede estar inmersa homeomorfa e isométri-
camente en un espacio euclideo de dimensidn n+u-1,lo que ge?
neraliza el conocido resultado de Tompkins(1),de que una varie-
dad Riemannian compaéta,localmente plana, de dimensién n,no pue-
de estar inmersa homeomorfa e-isométricaménté en un espécio @

euclidep de dimensién 2n-1.



Erbacher(1),consigue reducir la codimensidn por medio de

-

ip8tesis adecuadas sobre el primer espacio normal de la inmer-

j=ad

én.

e

5 i
b)Estudio de la rigidez dé las inmersiones isométricas.
Cifaremos al resﬁecto a Ailendperfer(l),donde establece su
conocido teorema local de rigidez,Sacksteder(1) qﬁe estudia la
rigidez de lasvhipersuperficies.
c)Estudio de las restricciones que puede dar el grupo o
el dlgebra de holomomia de la variedad,a las inmersiones de ésta.‘
Citaremos a Kobayashi(1),donde ve que si M es una variedad
Riemanniana compacta,de dimensidn n,inmersa isométricamente eﬂ
Rn+1,éu grupo'restringidd de holonomia es SO(n).
Bishop(l);estudia‘las inmersiopesren'dddimensién dos y
prueba que para variedades compactaélde aiﬁensién #4,el grupo
restringido dé holonomia es SO(k)XSO(n—k); '
d)Estudio de las dnﬁersiones homeomorfas isométricas equi-
variantes,o sea aquellas para las que el grupo de isometrias
de la variedad se incluye en el dgél espacio euclideo ambiente.
Citaremos a Lichnerowicz(1),donde prueba que un espacio
simétrico y hermitico,de tipo compacto G/H,puede ser equivarién;
“te e isométricamente inmerso en Rn,con n=dim.G.

En lineas generales nuestro trabajo consiste en aplicar

el hecho ya conocido de que se puede efectuar el estudio de las




inmersiones isométricas de variedades Riemannianas en espacios
euclideds,a partir del sistema de tensores obtenido por medio
del fibrado normal a la variedad inmersa,a los temas siguientes:‘
Inmersiones en codimensién dés,con curvatura nérmal cero y 514_
gebra local de holonomia no total(c).

‘Influencia del &lgebra de Lie de las isomefrias infinite-‘
simales de la variedad sobre las inmeréiones en codimensién
dos con curvatura normal cerof(c).

Reduccidn de la codimensién(a).

Estudio de la rigidez de la inmersién,por medio de las
isometrias infinitesimales de la variedad y su reiaeién con el

fibrado normal de la variedad.(b y d).

Esquema de los capitulos.

Capitulo 0.-Se da una demostracidén de la generalizacidén’

del teorema de Bonet,para inmersiones en codimensién cualquiera.
Aunque este resultado ya ha sido probado por Szczarba(1,2),he-
mos creido intersante incluir esta demostracién por la gran sen-
cillez con que se prueba dicho resultado,asi como las'importén—
tés consecuencias que de &1 se obtienen,como el teorema de ri-
gidez local de Allendoerfer.

El origen de la técnica seguida para esta demostracidn,es-
td en Sasaki(1),donde se da una demogtracién del teorema de Bo-

. e 3 . :
net para superficies en R ,construyendoe un fibrado vectorial



adecuado.Siguiendo ésto construimoé’un fibrado veétorial sébre
la variedad que contenga al fibrado tangente a ella y que sea
el fibrado vectorial que pédreﬁcs definir sobre la variedad una
vez estélya inmersa.La prueba del teorema sigue,definiendo mé -
trica y conexidn adecuadas yutilizgndo la hipétesis de que la
variedad sea simplemente conexa.

Capitulo I.

Como antecedentes de 1lo estudia&§ en este capitulo podemos

citar a Bishop(l),ya'mencionado y comentado anteriormente,Ale-
®

xander(1),Moore(1,2,3),Alexander-Maltz(1),que estudian las in--
mersiones isomé&tricas para variedades préducto,en'codimensién'
igual al nfimero de componentes de la variedad,viendo que la in-
mersidén se puede descomponer en producto de inmersiones en co-
dimensidn uno. |

Estos resultados nos han sugerido el estudio de las inmer-
siones isométriéas en codimensién dos,con curvatura normal cero.
Utiiizando técnicas deducidas del capitulo cero,probamos que
si el dlgebra local de holonomia no es total en ningin punto,
la variedad es reducible y la inmersién.descompone.,

Cuando 1la éimensién de la variedad éé ﬂ,meioramqs‘uno de .
los resultadogvobtehidos por Bishop(1).

ADentro de este mismo capitulonfobéhoéjuﬁaﬂespééie de re4; 

ciproco del résultado;establecido por,LynééCl);qu dice que en




una variedad producto el dlgebra de Lie dé iéometrias infini-
tesimales,gs la suma directa de tantos ideales como componen-
tes tiene el producto y qada ideal es la proyeccién del &lgebra
de las isometrias infinitesimales sobre cada componente.Siguien-
do con variedades inmersas en codimensidén dos,con curvatura nor-
mal cero,vemoé que si el 8lgebra de Lie ae isometfias infinite-
simales es suma directa de dos ideales,la variedad es reducible
y la inmersidén también.

Capitulo 11

Erbacher (1),ha probado la posibilidad de reducir la co-
dimensidn de inﬁersiones isométricas,utilizando el paralelismo
Qel.primer espacio normal.

Utilizando técnicas deducidas del capitulo cero,en hipéte-
sis como las de Erbacher y algunas més,probamos con gran faci-
lidad,la posibi;idad de reducir la codimensién.Por filtimo damos: 
condiciones suficientes para reduci? la dqdimensién,utilizandO«’
lps sucesivos espacios normales de lé inﬁefSién}

Capitulo III

Ln este capitulo se estudia la influencia del dlgebra de
Lie de isometrias infinitesimales de la variedad inmersa,en la
rigidez de dichas inmersiones.

Dicha influencia pueae observarse en Goldstein-Ryan(1),al
estudiar las deformaciones infinitesimales de las esferas.

Nosotros vamos a dedicarnos al concepto clisico de rigidez(




(dos inmersiones isométricas de una misma variedad,son mutua-
mente rigidas,cuando difieren en ﬁna isometria del espaqio‘
euclideo ambiente).

Al principio del capitulo se citan ejemplos que nos sugie-
ren la consideracidén del hecho de que las isometrias infinite-
simales de la vafiedad,sean o no la restricciédn de isometrias
infinitesimales del espacio euclideo a la variedad,

Se estudia la relacidén existente entre este hecho y la
influencia de:Las isoﬁetrias infinitesimaleé sobre los tenso-
res definidos por medio del fibradé\pbfmalfﬁ gOnfinuacién ve-
mos que con hipdtesisadecuadas sobre'dichaslisgmetrias,pode~
mos probar la rigidez de las'inmersibhes;‘

Capitulo IV.

En este capitulo se demuestra para variedades de dimensidm
dos y tres,la posibilidad de obtener inmersiones isométricas,
a partir de las isometrias infinitesimales de la variedad,de
forma que dichas isometrfias infinitesimales sean restriccién
de isometrias infinitesimales del espacio euclideo ambiente.
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Notaciones.,

Al(M,E)=Espacio de las 1-formas con valores en £.

}(M)=Anilld de las funciones diferenciables definidas‘én‘M,con

valores reales,
‘X(M);;(M)—médulo de los campos diferenciables sob;e M.
‘P(M;G)=Pibrado principal sobre M con grupo éstructﬁral G.
=Forma de curvatura.

R=Curvatura,

Secc.t =Espacio vectorial de las secciones diferenciables en

el fibrado vectorial &.

T{M)=Fibrado vectorial tangente a M.
T,W=Componente normal de'vvw.

XG=Curvatura de Gauss.

U2=UAU.

i(M)=Algebra de Lie de las isometrias infinitesimales de M.

~ [}
= Isométrico,



CAPITULO O, PRELIMINARES.

Todos los objetos que se van a utilizar a lo largo de
esta memoria van a ser infinitamente diferenciables.

§l.Conexiones en fibrados vectoriales.-

Definicid n.-Seag,flbrado vectorial sobre’ la varledad M.Llama-

remos conexidén en g;a una aplicacién
ViSecc . .f—— A (M‘E)f
Que verifica parag,TeSece. g,y fe?(M)
(1) V(o+1)=Vo+VT.

(2) V(f.o)= £fVg + dfo".

A .partir de ahora vamos a considerar M,variedad para-
compacta y simplemente conexa.Dando por conocido que en todo
fibrado vectorial sobre M,provisto de una métrica,podemos de-

finir en 81 conexiones métricas.

Teorema 0-1.-Sea V una conexidn en E,fibrado vectorial

-sobre M,Si R=0.Eligiendo ng v zgfx ,existe una finica seccidn
o

def,g tal que:(l)Vo=0,(2)0(§o)=g§:




Demostracién.?Sea P(M,G),el fibrado principal asociado

a £.Como R=0,es Q=0,y por tanto la conexién en P(M,G) es
biana. o

Como M es simplemente conexa,vease Kobayashi-Nomizu-(l)
(Corollary9.2,pdg.92),resulta PEMxG y 1é'conexién en P es iso-
morfa a la conexién plana candnica en MxG. o |

Tomando (xo,e) en MxG.Cualquief‘curva x'i§n M,que para

t

t=0 pasa por xo,tiene por elevacidn horiantél:(xt,e).Sea u
de Rn,u=(xb,e)-1zo,entonces (x,,e)u es horizontal en £ y defi-
ne la seccidn o,tal que Yo=0.

La unicidad de tal seccidn es obvia.

§2.Teorema de Bonet en codimensidn cualquiera,

Teorema 0-2,-Sea M variedad Riemanniana de dimensién n,

simplemente conexa.En M tenemos definidos k tensores (1,1) si-

. . .2 .
métricos A1,...,Ak,y k tensgres (0,1) sij,cumpllendo sijz.sji

veprificidndose las ecuaciones de:

_v k
Gauss. R(x,Y)-2j=1Aj(x)AAj(Y).
Codazzi.(VxAj)Y~Xi¢jsji(X)Ai(Y)=(VYAj)X—Zi#jsji(Y)Ai(X).

Ricei. 2dsij(X,Y)=(szij)Y—(VYsij)X=(Ai,A5]XiY+

+Zq{siq(x)sqj(Y)—siq(Y)sqj(X)}.

k

. s s s . . n+ :
Tesis,~-Existe una inmersién isométrica en R ,de forma

que el fibrado normal a la variedad inmersa,viene descrito por

los tensores A,,s, .
1] q



3

Demostracién.-Definimos el fibrado n=T%M)6(MuRn+k)

€l la métrica §=g+ds2+.¥.+dsz(d6nde ds2designa la métrica ha-

,y en

bitual en R).
Luego se define la éonexién siguiente:
v.(z, ¢1,...,¢k) (V*Z+¢1A1(X)+...+¢kAk(X) x¢1 -A (x)z+¢>2 21(x)+ |
ceths kl(X),...,X¢k -A (X)Z+¢1 1k(x)+...+¢k 15k-1, k(X)).
Puede comprobarse sin ninguna dlflcultad aprovechando
que se cumplen las ecuaciones de Gauss eodaz21 y Ricci,que
esta conex1on es métrica y anula la curvatura.

Construccidén de n+k secciones ortonormales y paralelas.-

Aplicando el teorema 0O-1,existen n+k secciones con estas

propiedades y con valores en cierto punto p de M los que que-

(e n+k n+k

1 v
ramos.Sean 01‘(e1’¢1""’¢k)""’0 n+k’¢1 ...,¢k ).

n+k"
Tomando wi=1eig.Las n+k formas Wypeeostd 45500 cerradas.
En efecto;?dwi(X,Y)§X(wi(Y))-Y(wi(X))-wi(X,Y)=X(eiY)-
-Y(e3X)-e, (X,¥)=Vyes¥-Voe xte s {V, Y-V X-(x,¥)}.
Como la seccibén (ei,¢i,...,¢;)es paralela,tendremos:
- i i . v i, i

Vye Y=-(038, (X 4. o490 AL (X))Y;V eiX==(01A, (Y)+, . .46, A (Y))X.
De lo que resulta VxeiY—VYeiX=0.

Construccidn de las funciones . que dan la inmersidn.-

Como M es simplemente conexa,existirdn n+k funciones

.,An+k,tales que dAi=wi,para todo 1i.

. o ’ A n+k | .
Estas funciones son C y dan M——R spor medio de

127
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X—A%V(A (xO,..., n+ (x)) Esta aplicacidén A es una inmersidn

" isométrica.Para verlo calculemos la imagen de un campo tangen-
te X.En M consideremos una curva xt,con vector tangente Xp en
n+k
p punto de M.Su imagen por A serd la curva en R (X (x ) B,
k(xt)).
Tomando (xi,...,xn),sistema local de coordenadas en un

entorno de p.El vector tangente a la curva serad.

X, dx BA dx X _dx, L., BA dx ' Ty
=(w (X)""’wn+k(x))=A(X)f
Il 220, (002400 (00 %2te %) f...+(e +kx)?= (X,0,...,0)e,,

...,¢k +...+(x 0,...,0)e +k,¢2+k,...,¢£+k 2 xi2.

Luego A es una inmersidén isométrica.

El fibrado normal a la variedad inmersa viene descrito

por los tensores {Ailijq}'

Para ver ésto,extendemos la inmersién al fibrado de 1la

'3

forma siguiente:El elemento (o,...‘i,...,o)‘lo mandamos a
1 n+k
=((0,ooo,l,tocgo)(el,ooo’cbk),o-o,(o,o.0,1,-00,0)(3 k,uc.,¢k )
n+k
Ny=(03s e n s 0]

paralelismo de las secciones 01,...,0n+k,tendremos:

).Segun ésto V N.=(X'%,...,X n+k).Pero por el
X1 i i

X¢i=Ai(x)e1+¢isi1(x)+...+¢isik(x).

S 0 6 3 6 0 8 3 0 ¢ 0 8 2 0 O C 06 9L I 4O ¢ e S B S0

n+k

n+k
n+k+¢1

x¢7 =a, (X)e sy (Kb kgl s x).

®ik



Luego vXNi=Ai(X)+Sil(X)N1+'"fsik(X)Nkf'

Independencia de la inmersién respecto de las secciones

ortonormales elegidas. -

Vamos a ver que si en el proceso anterior modificamos las
secciones ortonormales,lo Ginicd que hacemos es aplicar una
isometrfa del espacio euclfdeo ambiente a la variedad inmersa.

A A '

Hay que probar que si (A,,..., n+k)’(u1""’un+k)’son

dos inmersiones que provienen de distintas eleccciones de las

secciones ortonormalas,se verifica:

Ay (%) u1$x) o
. =u s +
Apr (%) Hoex (%) %4k

Donde u es un elemento de 0(n+k),y (dl""’dn+ ) es una

k

traslacidn.

Es inmediato que lo anterior es equivalente a probar

que
X(Ay) PR
. zu Para todo X.
X(An‘-i-k? X(un'f'k)

Ahora bien,

{X(x ), XA = {uw, (XYoo vsm g (X))} ={Xe, , ... ,%

en+k}'
(X }={Xv,, ... ,%v

n+k

Xy, ,x(u ) ={v, (X),... }

Pero los paréntesis anteriores no son mis que las coor-

n+k ’vn+k n+k

denadas de (X,0,...,0) respecto a cada uno de los dos siste-

mas de secciones.Como son ortonormales y paralelas difieren' .



en un elemento fijo u de 0(n+k).Por tanto

wl(x) wi(X)
. ' =u .
w£+k(x) wn;k(x)

- o e OGN e e we e R W e e T R G e e O Gm @ G e G e G am e e

§3.Determinacién de la inmersidn por el sistema de tensores.

Teorema 0-3.-Los tensores {Ailijq},determinan salvo iso-

metrias del espacio euclideo ambienteé la inmersién.

Para probar ééto vamos® a empezar vieﬁdo.que toda inmer-
sidén isométrica,restringida a un entorno simplemente c§nexo
de un punto de la variedad,puede obtenerse por el mé&todo ante-
rior.La razdn de tener que resthingirnos a un entorno simple-
mente conexo;es qﬁe‘aunque consideremos variedades simplemen-
. te conexas,no tiene sentido en general que hablemos de un sis-
tema de tensores definido en toda la variédad.

Lema 0-1.,-Sea M variedad Riemanniana de dimensién n,sim-

n+k

plemente conexa,que admite una inmersidén isométrica en R .

y tenemos N, ,...,N, ,base ortonormal del fibrado normal defi-

nida globalmente,

Tesis.-La inmersidn puede obtenerse por el método anterior.

Demostracidn.-La inmersién viene dada por unas funciones

A A

1,--0, n+k'

Sea X, un punto de M tal quelA(x°)=0.Tomemos,xl,...,xn,

sistema de coordenadas en un entorno de xo,de forma que en



‘xo,los campos coordenados Xi,...,Xn,son ortonormales,y se apli-
can por ) en (el)o,...,(en)o,ortonormales en Oj;sistema que
complementamos con (Ni)o,...,(Nk)o,é fin de tener una referen-
cia ortonormal en el origen.

Sea yl,...,yn+k,sistema euclideo de coordenadas,tal que

0

ayj

) . =
a )o-(Na)o’Para G-l,..-,k.

)o=(ej)o,para j=1,...,n.¢( o

Como la imagen de X, es X, es (ei)o,tendremos:

331) _ . 52 _ 3y 2o (B —aB
(1) [224] =61 2) [Bgza] =0 orandy =0, 8 <o

Estudiemos las férmulas de Gauss y Weingarten,

- k .o
Vx.x.- VX.X'+za=1h N,-Expresdndolo en coordenadas,resulta

dA- oA 4kl-y n q +k k o 1 n+k
vxi[ x’,---"gx—n'.+ ]—zq:.ir' l][-a‘—l-,ooa,y—n- za 1 l][N“’..',NX }
Considerando l1<pgn+k,tenemos la formula de Gauss;-
T n BAP k .o P
_Zq':qu' +Z h N

i 1
i3 axq o011 a

(a)j
ZB;q qéx N *Z =1 a’ i Xj.ExPreséndolo en coordenadas

l
oN anng ) n+k NES R I
. [g;?,.--,—%—x-?——}—.l{B:asaB (x )[ B,coo,N B ]"‘ J 1 1 [.8_1,._.,-8—114'}(]

La féfmula de Weingarten seri:

"3—& L= a3 Sapl¥; NG+ 1y2y 1)j_g¥>\n

Sea ahora Zp,el campo tangente correspondiente a dAp,teaef,

v



mos Vy 4 (X.)=X, [5—p]-dxp[ q=1 i ] %;ﬁg—— q“1 Ejg—P

l

= K P
= a1 hiJNa +Pero VydA (X)=Y(ar X)-dA (VyX)=¥(Z X)-2 (VyX)=V sz

Luego V7 =-Z AG(Y)Na

o=1
La férmula de Weingarten nos da:
Py_ P
Y(NZ) Aa(Y)Zp+ZB£a§aB(Y)N6‘0
Con lo que queda probado el Lema.Con ayuda del cual es
evidente el siguiénte resultado,

Teorema O-4,-Sea M variedad Riemanniana de dimensién n,

simplemente conexa,que admite dos inmersiones isométricas Pq

y ¥, en‘Rn+k,para las que puede definirse globalmente el misso

sistema de tensores {A.,s]q}

T931S-‘¢l_£2 difieren en una isometrfa de R

n+k

Con ayuda de este resultado,estamos en condiciones de
probar el siguiente

Teorema.-0-5,-Sea M variedad Riemanniana de dimensiédn n,

' . . . . - . n+k .
conexa,que admite dos inmersiones isométricas wl‘y wz,en R 5

de forma que ambas inmersiones admiten en un entorno de cada

punto de la variedad,un sistema de tensores inducidos por los

respectivos fibrados normales,que son los mismos para ambas

inmersiones.

Tesis.~-Ambas inmersiones difieren en una isometria del

espacio Rn+k




Demostracidn.~- Todos los entornos abiertos los considera-

remos simplemente conexos.Sea U,uno de tales entornos,por el

Lema 0-1,existe una isometria u de Rn+k

stal que “°W1=Wé’en U.
Si V es otro entorno del mismovtipo con interseccidn no.vacia
con el apterior;téhdremos otra isometria v que cumplird vey, =y,
en V.Pero en los pﬁntos de UNV ,u y v tienen el mismo efecto,
~luego u=v.De aqui vemos que el conjunto de puntos de M,en que
uep, =P, ,es abierto,

Si existiese otra isometria w de Rn+k,con woy, =, ,en

otro abierto,deberian ser disjuntos.Y como M es conexa.tenemos

que en todo M se cumple uow1=ﬂ2.

S4 .Consideracidn sobre el fibrado normal de las variedaes in-

mersas. -

Para inmersiones en codimensidén uno,en cada punto tene-
mos definido,salvo el signo,el tensor de Weingarten A.

Ahora bien,para inmersiones en codimensién dos,dada una
eleccidn en un cierto abierto U de la variedad,de los tensores
,0 sea de ;os campos normales Ni.PodemOS modificar di-

iq
chos,campos por retaciin en cada punto,y consiguientemente

Aygss

habremos modificado los tensores.
Veamos cbémo se produce dicha modificdcidn.Si se trata de

una rotacién de &ngulo a;siendo 0. una funcidn de U en R.Si.
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escribimos con barras los campos y tensores transformados,te-
nemos. A1=cosa~A1—sena.A?|Ké= senas A, tcoso e Ay|312=§12+§a.

En particular de aqui vemos que si la inmersién tiene
curvatura normal cero,o sea (Ai,A2)=0,deberé existir cierta

funcién o para la cual 512=0,luego 312=—da,y por tanto ds 0.

12°

Para codimensiones mayores que dos el tratamiento es si-
milar.Sit(ﬁi,...,ﬁk)=qu1,...,Nk).Donde u es una funcidn dis
fefenciable del abierto U en 0(k),entonces

t, - - i}
(A&,...,Ak)=qu1,...,Ak). (s
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CAPITULO I,INMERSIONES EN CODIMENSION DOS.

Siendo U espacio vectorial real,con un producto escalar
definido en &l,que designaremos como es habitual por un punto,

Vamos a considerar en U2 la operacidn siguiente:
(elneQ,eaAeu)=(e£e3)e2Aeu+(eéeu)e1Ae3—(eieu)e2ne3—(eée3)e1Aeu.

§1.Algunos resultados sobre el dlgebra de holonomia,y temas

afines.

Teorema de holonomia.I-1,-Sea M variedad diferenciable

de dimensidén n.El dlgebra de holonomia en el punto p de M,es

la subdlgebra de 4l(n,R),engendrada par los traslados parale?
o ;

los a p,de las transformaciones R ya©n todos los puntos de M.

X

Demostracidn.-Vease Kobayashi-Nomizu (1)(pdg.89),.

Vamos a ver a continuacidn,algunos lehas necesarios para
el desarrollo del capftulo.En los cuatro primeros se citan
los trabajos en que pueden encontrarse demostrados,aunque se
incluye aqui la demostracién,para facilitar la comprensidn de
la prueba del Lema I-6,no probado por Bishep en su articulo

sobre las &dlgebras de holonomfa en inmersiones a codimensién 2.




Lema I-1.(Bishop).—$ea U espacio vectorial real,y sean

V y W,subespacios no nulos y tales que U=V+W,

Tesis.-U2 estd generado;por VW.

Demostracidn.- Sean vi,VQ,elmentos de V,y w de W,tal que

-Wm=1.[y1Aw,v2Aw]=v1Av2+ términos en VW.
Por tanto V2 estid contenido en el 8lgebra generada por
VW.De la misma forma veriamos que w2 estd contenido en el &l-

gebra generada- por VW, .

Como UZ2=v24vysw?

es todo U2.

,resulta que el'élgebféfgehévada por VW B

Lema I-2.(Bishop).-Si vfo;entomées VU;gehera U2.

Demostracidn.- Sean ui,uQ,elementos cualesquiera de U

@Aul,VAuQ):(vv)uiAu2+(ufu2)VAv—(wu2)uf\v;(wul)VAuQ.
Despejando (vm)uiauQ,términd genérico de UQ,vemos que per-

tenece al dlgebra gemerada por vU.

Lema I-3.(Bishop).-Si v es de V y es #6;w de W y #0,y

. . . a 2
V tiene interseccidn no nula con W.Entoces vV+wW,genera U”.

Demostracién.~ Por el Lema I-2,el 4lgebra generada por

vV+wW,contiene V2+W2.Tomando u en VAW,uf0,el Slgebra anterior

contendrd u(V+W)=uU,que genera U2.

Lema I-4,-(Alexander(1)).-Si tenemos una inmersidn en

codimensidn dos,y en algin punto el recorride de A1 es dis-
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tinto del de A2.Emtonces (rec.Ai)2 esti contenido en el &1~

gebra de holonomia,para i=1,2«

Demostracidn.~- Sean V=rec.A; y W=rec. Aysy U=V+W.

Como rec.Alfrec.A2,el recorrido de R en el punto,en cues-

tidn,contiene (Aiwl)v4y a (A2V*)W.Ya que si x es de WL,Az(x)=OV

y ny=A1(x)AAl(y),luego el recorrido de R contendri (Alw*)v,,'
y por tanto el dlgebra de holonomia contendrd V2(siempre ¥
cuando WJ#O).De la misma forma veriamos que el dlgebra de
holonomia contiene a WQ.‘

Si fuera W=U,por lo anterior el dlgebra de holonomia con-

tiene W2=U2,y por tanto a V2.

Lema I-5.-Si tenemos una inmersidn en codimensidn dos de

forma que en alglin punto el indice de nulidad relativa es ce-

ro,rec.Alfrec.Az,pero rec.A nrec.AQ#{O}.

1

El d4lgebra de holonomia es total.

Demostracién.-En dicho punto p tendremos rec.A1+rec.A2=\

=Tp(M),y ademis la interseccidn no es nula.Aplicando el Lema

I-3,sigue el resultado.

Lema I-6,-(Bishop).-Si U=VLW,y alguno de los dos tiene

dimensidén distinta de dos,V2+W2 es una subdlgebra maximal pro-

Eia de U2.

Demostracidén.-Si las dimensiones deV y W son 1,el resul-

&
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tado es trivial

Si dim.V=1 y Aim.W§2.Tomemo§ ei,v1,...,vn,referencia or-
‘tonormak de U tal que V={ei}.w={v1,...,vn}.

Supongamos que H es una subdlgebra de U2,que contiene
‘ . 2.2 2
estrictamente V' +W =W~ ,Sea A11e1Av1+A12e1Av2+...+A1ne1Avn,un
elemento: de H,donde algun Aij#O,por ejemplo AilfO.

Observemos que debe haber algun ofrd“k1j=05ya que de lo
contrario e;Av, es de H,y tomandp (eiovl’viAVj)éfglAvj’que
serd de H,con lo que queda visto que3H=U2;‘_ L

Tomemos (A11e1AV1+"’+A1ne1Avn?V1Av2)éfaiieiﬂv2+ki2eiAv1’
gae es de H. .

Pongamcs ahora

A12einv1—A11e1nv2£H |
A1184AV 1 tA 08 AV oAy @y AV EH

Multiplicando la segunda expresidn por el cociente entre
A12 y All’y restdndole la primera,tenemos un elemento de la
forma HypeqAV,t. oty e nv ,en H.A no ser que hubiesen sido

- _ N ‘ 2 _ .2
A13'0""’A1n-o’y *12/&11"A11/&12’de lo que resulta A12' Ail'
lo que es absurdo.

Ah i

ora é partir de u12e1Av2+...+u1ne1AinH,volvergmos a

hacer-lo mismo ,y al final llegaremos a e AVnGH.

1

Tomando (eiﬂvn,viAvn)=e1nvieH,para todo i,luego H=U2.



Por tanto efectivamente v2+w2 eé maximal.
Si dim;V;Z y dim.W>3.Tomemos el,...,en,vi,...,vm,base or-

tonormal de U,tal que V={e1,...,en},w={v1,...,vm}.8ea H una
2 2 .2 ‘
subdlgebra de U ,tal que HQV +Wo,

Consideremos un elemento de H de 1la forma’ 2 3 1] lnvj,‘
3

con alglin A,.f0(por ejemplo A,.).
ij 22

1,3%13%447
(zi(—xilei/‘v2+xi2ei"v1)’ei’\92)=—)‘11v2"e2+)‘21"2"e1+

(I sriseAv, VAV, )= zi(fkiieiAv2+Ai2eiAv1) €.

+A12V1Ae2—x22v1Ae1.é H.

Ahora utilizamos que la dimensidn de W no es dos,al ponep .

(Appeq V1A 2181A V)T A 0 AV Ay e AV, VAV ) F- e A, *A{pe9nvy

(R2224Av3=hy 500 v5sene,) =0y v e, 1“"12"3"‘*15 H.
Asi pues tenemos
Th22® A Vg tA oAV e H
lA12e1Av3+A22e2AY36 34 “ |
Si,estos coeficientes no son proporcibnalés,tendremos
que eiavg y €AV, son de H.Y si fueran proporcionales sllega-~
2 _.2
remos a que —122—A1210 que es absurdo.
Luego €, AV, es de H‘(eiAeQ’ezAv3)=—eiAv3e H.
\ . 2
(eiAv3,vjAv3)=eiAvje H,para todos i,j,Po® tanto H=U » Y

2. .2 .
V'+W es maximal.

En el caso en que dim.V=2,dim.W=2.8i V={e1,e2},y w={v1,v2}.

Tenemos que la sbilgebra engendrada por eiAe2,V1AV2,81AV1+e2AV2,
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, 84NV, ,AY, s e8 el dlgebra unitaria de la estructura compleja

definida en U por Je,=e

V2+W2.

2 Jv1=v2.Y contiene estrictamente a

Lema I-7.-Sea M variedadi 'Riemanniana conexa de dimensidn

n,inmersa isométricamente en codimensidén dos,con curvatura nor-

mal igual a cero.

Tal que tenemos definidas dos distribuciones involutivas,

paralelas,complementarias y ortogonales,{vl,...,Vk},{Vk+1,...

!n},de forma que en cada punto,podemos encontrar un par de

tensores de Weingarten A sh,,de la forma:

Tesis.-Los tensores A1L£2,cumpliéndé io ahtérior,estén

definidos globalmente,

Demostracidn.-Vamos a ver que los campos N

1,N2,asociados

a los tensores A1,A2,son paralelos,con lo cual como la curva-
tura normal es igual a cero,estarin definidos globalmente.

Hay que ver que s,,=0.Consideraremos 1g<i,j<k, k+i<a,B<n.

‘ 12
vvi(AlvB)—-Al(vvivB)—-sn(vi)vaB=VvB(A1vi)-—Ai(vVBvi)—siz(vB)o.

Como las distribuciones son involutivas 9 paralelas,re-

sulta que 512(V1)=0.

1o,




Imponiendo las ecuaciones de Codazzi para A2,obtendremos'

312(V8)=0.Luego 84,30,

§2.Estudio de las inmersiones en codimensidn dos con curvatu-

ra normal cero,a partir del &dlgebra local de holonomia.-

Estudio local.

Teorema I-2.-S1 M es una variedad Riemanniana,de dimen-

sién >2,y #4.Inmersa isométricamente en codimensién dos,con

curvatura normal cero.

Sea p un punto de M en el cual el indice de nulidad rela-

tiva es igual a cero.Si en p el dlgebra local de holonomia no

es total.

Tesis.-Existe un entorno de p,Np que puede ser:(a)El pro--

ducto de un segmento por una variedad de dimensidén n—i.(b)El

producto de dos.variedades,una de dimensién k y la otra de

dimensidén n—k.

En el caso (a),la codimensidn es reducible a uno,y en (b)

la inmersidn descompone en producto de dos,cada una en codi-

mensién uno.

Demostracidén.- Por ser la curvatura normal cero,los ten-

sores de VWeingarten son diagonalizables simultaneamente.
Consideremos Vl,...Vn,base ortonormal de campos en un
entorno de p,en la que diagonalizan dichos tensores.

Vamos a ver que podemos elegir una referencia adecuada

17




en el fibrado normal,a fin de que los tensores de Weingarten
asociados tengan recorridos distintos.

Consideremos T Vysy sea N1 un campo unitario en esta di-

vy

reecibn(tal direccidn existe,pues el fndice de nulidad relati-

va es cero en p y lo sigue sieddo en un entorno).Tomamos N21N1

y si A1,A son los tensores de Weingarten asociados,tenemos

2

Como rec.Ai#rec.Az,aplicando Lema I-4,el (rec.A1)2esté
contenido en el §lgebra local de holonomia,y como no es total
rec.A1 no puede ser T(M) en ningGn punto del entorno.Luego ha

de cumplirse porvejemplo a, =0,

2
Ahora tenemos en cada punto del entorno ,rec.A1+rec.A2=
=T(M),y rec.Aifrec.AQ,luego (rec.A1)2+(rec.A2)2 contenido en
el dlgebra locél dé holonomia.Si en algln punto ambos recorri-
dos tuviesen intersccifén no nula,por ei-Lemé‘IQ3;el &lgebra -

local de holonomia seria total.

Luego en dicho entorno Np,tendremos:"
: ( \
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Como dim.M#4,aplicando el Teorema I-1,y el Lema I-6,re-
sulta que las distribuciones {Vi,,..,Vk},{Vk+1,...,Vn},son pa-
ralelas e involutivas.,

Ahora pqedent?resentarse dos posibilidaes:(a)k:i 8 k=n—i;
(b)k71 y kfn—1.

(a)Supongamos k=1(el otro caso es andlogo).

Tomando Np més pequefio si es preciso,para poderlo consi- .
derar simplemente conexo,y aplicando .el teorema de descompo-
sicién de de Rham,vemos que Np?(a,b)xvp,donde Vp es una varie-
dad de dimensidn n-—1.

Para ver que en este caso la codimensidn es reducible a
uno,se consideran las ecuaciones de Codazzi,com 2<i,j<n.

Como A1(Vi)=A1(Vi)=O.Tenemos que para A

5 secumple:

(vViA2>vj=<vvjA2>vi.

Con lo que vemos que el tensor A,,define una inmersidn.

2 *
. - g N n H *
isométrica de Vp en R 'Y,con lo que tenemos reducida la co-
dimensién,

JE{CR IS A8 S (a,b)xrRPxRPTY,

Conviene notar que esta inmersidn isomé&trica no difiere

n+2

en una isometria de R de la inicial.

(b)Como tenemos las distribucidnes-{Vlé.;{,vk},{vk+1;.r.{b

Vn},involutivas y paralelas,tenemos Nbgupxyg;dgnde UP es de



‘dimensién k y Vp de dimensidén n-—k.

Por el Lema I-7,s8,,.=0.Y las ecuaciones de Codazzi son:

12

Considerando 1£i,j<k, k+1go,Bgn.

Ty A )=(Ty AT,
(Vy hp) (Vp)=ETy 85D (V).

Luego Al(resp.AQ),define una inmersidén isométrica de U

‘n—k+1

k+1(resp. R ),que denominamos wi(resp.wz).

(resp.Vé) en R

Combinando las dos obtenemos:

Vixy,

> R R .

N TU xV k+1an—k+1= n+2
P P P -
Inmersién que por el Teorema 0-3,difiere en una isome-

n+?2

tria de R de la inicial.

Ahora es preciso estudiar el caso en que dim.M es Hi,ya
que aqui no podemos aplicar las técnicas utilizadas en este
"filtimo Teorema.

Teorema.I-3.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn 4,

- inmersa isométricamente en codimensidén dos con curvatura nor-

mal igual a cero.

Sea p punto de M,en el cual el indice de nulidad relati-

va es igual a cero,.

Si en p el dlgebra local de holonomia no es total.

Tesis.-Existe un entorno de p Np,que puede ser:(adEl pro-

ducto de un segmento por una variedad de dimensidén tres.(b)El
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producto de dos superficies.

En el caso (a),la codimensién es reddcible a uno,y en

(b),la inmersidén descompone en el producto de las inmersiones

ea b : 3
de las superficies,cada una en R ,

Demostracidén.-Por ser la curvatura normal cero,los tensos

res de Weingarten diagonalizan simultaneamente.
Consideremos V1,V2,V3,V4,base orfonormal‘de‘campos en un
entorno de p,en la que diagonalicen dichos tensores.Vamos a

ver cbémo se disfribuyen en el fibrado normal los campos T, V

9
V1 1
T, Vo7, V.,T. V. .
V2 2 YS 3 Vl+ 4
Sea Ty V1 y N, ,campo unitario en su direccién.Tomamos
1
N21N1,y si A1,A2,son los tensores de Weingarten asociados,
a 0
1 b
a2a 2b3
A= 3a A2= bvf

Por el Lema I-u,(rec.Ai)2 estd contenido en el 4lgebra
local de holonomia y como no es total deberi ocurrir,por ejem-

plo,que au=0;Y §or tanto en el fibrado normal en el punto p

se tendréa: T Vu , TV5V3
Ty, Ve
= Ty, Ve
Haciendo lo mismo con T, V., y con T V_,si es preciso,
N V2 2 Va 3

vemos que la situacidn de estos campos en el punto p puede

ser:’
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producto de dos superficies,

En el caso (a),la codimensidén es redicible a uno,y en

(b),la inmersién descompone en el producto de las inmersiones

(] 4 3
de las superficies,cada una en R,

Demostracidén.~-Poer ser la curvatura normal cero,los tensos

res de Weingarten diagonalizan simultaneamente.
Consideremos V1,V2,V3,Vq,base ortonormal de campos en un
entorno de p,en la que diagonalicen dichos tensores.Vamos a

ver cbmo se distribuyen en el fibrado normal los campos T, V

?
V1 1
T, V.,T, V.,T. V., .
V2 2 V3 3 Vu by | |
Sea Tv V1 y Nl,campo unitario en su direccibén.Tomamos
’ 1
N21N1,y si Al,A2,son los tensores de Weingarten asociados,
a 0
1 b
22, 2b3
A1= Sau A2= bu

Por el Lema I—u,(rec.Al)2 estd contenido en el 4lgebra
local de holonomia y como no es total deberd ocurrir,por ejem-

plo,que au=0.Y ﬁor tanto en el fibrado normal en el punto p

se tendré: | ’T;/h\/w TVSA
Ty, Ve
: ‘} T\’1V1 .
Haciendo lo mismo con T, V, y con T_V_,si es preciso,
- ‘ V2 2 , Vg 3

vemos que la situacidén deé estos campos en el punto p puede

ser:




Veamos que el caso I no es posible.En efecto en dicho ca~

so tendremos:

Tomando u={v1,v2,v3},v={v2,v Vu}.Tenemos U+V=TP(M),

3’
U£{0},V#{0},y aplicando el Lema I-3,el Slgebra local de holo-
nomia .. seria total,

En el caso II tendremos

Lo cual se vgrificari en un entorno de p.

Aplicanda el Teorema I-1 y el Lema I-6,vemos que las dis-
tribuciones {Vl,V2,V3},{V4},son péralelas y por tanto involu-
tivas.Tomando el entorno de p mis pequefio si es preciso,a fin
de que sea simplemente conexo,tendremos Npg(a,b)xvp,donde v
serd una variedad de dimensién tres.

Para ver que la codimensién es reducible a uno,se consi;

deran las ecuaciones de Codazzi para A, que ahora serdn:

(IL )

%V% g T Vo | Kﬂ%%
| 77.2‘(2« )ﬂTI;VS
T . v
I) .() o oTe TV TV Tak
» Ty, Vs N > S

2%




Con 1lo que vemos que el tensor A

isométr

(VV Ai)VQf—'(Vv Ai)v1

| 1
(v

, V1

(v
Vs

ica de V

2

Al)V3=(Vv A1)V3

2

A1)V3=(Vv A1)V2'

3

1,def

ine una inmersiém

en Ru,que denominaremos Y,y tomando

-(a ,b)IxVy -———Jka-RxR =Rr>

.Tenemos reducida a uno 1la codimen-

31on.(Conv1ene observar que esta inmersién isométrica,no di-

. . 6
fiere en una isometrfa de R

de la inicial.).

En el caso III,como no podemos aplicar el Lema I-6,hay

que efectuar un estudio distinto,

En

N_ tenemos:
P .

Como la curvatura normal es igual a cero,podemos conside-

rar que

84,7do.

Las ecuaciones de Codazzi nos dan:

(1)

(III)

'(a2—a )F1

=V (a )
(a —a, )ng—V (a )
a5 &2‘aira1

a2P12-a1F21

2, 23‘V (a )
—V (a)bS—a Paz

0= a2F32

“

)

_ ypl

(I1)

(1IVv)

[ —a
-—-.a
V

\

[ 12

-—a F

114
-V (u)b za, T

2 2
F -(a —a )P31
1F13-V (a )

(a)b -a&I‘31
0=a, Ty J

y=(ag—a,)r2,
=V, (a,)
u
& 41

0= airui J




S | ) ( 1 _ 1)
81 Tau=31 Tyg 33Ty aymay) Ty,
a2F34=a21‘43 o -—aQI‘&qzvu(a2)
(v) bV, (0)=0 VI % v, (adp
'3 | | 2 y27 2" Py
\ bsvu(a)=0 J | azru2=o J
( 3 _ 3 ) [ 4o 4 )
bsrﬁz‘barai (ba‘bu)ria‘“burai
(VII) buriéib“52% : (VETI): ] 23¥§3j23(a)81
"a27 P3fpa”
L 0za,V,(a) | -b3r31=v1(b3) |
( 3 3 ] ( 4o 4
(bu—-bs)I‘g‘u-—-bsI‘Uf1 (b3—b4)F 3-—buF32
—b, ', =V, (b, ) ~b, T, .=V (b,_)
(1) bup31_01 m (x) .b3F§2_02 3
‘ yqu” 323"
by Tyy=v,(Way J ' b3r23=va(“)521
4 3 _ 3 4 { 3 _ Sy
(bq—bs)p&u——b3P42 (bu—bs)F 3=V, (bg)
: ~b, T 2=V2(b4) (bs—bu)r%a=v3(b4)
(X1) A2 (X11) 3
b, 3»'0 burgu“barga
\ byTay=Vy(ay | | Py Ty =Py Ty |

. . 3 .3 Mo _IJ S S
De estas ecuaciones deduc1mos.F12-F21—F12—F21— su-Fua—
2 2

=F3u=F43=O’O sea que las distribuciones {V1’V2}’{v3’vu}’s°“

involutivas.De (V) y (VII),Vl(a)=...nvu(a)=0,o sea que los
campos que nos dan los tensores Al,Az,son paralelos en el fi-
brado normal.También deducimos que ias,distribuciones {Vl,Vé},
y {VS,VH},son paralelas.

Tomando Np simplemente conexo,tgnemos Np§prVp,dende U
y Vp son variedades de dimensidén dos,simplemente conexas.

Para ver que la inmersidn descompone en producto de dos.

24




Basta considerar las ecuaciones de Codazzi,que ahora
serén:

’ | | (VviAi)V2=(VV2Ai)V1.
(v, AV, =(V, AV,
Vg 27k Vi 2°°3
3

3 . '
»Y A2def1ne w2.Vp——a-R .Y la

Luego Al,deflne wizup——+ R

e

(4 s o - . (] 4 » 6 ‘
inmersidn inicial difiere en una isometria de R~ de wlxwz.

Estudio global.-

Proposicién I-1.-Sea M variedad Riemanniana conexa de

dimensidn n>»2.Inmersa isométricamente en codimensidn dos con

curvatura normal igual a ceroj;tal que en todos sus)puntos el

dlgebra local de holonomia no es total,y el indice de nulidad

relativa es cero en todos sus puntos.

Tesis.~-E1l lgebra local de holonomia es igual al 4lge-

bra de holonomia,y es de la forma Uz,con dim.,U=n—1,0 bien es

UQ+V2,con Uy V complementarios ortogonales,ambos de dimensi-

én >1.

Demostracidn.-Segin sabemos por las demostraciones de los

Teoremas I-1,I-2;en cada punté el &lgebra local de holonomia
es de uno de los dos tipos citados en el enunciado,y también
estd claro a partir de las demostraciones‘indicadas,que el
conjunto de puntos en que es de un tipo determinado,es abier-

to.Como M es conexa sblo podrd ser del mismo tipo en todos
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los puntos.Y por ser constante la dimensién del 4lgebra lo-
‘cal de holonomia aplicando Kobayashi-Nomizu (1),Theorém10.3,
pédg.96.Sabemos que ambas &lgebras coinciden.

TeoremalI-3.-Sea M variedad Riemanniana simplemente cone-

xa,de dimensidén n>2.Inmersa isométricamente en codimensidn

dos con curvatura normal cero.Tal que en todos sus puntos el

dlgebra local de holonomifa no es _total y el indice de nulidad

relativa es cero.

Tesis.- M puede ser:

(a)MZRXN,con N variedad de dimensién n—1,y la codimensidn

e€s reducible a uno.

(b)M§N4XN°,con las dos variedades de dimensidn >1,y la

inmersidn de M es el producto de sendas inmersiones en codi=

mensidén 1.
Zension 1

Demostracidn.-(a)Si el 4lgebra de holonomia es U2,con

dim.U=n—1.Tenemos las distribuciones inﬁolutivas,paralelas y
ortocomplementarias siguientes{Vi,...,Vn_i},{V% .

Los tensores.Al,A2,por el Lema I-7,defihidos globalmente

con s, .=0,

12

0 n

Como M es simplemente conexa M:RXN,y de la observacidn
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de las ecuaciones de Codazzi para A, ,deducimos una inmersién

1°
.isométrica Y de N en Rn,que nos proporciona:
MYRxN—LRY_ pupPogntl
(b)Si el dlgebra de holonomia esAU2+V?con Uy V ortocom-
plementarios y de dimensidn >1cada uno.Tenemos dos distribu«
ciones invoiutivas paralelas y ortocomplementarias{vl,...,Vk},
{Vk+1""’vn}'Y por el Lema I-7,los tensores A ,A,,definidos

globalmente con s, ,=0.

12

[ 0 ‘ i
L3 (g . (]

- Como M es simplemente conexa M=N1XN2,var1edades de dimen-

sidn k y n-k, respectivamente.De la observacidn de las ecuacio-

nes de Codazzi para A1 y A2,deducimos dos inmersiones isomé-

tricas wlle——a-Rk+1,w2:N2———+-Rn~k+1,de forma que la inmer-

n+2 '
$w1XWQf

sidén inicial es,salvo una isometria de R

o e e G G G 8 e e o e e G e em e

§3.Estudio de las‘ inmersiones en codimensidn dos con curva-'

tura noemal igual a cero,a partir de las isometrias infini-

tesimales, -

Lema I-8.Sean A, y A, dos endomorfismos simétricos,diago-

nalizables simultineamente,en la base Vyse.o,V .Tales que




2t

rec.A1+rec.A2={V1

,...,Vn}.

8i X e Y son dos vectores con X¥=0,y ademds para todo i

se cumple que XVi#O,é YV,#0;tales que A1(X)AA (Y)+A (X)AA (Y)=0.

Tesis.,-Pueden encontrarse 51L§2’°°n (& 1,A )= ut(A 2)
con u elemento de 0(2),de forma que:
ral IR '0. )
0. "0 ' \
} ®kq- i P+t
Ay = .. Ap= "
L) .b
\ OJ \ n}

Demostracidn,-Tendremos que X=A1V1+...+A V Y=u1V1+...+uth.

Imponiendo la condicidn de que Al(XQAAi(Y)+A2(X)AA2(Y)=O,

resulta : (Aiuz—k2u1)(a1a2+b1b2)=0

3 8 ¢ & 0 8 0 8 3 5 % 0 8 s 6 s ¥ 2 e s s

@ —X )(a a +b b )=0

n— 1u —1"n "n-17n

Como X e Y son ortogonales,uno de los primeros parénte-

n n -1

sis de alguno de los primeros miembros,deberd ser no nulo.Por
ejemplo A1u2—A2u1 0,de lo que resulta: (a sby YL(a ,b2).Luego

podemos encontrar Ki,ﬂz,én la forma indicada,tales que:

Ahora uno de'los dos determinantes ,ha de

ele b

ser #0,ya que de lo contrario (Xa,p3) seria proporcional a




‘(Ai’ul) y a (A2,u2),lo cual es absurdo.Luego,por ejemplo

Ay o
1 W
lxa W3

a,+0b,=0,6 sea a,=0.

fQ,de,aqui resulta a,a,+0b, 3

1

Reiterando el proceso se tiene el resultado pedido.

Teoremal-4,-Sea M variedad Riemannian simplemente cone-

xa de dimensidn >4.Ifimersa isométricamente en codimensién dos,

con curvatura normal igual a cero,y con indice de nulidad re-

lativa cero en todos sus puntos.,

Si i(M)=ii(MlliQ(M),donde il(M) e iQ(M) son ideales,ta-

les que si X es de il(M) e Y es de‘izéM)}se cumple R,,.=0,para

XY
todos X e Y.Ademéds dim.{il(M)liQ(M)}=n en cada punto y la di-

mensidén de cada ideal es »2.

Te51s.—M9M1§EQ,donde 1(M1)=11(M),1(M2)=12(M).Y la inmer-

sidén descompone en producto de dos,cada una en codimensidn uno.

Demostracibén.-Sea p punto de M3Vys...V_,base ortonormal

de campos en un entorno de p,en la que diagomalizan los tens
'sores de Weingarten.

Sea X de i1(M) e Y de i2(M).Y Vl,...,VB,los campos con
“producto escalar #0 c¢on X & Y.ARora aplicamos el LemalI-8,a los

tensores de Weingarten y podemos considerarlos restringidos

a {Vl,...,VB}Resultaré que podemos encontrar A1 y A2,tales que:

existird un a<B,de forma que aa+1=...=a6=0,b1=...=b“=0.

Su expresién matricial quedari:
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\ - / \ ' iy

Ahora tomaremos X“e Yj;de forma que tengan producto esca-

lar no nulo con VB+1""VB+5’Y con algﬁn Vi con 1si<8,D§ aquiv‘

deducdimos ’

Iterando el proceso y peérmutando convenientemente los



subindices,llegamos a:

Veamos cuédnto puede valer k en\gi punto p'y por tanto en 1

un entorno de dicho punto,

Supongamos que fuera k=n-—1,Tomaremos X y X“en ii(M),lin.

independientes en un entorno de‘p,(Xi,...,An),(k‘,...,kg),susA,

coordenadas en la base Vi""’vn'Y también Y e Y en iz(M),cum—v

pliendo lo mismo que 1os‘anteri0res,y (ui,...,un),(ui,...gu;)

sus coordenadas.

Al impomer RXY=RX,Y=RXYL=RX,Y,=03tenemos que

A

1 M AMoooWy oM AR 1
1=rango . =Pango |y . N zpango|s ‘. =rangol ¢ - -
' n—1.un—1 Xn—i un-—1 xn---i Mnoa Xn-1 un—1

Como X y X“son lin.ind.,una de las dos (Ai,...,kn_i),(ki,...,k

serd no nula,y de lo anterior se deduce:
()\1,...,An_1)=0t()\1,...,An_l),luego }\n#axn.
Por tanteo,es posible encontrar un elemento de il(M),que
em p sea (0,...,0,1),Aplicando el mismo razonamiento a Yy a
Y;llegaremos a que existe un elemento de iQ(M) que en p es

(0,...,0,1),10 cual es absurdo.

Por tanto en p y por tanto en un entorno k22,y n-k22.
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Veamos ahora que el valor de k es constanté en toda la
variedad.En efecto,seglin ya hemos indicado en la demostracidn
anterior,el valor de k es localmente constante y por ser M co-
nexa,k serd constante en toda M,

k"‘l’...’vn}'

Supongamos que no es asi,y tomemos X de ii(M),e Y de

Veamos ahora que {il(M)}={V1,...,Vk},{iQ(M)={V

12(M),tales que A1u1>0y Ak+1uk+1>O.La existencia de estos dos
campos vamos a probarla en la forma siguiente:Tomemos X en
i, (M),con AlfO y Xk+1#0.Todo elemento de 12(M) h; de tener
8 uifO,é uk+1ﬁ0,para que pueda cumplirse la condicién RXY=0.
Sea Y, de iz(M),Y1=u1V1+...+uk+1Vk+1+..},con‘u1¢0 Y‘Hk+1f0-‘
Si A1u1 y Ak+1uk+1 tienen el mismo 51gno,y§ teqemos lo que
queriamos,y si no tomemos otro elemento de ié(M),lin.ind. del
anterior Y2=u1V1+...+uk+1Vk+1+....El rango del par (ui,uk+1),
(ui,u£+1),es dos,ya que de lo contrario existirfia un elemento
de 12(M) con u,=u, ,=0,1l0o que es absurdo. |

Por tanto estd claro que existe un elmento de iz(M),cum-
pliendo 1la condicién A1u1>0,kk+1uk+1?0.

De la condicién R,,=0,resulta:

XY
Ayouy Mert Mian
rango| + . =1 rango|. . . =1
g 1‘»k % & An L

De lo que resulta (ul,...,uk)=a(k1,...,kk7,con a>0,
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(pk+1,...,un)=3(xk+1,...,An),con B>O.Lo cual esti en contrad

diccidn con el hecho de que X+Y=0.
Asi pues tenemos un X de ii(MD en {Vi,...,Vk},y un Y de-

iz(M) en {Vk+1,...,Vn}.

Consideremos ahora otro X“de il(M),si tuvieera algin

Ag,con i>k,distinto de cero.Imponiendo R =0,resulta que el

XY
rango de (Ai+1,...,A;) y (“k+1""’“n) es igual a uno,lo que
imposibilita .que X*Y=0,

Con ésto queda visto que {ii(M)}={V1,...,Vk},{i2(M)}=

={Vk+1,...,vn}.

Del estudio,de las ecuaciones de Coda?zi_resultavque las

distribuciones {Vl,...,Vk},{Vk+1,...,

xM2,con dim.M1=k,dim.M =n-k.Y de

1 2

lo anterior vemos que i(M1)=ii(M),i(M2)=ié(M).

ralelas.Por consiguiente M%M

Si ahora consideramos las ecuaciones de Cédazzi,con el
~sistema de indices 1<i,jgk.k+1ga,B<n.

(VV.Ai)vj=(VV =(VVBA2)va'

i i
. . - o k+1 .
De lo que resulta que Aideflne wizM ——s-R » Y A2 define

1
wQ:MQ——%arfk+1.Y la inmersién inicial difiere en una isome-

tria de R"*? ge VX, c.s.q.d.

A1)Vj. (vvaAz)'vB

Vn},son involutivas y pa-
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CAPITULO II.REDUCCION DE LA CODIMENSION,

i | ——————— e it st Srommt

§1,Codimensiém reducible por la constanclia de la dimensidn

del primer espacio normal,-

Vamos a empezar estudiando las inmersiones en codimensi-
-~ L ,
6n reducible a uno,para las que podemos enunciar:

Teorema II-1,-Sea M variedad Riemanniana de dimensién

-

n,simplemente conexa,que admite inmersidén isométrica en codi-

mensidn k,tal que la dimensién del primer espacio normal es

constante e igual a uno.Y ademds el conjunto de puntos en que

se anulan todas las curvaturas seccionales es discreto.

Tesis.-La codimensién es reducible a uno.

Demostracién.-Sea p punto de M y U entorno de p,en el

que tenemos definidos los k tensores Ai""’A de forma que

k!
A2=...=Ak=0,y A1#0.

Vamos a ver que si1=0,para todo i>1.
Sea Vi,...,Vn,base ortonormal de campos en U en la que

diagonaliza Ai(para conseguir ésto se toma el entorno mis pe-

quefio si es preciso),y sean ay los autovalores.Podemos suponer

\
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a a,.#0.
AL |
Consideremos las ecuaciones de Codazzi:

(Vy AV =8,y (V)a, v, =(Vy A 0V

1 - 2
Pe?o como que A,=0,nos quedaré:s21(Vi)a2Vé=s21(V2)a1V1,‘

2 1“?21$V2)31V1

de lo que resulta 521(V1)=s21(V2)=0.
Considerando ahora las ecuaciones para A2,y los pares

(Vl,Va),...,(Vi,Vn),obtenemos’s 0.

21"

De la misma forma bbtendriamos 513=...=31k=0.si represen-

tamos por 51,...,Ek,los campos el el fibradé normal cuyos ten-
sores asociados son los Ai""’Ak’Lo anterior significa que
{51},{52,...,€k},son paralelos y los podemos definir global-
mente por fraslado paralelo en el fibrado normal.

N _v k _ _ -
Como R (X,Y)Ei- j=1((Ai,Aj)XY)Ej—O,ya que A,=...=A, =0

Tenemos que el traslado paralelo en el fibrado normal
no depende del camino elegido.Por tanto pueden definirse glo-
balmenté. ,por traslado paralelo em el fibrado normal,los cam-

pos El,...,Ek,y por tanto.los tensores Ai,,..Ak,sij,verificén—

dose sij=0,para todos 1i,j.

Ahora tehemos que A1 cumple las ecuaciones de Gauss y Co-

n+l

dazzi,luego tenemos una inmersidén isométrica de M en R R

n+k

que podemos extender trivialmente a una en R ,que diferira

. e s . n+k
de la inicial en una isometria de R .

Teoremall-2.-Sea M variedad Riemanniana“de dimendidén n,




k k

. - . . n+ n+
‘conexa,inmersa isométricamente en R. bt M— R .

De forma que la dimensidn del primer espacio normal es

-constante e igual a uno.Y el conjunto de puntos en que se anu-

lan todas las curvaturas seccionales es discreto.

Tesis.~La codimensién es reducible a uno.

Demostracidén.-Sea p punto de M y U entorno de p simple=

mente conexo.Por el Teoremall-1 la inmersidn mestringida a U

n+l

serd ¢U:U——ﬁrRU .

Si consideramos V otro entorno del tipo anterior,y tal

que UNVZ$.Tenemos que ¢(UNV) estard en R3+%\R3+1 y como no
todas las curvaturas seccionales son cerc,R8+1=R3+1.Como M es
conexa tenemos que ¢:M——a-Rn+1.

Vamos a estudiar ahora el caso en que la dimesidén del

primer espacio normal es cte, sin ser uno.

Teoremall~3.-Sea M variedad Riemanniana conexa,de dimen-

2 . . . _ n+k+
sién n,inmersa isométricamente en R Q.-

De forma que la dimensidén del primer espacio normal es

constante e igual a k.Y en cada punto existen vectores X y Y,

de forma ‘que R tiene rango al menos 2k.

XY

Tesis.-La codimensidén es redicible a k.

Demostracién.~Sea p punto de M y U entorno de p simple~-.

mente conexo,en el cual tomamos k tensores Al,.;.,Ak,asociados

36
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con el primer espacio normal y Bk+1""’Bk+q’c°n su ortogo-
nal.

A.(X)aA,(Y),

v k
ny‘2j=1 i 3
Luego los 2k vectores Aj(x),Aj(Y),deberén ser linealmen-

te independientes en cada punto.Podemos tomar por tanto X e

Y campos en U,que sigan cumpliendo que A (X),Aj(Y) sean lin.:

i

ind. en cada punto.
Consideremos las ecuaciones de Codazzi:

(v ¥-1s COA (D =08y =T,y (DAL (X).

k+1,5
(Y)=0.
]

VeBrs1 k+1,9

Como Bk+1=0,resulta Sk+1;j K+1,

Tomamos ahora Z perpendicular a X y a Y,aplicando lo an-

k+1
(X)=s

terior al par X,Z,se obtiene s .(2)=0.Y por tanto s j=0.

k+1,9 k+1

De la misma forma veriamos sk+2 . =0,0 sea que el

primer espacio normal y su ortogonal son paralelos en el fis

k+q,

brado normal,luego tendremos definidos globalmente{gl,;..,gk},
ITTEREEEI NN
. s N
Sean'151,]$kﬁk+1sa,ssk+q.R (V,W)(gi,ga)=(Ai,Aq)%w=0.
N - :
(v,W)(ga,gB)=(Aa,AB)ww=o,

Por tanto el dlgebra de holonomia para el fibrado nor-
mal esti contenida en {gi,...,gk}z.
| luego globalmente podemos def1n§? £k+1,.j.,€k+q.Cumpllen_

dose sia=0,sa6=0.

Los tensores {Ai3sij},definen una inmersién isométrica
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+
de U en Rn+k,que se extiende trivialmente a una en Rn+k :

que difiere en una isometria de la inicial.Luego tenemos:

5]0:u—s RO,

Sea V otro entorno del tipo anterlor,y tal que tiene

n+k n+k

interseccién no vacia con U, ¢|UOV uny—-. RU Rv Pero como

' n+k
Ek+1""’€k+ ,estin definidos globalmente,resulta que RU
R3+k,y por tanto ¢: M—-'Rn+k

o om e e e e e g o o Gm e m G En om

52 .Reduccidn de la codimensidn a partir de los espacios nor-

. males sucesivos.

Proposicidén II-1.-Sea M variedad Riemanniana conexa de

. . a . . PO n+k+ n+k+
dimensidén n,inmersa isométricamente en R q.¢:M——h-R q,

Sean nl,...,nq,vectores del fibrado ndrmal en p punto de

M,que como subespacio es invariante por el grupo de holono-

mia,en el fibrado normal.

si h“(X,Y)iTgiﬁl,..;,qq}.Donde T; designa el traslado

paralelo a lo largo de cualquier camino de p a r,

Tesis.-La codimensidn es reducible a k.

Demostracidén.~-Globalmente tenemos definidos{ni,...,nq},

{Eq*l""5€q+k

Bi=O.Globalmente podremos definir Nyseessn

}.Adem&s como RN(X,Y)(ni,—)=(Bi,—]XY=O,ya que
q‘
Ahora podemos considerar un entorno de p,U simplemente

conexo,y en &l los tensores B1=...=Bq=0,Aq+1,.ff,Aq+k.Tomand6
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<i.4qg <og =0 5'11Aif
1<i,j€q . g+1\a\q+k .Tenemos sij 0o ., Si« 0. .

Liego los tensores A v eesA definen una inmersidn

q+1’ q+k’
. - . n+kv . '}
isométrica en R '.6ue podemos prolongar trivialmente a una

n+q+k

en R ,que difiere en una isometria de la inicial.

n+k

Luego ¢|U:U—> RU .

Sea V otro entorno del tipo anterior,tal que UnV#¢.Enton-

ces ¢|UOV:Unv——~ R3+%1R3+k.Pero como ni,...,ﬂq,estén definidos
globahmente,resulta que R8+k=R3+k.Por tanto ¢:M—~—5Rn+k.

Definicidn de los espacios normales sucesivos{Allendoerfer).

Ya sabemos que Ni(pﬁfreq.{hp(zi,ZQ)},para’todo par Z1’Zz’»

de vectores tangentes a la variedad en el punto p.

Supongamod definidos los espacios normales Nl,...,Nk,con
NiiNj,para todo i#j.Para definir Nk+1 se considera
(p)=rec.{(D )))...)))p}-

(Dz (...(DZ (h(z

L
k+1 1 9 X

Para todos los Zl,.,.,Zk+2,campos tangentes a M,

.
Si Lk+1(p)n(N1(p)+...+Nk(p)) no es cero(los complementos

2 k+1°%k+2

ortogonales se toman en TP(M) ),definimos N (p) como la in-

k+1

terseccidn anterior.Y si la interseccidn es cero definimos

A
Nk+1(p)=(N1(p)+...+Nk(p)) .

De todas formas,para los resultados que queremos obtener,
nos resulta mis cdmoda la consideracidn de unos espacios nor- -
males,distintos de los anteriores y definidos de la forma si-

guiente: NléNi , N2=L2+N1 ,,...,Nk=kaNk_1.
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Proposicidn II-2.-Sea M variedad Riemanniana conexa,

inmersa isomé&tricamente en un espacio euclideo.

lelo

Si Nkigk_l,en cada punto.

Tesis,-La dimensidn de Nb-i es constante y N

K-1.€S para-

en el fibrado normal.

como

fi

Demostracién.-La hip6tesis nos dice:
(0, (...(d,  (h(Z,,2Z, . ,)))...0 ) }crec.{D, (...
L2, Zy 4 k2 7K+ Y,

Yk-z(h(Y Yk)))...))}U...urec.{h(xl,x )},

0 sea que la dimensién de R

Pec.{DZ

«..(D

k-1° 2

K1 es localmente constante,
se deduce de la observacién de lo anterior,y también que

es paralelo em el fibrado normal.

Como M es conexa la dimensidn de Nk—l ser& constante.

e e e wm e e -

De esta Proposicidn,resultan ya sin necesidad de demos-

tracidén los siguientes teoremas.

si la dimensidn de R

Teorema II-4.-En las hipétesisAde la Proposicidn II-2,

K-1_8S menor que la codimensidén,entonces

ésta es reducible.

Teorema II-5.-Sea M variedad Riemanniana conexa,inmersa

isométricamente en un espacio euclideo.

Si en algfin punto dim.N, es igual a la codimensién,para
" - -

cierto k.Entonces la codimensién no es reducible.




CAPITULO IIT,.ESTUDIO DE LAS INMERSIONES ISOMETRICAS A PARTIR

DE LAS ISOMETRIAS INFINITESIMALES DE LA VARIEDAD.

De la observacién de las inmersiones isométricas inyecti-
vas de algunas variedades Riemannianas de dimensidn dos,muy
sencillas,vemos que en aquellos casos en que la inmersidn es
rigida,o sea que cualquier otra difiere de la anterior por una
isometria del espacio euclideo ambiente,las isometrias infini-
tesimales de dicha variedad son la restriccidn de isometrias
infinitesimales del espacio euclideo a la variedad.

Ahora bien,considerando un cilindro de Ra,vemos que hay‘
isometrias infinitesimales que no son la restriccién de ningu-

na isometria infinitesimal de Rs.

En efecto,sea el cilindro x=cosf,y=senf,z=z.Una base pa-

ra el dlgebra de Lie de las isometrias infinitesimales es:

zDe-eDZ,De,DZ.El campo zDe—6D2=(—zsen6,zcose,~e)=(-zx , 2K

2 1°
X : . . . . P
,—arc.tan;«),no es la restriccidédn de ninguna isometria infini-
. 3 e
tesimal de R a3l cilipdro.

Otro caso en que hay alguna isometria infinitesimal que

A1



no es restriccidn,es el de la inmersidén homeomorfa isométrica
. PR 6 . .
del plano hiperbdlico en R ,v8ase Blanusa,D(1Se considera el

plano hiperbdlico como una de las dos componentes de

x2+y2-t2=—1,con la métrica inducida por dx2+dy2-dt2.8e puede

expresar en coordenadas u,v,por x=ChuShv,y=Shu,z=ChuChv,ds2=

=du2+Ch2u dv2.
Una base para el dlgebra de Lie de isometrias infinitesi-

males es D_ ,-e'D +eVTan.huD,,e_VD +e~vThuD .
u P v u
Las funciones x1 —fi(&)z-fé(g) *dg, X, =f (u)cos(vwi(u))

xu=f1(u)sen(vw1(u)),x5=f2(u)cos(vw (u)), xc=f (u)sen(vw2(u))-
con wl(u)=e2u(u-)+5,¢2(‘1)= 2B(u)+6 alu)= [urr1| 3(u)= 1_121_:]’

1 1 ’ " ' '
A=Iéenw€ef senZnf dE,llamando Y(E) a la funcidn que se integra
A v

utl 1 2 ’
_¢1(“)=[%Io ~(E) dg] 2 9, (u)= [KI Y{E)da} ,EqCu)= _ (3> Shu

M .4 'y - oo I’y

Definen una gnmersién homeomorfa isométrica del plano hi-

PR 6
perbélico en R,

La isometria infinitesimal Dv,aunque localmente es res-
triccidn no lo es globalmente.

En este capitulo vamos a estudiar la relacidn entre la ..
rigidez de las inmersiones y el hecho de que las isometrias
infinitesimales de la variedad sean la restriccidn de isome#

trias infinitesimales del espacio euclideo ambiente.
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81.Estudio por medio de los tensores del fibrado normal,del

hecho de que X de i(M) sea restriccidn de X de (R,

Proposicién III-1.- Sea M variedad Riemanniana de dimen-

. . . ntk .
810n n,inmersa isometricamente en R .De manera que X dei(M)

es.la restricciédn de ¥ de i(Rn+k).

Tesis.-Para cada punto p de M existe un entorno de p y

una eleccidn de los tensores Ai,sjk,en dicho entorno,de forma

que Lxéi=O,L S .

X—jk

Demostracidn.- Como % es de E(Rh+k),sea $t su grupo uni-

z0.

paramétriqo,ya que T(M) es invariante por $t,también lo seréd
Su ortogonal que es el fibrado normél a la variedad.

Tomemos U entorno de p eﬁ My U entorno de p en Rn+k tal
que 0U>U.Podemos tomar en U ,El,...,Ek,campos ortonormales ta-
les que L2£i=0yrestringidés a U nos dan el fibrado normal.

Sean ahora Vl,...,Vn,base de campos en U,de forma que
LXVG=0.Podemos extenderlos a U,de manera que si VQSOn dichas
extensiones,se cumple L-Vaﬁo.

X

Cons1derando.LX(VVdEi)=V—aL2€i+V(X,V) Ei=O.El campo
A

LX(Vvaii) sob?e los puntos de M sera Lx( i(Va)+sij(va)£j)=
=LX(Ai(Va))+(Lxsij)(vu)£j'Sl €sto es cero han de anularse las
partes tangencial y normal,por tantOLx(Ai(va))=(LxAi)(Vu)=O’

(Lxsij)va=O.Por consiguiente L Ai=O,L s,.=0.

X
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El reciproco de esta proposicidn,cuya demostracidn no es
fédcil,es fundamental no solo por el resultado,sino también por
las técnicas utilizadas en su demostracidn,que utilizaremos
en resultados posteriores. |

Para ello empezaeemos probando

Lema III-1.-Sea M variedad Riemanniana de dimensidn n,

P punto de M y U entorno de P en el que tenemos un tensor (1,1)

simétrico A,tal que siendo X de i(M),se cumple L A=0,

Si Vi,...,Vq,es una base ortonormal de campos en U,en la
-

que A diagonaliza.

Tesis.—Existe V _entorno de p,VecU,en el que podemos tomar

Ki,...,V ,base ortonormal de campos en la que diagonaliza A y

se cumple L !1__

Demostracidn.-Sea V entorno de p,VeU,con un sistema de

coordenadas xi,...,xn,centrado en p,de forma que en los puntos
de V se cumple Dx =X.
_ 1 ,
Se considera la subvariedad X,=0,y para cada punto q de

1

ella razonamos en la forma siguiente:en q,A tiene por autova-
lores al,...,an:81 en q,0,=...=a, ,de O=(LXA)(Vi)=LX(aiVi)~
—A(LxVi)=X(ai)Vi+aiLXVi—A(LXVi),resulta X(ai)=0.Luego la igual-
dad entre las k primeras ase seguird verificando a 1lo largo

de la variedad integral de X por q.

Como L %V 3 -B.. j>con B, j=-Bji,resulta de lo anterior que



