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5.2.2. Parámetro de Coriolis τ = 8000 . . . . . . . . . . . . . . . 114
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Convección térmica en sistemas en rotación

En muchos sistemas geof́ısicos y astrof́ısicos, la circulación global de los flu-

idos está dominada por la existencia de altas rotaciones, gradientes moderados

de temperatura y, por supuesto, geometŕıa esférica. Las principales dificultades

para estudiar estos sistemas radican en el tratamiento de la curvatura del do-

minio y en la variación de la dirección del vector gravedad con la latitud, ya que

implican utilizar simulaciones tridimensionales para resolver el problema. Por

esta razón, sólo en la última década se han conseguido avances significativos en

el problema.

Los primeros intentos de encontrar la dependencia asintótica del inicio de

la convección térmica a rotaciones elevadas en esferas autogravitantes fueron

realizados por Roberts (1968) y Busse (1970). En el primero de estos trabajos,

el autor buscó un modo normal concentrado en el entorno de una superficie

ciĺındrica y con velocidad axial simétrica respecto al plano ecuatorial. Con el

mismo método, Busse (1970) mostró que el modo más inestable deb́ıa ser anti-

simétrico y corrigió el número de Rayleigh cŕıtico. Además, calculó el número

de Rayleigh cŕıtico asumiendo que en un fluido Boussinesq sometido a elevadas

rotaciones, el movimiento deb́ıa estar dominado por la rotación y, consecuente-

mente, el teorema de Taylor–Proudman prácticamente se satisfaćıa en cualquier

geometŕıa. Por lo tanto, la convección térmica en una esfera fue tratada como

perturbaciones bidimensionales del estado básico axisimétrico (viento térmico)

de un anillo en rotación con tapas inclinadas, que corta la esfera a una lati-
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tud tal que minimiza el número de Rayleigh, esto es, alrededor de los 63◦ de

latitud. Este método perturbativo proporciona diferentes valores cŕıticos que la

teoŕıa asintótica general de Roberts (1968) y Busse (1970), pero describe cor-

rectamente la dependencia potencial. La estructura radial de las inestabilidades

convectivas, que no fue determinada por los anteriores autores, fue parcialmente

resuelta por la teoŕıa débilmente no lineal de Soward (1977). A diferencia de lo

supuesto por Busse (1970), en este art́ıculo se considera que la escala de la

convección en dirección radial es comparable a la escala en dirección azimutal

(∂r ≈ ∂θ), pudiendo inclinarse los rollos convectivos en el sentido de la rotación.

Además se sugirió que el número de Rayleigh cŕıtico encontrado por ambas

teoŕıas subestimaba su valor real.

Los resultados obtenidos fueron comparados con experimentos de laborato-

rio en los que se estudiaba el inicio de la convección térmica en una capa esférica

o en un anillo ciĺındrico en rotación (Busse & Carrigan, 1974; Busse & Hood,

1982; Carrigan & Busse, 1983; Azouni, Bolton & Busse, 1986, entre otros). En

ambas geometŕıas, y dentro del rango de parámetros explorados, la convección

se desarrolla en forma de columnas normales, entendiendo por normales, aque-

llas columnas que prácticamente no se inclinan en el sentido de la rotación.

Éstas están alineadas con el eje de rotación y la dinámica se desarrolla en dos

dimensiones excepto, debido a la geometŕıa y/o a las condiciones de contorno,

en los ĺımites superior e inferior del dominio (ver la figura 1.1). En estos ex-

perimentos se induce la convección mediante un calentamiento radial externo

y la fuerza centŕıfuga simula el campo gravitatorio. La pequeña gravedad real

existente provoca inicialmente la formación de un estado axisimétrico que pierde

estabilidad mediante la ruptura de la simetŕıa de rotación. El experimento del

Spacelab (Hart, Glatzmaier & Toomre, 1986), realizado en condiciones de mi-

crogravedad, confirmó que la teoŕıa de Busse (1970) al menos proporciona la

descripción dinámica correcta de los modos convectivos. En este experimento

se utilizó una celda semiesférica en rotación en la que se impusieron gradientes

de temperatura radiales y latitudinales. La gravedad radial se modeló mediante

un campo eléctrico que produćıa una fuerza de polarización radial dependiente

de la temperatura. Todas estas evidencias experimentales sugieren que el anillo

ciĺındrico en rotación con tapas inclinadas y gravedad radial es el modelo más

simple que incluye las principales caracteŕısticas de la convección térmica en

sistemas en rotación.

Las simulaciones numéricas tridimensionales realizadas por Zhang (1992,

1994) también han demostrado recientemente algunas discrepancias importantes

con los resultados de Roberts (1968) y Busse (1970). La estimación de la ley

potencial asintótica del inicio de la convección para números de Taylor elevados

confirma la dependencia potencial. Sin embargo, los coeficientes anaĺıticos pro-
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porcionados por el modelo asintótico subestiman el número de Rayleigh cŕıtico,

mientras que la frecuencia de oscilación de las ondas se sobreestima. Además,

para bajos números de Prandtl la estructura de los modos marginales no es una

columna normal. Si el fluido presenta un número de Prandtl muy pequeño, la

solución dominante es inicialmente un modo inercial confinado cerca de la pared

exterior, es decir, la estructura de la convección estará formada por vórtices

equatoriales atrapados. Por el contrario, para números de Prandtl moderados,

las columnas térmicas pueden, por efecto de la curvatura y de la rotación, ro-

tar en espiral desde los 63◦ de latitud hacia la región ecuatorial, desviándose,

también en este caso, de la convección en forma de columnas normales.

Figura 1.1: Convección inducida por la fuerza centŕıfuga en un anillo ciĺındrico vertical

(izquierda) y en una capa esférica autogravitante (derecha) sometidos a un gradiente

de temperaturas dirigido hacia el eje de rotación. En el anillo la parte superior muestra

la convección en presencia de tapas horizontales, mientras que en la parte inferior las

tapas están inclinadas. Para más detalles de cada experimento consultar Busse &

Carrigan (1974) y Carrigan & Busse (1983), respectivamente.

Los desacuerdos encontrados en el caso de números de Prandtl moderados

fueron explicados por la teoŕıa asintótica de convección térmica en sistemas que

giran rápidamente de Yano (1992). En este art́ıculo se utiliza una formulación

unificada para sistemas geof́ısicos autogravitantes y para experimentos de labo-

ratorio dominados por la fuerza centŕıfuga en el ĺımite de pequeñas inclinaciones

de las fronteras respecto al plano ecuatorial. El autor demuestra que las distintas

formulaciones son idénticas a primer orden, pero difieren a orden superior en

un término que depende del número de Prandtl. La formulación deja al margen

los modos confinados en el exterior del dominio y, de este modo, sus resultados



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

concuerdan muy bien con los de Zhang (1992). Sin embargo, el ĺımite asintótico

deja de tener validez para números de Prandtl menores que 0,1.

El modelo del anillo ciĺındrico con tapas inclinadas, calentado desde el exte-

rior ha sido utilizado por Busse y colaboradores tanto para el estudio de algunas

caracteŕısticas dinámicas observadas en las atmósferas de Júpiter y Saturno, co-

mo para el análisis de la dinámica de los sistemas en rotación en general (Busse

& Or, 1986; Or & Busse, 1987; Schnaubelt & Busse, 1992).

Una propiedad básica de las atmósferas de los planetas mayores es que están

limitadas interiormente por la superficie donde se produce la transición entre

el hidrógeno molecular y el hidrógeno metálico. Esta superficie actúa como una

superficie impenetrable debido al efecto estabilizador de la transición de fase,

permitiendo definir un ĺımite inferior de la capa convectiva. Por otra parte, en

estos cuerpos, la convección depende del ángulo entre el vector gravedad y el

de rotación. En los polos, donde ambos vectores son paralelos, la convección

está fuertemente restringida. En este caso, cualquier movimiento vertical viola

la condición de Taylor–Proudman y los efectos de fricción son necesarios para

salvar la restricción de la rotación. Por el contrario, para latitudes moderadas, las

columnas de convección cumplen el teorema de Taylor-Proudman, alineándose

paralelamente al eje de rotación. Únicamente las condiciones en los extremos

requieren especial consideración. Cuando las fronteras no son paralelas, como

ocurre en un planeta o en el anillo ciĺındrico con tapas inclinadas, el teorema de

Taylor-Proudman no se cumple exactamente, desarrollándose la convección en

forma de columnas que precesionan en el sentido de la rotación, son las llamadas

ondas térmicas de Rossby.

Basándose en estos hechos, Busse (1976) propuso un modelo de convección a

escala global para las atmósferas de los planetas mayores. En este modelo se pos-

tuló que la estructura de bandas de dichos planetas estaba asociada a los flujos

zonales creados por las columnas de convección. Este hecho se confirmó cuando,

mediante las observaciones del Voyager (Ingersoll, Beebe, Mitchell, Garneau,

Yagi & Müller, 1981), se conocieron los valores de la velocidad media azimu-

tal. Los flujos zonales presentan una simetŕıa en torno al ecuador, predicha por

la teoŕıa, para latitudes menores de 45◦. Otra predicción del modelo de Busse

(1976) era que la estructura de bandas de Saturno debeŕıa alcanzar latitudes

mayores que en el caso de Júpiter. De nuevo, las observaciones del Voyager

confirmaron este punto y demostraron que la correlación norte–sur de los flu-

jos medios se extiende a latitudes mayores debido al menor tamaño del núcleo

metálico de Saturno. Estas observaciones también pusieron de manifiesto que

Júpiter irradia el doble de la enerǵıa que recibe del Sol, lo que, en ausencia

de reacciones termonucleares, debe estar relacionado con procesos internos de
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convección.

En muchos de los trabajos que utilizan el anillo ciĺındrico para estudiar la

dinámica de los sistemas en rotación se utiliza la aproximación de capa plana.

De esta manera, se pueden despreciar los efectos de la curvatura y utilizar

coordenadas cartesianas. Cuando las tapas del anillo son horizontales y se con-

sideran condiciones de esfuerzos cortantes nulos en ellas, a partir de rotaciones

moderadas, la convección tiene lugar en forma de columnas térmicas de Tay-

lor estacionarias y paralelas al eje de rotación. Al considerar que las tapas del

anillo están inclinadas, estas columnas dejan de ser estacionarias y viajan en

la dirección azimutal con una velocidad angular constante respecto de las pare-

des laterales. Por lo tanto, este sistema admite soluciones columnares similares

a las encontradas en capas esféricas. Sin embargo, con condiciones de contorno

simétricas y tapas sin curvatura, la aproximación de capa plana impide la apari-

ción de los modos espirales obtenidos en capas esféricas (Zhang & Busse, 1987;

Tilgner, Ardes & Busse, 1997). Para romper la simetŕıa de reflexión respecto

del plano medio de la capa y permitir la existencia de modos espirales, Busse &

Or (1986) introducen curvatura en las tapas del anillo. Suponiendo condiciones

de contorno de esfuerzos cortantes nulos en las paredes, demuestran mediante

un análisis numérico, que el modo básico de convección está caracterizado, para

las rotaciones estudiadas, una curvatura significativa de las paredes y un amplio

rango de números de Prandtl intermedios, por una estructura en forma de doble

columna, siendo el flujo medio mayor que el existente en el caso sin curvatura.

El análisis de estabilidad de las ondas térmicas simétricas de Rossby en función

de la rotación y del número de Prandtl fue realizado por Or & Busse (1987).

Los autores analizan los casos de tapas sin y con curvatura. En el primer ca-

so, las soluciones para valores del número de Prandtl del orden de la unidad

se inestabilizan mediante una bifurcación estacionaria denominada mean–flow

instability. Las dos soluciones secundarias que aparecen (una se transforma en

la otra mediante una reflexión) presentan un fuerte flujo medio azimutal. Los

vórtices convectivos, dependiéndo de la solución, están desplazados hacia uno

u otro extremo de la capa. Este hecho afecta dramáticamente al transporte de

calor, disminuyendo el número de Nusselt a medida que aumenta el número de

Rayleigh. Posteriormente, las soluciones sufren una inestabilidad “vacilatoria”

(vacilating instability) que introduce una segunda frecuencia en el problema.

Las soluciones terciarias presentan una variación con el tiempo de la amplitud

de la convección. Los autores también encuentran la aparición de una secuencia

de doblamiento de periodo al aumentar el número de Rayleigh. Al incorporar

la curvatura de las tapas, la inestabilidad que aparece, llamada double column,

produce una segunda capa de columnas convectivas en la parte exterior del anillo

que se desplaza a diferente velocidad.
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Schnaubelt & Busse (1992) amplian el análisis numérico al caso de condi-

ciones de contorno de adherencia. En este caso, con tapas sin curvatura se com-

probó que para valores moderados del número de Prandtl las ondas térmicas

de Rossby se inestabilizaban mediante la inestabilidad de flujo medio. Por el

contrario, si el número de Prandtl es elevado la inestabilidad “vacilatoria” es

dominante, excepto si se consideran valores excesivamente bajos del parámetro

de Coriolis, parámetro que se definirá en el siguiente caṕıtulo. Al considerar

tapas curvas, los autores muestran que existe una competencia entre la inesta-

bilidad “vacilatoria” y la convección en forma de doble columna. A medida que

aumenta el número de Rayleigh, la dependencia temporal de las soluciones re-

sulta más complicada. La ruta hacia el caos de estas soluciones fue estudiada

por Or (1994).

Para valores bajos del número de Prandtl y valores moderados del parámetro

de Coriolis el escenario es cualitativamente diferente. Or & Busse (1987); Her-

rmann & Busse (1997) encuentran que con condiciones de esfuerzos constantes

nulos y tapas sin curvatura la primera inestabilidad que presentan las ondas

térmicas de Rossby es “vacilatoria”. Al disminuir el valor del número de Prandtl,

las ondas térmicas de Rossby dejan de ser estables al inicio de la convección y

la región de estabilidad se reduce considerablemente. Si el valor del número de

Prandtl se reduce hasta 0,050 (Or & Herrmann, 1995) las ondas térmicas de

Rossby son inestables para cualquier valor del número de onda.

1.2. Objetivos

En este trabajo se pretende ampliar el conocimiento de la dinámica de los

sistemas en rotación mediante el estudio de las soluciones bidimensionales que

aparecen en los experimentos de convección térmica en un anillo en rotación

con las tapas inclinadas o en algunos sistemas astrof́ısicos o geof́ısicos. En di-

chos experimentos se ha observado que si la rotación es suficientemente elevada,

la dinámica del fluido se desarrolla en planos perpendiculares al eje de rotación,

tratándose de un problema puramente bidimensional. Para ello se utiliza un

modelo similar al de Busse y colaboradores, pero se tiene en cuenta la curvatu-

ra real de las paredes, mediante el uso de coordenadas ciĺındricas, rompiendo

la simetŕıa respecto del plano medio introducida por la aproximación de ca-

pa plana. De esta manera, es posible analizar en detalle la dependencia de la

dinámica del fluido con la razón de radios del anillo. Este punto es importante

ya que, aunque en la última decada hayan aparecido trabajos que simulan tridi-

mensionalmente la dinámica de un fluido en una capa esférica, el elevado coste
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computacional de estos trabajos hace que no exista un mapa exhaustivo de la

dependencia radial de las soluciones con el número de Prandtl. Las condiciones

de contorno consideradas son las más cercanas al caso real compatibles con la

existencia de un estado conductivo solución de las ecuaciones. Por el mismo

motivo, se han considerado pequeñas inclinaciones de las tapas y rotaciones

suficientemente elevadas para conservar el término de Coriolis.

La tesis se ha estructurado en seis caṕıtulos. En el caṕıtulo 2 se describe el

sistema f́ısico utilizado con las condiciones de contorno escogidas. Se deducen las

ecuaciones básicas y se explican las dos formulaciones utilizadas para resolver

dichas ecuaciones dependiendo principalmente de la complejidad temporal de la

solución.

El caṕıtulo 3 está dedicado al estudio de la estabilidad lineal del estado

conductivo. Se ha analizado primero el caso no disipativo para identificar la

naturaleza de las diferentes soluciones que pueden aparecer al inicio de la con-

vección. La estabilidad lineal del estado conductivo en el caso disipativo se ha

estudiado para tres valores representativos del número de Prandtl y un amplio

rango tanto de razones de radios del anillo como de rotaciones.

En el caṕıtulo 4 se describen las soluciones no lineales que bifurcan de los

diferentes modos descritos en el caṕıtulo anterior y se estudia su estabilidad. En

este caṕıtulo se utilizan técnicas de continuación para encontrar las diferentes

soluciones. Mediante un análisis de Floquet se estudia su estabilidad.

El caṕıtulo 5 está dedicado al estudio de las soluciones secundarias que apare-

cen por la inestabilidad de las soluciones no lineales. Debido a la complejidad de

la dependencia temporal de estas soluciones se han calculado integrando tem-

poralmente las ecuaciones. Finalmente, en el caṕıtulo 6 se resume el trabajo

realizado.
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Caṕıtulo 2

Formulación del problema.

Tratamiento de las

ecuaciones

L

D r2

gr1
T T1 2

ϕ

Ω

Figura 2.1: Configuración geométrica del anillo, donde se indican los parámetros f́ısicos

y geométricos básicos. T1 > T2.

En este caṕıtulo se presenta la formulación de la aproximación casigeostrófi-

ca de las ecuaciones de Navier-Stokes (ver también apéndices). La figura 2.1

representa un esquema del recinto en el que se integrarán dichas ecuaciones.
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Con el fin de producir una inestabilidad térmica, se supone que el cilindro inte-

rior está a una temperatura superior a la del cilindro exterior y que la gravedad

está dirigida hacia el eje de rotación del cilindro. De esta manera, el gradiente de

temperatura produce una estratificación en el fluido, potencialmente inestable

en presencia del campo gravitatorio.

En primer lugar se escriben las ecuaciones en la aproximación de Boussinesq

en el sistema de referencia solidario al cilindro. A continuación, se deducen

las condiciones de contorno en las paredes laterales y en las tapas, y por su

importancia en la dinámica generada, se analizan las simetŕıas del sistema.

Para una inclinación de las tapas arbitraria no existe estado conductivo.

Sin embargo, cuando se supone que las tapas están poco inclinadas respecto

de la horizontal (tanϕ � 1), el estado conductivo del anillo con tapa plana

puede considerarse una primera aproximación del estado básico del problema

que estamos tratando, independientemente de las condiciones cinemáticas de

contorno. Por tanto, las ecuaciones también pueden formularse en función de

las desviaciones de la temperatura y la velocidad respecto del perfil conductivo.

Una vez adimensionalizadas las ecuaciones, como estamos interesados en el

estudio de las soluciones casigeostróficas (dependientes de (r, θ, t)) observadas

en el laboratorio, consideramos que a rotaciones muy elevadas las soluciones

generales tridimensionales son una perturbación de las soluciones bidimension-

ales mencionadas anteriormente. No hay que pensar en estas soluciones como

soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes bidimensionales o como soluciones

del anillo con tapa horizontal, ya que en estos casos el término de Coriolis puede

introducirse en el gradiente de presión y el campo de velocidades al inicio de la

convección es estacionario independiente de la rotación.

La aproximación casigeostrófica consiste en imponer soluciones del tipo de-

scrito en el párrafo anterior e integrar verticalmente las ecuaciones para eliminar

la dependencia vertical, reteniendo sólo los términos de primer orden. Al hacerlo,

aparece un parámetro (que llamaremos parámetro de Coriolis) que combina la

rotación con la inclinación de las tapas de anillo. Como estamos restringiendo el

estudio a rotaciones muy elevadas, el término en el que aparece este parámetro se

puede considerar de primer orden y la rotación aparece expĺıcitamente en unas

ecuaciones bidimensionales. Este término adicional, que no existe en el proble-

ma del anillo con tapas horizontales, rompe la simetŕıa de reflexión respecto de

planos verticales que contienen el eje de rotación y genera la precesión azimutal

de las ondas térmicas, fundamental para entender los flujos secundarios.
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2.1. Ecuaciones básicas

La dinámica de un fluido newtoniano en movimiento se puede caracterizar

mediante la ecuación de Navier–Stokes, la ecuación de conservación de la masa

o ecuación de continuidad y la ecuación de conservación de la enerǵıa. Estas

tres ecuaciones se escriben, para un fluido de viscosidad dinámica, µ, calor es-

pećıfico por unidad de masa a presión constante, Cp, y conductividad térmica,

k, constantes (independientes del punto), de la siguiente manera

ρ
du

dt
= −∇p+ µ∇2u+

1

3
µ∇ [∇ · u] + F , (2.1a)

dρ

dt
+ ρ∇ · u = 0, (2.1b)

dT

dt
=

αT

Cpρ

dp

dt
+

1

Cpρ
(k∇2T + Φ), (2.1c)

donde u es el campo de velocidades, p incluye la presión hidrostática y las

variaciones de presión debidas al movimiento del fluido, ρ es la densidad a

temperatura T , F son las fuerzas externas por unidad de volumen que actúan

sobre el sistema, en nuestro caso únicamente el término de la gravedad, ρg,

y α el coeficiente de dilatación térmica del fluido. Finalmente, Φ representa el

calentamiento producido por la potencia disipada por unidad de volumen debido

a la viscosidad. Éste se expresa Φ = τ : e, donde τij = 2µ
(
eij − 1

3eiiδij
)
, eij

es el tensor velocidad de deformación (ver apéndice A) y τ : e indica la doble

contracción de los tensores.

En todo el trabajo se estudiará el sistema en la aproximación de Boussinesq.

Una explicación detallada de dicha aproximación se puede encontrar en Trit-

ton (1988) y Batchelor (1967) entre otros. En esta aproximación se consideran

constantes todas las propiedades del fluido excepto la densidad. Las variaciones

de la densidad sólo se tendrán en cuenta en los términos que involucran fuerzas

de volumen. Cómo se verá más adelante, las ecuaciones del movimiento se for-

mularán en un sistema de referencia no inercial, y las variaciones de densidad

podrán afectar también a las fuerzas de inercia. En la mayoŕıa de los gases y

ĺıquidos α ≈ 10−3, 10−4 K−1, por tanto si se consideran pequeñas variaciones

de la temperatura, α∆T � 1, puede suponerse que la densidad depende lineal-

mente de la temperatura de la siguiente manera

ρ = ρ0(1− α(T − T0)) = ρ0(1− α∆T ) = ρ0 + ∆ρ, (2.2)

siendo ρ0 la densidad a una temperatura de referencia arbitraria T0. La con-

secuencia más evidente del desarrollo anterior es que, en este caso, como la
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densidad sólo depende de la temperatura a primer orden, la ecuación de con-

tinuidad resulta ∇ · u = 0 y, de este modo, el cuarto término de la ecuación

2.1a es nulo.

Teniendo en cuenta el desarrollo 2.2, se puede expresar el término de la

fuerza de gravedad como

F = (ρ0 + ∆ρ)g = −∇(ρ0φ̃) + ∆ρg,

donde se ha escrito el primer sumando como el gradiente de un potencial que

sólo depende de r, φ̃ = rg + cte, que se puede introducir dentro del gradiente

de la presión.

Como el fluido está contenido en un recipiente que gira con velocidad Ω,

el tratamiento de las ecuaciones en el sistema de referencia en rotación ha de

incluir los términos correspondientes a la aceleración centŕıfuga y de Coriolis.

Por lo tanto, en este sistema de referencia la derivada material de la velocidad

en el sistema fijo resulta

du

dt
= ∂tu+ (u ·∇)u =

(duR
dt

)
R

+ Ω× (Ω× r) + 2Ω× uR,

donde el sub́ındice R indica que las velocidades y la derivada temporal están

consideradas en el nuevo sistema de referencia. En la aproximación de Boussi-

nesq cada uno de estos términos tiene un tratamiento diferenciado. El térmi-

no de la aceleración centŕıfuga se puede escribir (ρ0 − ρ0α∆T )(Ω × (Ω ×
r)) = −ρ0∇( 1

2Ω2r2) − ρ0α∆T (Ω × (Ω × r)). Definiendo la presión como

p = p − 1
2ρ0Ω2r2, se puede introducir el primero de los sumandos dentro del

gradiente de presión. Por el contrario, la dependencia con la temperatura del

segundo hace que no se pueda incluir en el gradiente, debiendo considerarse

expĺıcitamente en las ecuaciones. Finalmente, el término de Coriolis 2ρΩ× uR
no es potencial. Sin embargo, debido a que α∆T � 1, la fuerza de Coriolis aso-

ciada a las variaciones de la temperatura es despreciable y puede considerarse

únicamente el término con densidad constante 2ρ0Ω× uR.

La aproximación de Boussinesq también tiene consecuencias en el tratamien-

to de la ecuación de conservación del calor 2.1c. Tanto el término asociado a

las variaciones de presión, como el que tiene en cuenta el calentamiento por

disipación de esta ecuación son despreciables frente al término advectivo y no

se consideran (Tritton, 1988).

Por lo tanto, las ecuaciones 2.1 que verifica un fluido contenido en el anillo

ciĺındrico de la figura 2.1, en la aproximación de Boussinesq en el sistema de
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referencia solidario al cilindro son

∂tu+ (u ·∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u− α∆Tge − 2Ω× u, (2.3a)

∇ · u = 0, (2.3b)

∂tT + u ·∇T = κ∇2T, (2.3c)

siendo ρ la densidad a la temperatura de referencia T0, ν = µ/ρ la viscosidad

cinemática y κ = k/ρCp la difusividad térmica. También se ha definido una

gravedad efectiva constante de la siguiente manera ge = −geêr, con ge = g− <
|Ω× (Ω × r)| > y donde <> representa el promedio a lo largo de la dirección

radial. Es importante destacar que en este modelo se supone g � |Ω× (Ω×r)|.
En experimentos de laboratorio, en los que la fuerza centŕıfuga juega el papel de

la gravedad radial y el gradiente de temperaturas entre las paredes tiene sentido

contrario, la fuerza centrifuga debe ser mucho mayor que la gravedad vertical

real para producir el mismo tipo de inestabilidad.

2.1.1. Condiciones de contorno y simetŕıas del problema

Para completar el problema es necesario indicar las condiciones de contorno

en las paredes laterales y en las tapas. Si se suponen condiciones de adheren-

cia para la velocidad en las paredes laterales conductoras, las condiciones de

contorno se escriben

u = 0 en r = r1, r2,

T (r1) = T1, T (r2) = T2.

Imponiendo esfuerzos cortantes nulos, stress–free, y tapas adiabáticas, las

condiciones en las tapas inclinadas del anillo ciĺındrico resultan

γu± w = 0, (2.4a)

(γD− ± ∂z) v = 0, (2.4b)

(−a∂z ± ∂r)w + (a∂r ± ∂z)u = 0, (2.4c)

γ∂rT ± ∂zT = 0, (2.4d)

donde el signo superior corresponde a la tapa de arriba, γ es la tangente del

ángulo de inclinación de las tapas respecto a la horizontal ϕ, a = 2γ/
(
1− γ2

)
y

se ha definido el operador D− = ∂r−1/r. En el apéndice A se explica en detalle

la obtención de estas condiciones de contorno.
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El estudio de las simetŕıas del sistema tiene gran importancia ya que

estas afectan tanto a la naturaleza del problema lineal como a las inesta-

bilidades posteriores. En nuestro caso el sistema considerado presenta una

simetŕıa de rotación alrededor del eje del anillo. Es decir, el sistema es in-

variante respecto a rotaciones alrededor de dicho eje, cumpliéndose en co-

ordenadas ciĺındricas que si (u(r, θ, z), v(r, θ, z), w(r, θ, z), T (r, θ, z), p(r, θ, z))

es solución de las ecuaciones, también lo es (u(r, θ + θ0, z), v(r, θ +

θ0, z), w(r, θ + θ0, z), T (r, θ + θ0, z), p(r, θ + θ0, z)). El grupo de simetŕıa for-

mado por todas las rotaciones de la forma anterior se denomina SO(2).

Además, el sistema con las condiciones de contorno anteriores presenta

una simetŕıa de reflexión respecto del plano ecuatorial. Se cumple que si

(u(r, θ, z), v(r, θ, z), w(r, θ, z), T (r, θ, z), p(r, θ, z)) es solución de las ecuaciones,

también lo es (u(r, θ,−z), v(r, θ,−z),−w(r, θ,−z), T (r, θ,−z), p(r, θ,−z)). La

reflexión respecto al plano ecuatorial genera el grupo de simetŕıa Z2. Por lo

tanto, el grupo de simetŕıa del anillo ciĺındrico en rotación es SO(2)×Z2.

2.1.2. Estado conductivo

Con las condiciones de contorno enumeradas anteriormente, no existe una

solución con velocidad nula de las ecuaciones 2.3 en coordenadas ciĺındricas. Sin

embargo, si las tapas están poco inclinadas respecto a la horizontal (γ � 1) e

independientemente de las condiciones de contorno de la velocidad en las tapas,

existe un estado conductivo de la forma

uc = 0, Tc(r) =
T1 − T2

ln η
ln

r

r1
+ T1, (2.5)

donde se ha definido la razón de radios η = r1/r2.

Para estudiar la estabilidad del estado conductivo, se reescribirán las ecua-

ciones 2.3 considerando la temperatura y la velocidad como desviaciones del

perfil conductivo, T = Tc + T̃ y u = ũ. De esta manera, se obtiene un sistema

de ecuaciones en el que aparecen como variables las fluctuaciones del estado

conductivo, T̃ y ũ. Utilizando las expresiones 2.5, el término gravitatorio se

puede escribir en forma de un gradiente de la siguiente manera

α∆Tge = α(Tc + T̃ − T0)ge = αT̃ge +∇G,

siendo G = −αrge [Tc − T0 − (T1 − T2)/ ln η] + cte una función que depende de

r y que se incluye dentro del gradiente de presión. Por último, en la ecuación
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2.3c el término que vaŕıa es

u ·∇T = ũ ·∇T̃ +
T1 − T2

r ln η
ũ · êr ,

y las ecuaciones finales son

∂tu+ (u ·∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u− αgeT − 2Ω× u, (2.6a)

∇ · u = 0, (2.6b)

∂tT + u ·∇T = κ∇2T − T1 − T2

r ln η
u · êr, (2.6c)

donde se han elimanado las tildes para describir las fluctuaciones de la velocidad

y de la temperatura respecto del estado conductivo. Por otra parte, al suponer

pequeñas inclinaciones de las tapas, la altura del cilindro L se puede considerar

una constante y se puede definir el parámetro de forma β = L/D, siendo D la

distancia entre los cilindros.

2.1.3. Adimensionalización de las ecuaciones

Si se adimensionalizan las ecuaciones 2.6 utilizando como unidad de longitud

la separación entre el cilindro interior y el exterior, D, la escala térmica D2/κ,

como escala temporal y como escala de temperatura la diferencia de temperatura

entre las paredes, T1−T2, las ecuaciones 2.6 se escriben de la siguiente manera

σ−1 (∂tu+ u ·∇u) = −∇p+∇2u+RaT êr − 2σ−1Ω× u, (2.7a)

∇ · u = 0, (2.7b)

∂tT + u ·∇T = ∇2T − r−1

ln η
u · êr, (2.7c)

en las que se han definido los números adimensionales de Rayleigh y de Prandtl

Ra =
α (T1 − T2) geD

3

κν
, σ =

ν

κ
.

Las condiciones de contorno en las paredes laterales se escriben adimension-

alizadas de la siguiente manera

u = 0 T = 0 en r = r1, r2, (2.8)

no variando las condiciones en las tapas del anillo ciĺındrico
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De esta manera la dinámica del sistema representada por las ecuaciones 2.7

vendrá determinada por cinco parámetros: el número de Rayleigh,Ra, el número

de Prandtl, σ, la rotación, Ω, de la que posteriormente se dará un parámetro

apropiado, el parámetro de forma, β, y la relación entre los radios interior y

exterior, η.

Se han resuelto numéricamente las ecuaciones 2.7 con las condiciones de

contorno 2.4 y 2.8 mediante métodos espectrales. Como se verá más adelante,

si se desprecian las capas ĺımites que aparecen en las tapas, el estudio puede

ampliarse al caso de condiciones de contorno de adherencia. El análisis de es-

tabilidad lineal del estado conductivo, la obtención de las soluciones no lineales

estacionarias en algún sistema de referencia y el estudio de su estabilidad lineal

se ha realizado mediante un método de los potenciales de la velocidad. Para

analizar la evolución de la solución después de la bifurcación secundaria se ha

utilizado una integración temporal de las ecuaciones en variables primitivas.

2.2. Método de los potenciales de la velocidad

Debido a la falta de una condición de contorno para la presión, no es trivial

el tratamiento del término del gradiente de presión de la ecuación 2.7a. En parte

de este trabajo, para resolver este problema, se ha utilizado una formulación en

potenciales de la velocidad. Esta formulación elimina dicho término y se basa

en la equivalencia entre la ecuación de Navier–Stokes, N = −∇p, y las cuatro

ecuaciones siguientes

Pθêθ ·N = 0, (2.9a)

Pθêθ · (∇×N ) = 0, (2.9b)

(1− Pθ) êz · (∇×N ) = 0, (2.9c)

(1− Pθ) êz ·
[
∇× (∇×N)

]
= 0, (2.9d)

más la condición adicional en el contorno lateral (1−Pθ)êr · (∇×N) = 0 (ver

Marqués, 1990). En las ecuaciones anteriores Pθ es el operador que realiza el

promedio azimutal

PθG =
1

2π

∫ 2π

0

Gdθ.

Este método ya ha sido utilizado con éxito en la resolución de otros problemas

de convección térmica en rotación. Por ejemplo, Alonso, Net & Knobloch (1995)

estudian la estabilidad del estado conductivo de un fluido en el interior de un

anillo ciĺındrico en rotación, con tapas planas y calentado radialmente usando
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una formulación en potenciales de la velocidad. También Goldstein, Knobloch,

Mercader & Net (1994) utilizan dicha formulación para estudiar un cilindro en

rotación calentado por la parte inferior.

Expresando el campo de velocidades como

u = f êθ +∇× (gêθ + ψêz) +∇×∇× (φêz) , (2.10)

donde g y f no dependen de θ, Pθψ = 0 y Pθφ = 0, las tres componentes de la

velocidad y de la vorticidad, ω =∇× u, resultan

u = −∂zg + ∂2
rzφ+

1

r
∂θψ,

v = f +
1

r
∂2
θzφ− ∂rψ,

w = D+g −∇2
hφ,

ωr = −∂zf + ∂2
rzψ −

1

r
∂θ∇2φ,

ωθ = −∇2
−g +

1

r
∂2
θzψ + ∂r∇2φ,

ωz = −∇2
hψ +D+f,

donde ∇2
− = ∇2 − 1/r2 con ∂θ = 0, D+ = ∂r + 1/r, y ∇2

h = ∇2 − ∂2
zz es el

operador laplaciano bidimensional.

Utilizando las definiciones anteriores para la velocidad y la vorticidad en

función de los potenciales, las ecuaciones 2.9 se escriben

(
σ−1∂t −∇2

−
)
f = 2σ−1Ω∂zg − σ−1Υ, (2.11a)

(
σ−1∂t −∇2

−
)
∇2
−g = −Ra∂zT − 2σ−1Ω∂zf + σ−1Σ, (2.11b)

(
σ−1∂t −∇2

)
∇2
hψ =

Ra

r
∂θT + 2σ−1Ω∂z∇2

hφ+ σ−1Γ, (2.11c)

(
σ−1∂t −∇2

)
∇2∇2

hφ = Ra∂zD+T − 2σ−1Ω∂z∇2
hψ − σ−1Ξ, (2.11d)

donde Υ = Pθ(ω × u)θ, Σ = Pθ [∇× (ω × u)]θ, Γ = (1− Pθ) [∇× (ω × u)]z y

Ξ = (1−Pθ) [∇×∇× (ω × u)]z son los términos no lineales de cada ecuación.

Las ecuaciones anteriores se han ontenido escribiendo el término advectivo de

la forma (u ·∇)u = ω × u + 1
2∇|u|2. De esta manera, al aplicar el operador

rotacional en las ecuaciones 2.9b, 2.9c y 2.9d el segundo término es idénticamente

nulo y en los términos no lineales sólo aparece el primero. En la ecuación 2.9a

se cumple, por la definición de Pθ, que Pθêθ∇|u|2 = 0.

Con esta formulación, la ecuación de la temperatura resulta

(
∂t −∇2

)
T = − 1

r ln η

(
∂2
rzφ+

1

r
∂θψ

)
−Θ, (2.12)

donde Θ = u ·∇T representa los términos no lineales de la ecuación.
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Si se utilizan las expresiones de las tres componentes de la velocidad en

función de los potenciales, las condiciones de contorno que cierran el problema

en las paredes laterales son

f = g = ∂rg = 0, (2.13a)

∂2
rzφ+ r−1∂θψ = ∂rψ = ∇2

hφ = 0, (2.13b)

y en las tapas

−γ∂zg ±D+g = 0,

(γD− ± ∂z) f = 0,

(−a∂z ± ∂r)D+g − (a∂r ± ∂z) ∂zg = 0,

γ

(
∂2
rzφ+

1

r
∂θψ

)
∓∇2

hφ = 0, (2.14a)

(γD− ± ∂z)
(

1

r
∂2
θzφ− ∂rψ

)
= 0, (2.14b)

− (−a∂z ± ∂r)∇2
hφ+ (a∂r ± ∂z)

(
∂2
rzφ+

1

r
∂θψ

)
= 0. (2.14c)

Por su parte, la condición adicional en el contorno lateral en función de los

potenciales queda de la siguiente manera

r∂2
rz∇2

hψ − ∂θ
[
∇2∇2

hφ
]

= 0. (2.15)

Para integrar las ecuaciones 2.11 se necesitan cinco condiciones de contorno

en las paredes laterales que involucren las funciones φ y ψ. Sin embargo, única-

mente tenemos cuatro, las tres condiciones de contorno 2.13b, más la condición

de contorno adicional 2.15. La quinta condición necesaria para completar el

problema corresponde a la condición de gauge. En nuestro caso, se ha escogido

φ = 0 en el contorno lateral.

2.2.1. Aproximación casigeostrófica en función de los po-

tenciales de la velocidad

Es conocido (ver Alonso et al., 1995; Greed & Zhang, 1996) que con las

condiciones de contorno 2.14, siempre que ϕ = 0 y la rotación sea suficientemente

elevada, la convección se establece en forma de columnas de Taylor térmicas,

independientes de la coordenada z y que presentan w = 0. Si las condiciones de
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contorno en las tapas son de adherencia, los efectos viscosos sólo son importantes

en una delgada capa de Ekman (Alonso, Net, Mercader & Knobloch, 1999) y el

flujo es prácticamente geostrófico. Además los resultados experimentales (Busse

& Carrigan, 1974; Azouni et al., 1986) muestran que, con pequeñas inclinaciones

de las tapas, γ � 1, la estructura básica de convección es una onda azimutal

columnar. Por lo tanto, en nuestro caso, buscamos soluciones casigeostróficas

de las ecuaciones 2.11 y 2.12. Por este motivo, al igual que en Busse (1986), se

desarrollan los potenciales de la velocidad de la forma

f = f0(r, t) + f ′, ψ = ψ0(r, θ, t) + ψ′, T = T0(r, θ, t) + T ′, (2.16a)

g = g′, φ = φ′, (2.16b)

donde f ′, ψ′, g′, φ′, y T ′ son de orden γ y dependen de todas las variables.

Por lo tanto, a orden dominante, cada una de las condiciones de contorno

2.13 y 2.14 para los potenciales se puede escribir de la siguiente manera

f = g′ = ∂rg
′ = 0, (2.17a)

ψ = ∂rψ = ∇2
hφ
′ = 0 (2.17b)

en las paredes laterales. En las tapas las condiciones de contorno resultan

γ

r
∂θψ ∓∇2

hφ
′ = 0, (2.17c)

∂2
rzψ = 0,

∂2
θzψ = 0,

cumpliéndose idénticamente las dos últimas condiciones. En estas condiciones

de contorno se han eliminado los sub́ındices 0 para describir los términos de

primer orden de las funciones f y ψ.

Operando de la misma manera, a partir de 2.4d, la condición de contorno

para la temperatura en las tapas resulta ∂zT0 = 0, que se cumple idénticamente.

Por lo tanto la condición de contorno para la temperatura únicamente es

T = 0 en r = r1, r2, (2.18)

donde de nuevo se ha eliminado el sub́ındice 0.

Se sustituyen las expresiones 2.16 en las ecuaciones 2.11 y 2.12, conservando

los términos de orden dominante en el ĺımite de elevadas rotaciones y γ � 1.

Si, de la misma manera que en Or & Busse (1987), se integran las ecuaciones
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en la coordenada z entre los ĺımites −β/2 y β/2 y se utiliza la condición 2.17c,

las ecuaciones 2.11a, 2.11c y 2.12 resultan

(σ−1∂t −∇2
−)f =

Pθ
σ

[∇2
hψ ·

1

r
∂θψ], (2.19a)

(
σ−1∂t −∇2

h

)
∇2
hψ =

Ra

r
∂θT + τ

1

r
∂θψ + σ−1(1− Pθ)J(ψ,∇2

hψ)+

+σ−1∂rD+f

(
1

r
∂θψ

)
− σ−1f(

1

r
∂θ∇2

hψ), (2.19b)

(
∂t −∇2

h

)
T = − 1

r2 ln η
∂θψ + J(ψ, T )− f(

1

r
∂θT ). (2.19c)

En estas ecuaciones se han suprimido los sub́ındices 0 para los términos de

primer orden y se ha definido el operador jacobiano, J , como

J(ψ, T ) =

∣∣∣∣
∂rψ

1
r∂θψ

∂rT
1
r∂θT

∣∣∣∣ .

También se ha introducido el parámetro de Coriolis, τ , con el que se

parametrizará la rotación, de la siguiente manera

τ =
4Ωνγ

β
,

siendo Ων = Ω/σ la velocidad de rotación en unidades viscosas.

Por el contrario, las ecuaciones para g y φ, 2.11b y 2.11d, no aparecen, ya

que todos los términos son al menos de orden γ. En el apéndice B se ofrece una

explicación más detallada de la obtención de las ecuaciones 2.19.

Las ecuaciones 2.19 con las condiciones de contorno 2.17 y 2.18 poseen

simetŕıa SO(2), esto es, son invariantes bajo rotaciones de la forma

Rθ0 : (r, θ)→ (r, θ + θ0), (f, ψ, T )→ (f, ψ, T ).

Otros autores han analizado el mismo problema para el caso de capa plana

(ver Schnaubelt & Busse, 1992). Si se denotan mediante y y x las coordenadas

azimutal y radial, respectivamente, definidas respecto del plano medio de la

capa, el sistema resultante presenta una simetŕıa de traslación en la dirección y,

Tl, y una simetŕıa adicional que no presentan las ecuaciones 2.19. Esta simetŕıa

es una reflexión de la forma

κ : (x, y)→ (−x, y), (f, ψ, T )→ (f,−ψ,−T ).

Como consecuencia de la aparición de esta simetŕıa de reflexión, el grupo

de simetŕıas del problema en la aproximación de capa plana es el grupo
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Γ = SO(2) × Z2. En este problema, cuando se consideran las perturbaciones

de número de onda α, la bifurcación de Hopf del estado conductivo conduce a

soluciones primarias de longitud de onda a = 2π/α. Para los valores considera-

dos del parámetro de Coriolis y para el valor cŕıtico de α = αc, estas soluciones

periódicas poseen una simetŕıa, que es un elemento (κ, t0) ∈ Γ×S1, tal que la ac-

ción espacial κ es compensada exactamente por el corrimiento de fase t0 = T /2,

donde T es el periodo de las soluciones. Por lo tanto, las ondas viajeras son

invariantes bajo la operación Ta/2κ, llamada shift–reflect. Estas soluciones han

sido llamadas ondas térmicas simétricas de Rossby en los trabajos de Busse y

colaboradores, (por ejemplo Or & Busse, 1987; Schnaubelt & Busse, 1992).

Es importante destacar que en las ecuaciones 2.19, debido a la descomposi-

ción de la velocidad en función de los potenciales utilizada 2.10, se escribe una

ecuación para el promedio azimutal de la velocidad azimutal. De esta man-

era, únicamente son necesarias dos condiciones de contorno para f . Si, de la

misma manera que otros autores han hecho, la descomposición de la velocidad

no tratara de forma independiente dicho promedio, es decir, fuera de la forma

u = ∇ × (ψ(r, θ, t)êz) + ũ(r, θ, z, t), seŕıa necesario introducir una condición

de contorno adicional para asegurar la periodicidad azimutal del gradiente de

presión. Este problema, discutido en profundidad en Marqués (1990), no ha sido

tratado adecuadamente en los trabajos de algunos autores. Por ejemplo, en el

caso del modelo que nos ocupa en la aproximación de capa plana y con condi-

ciones de contorno ŕıgidas la condición de contorno correcta es la utilizada en

el trabajo de Herrmann & Busse (1998).

2.3. Formulación de las ecuaciones en variables

primitivas

Cuando el número de Rayleigh se hace suficientemente elevado, la aparición

de sucesivas bifurcaciones provoca que la dependencia temporal de las soluciones

sea complicada, por lo que es necesario utilizar un código de evolución tempo-

ral. En este trabajo se ha realizado la integración temporal de las ecuaciones

no lineales escritas en función de las variables originales, u, p. Para integrar las

ecuaciones se ha utilizado un método semiimpĺıcito de segundo orden con un

esquema de paso fraccionario. En concreto se han tratado impĺıcitamente los

términos lineales y expĺıcitamente los términos no lineales (Karniadakis, Israeli

& Orszag, 1991). El método semiimpĺıcito presenta una mayor región de esta-

bilidad que los esquemas de tipo Adams, pues sus propiedades de estabilidad

prácticamente no vaŕıan al aumentar la resolución de la integración. Por otra
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parte, al utilizar este tipo de esquema en el marco de los métodos espectrales,

la elevada resolución espacial que éstos presentan permite reducir el error casi

exclusivamente al que proviene de la discretización temporal.

Uno de los problemas que presentan los métodos de paso fraccionario

proviene del tratamiento del término de la presión en la ecuación de Navier–

Stokes. Es evidente que la presión satisface una ecuación de Poisson que proviene

de la condición de incompresibilidad, pero no es evidente la condición de con-

torno que debe satisfacer. La forma espećıfica de esta condición juega un papel

importante en la aparición de capas ĺımite numéricas erróneas. La condición de

contorno utilizada es la propuesta por Karniadakis et al. (1991) que minimiza

estos errores numéricos.

De la misma manera que en el caso de la formulación en potenciales de la

velocidad, previamente a la aplicación del método de integración, se escribirán

las ecuaciones en la aproximación casigeostrófica.

2.3.1. Aproximación casigeostrófica en variables primiti-

vas

Al igual que en el caso de la formulación en potenciales de la velocidad, se

supone que las tres componentes de la velocidad, la presión y la temperatura son

desviaciones de las soluciones independientes de la coordenada en la dirección

del eje de rotación. Por lo tanto, se pueden escribir las variables de la siguiente

manera

u = u0(r, θ, t) + u′, v = v0(r, θ, t) + v′, w = w′, (2.20a)

p = p0(r, θ, t) + p′, T = T0(r, θ, t) + T ′, (2.20b)

donde u′, v′, w′, p′ y T ′ son de orden γ y dependen de todas las variables del

problema. Se sustituyen estas expresiones en las ecuaciones 2.7a expresadas en

componentes y 2.7c, manteniendo los términos de orden dominante en el ĺımite

de elevadas rotaciones y γ � 1. Si, mediante 2.4a y 2.7b, se integran dichas

ecuaciones en la dirección del vector de rotación entre −β/2 y β/2, resulta (ver

el apéndice C para una explicación detallada)

∂tu = −∂rp+ σ
[
∇2u

]
r

+ σRaT + τσr

∫

θ

udθ + (D+v) v

−
(

1

r
∂θu

)
v, (2.21a)
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para la componente radial de la velocidad. Para la componente azimutal la

ecuación es

∂tv = −1

r
∂θp+ σ

[
∇2u

]
θ
− (D+v)u+

(
1

r
∂θu

)
u. (2.21b)

La ecuación de la componente vertical

0 = −∂zp+ (∂zv) v + (∂zu)u,

se satisface idénticamente pues p, u y v son independientes de z. Finalmente, la

ecuación para la temperatura se escribe como

∂tT = ∇2T − 1

r ln η
u−

(
u∂rT +

v

r
∂θT

)
. (2.21c)

En todas estas ecuaciones se ha eliminado el sub́ındice 0 de la solución indepen-

diente de la coordenada axial. En definitiva, las ecuaciones que deben integrarse

son 2.21, con las condiciones de contorno 2.8 en el contorno lateral. El método

de integración temporal se describe en el apéndice D.

2.4. Métodos espectrales

Para resolver numéricamente las ecuaciones, tanto en función de los poten-

ciales como en variables primitivas, se han utilizado técnicas espectrales. Estos

métodos representan la solución del problema como una serie truncada de fun-

ciones de prueba conocidas de las variables espaciales independientes y utilizan

unas funciones test para minimizar el residuo. Dependiendo del tipo de funciones

test utilizadas se obtienen diferentes esquemas de resolución. En el esquema de

Galerkin las funciones prueba coinciden con las funciones test y satisfacen las

condiciones de contorno. La ecuación diferencial se fuerza imponiendo que la

integral del residuo por cada función test sea cero. En el método Tau las fun-

ciones de prueba no satisfacen individualmente las condiciones de contorno y es

necesario considerar nuevas ecuaciones para asegurar que el desarrollo satisface

las condiciones de contorno. Finalmente, en el método de colocación las fun-

ciones test son delta de Dirac trasladadas, centradas en unos puntos especiales

llamados puntos de colocación. Este método impone que la ecuación diferencial

se satisfaga exactamente en los puntos de colocación. Una aplicación de los dis-

tintos esquemas al caso de la dinámica de fluidos se explica en Canuto, Hussaini,

Quarteroni & Zang (1988).

En este trabajo, se ha utilizado un método de Galerkin en la dirección az-

imutal mediante desarrollos de Fourier. En la dirección radial se ha usado un
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esquema pseudoespectral de colocación, en el que se han introducido polinomios

de Tchebyshev, Tl(x) = cos (l arc cos(x)) , x ∈ (−1, 1) para desarrollar las fun-

ciones y los puntos de colocación considerados han sido los de Gauss–Lobatto,

xi = cos (πi/L) , i = 0, . . . , L. Por tanto, el valor de las funciones en los pun-

tos de colocación resulta una función trigonométrica, Tl(xi) = cos
(
lπi
L

)
, lo que

permite utilizar un algoritmo de transformada rápida de Fourier.

Al utilizar los polinomios de Tchebyshev, definidos en el intervalo x ∈
(−1, 1), debe realizarse el cambio de variable en la coordenada radial

r =
x+ ζ

2
, ζ =

1 + η

1− η .



Caṕıtulo 3

Estabilidad del estado

conductivo. Soluciones

lineales

A diferencia de lo que ocurre en el caso del anillo ciĺındrico en rotación con

tapas planas y condiciones de contorno libres, que admite como solución una

estructura estacionaria en forma de columnas paralelas al eje de rotación, en

nuestro caso, la inclinación de las tapas provoca que no se cumpla exactamente

el teorema de Taylor–Proudman. Como consecuencia, la solución básica es una

estructura columnar que, sin embargo, precesiona en la dirección azimutal for-

mando las llamadas ondas térmicas de Rossby.

En este caṕıtulo se analiza numéricamente la estabilidad del estado conduc-

tivo cuando se considera un amplio rango de números de Prandtl, razones de

radios y parámetros de Coriolis. El caṕıtulo comienza con una explicación de

las caracteŕısticas de las ondas de Rossby, de gran importancia en oceanograf́ıa

y meteoroloǵıa, en la configuración más simple en las que aparecen. A contin-

uación, una vez linealizadas las ecuaciones en torno al estado conductivo, se

describe el método espectral utilizado para la discretización espacial. Por últi-

mo, se hace una descripción exhaustiva de las curvas de estabilidad marginal del

estado conductivo y de todos los tipos de modos encontrados dependiendo de

los parámetros considerados y se comparan los resultados con estudios previos.
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3.1. Ondas de Rossby

Si la dinámica del fluido está dominada completamente por la rotación, existe

un balance exacto entre la fuerza de Coriolis y la fuerza provocada por la presión,

y el flujo es estacionario. Como consecuencia el movimiento es independiente de

la coordenada en la dirección del eje de rotación, por lo que todas las part́ıculas

situadas en una misma vertical presentan el mismo tipo de movimiento. Este

resultado se conoce como el teorema de Taylor–Proudman.

Si se considera un canal con paredes aproximadamente perpendiculares al eje

de rotación, pero no exactamente paralelas entre śı (ver la figura 3.1), el teorema

de Taylor–Proudman no se cumple exactamente y una part́ıcula desplazada

a una posición con diferente altura, presenta una tendencia a sobrepasar su

posición anterior, pudiéndose producir una oscilación. Una explicación detallada

de este fenómeno puede encontarse en Tritton (1988) y Pedlosky (1987).

h

z
y

Ω

β

Figura 3.1: Configuración geométrica de un canal en el que se producen ondas de

Rossby.

Este movimiento oscilatorio hace que se deba tener en cuenta el término

asociado a las variaciones de velocidad con el tiempo en la ecuación de Navier–

Stokes. Si se consideran únicamente movimientos de pequeña amplitud y se des-

precian los efectos viscosos y no lineales, las ecuaciones que rigen el movimiento

del fluido en el canal son

∂tu+ 2Ω× u = −1

ρ
∇p, ∇ · u = 0.

Según la figura 3.1, en la que la altura, h, vaŕıa uniformemente en la coor-

denada y, se cumple

∂xh = 0,
dh

dy
= tanβ = γ,
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donde γ es una constante pequeña. Si se supone que las ondas mantienen las

propiedades del flujo geostrófico en las dos direcciones horizontales, es decir,

∂zu = ∂zv = 0,

y se tiene en cuenta la ecuación de continuidad,

∂xu+ ∂yv + ∂zw = 0,

se cumple que ∂zw es una constante con respecto a z y como en z = 0 la

velocidad vertical es nula, entonces ∂zw = wh/h, donde wh es la velocidad en

z = h. Aplicando la condición de contorno v · n̂ = 0 en esta pared, se obtiene

wh = γvh = γv.

Por lo tanto, según lo anterior, la ecuación de continuidad resulta

∂xu+ ∂yv +
γv

h
= 0.

Si se realiza la diferenciación cruzada de las dos componentes de la ecuación

del movimiento, suponiendo u y v independientes de la coordenada y y utilizando

la anterior ecuación se obtiene

∂2
xtv −

2Ωγ

h
v = 0,

que es la ecuación de una onda. Si las variaciones de altura son lo suficientemente

pequeñas para considerar 2Ωγ/h constante, la ecuación es lineal y admite una

solución del tipo

v = v0exp(i(ωt− kx)),

con número de onda k = 2Ωγ/hω. Las velocidades de fase y de grupo son

respectivamente

cp =
hω2

2Ωγ
, cg = −hω

2

2Ωγ
.

Estas ondas tiene las siguientes propiedades:

1. Son ondas lineales siempre que la condición de pequeñas amplitudes sea

válida.

2. Son ondas dispersivas.

3. Las dos componentes de la velocidad están desfasadas π/2.

4. Son ondas que se propagan dejando a la derecha las zonas de menor altura.
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5. La velocidad de fase y la velocidad de grupo tienen signo contrario.

Las ondas de Rossby tienen gran importancia ya que son un fenómeno ha-

bitual en la atmósfera y en el océano. De hecho, hay una equivalencia dinámica

exacta entre el efecto producido por la variación de la profundidad y el producido

por la variación de la velocidad de rotación local debido a la latitud.

3.2. Linealización de las ecuaciones

Como se ha comentado anteriormente, en este caṕıtulo se estudiará, medi-

ante un método de potenciales de la velocidad, la estabilidad lineal del estado

conductivo. Si se desprecian los términos no lineales de las ecuaciones 2.19, se

obtienen las ecuaciones linealizadas en torno del estado conductivo

(
σ−1∂t −∇2

−
)
f = 0, (3.1a)

(
σ−1∂t −∇2

)
∇2
hψ =

Ra

r
∂θT + τ

1

r
∂θψ, (3.1b)

(
∂t −∇2

)
T = − 1

r2 ln η
∂θψ, (3.1c)

siendo la ecuación para el modo cero de la temperatura

(
∂t −∇2

)
T = 0. (3.1d)

Las ecuaciones 3.1a y 3.1d son ecuaciones de difusión. Estas ecuaciones no

pueden desestabilizar el estado conductivo dando lugar a una solución inde-

pendiente de θ y z. Por lo tanto, deben resolverse las ecuaciones 3.1b y 3.1c, que

corresponden al problema no–axisimétrico, en el que ni la temperatura, T , ni la

función de corriente, ψ, tienen modo cero azimutal. Las condiciones de contorno

que deben satisfacer estas variables son

ψ = ∂rψ = T = 0 en r = r1, r2. (3.2)

3.3. Análisis numérico de las ecuaciones

3.3.1. Discretización de las ecuaciones

Antes de sustituir los desarrollos para la función de corriente y para la tem-

peratura en las ecuaciones 3.1, se definirá la base de funciones utilizadas en cada
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coordenada. En la dirección azimutal, debido al desarrollo de Fourier, la base

considerada será {einθ}n=−N÷N . En la dirección radial, las siguientes combina-

ciones de polinomios de Tchebyshev

ψn(xi) =
L∑

l=0

hlTl(xi), Tn(xi) =
L∑

l=0

plTl(xi),

deben satisfacer las condiciones de contorno. Estas condiciones de contorno, 3.2,

se escriben

Tn(±1) =

L∑

l=0

pl(±1)l = 0,

ψn(±1) =

L∑

l=0

hl(±1)l = 0, ∂xψn(±1) =

L∑

l=0

hll
2(±1)l+1 = 0.

La función de corriente debe satisfacer cuatro condiciones de contorno, lo que

permite escribir cuatro coeficientes del desarrollo, h0, h1, h2 y h3 en función de

los restantes. Por lo tanto, como L es fijo, se puede encontrar una base de fun-

ciones formada por (L− 3) elementos que verifique el contorno,
{
hk(x)

}
k=4÷L.

Imponiendo que el coeficiente del polinomio de Tchebyshev de orden k valga 1

y los demás se anulen, hkl = δl,k, k, l = 4÷ L se obtiene

hk(x) =





(
k2

4 − 1
)
T0(x)− k2

4 T2(x) + Tk(x) k ≥ 4 par

1
8

(
k2 − 9

)
T1(x)− 1

8

(
k2 − 1

)
T3(x) + Tk(x) k > 4 impar.

Procediendo de la misma manera se obtiene la base de funciones para desarrollar

la temperatura. En este caso existen dos condiciones de contorno que permiten

escribir los dos primeros coeficientes del desarrollo en función de los demas. La

base de funciones,
{
pj(x)

}
j=2÷L estará formada por L− 1 elementos,

pj(x) =

{ −T0(x) + Tj(x) j ≥ 2 par

−T1(x) + Tj(x) j > 2 impar.

Ahora ya se pueden desarrollar las perturbaciones como una serie truncada

de las funciones base de la forma

ψ(x, θ, t) = eλt
N∑

n=−N
ψn(x)einθ = eλt

N∑

n=−N

L∑

m=4

ψ̂m,nh
m(x)einθ , (3.3a)

T (x, θ, t) = eλt
N∑

n=−N
Tn(x)einθ = eλt

N∑

n=−N

L∑

l=2

T̂l,np
l(x)einθ . (3.3b)
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De esta manera, el análisis de estabilidad se desacopla para cada modo az-

imutal n. Si se sustituyen los desarrollos anteriores para la temperatura y para

la función de corriente en las ecuaciones 3.1 se obtiene

λσ−1∇2
hψn(x) = ∇4

hψn(x) + τ
2in

x+ ζ
ψn(x) +

2in

x+ ζ
RaTn(x), (3.4a)

λTn(x) = ∇2
hTn(x) − 4in

(x+ ζ)2 ln η
ψn(x), (3.4b)

donde el operador laplaciano en las nuevas coordenadas se expresa de la siguiente

manera

∇2
h = 4

[
∂2
xx +

1

x+ ζ
∂x −

n2

(x+ ζ)2

]
.

Las ecuaciones 3.4 deben cumplirse en los puntos de Gauss–Lobatto. Como

al considerar los coeficientes de los desarrollos 3.3, T̂l,n y ψ̂m,n, el número de

incógnitas para cada modo n es (L − 1) + (L − 3), sólo es necesario escribir la

ecuación de T en (L− 1) puntos y la de ψ en (L− 3) puntos. Espećıficamente

estos puntos para la temperatura son xl, con l = 1÷ L− 1; mientras que para

la función de corriente xm, con m = 2÷L− 2. De esta manera, el problema de

valores propios para cada número de onda azimutal se puede escribir de forma

esquemática

λBnxn = Anxn,

donde Bn es una matriz real de dimensión (2L− 4) · (2L− 4), An es una matriz

compleja de igual dimensión y xn = (ψ̂m,n, T̂l,n) es el vector de incógnitas.

El problema se ha solucionado calculando los operadores lineales, invirtiendo

la matriz B y calculando los valores propios de la matriz B−1A utilizando la

libreŕıa LAPACK.

Fijando el número de Prandtl, el parámetro de Coriolis y la razón de radios,

la curva de estabilidad marginal para cada número de onda azimutal viene dada

por la solución del problema de valores propios con < (λ) = 0 que minimiza el

número de Rayleigh. Por otra parte = (λ) = ω da la frecuencia de precesión

del modo correspondiente al valor propio con parte real nula que minimiza el

número de Rayleigh. Por lo tanto, la onda se propaga con una velocidad angular

−ω/n. Como se ha considerado Ω > 0, si ω < 0 la onda se desplaza en el sentido

de la rotación y en sentido contrario si ω > 0.

Para calcular las curvas de estabilidad se ha supuesto cŕıtico el valor con

|< (λ) | ≤ 10−7. A partir de L = 24 los valores del número de Rayleigh y de

la frecuencia no varian significativamente. Para asegurar la convergencia para

cualquier valor de los parámetros, en este caṕıtulo, los resultados se han calcu-

lado con 32 modos radiales.
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Se ha analizado la estabilidad del estado conductivo para tres fluidos difer-

entes de números de Prandtl σ = 0,7, 0,025 y 7, valores representativos de

números de Prandtl moderados, bajos y elevados, respectivamente, tanto en

función de la razón de radios (η ∈ [0,1, 0,9]), como en función de la rotación

representada por el parámetro de Coriolis (τ ∈ [1000, 11000]). También se ha

estudiado, para η = 0,5, la estabilidad del estado conductivo en función del

número de Prandtl.

3.3.2. Representación gráfica. Fase de la solución

Para cada uno de los casos que se presentan en este caṕıtulo, se representan,

para cada modo azimutal, la curva de estabilidad marginal y las correspondientes

frecuencias viscosas, ω/σ, asociadas al número Rayleigh cŕıtico. A partir de

ahora, en este caṕıtulo la frecuencia viscosa se representará por ω. Una vez

obtenidas estas curvas, se presentan, para algunos casos representativos, las

isoĺıneas de la perturbación de la temperatura y de la función de corriente. La

fase, ϕ(x), y la amplitud de la función de corriente, B(x), solución del problema

de valores propios se utilizan como medida de la asimetŕıa de la solución respecto

de planos verticales y del confinamiento de los modos, respectivamente.

La solución del problema de valores propios planteado en la sección anterior

es, para cada número de onda n, de la forma

ψ(x, θ, t) = A(x)ei(nθ+ωt) + Ā(x)e−i(nθ+ωt) = B(x) sin [nθ + ωt+ ϕ(x)]

y análogamente para la temperatura. Siendo Ā el complejo conjugado de A =

Ar + iAi. Variando θ entre 0 y 360 se obtienen las isoĺıneas de la perturbación

de la temperatura y de la función de corriente para cada modo n.

La fase, ϕ(x), viene dada por tanϕ = Ai/Ar y está definida salvo una

constante. Por lo tanto, se puede escribir la fase de cada solución en función de

x con un origen común. El aspecto de esta fase nos indicará cuánto se separa la

solución de la simetŕıa respecto de planos verticales. Por ejemplo, dicha fase es

constante y la función de corriente y la temperatura están desfasadas π/2 en las

columnas de Taylor térmicas. En el anillo ciĺındrico tratado en la aproximación

de capa plana, con condiciones de esfuerzos cortantes nulos para la velocidad

la fase es constante pero el desfase entre función de corriente y temperatura

no es π/2. Por último, en las llamadas ondas térmicas simétricas de Rossby

(Busse, 1986) la fase es simétrica. La amplitud, B(x) = (Ar(x)2 + Ai(x)2)1/2,

está relacionada con el confinamiento de la convección y la estructura radial

de la solución. Si el polinomio radial dominante de la temperatura presenta
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l = 2, la amplitud de la función propia, tanto de la temperatura como de la

función de corriente, tiene un único máximo; si es l = 3 aparecen dos máximos

y aśı sucesivamente.

3.4. Resultados

3.4.1. Problema no disipativo

Para identificar la naturaleza de las diferentes soluciones que pueden apare-

cer al inicio de la convección se estudiará primero el problema no disipativo. Si se

suponen despreciables los efectos disipativos, en las ecuaciones 3.4 no se deben

considerar los términos que involucran ∇4
hψ y ∇2

hT . Solucionando el problema

de valores propios, se puede concluir que existe un valor del número de Rayleigh

por debajo del cual existen dos familias de ondas estables con diferente frecuen-

cia. En la figura 3.2, en la que se observa claramente este hecho, se representan

las curvas de estabilidad marginal para el caso σ = 0,7, τ = 5000, η = 0,5 y

n = 16 (la variación de estos parámetros sólo provoca cambios cuantitativos en

la gráfica). En esta figura, al igual que en el resto del caṕıtulo, l hace referencia

al ı́ndice del polinomio radial dominante de la temperatura. Como se puede ob-

servar en la figura, las frecuencias son negativas, es decir, los modos precesionan

en el sentido de la rotación. Por lo tanto, dejan a la derecha la zona del anillo

de menor altura y cumplen una de las propiedades de las ondas de Rossby no

térmicas.
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Figura 3.2: Curvas de estabilidad marginal del problema no disipativo para σ = 0,7,

τ = 5000, η = 0,5 y n = 16. El valor de l indica el ı́ndice del polinomio radial

dominante.

La rama superior de cada curva corresponde a ondas, cuya frecuencia tiende a

cero cuando disminuye la diferencia de temperatura entre las paredes, indicando

que son ondas generadas por el gradiente de temperatura. En este caso, el empuje

de Arqúımedes compensa casi en su totalidad la parte no geostrófica de la fuerza

de Coriolis y, por este motivo, las ondas son lentas. Como se puede observar en

la figura 3.3, la convección en este tipo de ondas está confinada en la parte

exterior del anillo. Por el contrario, la frecuencia de las ondas de las ramas

inferiores aumenta a medida que disminuye el empuje de Arqúımedes hasta

alcanzar la frecuencia de las ondas de Rossby, ωR, para Ra = 0. Este tipo

de ondas son inerciales. En este caso, el balance se produce entre la parte no

geostrófica de la fuerza de Coriolis y las rápidas oscilaciones inerciales. El empuje

de Arqúımedes desempeña un papel secundario, desarrollándose la convección

en todo el espacio entre los cilindros (ver la figura 3.3). Si se consideran números

de Rayleigh para los que las frecuencias son de orden ωR/2, los tres términos del

problema no disipativo que se obtiene de la ecuación 3.4a son del mismo orden y

no es posible distinguir ambos tipos de ondas. Para valores mayores del número

de Rayleigh las ondas son inestables y es necesario considerar la viscosidad para

disipar la enerǵıa proporcionada por la diferencia de temperatura de las paredes.
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Figura 3.3: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura del problema no disipativo

para el caso σ = 0,7, τ = 5000, η = 0,5, n = 16 y Ra = 35000. A la izquierda se

presenta la solución para la rama superior (ωR = −101) y a la derecha para la inferior

(ωR = −315).

También se han comparado las frecuencias ω del caso dispativo con la fre-

cuencia de las ondas de Rossby para diferentes fluidos y rotaciones. En la tabla

3.1 se presentan ambas frecuencias para η = 0,5, dos rotaciones diferentes,

τ = 5000 y τ = 10000, y los valores del número de Prandtl considerados,

σ = 0,025, 0,7 y 7. En esta tabla se ha calculado la frecuencia, ω, correpon-

diente al valor del número de Rayleigh cŕıtico del modo dominante para los

valores de η, τ y σ considerados. Una vez conocido el valor del modo azimutal

dominante, n, se ha calculado el valor de ωR para los valores de los parámet-

ros considerados. Como se esperaba, debido a las altas rotaciones consideradas,

para bajos números de Prandtl las frecuencias son similares, indicando que las

ondas son principalmente de tipo inercial. Un resultado similar ha sido encon-

trado por Zhang (1994) en el estudio de una capa esférica en rotación. El autor

muestra por medio de un análisis perturbativo, que, para altas rotaciones, el

inicio de la convección está inducido por el término de Coriolis. Si σ = 0,7, la

frecuencia de las oscilaciones es cercana a ωR/2. Se denominarán modos térmi-

cos a los dominantes para este caso, ya que tanto la rotación como los efectos

de la temperatura son necesarios para desestabilizar el estado conductivo. Fi-

nalmente, para valores más elevados del número de Prandtl, el término difusivo

es del mismo orden que los otros dos. En este caso ω y ωR son muy diferentes y

no es posible identificar los modos dominantes del problema disipativo a partir

de los del problema no disipativo.
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τ σ ωR ω n

0.025 -730 -678 7

5000 0.7 -437 -241 16

7 -417 -42 17

0.025 -1377 -1297 8

10000 0.7 -835 -373 17

7 -706 -67 21

Cuadro 3.1: Comparación de las frecuencias, ω y ωR, de los modos dominantes de

convección del problema disipativo y del no disipativo, respectivamente. Todas las

frecuencias se expresan en unidades viscosas. La última columna representa el número

de onda azimutal dominante del problema disipativo para los parámetros indicados.

La razón de radios es η = 0,5.

Una vez identificados los diferentes modos que aparecen en el problema no

disipativo, las tres siguientes secciones de este caṕıtulo están dedicadas al estudio

de la estabilidad del estado conductivo en el caso disipativo, para diferentes

valores del número de Prandtl.

3.4.2. Números de Prandtl moderados

Según Boubnov & Golitsyn (1995) los valores intermedios del número

Prandtl se estiman adecuados para simular la convección de algunos objetos

de interes astrof́ısicos, como es el caso de la atmósfera de Júpiter. En el presente

trabajo se ha considerado σ = 0,7. En la figura 3.4 se representa la dependencia

con el parámetro de Coriolis del número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y de la

frecuencia viscosa (derecha) de cada modo azimutal dominante en el intervalo

considerado para un valor de la razón de radios η = 0,5. En esta figura, al igual

que en el resto del caṕıtulo, n indica el número de onda azimutal y la ĺınea de

trazo más grueso de la gráfica de las frecuencias representa la frecuencia de los

modos dominantes para cualquier valor del parámetro de Coriolis.

Los picos que se aprecian en la representación del número de Rayleigh y los

saltos entre las ĺıneas de trazo fino de la gráfica de las frecuencias son debidos al

cambio de un tipo de modo azimutal, n, a otro diferente con el mismo número de

onda azimutal. Es decir, existe una multiplicidad de modos azimutales agrupa-

dos en familias que pueden dominar en un rango diferente de parámetros. En este

caso, la misma familia de modos azimutales n domina consecutivamente hasta un

cierto valor de τ como se puede observar en la figura 3.5, que es una ampliación

de la figura 3.4 para valores del parámetro de Coriolis en torno a τ = 5500. Sin
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embargo, para τc = 5628 se produce una transición ”hacia atrás”en el número

de onda azimutal del modo dominante desde n = 17 a n = 13. A partir de este

instante los modos azimutales, que dominan consecutivamente, pertenecen a

otra familia. Como consecuencia de este hecho, hay dos soluciones con el mismo

número de onda azimutal n = 13, 14, 15, 16, 17, pertenecientes a familias difer-

entes que dominan para valores distintos del parámetro de Coriolis. Variando la

razón de radios se comprueba cómo el valor del parámetro de Coriolis, τc, para

el que se produce el intercambio, aumenta con η. Aśı, si η = 0,3, τc = 3353,

para η = 0,6 τc = 7855 y finalmente si η = 0,7, τc = 13367. Sin embargo, si η es

muy bajo no es posible encontrar valor de τc para el que se produce un cambio

de familia de modos dominantes.
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Figura 3.4: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función del parámetro de Coriolis, τ , para σ = 0,7 y η = 0,5.
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Figura 3.5: Ampliación de la figura 3.4 para valores del parámetro de Coriolis τ ≈
5500. Para una mayor claridad sólo se representan los modos dominantes en el intervalo

considerado.
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La estructura de las dos familias de modos se presenta en la figura 3.6, donde

se muestran las isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (mitad superior

de la figura) y de la función de corriente (mitad inferior) para el modo dominante

n = 13 y dos valores del parámetro de Coriolis diferentes, τ = 3000 (izquier-

da) y τ = 6000 (derecha). La solución para τ = 3000 es similar a la obtenida

por Schnaubelt & Busse (1992) en la aproximación de capa plana con las mis-

mas condiciones de contorno. Siguiendo la nomenclatura propuesta por Zhang

(1992), se denominarán a este tipo de soluciones modos columnares normales. A

pesar de la existencia de la fuerza de Coriolis, este tipo de soluciones mantiene

aproximadamente la simetŕıa de reflexión respecto de planos verticales que con-

tienen al eje de rotación. Es decir, estas soluciones están relacionadas con las

columnas de Taylor que existen en el caso de considerar tapas horizontales (ver

Alonso, Net & Knobloch, 1995). Por el contrario, el segundo tipo de soluciones,

que se llamarán modos columnares espirales, presenta una estructura muy incli-

nada en el sentido de la rotación, en la que claramente se ha roto la simetŕıa de

reflexión anterior. Otra propiedad importante de este tipo de soluciones radica

en el hecho de que la convección se desarrolla principalmente en la parte interi-

or del anillo. Este tipo de solución no se puede encontrar con el mismo modelo

en la aproximación de capa plana, ya que, en este caso, las funciones propias

dominantes son simétricas respecto al plano medio de la capa convectiva. Para

permitir la aparición de de los modos espirales en dicha aproximación se han de

incorporar tapas con curvatura. Busse & Or (1986) expresan dicha curvatura de

las tapas mediante una dependencia de la forma γ = γ0[1 + εf(x)], donde γ0 es

una constante pequeña, rompiéndose, de esta manera, la simetŕıa de reflexión

respecto al plano medio de la capa.

Figura 3.6: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (parte superior) y de la

función de corriente (parte inferior) correspondientes a los modos dominantes del mis-

mo número de onda azimutal n = 13, para los parámetros η = 0,5, σ = 0,7, τ = 3000

(izquierda) y τ = 6000 (derecha).
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Para entender la naturaleza de estos modos dominantes, en la figura 3.7b se

muestran las isoĺıneas de la perturbación de la temperatura en los puntos c, d y

e de la figura 3.7a. En esta figura se muestra el número de Rayleigh de los tres

primeros modos azimutales n = 16 con diferente estructura radial en función

del parámetro de Coriolis para el caso η = 0,5. Las soluciones correspondientes

a los puntos a y b para τ = 1000 y τ = 9000, respectivamente, son similares

a las mostradas a la izquierda y a la derecha de la figura 3.6 respectivamente.

Como se puede observar en las isoĺıneas de la perturbación de la temperatura del

punto c, el segundo modo azimutal n = 16 corresponde a la solución dominada

por el polinomio radial l = 3, que se caracteriza por una estructura de doble

columna a bajas rotaciones, que se inclina a medida que aumenta el valor del

parámetro de Coriolis (ver las isoĺıneas de la perturbación de la temperatura

para el punto d). Finalmente, como se puede observar en la parte inferior de la

figura 3.6, para rotaciones muy elevadas, la convección en una doble columna

se destruye, permaneciendo confinada principalmente en el entorno de la pared

interior. Por el contrario, las isoĺıneas de la temperatura del punto e muestran

que la rotación también afecta a las soluciones con un número de onda n elevado

y con estructura radial l = 2, pero el efecto es menos espectacular ya que la

dependencia radial no cambia. Por último, comentar que si se fija un valor

del número de onda azimutal n en el rango de parámetros explorado, el modo

dominante nunca corresponde a un polinomio radial l = 4 (ĺınea punteada de la

figura 3.7a).
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Figura 3.7: (a) Curvas de estabilidad marginal de los tres primeros modos azimutales

n = 16 y diferente estructura radial para η = 0,5 y σ = 0,7. La ĺınea continua, la

discontinua y la punteada corresponden, respectivamente, a los modos con l = 2, l = 3

y l = 4 de la estructura radial. (b) Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura en

los puntos c, d y e de la figura 3.7a. En el sentido de las agujas del reloj empezando

por la parte superior se representan τ = 1000, τ = 5800 y τ = 9000.
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La diferente estructura de los dos tipos de familias de modos dominantes se

aprecia con claridad al observar la fase y la amplitud de la función de corriente

para diferentes valores del parámetro de Coriolis. En la figura 3.8 se representa

la variación de la fase (izquierda) y la amplitud (derecha) de la función de

corriente, definida en la sección 3.3.2, de varias soluciones dominantes para

η = 0,5. Con el fin de apreciar mejor la variación de la fase, se han representado

las gráficas con un origen común en el exterior del cilindro. Como se puede

comprobar en la figura, en general, la espiralidad de las soluciones aumenta

con la rotación. Sin embargo, es después del cambio de carácter de la solución

(τc = 5628), cuando se produce un gran aumento en la espiralidad, la estructura

radial cambia, apareciendo un segundo máximo en la amplitud y la convección

se confina principalmente cerca de la pared interior.
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Figura 3.8: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud, B(x), (derecha) de la función de

corriente, definidas en la sección 3.3.2 para diferentes valores del parámetro de Coriolis

en el caso η = 0,5 y σ = 0,7. La pendiente de las curvas de la fase está relacionada con

la inclinación de las columnas y la posición del máximo de la amplitud indica la zona

donde se concentra la convección. A medida que aumenta τ , los modos dominantes

para cada valor del parámetro de Coriolis son n = 11, 15, 13 y 15.

Si se estudia la estabilidad del estado conductivo en función de la razón

de radios, una vez fijado un valor elevado del parámetro de Coriolis, también

aparecen dos familias de modos dominantes. En la figura 3.9 se representa la

dependencia con la razón de radios del número de Rayleigh cŕıtico (izquierda)

y de la frecuencia (derecha) de cada modo azimutal para τ = 8000. Hasta

η = 0,605 los modos n = 4, . . . , 21 dominan consecutivamente y son espirales

del mismo tipo que los representados en la parte inferior de la figura 3.6. Para

ηc = 0,605 se produce el cambio de familia de modos dominantes. El siguiente

modo dominante (n = 27) es normal (ver la parte superior de la figura 3.6) y

no dominan nunca los modos n = 22, 23, 24, 25, 26, como se aprecia con mayor
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claridad en la figura 3.10. Por lo tanto, los modos espirales son dominantes, en

general, para elevadas rotaciones y bajas razones de radios. Se ha comprobado

que para σ = 0,7 y η ≥ 0,15, el cambio de tipo de modo dominante existe

siempre que τ ≥ 2300. Es decir, cuanto menor es la rotación, menor es el valor

de η para el que ocurre el salto, dándose el caso de que para valores demasiado

pequeños del parámetro de Coriolis no aparece un cambio de familia de modos

para η ≥ 0,1. Más adelante se presentan los casos τ = 2000 y τ = 2800 donde

se observará este hecho.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Radius ratio

6

8

10

12

14

16

18

20

10
−

4  x
 R

ay
le

ig
h 

nu
m

be
r

n=4
n=21
n=27

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Radius ratio

−400

−380

−360

−340

−320

−300

−280

−260

−240

−220

−200

P
re

ce
ss

io
n 

fr
eq

ue
nc

y
n=4
n=21
n=27

Figura 3.9: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 0,7 y τ = 8000.
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Figura 3.10: Ampliación de la figura anterior en torno a η = 0,605. σ = 0,7 y τ = 8000.

Sólo se representan los modos dominantes.

Sin embargo, los modos espirales representados en la figura 3.9 pueden

provenir para τ → 0 de modos con estructura radial l = 2 o l = 3. Es decir, si

a partir del valor de η para el cual un modo domina, se sigue el valor propio

que ha bifurcado al disminuir τ , pueden encontrarse dos comportamientos para
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la función propia asociada. Por ejemplo, en la figura 3.9 los modos dominantes

n = 4, ..., 10 presentan una estructura radial l = 2 para τ suficientemente bajo.

Por el contrario los modos n = 11, ..., 21 son modos con estructura radial l = 3

para cualquier valor de τ . Por lo tanto, para η ≈ 0,35 hay otro intercambio

de soluciones que no es fácilmente detectable ya que las funciones propias se

parecen entre śı. En la figura 3.11, que es una ampliación de la figura 3.9 en

torno a η = 0,35, puede observarse dicho comprtamiento pero en función de la

razón de radios. En esta figura se puede apreciar cómo los modos dominantes

n ≤ 10 no experimentan ningún salto en la frecuencia. Esto quiere decir, que

no hay una multiplicidad de modos n ≤ 10, sino que éstos cambian de manera

continua desde una estructura espiral l = 2 hasta una estructura normal l = 3

para valores elevados de la razón de radios. Por el contrario, los modos domi-

nantes n > 10 cambian de estructura radial mediante un salto en la frecuencia

y si η < 0,605 presentan una estructura radial l = 3 en el intervalo en el que

dominan. En general, para un valor suficientemente elevado de τ , los modos es-

pirales que presentan un número de onda azimutal n bajo provienen de modos

cambiantes de forma continua con la razón de radios, mientras que los modos

con n elevado son soluciones con una estructura radial l = 3 para η < ηc. Los

resultados de Busse & Or (1986) para un fluido con σ = 1, τ = 2800 concuerdan

cualitativamente con los descritos anteriormente. Si se considera ε = 0,75 (ver la

expresión de la curvatura en la pagina 37), incrementando el número de onda,

estos autores también encuentran una transformación en la estructura radial de

las soluciones.
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Figura 3.11: Ampliación de la figura 3.9 en torno a η ≈ 0,35. Sólo se representan los

modos dominantes en el intervalo η ∈ [0,263, 0,428].

Como era de esperar, para η → 1 se observa (ver figura 3.9) como el número

de Rayleigh cŕıtico de la convección normal, Ra
(n)
c , tiende al número de Rayleigh

cŕıtico de las soluciones invariantes por el operador Ta/2κ (ver página 20) en
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la aproximación de capa plana, Ra
(sg1)
c = 95444. Como el potencial ψ y el

campo de temperatura T de estos modos es cero en el medio de la capa, se

denominarán segundos armónicos radiales. Además, el número de onda cŕıtico,

n
(c)
c , y la correspondiente frecuencia para η . 1 se pueden estimar haciendo

n
(c)
c ≈ α

(sg1)
c r̄, ω

(c)
c ≈ c

(sg1)
c /r̄, donde α

(sg1)
c y c

(sg1)
c son el número de onda y

la correspondiente velocidad de fase cŕıtica en la aproximación de capa plana y

r̄ = 1+η
2(1−η) es el radio medio del anillo.

Si obtenemos, para η → 1, los modos dominantes de las soluciones espirales,

puede observarse cómo el número de Rayleigh cŕıtico, Ra
(s)
c , tiende al número

de Rayleigh cŕıtico de las soluciones κ−invariantes (ver página 20) en la aprox-

imación de capa plana, Ra
(sg2)
c = 106329, y los correspondientes números de

onda azimutales y frecuencia son, en este caso, n
(s)
c ≈ α

(sg2)
c r̄, ω

(s)
c ≈ c

(sg2)
c /r̄,

donde α
(sg2)
c y c

(sg2)
c son el número de onda cŕıtico y la correspondiente ve-

locidad de fase cŕıtica de este armónico. Como los valores de α
(sg1)
c y α

(sg2)
c

son diferentes, el número de onda para la convección normal y para la espiral

son diferentes para el mismo valor de η. Cuando el valor de la razón de radios

disminuye, el valor del número de Rayleigh cŕıtico para la convección normal

aumenta, y para ηc, los modos espirales empiezan a ser dominantes. El salto

”hacia adelante”entre el número de onda para los modos espirales dominantes y

los normales para ηc concuerdan con el hecho que, generalmente, α
(sg2)
c < α

(sg1)
c .

Un comportamiento similar se ha obtenido en la aproximación de capa plana si

se consideran tapas cónicas (Busse & Or, 1986).

Con el fin de resumir los resultados obtenidos en función de η para τ = 8000,

en la figura 3.12 se representa la fase (izquierda) y la amplitud (derecha) de la

función de corriente de cuatro soluciones dominantes para τ = 8000. En este

caso, la espiralidad aumenta al disminuir la razón de radios. Como se puede

observar, el cambio en la estructura radial de la solución se produce al pasar

la razón de radios de 0,6 → 0,8. Las soluciones correspondientes a η = 0,2,

0,4 y 0,6 presentan una estructura radial l = 3, son fuertemente espirales y la

convección está confinada en el interior del anillo. Por el contrario, para η = 0,8

la estructura radial es l = 2 y la convección es normal, desarrollándose en todo

el espacio entre los cilindros.
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Figura 3.12: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud de la función de corriente, B(x),

(derecha) para diferentes valores de la razón de radios en el caso τ = 8000 y σ = 0,7.

En orden creciente los modos dominantes para cada valor de la razón de radios son

n = 6, 12, 21 y 58.
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Figura 3.13: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 0,7 y τ = 2000.

Si se consideran valores suficientemente bajos del parámetro de Coriolis,

puede ocurrir, como se ha comentado anteriormente, que no exista el valor ηc y

todas las soluciones presenten, incluso a bajas razones de radios, una convección

normal. Esto ocurre, por ejemplo, para τ = 2000. En la figura 3.13 se representa

la dependencia del número de Rayleigh cŕıtico y de la frecuencia viscosa de cada

modo azimutal con la razón de radios. En esta figura se puede observar cómo no

aparecen picos en la curva del número de Rayleigh ni saltos en la frecuencia de

cada modo. Esto nos indica que, al no haber una evolución continua de un tipo

de solución a otro dentro de un mismo modo, todas las soluciones dominantes

presentan el mismo tipo de convección normal. En la figura 3.14 se aprecia
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claramente este hecho. En esta figura se representan, para τ = 2000, las isoĺıneas

de la función de corriente y de la temperatura de dos soluciones dominantes

correspondientes a dos valores de la razón de radios. Como se puede ver, las dos

soluciones presentan una convección que se desarrolla en todo el espacio entre

los cilindros.

Figura 3.14: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (mitad superior) y de la

función de corriente (mitad inferior) correspondientes a los modos dominantes n = 5

para η = 0,2 (izquierda) y n = 21 para η = 0,7 (derecha), σ = 0,7 y τ = 2000.

Si se aumenta ligeramente el valor del parámetro de Coriolis, este compor-

tamiento se modifica. Al estudiar la estabilidad del estado conductivo en función

de η para τ = 2800, se observa un comportamiento similar al caso τ = 8000,

apareciendo un salto ”hacia adelante”del modo azimutal dominante. En la figu-

ra 3.15 se representa el número de Rayleigh cŕıtico y la frecuencia viscosa de

cada modo azimutal en función de la razón de radios una vez fijado τ = 2800.

En esta figura sólo se presentan los modos que dominan para algún valor de η.

En este caso se observa cómo las dos familias de modos son dominantes. Hasta

n = 4 los modos son espirales y la convección está confinada en el interior del

anillo. A partir de η ≈ 0,228, valor para el que se produce el salto en el modo

azimutal dominante, no dominando el modo azimutal n = 5, la convección es

normal. En la figura 3.16 se muestran las isoĺıneas de la temperatura y de la

función de corriente de dos modos que dominan para dos valores de la razón de

radios muy cercanos, concretamente η = 0,2 y η = 0,24. Puede apreciarse cómo

vaŕıa el modo de convección.
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Figura 3.15: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 0,7 y τ = 2800.

Figura 3.16: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (mitad superior) y de la

función de corriente (mitad inferior) correspondientes a los modos dominantes n = 4

para η = 0,2 (izquierda) y n = 7 para η = 0,24 (derecha), σ = 0,7 y τ = 2800.

3.4.3. Números de Prandtl bajos

Como ejemplo de número de Prandtl bajo se ha considerado σ = 0,025.

En todos los casos se ha comprobado que las soluciones corresponden a ondas

inerciales, solución de la ecuación de Poincaré en dos dimensiones. Los isoĺıneas

tanto de la temperatura como de la función de corriente representan columnas,

que prácticamente mantienen la simetŕıa de reflexión en planos verticales, siendo

l = 2 el modo radial dominante.

En la figura 3.17 se presenta la dependencia del número de Rayleigh y de
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la frecuencia con el parámetro de Coriolis para un valor de la razón de radios

η = 0,5.
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Figura 3.17: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función del parámetro de Coriolis, τ , para σ = 0,025 y η = 0,5.

Como puede observarse en esta figura, las soluciones presentan una mayor

escala azimutal de convección que en el caso σ = 0,7. Esto es debido a que la

frecuencia de las ondas es tan alta que hace que las fuerzas de fricción no sean

necesarias para compensar el término no geostrófico de la ecuación. Aparte de

su origen inercial, que hace que la convección se desarrolle en todo el anillo

independientemente del valor del parámetro de Coriolis (ver la figura 3.18), no

se ha encontrado similitud alguna entre estos modos normales y las soluciones

atrapadas en el ecuador encontradas por Zhang (1994) y Zhang & Busse (1987)

en el estudio de la convección de capas esféricas en rotación sometidas a un

calentamiento interno. Según Tilgner, Ardes & Busse (1997) este último tipo de

soluciones son dominantes para Ta . σ−4, siendo Ta el número de Taylor. Por

tanto, para cualquier valor de σ es posible encontrar un valor de la rotación que

da lugar a otra forma de convección. De esta manera, la condición de convec-

ción tridimensional restringida a bajas latitudes no se cumple para números de

Taylor moderados y los modos espirales son dominantes. Consecuentemente, la

transición de la convección inercial a la térmica es brusca. Sin embargo, en con-

vección anular en rotación, para un valor suficientemente pequeño del número

de Prandtl, el mismo modo inercial es dominante para cualquier valor de la

rotación. Además, hasta donde se ha podido comprobar, hay un cambio contin-

uo de un modo convectivo al otro. Parece improbable que estas discrepancias

sólo puedan ser debidas al diferente modo de calentamiento, ya que las ondas

inerciales existen independientemente del gradiente de temperatura.
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Figura 3.18: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (parte superior) y de la

función de corriente (parte inferior) correspondientes a los modos dominantes n = 5

para τ = 2000 (izquierda) y n = 8 para τ = 8000 (derecha). El resto de los parámetros

son η = 0,5 y σ = 0,025.

Como se ha dicho anteriormente, si se consideran otros valores de la razón

de radios la situación es cualitativamente similar. Para η = 0,3 (figura 3.19), se

puede observar cómo la escala azimutal de la convección es aún mayor, siendo

dominantes soluciones con números de onda azimutal menores para el mismo

valor del parámetro de Coriolis. Si se fija η = 0,7 se produce el efecto contrario

(figura 3.20). En ambos casos las soluciones son ondas inerciales.
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Figura 3.19: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función del parámetro de Coriolis, τ , para σ = 0,025 y η = 0,3.
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Figura 3.20: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función del parámetro de Coriolis, τ , para σ = 0,025 y η = 0,7.

También se representa en las figuras 3.21 y 3.22 el número de Rayleigh

cŕıtico y las correspondientes frecuencias en función de la razón de radios fijados,

τ = 2000 y τ = 8000, respectivamente. Como puede verse en las figuras, al

aumentar el valor del parámetro de Coriolis, el aspecto de la curva de estabilidad

de cada modo azimutal no vaŕıa para este valor del número de Prandtl y las

soluciones no se ven afectadas, siendo en cualquier caso modos inerciales.
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Figura 3.21: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 0,025 y τ = 2000.
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Figura 3.22: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 0,025 y τ = 8000.

Finalmente en la figura 3.23 se representa la fase y la amplitud de la función

de corriente, definidas en el apartado 3.3.2, para diferentes valores del parámetro

de Coriolis y de la razón de radios. En esta figura se pone de manifiesto que,

para este valor del número de Prandtl, en el rango de parámetros estudiados,

las soluciones apenas se ven afectadas por la variación de la razón de radios,

y por el aumento de la rotación. En cualquiera de los casos considerados, las

soluciones son ondas inerciales que prácticamente respetan la simetŕıa respecto

del plano medio de la capa, la convección es normal, ocupando todo el espacio

entre los cilindros y el máximo de la amplitud se produce en el medio de la capa,

prácticamente para el mismo valor de la coordenada radial x.
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Figura 3.23: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud, B(x), (derecha) de la función de

corriente definidas en la sección 3.3.2 para distintos valores del parámetro de Coriolis

y de la razón de radios en el caso σ = 0,025. Para η = 0,3, 0,5 y 0,7 se presentan los

modos azimutales dominantes n = 3, 5 y 10 si τ = 2000 y n = 5, 8 y 15 si τ = 8000,

respectivamente.
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3.4.4. Números de Prandtl elevados

De acuerdo con los resultados expuestos en la sección 3.4.1, al considerar

valores del número de Prandtl elevados, el comportamiento de las soluciones

cambia de nuevo.

Todos los resultados presentados en esta sección corresponden a fluidos que

presentan un número de Prandtl σ = 7. Sin embargo, se ha comprobado que

las soluciones hasta σ = 100 son similares a las presentadas para σ = 7. En

la siguiente sección, donde se estudia la estabilidad del estado conductivo en

función únicamente del valor del número de Prandtl, este hecho se mostrará con

mayor claridad.
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Figura 3.24: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función del parámetro de Coriolis, τ , para σ = 7 y η = 0,5.

En la figura 3.24 se representa, para η = 0,5, las curvas de estabilidad

marginal (izquierda) y las correspondientes frecuencias (derecha) en función del

parámetro de Coriolis. En general, debido a la disipación, la escala de convección

es muy pequeña incluso para valores intermedios de la razón de radios. En el

rango de parámetros considerado, los modos dominan consecutivamente desde

n = 11 hasta n = 22. Para números de Prandtl elevados los modos dominantes

presentan una frecuencia baja y siempre mantienen la misma estructura radial

l = 2, incluso para valores elevados del parámetro de Coriolis. Para poner de

manifiesto este hecho, en la figura 3.25 se representan las isoĺıneas de la pertur-

bación de la temperatura y de la función de corriente de los modos dominantes

para τ = 2000 (izquierda) y τ = 9000 (derecha). En esta ocasión las diferen-

cias entre ambas soluciones están causadas por un incremento continuo de la

fase, ϕ(x), y un confinamiento progresivo de la amplitud, B(x), de la función de

corriente a medida que aumenta la rotación. Este hecho se observa de manera
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clara en la figura 3.26. Al aumentar la rotación, la estructura radial l = 2 se

mantiene, la convección se confina en las proximidades de la pared interior y la

escala radial tiende a ser comparable a la azimutal.

Figura 3.25: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (mitad superior) y de la

función de corriente (mitad inferior) correspondientes a los modos dominantes para

τ = 2000, n = 14 (izquierda) y τ = 9000, n = 20 (derecha). σ = 7, η = 0,5.

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
x

0

50

100

150

200

250

P
ha

se
 s

hi
ft

τ=2000
τ=4000
τ=6000
τ=8000

−1.0 −0.6 −0.2 0.2 0.6 1.0
x

0

A
m

pl
itu

de

τ=2000
τ=4000
τ=6000
τ=8000

Figura 3.26: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud, B(x), (derecha) de la función de cor-

riente definidas en la sección 3.3.2, para diferentes valores del parámetro de Coriolis en

el caso σ = 7 y η = 0,5. A medida que aumenta τ los modos dominantes representados

son n = 14, 16, 18 y 20.

En las figuras 3.27 y 3.28 se representa para τ = 2000 y τ = 8000 re-

spectivamente, el número de Rayleigh cŕıtico de los primeros modos azimutales

dominantes (izquierda) y sus correspondientes frecuencias (derecha) en función

de la razón de radios. En la primera figura se puede observar el cambio de es-

tructura radial para cada modo n, no siendo dominante en ningún caso modos
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con estructura radial l = 3. Para τ = 8000, puede observarse como, en el rango

de parámetros considerado, los modos no dominan nunca después de experimen-

tar un salto en la frecuencia. Por lo tanto, todos los modos presentan la misma

estructura radial para el valor de η en el que dominan. Este hecho se observa

con más claridad en la figura 3.29, donde se representa la fase, ϕ(x), (izquierda)

y la amplitud, B(x), (derecha) de la función de corriente para tres modos domi-

nantes. A medida que aumenta la razón de radios la fase disminuye, es decir los

modos son menos espirales, y la convección se desarrolla en una región mayor

entre los cilindros. Sorprendentemente en este caso las isoĺıneas de la función

propia de los modos, después del cambio en la estructura radial representada en

el salto en la frecuencia de cada modo, nos muestran claramente que pertenece

a una estructura radial l = 4, es decir, la convección se desarrolla en todo el

espacio entre los cilindros en forma de una triple columna.
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Figura 3.27: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 7 y τ = 2000.
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Figura 3.28: Número de Rayleigh cŕıtico (izquierda) y las correspondientes frecuencias

(derecha) en función de la razón de radios, η, para σ = 7 y τ = 8000.
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Figura 3.29: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud de la función de corriente, B(x),

(derecha) para diferentes valores de la razón de radios en el caso τ = 8000 y σ = 7.

En orden creciente los modos dominantes para cada valor de la razón de radios son

n = 6, 14 y 28.

Con el fin de averiguar qué ocurre con el modo radial l = 3, en la figura 3.30

se representan las curvas de estabilidad de los tres primeros modos n = 14 en

función de la razón de radios. En esta figura, se han marcado a la izquierda y

derecha de las curvas, la estructura radial de los modos al final del intervalo. Las

etiquetas de la figura muestran que el modo l = 4 mantiene su estructura radial

a lo largo de la curva punteada. Este modo es dominante en el intervalo η ∈
[0,65, 0,87]. A partir de este valor de la razón de radios, domina la ĺınea continua

del modo l = 2 para razones de radio bajas que evoluciona de manera continua

hasta presentar una estructura radial l = 3 para η → 1. El pico que presenta esta

curva únicamente indica la zona donde la transición de una estructura radial a

otra se ha completado. Por otra parte, el modo l = 3 para η = 0,1 transforma

su estructura radial, presentando una estructura l = 2 para η → 1. De esta

manera, parece dif́ıcil que el modo l = 4 sea dominante en la aproximación de

capa plana. Estos modos se distorsionan con la razón de radios de la misma

manera que los modos n = 4, ..., 10 del caso σ = 0,7 y τ = 8000. Para ver esto

con claridad, en la figura 3.31 se representan las isoĺıneas de la perturbación

de la temperatura de las soluciones indicadas en la figura 3.30 para η = 0,4

y η = 0,8, respectivamente. Si η = 0,1, todos los modos son normales, pues

n = 14 es suficientemente elevado. Sin embargo, la parte superior de la figura

3.31, donde se representan las isoĺıneas correspondientes a los puntos a y e,

muestra que, a medida que η aumenta, las columnas se confinan en el interior

del anillo y se inclinan hasta formarse una estructura similar a la que aparece en

el caso σ = 0,7. A continuación, en el sentido de las agujas del reloj, las isoĺıneas

correspondientes a los puntos b y f presentan el cambio opuesto. Mientras la

casisimetŕıa de reflexión en planos verticales preexistente está completamente
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rota, la columna interior empieza a disminuir. Esta situación favorece la conexión

de los dos vórtices y la formación de un único vórtice convectivo. Las isoĺıneas

correspondientes a los puntos c y d muestran la evolución con la razón de radios

del modo radial l = 4 que se ha comentado anteriormente.
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Figura 3.30: Curvas de estabilidad marginal para los tres primeros modos azimutales

n = 14 y diferente estructura radial, para τ = 8000 y σ = 7.

Figura 3.31: En el sentido de las agujas del reloj empezando por la parte superior

se representan las isoĺıneas de la perturbación de la temperatura en los puntos a, b, c

para η = 0,4 (izquierda) y en los puntos e, f y d para η = 0,8 (derecha) de la figura

3.30. El resto de los parámetros son n = 14, σ = 7 y τ = 8000.

Finalmente comentar que, al igual que ocurre para σ = 0,7, los modos que
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presentan un número de onda azimutal bajo se transforman a modos espirales

para un valor menor del parámetro de Coriolis, que los modos con n elevado.

Por lo tanto, para η = 0,1 no todos los modos están inclinados. Para η → 1 esto

no es posible pues la simetŕıa impone que no existan modos espirales.

3.4.5. Estabilidad del estado conductivo en función del

número de Prandtl

El objetivo de este apartado es estudiar la estabilidad del estado conductivo

en función del número de Prandtl y verificar la existencia de un ĺımite asintótico

para σ elevado. En la figura 3.32 se presentan, para η = 0,5 y τ = 5000, las

curvas de estabilidad marginal de los modos dominantes y sus correspondientes

frecuencias en función del número de Prandtl. En esta figura, y para el intervalo

mostrado, σ ∈ [0,01, 10], los modos dominan desde n = 6 hasta n = 17. Se

ha comprobado que n = 17 es el modo azimutal dominante hasta σ = 100.

Si σ . 0,95, los modos dominan consecutivamente hasta n = 17. El siguiente

modo dominante es n = 13. Este hecho se observa con claridad en la figura 3.33,

donde se representan las curvas de estabilidad marginal y las frecuencias de los

modos que dominan en torno a σ ≈ 0,95. Antes de alcanzar este valor, todas las

soluciones dominantes son modos normales que presentan una estructura radial

l = 2. A partir de ese valor del número de Prandtl, la convección está confinada

principalmente cerca de la pared interior del anillo y los modos espirales son

dominantes. El cambio que se produce en las soluciones para este valor de σ

se puede apreciar claramente en la figura 3.34. En esta figura se representa el

modo azimutal n = 13, dominante para dos valores diferentes del número de

Prandtl σ = 0,27 y 0,97.

Los modos dominantes para σ > 0,95, sin embargo, pueden ser de dos tipos:

modos que han experimentado anteriormente un cambio brusco en el polinomio

radial dominante, pasando éste de l = 2 a l = 3, y modos que han evolucionado

de manera continua con σ, confinándose la convección en el interior, pero man-

teniendo una estructura radial l = 2. En las figuras 3.35 y 3.36 se representa la

fase (izquierda) y la amplitud (derecha) de la función de corriente de dos modos

que presentan diferente comportamiento al aumentar σ. En la primera se ob-

serva cómo el modo n = 11 cambia su estructura radial, aumentando también

el carácter espiral al variar ligeramente σ de 0,402 a 0,406 correspondiente a

un cambio de modo. Posteriormente hay una evolución continua al aumentar

el número de Prandtl hasta una estructura espiral l = 2. Por el contrario, en

la figura 3.36 se observa como el modo n = 16 no cambia su estructura radial

l = 2, pero la espiralidad aumenta y la convección se confina en el interior del
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anillo. Coherentemente con los resultados de la sección 3.4.4, para σ = 10 ambos

modos presentan la misma estructura radial l = 2, y la convección se desarrolla

principalmente cerca de la pared interior del anillo.
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Figura 3.32: Curvas de estabilidad marginal (izquierda) y frecuencias (derecha) en

función del número de Prandtl para η = 0,5 y τ = 5000.
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Figura 3.33: Ampliación de la figura 3.32 en torno a σ = 0,95. Sólo se presentan los

modos dominantes en el intervalo considerado.

Si se consideran valores menores del parámetro de Coriolis, τ = 2000, las

soluciones presentan todas las misma estructura radial l = 2 para cualquier valor

del número de Prandtl. La convección ocupa todo el espacio entre los cilindros y

las columnas de convección no aparecen inclinadas en el sentido de la rotación.

Para cualquiera de estos dos casos, considerados representativos, las solu-

ciones para valores de σ muy elevados son cualitativamente equivalentes a las

presentadas en la sección 3.4.4.
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Figura 3.34: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura (parte superior) y de

la función de corriente (parte inferior) del modo n = 13 dominante para σ = 0,27

(izquierda) y para σ = 0,97 (derecha). El resto de los parámetros son η = 0,5 y

τ = 5000.
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Figura 3.35: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud, B(x), de la función de corriente

(derecha) para diferentes valores del número de Prandtl en el caso τ = 5000, η = 0,5

y n = 11.
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Figura 3.36: Fase, ϕ(x), (izquierda) y amplitud, B(x), de la función de corriente

(derecha) para diferentes valores del número de Prandtl en el caso τ = 5000, η = 0,5

y n = 16.

3.5. Discusión

En este caṕıtulo se ha mostrado cómo en un anillo ciĺındrico en rotación, al

igual que en una capa esférica en rotación, el principio de la convección depende

fuertemente del número de Prandtl. Se ha hecho una distinción f́ısica entre las

inestabilidades hidrodinámicas, dominantes para bajos números de Prandtl y

las inestabilidades térmicas, que dominan para números de Prandtl moderados

y altos (Pino, Mercader & Net, 2000).

Para resumir el efecto de la rotación en los modos convectivos dominantes,

se presenta en la figura 3.37 la fase, ϕ(x), definida en la sección 3.3.2, en función

de la coordenada radial de algunos modos dominantes, para los tres números de

Prandtl estudiados en profundidad y para dos valores diferentes del parámetro

de Coriolis, τ = 2000 y τ = 10000. Las ĺıneas punteadas correspondientes a

σ = 0,025 son prácticamente constantes, excepto cerca de las paredes y la pen-

diente de las curvas correspondientes a σ = 0,7, 7, τ = 2000 es tan pequeña

que, en cualquier caso, las columnas mantienen aproximadamente la simetŕıa

de reflexión en planos verticales. Para τ = 10000, la pendiente de la fase es

dϕ(x)/dx ≥ 1, lo que indica que hay una tendencia a pasar de modos nor-

males a espirales a medida que aumenta la rotación. Este último caso cumple

la condición de espiralidad definida en Zhang (1992). Sin embargo, de acuerdo

con la teoŕıa asintótica de convección térmica en sistemas a elevadas rotaciones

de Yano (1992) y los resultados numéricos de Zhang (1992), en geometŕıa esféri-

ca, cuanto menor sea el número de Prandtl, mayor es el efecto espiral de las
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soluciones normales. Por lo tanto, utilizar el anillo ciĺındrico en rotación para el

estudio de la convección en cuerpos autogravitantes tiene sentido si el comienzo

de la convección se puede describir mediante convección columnar no excesi-

vamente espiral. Si no, la morfoloǵıa de los modos seleccionados y la dinámica

subsiguiente puede ser completamente diferente. Obviamente, el ĺımite de validez

depende de la rotación.
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Figura 3.37: Fase, ϕ(x), de la función de corriente de los modos dominantes para

τ = 2000 y τ = 10000. El resto de los parámetros fijados son η = 0,5 y σ = 7 (ĺınea

continua), σ = 0,025 (ĺınea punteada) y σ = 0,7 (ĺınea a trazos).

También se han comparado las leyes potenciales del número de Rayleigh

cŕıtico y de la frecuencia de nuestros resultados numéricos con las expresiones

Rac = C(σ)τ4/3 and ωc = C(σ)τ2/3 ,

obtenidas por Busse & Or (1986) en la aproximación de capa plana. Para σ =

0,7, 7, η = 0,5 se ha obtenido una ley potencial con exponente 1,26 para Rac y

0,69 para ωc, que concuerdan bastante bien con la ley anterior. Sin embargo, si

σ = 0,025, los resultados son 0,76 para Rac y 0,89 para ωc. Suponemos que esto

es debido a que la onda de Rossby es, de hecho, una onda topográfica y una

pequeña variación en la geometŕıa del dominio tiene una gran influencia en todas

las caracteŕıticas de la onda. Por otro lado, como una columna de convección se

produce por una inestabilidad térmica, y si las condiciones de contorno permiten

el mismo tipo de bifurcación, la geometŕıa sólo produce cambios menores en los

coeficientes de las leyes potenciales y en la deformación de las columnas. En

definitiva, la aproximación de capa plana y la geometŕıa anular deben utilizarse

cuidadosamente para números de Prandtl bajos.
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De nuestros resultados y de los de otros autores se ha estimado que, para

σ . O(1), los modos marginales de convección son columnas térmicas ligera-

mente inclinadas tanto en geometŕıa esférica como anular. Por esta razón, se ha

presentado una descripción detallada de la dependencia radial y azimutal de los

modos térmicos con la razón de radios y con el parámetro de Coriolis. Es intere-

sante señalar que se han encontrado, en el régimen lineal, modos dominantes

inclinados con estructura radial l = 2 y l = 3, e incluso el modo l = 4 podŕıa ser

dominante para otros valores de los parámetros. Si se fija un valor de la razón

de radios, los modos espirales son dominantes a altas rotaciones, mientras que

si se mantiene constante el valor del parámetro de Coriolis, estos modos son

dominantes para razones de radios bajas. Por consiguiente, la influencia de la

rotación es mayor en las grandes escalas azimutales de convección.

La competencia de los modos azimutales con una estructura radial diferente

de la básica, l = 2, es una indicación de la tendencia del fluido a dividir la zona

convectiva en capas de diferente estructura en el régimen no lineal. Para un

mejor entendimiento de la convección en los sistemas en rotación, en el próximo

caṕıtulo se presentan las soluciones no lineales en forma de ondas viajeras y se

analiza su estabilidad lineal.



Caṕıtulo 4

Ondas térmicas de Rossby

En el caṕıtulo anterior se ha mostrado cómo, dependiendo del valor de los

parámetros, la convección puede desarrollarse formando diferentes estructuras.

Se ha hecho una distinción clara entre las inestabilidades hidrodinámicas que

aparecen para valores bajos del número de Prandtl y las inestabilidades, esen-

cialmente térmicas, dominantes para números de Prandtl moderados y altos.

En este caṕıtulo se estudian las propiedades no lineales de la convección, que

aparece en forma de ondas que precesionan, después de la bifurcación de Hopf

del estado conductivo. Como se mostró en el caṕıtulo anterior, para números

de Prandtl moderados y altos la inestabilidad está inducida tanto por efectos

térmicos como por la rotación, de acuerdo con los resultados obtenidos por

Busse & Or (1986). Para números de Prandtl bajos se ha encontrado que, in-

dependientemente del valor del parámetro de Coriolis, los modos dominantes

de tipo inercial son normales. Por lo tanto, los modos lineales para números

de Prandtl bajos difieren sustancialmente de los obtenidos en el caso de capas

esféricas (Zhang & Busse, 1987; Zhang, 1994). Por otra parte, Tilgner & Busse

(1997) mostraron que, aunque la convección normal es dominante para valores

elevados del número de Prandtl, presenta una débil rotación diferencial fuerte-

mente dependiente de la coordenada en la dirección del eje de rotación. Por lo

tanto, la configuración anular debe utilizarse para modelar la dinámica de una

corteza esférica preferentemente para fluidos con número de Prandtl del orden

de la unidad. En este caṕıtulo se ha considerado σ = 0,7.

La evidencia experimental (Azouni et al., 1986) de que el carácter bidimen-

sional de las soluciones se mantiene hasta números de Rayleigh elevados, hace
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posible limitar el estudio no lineal a este caso. Se han buscado las soluciones no

lineales en forma de ondas viajeras, independientes de la coordenada axial, solu-

cionando las ecuaciones no lineales escritas en función de los potenciales de la

velocidad. Se ha utilizado una técnica de continuación, que permite encontrar

soluciones no lineales estacionarias al variar cualquier parámetro del sistema.

El análisis de estabilidad lineal de las soluciones se ha realizado mediante un

método de Floquet. Con esta técnica se han determinado los diferentes tipos

de bifurcación secundaria que tienen lugar en el sistema dependiendo tanto del

parámetro de Coriolis, como de la razón de radios del anillo.

4.1. Discretización de las ecuaciones

Desarrollando los operadores jacobiano de las ecuaciones no lineales 2.19, se

obtiene
(
σ−1∂t −∇2

−
)
f = σ−1Pθ

[
∇2
hψ ·

1

r
∂θψ

]
, (4.1a)

(
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h

)
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Ra

r
∂θT +

τ

r
∂θψ +
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r
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−f∂θψ
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r
f
(
∂θ∇2

hψ
)

+
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r

[
∂θ∇2

hψ∂rψ − ∂r∇2
hψ∂θψ

]
, (4.1b)

(
∂t −∇2

h

)
T = − 1

r2 ln η
∂θψ +

1

r
[∂θT∂rψ − ∂rT∂θψ]− f

(
1

r
∂θT

)
, (4.1c)

donde todos los parámetros y operadores ya han sido definidos en el caṕıtulo

2. Estas ecuaciones, excepto en lo que respecta al término de Coriolis, son las

mismas que las utilizadas por Alonso (1999) para estudiar la dinámica de las

columnas de Taylor no lineales.

Las condiciones de contorno en r1 y r2 son

f = T = ψ = ∂rψ = 0. (4.2)

Como se ha visto en el caṕıtulo anterior, la solución en el inicio de la con-

vección es una estructura periódica de número de onda n, que precesiona a

velocidad constante en el sistema de referencia del anillo. Con el fin de obtener

este tipo de soluciones no lineales, se han desarrollado las variables f , ψ y T

como combinación lineal de un sistema completo de funciones de la siguiente
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manera

f(r, t) =

J∑

j=2

ajp
j(x), (4.3a)

ψ(r, θ, t) =

N∑

l=1

J∑

j=4

bl,je
iln(θ−ωt)hj(x) + c.c., (4.3b)

T (r, θ, t) =

N∑

l=0

J∑

j=2

cl,je
iln(θ−ωt)pj(x) + c.c., (4.3c)

donde la variable x, relacionada con la coordenada radial, ya ha sido definida

anteriormente, aj , bl,j y cl,j son coeficientes independientes del tiempo, siendo

complejos los dos últimos, y ω es la velocidad de precesión de la onda en unidades

térmicas. Se cumple que ω = −ωonset/n. Si ω > 0 la onda se desplaza en el

sentido de la rotación y en sentido contrario si ω < 0. Las funciones hj(x) y

pj(x) son las combinaciones lineales de polinomios de Tchebyshev que satisfacen

las condiciones de contorno en las paredes del anillo definidas en la sección 3.3.1.

Si se realiza el cambio de variable θ̃ = θ−ωt, se obtiene a partir de las ecua-

ciones 4.1, un sistema de ecuaciones estacionarias, que se ha resuelto numérica-

mente mediante una técnica espectral de Galerkin–Fourier en θ̃ y un método de

colocación en x. En este caso, debido a la invarianza por rotación de las solu-

ciones, es necesario fijar la fase de la solución imponiendo a priori una relación

entre los coeficientes y utilizando posteriormente la correspondiente ecuación

para determinar la velocidad de precesión.

Para estudiar la dependencia de la solución con el número de Rayleigh, se han

obtenido las ondas térmicas de Rossby no lineales como soluciones estacionarias

de las ecuaciones de la temperatura y de la función de corriente mediante un

método de continuación.

El método de continuación utilizado en este trabajo ha sido desarrollado

por J. Sánchez, que lo hab́ıa aplicado al cálculo de los vórtices de Taylor del

problema Taylor–Couette (Sánchez, 1994). Este método permite encontrar las

soluciones estacionarias del sistema de ecuaciones 4.1 (H(x) = 0) de la siguiente

manera. Dada un función dependiente del parámetro p,

H(x, p) : U ⊂ Rn+1 −→ Rn,

se estudia la dependencia de las soluciones de la ecuación H(x, p) = 0 con

el parámetro p. Para ello, se han de ir resolviendo los sistemas de ecuaciones

H(x, pm) = 0, donde pm = p0 + m∆p, tomando como condición inicial la

solución del problema anterior. El parámetro respecto del cual se realiza la

continuación se trata como una variable más del problema.
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4.2. Estabilidad lineal de las ondas térmicas de

Rossby no lineales

En este trabajo se ha estudiado la estabilidad lineal de las ondas térmicas de

Rossby no lineales con número de onda fundamental n mediante un análisis de

Floquet. Según este método (explicado en profundidad en Prat, 1996, cap. 5),

para analizar la estabilidad de una solución estacionaria periódica, con longitud

de onda fundamental 2π/n, se le superpondrán perturbaciones infinitesimales

de la forma

ψ∗m(r, θ̃, t) =

N∑

l=−N

J∑

j=4

b∗l,je
i(l+dm)nθ̃hj(x)eλmt, (4.4a)

T ∗m(r, θ̃, t) =

N∑

l=−N

J∑

j=2

c∗l,je
i(l+dm)nθ̃pj(x)eλmt, (4.4b)

donde dm = m/n, m es un número entero que vaŕıa entre 0 y n − 1, y se

resolverán los correspondientes problemas de valores propios para cada valor de

m. Si m = 0, es necesario eliminar del desarrollo de ψ∗0 el término con ı́ndice

l = 0 y añadir

f∗(r, t) =

J∑

j=2

a∗jp
j(x)eλ0t. (4.4c)

La solución no lineal con número de onda fundamental n es inestable si, para

algún valor de m, la parte real de λm es positiva, de lo contrario es estable.

Cuando, para algún valor de m, λm cruza el eje imaginario se produce una

bifurcación.

Dependiendo del valor de m pueden distinguirse dos tipos de perturbaciones

diferentes: las que mantienen la periodicidad espacial de la onda básica y las que

la rompen. El caso m = 0 corresponde a perturbaciones con el mismo número

de onda fundamental que la solución básica y por lo tanto, la periodicidad espa-

cial se mantiene. Este tipo de perturbaciones se denominarán superarmónicas.

En este caso, siempre se obtiene un valor propio cero correspondiente a la solu-

ción trivial; otro autovalor nulo indica que la solución ha experimentado un

bifurcación silla–nodo.

El caso m 6= 0 es completamente diferente. Como el operador lineal que

describe el problema de estabilidad es real, las funciones propias del problema

con dn−m pueden obtenerse conjugando las funciones propias del caso dm. De

esta manera, para estudiar la estabilidad de las ondas no lineales es necesario

considerar únicamente las perturbaciones que presentan m ∈ [1, n/2] si n es
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par, y m ∈ [1, (n − 1)/2] si es impar. Este tipo de perturbaciones con dm6=0

se denominarán subarmónicas. De acuerdo con 4.4, si una solución periódica

con número de onda fundamental n y velocidad precesión ω experimenta una

bifurcación de este tipo [<(λm) = 0], se excitan los números de onda kl = ln+m

y k′l = (l+1)n−m, cuyas frecuencias son ωl = klω−=(λm) y ω′l = k′lω+=(λm).

De esta manera, en una bifurcación de este tipo la periodicidad básica 2π/n se

rompe, apareciendo una nueva solución de mayor periodo. Las interacciones no

lineales entre los diferentes modos azimutales hacen que, a amplitud finita, el

número de onda fundamental de la solución bifurcada sea el máximo común

divisor de m y n.

4.3. Número de Nusselt y enerǵıa del flujo

medio

La magnitud habitual para medir el transporte de calor a través de una

superficie en los problemas de convección térmica es el número adimensional

de Nusselt. Éste se define como el cociente entre el flujo de calor total, Q̇t y el

flujo de calor transportado por conducción, Q̇c. Estos flujos de calor se pueden

calcular definiendo, a partir de la ecuación de la temperatura 2.3c, el vector de

densidad de flujo de calor J = uT −∇T .

En el caso que nos ocupa, en el que el gradiente conductivo es radial, se

considera el flujo de calor a través de la superficie r = cte. Por otra parte,

como debido a la aproximación casigeostrófica no existe dependencia en z, se

puede evaluar el flujo a través de una circunferencia y calcular el flujo total

multiplicando por la altura del anillo. La densidad de flujo de calor conductivo

(u = 0), independiente de θ, resulta

J c = −∂rTcêr = − 1

r ln η
êr,

donde se ha utilizado el perfil de temperaturas del estado conductivo definido en

la expresión 2.5. Al ser la densidad de flujo de calor conductivo independiente

de θ, el promedio del flujo de calor a través de una circunferencia coincide con

Jc.

De la densidad de flujo de calor total sólo nos interesa la componente radial

Jtr = uT − ∂rT . En este trabajo, como se ha considerado el flujo a través del

anillo exterior, r = r2, ya que aqúı u = 0, la densidad de flujo de calor en esta
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superficie es

Jtr(r = r2) = [−∂rT ]r2 = [−∂r(T ′ + Tc)]r2 = [−∂rT ′]r2 −
1

r2 ln η
.

Si se desarrolla en serie de Fourier la desviación del estado conductivo, T ′, al pro-

mediar sobre la circunferencia de radio r2, el único modo que tiene contribución

no nula es el modo cero, resultando el flujo de calor total promediado

Q̇t =< Jtr >= [−∂rT ′0(r)]r2 −
1

r2 ln η
,

y el número de Nusselt promediado en el exterior del anillo es

Nu =
Q̇t

Q̇c
= 1 + r2 ln η [∂rT

′
0(r)]r2 . (4.5)

En todas las graficas que se presentan en este trabajo se representará el número

de Nusselt menos 1, que es el cociente entre el flujo de calor transportado única-

mente por convección y el transportado por conducción.

Por otra parte, con el fin de caracterizar la contribución del flujo medio f al

campo de velocidades, se ha introducido el cociente entre la enerǵıa cinética del

flujo medio Ef y la enerǵıa cinética total Et

rf =
< Ef >

< Et >
, (4.6)

donde ahora el śımbolo<> representa el promedio sobre todo el dominio anular,

que se escribe
1

π(r2
2 − r2

1)

∫

r

∫

θ

rdrdθ

4.4. Resultados

En esta sección se presentarán las soluciones no lineales que proceden o

están relacionados con los modos columnares espirales y columnares normales

identificados en el análisis lineal y se estudiará su estabilidad.

En el rango de parámetros estudiados y para el valor del número de Prandtl

considerado en este caṕıtulo, σ = 0,7, es suficiente considerar una resolución

N = 8 y J = 24 para obtener tres cifras significativas en el número de Nusselt y

en la velocidad de las ondas térmicas de Rossby. Con esta misma resolución, el

valor del número de Rayleigh y de =(λ) en el punto de la bifurcación se obtienen

con cinco y más de cuatro cifras significativas, respectivamente.
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4.4.1. Ondas térmicas de Rossby al inicio de la convección

Cuando se consideran perturbaciones de número de onda n, la bifurcación

que experimenta el estado conductivo es una bifurcación de Hopf en un sistema

con simetŕıa SO(2). De acuerdo con Golubitsky, Stewart & Shaeffer (1985) ex-

iste una única rama de soluciones periódicas, formada por ondas que precesionan

y que tienen simetŕıa Zn, que bifurcan de dicho estado. Este apartado está ded-

icado únicamente al análisis de esta rama de soluciones primarias que provienen

de modos dominantes entre cada una de las dos familias del problema lineal,

para los valores fijados de los parámetros.
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Figura 4.1: (a) Número de Nusselt, Nu−1, (b) velocidad de precesión, ω, y (c) cociente

de enerǵıa asociada al flujo medio, rf , en función del parámetro δ = (Ra−Rac)/Rac de

las soluciones que bifurcan del estado conductivo para η = 0,5, 0,6 y diferentes valores

de τ . Las soluciones provienen de los modos dominantes de la estabilidad lineal del

estado conductivo, normales para τ = 2800, 4000 y espirales para τ = 8000, 11000.

En todas las gráficas σ = 0,7.

Para analizar la evolución de las ondas térmicas de Rossby no lineales cor-
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respondientes a las dos familias de modos lineales, en la figura 4.1 se representa

para diferentes valores de τ y para las soluciones no lineales que provienen de

los modos dominantes que bifurcan del estado conductivo, el número de Nus-

selt, Nu − 1, la velocidad de precesión, ω, y el cociente de enerǵıas cinéticas,

rf , en función del parámetro de control δ = (Ra − Rac)/Rac. Estas soluciones

provienen de diferentes familias de modos. Para τ = 2800, 4000 las soluciones

provienen de modos normales y de modos espirales para τ = 8000, 11000. En la

descripción de las soluciones no lineales se llamarán normales a las que provienen

de este tipo de modos y soluciones espirales a las que provienen de modos espi-

rales. El cambio en la pendiente del número de Nusselt y de rf que se observa

para τ = 11000 (η = 0,5) también aparece para τ = 8000 y valores mayores de

δ. Como se puede observar, para soluciones de la misma familia, la eficiencia en

el transporte de calor disminuye cuando aumenta τ . Este efecto podŕıa deberse

al incremento en la velocidad de la onda (ver la figura 4.1b), que dificulta de-

splazamiento del fluido de la pared caliente a la fŕıa. La pendiente del número de

Nusselt para valores pequeños de δ también depende del parámetro de Coriolis.

Este resultado difiere del encontrado por Busse & Or (1986) en la aproximación

de capa plana y condiciones de contorno libres, ya que para estos autores el

número de Nusselt era a primer orden independiente del parámetro de Coriolis.

En la figura 4.1a se observa también cómo, cuando la razón de radios, η, decrece,

el valor del número de Nusselt disminuye para los mismos valores de τ y δ. De

nuevo, este hecho está asociado a un incremento de la velocidad de precesión.
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Figura 4.2: Número de Nusselt, Nu−1, (ĺınea continua) y < E ′k > (ĺınea a trazos) en

función del parámetro δ = (Ra−Rac)/Rac de las soluciones dominantes para σ = 0,7,

η = 0,5 y dos rotaciones diferentes, indicadas en cada curva, τ = 2800 y 8000.
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Como la pendiente de la fase de la amplitud compleja, dϕ(x)/dx, de los

modos espirales es mucho mayor que la de los normales (ver la figura 3.37), las

interacciones no lineales entre aquellos hacen que el término correspondiente al

tensor de Reynolds sea mayor y como consecuencia, se produzca un mayor flujo

medio (Zhang, 1992). Por lo tanto, la pendiente de rf de las soluciones espirales

para valores bajos de δ es mayor que la de las soluciones normales. Cuando η

disminuye de 0,6 a 0,5, se ha comprobado que las soluciones presentan dϕ(x)/dx

mayor para el mismo valor de τ . Esto explica los resultados presentados en la

figura 4.1c para las soluciones normales cuando δ es pequeño. Sin embargo, para

las soluciones espirales la pendiente de rf y el promedio de la enerǵıa cinética

asociada al flujo medio decrece al hacerlo η para valores bajos de δ. Esto sugiere

que deben considerarse otros factores adicionales al valor de la pendiente de

la fase de la amplitud compleja del modo lineal asociado para entender este

comportamiento. Es importante remarcar que la enerǵıa cinética sin considerar

el flujo medio, < E′k >, tiene una dependencia con el número de Rayleigh

similar a la del número de Nusselt, aunque el escalado depende de la solución.

Por ejemplo, como se muestra en la figura 4.2, a pesar de que el número de

Nusselt de la solución normal para τ = 2800 es mayor que el de la espiral a

τ = 8000, < E′k > asociada a la solución normal es menor que la de la solución

espiral.

Finalmente para mostrar con claridad la mayor eficacia en el transporte de

calor de los modos espirales al inicio de la convección, en las figuras 4.3a, 4.3b, y

4.3c se representa, respectivamente, el número de Nusselt, Nu− 1, la velocidad

de precesión, ω, y el cociente de enerǵıas, rf , en función del parámetro, δ, de las

soluciones que bifurcan del modo normal y del modo espiral con n = 37 para

η = 0,7 y τ = 8000. A pesar de presentar un cociente de enerǵıas mayor debido

a la mayor espiralidad, las soluciones espirales presentan una mayor eficiencia

en el transporte de calor al inicio de la convección. Este hecho puede deberse,

aparte de a la menor velocidad de precesión, al mayor grado de correlación entre

velocidad radial y temperatura que presentan los modos espirales.
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Figura 4.3: (a) Número de Nusselt, Nu−1, (b) velocidad de precesión, ω, y (c) cociente

de enerǵıa asociada al flujo medio, rf , en función del parámetro δ = (Ra−Rac)/Rac
de las soluciones que bifurcan del modo normal (ĺınea continua) y del modo espiral

(ĺınea rayada) con número de onda azimutal n = 37 para τ = 8000 y η = 0,7. En todas

las gráficas σ = 0,7.

4.4.2. Marco general

En esta sección se analizan tanto las soluciones que bifurcan del estado con-

ductivo, como otras soluciones que guardan alguna relación con éstas, cuando

se consideran valores mayores del parámetro δ. Estas soluciones se compararán

principalmente con las obtenidas en la aproximación de capa plana con ε = 0

(sin curvatura de las tapas) para analizar el efecto de la ruptura de la simetŕıa

respecto al plano medio de la capa. Por este motivo, ha sido necesario calcular

las soluciones en dicha aproximación; ésto se ha realizado con las mismas técni-

cas numéricas se han descrito anteriormente. Las correspondientes ecuaciones

pueden encontrarse en los numerosos trabajos de F. H. Busse y colaboradores.

Presentaremos a continuación diferentes dagramas de ramificaciones de solu-
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ciones asociadas a los modos dominantes normales o espirales.

Soluciones normales
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Figura 4.4: (a) Número de Nusselt, Nu − 1, (b) velocidad de fase lineal, c = ωr̄, y

(c) cociente entre la enerǵıa asociada al flujo medio y la enerǵıa cinética total, rf ,

en función del número de Rayleigh, Ra, de las ondas viajeras. Las ĺıneas continuas

corresponden a soluciones de número de onda fundamental n = 17 para un valor de

la razón de radios η = 0,6. En (a) y (b) las ĺıneas a trazos (soluciones invariantes por

el operador Ta/2κ) y las ĺıneas punteadas corresponden a soluciones del problema en

la aproximación de capa plana (α
(sg1)
c = 8,68). En ambos casos, las soluciones que

bifurcan del estado conductivo provienen de los modos dominantes del análisis lineal.

τ = 2800 y σ = 0,7.
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En la figura 4.4 se presenta con ĺınea continua el número de Nusselt, Nu−1,

una estimación de la velocidad de fase lineal, c = ωr̄, y el cociente de enerǵıas,

rf , de las soluciones correspondientes a ondas viajeras uniformes con número de

onda fundamental n = 17, para η = 0,6 y τ = 2800. La solución que bifurca del

estado conductivo para un valor del número de Rayleigh Rac = 25439 es normal.

Con el fin de estudiar la conexión de estas soluciones con las encontradas en la

aproximación de capa plana, se ha incluido en las figuras 4.4a y 4.4b, mediante

ĺıneas a trazos y punteadas, el número de Nusselt de las soluciones para τ = 2800

y número de onda α
(sg1)
c = 8,68, que corresponde al valor cŕıtico para este valor

del parámetro de Coriolis; el número de Rayleigh cŕıtico es Ra
(sg1)
c = 24624. Las

ĺıneas a trazos representan las ondas térmicas simétricas de Rossby, soluciones

invariantes por el operador Ta/2κ (ver página 20, a = 2π/α) y por lo tanto

presentan un flujo medio simétrico. Para este tipo de soluciones, el operador de

reflexión κ actúa de la misma manera que una evolución en el tiempo de medio

periodo de la onda. La ĺınea punteada representa soluciones que ya no son

invariantes por el operador Ta/2κ. Esta rama aparece debido a una bifurcación

de las soluciones primarias. Ésta es una bifurcación de pitchfork que rompe la

simetŕıa Ta/2κ y que da lugar a la llamada solución de mean flow en los trabajos

de Or & Busse (1987) y Schnaubelt & Busse (1992). Cuando se considera la

curvatura de las paredes, la simetŕıa de reflexión κ se rompe y la bifurcación

es imperfecta, como se puede observar en la figura 4.4, desdoblándose la rama

punteada en las ramas 1 y 2, ya que proceden de dos soluciones relacionadas

por la transformación κ que en la aproximación de capa plana presentan los

mismos valores deNu, ω y rf . Este hecho fue anticipado por Schnaubelt & Busse

(1992), en cuyo trabajo la simetŕıa κ se rompe introduciendo tapas cónicas en

la aproximación de capa plana.

La curva de soluciones desconectada en la aproximación de capa plana (de

nuevo invariantes por el operador Ta/2κ) es una de las curvas resultante de

la bifurcación imperfecta que proviene de una bifurcación de pitchfork en el

problema sin rotación (equivalente al problema de Rayleigh–Bénard). Esta es

una bifurcación estacionaria que rompe la simetŕıa de reflexión R (no existente

en el caso τ 6= 0)

R : (x, y)→ (x,−y), (f, ψ, T )→ (−f,−ψ, T )

y mantiene la simetŕıa Ta/2κ. Esta bifurcación da lugar a soluciones que prece-

sionan tanto en un sentido como en otro con la misma frecuencia (Knobloch,

1996; Mercader, Prat & Knobloch, 2000). Ambas soluciones están relacionadas,

para un origen adecuado en la coordenada y, mediante la simetŕıa de reflexión

R. La velocidad de fase, nula en el punto de la bifurcación, aumenta como la ráız

cuadrada de la distancia a este punto. Cuando se incluye el término de Coriolis,

la simetŕıa R se rompe y aparece una bifurcación imperfecta.
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En cuanto a la estabilidad de estas ramas, la rama 1 es estable desde el estado

conductivo hasta Ra = 32539; la rama 2 es estable desde la bifurcación silla–

nodo para Ra = 32532 hasta Ra = 33785. Por lo tanto, dos soluciones estables

con el mismo número de onda coexisten para un pequeño rango de valores del

número de Rayleigh. En ambos casos la bifurcación es superarmónica. El resto

de las ramas de la figura 4.4 son inestables.
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Figura 4.5: En el sistema de referencia del anillo, se representa en un instante fijo

(a) las ĺıneas de corriente y (b) las isoĺıneas del campo de temperatura para diferentes

soluciones. Empezando por la parte superior y en sentido antihorario, se representan

las soluciones correspondientes a las ramas 1, 2, 3, 4 y 5 de la figura 4.4. (c) Flujo

medio azimutal de las mismas soluciones. Ra = 60000, η = 0,6, n = 17, τ = 2800 y

σ = 0,7.
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La figura 4.4b muestra cómo la velocidad de las soluciones de las ramas 1,

2 y 3 decrece a medida que aumenta el número de Rayleigh, presentando las

soluciones de las ramas 4 y 5 la tendencia opuesta. Esta figura también muestra

cómo, en el rango de valores considerado en la figura, las soluciones de las ramas

1 y 3 cambian el sentido de precesión al aumentar el número de Rayleigh. En

la figura 4.4c se aprecia la pequeña contribución del flujo medio a la enerǵıa

total de las soluciones de la rama 5, y cómo para las soluciones del resto de las

ramas esta contribución es aproximadamente del 50 % para valores elevados del

número de Rayleigh. Como < E ′k > exhibe un comportamiento con el número

de Rayleigh similar al número de Nusselt (ver la figura 4.2), la disminución

del número de Nusselt en la rama 3, se acompaña por un fuerte incremento

en el valor de rf (ver las figuras 4.4a y 4.4c). Este comportamiento también

ocurre, aunque menos acusadamente, cuando el número de Nusselt se mantiene

prácticamente constante en las ramas 1, 2 y 4.

En las figuras 4.5a y 4.5b se muestran para un instante fijo y en el sistema

de referencia del cilindro, las ĺıneas de corriente y las isoĺıneas del campo de

temperatura, T , de diferentes soluciones para Ra = 60000. Todas las ĺıneas de

corriente representadas en este caṕıtulo corresponden a valores constantes de la

función

ψ′(r, θ̃) = ψ(r, θ̃)−
∫ r

r1

f(r)dr,

y por lo tanto ψ′ es cero en la superficie interna del anillo. Las ĺıneas continuas

indican valores positivos y las ĺıneas a trazos valores negativos. Empezando por

la parte superior y en sentido antihorario, se representan las soluciones corre-

spondientes a las ramas 1, 2, 3, 4 y 5 de la figura 4.4. En todos los contornos

que se presentan en este caṕıtulo se ha mantenido el número de niveles, por lo

que, el intervalo entre dos niveles para las diferentes soluciones representadas

no es el mismo. Las soluciones correspondientes a las ramas 1 y 2 provienen del

desdoblamiento de las soluciones de mean flow y están caracterizadas por un

número de Nusselt bajo, debido al desplazamiento de los vórtices convectivos.

Las soluciones de la rama 1 están desplazadas hacia la pared exterior del anillo

y el campo de velocidades es ciclónico en relación al sistema en rotación; por

el contrario, las soluciones de la rama 2 están confinadas en la región interior

del anillo y el campo de velocidades es anticiclónico. La figura 4.5c muestra el

correspondiente cizallamiento ciclónico y anticiclónico para las soluciones de las

ramas 1 y 2, respectivamente. Las soluciones de las ramas 3 y 4 presentan un

fuerte flujo medio en el centro de la capa, retrógrado para las soluciones de la

rama 3 y prógrado para las de la rama 4 (ver la figura 4.5c). Los vórtices con-

vectivos están desplazados hacia la parte interior y la parte exterior de la capa,

siendo anticiclónicos (ciclónicos) en la parte interior y ciclónico (anticiclónico)

en la parte exterior para las soluciones de la rama 3 (4). Las soluciones de la
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rama 5 son similares a columnas de Taylor viajeras y presentan un pequeño

flujo medio prógrado en el medio de la capa. Como la convección ocupa todo

el espacio entre los cilindros, el número de Nusselt para estas soluciones es el

mayor. Este último tipo de soluciones fueron también obtenidas por Brummell

& Hart (1993) en la aproximación de capa plana y condiciones de contorno sin

esfuerzos cortantes en las paredes laterales.

En la figura 4.6a se representa en ĺınea continua la evolución del número

de Nusselt con el número de Rayleigh para la solución que proviene del modo

dominante del análisis lineal con número de onda fundamental n = 37 para

τ = 8000 y η = 0,7. Este modo también es normal. Siguiendo el código de la

figura 4.4a, se presenta en ĺınea a trazos y punteada el número de Nussselt de

la solución en la aproximación de capa plana para este valor de τ y número

de onda α
(sg1)
c = 12,8. Las diferentes ramas son equivalentes a las de la figura

4.4. Como puede observarse, al aumentar la rotación, el comportamiento de

las ramas se mantiene para valores del parámetro δ moderados. Sin embargo,

para valores elevados del número de Rayleigh, la solución parece alejarse de la

solución de capa plana. En particular, la rama 3 conecta, v́ıa una bifurcación

saddle-node (Ra = 145628) con una rama relacionada con la solución espiral,

cuya descripción se realizará más adelante.
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Figura 4.6: Número de Nusselt, Nu−1, en función del número de Rayleigh, Ra, de las

ondas térmicas de Rossby. La ĺınea continua corresponde a las soluciones con número

de onda fundamental n = 37 para η = 0,7. La ĺınea a trazos (soluciones invariantes

por el operador Ta/2κ) y la ĺınea punteada corresponden a soluciones del problema de

capa plana (α
(sg1)
c = 12,8). τ = 8000 y σ = 0,7.
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Figura 4.7: (a) Número de Nusselt, Nu−1, (b) velocidad de precesión, ω, y (c) cociente

entre la enerǵıa asociada al flujo medio y la enerǵıa cinética total, rf , en función del

número de Rayleigh, Ra, para las ondas viajeras de número de onda fundamental

n = 21 y η = 0,6 (ĺınea continua) y para las soluciones con n = 32 y η = 0,7 (ĺınea

punto–raya). La solución que bifurca del estado conductivo para η = 0,6 proviene del

modo dominante (espiral) para estos parámetros. La solución que bifurca del estado

conductivo para η = 0,7 proviene del modo dominante entre los espirales para estos

parámetros. τ = 8000 y σ = 0,7.

En las figuras 4.7a, 4.7b y 4.7c se representa, respectivamente, mediante una

ĺınea continua, el número de Nusselt, Nu− 1, la velocidad de precesión, ω y el

cociente de enerǵıas, rf , de las ondas viajeras con número de onda fundamental
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n = 21 para η = 0,6 y τ = 8000. La solución que corresponde a la rama que

bifurca del estado conductivo para Rac = 102156, proviene del modo dominante

para estos valores de η y τ ; este modo es espiral. Al igual que en el caso anterior,

las soluciones de las ramas que no presentan un incremento del número de Nus-

selt con el número de Rayleigh, son las que muestran un mayor crecimiento en la

contribución de la enerǵıa del flujo medio a la enerǵıa cinética total. Respecto a

la estabilidad de estas soluciones, la única rama estable es la 1, pero sólo en una

pequeña región de valores del número de Rayleigh Ra < 105517. Esto se debe

a que el cambio de familia de modos dominantes del análisis de estabilidad del

estado conductivo se produce muy cerca de los valores de η y τ considerados, y

como se verá más adelante, la zona de estabilidad de las soluciones cerca de un

cambio en el carácter de la familia dominante se reduce notablemente.

Este diagrama de ramificaciones, a diferencia de lo que ocurŕıa para las

soluciones normales, se transforma notablemente cuando η → 1. En la misma

figura también se representa con ĺıneas punto–raya, las ramas de soluciones

análogas a las anteriores con número de onda fundamental n = 32 para η = 0,7.

Por ramas análogas se entienden aquellas que, estando relacionadas con el mismo

tipo de modo lineal, presentan una estructura similar para el mismo valor del

número de Rayleigh. La solución que bifurca del estado conductivo para este

valor de la razón de radios ya no proviene del modo dominante (para este valor

de η y τ el modo dominante es normal), sino que proviene del modo dominante

entre los espirales (ηc = 0,605, para τ = 8000). En esta figura se observa cómo,

para η = 0,6, las dos curvas desconectadas están formadas por las ramas 2−3 y

4− 5, mientras que para η = 0,7 están formadas por las correspondientes a las

ramas 3 − 4 y 2− 5. Además, para este último valor de η aparece, en el rango

de valores considerado en la figura, una nueva curva desconectada. Esta curva

existe también para η = 0,6, pero para valores del número de Rayleigh mayores

que los representados.

Las figuras 4.8a y 4.8b muestran en un instante y en el sistema de referencia

del cilindro, las ĺıneas de corriente y las isoĺıneas del campo de temperaturas

de las diferentes soluciones obtenidas para Ra = 170000, η = 0,6 y τ = 8000.

Empezando por la parte superior y en sentido antihorario, se representan los

contornos correspondientes a las soluciones de las ramas 1, 2, 3, 4 y 5 de la

figura 4.7.
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Figura 4.8: En el sistema de referencia del anillo, se representa en un instante fijo

(a) las ĺıneas de corriente y (b) las isoĺıneas del campo de temperatura para diferentes

soluciones. Empezando por la parte superior y en sentido antihorario, se muestran las

soluciones correspondientes a las ramas 1, 2, 3, 4 y 5 de la figura 4.7. (c) Flujo medio

azimutal de las mismas soluciones. Ra = 170000, η = 0,6, n = 21, τ = 8000 y σ = 0,7.

La solución correspondiente a la rama 1, caracterizada por un flujo medio

retrógrado en la parte interior mayor que el prógrado existente en la parte exte-

rior (ver la figura 4.8c), presenta, debido al cizallamiento, la estructura espiral

desplazada hacia la parte exterior del anillo. Por su parte, las soluciones de la

rama 2 poseen un flujo medio retrógrado en el medio de la capa y presentan

vórtices convectivos anticiclónicos en la parte interior, permaneciendo el fluido

en el exterior del anillo prácticamente en reposo en el sistema de referencia del
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anillo. Las soluciones de la rama 3 presentan un flujo medio retrógrado aprox-

imadamente en el medio de la capa y los vórtices convectivos están confinados

en el interior y el exterior del anillo, siendo anticiclónicos en la parte interior

y ciclónicos en la exterior. Las soluciones correspondientes a las ramas 4 y 5

presentan una cizalladura que no es suficiente para destruir la estructura en

forma de doble columna con un efecto espiral es muy pequeño.

Con el fin de asociar estas ramas de soluciones con las existentes en la

aproximación de capa plana, se muestra en las figuras 4.9a y 4.9b (las fig-

uras 4.10a y 4.10b son ampliaciones de dos zonas de la figura 4.9a) con ĺıneas

a trazos y punteadas, el número de Nusselt, Nu − 1, y la velocidad de fase

lineal (c = ωr̄), en función del número de Rayleigh para las soluciones cor-

respondientes o relacionadas con el segundo armónico radial del problema en

dicha aproximación. El valor del número de onda cŕıtico de este armónico para

τ = 8000 es α
(sg2)
c = 11,37 y el número de Rayleigh cŕıtico es Ra

(sg2)
c = 106330.

En este caso, las ĺıneas a trazos representan las soluciones invariantes por la

simetŕıa κ y las ĺıneas punteadas representan las ramas de soluciones en las que

la única simetŕıa es la asociada a la periodicidad espacial o temporal. Las ramas

e y d representadas en ĺınea punteada (ver las figuras 4.9a y 4.10a), aparecen

como consecuencia de dos bifurcaciones de pitchfork que rompen la simetŕıa κ

de las ramas a y b, respectivamente. Por el contrario, se ha comprobado hasta

Ra = 300000 que la ĺınea punteada formada por las ramas f − g está desconec-

tada. Estas ramas punteadas deben desdoblarse al romper la simetŕıa κ. De

nuevo, la curva a − b es la curva desconectada de una bifurcación imperfecta

que resulta de una bifurcación de pitchfork en el problema sin rotación. Esta

pitchfork es una bifurcación estacionaria de una estructura de doble columna

que rompe la simetŕıa R pero mantiene la simetŕıa κ.
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Figura 4.9: (a) Número de Nusselt, Nu − 1, (b) velocidad de fase lineal, c = ωr̄,

de las ondas viajeras en función del número de Rayleigh, Ra. Las ĺıneas continuas

corresponden a soluciones con número de onda fundamental n = 108 para una razón

de radios η = 0,9. Las ĺıneas a trazos (soluciones invariantes por la simetŕıa κ)y

las ĺıneas punteadas corresponden a soluciones del problema en la aproximación de

capa plana (α
(sg2)
c = 11,37). En ambos casos, las soluciones que bifurcan del estado

conductivo tienen el número de onda que corresponde al dominante entre los espirales

para η = 0,9 y al dominante para el segundo armónico radial en la aproximación de

capa plana. τ = 8000 y σ = 0,7.



4.4 Resultados 81

135000 140000 145000 150000 155000
Rayleigh number

0.30

0.32

0.34

0.36

0.38

0.40

N
us

se
lt 

nu
m

be
r−

1

b

c
3

f

g

d

2’

2

5 5’

(a)

178000 178500 179000 179500 180000
Rayleigh number

0.28

0.30

0.32

0.34

0.36

0.38

N
us

se
lt 

nu
m

be
r−

1

g

d

c
b

2’

2

3

6’

7

6

(b)

Figura 4.10: Ampliaciones de algunas zonas de la figura 4.9a.

En la figura 4.9 también se representa en ĺınea continua el número de Nusselt

y la velocidad de fase lineal de las soluciones que bifurcan del modo dominante

entre los espirales para η = 0,9 (n = 108). Las etiquetas de las ramas de la

figura 4.9 se han escogido para identificar las ramas de soluciones análogas a las

obtenidas para el caso η = 0,6 (ver la figura 4.7).

La correspondencia entre las ramas de la aproximación de capa plana y de

η = 0,9 puede realizarse si se comparan tanto caracteŕısticas globales de las

soluciones como su estructura para valores elevados del número de Rayleigh.

En las figuras 4.11a y 4.11b se muestran, empezando desde la parte superior y

en sentido antihorario, las ĺıneas de corriente y las isoĺıneas de la temperatura,

respectivamente, de las soluciones de las ramas 1, 1′, 2, 2′, 6 y 6′ de la figura

4.9 para Ra = 180000. Comparando estos contornos y el flujo medio de estas

soluciones representado en la figura 4.11c con los representados en la figura 4.12,

donde se muestran las ĺıneas de corriente y las isoĺıneas de la temperatura y el

flujo medio azimutal para varias ramas de la figura 4.9, se concluye que estas

ramas aparecen de sendos desdoblamientos de las ramas e, g y d. Por su parte,

en las figuras 4.13a y 4.13b se representan, empezando por la parte superior

y en sentido antihorario, las ĺıneas de corriente y las isoĺıneas del campo de

temperaturas, respectivamente, de las soluciones de las ramas 3, 4, 5, 5′ y 7.

En este caso estas ramas provienen de las ramas c, a, del desdoblamiento de la

rama f y de la rama b, respectivamente (comparar con las figuras 4.14 y 4.15).

A pesar de esto y a diferencia de lo que ocurŕıa en el caso normal, la analoǵıa

entre las ramas de la aproximación de capa plana y las del caso η = 0,9 no es

tan claro para un rango intermedio de valores del número de Rayleigh.
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Figura 4.11: En el sistema de referencia del anillo, se representa en un instante fijo

(a) las ĺıneas de corriente y (b) las isoĺıneas del campo de temperatura para diferentes

soluciones. Empezando por la parte superior y en sentido antihorario, se representan

las soluciones correspondientes a las ramas 1, 1′, 2, 2′, 6 y 6′ de la figura 4.9. Estos

contornos, con el fin de apreciar con claridad la estructura de la solución, se han

dibujado suponiendo η = 0,5 y n = 18. (c) Flujo medio azimutal de las mismas

soluciones. Ra = 180000, η = 0,9, n = 108, τ = 8000 y σ = 0,7.
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Figura 4.12: Ĺıneas de corriente en el sistema de referencia del anillo, isoĺıneas de

la temperatura y flujo medio azimutal de las ramas d, e y g de la figura 4.9a corre-

spondientes a la aproximación de capa plana. Ra = 180000, αc = 11,37, τ = 8000 y

σ = 0,7.
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Figura 4.13: En el sistema de referencia del anillo, se representa en un instante fijo

(a) las ĺıneas de corriente y (b) las isoĺıneas del campo de temperatura para diferentes

soluciones. Empezando por la parte superior y en sentido antihorario, se representan

las soluciones correspondientes a las ramas 3, 4, 5, 5′ y 7 de la figura 4.9. En la ejecución

de estas figuras, con el fin de poder apreciar con claridad la estructura de la solución,

se ha supuesto η = 0,5 y n = 18. (c) Flujo medio azimutal de las mismas soluciones.

Ra = 180000, η = 0,9, n = 108, τ = 8000 y σ = 0,7.



4.4 Resultados 85

-1 .00 0 .00 1 .00
x

-1 .60

-1 .20

-0 .80

-0 .40

0 .00

0 .40

M
ea

n 
flo

w

a -b ra n ch

0 .00 0 .10 0 .20 0 .30 0 .40 0 .50
-0 .50

-0 .40

-0 .30

-0 .20

-0 .10

0 .00

0 .10

0 .20

0 .30

0 .40

0 .50

S trea m lin e s T e m p era tu re

0 .00 0 .10 0 .20 0 .30 0 .40 0 .50
-0 .5 0

-0 .4 0

-0 .3 0

-0 .2 0

-0 .1 0

0 .00

0 .10

0 .20

0 .30

0 .40

0 .50

c -b ra n ch

-1 .0 0 0 .0 0 1 .0 0
x

-3 5 .0 0

-3 0 .0 0

-2 5 .0 0

-2 0 .0 0

-1 5 .0 0

-1 0 .0 0

-5 .0 0

0 .0 0

5 .0 0

M
ea

n 
flo

w

0 .00 0 .10 0 .20 0 .30 0 .40 0 .50
-0 .5 0

-0 .4 0

-0 .3 0

-0 .2 0

-0 .1 0

0 .00

0 .10

0 .20

0 .30

0 .40

0 .50

0 .00 0 .10 0 .20 0 .30 0 .40 0 .50
-0 .5 0

-0 .4 0

-0 .3 0

-0 .2 0

-0 .1 0

0 .00

0 .10

0 .20

0 .30

0 .40

0 .50

Figura 4.14: Igual que la figura 4.12 para las ramas a y c.
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Figura 4.15: Igual que la figura 4.12 para las ramas b y f .

Comparando los contornos de las ramas 3 de las figuras 4.4 y 4.7 puede obser-

varse como se parecen estas dos soluciones. Para algunos valores de los parámet-

ros las ramas análogas a éstas, pueden incluso llegar a conectarse. Aśı por ejem-

plo, la rama 3 de la figura 4.6 conecta con la rama 3 de la figura 4.9 después

de una bifurcación silla–nodo. Tras varias bifurcaciones silla–nodo dicha rama

conecta a su vez con la rama análoga a la 2′ de la figura 4.9.

4.4.3. Estabilidad de las soluciones primarias

En esta sección se analiza la estabilidad de las soluciones primarias presen-

tadas anteriormente. Se consideran principalmente las soluciones correspondi-



4.4 Resultados 87

entes a las ramas que bifurcan del estado conductivo y que provienen del modo

dominante. En la figura 4.16, en la que se presenta mediante ĺınea continua

la curva de estabilidad marginal del estado conductivo en función de la razón

de radios para τ = 8000 (ver la figura 3.9), se indican mediante ćırculos los

valores del número de Rayleigh donde se inestabiliza la solución primaria. El

número al lado de cada ćırculo es el valor de dm responsable de la bifurcación.

Todas estas soluciones provienen de los modos dominantes para los valores de

η escogidos. La figura muestra cómo la región de estabilidad de las soluciones

se reduce considerablemente cerca del punto de transición, ηc = 0,605, corre-

spondiente al cruce entre dos familias diferentes de modos dominantes. Cerca

de este punto, las soluciones primarias se desestabilizan con un valor finito del

parámetro dm, independientemente de si provienen de un modo espiral o nor-

mal. Lejos de este punto, para valores bajos o elevados de η, se obtiene una

zona donde las soluciones primarias dominantes pierden estabilidad mediante

una bifurcación superarmónica (dm = 0). Si se consideran valores de la razón

de radios muy cercanos a 1 el valor de dm es finito pero relativamente pequeño

(dm = 3/420 para η = 0,997). Este resultado concuerda con los obtenidos en

la aproximación de capa plana para este valor de τ y número de onda corre-

spondiente al valor cŕıtico (αc = 12,8). En este caso se ha obtenido d ≈ 0,007,

donde los números de onda excitados usando una expresión similar a 4.4 son

(l + d)α. A partir de los valores de dm en cada punto de la bifurcación puede

saberse, tal y como se ha explicado en la sección 4.2, el valor de los números

de onda excitados. Analizando el correspondiente vector propio en el punto de

bifurcación se averigua el número de onda de la perturbación que presenta la

máxima amplitud y como es su estructura. Se ha analizado para varios casos la

estabilidad lineal en el entorno del punto de transición (dm finito), obteniéndose

que para las soluciones que provienen de modos espirales (a la izquierda de ηc),

el máximo de la amplitud del autovector (b∗l,j , c
∗
l,j) se obtiene para el ı́ndice l = 1

y por lo tanto la perturbación está dominada por una estructura de número de

onda n + m; siendo ésta normal. Para las soluciones que provienen de modos

normales (η > ηc), el máximo de la amplitud se tiene para el ı́ndice l = −1, y

el número de onda dominante en la perturbación es n−m, siendo la estructura

asociada espiral. Por lo tanto, se puede concluir que en esta región, cerca del

cruce entre las dos familias de modos dominantes, para un valor fijo de η, la

solución no lineal que proviene de un modo dominante de un tipo (normal o es-

piral) se desestabiliza mediante una perturbación del otro tipo de modo (espiral

o normal), respectivamente. Para valores de la razón de radios alejados de ηc,

si dm 6= 0 la perturbación y el modo del que proviene la solución no lineal son

del mismo tipo (normal o espiral).
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Figura 4.16: Número de Rayleigh cŕıtico, Ra, en función de la razón de radios, η,

para τ = 8000 y σ = 0,7. Los ćırculos señalan los valores del número de Rayleigh para

el que la solución que bifurca de la curva de estabilidad marginal se inestabiliza. El

número al lado de cada ćırculo indica el valor del parámetro de Floquet, dm, para el

que la solución pierde estabilidad. En la tabla 4.1 se indican los valores de η, Ra, ω,

=(λ) y dm en los puntos de bifurcación representados en la figura.

Este comportamiento parece ser independiente de los parámetros consider-

ados. En las figuras 4.17a y 4.17b se representan, en ĺınea continua, la curva de

estabilidad marginal del estado conductivo en función de la razón de radios y,

mediante ćırculos, los valores del número de Rayleigh donde se inestabiliza la

solución primaria para τ = 2800 y τ = 2000, respectivamente. En la primera

figura el número de onda del modo espiral dominante antes del cruce de famil-

ias (ηc = 0,228) es n = 4. Después de este punto, el modo normal dominante

es n = 6. De nuevo, cerca del punto de transición, la solución no lineal que

proviene del modo dominante se desestabiliza con un valor finito de dm. Una

análisis del vector propio correspondiente al valor propio responsable de la bi-

furcación, muestra que las soluciones que provienen de un tipo de modo, son

desestabilizadas por una perturbación dominada por el otro tipo. Cuando η

aumenta, se obtiene una gran zona donde la bifurcación es superarmónica, y,

de la misma manera que ocurŕıa en el caso τ = 8000, cuando η es cercano a

1, la solución se inestabiliza con un valor pequeño de dm, de acuerdo con los

resultados de Schnaubelt & Busse (1992) para la estabilidad de la solución de

mean flow, para este valor de τ y número de onda αc = 8,68. Para τ = 2000

(figura 4.17b) no hay un intercambio entre familias de modos dominantes, pero

el comportamiento de las soluciones es cualitativamente similar.
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η Ra ω =(λ) dm

0.32 16.33 121853 ± 45.52 0

0.35 14.64 121342 ± 44.93 0

0.375 13.2 121184 ± 44.49 0

0.415 13.11 117795 -24.03 4/12

0.436 12.41 115924 -21.37 4/13

0.47 12.37 113428 -14.06 4/14

0.49 11.85 111954 -11.2 4/15

0.51 11.41 110632 -8.11 4/16

0.53 11.06 109427 -4.87 4/17

0.548 10.7 108383 -2.05 4/18

0.56 10.23 107635 -0.41 4/19

0.585 10.2 106437 4.39 4/20

0.6 9.94 105518 7.72 4/21

0.61 8.55 102779 31.7 5/27

0.62 8.17 103434 40.89 6/28

0.632 7.87 104007 38.12 6/29

0.64 7.56 104154 36.37 6/30

0.652 7.32 104728 33.43 6/31

0.66 7.06 104937 31.61 6/32

0.672 6.87 105523 28.41 6/33

0.68 6.65 105754 26.46 6/34

0.688 6.46 106011 24.47 6/35

0.7 6.06 106168 31.52 7/37

0.71 5.98 105557 ± 35.43 0

0.8 3.96 104637 ± 35.66 0

0.865 2.61 104541 ± 36.11 0

Cuadro 4.1: Valores del número de Rayleigh, de la velocidad de precesión, de =(λ) y

de dm de los puntos de bifurcación representados en la figura 4.16.

En las figuras 4.18a y 4.18b se representan en ĺınea continua la curva de

estabilidad marginal en función del parámetro de Coriolis y, mediante ćırculos,

los valores del número de Rayleigh donde la solución que bifurca del estado

conductivo pierde estabilidad para η = 0,3 y η = 0,6, respectivamente. Cómo se

observa en la figura 4.18a, la bifurcación de la solución primaria que proviene

de un modo dominante para un valor del parámetro de Coriolis cercano a τc
es subarmónica. Por el contrario, para valores del parámetro de Coriolis lejanos

a τc ≈ 3353 las soluciones se inestabilizan con dm = 0 o con dm finito, pero

pequeño. Aunque no puede apreciarse en la figura 4.18b, este comportamiento

se repite para η = 0,6 donde τc ≈ 7855, si τ > 11000. Por lo tanto, en función
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del parámetro de Coriolis, de nuevo las soluciones primarias se inestabilizan con

un valor finito de dm en torno al valor para el que se produce el cambio de

familia de modos dominantes del análisis lineal (Pino, Mercader & Net, 1998).
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Figura 4.17: Número de Rayleigh cŕıtico, Ra, en función de la razón de radios, η,

para σ = 0,7, (a) τ = 2800 y (b) τ = 2000. Los ćırculos señalan los valores del número

de Rayleigh para el que la solución que bifurca de la curva de estabilidad marginal

se desestabiliza. El número al lado de cada ćırculo indica el valor del parámetro de

Floquet, dm, para el que la solución pierde estabilidad.En (a) los puntos sin número

al lado presentan dm = 0.
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Figura 4.18: Número de Rayleigh cŕıtico en función del parámetro de Coriolis para

σ = 0,7, (a) η = 0,3 y (b) η = 0,6. Los ćırculos señalan los valores del número de

Rayleigh para el cual la solución que bifurca de la curva de estabilidad marginal se

desestabiliza. El número al lado de cada ćırculo indica el valor de dm para el que la

solución se desestabiliza. En la tabla 4.2 se presentan los valores de Ra, ω, =(λ) y dm
en los puntos de bifurcación representados en (b).
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τ Ra ω =(λ) dm

2000 4.23 24276 ± 36.97 0

2200 4.42 26139 ± 36.17 0

2800 5.54 32540 ± 36.83 0

3200 5.95 37175 ± 36.52 0

3600 6.24 42122 ± 36.06 0

4100 6.63 48589 ± 35.79 0

4200 6.82 49805 ± 36.05 0

4600 6.92 55443 ± 35.44 0

5200 7.3 63968 ± 35.27 0

5800 7.6 72960 ± 35.08 0

6500 8.07 82245 25.9 5/24

7000 8.22 88765 29.08 5/25

7100 8.35 90116 29.5 5/25

7700 8.6 98085 32.52 5/26

7850 8.8 99953 33.23 5/26

7855 9.87 102655 10.68 4/21

8000 9.94 105518 7.72 4/21

8500 9.67 114433 2.06 4/22

9500 9.79 133144 -7.6 4/23

0200 9.72 146318 -12.83 4/24

10990 9.71 161660 -18.07 4/25

Cuadro 4.2: Valores del número de Rayleigh, de la velocidad de precesión, de =(λ) y

dm de los puntos de bifurcación representados en la figura 4.18b.

Además de considerar las inestabilidades de las soluciones primarias cuando

el número de Rayleigh aumenta desde su valor cŕıtico, también se ha analizado,

para un valor fijo del parámetro de Coriolis, la zona de estabilidad de una onda

periódica que proviene del modo n cuando η vaŕıa más alla de la zona en la

que el modo n es dominante (estabilidad lateral). En un diagrama número de

Rayleigh – razón de radios, la zona de estabilidad lateral de la solución primaria

siempre está confinada por curvas que nacen en los puntos de cruce entre la cur-

va de estabilidad marginal del modo n y las de los modos adyacentes ni y nd. Si

en las proximidades de un cambio de modo dominante, a partir del valor de dm
responsable de la inestabilidad, se calculan los números de onda excitados, y a

partir del correspondiente vector propio se obtiene el número de onda de la per-

turbación de amplitud mayor, éste siempre corresponde al del modo adyacente

en el cruce. Es más, cuando se estima a partir de la parte imaginaria del valor

propio la frecuencia de este armónico, se obtiene la del modo adyacente en la

bifurcación primaria. Por lo tanto, es la interacción con los modos vecinos, en
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nuestro caso nunca resonante (ω/n 6= ωi,d/ni,d), la responsable de la estabilidad

lateral. Sin embargo, la forma de la región de estabilidad vaŕıa dependiendo de

si el valor de η considerado está o no cerca del cruce entre dos tipos de modos

dominantes, ηc. Como se verá más adelante, un análisis similar puede realizarse

fijando la razón de radios, en función del parámetro de Coriolis.

Si la solución primaria considerada proviene de un modo dominante para

un valor de η lejos del valor ηc, los ĺımites laterales de la zona de estabilidad

presentan una forma parabólica, independientemente de si el modo dominante

es normal o espiral. En las figuras 4.19a y 4.19b se presentan mediante ćırculos

las zonas de estabilidad de las soluciones que provienen del modo dominante

n = 20 para τ = 2000 y n = 11 para τ = 8000, respectivamente. La primera

de estas soluciones proviene de un modo normal. La solución dominante en el

caso τ = 8000 proviene de un modo espiral. Cuando el valor de η aumenta,

los números de onda de los modos dominantes son secuenciales (ni = n − 1,

nd = n + 1). De esta manera, el valor de dm cerca de la intersección entre las

curvas de estabilidad marginal de los diferentes modos es dm = 1/n a ambos

lados de la región de estabilidad, tanto para τ = 2000, como para τ = 8000.

Al aumentar el número de Rayleigh, se obtiene para ambos tipos de soluciones,

que el valor de dm en el ĺımite izquierdo de la región de estabilidad aumenta al

incrementarm secuencialmente. Por lo tanto, la perturbación está dominada por

los coeficientes asociados a los números de onda de los modos dominantes para

los valores de η alcanzados por el ĺımite de la región de estabilidad o incluso,

por valores menores. Por el contrario, el ĺımite de la derecha de la región de

estabilidad corresponde a valores dm = 1/n y la perturbación está dominada

por el número de onda n+ 1 hasta valores elevados del número de Rayleigh. De

hecho, para las soluciones que provienen de modos normales, si se tiene en cuenta

la relación entre n y η, y el número de onda α de las soluciones en la aproximación

de capa plana, se obtienen los resultados correspondientes a las inestabilidades

laterales de las ondas térmicas de Rossby (Or, 1990; Or & Herrmann, 1995;

Herrmann & Busse, 1997, entre otros). Para σ = 0,7, los trabajos mencionados

obtienen que, en un diagrama Ra − α, la región estable está limitada por su

parte izquierda por una inestabilidad que presenta valores infinitesimales del

parámetro de Floquet y que tiende a incrementar ligeramente el valor de α,

desplazando la solución hacia la región estable cerca del ĺımite izquierdo. Por el

contrario, la inestabilidad a la derecha de la región de estabilidad, asociada a

valores finitos del parámetro de Floquet, da lugar a una solución con un valor

de α menor que αc pero cercano a él. Es importante remarcar que para un valor

fijo de n, aumentar η tiene el efecto de disminuir α y para un valor fijo de η,

aumentar n aumenta α.
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Figura 4.19: Regiones de estabilidad de las soluciones (a) que bifurcan del modo dom-

inante n = 20 para τ = 2000 y (b) n = 11 para τ = 8000. La zona de estabilidad

está limitada por ćırculos, de los que se indica el valor de dm responsable de la inesta-

bilidad. S indica que el ĺımite de estabilidad corresponde a la bifurcación silla–nodo

de la curva desconectada del estado conductivo. El modo dominante se indica entre

paréntesis. En (a) también se presenta la región de estabilidad de una solución que no

proviene del estado conductivo. En este caso los puntos de bifurcación se indican me-

diante triángulos blancos. Las ĺıneas continuas (discontinuas) asociadas a un número

indican el valor de dm en los puntos de bifurcación de las soluciones que (no) provienen

del estado conductivo. σ = 0,7.
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Figura 4.20: Número de Nusselt, Nu − 1, en función del número de Rayleigh de la

solución con número de onda fundamental n = 20 para τ = 2000, (a) η = 0,72 y (b)

η = 0,728. (c) y (d) Respectivamente, velocidad de precesión de las mismas soluciones.

Como se puede observar, entre estos dos valores de la razón de radios se produce una

bifurcación de pitchfork no genérica. La estabilidad de las soluciones de cada rama se

puede concluir a partir de la figura 4.19a. σ = 0,7.

En la figura 4.19a también se indica mediante triángulos blancos los ĺımites

de estabilidad de la soluciones que pertenecen a una rama equivalente a la rama

2 de la figura 4.4. Por lo tanto, en la intersección de las zonas de estabilidad

delimitadas por ćırculos y triángulos blancos existen dos ondas viajeras estables

diferentes con el mismo número de onda. Para η < 0,72 la estructura de las

soluciones de la rama que bifurca del estado conductivo y de las de la rama

desconectada son similares a aquellas que pertenecen a las ramas equivalentes

de la figura 4.5 (τ = 2800, η = 0,6). Es decir, las soluciones que bifurcan del

estado conductivo conducen, al aumentar el número de Rayleigh, a soluciones

que presentan los vórtices convectivos situados en el exterior de la capa; en

las soluciones de la rama desconectada, los vórtices están situados en la parte

interior de la capa. Sin embargo, para un valor de η entre 0,72 y 0,728 hay
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una bifurcación de pitchfork no genérica (figura 4.20), y para η > 0,728, las

soluciones que bifurcan del estado conductivo se transforman en soluciones con

los vórtices convectivos situados en el interior de la capa, mientras que, para las

otras soluciones, el desplazamiento es hacia la parte exterior.
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Figura 4.21: Región de estabilidad de las soluciones con n = 8 que bifurcan del modo

dominante n = 8 para τ = 2000. La zona de estabilidad está limitada por ćırculos, de

los que se indica el valor de dm responsable de la inestabilidad. S indica que el ĺımite

de estabilidad corresponde a la bifurcación silla–nodo de la curva desconectada del

estado conductivo. El modo dominante se indica entre paréntesis. También se presenta

la región de estabilidad de una solución que no proviene del estado conductivo. En

este caso los puntos de bifurcación se indican mediante triángulos blancos. Las ĺıneas

continuas (discontinuas) asociadas a un número indican el valor de dm en los puntos

de bifurcación de las soluciones que (no) provienen del estado conductivo. σ = 0,7.

Este comportamiento se repite, si se analiza la estabilidad de una solución

que bifurca de un modo dominante para un valor menor de la razón de radios

para τ = 2000. Por ejemplo, la solución que bifurca del modo normal n = 8

presenta una bifurcación de pitchfork no genérica para un valor de la razón de

radios entre 0,47 y 0,48. En la figura 4.21 se muestra la región de estabilidad

de estas soluciones. En este caso se aprecia claramente un intercambio entre las

regiones de estabilidad. Sin embargo, se ha comprobado que si τ = 2800 no es

posible encontrar el intervalo en el que se produce la bifurcación de pitchfork no

genérica, siendo el diagrama de las soluciones similar al de la figura 4.20a.

La forma de los ĺımites laterales de la región de estabilidad de una onda que

proviene de un modo dominante para un valor de η cercano a ηc no es parabólica.

Para ilustrar este comportamiento, se mostrarán varios casos tanto en función
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de η como de τ . En las figuras 4.22a y 4.22b se presenta, para τ = 8000 y

τ = 2800 respectivamente, los ĺımites de estabilidad de las soluciones primarias

provenientes del modo espiral (ćırculos) y del modo normal (triángulos), que

dominan para valores de la razón de radios antes y después de ηc. Para τ =

8000, las zonas de estabilidad corresponden a las soluciones de número de onda

fundamental n = 21 (espiral) y n = 27 (normal), y para τ = 2800, n = 4 (espiral)

y n = 6 (normal). En estas figuras se indican los valores de dm responsables de la

inestabilidad. Se representan mediante ĺıneas a trazos y continuas algunas curvas

marginales de los modos espirales y normales, respectivamente, cuya interacción

es la responsable de las inestabilidades laterales de las soluciones primarias. El

número de onda azimutal de los modos representados se indica entre paréntesis.

Para τ = 8000, la rama izquierda de la región de estabilidad de la solu-

ción que proviene del modo espiral (n = 21) tiene un perfil aproximadamente

parabólico, mientras que la rama derecha es práticamente independiente del

número de Rayleigh; para la solución que proviene del modo normal (n = 27) se

observa un desplazamiento de la región estable hacia valores de η mayores. De

los valores de dm en esta rama, puede concluirse que es la interacción entre el

modo normal n = 27 y el espiral n = 22 la responsable de este comportamiento.

Es importante remarcar que no existe ningún rango de parámetros para el cual

las dos ondas, n = 21 y n = 27, sean estables simultáneamente.

La forma de la región de estabilidad de las soluciones que provienen de dos

tipos de modos cerca del punto de transición para τ = 2800 es completamente

diferente. En este caso, la zona de estabilidad de la solución que proviene del

modo espiral está desplazada hacia la izquierda. La interacción entre el modo

espiral n = 4 y el normal n = 6 da como resultado que la rama de la derecha

de la zona de estabilidad de n = 4 se desplace hacia la izquierda (dm = 2/4).

Para n = 6, la rama de la izquierda mantiene el perfil parabólico y los valores de

dm revelan que son las interacciones entre el modo normal n = 6 y los espirales

n = 3 y n = 4 los que gobiernan este ĺımite de la zona de estabilidad. El ĺımite de

la derecha presenta una forma ligeramente convexa, casi vertical. La intersección

entre ambas regiones de estabilidad es, en este caso, una pequeña franja a la

izquierda de ηc.
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Figura 4.22: Regiones de estabilidad de las soluciones provenientes de los modos

dominantes para valores de η antes (espiral) y después (normal) de ηc, para (a) τ =

8000 y (b) τ = 2800. Los ĺımites de la región de estabilidad antes (después) de ηc están

representados por ćırculos (triángulos). Las curvas de estabilidad marginal del estado

conductivo de los diferentes modos, indicados entre paréntesis, están representadas por

ĺıneas a trazos (espirales) y continuas (normales). σ = 0,7.
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Figura 4.23: (a) Regiones de estabilidad de las soluciones que provienen del modo

normal n = 8 (triángulos negros) y de las soluciones primarias con el mismo número de

onda desconectadas del estado conductivo (triángulos blancos) para η = 0,3. En ambos

casos se indican el valor de dm en cada punto. Las ĺıneas que indican los valores de dm
de las soluciones que no bifurcan del estado conductivo son discontinuas. S indica que

el ĺımite de estabilidad corresponde al punto silla–nodo de la curva desconectada. (b)

Regiones de estabilidad de las soluciones que provienen de los modos dominantes antes

(normal) y después (espiral) del cambio de carácter de la solución lineal (τc ≈ 3350).

Los ĺımites de las regiones de estabilidad de los modos n = 8 (normal) y n = 6 (espiral)

se representan mediante triángulos y ćırculos, respectivamente. σ = 0,7.

Si se estudia la forma de la región de estabilidad fijando un valor de la
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razón de radios, ésta también vaŕıa para las soluciones que provienen de modos

dominantes en torno a τc. Como ejemplo se presenta el caso η = 0,3. En la

figura 4.23a se presentan, mediante triángulos negros y blancos, respectivamente,

las regiones de estabilidad de las soluciones que provienen del modo normal

dominante n = 8 y la correspondiente a las soluciones desconectadas para este

valor del número de onda. En este caso no existe ningún rango de números de

Rayleigh en el que ambas ondas sean simultáneamente estables. En la figura

4.23b se presentan mediante triángulos y ćırculos, respectivamente, las regiones

de estabilidad de las soluciones que provienen de los modos dominantes antes

y después de τc. Como se puede observar estas regiones son completamente

diferentes. Para τ > τc, la inestabilidad por la izquierda de las soluciones que

provienen del modo espiral dominante n = 6 está dominada por la interacción

con el modo normal n = 9, que hace que la curva esté desplazada hacia valores

del parámetro de Coriolis mayores. Por el contrario, la región de estabilidad de

la onda periódica con número de onda fundamental n = 8 no parece afectada

por la proximidad de τc.

Para η = 0,3, las soluciones que bifurcan del modo espiral dominante n = 6

se inestabilizan para algunos valores del parámetro de Coriolis mediante una

bifurcación subarmónica estacionaria (=(λm)=0) con dm = 3/6. En la siguiente

sección se presenta este caso para un determinado valor de τ con más detalle.

4.4.4. Bifurcación subarmónica estacionaria para η = 0,3
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Figura 4.24: (a) Número de Nusselt, Nu − 1, y (b) velocidad de precesión, ω, en

función del número de Rayleigh para las soluciones que bifurcan del modo dominante

n = 6 para τ = 4500 y η = 0,3. La inestabilidad de la solución primaria se produce

para Ra ≈ 59498. σ = 0,7.
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Debido a que la bifurcación subarmónica estacionaria da lugar a una onda

viajera, es correcto estudiar la nueva solución mediante técnicas de continuación.

(a) (b)

T

ψ

Figura 4.25: En el sistema de referencia que gira con el cilindro se presentan las ĺıneas

de corriente y las isoĺıneas del campo de la temperatura (a) para la solución estable

que bifurca del modo dominante n = 6, para Ra = 58000 y (b) para la solución estable

que aparece después de la bifurcacción subarmónica estacionaria, para Ra = 60000,.

τ = 4500, η = 0,3 y σ = 0,7.

Para η = 0,3, la solución primaria se inestabiliza para τ = 4500 mediante una

bifurcación subarmónica (dm = 3/6) estacionaria. Si se analiza el vector propio

en el punto de la bifurcación, se comprueba que el máximo de la amplitud del

autovector se obtiene para l = 1 y por lo tanto la perturbación está dominada

por una estructura de número de onda 9, siendo ésta de tipo normal. Por tanto,

aparecerá una nueva solución, que en el punto de la bifurcación tendrá la misma

frecuencia y con número de onda 3 (máximo común divisor de 6 y 3). En la
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figura 4.24 se representa la variación del número de Nusselt y de la frecuencia

con el número de Rayleigh de la solución que bifurca del modo dominante n = 6

para η = 0,3 y τ = 4500. La nueva solución, estable después de la bifurcación, se

inestabiliza posteriormente (Ra ≈ 60510) mediante una bifurcación silla–nodo.

La estructura de la solución antes y después de la bifurcación subarmónica

estacionaria se muestra en la figura 4.25. A la izquierda se representan las ĺıneas

de corriente y las isoĺıneas del campo de la temperatura de la solución primaria

para Ra = 58000. Se observan claramente los 6 pares de columnas convectivas

inclinadas en el sentido de la rotación y confinadas en el interior del anillo. Estas

caracteŕısticas corresponden a las soluciones espirales.

La solución estable después de la bifurcación estacionaria es un modo mixto.

Esta estructura se puede observar en la figura 4.25b. Ahora la convección aumen-

ta en la parte exterior del anillo, lo que supone un incremento en el transporte

de calor como se observa en la figura 4.24.

4.5. Discusión

En este caṕıtulo se han analizado numéricamente, utilizando una formu-

lación de función de corriente, las soluciones no lineales relacionadas con cada

uno de los tipos de modos dominantes del análisis lineal para σ = 0,7 (Pino,

Net & Mercader, 2001). Se ha prestado especial atención a las soluciones que

bifurcan de los modos dominantes del estado conductivo, pero también se han

identificado soluciones que pertenecen a curvas desconectadas y que aparecen

como consecuencia de la ruptura de la simetŕıa κ o de la simetŕıa R al tener

en cuenta la curvatura de las paredes del anillo o los efectos de la rotación. En

ambos casos se ha estudiado la estabilidad mediante una técnica de Floquet.

Se ha comprobado que, debido al aumento de la velocidad con la rotación,

la eficiencia en el transporte de calor de las soluciones que proceden de modos

dominantes disminuye al aumentar τ para valores pequeños del parámetro δ.

Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en la aproximación de capa plana y

condiciones de contorno libres (Busse & Or, 1986), la eficiencia del transporte

de calor al inicio de la convección depende de la rotación. Se ha comprobado

que, para el mismo valor de n, τ y η, las soluciones espirales son más eficientes

en el transporte de calor. Una posible explicación a este hecho es la mayor

correlación entre la velocidad radial y la temperatura que presentan estos modos

sobre los normales. Para las soluciones que no bifurcan del estado conductivo,

se han encontrado, por una parte, soluciones caracterizadas por un débil flujo

medio, una importante eficiencia en el transporte de calor y una estructura en
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forma de columna simple o doble poco distorsionada. Por otra parte, existen

soluciones cuya enerǵıa asociada al flujo medio contiene más del 50 % de la

enerǵıa cinética incluso para valores menores de 2Rac. Sin embargo, considerar

condiciones de contorno de adherencia en las paredes laterales puede ser el

causante de no obtener soluciones con flujos medios, para valores pequeños de

δ, tan importantes como los obtenidos por Zhang (1992) en el estudio de capas

esféricas con condiciones de contorno de esfuerzos cortantes nulos.

Se ha prestado especial atención en conectar las soluciones del anillo con

las obtenidas en la aproximación de capa plana, para averiguar en que casos

puede utilizarse esta aproximación. Los resultados presentados muestran que la

aproximación de capa plana podŕıa servir para predecir la dinámica en el anillo

con paredes curvas, siempre que el modo dominante sea normal, y el valor del

la razón de radios esté suficientemente alejado de ηc para el valor parámetro de

Coriolis considerado. De todas maneras, las efectos de la ruptura de la simetŕıa

Z2 deben tenerse en cuenta para describir el diagrama de ramificaciones y las

caracteŕısticas de las soluciones relacionadas con los modos normales. Cuando

el modo dominante es espiral, se ha mostrado que la conexión debe realizarse

con las soluciones relacionadas con el modo dominante κ–invariante (segundo

armónico radial) en esta aproximación. Sin embargo, se ha encontrado que para

estas soluciones, el diagrama de ramificaciones se transforma significativamente

cuando se incluye la curvatura de las paredes y el valor de η disminuye desde el

valor asintótico uno.

Respecto a la estabilidad de las soluciones e independientemente del tipo

de modos lineales del que bifurquen, se ha demostrado que lejos del cambio

de familia de modos dominantes del análisis lineal, las inestabilidades laterales

presentan la t́ıpica forma parábolica. Lejos de ηc, los valores de dm en ambos

ĺımites de estabilidad matizan y confirman los resultados obtenidos por Or &

Busse (1987), entre otros, en la aproximación de capa plana. Si se aumenta el

número de Rayleigh a partir del valor cŕıtico, la solución no lineal se inestabiliza

mediante una bifurcación superarmónica o con un valor de dm muy pequeño.

Por el contrario, en torno a ηc (τc) la solución no lineal se inestabiliza con dm 6= 0

y la forma de los ĺımites laterales de la región de estabilidad ya no es parabólica.

En el siguiente caṕıtulo se presenta la evolución de las soluciones después de

la bifurcación secundaria. Debido a la complejidad temporal que presentan, es

necesario resolver las ecuaciones mediante una integración temporal.



Caṕıtulo 5

Integración temporal.

Soluciones secundarias

El objetivo de este caṕıtulo es estudiar la dinámica del fluido cuando las

ondas de Rossby térmicas no lineales presentadas en el caṕıtulo anterior se in-

estabilizan. Para ello se han integrado la ecuación de Navier–Stokes, la ecuación

de continuidad y la ecuación de conservación de la enerǵıa mediante un método

semiimpĺıcito de paso fraccionario. La dinámica espacio–temporal de las solu-

ciones que bifurcan de la onda térmica de Rossby se ha analizado principalmente

para valores de σ = 0,7 y η = 0,6. Teniendo en cuenta los resultados que se han

presentado en caṕıtulos anteriores, se han escogido valores del parámetro de

Coriolis que contemplen tanto los diferentes tipos de modos (normales o espi-

rales) de los que proceden las soluciones primarias, como los diferentes tipos

de bifurcaciones secundarias (subarmónicas o superarmónicas). Se ha estudia-

do la evolución de estas soluciones y las sucesivas bifurcaciones que aparecen

al aumentar el número de Rayleigh y el efecto de estas bifurcaciones sobre la

eficiencia en el transporte de calor.

Además se presentará un caso con σ = 0,025 como ejemplo de solución para

bajos números de Prandtl. Este caso se comparará con el equivalente en el caso

del anillo con tapas horizontales.
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5.1. Método de integración temporal en vari-

ables primitivas

Al inestabilizarse las ondas térmicas de Rossby, no existe ningún sistema

de referencia en el que las soluciones sean estacionarias y por lo tanto, no es

posible utilizar el método descrito en el caṕıtulo anterior. Por este motivo, se

han integrado temporalmente las ecuaciones 2.21, escritas en función de las dos

componentes horizontales de la velocidad, de la presión y de la temperatura con

las condiciones de contorno 2.8, mediante un método semiimpĺıcito de segundo

orden y un esquema de paso fraccionario, que se explican en el apéndice D.

5.1.1. Discretización espacial

Para describir la dependencia radial de las variables se ha utilizado un desar-

rollo en polinomios de Tchebyshev, Tl(x), l = 0÷L. En la coordenada azimutal

la base utilizada ha sido
{
einθ

}
n=−N/2÷N/2. Por tanto, las perturbaciones con-

sideradas son de la forma

u(x, θ, t) =

N/2−1∑

−N/2

L∑

l=0

ûl,n(t)Tl(x)einθ , (5.1a)

v(x, θ, t) = i

N/2−1∑

−N/2

L∑

l=0

v̂l,n(t)Tl(x)einθ , (5.1b)

T (x, θ, t) =

N/2−1∑

−N/2

L∑

l=0

T̂l,n(t)Tl(x)einθ, (5.1c)

donde ûl,n = û∗l,−n, T̂l,n = T̂ ∗l,−n y v̂l,n = −v̂∗l,−n. Por lo que, sólo es necesario

operar con la mitad de las incógnitas, n = 0÷N/2−1. El sistema de ecuaciones se

ha resuelto mediante un método de colocación en la dirección radial y un método

de Galerkin en la dirección azimutal. Al igual que en el caso de la formulación de

la función de corriente, se ha utilizado un esquema pseudoespectral de colocación

para evaluar los términos no lineales. Se ha considerado como incógnita el valor

de cada coeficiente de Fourier en los puntos de colocación de Gauss–Lobatto,

ui,n(t) =
L∑

l=0

ûl,n(t)Tl(xi), (5.2a)

vi,n(t) =

L∑

l=0

v̂l,n(t)Tl(xi), (5.2b)
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Ti,n(t) =

L∑

l=0

T̂l,n(t)Tl(xi), (5.2c)

con i = 1 ÷ L − 1 y n = 0 ÷ N/2 − 1. Nótese que los coeficientes ûl,n, v̂l,n
y T̂l,n no son independientes ya que las variables u, v y T deben verificar las

correpondientes condiciones de contorno. Por lo tanto, las incógnitas son sólo

el valor de los coeficientes en el interior del dominio. Utilizando los desarrollos

5.1 y análogos para las variables intermedias que se definen en el apéndice D

y aplicando el método espectral comentado a las ecuaciones D.1, D.2, D.4, D.5

y D.6, se obtienen las ecuaciones discretizadas que deben resolverse con las

condiciones de contorno indicadas en el apéndice D. En Alonso (1999) se explica

en profundidad la discretización espacial completa de las ecuaciones.

5.2. Resultados. σ = 0,7, η = 0,6

5.2.1. Parámetro de Coriolis τ = 2800

En este caso y para η = 0,6 la solución no lineal que proviene de un mo-

do normal se inestabiliza mediante una bifurcación superarmónica (dm = 0).

Recordemos que para η = 0,6 el cambio de tipo de modos lineales dominantes

ocurre para τc ≈ 7850 (ver la figura 4.18b). El modo lineal dominante para

τ = 2800 es n = 17 y la solución primaria que de él bifurca se inestabiliza para

Ras ≈ 32540. Al ser esta bifurcación superarmónica con =(λ1) 6= 0, la solución

que bifurca mantiene la estructura periódica espacial y presenta una nueva fre-

cuencia, =(λ1) = ±ω′, es decir, dependiendo de la relación entre ω y ω′ podŕıa

ser una solución casiperiódica.
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Figura 5.1: (a) Dependencia temporal en un punto del modo azimutal n = 0 de la

temperatura y (b) su espectro. (c) y (d) figuras análogas a (a) y (b) para la parte real

del modo n = 17. En esta figura f = −15 y f ′ = 6. Ra = 33000, τ = 2800, η = 0,6 y

σ = 0,7.

En la figura 5.1a se muestra la evolución temporal del modo azimutal n = 0

de la temperatura en un punto, para Ra = 33000. Este modo, constante antes

de la bifurcación, oscila ahora periódicamente con la nueva frecuencia, como

puede observarse en la figura 5.1b, donde sólo se representa la parte positiva

del espectro de la figura 5.1a. En este caṕıtulo se presentarán todos los espec-

tros en escala logaŕıtmica con el fin de apreciar mejor los picos del espectro de

frecuencias, y ya que se representan señales reales, sólo mostraremos la parte

del espectro correspondiente a las frecuencias positivas, donde cada pico se cor-

responde con el valor absoluto de la frecuencia indicada. En la figura 5.1c se

muestra la evolución temporal en un punto de la parte real del modo azimu-

tal n = 17 de la temperatura para el mismo valor del número de Rayleigh. El

correspondiente espectro se muestra en la figura 5.1d. Como puede apreciarse y

de acuerdo con la expresión 4.4a, en el espectro del modo n = 17 aparecen dos
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nuevos picos en f + f ′ y f − f ′, siendo, para este valor del número de Rayleigh,

f ′ = 6 y f = −15. Esta última frecuencia corresponde a la frecuencia básica

del modo azimutal n = 17, que en el punto de la bifurcación es −17ω0, con ω0

la velocidad de precesión de la onda térmica de Rossby. Por lo tanto, la depen-

dencia temporal de los modos azimutales n = 0, ±17 de la temperatura en un

punto puede expresarse de la siguiente manera

T bi,0 = a0 + a+e
i2πf ′t + a−e

−i2πf ′t + . . . ,

T bi,17 = b17e
i2πft + b17+e

i2π(f+f ′)t + b17−e
i2π(f−f ′)t + . . . ,

T bi,−17 = b−17e
−i2πft + b−17+e

−i2π(f+f ′)t + b−17−e
−i2π(f−f ′)t + . . . ,

donde se cumple a+ = a∗− y b−k = b∗k.
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Figura 5.2: Número de Nusselt en función del número de Rayleigh para las soluciones

primarias que bifurcan del estado conductivo y de las secundarias que aparecen después

de la bifurcación superarmónica (indicada por un flecha) con número de onda n = 17,

para η = 0,6, τ = 2800 y σ = 0,7. En esta figura, el número de Nusselt de la solución

secundaria se ha calculado promediando en un periodo.

Para analizar de que modo se ve afectado el transporte de calor por la bi-

furcación, se representa en la figura 5.2 la evolución del número de Nusselt con

el número de Rayleigh. Como ya se ha explicado en la sección 4.4.2, la dismin-

ución de la pendiente del número de Nusselt antes de la bifurcación se debe

al desplazamiento de los vórtices convectivos hacia la parte exterior de la capa

(ver la figura 4.5a). Después de la bifurcación las soluciones presentan un fuerte

incremento en la eficiencia en el transporte de calor (Pino, Mercader & Net,
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1999). Este hecho puede explicarse observando la evolución de las isoĺıneas de la

temperatura y de las componentes de la velocidad durante un periodo del modo

azimutal n = 0.

En las figuras 5.3a, 5.3b y 5.3c se representan, respectivamente, las isoĺıneas

de la temperatura, de la velocidad radial y de la velocidad azimutal en 6 in-

stantes de un periodo del modo azimutal n = 0 para Ra = 35000. Como puede

observarse en estas figuras, después de la bifurcación la convección se reestablece

periódicamente en toda la capa. Esto ocurre, principalmente, en los instantes

3/6 y 4/6 del periodo. En estos momentos el flujo medio, representado en la

figura 5.3d, es pequeño. Al aumentar el flujo medio, la convección se confina en

el exterior del cilindro. Este desplazamiento de los vórtices convectivos alterna-

tivamente hacia ambas paredes hace que la zona en la que el calor se transporta

por conducción sea en promedio más pequeña que en las soluciones primarias,

aumentando el número de Nusselt. Esta dinámica es similar a las que presentan

las soluciones que aparecen después de la vacilating instability descrita por Or

& Busse (1987) y Schnaubelt & Busse (1992) en la aproximación de capa plana

con ε = 0 (ver la expresión de la curvatura de las tapas de la página 37).

Este tipo de convección “vacilatoria” también puede observarse si se real-

iza un diagrama espacio–temporal de alguna de las variables (mapa de grises).

En las figuras 5.4a y 5.4b se representan la evolución temporal (eje Y) y su

dependencia con la coordenada θ (eje X) de la temperatura y de la velocidad

azimutal, respectivamente, para un radio fijo del anillo, en este caso r = r1+r2
2 .

Al igual que en el resto de los mapas de grises presentados en este caṕıtulo

el color blanco corresponde al valor máximo y el negro al valor mı́nimo de la

variable representada. Los instantes en los que se produce un aumento de la

velocidad azimutal concuerdan con disminuciones del número de Nusselt, con lo

cual la mayor parte de la enerǵıa del sistema es cinética.
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Figura 5.3: Isoĺıneas (a) de la perturbación de la temperatura, (b) de la velocidad

radial y (c) de la velocidad azimutal en seis instantes equiespaciados de un periodo

del modo azimutal n = 0. Empezando por la parte superior de los contornos (a), (b) y

(c) y en sentido antihorario se representan los instantes 1/6, 2/6,..., 1 del periodo. (d)

muestra el flujo medio en los 6 instantes. En esta última figura, para evitar confusiones,

se ha marcado sobre la curva el instante correspondiente a un periodo completo. Ra =

35000, τ = 2800, η = 0,6 y σ = 0,7.
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Figura 5.4: Diagrama espacio–temporal (a) de la temperatura y (b) de la velocidad

azimutal, en r = r1+r2
2

. Ra = 35000, τ = 2800, η = 0,6 y σ = 0,7.

Al aumentar el número de Rayleigh, para Ra ∈ [37000, 37200], se produce

una bifurcación subarmónica como puede verse en la figura 5.5, donde se pre-

senta la amplitud de los diferentes modos azimutales para Ra = 37000, 37200,

37300 y 38000. Como puede observarse, muy cerca de la bifurcación los modos

desestabilizados que presentan mayor amplitud son los 17n±1. En los espectros

de estos modos aparecen combinaciones de f , f ′ y una nueva frecuencia que

se designará por f ′′. El espectro del resto de los modos se puede explicar si se

tienen en cuenta las interacciones no lineales de estos modos entre śı y/o con los

ya existentes. En la figura 5.6 se presenta la dependencia temporal en un punto

y el espectro del modo azimutal n = 0 y de la parte real del modo n = 17 de

la temperatura para Ra = 38000. Para este valor del número de Rayleigh, la

nueva frecuencia no es detectable todav́ıa en el espectro de estos dos modos, que

es similar al de Ra = 33000, siendo ahora f = −14,55 y f ′ = 9,2. Sin embargo,

en los espectros de los modos que se han inestabilizado, se obtienen las com-

binaciones de f , f ′ y f ′′ = 0,6 esperadas si se tiene en cuenta la dependencia

espacio–temporal de la solución antes de bifurcar, el carácter oscilatorio de la

nueva bifurcación y las interacciones no lineales que dan lugar a los diferentes

modos. Este hecho se observa en la figura 5.7, donde se representa la dependen-

cia temporal en un punto y los espectros de la parte real de los modos azimutales
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n = 1, n = 16 y n = 2 de la temperatura. La dependencia temporal de estos

modos azimutales en un punto cerca de la bifurcación subarmónica es de la

siguiente manera

Ti,1 = α1e
i2πf ′′t + α1+e

i2π(f ′′+f ′)t + α1−e
i2π(f ′′−f ′)t + . . . ,

Ti,−1 = α−1e
−i2πf ′′t + α−1+e

−i2π(f ′′+f ′)t + α−1−ie
−i2π(f ′′−f ′)t + . . . ,

Ti,2 = α2e
i2π2f ′′t + α2+e

i2π(2f ′′+f ′)t + α2−e
i2π(2f ′′−f ′)t + . . . ,

Ti,−2 = α−2e
−i2π2f ′′t + α−2+e

−i2π(2f ′′+f ′)t + α−2−e
−i2π(2f ′′−f ′)t + . . . ,

Ti,16 = α16e
i2π(f−f ′′)t + α16+e

i2π(f−f ′′+f ′)t + α16−e
i2π(f−f ′′−f ′)t + . . . ,

Ti,−16 = α−16e
−i2π(f−f ′′)t+α−16+e

−i2π(f−f ′′+f ′)t+α−16−e
−i2π(f−f ′′−f ′)t+ . . . ,
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Figura 5.5: Espectros azimutales en un instante de la temperatura de las soluciones

para (a) Ra = 37000, (b) Ra = 37200, (c) Ra = 37300 y (d) Ra = 38000. τ = 2800,

η = 0,6 y σ = 0,7.
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Figura 5.6: (a) Dependencia temporal en un punto del modo azimutal n = 0 de la

temperatura y (b) su espectro. (c) y (d) figuras análogas a (a) y (b) para la parte

real del modo n = 17. En esta figura f = −14,55 y f ′ = 9,2. Ra = 38000, τ = 2800,

η = 0,6 y σ = 0,7.

El efecto que produce la aparición de la nueva frecuencia puede apreciarse

claramente en las figuras 5.8a y 5.8b, donde se presentan los mapas de grises

de la temperatura para dos valores diferentes de r. En estas figuras se observa

cómo la parte exterior e interior del anillo se desplazan a diferente velocidad,

siendo mayor en el exterior. También se detecta en la figura 5.8a una velocidad

de grupo negativa. Esta velocidad puede estimarse a partir de la frecuencia de

modos vecinos (Drissi, Net & Mercader, 1999).
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Figura 5.7: (a) Dependencia temporal en un punto de la parte real del modo azimutal

n = 1 de la temperatura y (b) su espectro. (c) y (d), (e) y (f) figuras análogas a (a) y

(b) para los modos n = 16 y n = 2, respectivamente. f = −14,55, f ′ = 9,2 y f ′′ = 0,6.

Ra = 38000, τ = 2800, η = 0,6 y σ = 0,7.
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Figura 5.8: Diagrama espacio–temporal de la temperatura (a) en el interior del anillo

y (b) en el exterior. Ra = 38000, τ = 2800, η = 0,6 y σ = 0,7.

5.2.2. Parámetro de Coriolis τ = 8000

En este caso, como se indica en la figura 4.18b, la bifurcación (Ras ≈ 105517)

es subarmónica con un parámetro de Floquet dm = 4/21. Este tipo de bifur-

cación desestabiliza modos de Fourier con n 6= 2̇1. Este hecho puede observarse

en la figura 5.9, donde se representa la amplitud de los diferentes modos azimu-

tales de Fourier de la temperatura para Ra = 107000. Los modos azimutales

de mayor amplitud son, aparte de n = 0 y n = 21, distintos de cero antes de

la bifurcación, los modos n = 4, 17 y 25, lo que está de acuerdo con el análisis

de estabilidad lineal de las ondas térmicas de Rossby presentado en el caṕıtulo

anterior. Para este valor del número de Rayleigh tan cercano a Ras, todos los

modos azimutales presentan una oscilación de amplitud muy pequeña, pero dis-

tinta de cero y en el modo n = 0, constante y no nulo antes de la bifurcación, la

oscilación es inapreciable con la resolución utilizada. En la figura 5.10 se repre-

senta la dependencia temporal en un punto y el espectro de la parte real de los

modos azimutales n = 4, n = 17 y n = 13 de la temperatura para Ra = 107000.

En esta figura se observa la diferencia de amplitud de los diferentes modos que

se ha comentado anteriormente. Esto es debido a que el modo n = 13 se in-

estabiliza al producirse la interacción entre los modos n = 17 y n = 4, lo que

da lugar a que el modo n = 13 oscile con una frecuencia f − 2f ′. Para este
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valor del número de Rayleigh cercano al punto de la bifurcación, las frecuencias

se corresponden con las que se deducen del análisis de estabilidad de la onda

térmica de Rossby. Aśı, según se indica en la sección 4.2, la frecuencia del modo

azimutal n = 4 en el punto de bifurcación es (−4ω0+=(λ))/2π, donde ω0 = 9,94

es la velocidad de precesión de la onda térmica de Rossby e =(λ) = 7,72 es la

parte imaginaria del valor propio responsable de la inestabilidad en el punto de

la bifurcación. De esta manera, se obtiene una frecuencia f ′Floquet ≈ −5,1, que

aproxima bastante bien la frecuencia obtenida mediante la integración temporal

f ′ = −5,9 (ver la figura 5.10d). Por lo tanto, el flujo resultante es una onda

viajera no uniforme.
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Figura 5.9: Espectro azimutal de la temperatura de la solución para Ra = 107000.

τ = 8000, η = 0,6 y σ = 0,7

En la figura 5.11 se representan las isoĺıneas de la perturbación de la tem-

peratura de la solución para Ra = 120000, en cuatro instantes equidistantes

durante un periodo del modo azimutal n = 21. Las dos componentes de la

velocidad presentan una estructura similar a la de la temperatura y no se repre-

sentan. Como se puede observar, aunque la convección se desarrolla en toda la

capa, en la parte exterior del anillo puede identificarse una estructura formada

por 25 parejas de vórtices convectivos, mientras que en el interior del anillo se

mantiene la estructura básica de 21 parejas de vórtices convectivos. Además,

las estructuras en el interior y en el exterior del anillo se desplazan a diferente

velocidad. Este hecho se observa claramente en la figuras 5.12a y 5.12b, donde

se representa un diagrama espacio–tiempo de la temperatura en un punto cer-

cano a la pared interior y a la pared exterior del anillo, respectivamente. Esta

solución presenta una dinámica similar a la llamada double column convection

obtenida por Schnaubelt & Busse (1992) en la aproximación de capa plana con

ε = 1.
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Figura 5.10: (a) Dependencia temporal en un punto de la parte real del modo n = 4

de la temperatura y (b) su espectro. (c) y (d), (e) y (f) figuras análogas a (a) y (b)

para la parte real del modo n = 17 y del modo n = 13. En esta figura f = −32,3 es la

frecuencia del modo azimutal n = 21 y f ′ = −5,9. Ra = 107000, τ = 8000, η = 0,6 y

σ = 0,7.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.11: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura de la solución a Ra =

120000 en cuatro instantes equiespaciados del periodo del modo de Fourier azimutal

n = 21. τ = 8000, η = 0,6 y σ = 0,7

En la figura 5.13, se ha representado el número de Nusselt en función del

número de Rayleigh. Puede observarse cómo, en este caso, el aumento en la

eficiencia en el transporte de calor de la solución que ha bifurcado es menor que

en el caso τ = 2800.



118 CAPÍTULO 5. SOLUCIONES SECUNDARIAS

Figura 5.12: Diagrama espacio–temporal de la temperatura (a) en el interior del anillo

y (b) en el exterior. Ra = 120000. τ = 8000, η = 0,6 y σ = 0,7
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Figura 5.13: Número de Nusselt en función del número de Rayleigh para las soluciones

primarias que bifurcan del estado conductivo y de las secundarias que aparecen después

de la bifurcación subarmónica (indicada por un flecha) con número de onda n = 21

para η = 0,6, τ = 8000 y σ = 0,7.
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El último punto representado en la figura anterior corresponde a Ra =

140000. Para este valor del número de Rayleigh se ha producido una nueva

bifurcación (Ras2 ∈ [138000, 140000]), identificándose en los espectros un nueva

frecuencia f ′′ = 22,2. En la figura 5.14 se representan los espectros de los mo-

dos azimutales n = 0, 4 y 21 de la temperatura para Ra = 140000. Como se

puede apreciar en los espectros de los modos n = 4, 21 se observan nuevos picos

correspondientes a las frecuencias f ′ ± f ′′ y f ± f ′′, siendo para este valor del

número de Rayleigh f = −7,7 y f ′ = −38,1.
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f−f’’f’+f’’
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Figura 5.14: Espectro del modo n = 0 y de la parte real de los modos n = 4 y 21 de la

temperatura para Ra = 140000. Debido a la pequeña amplitud del modo n = 0, en su

espectro aparecen picos debidos a posibles errores numéricos. En esta figura f = −7,7,

f ′ = −38,1 y f ′′ = 22,2. τ = 8000, η = 0,6 y σ = 0,7

5.2.3. Parámetro de Coriolis τ = 7000

Para el valor de η considerado y parámetros de Coriolis menores, pero cer-

canos, a τc las soluciones que provienen de modos normales se inestabilizan

mediante una bifurcación subarmónica. En el caso considerado, τ = 7000, la bi-

furcación se produce paraRas ≈ 88765 con un parámetro de Floquet dm = 5/25.

Como se ha comentado en el caṕıtulo anterior, el número de onda fundamental

de la solución secundaria es el m.c.d(m,n). En este caso, al ser m = 5 un divisor

del número de onda del modo normal del que proviene (n = 25), a diferencia de
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lo que ocurŕıa para τ = 8000, la solución que bifurca tiene un número de onda

fundamental igual a m y únicamente se desestabilizan los modos azimutales con

número de onda n = 5̇. Para el mayor valor del número de Rayleigh estudiado,

Ra = 96000, los únicos modos diferentes de cero continuan siendo los multiplos

de 5, es decir, no se ha producido otra bifurcación.
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Figura 5.15: Espectro azimutal de la temperatura de la solución para Ra = 90000.

τ = 7000, η = 0,6 y σ = 0,7

En la figura 5.15 se representa el espectro azimutal de la temperatura de

la solución para Ra = 90000, donde, cómo ya se ha dicho, únicamente son

diferentes de cero los modos azimutales múltiplos de 5. La evolución temporal

en un punto y el espectro del modo n = 0 y de la parte real de los modos 5

y 25 de la temperatura para Ra = 90000 se representa en la figura 5.16. Es

importante remarcar la pequeña amplitud de la oscilación del modo azimutal

n = 0, que oscila con una frecuencia f − 5f ′, donde f = −32,9 y f ′ = 3,2.

Este hecho era de esperar si se tienen en cuenta las interacciones no lineales

necesarias para producir tal oscilación.

Al igual que ocurŕıa para τ = 8000, la bifurcación respeta la estructura

de columnas que ocupan todo el espacio entre los cilindros, pero cambia la

periodicidad espacial. Para Ra = 90000, se identifica en el interior del anillo

una estructura formada por 20 parejas de vórtices convectivos, mientras que

en el exterior se observa el número de vórtices de la solución primaria. Estas

estructuras viajan a diferente velocidad. Este hecho se observa claramente en

la figura 5.17, donde se representan las isoĺıneas de la temperatura en cuatro

instantes equiespaciados de un periodo del modo azimutal n = 25. En el mapa

de grises de la temperatura en el interior del anillo (figura 5.18a) y en el exterior

(figura 5.18b) se puede apreciar la diferente estructura y como la velocidad en

el interior es ligeramente mayor que en el exterior.
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Figura 5.16: (a) Dependencia temporal en un punto del modo de Fourier n = 0 de la

temperatura y (b) su espectro. (c), (d) y (e), (f) figuras análogas a (a) y (b) para la

parte real de los modos con n = 5 y n = 25, respectivamente. f = −32,9 y f ′ = 3,2.

Ra = 90000. τ = 7000, η = 0,6 y σ = 0,7
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.17: Isoĺıneas de la perturbación de la temperatura de la solución a Ra =

90000 en cuatro instantes equiespaciados del periodo del modo azimutal n = 25. Las

dos componentes de la velocidad presentan una estructura similar. τ = 7000, η = 0,6

y σ = 0,7

La figura 5.19 muestra cómo, al igual que ocurŕıa para τ = 8000, la pendiente

del número de Nusselt en función del número de Rayleigh vaŕıa después de la

bifurcación, pero no tan acusadamente como en el caso τ = 2800, Tanto en

τ = 7000, como τ = 8000 aparece una solución similar a la denominada double

column convection en la aproximación de capa plana.
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Figura 5.18: Diagrama espacio–temporal de la temperatura (a) en el interior del anillo

y (b) en el exterior. Ra = 90000. τ = 8000, η = 0,6 y σ = 0,7
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Figura 5.19: Número de Nusselt en función del número de Rayleigh para las soluciones

primarias que bifurcan del estado conductivo y de las secundarias que aparecen después

de la bifurcación subarmónica (indicada por un flecha) con número de onda n = 25

para η = 0,6, τ = 7000 y σ = 0,7. En esta figura, cada punto de la solución secundaria

representa el valor medio del número de Nusselt en un periodo.



124 CAPÍTULO 5. SOLUCIONES SECUNDARIAS

5.3. Caso particular. σ = 0,025, η = 0,3 y τ = 2000

Para completar el trabajo, se ha analizado para los valores de los parámetros

indicados en el t́ıtulo de la sección, la dinámica de la solución al aumentar el

número de Rayleigh. Como se ha visto en el caṕıtulo 3 la estructura de los

modos dominantes cambia al considerar valores bajos del número de Prandtl.

En este caso, los modos idominantes mantienen aproximadamente la simetŕıa

de reflexión en planos verticales y la convección se desarrolla en toda la capa

independientemente del valor del resto de los parámetros. El modo dominante

para estos valores de los parámetros tiene un número de onda n = 3, siendo el

Rayleigh cŕıtico Rac = 2353.

Utilizando un método de Floquet se ha estudiado la estabilidad lineal de la

solución primaria. En la tabla 5.1 se presentan el número de Rayleigh, el número

de Nusselt y la frecuencia de la onda básica en el punto de la bifurcación que

proporciona el método de Floquet, aśı como =(λm) y el valor de dm responsable

de la bifurcación en función del número de modos radiales, J , y azimutales, N ,

considerados en el desarrollo de las funciones, ψ y T (ver la sección 4.1). Como

puede apreciarse, no hay convergencia al aumentar el número de modos, por lo

que el análisis en función de los potenciales de la velocidad no da un resultado

satisfactorio con la máxima resolución espacial permitida por la memoria de

la máquinai utilizada. Por este motivo, se ha acotado el punto de bifurcación

mediante una integración temporal de las ecuaciones.

J N Ra Nu− 1 ω =(λ) dm

24 16 16882 1.39 1.26 -69.22 1/3

24 24 19766 1.51 1.39 -67.50 1/3

32 24 20129 1.53 1.33 -72.92 1/3

38 24 19867 1.52 1.33 -72.01 1/3

Cuadro 5.1: Variación de los parámetros en el punto de la bifurcación en función del

número de modos considerados en cada coordenada. En la última fila se presentan los

resultados correspondientes al mayor número de modos permitidos por la memoria de

la máquina.
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Figura 5.20: (a) Dependencia temporal en un punto del modo de Fourier n = 0 de la

temperatura y (b) su espectro. (c) y (d) figuras análogas a (a) y (b) para la parte real

del modo n = 3. f = −0,6, f ′ = 11,4. Ra = 19000. τ = 2000, η = 0,3 y σ = 0,025

Mediante la integración temporal de las ecuaciones se ha detectado una

bifurcación superarmónica entre Ra = 18000 y Ra = 19000, no obtenida para

ningún valor de J y N mediante el método de Floquet. En la figura 5.20 se

muestra la evolución temporal en un punto y espectro del modo de Fourier n = 0

y de la parte real del modo n = 3 de la temperatura para Ra = 19000. En la

figura 5.20b se observa como, análogamente al caso τ = 2800, la nueva frecuencia

introducida por la bifurcación, f ′, aparece en el espectro del modo n = 0. En

el modo fundamental n = 3 aparecen las frecuencias f + f ′ y f − f ′, siendo

f = −0,6 y f ′ = 11,4 para Ra = 19000. Nótese que, en este caso, f ′ > |2f |.
Este hecho provoca la aparición de una oscilación prácticamente inapreciable en

la evolución temporal del modo n = 3 (ver figura 5.20c). Al ser la bifurcación

superarmónica los modos que no son múltiplos de 3 no se excitan. Este hecho

puede apreciarse en la figura 5.21, donde se representa el espectro azimutal de

la temperatura de la solución para Ra = 19000.
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Figura 5.21: Espectro azimutal de la temperatura de la solución a Ra = 19000. En

estas figuras f = −0,6, f ′ = 12 y f ′′ = 0,35. τ = 2000, η = 0,3 y σ = 0,025

Al igual que ocurŕıa en el caso σ = 0,7, τ = 2800 y η = 0,6, al aumentar el

número de Rayleigh se produce una bifurcación subarmónica que inestabiliza el

resto de los modos. Esta bifurcación ocurre para Ras2 ∈ [20000, 21000]. En la

figura 5.22 se representa la amplitud de los modos azimutales de la temperatura

para Ra = 21000. Como puede observarse, es el modo azimutal n = 2 el que

presenta mayor amplitud. Para este valor del número de Rayleigh, la frecuencia

introducida por la bifurcación se aprecia no sólo en los espectros de los nuevos

modos, sino también en los espectros de los modos preexistentes. Esto se debe a

que ahora el número de interacciones no lineales necesarias para que la frecuencia

sea detectable en el modo básico es menor que en el caso σ = 0,7, η = 0,6 y

τ = 2800. Por este motivo, puede realizarse un análisis más detallado de los

espectros y las interacciones entre los diferentes modos. En las figuras 5.23a,

5.23b, 5.23c y 5.23d se presentan los espectros de la parte real de los modos

n = 0, 3, 1 y 2 de la temperatura, respectivamente, para Ra = 21000. En estas

figuras se puede identificar cada pico espectral con una relación entre las tres

frecuencias f = −0,6, f ′ = 12 y f ′′ = 0,35. Nótese que las frecuencias que

aparecen en los espectros de los diferentes modos azimutales se corresponden

con las interacciones no lineales que relacionan unos modos con otros.

En la figura 5.24 se presenta en una escala de grises la evolución de la tem-

peratura con el tiempo para Ra = 22000 y dos valores diferentes del radio del

anillo. Como puede observarse la solución en el interior del anillo no vaŕıa su es-

tructura respecto de la solución para Ra = 19000. Por el contrario, en el exterior

del anillo (figura 5.24b) se puede observar una modulación de frecuencia eleva-
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da, relacionada con la frecuencia f ′. En este caso las estructuras en el exterior

y en el interior del anillo viajan aproximadamente a la misma velocidad.
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Figura 5.22: Espectro azimutal de la temperatura de la solución a Ra = 21000.

τ = 2000, η = 0,3 y σ = 0,025
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Figura 5.23: Espectro de los modos de Fourier (a) n = 0, (b) n = 3, (c) n = 1 y (d)

n = 2 de la temperatura para Ra = 21000. τ = 2000, η = 0,3 y σ = 0,025
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Figura 5.24: Diagrama espacio–temporal de la temperatura (a) en el interior del anillo

y (b) en el exterior. Ra = 22000, τ = 2000, η = 0,3 y σ = 0,025

5.4. Discusión

En este caṕıtulo se ha estudiado la evolución de algunas soluciones después de

la bifurcación secundaria, integrando temporalmente las ecuaciones de Navier–

Stokes mediante un código de paso fraccionario pseudoespectral.

Para σ = 0,7, η = 0,6 se han presentado las soluciones que aparecen después

de una bifurcación subarmónica de una solución normal y de una espiral. Tam-

bién se ha presentado la evolución de una solución secundaria que proviene de

la bifurcación superarmónica de una solución primaria normal. La bifurcación

superarmónica encontrada en el caso τ = 2800 produce una convección “vacila-

toria” que aumenta la eficiencia del transporte de calor respecto de la solución

primaria. Por el contrario, los dos casos presentados en los que dm 6= 0, la

convección después de la bifurcación presenta una estructura de doble columna

en la que las estructuras en el interior y en el exterior del anillo se desplazan

a diferente velocidad. Para estos dos casos, al encontrarnos cerca del valor τc
para el que se produce el cambio de tipo de familia de modos lineales, las inter-

acciones se producen entre soluciones (normales o espirales) y perturbaciones
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de tipo contrario (espirales o normales). Para τ = 8000 la perturbación es de

tipo normal con n = 25 y da lugar a una estructura formada por 25 parejas de

vórtices convectivos en el exterior del anillo, respetando la estructura básica en

el interior. Por su parte, para τ = 7000 la perturbación es espiral con n = 20 y se

forma una estructura formada por 20 parejas de columnas en el interior, que es

donde se localiza la amplitud máxima de la función propia de la perturbación,

respetándose la estructura de la onda de Rossby en el exterior. Por lo tanto,

parece que cerca de τc la forma en la que se desarrolla la convección en la solu-

ción secundaria no depende del tipo de solución primaria de la que proviene, ya

que en esta zona las interacciones siempre son entre soluciones y perturbaciones

de diferente tipo. Al igual que ocurŕıa con la solución primaria, la convección

se desarrolla en toda la capa y la bifurcación no provoca un aumento eficiencia

del transporte de calor.

La secuencia de las bifurcaciones en el caso σ = 0,025, η = 0,3 y τ = 2000 es

similar al caso σ = 0,7, η = 0,6 y τ = 2800. Si comparamos nuestros resultados

con los obtenidos en el anillo con tapas horizontales (Alonso, Sánchez & Net,

2000) se pueden observar varias diferencias. En este caso las columnas térmicas

estacionarias con número de onda fundamental n = 3 se inestabilizan para

valores del número de Rayleigh cercanos al valor cŕıtico mediante una bifurcación

de Hopf que rompe la simetŕıa de reflexión. A continuación la solución bifurcada

(pure direction reversing travelling wave) presenta una bifurcación subarmónica

estacionaria que excita modos azimutales con n 6= 3̇. Posteriormente existe una

bifurcación subcŕıtica de Neimark–Sacker. Finalmente, para valores del número

de Rayleigh no excesivamente eleavados se obtiene una solución caótica. En

nuestro caso, como las soluciones ya tienen rota la simetŕıa de reflexión, la

primera bifurcación únicamente introduce una nueva frecuencia en la solución.

Como era de esperar, esta bifurcación aparece para valores mucho mayores del

parámetro δ, definido en el caṕıtulo 4, que en el caso anterior. Ello da idea

del efecto estabilizador de la rotación en la dinámica del fluido. La segunda

bifurcación encontrada es subarmónica pero no estacionaria.



130 CAPÍTULO 5. SOLUCIONES SECUNDARIAS



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo se ha realizado, mediante simulación numérica directa

de las ecuaciones de Navier–Stokes, un estudio exhaustivo de la dinámica de un

fluido contenido en un anillo ciĺındrico con tapas ligeramente inclinadas, que gi-

ra rápidamente y sometido a una gravedad y un gradiente de temperatura en la

dirección radial. A diferencia de lo realizado por otros autores, se ha introducido

la curvatura de las paredes de forma natural mediante la resolución de las ecua-

ciones en coordenadas ciĺındricas. De esta manera, se rompe la simetŕıa Z2 y

se puede estudiar el problema para cualquier relación entre los radios del anillo

ciĺındrico. Se ha considerado el caso de condiciones de contorno de adherencia

en las paredes laterales y esfuerzos cortantes nulos en las tapas del anillo. En

este caṕıtulo se indican los resultados más relevantes y los posibles temas de

interés en futuros trabajos.

El análisis de estabilidad lineal del estado conductivo indica que el inicio de

la convección depende fuertemente del número de Prandtl. Para números

de Prandtl moderados y altos las inestabilidades térmicas son dominantes

y se han encontrado dos familias de modos columnares dominantes. Modos

en los que la convección se desarrolla principalmente cerca de la pared

interior y estan inclinados en el sentido de la rotación (espirales); y modos

prácticamente rectos, en los que la convección se desarrolla en toda la capa

(normales). Para bajos números de Prandtl todos los modos dominantes

son del segundo tipo. Comparando estos resultados con los trabajos de

Zhang (1994), Tilgner & Busse (1997), entre otros, en capas esféricas en

rotación, se concluye que el modelo del anillo ciĺındrico únicamente debe

utilizarse para modelar una esfera para números de Prandtl del orden de
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la unidad.

Mediante técnicas de continuación se han analizado las soluciones no lin-

eales relacionadas con los dos tipos de modos lineales para σ = 0,7. Las

soluciones encontradas se han comparado con las existentes para el caso

de capa plana. Se puede concluir que esta aproximación predice de man-

era adecuada la dinámica del anillo siempre que el modo dominante sea

normal y el valor de la razón de radios esté suficientemente alejado de ηc.

De todos modos, los efectos de la ruptura de simetŕıa Z2 deben tenerse

en cuenta para describir el escenario de ramas y las caracteŕısticas de las

soluciones asociadas con los modos normales. Sin embargo, si el modo es

espiral el escenario de ramas se transforma cuando se incluye la curvatura y

η disminuye desde η = 1. Análogamente a lo que ocurre en capas esféricas

para σ = 1, se ha encontrado que la rotación disminuye la eficiencia en el

transporte de calor. Se ha analizado la dependencia del número de Nusselt

con el tipo de modo del que proviene la solución no lineal, comprobándose

que, para los mismos valores de n, τ y η, las soluciones que provienen de

modos espirales son más eficientes en el transporte de calor. Esto puede

deberse a la mayor correlación entre la temperatura y la velocidad radial

que presentan los modos espirales.

También se han considerado soluciones que no bifurcan del estado conduc-

tivo, a pesar de que la mayoria de ellas son inestables. Se han encontrado

soluciones que presentan un flujo medio azimutal débil con una estructura

de simple o doble columna no distorsionada, y soluciones con un elevado

flujo medio incluso para valores moderados del parámetro δ. Sin embargo,

no existen, para valores pequeños de este parámetro, flujos azimutales tan

elevados como los encontrados por Zhang (1992) en una capa esférica en

rotación. Este hecho puede ser debido a que el autor considera condiciones

de contorno de esfuerzos cortantes nulos en la esfera.

El hecho de que las soluciones no lineales estables provengan de modos

dominantes para un valor de la razón de radios cercano o lejano a ηc
tiene gran influencia en la forma de la región de estabilidad y en el tipo

de bifurcación secundaria de las soluciones primarias. Dicha estabilidad

lineal se ha analizado mediante una técnica de Floquet. Los resultados

obtenidos indican que las soluciones primarias con una razón de radios

cercana a ηc (para τ fijo), o con parámetro de Coriolis cercano a τc (para

η fija), presentan una bifurcación subarmónica, dm 6= 0. En este caso,

las soluciones no lineales y las perturbaciones que las inestabilizan son de

diferente tipo (normal o espiral). Por el contrario, las soluciones primarias

que provienen de modos columnares normales para valores suficientemente

mayores que ηc la bifurcación secundaria es superarmónica, dm = 0 o
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subarmónica con parámetro de Floquet muy pequeño.

Finalmente, se han calculado soluciones secundarias integrando las ecua-

ciones de Navier–Stokes, de continuidad y de conservación de la enerǵıa

mediante una evolución temporal de las variables primitivas. Puesto que

un estudio en profundidad de la dinámica espacio–temporal de las solu-

ciones secundarias seŕıa muy costoso, se han fijado, para σ = 0,7, unos

valores de los parámetros que permiten analizar la influencia que tiene

la proximidad a τc = 7850 (η = 0,6) en la dinámica de estas soluciones.

En el caso τ = 2800 (lejos de τc), la solución primaria procedente de un

modo normal, se transforma al aumentar el número de Rayleigh en una

solución en la que la convección se confina en el exterior del anillo. La bi-

furcación secundaria da lugar a una nueva solución en la que la convección

se restablece en toda la capa periódicamente. Esto produce un aumento

significativo en el transporte de calor. Los otros casos estudiados τ = 7000

y τ = 8000, corresponden a soluciones secundarias que provienen, respec-

tivamente, de soluciones primarias asociadas a modos normales o espirales

que dominan para valores próximos a τc. El hecho de que la bifurcación

sea subarmónica, que el modo del que proceden las soluciones primarias y

la estructura dominante en la perturbación sean de diferente tipo, y el que

la bifurcación se produzca cerca de la criticalidad, hacen que la solución

secundaria presente una estructura en forma de doble columna; viajando

las estructuras en el interior y en el exterior del anillo en dirección azimu-

tal a diferente velocidad. Dependiendo de si la solución primaria proviene

de un modo espiral o normal, la bifurcación respeta el número de vórtices

convéctivos en el interior o en el exterior. Por lo tanto, la convección

“vacilatoria” y en forma de doble columna descritas por Busse y colab-

oradores se corresponden, respectivamente, con las dinámicas obtenidas

para valores de los parámetros muy lejanos o muy cercanos a τc. Este he-

cho sugiere que si se analizaran regiones de parámetros no tan extremos,

podŕıan aparecer dinámicas de tipo muy diferente.

En algunos casos se han analizado también las bifurcaciones terciarias que

experimenta la solución. El carácter modal de la solución facilita el análisis

de las bifurcaciones y la identificación de las nuevas frecuencias.

La continuación natural del presente trabajo consistiŕıa en analizar las solu-

ciones terciarias para σ = 0,7 y otros valores de la razón de radios y del

parámetro de Coriolis alejados de ηc o τc para, de esta manera, tener un ma-

pa más detallado de la posible influencia del tipo de modo lineal y del tipo de

bifurcación secundaria en la dinámica de la solución terciaria. El estudio de las

soluciones lejos de la criticalidad para valores elevados o bajos del número de
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Prandtl también tendŕıa interés como comparación con experimentos de labo-

ratorio, ya que, como se ha mostrado en este trabajo, la dinámica en cavidades

esféricas en rotación para estos valores de σ difiere apreciablemente de la obteni-

da en el caso anular.



Apéndice A

Condiciones de contorno en

las tapas inclinadas

Considerando que la componente de la velocidad en la dirección normal a la

superficie es nula, n̂ · u = 0, con n̂ = (sinϕ, 0,± cosϕ), donde ϕ es el ángulo

de inclinación de las tapas respecto de la horizontal, la primera condición de

contorno resulta

γu± w = 0, (A.1)

donde el signo superior corresponde a la tapa superior.

También debe cumplirse la condición de esfuerzos cortantes nulos en las

tapas. El tensor de tensiones se escribe de la forma

T =



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σ31 σ32 σ33
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 ,
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locidad de deformación en coordenadas cartesianas. En coordenadas ciĺındricas

este tensor vale

erθ = eθr =
r

2
∂r

(v
r

)
+

1

2r
∂θu,

eθz = ezθ =
1

2r
∂θw +

1

2
∂zv,

ezr = erz =
1

2
∂zu+

1

2
∂rw.
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Los esfuerzos sobre las tapas resultan por lo tanto

F = T · n̂ =




(−p+ 2µerr) sinϕ± 2µerz cosϕ

2µerθ sinϕ± 2µeθz cosϕ

2µerz sinϕ± (−p+ 2µezz) cosϕ


 .

Dos vectores unitarios sobre las tapas son n̂1 = (0, 1, 0) y n̂2 =

(∓ cosϕ, 0, sinϕ). Los esfuerzos cortantes en las direccciones de estos vectores

unitarios se obtienen proyectando n̂1 · F y n̂2 · F . Si se desarrollan estas ex-

presiones y se igualan a cero se obtiene

erθ sinϕ± eθz cosϕ = 0,

−2erz cos 2ϕ± (ezz − err) sin 2ϕ = 0.

Aplicando las definiciones de eij en coordenadas ciĺındricas (Batchelor, 1967),

las condiciones de contorno resultan

(γD− ± ∂z) v = 0, (A.2)

(−a∂z ± ∂r)w + (a∂r ± ∂z)u = 0, (A.3)

donde se ha definido

a =
2γ

1− γ2
, D− = ∂r −

1

r
.

Suponiendo que las tapas son perfectamente adiabáticas la condición de

contorno para la temperatura es ∂nT = 0. Operando del mismo modo que

se hizo con la velocidad, la condición de contorno resulta

γ∂rT ± ∂zT = 0. (A.4)



Apéndice B

Aproximación

casigeostrófica en función

de los potenciales

Si se utilizan los desarrollos de los potenciales de la velocidad

f = f0(r, t) + f ′, ψ = ψ0(r, θ, t) + ψ′, T = T0(r, θ, t) + T ′, (B.1a)

g = g′, φ = φ′, (B.1b)

donde f ′, ψ′, T ′, g′ y φ′ son de orden γ y dependen de todas las variables del

sistema, las condiciones de contorno en función de los potenciales 2.13 y 2.14a,

a orden dominante resultan, respectivamente

f = g′ = ∂rg
′ = 0, (B.2a)

ψ = ∂rψ = ∇2
hφ
′ = 0 (B.2b)

en las paredes laterales y

γ

r
∂θψ ∓∇2

hφ
′ = 0 en z = β/2,−β/2, (B.3a)

siendo el promedio azimutal de esta ecuación

−γ∂zg ±D+g = 0. (B.3b)

Por otra parte, sustituyendo B.1 en las ecuaciones 2.11 y 2.12, manteniendo el

orden dominante en cada término en el ĺımite γ � 1 y Ωγ ∼ O(1) y promediando

a lo largo de la coordenada z entre −β/2 y β/2, se obtienen las ecuaciones para

las funciones f , g, ψ, φ y para la temperatura , T .
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Ecuación para la función f

(
σ−1∂t −∇2

−
)
f0 =

2σ−1Ω

β
[g′(β/2)− g′(−β/2)] +

Pθ
σ

[
∇2
hψ0 ·

1

r
∂θψ0

]
,

siendo ∇2
− = ∇2 − 1

r2 , ∇2
h el operador laplaciano bidimensional y Pθ

el operador que proporciona el modo cero. Si se utiliza la condición de

contorno B.3b a orden γ, D+g
′ = 0, la segunda condición de B.2a y si

γ � 1, puede suponerse g(±β/2) = 0. Por lo tanto, la ecuación para la

función f resulta

(
σ−1∂t −∇2

−
)
f0 =

Pθ
σ

[
∇2
hψ0 ·

1

r
∂θψ0

]
. (B.4)

La segunda ecuación es

−2σ−1Ω∂zf
′ = 0.

Por lo tanto, a orden dominante, f ′ es independiente de z.

Ecuación para la función ψ

(
σ−1 −∇2

)
∇2
hψ0 =

Ra

r
∂θT0 +

2σ−1Ω

β

[
∇2
hφ
′ (β/2)−∇2

hφ
′ (−β/2)

]
+

+σ−1

[
(1− Pθ)J(ψ0,∇2

hψ0) + ∂rD+f0

(
1

r
∂θψ0

)
− f0

(
1

r
∂θ∇2

hψ0

)]
.

Utilizando la condición de contorno B.3a a orden γ, ±∇2
hφ
′ = γ

r ∂θψ0, la

ecuación para la función ψ resulta

(
σ−1∂t −∇2

)
∇2
hψ0 =

Ra

r
∂θT0 + τ

1

r
∂θψ0 + σ−1

[
(1− Pθ)J(ψ0,∇2

hψ0) +

+∂rD+f0

(
1

r
∂θψ0

)
− f0

(
1

r
∂θ∇2

hψ0

)]
,(B.5)

donde se ha definido el parámetro de Coriolis τ = 4Ωνγ/β.

La ecuación de la función φ a orden dominante es

−2σ−1Ω∂z∇2
hψ
′ = 0,

y ψ′ es independiente de z a orden dominante.

Por último la ecuación para la temperatura es

(
∂t −∇2

h

)
T0 = − 1

r2 ln η
∂θψ0 + J(ψ0, T0)− f0

(
1

r
∂θT0

)
(B.6)



Apéndice C

Aproximación

casigeostrófica en variables

primitivas

Si se escriben las ecuaciones 2.7 en sus distintas componentes en coordenadas

ciĺındricas y se descompone el término advectivo de la forma (u ·∇)u = ω×u+
1
2∇|u|2, incluyendo este último término en el gradiente de presión, se obtiene

∂tu = −∂rp+ σ
[
∇2u

]
r

+ σRaT + 2Ωv − (∂zu− ∂rw)w +

(
D+v −

1

r
∂θu

)
v,

∂tv = −1

r
∂θp+ σ

[
∇2u

]
θ
− 2Ωu−

(
D+v −

1

r
∂θu

)
u+

(
1

r
∂θw − ∂zv

)
w,

∂tw = −∂zp+ σ∇2w −
(

1

r
∂θw − ∂zv

)
v + (∂zu− ∂rw) u,

D+u+
1

r
∂θv + ∂zw = 0,

∂tT = ∇2T − u

r ln η
− u∂rT −

v

r
∂θT − w∂zT,

donde D+ = ∂r + 1/r.

Sustituyendo las aproximaciones para la velocidad, la presión y la temper-

atura 2.20 en las ecuaciones anteriores, manteniendo el orden dominante en cada
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término y promediando en la coordenada z entre los ĺımites −β/2 y β/2, las

ecuaciones para las tres componentes de la velocidad para la temperatura son

∂tu0 = −∂rp0 + σ [∇u0]r + σRaT0 + 2Ωv0 +
2Ω

β

∫ β/2

−β/2
v′dz +

+ (D+v0) v0 −
(

1

r
∂θu0

)
v0, (C.1)

∂tv0 = −1

r
∂θp0 + σ [∇u0]θ − 2Ωu0 −

2Ω

β

∫ β/2

−β/2
u′dz −

− (D+v0) u0 +

(
1

r
∂θu0

)
u0, (C.2)

0 = −∂zp0 + (∂zv0) v0 + (∂zu0)u0,

que se cumple idénticamente y

∂tT0 = ∇2T0 −
1

r ln η
u0 −

(
u0∂rT0 +

v0

r
∂θT0

)
. (C.3)

Utilizando la ecuación de continuidad a orden dominante

∂r(ru0) + ∂θv0 = 0, (C.4a)

y a orden γ
1

r
∂r(ru

′) +
1

r
∂θv
′ + ∂zw

′ = 0, (C.4b)

se pueden simplificar los términos que involucran la velocidad angular en las

ecuaciones C.1 y C.2.

Según C.4a, v0 = −
∫
θ ∂r(ru0)dθ+c(r) = −∂r

[∫
θ(ru0)dθ + c′(r)

]
y el térmi-

no 2Ωv0 de la ecuación C.1 se puede introducir dentro del gradiente de presión

definiendo p∗0 = p0 + 2Ω
∫
θ ru0dθ + 2Ωc′(r) siempre y cuando exista una con-

tribución equivalente en la ecuación C.2. Efectivamente, 1
r∂θp

∗
0 = 1

r∂θp0 +2Ωu0.

Análogamente, a partir de C.4b se obtiene v′ = −
∫
θ ∂r(ru

′)dθ−r
∫
θ ∂zw

′dθ+

c(r, z). Por lo tanto,

1

β

∫ β/2

−β/2
v′dz =

1

β

[
−∂r

∫

θ

∫ β/2

−β/2
ru′dθdz + c∗(r)

]
− r

β

∫

θ

w′|β/2−β/2 dθ. (C.5)

Si se define una presión

p∗∗0 = p∗0 +
2Ω

β

∫

θ

∫ β/2

−β/2
ru′dθdz +

2Ω

β
c
′∗(r),
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con c
′∗(r) = −

∫
r
c∗(r)dr, los dos primeros términos de C.5 se pueden introducir

en el gradiente de presión ya que 1
r∂θp

∗∗
0 resulta exactamente el término que

contiene u′ de la ecuación C.2.

Finalmente, si se utiliza la condición de contorno A.1 a orden γ, γu0±w′ = 0,

el término que contiene ω′ resulta

− r
β

∫

θ

w′|β/2−β/2 dθ =
2rγ

β

∫

θ

u0dθ.

Si se opera de la misma manera con la ecuación C.2, las ecuaciones de las

dos componentes de las dos componentes horizontales de la velocidad en la

aproximación casigeostrófica son

∂tu0 = −∂rp0 + σ [∇u0]r + σRaT0 + τσr

∫

θ

u0dθ + (D+v0) v0 −

−
(

1

r
∂θu0

)
v0, (C.6)

∂tv0 = −1

r
∂θp0 + σ [∇u0]θ − (D+v0)u0 +

(
1

r
∂θu0

)
u0. (C.7)
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Apéndice D

Discretización temporal de

las ecuaciones

Para resolver las ecuaciones 2.21 se ha utilizado un método semiimpĺıcito

de segundo orden, incondicionalmente estable, con un esquema de paso frac-

cionario (Karniadakis et al., 1991). Los términos no lineales se han evaluado

corrigiendo el aliasing (Canuto et al., 1988) mediante la regla del 3/2. En este

apéndice sólo se esbozarán las diferentes etapas de la integración que se explican

en profundidad en Alonso (1999).

1. Calcular la temperatura.

En este primer paso se discretiza la ecuación de la temperatura 2.21c, sin

olvidar que ninguna de las variables que aparecen depende de la coorde-

nada z, de la forma

1

∆t

(
3

2
Tn+1 − 2Tn +

1

2
Tn−1

)
= ∇2Tn+1 − 2

un

r ln η
+
un−1

r ln η
−

−
[
2 (u ·∇)T

]n
+
[

(u ·∇)T
]n−1

,

donde n indica el instante de tiempo. Esta ecuación tiene 2.8 como condi-

ción de contorno para la temperatura. Operando se obtiene la ecuación de

Hemholtz siguiente
(

3

2
−∆t∇2

)
Tn+1 = 2Tn − 1

2
Tn−1 − ∆t

r ln η

(
2un − un−1

)
−

−∆t
{

2
[

(u ·∇)T
]n −

[
(u ·∇)T

]n−1
}
, (D.1)
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donde el término de la derecha de la igualdad es conocido de instantes

anteriores. De este modo se obtiene la temperatura en el paso n+ 1, que

debe cumplir Tn+1 = 0 en el contorno lateral.

2. Avanzar la presión

En esta etapa se evalúa la temperatura como un promedio de las temper-

aturas en los pasos n+ 1 y n. Discretizando temporalmente las ecuaciones

2.21a y 2.21b se obtiene

1

∆t

(
3

2
un+1 − 2un +

1

2
un−1

)
= −∂rpn+1 + σ

[(
∇2u

)
r

]n+1
+

+
σRa

2

(
Tn+1 + Tn

)
+ τσr

∫

θ

(
2un − un−1

)
dθ −

−2
[

((u ·∇)u)r
]n

+
[

((u ·∇)u)r
]n−1

,

1

∆t

(
3

2
vn+1 − 2vn +

1

2
vn−1

)
= −1

r
∂θp

n+1 + σ
[(
∇2u

)
θ

]n+1 −

−2
[

((u ·∇)u)θ
]n

+
[

((u ·∇)u)θ
]n−1

.

La única variable conocida en el instante n + 1 es la temperatura. Para

poder evaluar la presión y avanzar la velocidad, se divide la etapa en dos

pasos:

Primero se define una velocidad intermedia û, nula en el contorno,

con divergencia no nula y cuyas componentes cumplen las ecuaciones

1

∆t

(
û− 2un +

1

2
un−1

)
=

=
σRa

2

(
Tn+1 + Tn

)
+ τσr

∫

θ

(
2un − un−1

)
dθ −

−2
[

((u ·∇)u)r
]n

+
[

((u ·∇)u)r
]n−1

, (D.2a)

1

∆t

(
v̂ − 2vn +

1

2
vn−1

)
=

= −2
[

((u ·∇)u)θ
]n

+
[

((u ·∇)u)θ
]n−1

. (D.2b)

Como esta velocidad intermedia sólo depende de la velocidad y de la

temperatura en pasos anteriores, se calcula resolviendo las ecuaciones

anteriores.
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Se evalúa la presión definiendo una nueva velocidad, ahora con di-

vergencia nula, u∗. Esta nueva velocidad satisface la ecuación

1

∆t
(u∗ − û) = −∇pn+1. (D.3)

Tomando la divergencia de esta ecuación resulta la ecuación de Pois-

son

∇2pn+1 =
1

∆t
(∇ · û) . (D.4)

Para poder resolver esta ecuación es necesaria una condición de con-

torno. Esta condición de contorno se obtiene proyectando radialmente

la ecuación de Navier–Stokes, separando ∇2u en dos términos, de la

forma ∇ (∇ · u) − ∇ × ∇ × u y tratando el primero de ellos im-

pĺıcitamente y el segundo expĺıcitamente. De esta manera, la condi-

ción contorno para la presión resulta

∂rp
n+1 = −σ

r

(
2∂2
rθv

n − ∂2
rθv

n−1
)
.

Una vez calculada la presión se puede calcular fácilmente la velocidad

u∗ sin más que operar, a partir de la ecuación D.3

u∗ = û−∆t∂rp
n+1, v∗ = v̂ − ∆t

r
∂θp

n+1. (D.5)

3. Avanzar la velocidad

Finalmente, se calcula la velocidad en el paso n + 1 a partir de las ecua-

ciones
1

∆t

(
3

2
un+1 − u∗

)
= σ

[ (
∇2u

)
r

]n+1
, (D.6a)

1

∆t

(
3

2
vn+1 − v∗

)
= σ

[ (
∇2u

)
θ

]n+1
. (D.6b)

que son las dos componentes de la ecuación de Navier–Stokes en función

de las velocidades intermedias. Mediante estas ecuaciones, que se pueden

desacoplar fácilmente mediante el cambio de variable ũ = u + iv y ṽ =

u− iv, se puede calcular la velocidad en el instante n+ 1.

Este esquema numérico, una vez discretizado espacialmente, dará la evolución

de las dos componentes de la velocidad horizontal y de la temperatura.
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thesis, ETSETB. Universitat Politècnica de Catalunya.
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150 BIBLIOGRAFÍA
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