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2. Les tecniques de calcul

Les caracteristiques de I"heli liquid fan d’ell €l prototip de sistema quantic altament
correlacionat. Com a sistema fortament correlacionat és dificil, pero la senzillesa de la seva
interaccié és un gran avantatge, i permet obtenir, amb les eines habituals en mecanica
quantica, uns resultats d’ una precisié molt més alta que els proporcionats per les mateixes
eines en altres sistemes. Es per aix0 que historicament I'heli ha servit com a banc de
proves per a aplicar i comparar diferents técniques de la mecanica quantica de molts
COSSOS.
L' aproximacié tedrica a I'heli liquid pot fer-se des d'un punt de vista
fenomenologic (teoria del funciona de la densitat). Aquesta via parteix d’ un hamiltonia
efectiu del sistema amb uns parametres escollits de manera que es reprodueixin algunes
propietats del liquid. Amb aquest funcional es poden estudiar moltes altres propietats del
sistema.
L’ atre punt de vista és el del calcul microscopic, en que I’ estudi de I’ heli liquid es
fa per la descripcio detallada de les interaccions atdomiques. Els metodes de Monte Carlo en
son un exemple.
Dins dels métodes de Monte Carlo podem agrupar |es técniques en tres grans grups.
a) € métode variaciona (VMC, Variational Monte Carlo)
b) el métode de les funcions de Green. En aguest grup s hi troba el métode difusiu
(DMC, Diffusion Monte Carlo) i el GFMC, Green Function Monte Carlo. En
sistemes de fermions ambdds metodes usen nodes fixos (FN, Fixed Nodes) o
poden ser modificats per a obtenir e metode de relaxacid dels nodes (RN,
Released Nodes)

c) e métode de lesintegrals de camins (PIMC, Path Integral Monte Carlo)

VMC, GFMC i DMC s6n métodes que treballen a temperatura zero, essent PIMC
una extensié de Monte Carlo per a calculs atemperatura finita.
En aguest treball sha fet I'estudi de I'®He tridimensiond amb e métode

variacional. En canvi per a sistema bidimensional s'ha emprat € métode de Monte Carlo
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difusiu, reservant e VMC per a I’ optimitzacio de parametres. En el sistema 2D es fa us
d una estrategia que combina FN i RN per avalidar €ls resultats obtinguts.

Unaexplicacié dels fonamentsi les diferents tecniques MC pot trobar-se al llibre de
Hammond, Chester i Reynolds Monte Carlo Methods in Ab Initio Quantum Chemistry
[HLR94] i a text de R.Guardiola[Gu97].

2.1. La simulaciéo Monte Carlo

La simulacié de sistemes en equilibri amb |a técnica de Monte Carlo consisteix en
fer evolucionar e sistema fisic considerat amb moviments generats per una sequéncia de
nombres aleatoris. Evidentment, tot i proposar aleatoriament les noves posicions, el métode
ha d’incloure algun algorisme per afavorir les configuracions més probables del sistema,
arribant aixi a oscil-lacions a voltant de I'equilibri. Un cop assolit aquest régim pot
calcular-se la magnitud en gque s estigui interessat per a cadascuna de les successives
configuracions. Amb la col -lecci6 de resultats obtinguts, el teorema central del limit permet
calcular amb seguretat € valor esperat de la quantitat desitjada.

Per a veure algunes caracteristiques importants d’ un calcul Monte Carlo s aplicara
el metode aun exemple senzill: I’avaluacio d’ unaintegral.

Considerem laintegral unidimensional:
| = [ £ (x)h(x)dx (2.2)
essent h(x) una funcié de densitat de probabilitat convenientment normalitzada La
integral s'exten a tot e domini de definici6 de la funcié h(x). Des d'un punt de vista
probabilistic | no és més que el valor esperat de lafuncié f(x) on les variables {x} son
generades d'acord amb la llei h(x). Fer la integral a la Monte Carlo consisteix en anar
generant successivament valors aeatoris {x;,X,,..., Xy} per as quals savalua la funcié

f (x). D’acord al teorema central del Iimit, laintegral s obté com:
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<f>:limiif(xi) (22)

N—= N T
La variancia del calcul es pot estimar mitjancant la variancia mostral quan €l

tamany de lamostra N és prou gran:

o Ni_l{%z f()g)z—(%; f(xi)ﬂ 2.3)

In

Amb un nombre finit N de mostres aleatories, el resultat () espot escriure:

(1), o (2.4)
Com que la variancia intrinseca esta associada a la forma de f(x),
independentment del nombre de punts empratsi del méetode de mostreig amb que han estat
triats, I’ Unica forma per a disminuir I’ error en un calcul és augmentar el nombre de punts
calculats. Reduir-lo ala meitat representa quadruplicar e nombre de punts calculats, cosa
que pot ser molt costosa en temps de calcul.
Es aquest motiu e que fa poc practic un algorisme de Monte Carlo tan senzill.
Shan ideat diverses técniques per a millorar-ne I'eficiencia [HH67], perd només
sSexplicara aqui I'importance sampling, ja que és € meétode més usat en simulacions
Monte Carlo.

2.2. L’importance sampling

La técnica de I'importance sampling és un concepte general dins dels métodes de
Monte Carlo, i S'aplica tant a métode variaciona com a difusiu. Aplicada a métode
variacional I'importance sampling modifica la funcié a mostrejar, com sexplica a
continuaci 6. Perd aplicada a métode difusiu canviatambé I’ equacié aresoldre. Tot i ser la
mateixa idea, com que hi ha diferencies fonamentals en & seu funcionament, es deixa
I’explicacio per I’ apartat 2.7, i S'explica aqui € fonament de latecnicai € que és la seva

aplicacié a métode variacional.
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Laidea d’ aguesta tecnica és ben senzilla: ja que augmentant N és dificil millorar la
precisio dels resultats, es canvia la funcié a mostrejar per una altra amb una menor
variancia intrinseca. Amb una bona tria es pot aconseguir reduir significativament la
variancia, i tot i que el nou mostreig pot allargar I’ algorisme de calcul, queda compensat de
bon tros per lamilloraen la precisio dels resultats.

Reprenent la idea de trobar €l valor esperat de la quantitat f, I"importance sampling

modifica la integral de la segiient manera (considerem per senzillesa que h(x)=1 que

correspon a unadistribuci6 uniforme):
j f(x)dx = J‘[%}g(x)dx (2.5)

Amb aquesta transformacié el calcul Monte Carlo consistira en trobar la quantitat:
1 f(x)j
fi=lim—>» | ——= (2.6)
= iz(g(&)
en que els valors aeatoris X s obtenen amb la funcié de distribucié de probabilitat g(x).

Aixi en resultaunavariancia de valor:

ool En( )] (2r ]

Amb una adequada tria per a g(x;) es pot disminuir significativament € valor de la

In

variancia, i per tant I'error estadistic, sense necessitat d'augmentar € nombre de
configuracions a calcular. Es convenient escollir g(x) propera a f(x), ja que aixi poden

compensar-se les oscil lacions de f(x) que donen lloc al’ augment de la variancia.

2.3. L’algorisme de Metropolis

L’algorisme de Metropolis és un métode per a obtenir una mostra de nombres

aleatoris {x } apartir d'una distribucié de probabilitat qualsevol coneguda (és I’anomenat
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problema invers). Es per tant una eina d' utilitat especialment en funcions de distribucio
multidimensionals. Val adir que el problema no té solucié Unica, i per tant I’ algorisme que
aqui es presenta és només una de les possibles solucions, perd que té I’ avantatge de ser de
facil aplicacio.

L’any 1953 N. Metropolis, A.W. Rosenbluth, M.N. Rosenbluth, A.H. Teller i EW.
Teller [MRRTT53] varen proposar |’algorisme, de vegades conegut amb I'acronim de
métode MR?T?. Es valid tant per a distribucions continues com discretes, perd aqui es
presentara només en la seva aplicacio a distribucions continues, que son les usades en €l

present treball.
Sigui g(R) la distribuci6 continua de probabilitat per a la variable posici6 R, que

pot representar la posicio d'una particula o d’un conjunt de N particules. I?\’O és la
configuracié de partida. L’ algorisme és com segueix:

1. es proposa un moviment aeatori I?\’O = R sota la condici6 que
(R, = R)=p(R->R,))
2. sig(R)>g(R,) lanovaposici6 ésacceptada, R, = R’ i essaltaal pas4

3. sig(R)<g(R,) escaculaun nou nombre aeatori z

> z lanovaposicié s accepta, fent R, = R’

< z lanovaposicio esrebutja

aR)

4. escontinuaamb els calculs sobre la configuracio R,

El desplacament en € pas 1 s obté normalment per una tria aleatoria plana dins
d un volum 3N-dimensional centrat en R,. La seva longitud és arbitraria, perd cal ajustar-
la per aconseguir un mecanisme eficient d’ evolucio: si és massa petit |’ acceptacié en els
passos 2 i 3 és molt alta, pero es fan necessaris molts moviments per a cobrir una zona
significativa de I’espai. L’evolucio és doncs, molt lenta. Al contrari, s D és massa gran
sovint la posicio serarebutjada, i tornaa ser necessari fer una gran quantitat de moviments.
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En termes generals s observa que amb una acceptacio d entre el 50% i €l 80% es té €
millor rendiment. En els calculs fets en aquest treball s'ha comprovat que era desitjable no

superar aquest marge, i que el valor idoni depeniadel sistemaacalcular.

2.4. El metode de Monte Carlo variacional

Aquest métode, el més senzill i també e primer historicament, ha mostrat ser una
eficag eina de cacul per as liquids quantics, aplicable tant a sistemes fermionics com a
bosonics. Es parteix d'una funcié d’ona de prova W, (trial function) adequada a les
caracteristiques fisiques del sistema a descriure. El calcul del valor esperat de I’ hamiltonia

proporciona una cota superior a I’energia de I'estat fonamental E, del sistema, el que

S anomenaenergia variacional, E,:

e, JRERHR(R) 8)
fdR¥;(R)
on H és|’hamiltoniadel sistema:
h? )
He- 2 3V 3V 29)

i<j

i R representara en endavant el conjunt de 3N coordenades de les N particules del sistema.
Amb un procés de minimitzacio de E, pot trobar-se el conjunt de valors optims

dels parametres de la funcié, proporcionant millores en la cota obtinguda. Una dificultat
inherent a metode és que no proporciona indicacio de la proximitat entre E, i E,. La
determinacié d' E, com a funcio dels parametres variacionals mitjangant un calcul MC és
el cami que s’ ha seguit en € treball, perd no és |’ tnic. Un métode alternatiu consisteix en
cacular el valor esperat de I’hamiltonia a partir d'un desenvolupament en clusters de les
funcions de distribuci6, i I'addici6 dels termes (o diagrames) resultants mitjancant

equacions integral s (formalisme HNC Hyper netted-Chain).
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Introduint |’ energialocal com:
1 _
A +(R) (210

el valor esperat de I’ hamiltonia es pot escriure com:

Jd;\f()l;) H(F?)‘Pj(ﬁ)dﬁ: J p( ﬁ)EL(ﬁ)dﬁ (2.12)

expressio en la que trobem I’ energialocal i unafuncié que és la distribucié de probabilitat,
|2
¥ (R) .

El calcul VMC consisteix doncs en determinar un conjunt de posicions R d’acord a

&=

‘2

proporciona a

lallei de probabilitat ‘I’T(Ii)r i calcular laquantitat:

E, = SE(R) (2.12

amb un error estadistic associat:

[z

N-1

o

(2.13)

L'energia local E, coincidiria amb I’energia exacta E, en e cas que la funcié

d ona ‘I’T(ﬁ) fos propia de I’hamiltonia H. En general E, prendra valors diferents en

funcio del walker concret R, i aniracanviant al llarg de lasimulacio.

De forma esqueméatical’ algorisme d’ un programade calcul VMC seria el seglent:

i) es guardala configuracié original en R, i la corresponent funcié o ona

i) es calcula els valors de les propietats d’interes, acumulant-los als calculats
préviament

i) la rutina adient proporciona un moviment aleatori per a una o un conjunt de
les particules del sistema

iv) s avalualafuncio d’ onaen la nova configuracio

V) Saplica e criteri de Metropolis per a acceptar o rebutjar la nova

configuracio
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vi)  sisacceptaesfa R, =R,is nosacceptaesfa R, =R,
vii)  reanomenem laconfiguracié R, < R, i estornaai)

Latriad un bon model per a ¥, ésimportant per a obtenir resultats satisfactoris en
el metode variacional. Les caracteristiques i termes fonamentals que ha d'incloure aquesta
funcié han quedat ben establerts com a fruit dels nombrosos treballs fets fins a moment.
En el cas de|"He s accepta que una bona descripcié variacional ha d’incloure els segiients
aspectes:

i) la funcié d’ona ha de ser antisimétrica, i es pot construir mitjancant la

factoritzacio:

¥Y(R)=F(R)®(1...,N)
essent €l primer factor una funcié de correlacié simetrica i €l segon €
determinant que descriu I’ estadistica fermionica del sistema. Aquest darrer
esta congtituit de fet, pel producte de dos determinants, corresponents a les
particules amb spin up i down. Aquesta descomposicio ve justificada pel fet
gue el potencial d'interaccié no depen del spin dels atoms

i) la funcié F(R) ha d’incloure una funcié tipus Jastrow d’interaccié a dos

C0Ss0s, i i esvol més acurada també les correlacions de triplet

11)] correlacions de backflow en la part antismétrica de ;. (que es tracten a

capitol 7)

En els capitols 5 a 9 es fa un estudi exhaustiu de I’ aplicacié d’ aguests termes a
sistematridimensional, i S obtenen resultats per a cadascun d’ ells.

Un aspecte important en e métode VMC és |’ optimitzacio dels parametres que
intervenen en ;. La cerca del conjunt optim de parametres és fonamental per a la
obtencié de bons resultats variacionals, pero sol ser un problema dificil. El conjunt
variacional optim de parametres també és aquell que minimitza la variancia de I’ energia, i
no tan sols |’energia mateixa. En el cas que ¥, =¥, (¥, vector propi corresponent a
I’ estat fonamental del sistema) lavariancia de |’ energia és estrictament zero. Aixi doncs, la

mesura de la variancia per a cada conjunt de parametres és també una mesura de la qualitat
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de la funcié proposada. Usualment en els processos d’ optimitzacié s usen aguestes dues
vies combinades. Aixi s hafet en moltes de les optimitzacions d aquest treball. Sovint s ha
preferit, per motius practics, optimitzar sobre un conjunt de walkers préviament calculats,
al que s ha aplicat metodes estdndar com I’ algorisme simplex. Aquest ha estat emprat per
exemple, en e capitol 6 en I’ optimitzacio de les constants de triplet. Especificament, sobre
I’ optimitzacié de les constants de triplet existeix I’ estudi de Moroni, Fantoni i Senatore de
I’any 1995 [MFS95]. Sobre I'optimitzacié de parametres a través de la variancia pot
consultar-se a la referencia [UWWS88]. A [CCK76] s analitza un métode d’ optimitzacio
d’ Us bastant comU anomenat reweighting configuration method.

Si bé I'estructura basica d'un programa de cacul VMC és senzilla no ho és €l
construir un codi concret que sigui eficag. Destaca en I"3He la dificultat que comporta el
cacul dels determinants. La seva avaluacio suposa una despesa important de temps de
calcul, ja que avaluar un determinat Nx N implica de I'ordre de N* operacions. Un
algorisme proposat per Ceperley, Chester i Kalos I'any 1977 [CCK77] permet reduir €l
nombre d’ operacions a N, possibilitant una més rapida avaluacié del determinant a cada
pas. Quan no s'inclou el backflow el moviment de la particulai només modifica unafilao
columna del determinant, i no es fa necessari calcular-lo sencer a cada pas. Pero la
presencia dels termes de backflow interrelaciona totes les particules, i e moviment de tan
solsunad’ elles canviatots elstermes del determinant, obligant a calcular-lo sencer després
de cada moviment.

Un aspecte que també s ha de tenir present és la manera com fer evolucionar €l
sistema: la generacio de les séries aeatories i el's moviments de les particules.

La generacio dels desplacaments aleatoris s'ha fet d’ acord amb una distribucio
gaussiana. S’ ha comprovat que no existeix cap influencia en usar rutines diferents de
generacio de nombres aleatoris. En concret en aplicar les rutines estandard ranl i ran2
descritesa[PFTV88] a programaVMC, no s haobservat cap diferéncia entre els resultats.

En moure & sistema hi ha llibertat en triar la manera com aquest S anira
actualitzant, ja que I’algorisme de Metropolis pot aplicar-se després d’ haver mogut una
sola particula, totes o bé un subconjunt d’'elles. La tria d'una o atra opci6 és fins a cert
punt arbitraria, perdo en I'estudi fet ha semblat més eficag fer moviments globals del
sistema. Aixi en els programes variacionals construits en aguest treball s'ha optat per

21



Part 1 Capitol 2. Lestéecniques de calcul

moure totes les particules a cada iteracié del programa, pero distingint entre els dos
col-lectius de spin diferent. D’aquesta manera a cada iteracié del programa es fa dues
vegades € test de Metropolis. primer es mouen totes les particules up i es decideix
I”acceptacio o rebuig del moviment, tot seguit es mouen les particules down i s aplica

novament el criteri de Metropolis.

2.5. El metode de Monte Carlo difusiu

El métode de Monte Carlo difusiu és una via diferent a la variaciona per a

descriure I'evolucié del sistema quantic, i pretén resoldre exactament |’ equacio

d' Schrodinger. SiWy(R) ésla funcié d ona exacta de I’ estat fonamental del sistema, pot

ser obtinguda com a soluci6 assimptotica Wy(R) = lim¥(R,t) de I equacio d Schrodinger,

t—oo
escrita en temps imaginari:
M¥(R1)
ot

=(H-E)¥(Rt) (2.14)

on amb la notacié R= (F,Fy,...,Ty) €s representa el conjunt de les 3N (o 2N segons la

dimensié del sistema) coordenades de les N particules del sistema, que rep e nom de
walker. En la simulaci6 DMC la funcié d’'ona ve representada per un gran nombre de

walkers {F?} Per reduir la variancia i fer e metode operatiu S introdueix la técnica ja
esmentada de I’importance sampling. A partir del coneixement de que es disposa sobre la
funcié d'ona pot construir-se una funci6 variacional auxiliar W;(R) que descrigui

raonablement bé la soluci6 estacionaria de | equacio de Schrodinger, i amb ella es defineix

el producte:
f(Rt)=¥(R¥(R) (2.15)
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¥;(R) éslafuncio d'importance sampling, i f(R,t) és el que es pren com a distribucio
de probabilitat.

Amb aquesta definici6 es pot transformar I’ equaci6 d’ Schrédinger (2.21) en una
equaci equivalent per a f(R,t). Considerant un hamiltonia de laforma:

H = _%Vg +V(R) (2.16)

i simplificant, S obté la seglient expressio:

_@: _OVET(R)+ DV (F(R)f (RO))+(E.(R-E)f (R1) (217)
. | HY,(R)
on s han definit: I'energialocal E, = — (2.18)
#r(R)
h2
laconstant D=— (2.19)
2m
i laforcade deriva F(R)= ZM (2.20)
¥:(R)
L’ expressio anterior es pot escriure en termes de tres operadors A :
of (Rt . .
- (at )E(A1+A2+A3)f(R,t)sAf(R,t) (2.21)

els quals poden ser interpretats per analogia amb les equacions diferencials classiques.

El primer d'els, A =-DVZ correspon a una difusié lliure amb coeficient D. Si
considerem només aquest primer terme estarem davant d’ una tipica equacié de difusié. La
seva solucio és una gaussiana multidimensional. L’ accié d’ aquest operador es pot simular
per un desplacament aeatori de totes les particules distribuits segons una gaussiana de
variancia 2Dt. De la connexié amb les equacions classiques de difusié neix e nom del

metode.
El segon operador A, = D(Vﬁlf(li) + If(f{)Vﬁ) conté la forca de deriva, que actua

com una forca externa que guia € procés de difusid, de la mateixa manera que,

classicament, un camp extern afectaria a moviment difusiu de les particules. Tot i e seu
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nom té dimensions de velocitat, i tendeix aalunyar els walkers de les regions on ‘PT(Ii) és

molt petita.

Finalment A, = EL(Ifz) — E espot interpretar com un terme de replicacié/mort dels

walkers. En € cas que la funcié de prova fos la funcié exacta I’ energia local coincidiria
amb I’energia exacta i aquest terme (anomenat de branching) seria constant i igual a la

unitat, mantenint una poblacié constant de walkers que seguirien la distribucio W7 = ¥Z.

La variancia en aquest cas seria nul-la. Quan la funcié de prova és només aproximada la

cancel -lacié no és completa, i els walkers es repliquen o desapareixen per a corregir les
deficiencies de ‘PT(If(). En promig els walkers tendeixen a replicar-se a les zones on la
funci d' ona exacta ha estat minusvalorada per W;(R) (W;(R)<¥,(R)), i a desaparéixer
on ha estat sobreestimada (¥ (R) >Wy(R)).
Fent Us de les funcions de Green G(R', R At), la soluci6 de I equacio de difusio
(2.25) obtinguda és.
f(R.t+at)=[G(R,RAt)f(Rt)dR= [(Rle™|R)f (Rt)JdR  (222)
El metode difusiu es basa en una aproximacié de la funcié de Green valida per a

petits valors del pas de temps, i a través de successives iteracions s obté la solucio
assimptotica f (Rt — o).

Per a resoldre-la es pot fer I'aproximacio fins a segon ordre en At, i s obté €
metode difusiu quadratic (QDMC Quadratic Diffusion Monte Carlo), que és I’ algorisme
utilitzat en aquest treball. Altres descripcions poden trobar-se a: [CK79], [SK84], [Gu88],
[CF91], [HLR94].

QDMC aproximalafuncié de Green per la seglient expressi6:

exp(—Adt) =
= exp(— A, %) exp(— A, %) exp( A At) exp(— A, %) exp(— A, %) +0(4t®) (2.23)

Aquesta aproximacio, que no és Unica, és exactaaordre (At)2 .
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Amb dlal’equaci6 (2.29) queda:

f(f{’,t+At):j[G (R’ R; Azt)Gz(Rl R, At) (R, R AL)G (Qs Ry Azt) (g %ﬂ

x f (R t)dR,dR,dR,dR,dR (2.24)
i les solucions de les tres funcions de Green, que poden obtenir-se independentment, son:
L o [ (R-R)
G,(R,R;t)=(4nDt) 2 exp i (2.25)
o o R(0)=R
G,(R,Rit)=6(R-R(t)) dR(t) oF(R() (2.26)
dt
G;(R.Rt)= exp(—(EL(ﬁ) - E)t)&( R-R) (2.27)

La primera d’'elles, Gy, correspon a terme difusiu. La segona conté la forca de
deriva, que guia els walkers cap a les zones de més alta probabilitat. Aquestes dues
funcions de Green estan normalitzades a 1, perd no aixi la tercera, G3. Aixo té com a
conseqiiéncia que a partir d’un Unic walker R pot obtenir-se un, més d'un, o cap walker,
canviant la seva poblacié després de cada iteracid. D’agui que se I’anomeni terme de
descendéncia (branching).

Al llarg de I’evolucié DMC e conjunt de walkers va canviant. Aixi com en VMC
el sistema evoluciona guiat pel quadrat de la funcié de prova, en la tecnica DMC ho fa

d acord amb € producte de la funcié d’ona de |’ estat fonamental i la funcié de prova. El

resultat de la simulacié és una col-lecci6 de walkers {ﬁ} distribuits segons la funcio

f(Rt— oo): enlatécnicaDMC lasolucié f(R,t — eo) ve representada per la col-lecci6

de walkers obtinguda en la simulacio.

En la descripci6 de I'®He un dels factors de la funcié d’ona és el determinant de

Slater, que descriu |’ estadistica fermionica del sistema. Pero un determinant no és definit

positiu, i per tant f(R,t) no és una bona densitat de probabilitat, ja que no permet
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assegurar que en tot moment: f(R,t)>0. La técnica DMC topa frontalment amb el

problema d’ emprar densitats definides positives tot conservant | antisimetria del sistema. A
I’ apartat seglient s expliquen les dues solucions que son emprades en agquest treball:
I"aproximacié dels nodes fixos (FN, Fixed Node) i la de relaxacidé dels nodes (RN,
Released Nodes).

Observi’s el fet remarcable que a partir d una funcio de prova aproximada ¥, pot
obtenir-se, amenys en principi, € vaor exacte de I'energia, ja que la smulacio

proporciona:

<\PT |EL(§)| \P0>
(E), .= A (2.28)

Si es consideral’ expressio: m , obtenim:
(r | o)

(9 [EL(R) o)

aplicant I’ operador sobre € bra: (2.29)
([ %o)
i aplicant-lo sobre €l Kket: m (2.30)
(r |¥o)
d on es dedueix:
<\PT |EL(§)| \Po>
_ - (2.31)
0 <\PT |\P0> < >MC
que no ésmés que & quocient d’integrals:
E, (R)f(Rt— )dR

j f (F?,t - oo)dﬁ
La simulacié només proporciona un nombre finit els M de walkers, pero el teorema

central del limit assegura que el valor obtingut de la simulacio:
M —
2 E.(R) (2.33)

tendeix al valor exacte E,.
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Molt breument, I’ esquema d’ un programa difusiu seria el segiient:

Es parteix del conjunt de walkers corresponentsa f (Rt =0).
1. es mouen els walkers durant un interval de temps AVZ sota I’acci6 de la forca
dederiva F(R)
2. s aplicaa cadawalker un desplacament aleatori y determinat amb la distribucio
. _ZZ
gaussiana exp( 4[) At)

3. esrepeteix € pas 1

4. esreplicaaleatoriament cadawalker n, vegades, deta formaque

<nr>:exp[_m{ﬂ<ﬁ’>;EL@_E]]

5. anar a pas 1 per a seglent walker, fins a haver repetit e procés per atots dls.

El nou conjunt de walkers obtingut correspon a f (R,t+At)

El procés es repeteix tant com sigui necessari fins a assolir € limit assimptotic

> e,

2.6.

Metode dels nodes fixos i de relaxacio dels nodes

Com ja ha estat comentat anteriorment, f(R,t) no és definida positiva, i aixd en

dificultala sevainterpretacio com una distribuci6 de probabilitat.

La manera usual de resoldre aix0 és amb el métode dels nodes fixos (FN fixed

node) [An76]. Els nodes de ‘PT(Ifz) son les superficies on aquesta funcié s anul-la, definint

la superficie nodal, que divideix |’ espai en regions de signe diferent. Per aun sistemade N
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atoms, els nodes de la funci6 de prova ocupen una superficie nodal de dimensié 3N —1. El

meétode FN consisteix en imposar a la funcio ‘P( ﬁ,t) la mateixa superficie nodal que té

Y, ( F?) , d’ aguesta manera ambdues funcions canvien simultaniament de signe, aconseguint

que el resultat sigui definit positiu atot arreu.
Dins I'aproximacio FN, els walkers no haurien de creuar els nodes, ja que prop
d ellslaforca de deriva es fainfinitament repulsiva. Tot i aixi com gue S esta usant un pas
de temps finit At ocasionalment pot passar que un walker els travessi, llavors senzillament
és eliminat per apreservar e signe positiu. D’ aquesta manerala funcio:
f(Rt)=w, (Rw(R1)
és sempre positiva. En el régim assimptotic, quan t — eo: f (Rt — o) = ¥, (R)¥;(R)

Lafuncio FN, ¥,,(R), és una aproximacio al’ estat fonamental exacte. Si els nodes

de W;(R) fossin exactes, també ho serien els de ¥,(R). En aquest cas I'estimador de

I’ energia coincidiria exactament amb |’ energia de I’ estat fonamental. En general pero, aixo
no passa, i es pot demostrar ([RCAL82], [Ce81] i [MSLK82]) que pel fet de fixar la
superficie nodal, I'estimador de I'energia és una fita superior a |'energia de I'estat
fonamental del sistema. Es € que s anomena teorema de Ceperley (pot trobar-se una

explicacié a[HLR94]). Aixi doncs €ls resultats obtinguts amb € metode FN seran tant més

bons com més propera sigui la superficie nodal de W;(R) aladelafuncio exacta Wy(R).

Per amillorar I’ aproximacio FN, Ceperley i Alder varen aplicar I’any 1980 e que
es coneix com a metode de relaxacié de nodes (RN released node) [CA80], [CA84].
Aquesta técnica consisteix en modificar la funcié de prova de manera que es permeti as
walkers que atravessar els nodesi sobreviure durant un periode maxim de temps t, .

Sassigna as walkers un signe positiu 0 negatiu segons que hagin travessat els
nodes un nombre parell o senar de vegades. Aquest signe determina si la seva contribuci6 a
I’ energia ha de ser sumada o restada. El flux desigual de walkers a través de la superficie
nodal és I’origen del petit desplacament dels nodes cap a la seva localitzacio exacta. Es

tracta doncs d’ acceptar distribucions de walkers positius i negatius, els primers distribuits

segons una densitat f+(F§) >0 i pesats amb signe positiu w, , els segons distribuits segons
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la densitat f (R)>0 i pesats amb signe negatiu w_. D’ aguesta manera pot escriure’s la
funcio f:

f(Rt)=w,f (R)+w f (R) (2.34)

L' aproximacié RN considera per separat a les funcionsf, (R) i f_(R) com les

densitats de probabilitat, i S aconsegueix aixi que f(ﬁ,t) pugui prendre valors negatius.

D’aguesta manera e métode pot explorar zones que pel seu signe eren eiminades en
I’ aproximacié FN, i aixi obtenir no ja una cota superior al’ energiasiné €l valor exacte.

La manera de permetre el pas dels walkers a través dels nodes és introduint una
funcié de guia definida positiva i que no sanul-li en els nodes. Una descripcié més
detallada d'aquesta funcié pot trobar-se a [ATB91], [BC97] i [B097]. En aguestes

simulacions s usa una funcié de guia de la forma:
~ 2, \Y2
‘Pg(R):(‘PT(R) +a ) (2.35)

Els resultats de I'aproximacié RN son independents de la forma analitica de la
funci6 de guia, que només influeix en la variancia de I’ estimacio Monte Carlo, i tendeixen

a valor exacte per at, — «, Larao per laque als walkers només se'ls permet sobreviure

durant un cert periode de temps un cop han creuat un node és que la variancia de |’ energia

creix exponencialment amb t, . El creixement exponencial de lavarianciaamb t, proveé del

fet que la seva expressio conté (H‘I’g) , en gque el terme bosonic no es cancel-la. En créixer

t. creix també la component bosonica introduida per la funcié de guia, i només si es té una
rapida convergencia de I’energia cap a |’estat fonamental fermionic, abans que creixi

massa la component bosonica, el metode porta a resultat desitjat.
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2.7. Estratégia combinada FN-RN

Contrariament a que passaamb €l valor assmptotic si que es pot obtenir el pendent
de la corba per a valors petits de t, dins el métode RN. Aquest pendent proporciona

informacio de la qualitat de la superficie nodal, ja que la funcié d’ ona exacta donaria un
pendent nul. D’aquesta manera poden comparar-se diferents funcions de prova, fins a
obtenir-ne una de pendent prou petit. Un cop obtinguda la funcié desitjada, un calcul FN
proporciona un vaor de |’ energia molt proper al’ exacte.

A lafigura 2.2 es presenta un esquema del métode que s ha seguit en aguest treball.
Si latriainicia per alafuncié d’ ona mostra un pendent no nul hi caben dues possibilitats.
Laprimera és millorar I’ optimitzacié dels parametres. Si aguesta via no porta a millores en
els resultats pot ser convenient millorar e model per ala superficie nodal passant a assajar
una novafuncié de prova.

Aquesta estratégia de calcul és |I’emprada en els calculs bidimensionals del present
estudi. Tant en I’heli normal com en e polaritzat es presenten els grafics RN, que
comparen els resultats amb diferents correlacions, i mostren que la descripcié completa
(amb tots els mecanismes de correlacid) i amb els parametres Optims proporciona rectes de
pendent practicament nul.

Lamanerad aplicar lametodologia al’ optimitzaci6 de parametres quedail -lustrada
en € treball publicat per Casulleras i Boronat [CBOO]. En el es comprova com la
introduccio de les correlacions de backflow amb la constant que agqui ha estat obtinguda
variacionalment per a sistema tridimensional, millora notablement € resultat difusiu per a

I’ energia, obtenint un valor practicament igual al’ experimental.
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> FN-DMC ——
(Y1)
\ 4
Optimitzacio C
variacional dels Rl\\I'DM
parametres Calcul dd
~ pendent inicial

Pendent # 0 Pendent=0
Assgar una fi
novafuncio
(‘F1)2
Figura2.2
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2.8. Estimadors

Amb aquest nom es fa referéncia a la definicié usada per a calcular € valor esperat
d'una quantitat. Basicament es troben tres tipus d’ estimadors:
a) els estimadors variacionals, que sorgeixen naturament del VMC, i es

determinen amb lafuncié d’ onavariacional :

o (HRARR)
L A T

b) es estimadors purs, que sobtenen amb la funcié6 dona exacta de |’ estat

(2.36)

fonamentadl:

(2.37)

L (n(R] AR ()
A= )
c) i elsestimadors anomenats mixed, que son la sortida natural en el métode DMC:
L (H(R|AR) ()
A R )

Quan I'operador és |'hamiltonia o bé commuta amb ell I'estimador mixed

(2.38)

coincideix amb el pur. Si no és aixi e resultat mixed presenta un biaix respecte al valor
exacte (pur).

En aquests casos hi ha diferents métodes per atrobar aproximacions al valor pur. El
més usat en calculs de Monte Carlo quantics és e d' extrapolacio [CK79], [WCCK79].
Consisteix en aproximar-se a valor pur per mitjade |’ extrapolacio lineal :

<A( f{)>e - 2<A( ﬁe)>m - <A( ﬁe)>v (2.39)
La proximitat d' aquest resultat a pur esta molt lligada a la funcié usada en
I"importance sampling, i la diferéncia entre ells és dificil d’avaluar. Aquestes dificultats

han fet apareixer diversos algoritmes per a superar-les. Citem per exemple I’ aproximacio
de Zhang i Kalos [ZK93], la de Barnett et al. [BRL91],[RBHL86] o la de Runge i Runge
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[RR9OQ]. Liu et a. [LKC74] van provar que |’ estimador pur pot ser avaluat de la seguient

manera

<A(fe)>p S SWR) (2.40)

on €l factor W(F?) assigna a cada walker un pes proporciona a nombre dels seus futurs
descendents W(R) = n(R,t — =) , i lasuma ho és sobre tots el walkersi tots elstemps en
régim assimptotic. La dificultat del métode és justament I’ avaluacio del pes W(R ), jaque
el pes de cada walker existent en un tempst no és conegut fins a cap d'un cert temps T .
L’implementaci6 d' un algorisme que tingui present agquest fet és complicada.

En aquest treball s'ha usat un métode relacionat amb el de [BRL91] desenvolupat
per Casulleras i Boronat [CB95] en que només es tenen en compte els valors presents. El

metode és de més facil implementacié en els programes DMC gue no pas €els anteriors

algorismes. Breument és com segueix:

Sigui {R} el conjunt de walkers en un instant donat, i sigui {A} e conjunt de

valors de |’ observable A que proporcionen. En transcorrer un pas de temps els seus canvis
son:

R} - {R} [A} - {A]} (2.41)

| en € mateix interval de temps e nombre de walkers canvia de N a N'.

S'introdueix una nova variable {P} associada a cada walker, i que evoluciona en la

forma:

[RI={P}={R}+{A} (2.42)
on {P'} ésel conjunt {R} transportat al’actual, en e sentit que cada element P; ha estat
replicat tantes vegades com el walker R, pero sense altres canvis. Iniciament e valor de
{R} észero.

D’ aquesta manera després de M passos de temps s arriba a tenir N; valors {P}.

L’ estimador pur d’ A ve donat per I’ expressio:
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<A(ﬁe)>p =iN;fl{e}/(|v|-Nf) (2.43)

Les contribucions de {P} poden ser determinades seguint I’ evoluci¢ de les séries.

Els valors A(FT:) tenen en cada instant un pes unitari. Aixi si algun dels descendents de

R(t) desapareix o es replica, aguella contribucio també ho fa. Conseqiientment A(R(t))

apareix en tantes files de {P} com descendents de R(t) existeixin, i llavors la seva
contribucid a ( A(R)) és proporcional a pes W(R(t)).
iouci6 a {A(R) | &s proporciona o pes W(R(1)

Per assegurar que €l pes de cada walker sigui proporcional a nombre dels seus

futurs descendents, es continua la série inicament amb lallei de variacié per a {P}:

{r} - {Pi}={R} (2.44)

Com que els calculs estan dividits en blocs, durant un primer bloc de calcul poden
acumular-se dades, que després en el segiient bloc es poden fer servir per atrobar els pesos
de cada contribuci6. Aixi després d’un primer bloc d'iniciaitzacio, cada nou bloc déna un

valor per al’ estimador pur.

2.9. Simulacio de sistemes d’infinites particules

Els sistemes amb un nombre infinit de particules no poden ser descrits directament,
i cal trobar una forma de simular-los usant un nombre finit de particules. Els sistemes
d heli estudiats en son un exemple. El metode aplicat prové de la mecanica estadistica.
Consisteix en definir una cel -la de simulaci6 de costat L on es situen N particulesi ala que
se li apliquen condicions de contorn periodiques. EI nombre de particulesi el tamany de la
caixacal triar-los per aconseguir la densitat desitjada:

N

v essent d ladimensionalitat del sistema (2.45)

p:
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Les particules es mouen dins d' una cel la fonamental, pero els calculs fan intervenir
les imatges de particules situades en cel-les veines (figura 2.1). En cada configuracié

s avalualafunci6 d ona considerant per a cadascuna de les particulesi les contribucions de
les particules situades a una distancia menor o igual a |/2 . En I’exemple representat a la
figura 2.1, per a determinar el moviment de la particula i no es tindria en compte la
particula j, perd si en canvi unade les seves imatges, |’, ja que esta situada dins del cercle
de radi '/2 Un cop redlitzat un moviment, se |’aplica també a totes les imatges de la

particula. Aixi, cada vegada que un moviment porta una particula fora de la cel-la de

simulacid, unaimatge d ella entra pel costat oposat, mantenint la densitat constant.

o
o
o o o
o °lo °lo ©
Figura2.1

Cel-la de ssimulaci6. Amb linies discontinues

s uneix la particulai amb totes lesimatges de |

En els sistemes fermionics, e nombre total N de particules ve determinat per la
quantitzacio del vector moment de les particules i I’ ocupacié permesa per cada estat. En €l
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cas d'un sistema tridimensional homogeni els valors propis per als estats de particula lliure

de moment k en una estructura de periode L son:

R:Z—”(n n,.n,) (2.46)

L X1y iz

on la terna (n n,n ) sOn nombres enters. L’ocupacié de cada estat ve limitada pel

X1y 'z
principi d' exclusio de Pauli. Amb aquests elements es pot construir la seglient taula, on per
a cada moment s escriuen tots el's possibles vectors k , calculant en la segiient columna el
nombre d estats possibles (i per tant de particules) per a cadascun d’ells i a la darrera

columna el nombre acumulat de particules:

K (n.n,n,) Estatspossibles Particules

LI

0 (000) 1 1

1 (£100) 2-3=6 7

2 (¥1%10) 4.3=12 19

3 (¥1L+1+1) 2.2.2=8 27

4  (£2,0,0) 2.3=6 33
Taula2.1

Ocupacio dels estats de més baix moment en el sistema 3D

A lataula 2.2 es proporciona la taula equivalent que es pot construir per al sistema
bidimensional.

En aguest treball tots els sistemes estudiats tenen capes plenes. Aix0 te
I"inconvenient que limita el nombre de sistemes parciadment polaritzats que és possible
estudiar, perd assegura que €els resultats no es veuen aterats per possibles efectes espuris

deguts ales condicions periodiques de contorn.
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kK* (kiko) Estatspossibles  Particules
0 (00 1 1
1 (#10) 4 5
2 (#1+1) 4 9
4 (+20) 4 13
5 (421 8 21
8 (4242 4 o5
9 (£30) 4 29
10 (+321) 8 37
13 (4312 8 45
16 (+4,0) 4 49
17 (+441) 8 57
Taula2.2

Ocupaci6 dels estats de més baix moment en el sistema 2D

2.10. Estimacio de I’energia per a sistemes infinits

L’ s d'un nombre finit de particules en les smulacions influeix en els resultats que
s obtenen per a I’energia. A més els calculs sobre I"*He son prou llargs com per haver
d emprar un nombre no massa gran de particules. En aguest treball se n” han emprat des de
42 en el calcul del sistema bidimensional polaritzat en un 76%, finsa 114 en alguns calculs
del sistema tridimensional no polaritzat. En general amb el's mitjans actuals de cacul no
son viables nombres de particules gaire superiors al centenar. L’ objectiu és pero, reduir a
minim aquesta dependeéncia, trobant uns valors fiables i representatius del sistema infinit.

Amb aguesta finalitat considerarem el calcul reaitzat en un sistemade N particules
{S\} com una representacié aproximada del sistema vertaderament infinit {S}. En aguest
sistema{S} ens és permes d observar |’ entorn proper i mitja d’ una particula qualsevol, fins
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a una distancia L/2, mitjangant la mostra proporcionada per { Sy}, mentre que I’entorn
llunya d > L/2 es descriu aproximadament per un medi homogeni.

En e cas d'un sistema fermionic lafuncié donaés ¥ =Y¥,-%¥,, on ¥ i ¥, son
respectivament les funcions simetrica i antisimétrica sota intercanvi de dues particules

qualsevol. En I’energia cinética s hi poden distingir tres termes diferents: el que prové de

o VA VA,
la part ssimétrica de lafuncié d’ ona ¥ , € corresponent a la part antisimetrica ¥ i
S A

un tercer terme que prové del terme creuat, contenint tant la part simétrica com

e ., V¥, V¥
I'antisimétrica de la funcié d’ ona Vs V¥,

S A

. Vegem com es pot corregir € cacul de

cadascun d’ aquests termes pel fet d’ usar un nombre finit de particules.

Considerem primer el terme d energia cinética corresponent Unicament a la part
simétrica. Aquest seria € cas dels sistemes bosonics infinits, que son descrits per una
funcié d’onasimetrica ‘. En ells el terme d energia cinetica té la forma:

R Al
Z[Z—S( )‘)] (2.47)

i\ j=i ‘PS(I‘

i
perd lasumainternade I’ anterior expressio pot descomposar-se en

3 VZ‘I’S(r”)Jr 3 S A

j# \Ps(rij) j#i \Ps(rij)

r<L/2 ri>L/2

(2.48)

Una manera d' avaluar-lo per a sistema {S} és suposar que la particula i veu €

conjunt de particules distants (situades a distancies r > L/2) com un medi continu. Sota
aquesta aproximacié € primer sumant és el que s obté directament de la simulacié Monte
Carloi e segon es calculaintegrant I’ energia des de '/2 finsaco.

L’energia potencia pot descomposar-se de la mateixa manera, separant la
contribuci6 de les particul es situades a distancies superiors a |/2 i calculant-la com a medi
continu.

D’ aquesta forma s obté el que s'anomenen les cues d energia cinética i potencial, i

son les tniques correccions que cal introduir quan es tracta d’ un sistema bosonic. El calcul
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especific d’aguestes integrals per as sistemes d' heli tri i bidimensiona ve detalat a
I’ apendix A.

Passem ara a considerar la situacio equivalent quan es tracti d’ un sistema fermionic.
L’ energia cinética es pot escriure:

VY, VY, o Vs VY, _
v, ¥, Y, ¥,

_p Vs VI, (2.49)
v, W,

Veiem que el primer dels tres termes és identic a la contribucié que ja es tenia per
al sistema bosonic, i € tractament que es seguira amb el és e mateix. El segon terme
prové exclusivament de W, i ésinsensible ala presencia del potencial interatomic; aquest
segon terme és formalment identic a I’energia de Fermi d’un gas lliure. En un sistema
constituit per N particules (amb N gran) la obtindriem omplint I’ esfera de Fermi amb un
conjunt de moments k quasi continu. La contribucié del segon terme en un calcul MC amb
N particules interaccionants és doncs, senzillament, calculable a priori. No hi ha cap
dificultat, per tant, en fer el calcul d’ aguest segon terme sobre el sistema{S} veritablement

infinit. Es adir, en el codi MC avaluem I’ expressié

W _ D K2 (2.50)

sense cap aproximaci6 sobre un sistema infinit.

Podria pensar-se que augmentant el nombre de particules, la diferencia entre aquest
terme calculat per N particules i e que correspon al sistema estrictament infinit, el que
S 'anomenara correccié de I'energia de Fermi, es va reduint. Si bé aixo és e que
efectivament s espera que passi quan el nombre de particules es fa molt gran, no és el que
s observa amb els nombres de particules que a la practica poden usar-se (de |’ ordre de poc
més del centenar). | € que es troba és que la diferéncia entre els dos valors presenta un
comportament oscil latori amb el nhombre de particules de la simulacio. Per exemple en €l

sistema tridimensiona amb 66 atoms la diferéncia entre aguestes energies és de

—15-102%K , i en canvi usant-ne 114 ladiferéncia és de 5-10 %K
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S han calculat aquests valors per a's primers nombres d’ ocupacié amb capes plenes,
que sén amb els que esfaels calculs. Tant en & sistema tridimensional com bidimensional
pot veure' s en ells clarament lesfortesi irregulars oscil -lacions (figura 2.2).

A I’apendix B estabula €l valor d’ aquesta correccié per as sistemes bidimensionals
parcialment polaritzats que s han estudiat.

0.08 —

0.04 —

0.00

-0.04 —

Correccio al'energiade Fermi (K)
>
>

-0.08 —

-0.12 A

0 100 200 300 400 500
Nombre de particules

Figura2.2a
Correccions a I’energia de Fermi per a sistema
tridimensional
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Correccions a I’energia de Fermi per a sistema
bidimensional
. . V¥, V¥,
Finament examinem € tercer terme: ——=—=, Com en els altres dos es busca la
S A

forma de calcular-lo, fins adla on és possible, per a sistema {S}. Tenint en compte

I’equacio (1.2), lapart amb ¥ conté un factor de laforma:

Su (qj)w (2.51)

j# r‘ij

gque apareix en desenvolupar € quocient V\;PS. Per a avaluar aguesta quantitat és
S

interessant repetir la descomposicié feta al sistema bosonic entre particules situades a

distancia menor o major que L/2 delaparticulai. La contribuci6 de les particules situades

més enlla de L/2, en I'aproximacié de medi homogeni, és nul-la, consequéncia de la
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presencia del factor (2.14) dins la integral. Aixo ens diu que per aquest tercer terme de

I’energia cinética, |’ efecte de tamany finit del sistema és negligible.

Com a comprovacio de la validesa d’ aguestes correccions en els sistemes estudiats
en aguest treball, es presenten els seglients calculs, que inclouen els resultats de la
simulacié afegint només les cues i amb les cues i la correccié a I’energia de Fermi
conjuntament.

A la taula 2.3 es presenten €els resultats de fer les correccions en e sistema
tridimensional a la densitat de treball p=02770"°. La comprovacié s ha fet amb un

programa VMC que conté només la descripcio Jastrow-Slater amb el potencial d'Aziz
HFDHE2. La primera columna déna € nombre de particules de la simulacio, N. A la
segona columna hi a |’ energia obtinguda directament de la simulaci, E;, que inclou ja €
cacul de les cues d' energia. A la tercera es tabula I’energia de Fermi calculada pel
programa amb cada nombre de particules. La quarta columna dona correccio al’ energia de
Fermi, AE.. A la darrera columna, E,, hi ha €l resultat d afegir a E; la correccio a
I’ energiade Fermi.

Aixi com E; presenta encara unes evidents oscil lacions, E, es mostra practicament

constant, i considerant els errors estadistics, plenament coincidents entre ells.

N E, (K) E- (K) AE; (K) E,=E +AE; (K)

54  -1.045+0.019 290479  0.0989 -0.946+0.019

66 -0.956+0.015 3.00307  0.0006 -0.955+0.015

114 -0.878+0.014 3.06574 -0.0620 -0.940+0.014
Taula2.3

Correcci6 de I’energia per particula del sistema tridimensional
normal a la densitat p=0.2770"°. N: nombre de particules;

E;: energia obtinguda en & programa VMC incloent les cues;
Er: energia de Fermi que calcula el programa; E, : energia

totalment corregida
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Lagran coincidéncia entre els dos valors per a N = 66 ha estat un dels motius per a
triar aguest nombre de particules en les simulacions. No s ha estés la taula a nombres més
grans de particules, per gue les simulacions amb més de 114 particules son ara per ara molt
dificils degut a I’excessiu cost en temps de calcul. En qualsevol cas € que s es pot
assegurar és que en el rang en que €els calculs son factibles, la correccié proporciona un
nombre practicament independent de la mida del sistema. Es per aixo que els resultats

proposats en aguest estudi es consideren representatius del sistemainfinit.

La comprovacio s ha fet també per a sistema bidimensional normal a la densitat
p=01000"%. A lataula 2.4 es pot veure que €ls resultats E; oscil-len bastant, perd en

afegir la correccié s obtenen els vaors E, que tornen a ser plenament coincidents entre
ells. En aguest cas I'efecte és menor ja que les correccions d’ energia de Fermi son

comparables ales fluctuacions estadistiques.

N E, (K) = (K) AE, (K) E,=E +AE, (K)

26  0.143+0.003 0.40251 -0.01585 0.127+0.003
90 0.128+0.004 0.38391 0.00275 0.130+0.004
114  0.131+£0.009 0.38883 -0.00217 0.129+0.009

Taula2.4

Correcci6 de I'energia per particula del sistema bidimensional
normal a la densitat p =0.1000". N: nombre de particules;

E;: energia obtinguda en & programa VMC incloent les cues,
Er: energia de Fermi que calcula el programa; E, : energia
totalment corregida
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