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SEGONA PART

OPERADORS D’INDISTINGIBILITAT
- I RAONAMENT APROXIMAT



Capl'tol 4,
Inferencia com a Raonament
Aproximat en Logica Difusa.

Sumari:

S’introdueix el coneixement basat en regles en Logica Difusa, i la Regla Com-
posicional d’Inferéncia (CRI) com a mecanisme d’inferéncia. A continuacio,
es quantifica la semblanca entre fets vagues mitjancant la T-indistingibilitat
" natural avaluada sobre les seves funcions caracteristiques, i es mostra aixi que
totes les formes de CRI satisfan el principi general de deduir tesis semblants
d’hipotesis semblants. A partir d’aqui s’inverteix el proces, i es busca quins
son els mecanismes de deduccié Optims respecte a aquest principi, obtenint
com a resultat I’Operador Natural d’Inferéncia. Problemes del mateix estil
tenen com a solucié altres operadors (I’Operador Natural Simetritzat, i al-
tres). Finalment, el capitol s’acaba amb la revisié de dos models de deduccié
en Logica Difusa que condueixen de forma independent a I’Operador Natural
d’Inferéncia. .

Aportacions d’aquesta memoria:

- CRI és operador extensional per qualsevol relacié emprada
(Teoremes 4.2.7 i 4.2.8).

- L’extensié de funcions és operador extensional (Teorema 4.2.10).

95



96 Capitol 4

- Definicié de I’'Operador Natural d’Inferéncia (Definicié 4.3.1).

- Caracteritzacié de ’Operador Natural d’Inferéncia com a Optim res-
pecte ’extensionalitat i I’ordre puntual (Teorema 4.3.2).

- Definici6 d’altres operadors (Operador Natural Simetritzat,...) ila seva

caracteritzacié com a solucié de problemes d’optimalitat respecte a
Pextensionalitat (Teoremes 4.3.11, 4.3.15 i 4.3.186).
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4.1 Coneixement basat en regles i CRI

Llegim en [Dubois & Prade, 97] que “les regles si/llavors (if/then rules)
ofereixen un format adequat per expressar fragments de coneixement”. De
fet, quan un home parla d’un sistema exterior amb 1’anim de descriure’l, ho
fa a través de tres estadis:

1) Selecciona un conjunt de variables que apareixen ben diferenciades a
I’enteniment. Moltes vegades, es tracta de variables assequibles als sen-
tits d'una forma immediata (sensacions), o bé de determinacions més
precises d’aquestes variables a través de sistemes de mesura. D’altres
vegades son entitats abstractes creades pel propi enteniment huma, de
les quals es té la certesa que apareixen sota la mateixa forma i estruc-
tura en cada home (entitats a priori en el llenguatge kantia {Kant, 89]).
Tant per les unes com per les altres, perqué hi pugui haver coneixement
o descripcid efectiva del sistema, s’ha de disposar, a més, d’un sistema
de contrastar-les en forma de fets. Aixi, una sensacié pot aparéixer
o no fer-ho, una mesura pot prendre un cert valor o rang de valors,
o una successié d’experiéncies en la vida d’una persona satisfa alguna
ordenacié cronoldgica determinada.

2) Estableix relacions entre els fets en forma de regles sifllavors. Una
regla lliga dos fets A i B establint que “si (Fet A) llavors (Fet B)”, o
simplement, “si A llavors B”.

3) Finalment, prova d’organitzar les regles en forma de teoria. L’objectiu
final és obtenir un conjunt reduit de regles a partir de les quals es puguin
deduir, per raonament, totes les altres regles, i es pugui respondre a
qualsevol pregunta formulada sobre el sistema descrit.

Pero si algunes —potser totes— de les variables seleccionades sén de naturalesa
gradual (per exemple, escalfor, altura, quantitat,...), a falta de determina-
cions més precises, I’enteniment huma les contrasta en forma de fets també
graduals 1 implicitament vagues. Aixi, si la variable és la temperatura, po-
dem contrastar-la a través d’una sensacié térmica per contacte, i els fets que
'se’n deriven sén del tipus “ser calent”, “ser fred”, “ser molt calent”,... En el
context de la Logica Difusa, aquestes reben el nom de variables lingiiistiques,
els fets associats es refereixen per expressions del tipus “X és A”, on A és
un possible estat de la variable X, que es representa per un subconjunt difis
4 de Punivers de discurs on X pren valors {Zadeh, 77].
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Si aquests fets vagues es relacionen mitjancant regles, s’obtenen les regles
si/llavors difuses, que s’escriuen “si (X és A) llavors (Y és B)”. Per simpli-
citat, ens referirem també a aquestes regles com “si A llavors B” en la resta
d’aquesta memoria. Les regles difuses, encara que ampliament utilitzades
en el llenguatge huma, no tenen un significat clar univocament determi-
nat, i des que L.A. Zadeh va posar de manifest la seva importancia en el
camp de I’Automatica i el Control, s’ha publicat gran quantitat de treballs
d’investigacié que en donen interpretacions molt diverses. (Veure [Godo, et
al., 97], [Dubois & Prade, 97|, per un recull d’aquestes interpretacions). Un

tret comu a totes elles és que atribueixen a aquest tipus de regles propietats

d’interpolacié del coneixement. Pel fet de ser vaga, una regla pot ser aplicada

amb més o menys propietat a situacions diverses i, per tant, ha de permetre
la interpolaci6 projectant la informacié a situacions per a les quals, en sentit
estricte, la regla no ha estat inicialment formulada.

La formalitzacié més acceptada de com efectuar aquesta interpolacié i, en
general, de com actuen aquestes regles la proporciona la Regla Composicional
d’Inferéncia {CRI).

La Regla Composicional d’'Inferéncia estén una regla difusa “si A llavors B”
{on A i B sén subconjunts difusos definits sobre dos universos de discurs

diferents, U i V respectivament), a hipotesis A’ (“X és A') diferents de A,
i ho fa segons el segiient esquema:

si A llavors B A A el0,1)Y
Si A’ B’ B’ € [Oa 1]V

llavors B’

on B'(v) =CRI(A")(v) = SUPyer T(A'(w), Rap(u,v)), per tot v € V.

On T és una t-norma, i R4 : U x V — {0,1] una relacié difusa, que han
anat variant depenent de I’¢poca i I’autor [Dubois & Prade, 91 des que L.A.
Zadeh va introduir CRI per primera vegada [Zadeh, 73]. En totes les versions,
pero, T fa el paper de conjuncid, mentre que R p representa la relacié de
. dependéncia entre els universos U i V que indueix la regla “si A llavors B”.

Encara que CRI ha estat ampliament utilitzada, no existeix una base teorica
que inclogui, d’una manera clara, totes les possibles relacions R4p que ac-
tualment es fan servir en diferents contextos d’aplicacié. Els intents de fona-
mentar CRI es poden agrupar segons dues linies d’explicacié:
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1)

2)

Interpretacié de CRI com a Modus Ponens Generalitzat. Podem veure
reflectit en ’esquema de CRI el Modus Ponens classic (i.e. de A,i A =
B, es dedueix B), si 'interpretem semanticament per A A (A = B), i
considerem connectives multivaluades en [0,1]: una t-norma T per la
conjuncié A i una funcié d’implicacié R per la implicacié =.

Aquesta interpretaci6 porta [Trillas & Valverde, 85b)] a definir R(u,v) =
T (A(u)|B(v)), (la implicacié residuada associada a la t-norma T),
resultant-ne algunes millores sobre altres tipus de relacions. Una vari-
ant d’aquest punt de vista, que consisteix en incorporar valors de veritat
difusos, es troba en [Baldwin, 79] i {Godo et al., 91).

A aquesta linia es poden interposar, almenys, dues objeccions. Des del
punt de vista tedric, interpreta a “i” del Modus Ponens com a element
del llenguatge a l'introduir la connectiva A (T') per modelitzar a ni-
vell semaritic “de A1 A = B es dedueix B”, quan clarament aquesta
conjuncié (i tota la regla del Modus Ponens) forma part del Metallen-
guatge. [ des del punt de vista de les aplicacions, deixa fora moltes rela-
cions que, havent estat ampliament utilitzades amb exit, sén dificilment
interpretables com a relacions d’implicacié (el cas paradigmatic és,
sense cap dubte, la de Mamdani Rp(u,v) = MIN{A(u), B(v)}).

Interpretacié de CRI com a raonament basat en proximitat (Raona-
ment Aproximat) en context difiis. Es basen en el fet que les tesis
B’ obtingudes per CRI (i.e. B’ =CRI(A’)) no canvien cadticament
depenent de les hipotesis A’ siné que, a hipotesis “semblants” corres-
ponen tesis “semblants”. El problema principal esta en formalitzar el
significat del terme semblants.

A la literatura hi ha moltes aproximacions diferents al tema. Per exem-
ple, les “Resemblance Relations” en [Bouchon, Meunier & Valverde, 93],
la interpretacié d’algunes técniques de Fuzzy Control en termes de
similituds en [Klawoon & Kruse, 93], generalitzacions de CRI al camp
dels intervals [Turksen & Zhang, 90] i, fins i tot, la proposta de nous for-
malismes for¢a diferents de CRI, que es basen en la idea d’interpolacié
difusa [Kéczy & Hirota, 93].

Els treballs exposats en aquesta memoria s’inclouen en aquesta se-
gona linia d’explicacions, prenent com a mesura de la semblanga en-
tre dos'subconjunts difusos la T-indistingibilitat natural, introduida al
Capitol 3 (Definicié 3.2.7).
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4.2 Operadors d’inferéencia extensionals

En la seccié anterior s’ha vist que la Regla Composicional d’Inferéncia es pot
interpretar com a Modus Ponens (generalitzat) en el marc de la Logica Difusa.

Aquest punt de vista es basa en la consideraci6 dels valors de veritat que p4

(la funcié caracteristica del difiis A), pren sobre els elements de 'univers de

discurs, i en el seu tractament funcional a través de les connectives conjuncié
i implicacié material de la logica multivaluada.

Com seria, perd, el Modus Ponens generalitzat en el marc d’un Raonament

Aproximat basat exclusivament en la nocié de proximitat? Una possible
resposta la proporciona el segiient esquema:

“si (Fet A) llavors (Fet B)”
“(Fet A’) aproximadament igual a (Fet A)”

,, (4.2.1.)
“(Fet B') aproximadament igual a (Fet B)”.

Aquest esquema presenta dos trets remarcables. En primer lloc ’expressio
“aproximadament igual” és intencionadament equivoca, i, a aquest nivell,

només té un sentit intuitiu. Caldra especificar, en cada domini d’aplicacid,
que s’entén per “aproximadament igual”.

En segon lloc, aquest esquema només estableix una condicié sobre les possi-
bles tesis B’, {aix0 és: que siguin aproximadament iguals a B, la tesi de la

regla), en comptes de seleccionar una B’ en particular tal i com ho fa CRI o
el Modus Ponens classic.

Aixi doncs, aquest Modus Ponens que es proposa pel Raonament Aproximat

no és en si mateix un mecanisme d’inferéncia, siné una condicié que han de
satisfer els mecanismes d’inferéncia.

En general, com a mecanismes d’inferéncia considerarem aplicacions amb
domini en I’espai de les possibles hipotesis, i imatge en ’espai de les possibles
tesis a derivar. En la resta d’aquest. apartat es donara forma concreta a les
~anteriors consideracions quan els fets considerats venen descrits per conjunts

difusos, i el grau amb que dos fets sén aproximadament iguals es quantifica
mitjancant la T-indistingibilitat natural.
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Definicié 4.2.2. Un operador entre els universos U i V' és una aplicacié
C:[0,1}V — [0,1]".

A partir de la definicié 4.2.2 introduim el concepte d’operador extensional.

Definicié 4.2.3. Un operador C : {0,1]Y — [0, 1]V és extensional respecte
a la t-norma T, o T-extensional, si és una aplicacié extensional respecte a
EriEy.

Si no hi ha ambigiiitat, parlarem simplement d’operadors extensionals, sense
cap referéncia a la t-norma T

Notacié: OEr = {C : [0,1]Y — [0,1}V / C és operador T-extensional}.

NOTA. Recordem que la condicié6 minima que s’ha d’exigir a la t-norma
T per assegurar que Er i E_g s6n T-indistingibilitats és la continuitat per
Pesquerra respecte les dues variables per separat, (breument, T continua per
Pesquerra). En la resta d’aquest capitol, (i de tota la memoria) suposem que
aquesta condicié es déna, si no s’especifica el contrari.

Els operadors ‘extensionals sén compatibles amb l’esquema 4.2.1 si inter-
pretem Pexpressié “aproximadament igual” per “indistingibilitat natural més
gran o igual que”. D’aquesta manera, per cada a € [0, 1] obtenim:

“si A llavors B”

E (A,A) > a )
(4.2.4.)

Ey(B,B)>a
Proposicié 4.2.5. Per un operador C : [0,1]Y — [0, 1] sén equivalents:

a) C és extensional.

b) Per tot @ € [0, 1], les tesis obtingudes a través de C (i.e. B = C(A),
B’ =C(A"),...) sén compatibles amb I’esquema 4.1.4. ‘

Demostracié. (a) = (b) és trivial.
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(b) = (a). Només cal adonar-se que si

Er(A,A) > o= Ey(C(A),C(A) > @, per tot a € [0,1]
Havors

Ey(C(A),C(4)) 2 Ep(4,4"). ®

Els operadors extensionals s’introdueixen per donar una versié formal (una
de les possibles) del principi filosofic on rau ’esséncia del Raonament Apro-

ximat. Aquest principi és, en paraules de D. Hume:

“From causes which appear similar, we expect similar effects.

This is the sum of all our experimental conclusions”.

En el present context de formalitzacid, la semblanga es quantifica per la indis-
tingibilitat natural, i el concepte que de fets semblants se’n deriven semblants

consequéncies ve modelitzat pel concepte d’extensionalitat.

Res de tot aixo fa referéncia, perd, a ’ordre o direccié en el procés d’inferéncia.

Una condicié minima a demanar als operadors, en ordre a obtenir un compor-

tament regular en els processos d’inferéncia, és que respectin ’ordre puntual
entre difusos, (Definicié 2.2.1).

Definicié 4.1.6. Una aplicacié C : [0,1}Y —— [0,1]V és un operador
d’inferéncia si preserva Pordre puntual, o sigui:

Si A; <y A, llavors C(A,;) <v C(A2).

El terme inferéncia en la definici6 anterior es refereix al fet que aquests ope-
radors preserven la inferéncia de Logica Difusa, entenent que de “X és A;”
inferim “X és Ay” quan p4, < pa, (Quan A; < A,, en la notacié present). -

Demanar que un operador sigui operador d’inferéncia és demanar que, com
menys especifiques siguin les hipdtesis (i.e. continguin menys informacid),
" menys especifiques siguin les tesis associades. Aquesta és una condicié molt
natural si es vol assegurar la coheréncia en el flux de la informacié. '

Notacié. OIEr = {C : [0,1]Y — [0,1]V / C és operador d’inferéncia
T-extensional}.
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La classe OIEr dels operadors d’inferéncia extensionals conté molts ope-
radors coneguts, tal com mostren les seglients proposicions:

Teorema 4.2.7. Per qualsevol t-norma T, i qualsevol relacié difusa
Ruap : UxV — [0,1], CRI,T{AB : [0,1]Y — [0, 1]}V és un operador d’inferéncia
T-extensional.

Demostracié. =~ Clarament és un operador d’inferéncia, per la monotonia
de la t-norma T i SUP respecte ’ordre puntual.

Per I'extensionalitat, s’ha de veure que donats A’, A” € [0,1]Y qualssevol, les
tesis associades B' = CRIf, (A')i B" = CRI}, (A") satisfan Eg(A’ ,A") <
Ey(B', B"):
Per tot v € V, es té:

T (B'(v)|B"(v)) = T (CRI%, (A")|CRI%, (A") =

Ras Rag

T ('S,,E,? T (A'(x), Ras(u,v)) ] SUPT (A"(u), Rap(v, v))) =

f

INFT (T(A'(w), Ras(u, ) | SUP T (A"(r), Ras(r,v))) 2

~~
»*
~—r

2 INFT(T(A), Rap(u, ) |T (4"(w), Rasw) 2
2 INET (AWl (w) >
> INFMIN{T(4'(u) | A"(w)), T(A"(u)|4'(w)} =

INF Er (A'(), A"(w) = Eg(4', A"),

on

(*) segueix del fet que T(z|y) és mondtona decreixent i continua per 'esquerra
respecte la variable z.

(**) és conseqiiéncia de la monotonia creixent de T(z]y) respecte la variable
y.
“(* * *) segueix del segon lema de simplificacié (Lema 1.2.17).

Semblantment, es pot obtenir la desigualtat

T(B"(v)|B'(v)) > Eg(A', A")
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i, de les dues,

Er(B'(v), B"(v) = MIN{T(B'()|B"(v)), {(B"@)B'(v))}
> EL(A,A".

Finalment, donada Parbitrarietat de v € V, es té:

Ey(B', B") = INF Er(B'(v), B'(v)) 2 Ev (4, A",
U
el que calia provar. H
Un cas especialment important de CRIT s'obté prenent 7' =MIN. Aixd es

deu, d’una banda, a que és el més usat en el camp de les aplicacions al Fuzzy

Control [Mamdani, 77}, i d’altra a que apareix de forma natural en la teoria
de la possibilitat {Zadeh, 73].

Els operadors CRIM™ presenten una conducta molt especial:

sén
T-extensionals per qualsevol t-norma T' considerada.

Proposicié 4.2.8. Per qualsevol t-norma T i qualsevol relacié difusa
R:U xV — [0,1), ’'operador CRI}¥™ : [0,1]Y — [0,1]V és T-extensional.

Demostracié. Donats A’ i A” € [0,1]Y, s’ha de veure que les tesis associ-
ades B/ =CRI}™(A') i B" =CRIF™(A") satisfan:

Ey(4,A") < Ey(B',B"),
per qualsevol t-norma T'.

Per tot v € V es té:

T(B'(v)|B"(v)) = T (CRI¥™(A")|CRE™(A")) =

= 7 (SUP MIN(A'(w), R(uw o) | SUP MIN(A"(0), Rt v) ) =

= INET (MIN(A’(u), R(x, v))l SUP MIN(4"(r), R(r, 'v))) >
2 INF T (MIN(A’(u), R, v))' MIN(A"(r), R(r, u))) >

> INFT (A'(u), A"(u)) > INF MIN {T(A’(u)lA”(u)),T(A”(u)iA’(u))} =
(%%%) uelU uelU
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= INF Er(A'(u), A"(u)) = Ey(4', A4"),

on

(*) segueix del fet que T(z|y) és mondtona decreixent i continua per 'esquerra
respecte la variable z.

(**) és conseqiiéncia de la monotonia creixent de T'(z|y) respecte la variable
y

(***) segueix del fet que 7' (MIN(z, z)] MIN(y, z)) > T(z]y) per qualsevol
t-norma T'. Aquesta propietat és facilment provable considerant z,y,z en

tots els possibles ordres per la relacié <, i tenint en compte les propietats
elementals de T'.

Semblantment, es pot obtenir la desigualtat:
T(B"(w)|B'(v)) 2 Ey(4', A")
i, de les dues,

Br(B'(v)|B"(v)) = MIN{T(B'(v)|B"(v)), T(B"(v), B'@)) }
> Eg(A,A").

Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V, es té:
Ey(B,B") = INF Er(B'(v), B"(v)) 2 Ey(4', A"),
que és el que es volia veure. M

Tots dos, el teorema 4.2.7 i la proposicié 4.2.8, constitueixen una justificacid
de CRI en termes de Raonament Aproximat. S’ha de destacar que aquesta
justificacié comprén també totes aquelles relacions Rap que, havent estat
ampliament utilitzades en el camp de les aplicacions, sén dificilment justifi-
cables com a relacions d’implicacié. El cas paradigmatic és, sens dubte, la
relacié de Mamdani R,p(u,v) = MIN {A(u), B(v)}.
- Resulta sorprenent I'arbitrarietat de la relacié R4p. De fet, I’elecciéo de Ryp -

pot dependre del problema concret a tractar.

Si 'operador CRI prové d’una regla “si A llavors B”, una propietat natural
de demanar sera que ’operador interpoli la regla, en el sentit de la definicio
segiient: '
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Definicié 4.2.9. Un operador C : [0,1]Y [0,1]V interpola la regla “si
A llavors B”, A € [0,1]Y, B € [0,1]Y, si C(A) =

Resulta evident que una relacié R4p qualsevol en un operador CRI no inter-
polara la regla “si A llavors B”.

Sota certes hipotesis, es pot demostrar [Trillas & Valverde, 85b] que la relacié
R(u,v) = T(A(u)|B(v)) interpola la regla “si A llavors B”, mentre que

R(u,v) = MIN{A(u), B(v)} no ho fa, tot i que déna resultats aproximats
satisfactoris [Mamdani, 77].

Un altre exemple notable d’operador d’inferéncia exfensional, diferent de

CRI perd estretament relacionat, el proporcionen les extensions de funcions
[Kruse et al., 94].

Definicié 4.2.10. Si f : U — V és una funcid, 'extensié f* de f es defineix
com:

017 — 0,1
g ()

on f*(p)(v) = SUP(s-1(5)} pu(u).

La idea que hi ha darrera ’extensié d’una funcié és ben simple. Suposem
que existeix una funcié f : U — V que descriu la dependéncia entre els
universos de discurs U i V, i que aquesta funcié és, a més, coneguda. En
tal situacié, si X 1 Y son variables possibilistiques definides sobre U i V,
respectivament, i es disposa d’una hipodtesi no vaga, no imprecisa, classica
X = {uo} (u € U), f permet inferir la tesi Y = {f(uo)}.

Si en comptes d’aixd tenim una hipdtesi vaga, que expressem a través d'un
subconjunt difis A, (“X és A”), llavors la tesi inferida serd “Y és f*(A)”.
En definitiva, f* ens proporciona regles del tipus “si A llavors f*(A)”.

En [Kruse et al., 94] s’afirma que, per qualsevol funcié f, la seva extensio

f* és T-extensional per T = L i T =MIN. Més en general, val el segiient
" teorema:

Teorema 4.2.11. Per qualsevol funcié f : U — V, la seva extensié f* és

un operador d’inferéncia T-extensional respecte qualsevol t-norma T continua
per ’esquerra.
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‘Demostracié. Que és operador d’inferéncia és trivial.

S’ha de provar que, per qualsevol T continua,
E7(A, A") < Br(f1(A), f*(4)).
Donat v € V, es té:
7 (£ (A))|f(A)w) =T{ SUP A()| SUP A'w))=
A =1 gop Awl S0P Aw)

INF-T(A(u)] SUP A’(s)) > INF T(A(u)|Az(w)) >

() uef-1(v) sef~1(v) (+0) u€F-1(v)

> INFT(A@w)|A'(w) 2 INF Er(Ay(u), A2(w) = Eg(4i, A)

(*) segueix de la continuitat per I'esquerra respecte la variable z de la funcié
T(zly)-

(**) és consequéncia de la monotonia de T'(x]y) respecte la variable y.

De forma analoga, es prova que T (f* -(—f'lr’ Y fH(A)(w)) > EE (A’, A") i d’ambdues
obtenim Er (f*(A)(v), f*(A")(v)) > Ey(A, A”). Finalment, donada arbitarietat
deveV, ' '

Ey(f*(A4), f(A))

INF Er (£"(A)o), " (4)(0) 2
> Ey(4,4). W

4.3 Inferencia basada en ’extensionalitat

A la secci6 anterior s’ha posat de manifest la rellevancia de la classe OIEy dels
operadors d’inferéncia extensionals, que compta amb operadors tan coneguts
com CRI i ’extensié de funcions. Aquesta rellevancia porta a qiiestionar-se si
és possible introduir mecanismes d’inferéncia que es basin exclusivament en la
extensionalitat. Concretament, el problema es formula de la segiient manera:
donada una regla “si A llavors B”, existeix algun operador extensional C
.‘optim respecte I'ordre puntual (i.e. menys especific), que interpoli la regla

(ie. C(A) = B)?

Aquest problema admet dues solucions diferents segons considerem operadors
de OEr o bé ens restringim als de OIEr, pero en tots dos cassos la resposta
és afirmativa, amb un tnic operador optim com a solucié.
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En primer lloc es tracta el problema dintre de la classe dels OIEr.

Definicié 4.3.1. L'Operador Natural d’Inferéncia associat a la regla
“si A llavors B”, i a la t-norma T, sera:

Cas:0,1Y — [0,1Y
A Thp(A)=B'
on B'(v) = (INFuey T (A ()| A(w) | B(v)

Figura 4.1. Operador Natural d’Inferéncia

El segiient teorema estableix de quina manera I’Operador Natural d’Inferén-
cia és I’0ptim dintre de la classe dels OIE7.

Teorema 4.3.2.
(a) 55 5 és operador d’inferéncia.

b) Per tot A’ € [0,1]Y, B <y cL (A"). A més si A <y A llavors
- AB
Cap(A) = B.

(¢) —éia interpola la regla “si A llavors B”.
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(d) EZ;B és operador T-extensional.

(e) EZ{B és operador més gran respecte <y (i.e. menys especific) satisfent

(a), (b), (c) i (d)-

Demostracié.

(a) Es conseqiiéncia immediata de la monotonia de 7" i del INF.

(b) Per qualssevol z,y € [0,1], T(zly) >y
Per tant, donat A’ € [0,1]Y, per tot v € V es té:

CAB(A Wo) = (INF T (A'(u)|A(w)) B(v)) > B(v).

D’altra banda, si z < y llavors T(zfy) = 1. Aixi, si A’ <y A, resulta
Cap(A)(0) = T (INFueo T (A'(w)|A(w) | B(v)) = T(1IB@)) = B(),
per tot v e V.

(c) Segueix immediatament de (b).

(d) Donat A’i A” € [0,1]Y, considerem B’ = EZB(A’) iB” = EZ;B (A”).
S’ha de provar que ~Ea(A',A”) < E‘z;(B’, B”).
Per cada v € V, es té:
T(B'(v) | B(v)) =
=T (T (INFT (A'(u) | A(u)) |B(v)> lT (INFT (A” ()| A(u)) |B(v)>>

> 7 (INFT(A” ()| A(u)) lINFT A’(u)!A(u)))
®

= N7 (ITNFT(A” (")|AG)) lT‘(A’ u)IA(u)) >

> INFT(T(A”(u |A(u) ) ‘T (A'(u) |A(u)))

(".) uelU

> INFT(A'(w)|A(w)) >

(#*#t) uelU

> INF MIN{T (A" (u)| A" (u)), T(A” (u)| 4 (u))}
= INF Br(4'(u), 4" (u)) =

- To(a,4)
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on les igualtats i desigualtats segueixen dels seguients fets:
(*) i (****) s6n conseqiiéncia del lema de simplificaci6 1.2.17.

(**) T'(z|y) és mondtona creixent i continua per la dreta respecte la variable
¥.

(***) T(z|y) és mondtona decreixent respecte la variable z.

De forma semblant s’obtindria que T(B"(v) |B'(v)) > _E-g(A’ ,A”) i, de les
dues, ' .

Er(B'(v), B" (v)) = MIN{T'(B'(v) | B"(v)), T(B" (v) | B'(¢v))} > Eg (4, A).
Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V,

E(B,B") = INF Br(B'(v), B"(v)) 2 EL (A, A).

(e) Sigui D : [0,1)Y —> [0, 1}V un operador satisfent (a), (b), (c) i (d).
Donat A’ € {0,1]Y, volem veure que D(A') <y E:I;B(A’).

Considerem A” = SUP<y(A4,A’), (ie. A"(u) = SUP{A(u), A'(u)} per tot
u € U).

Obviament A <y A” i, per tant, Eyy(A”,A) = INFocy Er(A” (u), A(u)) =
INFyey T(A” (u) | Aw)).

Com que D satisfa (b), (¢) i (d), se segueix:

INFT (D(A")(v)|B(v)) = INFMIN{T(D(4")(v)|B(v)), T(B)[D(4")(v)} =
= INF Er (D(4’(v), B(v)) =
= E,(D(4"),B) =

= Ey(D(4”),D(4)) > Ey(A”,A4) =

= INFT(4" (u)| A(w).

Per tant, per cada v € V, T(D(A”)(v)|B(v)) > INFyep T(A” (u) | A(w)) i,
com a conseqiiéncia del lema 1.2.23, _
D(A")(v) < sup{a € [0,1]/T(c|B(v)) 2 INFT(A” (u)|A(w)} =

A

. (INFT (47 (w)|A(w)) IB(v))
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d’on D(A”) <v Chp(A”).
Perd com que A” = AV A, i E’i g ¢s operador d’inferéncia, es té

__T % -
Ca(A”) = g;B (Avay=
= Cup(A) VC,p(A") (3;) C4p(A),

i, d’altra banda, com que D satisfa (a) i 4’ <y A” es té D(A') <y D(A),
resultant finalment D(A’) <y D(A”) <y C5(A”) = Cyp(A"). N

Una conseqiiéncia immediata dels teoremes 4.3.2 1 4.2.7 és que si CRIE,
interpola la regla “si A llavors B” (per exemple si Rap = T(A(u)|B(v))),
lavors CRIEB <v —C_ig. De fet, el lema 1.2.21 estableix que, a nivell de
Vinterval [0,1] es té la desigualtat T (T(:I:Iy)‘lz) > T(z,T(y|2)), i que no val,
en general, la igualtat. Per tant, la igualtat tampoc valdra si considerem Eﬁ B
i CRI% . entre subconjunts difusos.

Exemple 4.3.3. Considerem U = {ug,uy,us,u3}, V = {w,v1,%},
A = (0,025, 1,0), A'=(0,0'5,1,0)i B = (0'5,0'3,1).
Les tesis B’ (iue s’obtenen sén:
‘ B'=CRI3;(A") = (0'5,0'5,1)
. B'=CThp(A) = (1,06,1)
B'=CRIT;(A") = (0'5,0'5,1) °
—T +T =L
B' =T (A) = (075,055, 1)
B'=CRI(A") = (0'5,0'5,1)
BI = EﬁB(A') = (17 1) 1)

} T-producte

} T = Minim

Ja s’ha vist a la secci6 anterior que CRI%,, _, quan Rgp = T(A(u)|B(v)) s'obté
d’estendre als difusos de [0,1)V i [0,1]V el model T{(z,T(y|z)) de linterval
unitat, 1 que aixo es fa via suprems

( ORI, (4)(0) = SUPueu T (4'(w), T(A@IB@)) )-

En canvi, si el model a estendre als difusos és T(T(:L‘|y)|z), hi ha dues
possibilitats: SUPyeu T (T(A" (u)|A(u))|B (v)) i
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/s (INFuEU T(A'(u)| Aw) | B(v) )

Com que T(:z:{y) és monotona decreixent i continua per I’esquerra respecte
la variable z, perd no és (en general) continua per la dreta, resulta que

SUP T (T(A’(u)IA(u))IB(v)) <T (Iulggf* (A'(w)|A(u)) 'lB(U)) = Chp(A).

La igualtat, en general, no val.
Exemple 4.3.4. Considerem T =MIN, U = {up}nen, V = {v}, B(v) € [0,1]

tal que B(v) < 1, A € [0,1}V tal que A(u,) | B(v), i A’ € [0,1]Y tal que
A'(u,) = 1, per tot n € N. Llavors

SUPT (1 (A () Aa) [B@) = SUPT (T(11A@)IB@)) =
= SUPT (A(wa)|B(v)) =
= SUP B(v) = B(v) <1 =T(B()|B(v)) =

T (.Inl\elg A(un)IB(v)) =
- 7 (INEPIAIED)) -

- T(ggg:f(A'(unnA(un))lB(v)) n

]

Segons s’ha vist al Capitol 1 si la t-norma T és arquimediana no estricta,
llavors T'(z|y) és continua per la dreta respecte de la primera variable z, i
ambdéds operadors coincideixen.

Més en general, per una t-norma T continua per ’esquerra, es té:

~Lema 4.3.5. Si existeix w9 € U tal que INFuev T(A'(w)|A(w) =
T(A'(uo)|A(up)), Nlavors

SUPT (7(4'(w)|Aw)|B()) =T (Iggg T(A'(unA(u»lB(v)) :




Inferéncia com a Raonament Aproximat en iégica Difusa 113

Demostracié.
SUPT (T4 @)IA@)IB) < T (gggm'(u)m(u» 1B(v)) =

= T (P(A'(w0)lA(x))| B(v)) <
< gggT(T(A'(u)|A(u))|B(v)). N

Notacié: CTp = SUP ey T (T(A’(u)]A(u))]B(v)).

Lema 4.3.6. Per qualsevol t-norma T continua, per 'esquerra, i per
Rap = T(A(u)|B(v)) es té:

CRI%, (") <v CLa(A") <v Thp(A).

Rag

Demostracié. Es desprén de les consideracions precedents. M

A més, I'operador C% presenta importants propietats estructurals.
Teorema 4.3.7.

(a) C%g és operador d’inferéncia.

(b) Per tot A’ € [0,1)Y, B <y CI;(A). A més, si A' <y A llavors
CT5(A') = B] |

(c) CTg intérpola la regla “si A llavors B”.

(d) CT, és operador T-extensional.

Demostracia.

(a) Es conéeqﬁéncia immediata de la monotonia de T i del SUP.

(b)r Per qualsevol z,y,z € [0,1] es té que T(T(:c|y)]zz > 2, (atés que
T(T(z|y)|z) és monodtona creixent respecte z, i que T(T(0]y)|2) = 2).
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Per tant, per tot v € V es té:

Cas(4)(0) = SUPTE(A (IA@)IBE)) 2 SUP B() = Bo)

D’altra banda, si z < y es té T(T(z}y)|2) = z, (perqué T(:c|y) =1).
Aixi, si A’ <y A, resulta

Can(A)(v) = SUPT (T(4'(u)|A())|B(v)) = SUP B(v) = B(v),

per tot v € V.

(c) Segueix immediatament de (b).

(d) Donats A’ i A” € [0,1)Y, considerem B’ = C45(A’) i B" = C4p(A").

S’ha de provar que Ey(A',A") < Ey(B', B").
Per cada v € V, es té:

T(EO)IB"0) =T (SUPT (T WIAW)|BG)
‘ SUPT (T(A”(u)IA(u))|B(v )

— INFT (T (T(A’(u)|A(u))|B v)) | Sup T (T(A”(r)]A( ))[B(v))) >

(t) uel

> INFT (T (T(4'()| A(w) B(r)) lT(T(A”(u)lA(u) |B@)) 2

> INFT (T(A'(@)]A@W) |4 @) A@) 2

(n:t) velU

> INF T(A'(w)|A"(u)) >

(#ttt) uel

> INEMIN {(4'(u)|A"(w)), T(4"(w) A'(w)
= INF Er(A'(u), A"(w)) = Ey(4', A").

on les igualtats i desigualtats segueixen dels segiients fets:

(*) T(x]y) és monotona decreixent i continua per l'esquerra respecte la
variable . '

(**) T'(z|y) és mondtona creixent respecte la variable y.

(***¥) 1 (****) sén conseqiiéncia del lema de simplificacié (1.2.17).
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De forma semblant s’obtindria que T(B” (v)|B'(v)) > —Eg(A’ ,A”), 1, de
les dues, ‘

Er(B'(v),B'(v)) = MIN{T(B'()|B"(v)),F(B"(v)B'(v))} 2
: > Ey(A,A4").
Finalment, donada ’arbitarietat de v € V,

Ey(B',B") = INF Er (B'(v), B'()) 2 Ey(4', 4"). W

A continuaci6 es resol el problema de determinar 'operador optim respecte
Pordre puntual <y (i.e. menys especific), dintre de la classe dels operadors ex-
tensionals OEr (no necessariament operadors d’inferéncia), que anomenarem
operador natural simetritzat. )

Definicié 4.3.8. L’'Operador Natural Simetritzat associat a la regla “si
A llavors B” i a la t-norma T, sera:

-— .
SAB . [0, l]U - [0, I]V ,
A — Sip(A) =B

on B'(v) = T (INF,ey Er(A'(u), A(4))| B(v)).

1

Figura 4.2. Operador Natural Simetritzat



116 Capitol 4

L’adjectiu “simetritzat” en la definicié anterior fa referéncia al fet que la
imatge d’un difiis A’ per ;5 depén només de la semblanga entre A’ i A, i
no de I'ordenacié puntual.

En particular, I’Operador Natural Simetritzat no és un operador d’inferéncia.

Lema 4.3.8. §§B(A')('v) =T (Eg(A’,A)IB(v)), pertot v e V.
Demostracié. Evident. ®
Lema 4.3.10. gﬁB(A')(v) = {EﬁB(A') \Y CZ{,B(A)}.

Demostracio. Per tot v € V:,

Sho(4)(0) =T (INF Br(4'), AIBG)) =

~

= T (Iulgg (MIN {T(A'(u)gA(u)),T‘(A(u)m'(u))}) lB(v)) =

= T(MIN {IngS‘T(A’(u)lA(u)),{‘I;IE‘T(A(u),A'(u))} IB(v)) =

A~

= SUP {T (Iulgg T(A'(u)]A(u))|B(v)> T ({ggff(A(u)|A'(u))|B(v)> } =
SUP {T35(4)(0),Can(A)) } . W

El segiient teorema estableix de quina manera I’operador natural simetritzat
és optim dintre de la classe OEr dels operadors extensionals.

Teorema 4.3.11.
(a) Sy5(A") >v B, per tot A’ € [0,1)Y.
(b) gﬁ p interpola la regla “si A llavors B”. -
(¢) 33 g és operador T-extensional.

(d) gi 5 6s Poperador més gran respecte <y (i.e. menys especific) satisfent

(a) (b) i (c).
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Demostracio.

(a) T'(zly) és mondtona creixent respecte la variable z, i T(1|B(v)) = B(v).
(b) Trivial.
(c) Donat A’ i A" € [0,1]Y, considerem B' = ST (A') i B = ST;(A").
S’ha de provar que ‘-E‘g(A’, A") < -E‘S(B’ , B").
Per cada v € V, es té:

& —T

HB@B'0) = T (T (B4, 4)B)) [F(EG (4, 4NBw)) >
> T (Ey(4 A)Eg(4,4)) > Eg(4',4")

(#) *
on (*) i (**) son conseqiiéncia dels lemes 1.2.17 i 2.1.9 respectivament.

(d) Donat D : [0,1]Y — [0,1]" satisfent (a), (b) i (c), s’ha de veure que
D(A') < DEg(A"), per tot A’ € [0,1]V. Per cada v € V es té, degut al
lema 1.2.23.

SEa(A)(v) = T (Eg(4,4)|Bw) = |
= SUP{a € [0, 1/T(alB(v)) > Ey(4' 4)}
Pero
T (DUNWIBE) = Er(D(A)), BE)
= Er(D(A)(), D(A)()) 2
2 Ey(A', 4),

i, per tant, D(A')(v) < ST5(A")(v), i donada V’arbitarietat de v € V,
D(A') <v Sig(4). »

L’Operador Natural Simetritzat S 45 s'obté d’estendre als difusos de [0, 1),
[0,1]V la férmula T(Er(z,y)|2) de interval unitat. Com ja passava amb
Poperador natural d’inferéncia, hi ha dues possibilitats per fer aixd:

SUPycy T (Er(A'(w), A(w))|B(v)) i T (INFucy Er(A'(w), A(w))|B(®)).

Notacié: SUPuEuT(ET(A’(u )|A(u))|B(v)) = 8%s.

|
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Com qué T'(z|y) és mondtona decreixent i continua per ’esquerra respecte
ala vanable T, pero, en general, no és continua per la dreta, resulta que

STy <v 3 ap- La igualtat, en general, no val.

Exemple 4.3.12. Considerem T =MIN i U,V, A, A', B com en 1’exemple
425, '
STa(A)w) = SUPT (Er(4'(m), Alun))| B@)) =
= SUPT (Br(1, A(un))|B(v)) =
= SUPT (A(ua))|B(v)) = SUP B(v) =
= B(v) <1=T(B()|B(v)) =
= 1 (INF Br{1lAu)| B ) =

- T‘(IgggET(A'<un),A<un))|B(v>) _ 5,40 |

Si T'(z|y) és també continua per la dreta respecte la variable z, llavors ambdés
operadors coincideixen. Més en general, per una t-norma T continua per
Pesquerra, es té:

Lema 4.3.13. Si existeix ug € U tal que EZ(A’, A) = Er(A'(uw), A(w)),
llavors ST (A') = :S_'?; s(A").

Demostracié. Donat v € V,
STa(A)(®) = SUPT (Er(A'(x), Aw)|B()) <
1 (INF Br (A0, AG)IB)) =
T (Ep(4', A)B(v)) = Sys(4)(v) =

T (Ex(A'(u0), A(u0))|B(v)) <
SUP T (Er(4'(u), A(w))|B(v)) =

Sis(A)(v). W

IA

IA I

i
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Teorema 4.3.14.
(a) 8T5(A") >v B, per tot A’ € [0,1}V.
(b) 875 interpola la regla “si A llavors B”.

(c) 8% és operador T-extensional.

Demostracio.
(a) Conseqiiéncia immediata del fet que T'(z|y) > y, per tots z,y € {0, 1],
(b) Evident.

{c) Donat A’i A" € [0,1)Y, considerem B’ = S{5(A’) i B" = S{5(A") s’ha
de provar que 'E-g(A', A") < Ea(B', B").
Per cada v € V, es té: |
T (B'(v){B"(+) = T(SUP T (Er(A(u), A@)IB(v)) |
|SUP T (Er(A(u), A"(w)|B(v)) ) =

= DT (P (Br(AG), AWNIBO) | SUPT (Br(A), A" )IBG) ) 2

(=)

2 INET (T (Br(A), 4@)IBE)|T (Br(Aw), A'@)IBG)) 2
( 5‘) {ll;]gT(ET(A(u),A’(u))IET(A(u),A”(u))')
2, INFBr(A(w), A"w) = By (A, A")

on les igualtats i desigualtats segueixen dels fets segiients:

(*) T(z|y) és mondtona decreixent i continua per ’esquerra respecte la
variable z.

(**) T(x|y) és monodtona creixent respecte la variable y.

(¥**) 1(****) s6n conseqiiéncia dels lemes de simplificacié 1.2.171 2.1:9
respectivament.
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De forma semblant s’obtindria que T(B” (v)|B'(v)) > Eg(A', A") i, de
les dues,

Er(B(v),B'(@) = MIN{7(B'0)|B"()), T(B"0)|B'@)} 2
> E (A, A").
Finalment, donada P’arbitrarietat de v € V,

Ey(B',B") = INF Er(B(v), B'(v)) > E(4,4"). ™

De la mateixa manera que s’ha plantejat el problema de determinar 1’operador
menys especific que interpola una regla “si A llavors B”, es pot plantejar la
determinacié del més especific.

Donada una regla “si A llavors B”, considerem ’operador

_C_EBV[OJ]U — 1[0’1]‘/
A — CopA) =B

definit per B'(v) =T (INFueU T(Afu)|A'(w)), B(v))

Figura 4.3. L’operador C%p
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Teorema 4.3.15.

‘ i
(a) CLp ésioperador d’inferéncia.

(b) Per tot A' € [0, i]U, B >v CTL(A). A més, si A' >y A, llavors
Cis(A) =B

(c) €% interpola la regla “si A llavors B”.
(d) €% és operador T-extensional.

(e) C% 5 és Poperador més petit respecte <y (i.e. més especific) satisfent

(a), (b), (c) i (d).

Demostracio.

(a) Es conéeqiiéncia immediata de la monotonia de T, 7" i INF.
(b) Per qualssevol z,y € [0,1], T(z,y) < y. Per tant, donat A’ € [0,1]Y,
per tot v € V es té:
Ch() =T (NFPAWIA @), B ) < Bo)
D’altra banda, si A <y A’ llavors INFycp T(A(u)lA’(u)) = 1 d’on
CEB(A')(U) B(v).

(¢) Seguelx immediatament de (b).

(d) Sha de vewe que Ey(Cup(A),Can(4") > Ep(A,4"),
per tots A', A" € [0,1]Y. Donat v € V qualsevol,

T (Cap(A)(®)[Ca5(A") ) =
= 7 (T(£1§,§‘ T(A(u)|4' (), B(v)‘) IT (Iulgg"f’(A(u)lA"(u), B(v)_)) 2

> 7 (I (AW I TAWIA) ) -

= ' INFT (Isl\IFT(A(s)|A'(s lT(A(u)|A”(u)) >

(u) i uelU

> - INET (F(A@)|A @) | FA@)IA"wW) 2

(t#t) uelU
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> INF T(A' (u)|A" () > INF Er(A'(u)|A"(u)) =

(t:;t)

= EyA,4")

on les igualtats i desigualtats segueixen dels fets seglients:
(*) Lema 1.2.10.

(**) T(z,y) és mondtona creixent i continua per la dreta respecte la
variable y. . '

(***) T(x]y) és mondtona decreixent respecte la variable z.
(****) Lema 1.2.17.

Semblantment, es té que T (C,z(A")(v)|C45(A")(v)) > Eg(A”, A) g,
de les dues, Er (€] 5(A")(v),CL5(A")(v)).

Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V, es té
Ey(Chs(4)),Ch5(4") 2 By(4', A7),
el que calia provar. W
(e) Sigui D satisfent (a), (b), (c) i (d), s’ha de veure que D > C%,.

Donat A’ € [0,1]Y, considerem A” = A’ A A. Per tot v € V, es té que

Cha(a)0) = T INFP(AG) MIN (A W] BG) ) =
= 7 (pMN {TAEIAW), TAWIA W] [BO) -
= 7 (DEPAWIAWIEG) = hald).

Com que D satisfa (a), (b), (c) i (d), llavors:
INF T (B()ID(A")(v)) = INF Er(B(v), D(A")(v)) =
= Ey(D(4"),B) = B, (D(A"), D(4)) 2

©

> E5(A", A) = INF(A'(u)|A" (u)).
(d) uel

'Per tant, per cadav € V,.T (B(v)|D(A")(v)) = INFyer T(A(u)lA”(u)), ,
d'on resulta C55(4")(v) = T ( B(v), INFoey T(A(w)A"(w))) < D(A")(v).
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D’altra banda, com que D satisfa (a), i A” < A’ resulta finalment:

D) 2 DY) > Chp(d) = Clg(4). W

Aixi, segons estableix el teorema 4.2.13, C% és I'operador d’inferéncia ex-
tensional més especific entre els que interpolen la regla “si A llavors B”. Es,
per tant, la soluci6 del problema plantejat dintre de la classe dels OIE4. La
soluci6 dintre de 1la classe OE; la proporciona l'operador
875 :10,1)Y — [0,1]V definit per: - |

Sha(4)(v) =T (B(v), Ey(4',4)),

per tot v € V.

Figura 4.4. L'operador 8%
Teorema 4.3.16.

(a) Per tot A' € 0,1}V, B >v S%5(A).

(b) 8%, iriterpola la regla “si A llavors B”.

'
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(c) Sy és operador extensional.

(d) S¥ 5 és 'operador més petit respecte <y (i.e. més especific) satisfent

@), () (o)

Demostracis.

(a) Per qualssevol z,y € [0,1], T(z,y) < y. Per tant, donat A’ € [0,1]Y,
per tot v € V es té:

S55(4)(v) = T (Ey(4',4), B@)) < B(v).

(b) Segueix immediatament de (a).

{(c) S’ha de veure que -Es (8%p(A),S%5(A") > Eg(A’,A”), per tot
A, A" € [0,1)Y. Donat v € V qualsevol,
T (S%a(4)(0)|8%5(4")(v)) =

= 1 (T(BE) TG4, AT (BE)LE (A" 4)) 2

_ g
> 1 (B4, A", 4)) >
: (=

> Ey(4,4")

on les desigualtats sén conseqiiéncia de:
(*) Lema 1.2.10.
(**) Lema 2.1.9.

Semblantment, 7 (Qﬂ s(A”) (v)QIQﬁ s(4(v)) = Ef(A", A"), ], d’ambdues,
By (S%5(4)(0), S%5(4") @) 2 E§(4', A").
Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V,

By (Sh5(4)(©),855(4") @) = INF Er (]5(4)(v), 855(4")(v))
> EL(A,A").
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(d) Donat D satisfent (a), (b) i (c), s’ha de veure que D(A’) 2v S45(4"),
Per la proposici6 1.2.9

T(B(), Ey(4,4)) = INF{a € (0,1] / T(B(v)le) 2 Ey(4', 4")}
i per tant, com que
T(B)ID(A) () = TDA)@IDA)W) 2 Fg(4, 4),

es té D(A)(v) > T(B(v), Ey(4,4). W

L’operador d’inferéncia natural EZ p i 'operador natural simetritzat 3-3;3
associats a la regla “si A llavors B” s’han obtingut com a solucié d’un pro-
blema d’optimalitat.

La pregunta natural a fer-se és: sén aquests operadors la versio difusa d’algun
model classic d’inferéncia?. Tenint en compte que 7' i Er fan el paper de
la implicacié i de 1’equivaléncia, respectivament, resulta clar que _C-EB(A’)
resulta d’estendre a context difiis (A’ — A) — B, i:S-i p resulta d’estendre
(A' =+ A) - B.

En context classic, si A i B sén proposicions “crisp”, i si val la regla “si A
llavors B”, llavors també sén valides totes les regles “si A’ llavors B, “si
A" llavors B",... on A & A' & A"... i B < B' & B"... (on © denota
Pequivaléncia classica entre proposicions).

En aquest cas, un esquema grafic del raonament seria:
si A llavors B
Ae A - _ (4.3.17)
B& B |

si A’ lavors B’

- El resultat d’aquest esquema de raonament no és una simple tesi B’, siné
una nova regla valida. Aixi, (4.3.17) permet generar un conjunt de regles -“si
A’ llavors B™, “si A" llavors B"”... a partir d’una donada “si A llavors B”,
basant-se en ’equivaléncia de proposicions. Aquestes noves regles, estenen
el coneixement a situacions diferents de la que ha permés formular la regla
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original “si A llavors B”, i aquest és precisament un dels trets caracteristics
del Raonament Aproximat.

* Al generalitzar aquest procediment a context difis, s’ha de canviar la relacié
d’equivaléncia entre proposicions < per una relacié d’equivaléncia difusa, o
sigui, un operador de T-indistingibilitat E. Una possible manera de fer-ho
és treballant amb fites inferiors d’indistingibilitat i demanar que si & és una
fita inferior pel grau d’indistingibilitat de les hipotesis, ho sigui també per
les tesis, i.e. que per tot @ € [0,1], si E(A,A’) > a llavors E(B,B’) > a.
Perd aquesta condici6 és del tot equivalent a demanar E(B, B') > E(A, A’)
que és, justament, la condicié d’extensionalitat.

Des d’aquest punt de vista, 'esquema (3) es converteix en:
si A llavors B
E(A,A) < E(B,B)

(4.3.18)
si A’ llavors B’

Aixi, si per extendre una regla “si A llavors B” a noves regles utilitzem un
operador C, (obtenint “si A’ llavors C(A')”), llavors els operadors extensionals
responen justament a ’esquema (4.3.18): només cal posar B’ = C(4’) en
(4.3.18), i per tant, les regles que generen els operadors extensionals sén la
versi6 difusa (graduada en [0,1] per un operador de T-indistingibilitat) de les
regles classiques compatibles amb ’esquema (4.3.17).

Ara bé: D'extensionalitat per si sola no garanteix el bon comportament dels
operadors. Considerem el cas extrem en qué E(A, A’) = 0. Si es vol generar
una regla “si A' llavors B”” a partir de la regla “si A llavors B” que es basi
exclusivament en 'esquema (4.3.18) (o sigui, no es disposa de cap operador
especific C), qualsevol B’ serveix, i per tant, la regla obtinguda no té cap
valor. De fet, E(A,A’) = 0 es correspon al cas classic en que A $ A, i
llavors no es pot aplicar (4.3.17).

Aquest problema critic es mostra també en menor grau per valors intermedis
0<a<l1liE(AA)=aqa.

" La soluci6 que es proposa és associar a A’ el conseqiient B’ menys especxﬁc
(i.e. contenint menys informacid) entre tots els que satisfan

Eo(B,B') 2 En(A, A).

L’operador que permet obtenir B’ d’acord amb les consideracions precedents
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és ’Operador Natural Simetritzat, segons el teorema 4.3.11.

Si, a més s’exigeix que al variar A’ sobre tot [0,1]V el que s’obtingui sigui
operador d’inferéncia, el que s’obte, segons el teorema 4.3.2, és I’'Operador
Natural d’Inferéncia. '

Consideracions totalment analogues a les anteriors mostren que si en comptes
de ’esquema (4.3.17) considerem:

si A llavors B
A=A
B = B

(4.3.19)

si A’ lavors B’

La corresponent extensié a context difiis, canviant indistingibilitat per im-
plicacié residuada, ens porta a 1’Operador Natural d’Inferéncia.

4.4 Dues referéncies sobre 1’Operador
Natural d’Inferéencia

Per acabar aquest capitol, comentarem breument dos treballs en qué apareix,
sota motivacions que res tenen a veure amb ’extensionalitat, I’Operador Na-
tural d’Inferéncia [Godo & Hajek, 96,97] i [Magrez & Smets, 89).

. En 'article de Lluis Godo i Petr Hijek “On deduction in Zadeh’s Fuzzy -
Logic”, s’empren la formalitzacié de la Logica Difusa com a sistema deductiu
en sentit classic, en una logica multivaluada de quantificacié racional amb
multiples tipus, del tipus Pavelka-Lukasiewicz. En aquest context, a partir
d’una regla “si (X és A) llavors (Y és B)” interpretada com

(Vz) (X(z) = A(z)) = (V) (Y(y) — B(y))

- i d’'una premisa (X és A) amb A’ diferent d’A, es pot deduir (X és B')
on (Vy)(B')(y) = (vVz)(A'(z) — A(z)) — B(y). A nivell semantic, B’ =
Cas(4), (T =1). |
Aquésta deducci6 de B’ es pot dur a terme interpretant el valor de veritat de
A donat A’ com V(A’ — A) = INFycy T(A'(u)]A(u)). Llavors, B’ = EﬁB(A’)
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és la menys especifica de les conclusions satisfent V(B' — B) = V(A' — A)
[Godo, et al., 97b).

El fet sorprenent és que, en canvi, no es pot deduir B’ =CRI(A’) sense
imposar hipdtesis addicionals al model que, si bé son raonables des d’un
punt de vista intuitiu, sén de dificil interpretacié logica. Concretament,
cal imposar 'existéncia d’una distribucio de possibilitat conjunta per a la
variable X X Y sobre el producte cartesia U x V dels universos de discurs U
iV on prenen valors X i Y.

Molt més llunya en el temps és el treball de Magrez i Smets “Fuzzy Modus
Ponens: A New Model...”. Després d’un estudi sobre CRI considerant difer-
ents funcions d’implicacié, estableix un conjunt de propietats intuitives que
hauria de satisfer la deduccié en Logica Difusa, i arriba a la conclusié que
cap de les formes de CRI estudiades les satisfa plenament. A partir d’aqui,
gracies a una acurada distincié entre llenguatge i metallenguatge, estableix
que la deduccié segons Modus Ponens classic és funcional respecte la neces-
sitat, cosa que estén a context difis com:

N(B) =®|[N(A),N(A — B)], on ® és t-norma.

Avaluant les necessitats N(A), N(B), N(A — B) i N(A|A*) (i:e. necessitat
d’A donat A*) arriba a

N(A|A") =1-SUP (&1 - A(x), A"(w)]) =4,

d’on finalment resol el problema de trobar B* satisfent N(B|B*) = §, que és
precisament B*(v) = SUP{u € [0,1]/ ® (1 — B*(v),u) < 1 §}.

En el cas en qué ® = L, es pot comprovar que B* no és altre que Eﬁ s(A%).
No hi ha cap relacié aparent quan ® # L

Cal remarcar que, en aquesta memoria, I’Operador Natural d’Inferéncia s’ha
introduit en base a consideracions completament diferents a les adduides en
els dos models anteriors, i que el seu ambit d’aplicaci6é s’estén a qualsevol
t-norma T, continua per 1'esquerra respecte les dues variables per separat.





