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5.1. TEMPS D'ESPERA EN FUNCIO DELS INTERVALS.

5.1.1. FINALITAT.

La férmula que LAMPKIN i SAALMANS donen en 1lur treball {30}, que en aguest
punt és objecte d’estudi, pretén calcular el temps d’espera mitji en una
parada, per a um nombre de linies superior o igual a 2 § es val en tot mo-
ment del ci3lcul de probabilitats. Bs tracta, en definitiva, de la forma ana
1ftica de la funcio.

w ( ul , u2 ’........ un),
esmentada a la hipdtesi H 14A), férmula (3.1.2.).
Els autors només n‘exposen 1l°expressié general; en aquest punt, a més, se’n

detalla tota la justificacié, aplicacions i casos particulars,

5.1.2, HIPOTESIS ADDICIONALS.

E1l c3lcul es fa per a un itinerari, tal com s“ha definit a la hipbtesi H 13)
Bls autobusos de cada linia passen regularment. Tenen doncs, una freqi2ncia
i interval tnics, determinats tal com s“ha vist a la hipdtesi H 12,

H 21) Els usuaris arriben a la parada segons una llei uniforme i prenen el
primer autobds que passa de tots els gue segueixen 1”itinerari desitjat.

Dit altrament, els usuaris arriben a la parada sense tenir en compte el mo=-
ment de pas de 1l“autobiis. 0 també&: els usuaris desconeixen els horaris.

H 22) Els autobusos de lfnies diferents no tenen cap relacié en el seu mo-
ment de pas. '

5.1.3. CAS D°1 LINTIA. .

Només a tall de complement, s“exposa el cas en qud 1l”itinerari és servit
per una sola linia, - e -
Sigui u el seu interval de pas.
Com que els autobusos passen regularment, al cap d’u minuts d’espera és se-
gur gue ja haurd passat 1l”autobds,
La probabilitat de pas, doncs, és la mateixa a cada moment.
Per tant, si p (t) és la funcié de densitat i
P (t) és la probabilitat acumulada,
p (%) dat = L dt (5.1.1.)
u

t 1 _
P (t) = f P (t) dt = == . t (5.1.2.)
o .

u
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EBEfectivament, quan t=u, la prbbabilitat acumulada esdevé 1 :

P(u)-.-g-=1

5¢1.4. CAS PARTICULAR DE 2 LINIES.

5.1.4.1. Densitat de probabilitat.

Siguin 2 linies amb intervals ui ivw, ,onu <u .
Cada lfnia tindr2 una funcié de densitat uniforme, respectivament

igual a
1 1 .
t) dt & —— I ————
p, (%) e I MO el
p, (%) dt = L dt P.(%) = _l_. %
2 u, 2 u, B

Pel teorema de les probabilitats compostes:

P {agafar 1’zutobds a 1”instant dt} =

=P {passar un bus de la linia l}x P{no haver-ne passat cap
' ' de 1la linia 2 fins aquell
moment.} '

’

+P {passar un bus de la linia 2}x P{no haver-ne passat cap de
la 1lfinia 1 fins aquell

moment.}

(5.1.3.)

Si s“anomena
p (t) dt: funcié de densitat conjunta (ambdues linies).
P (t) : funcié de densitat acumulada conjunta (ambdues linies).

aleshores:
p,(t)dt: P ‘{ passar un bus de la linia 1}

[1-p(%): P {no haver-ne passat oap de la lfnia 1 fins
© a l%instant 4 |

p2(t)dt:

[1= P, ()] s

andlogament.

Remplagant aquests valors a l°expressié (5.1.3.)
p(t)dt & p (t)dt [1 -Pz(t)] + pz(t)dt [1 =P (¢)] =
u + u, - 2t

.,[-% (1- utz )+ ‘1‘2 (1--;-:-‘1-)] & - e at

17 72
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] t

FIG. 5.1




Es tracta, doncs, d’una funcié lineal decreixent:

u, + u =2t ‘
1 2 1 1 1 ,
p(t) = u - u " (-G“- +'-;-) —2 o= (5.1.4.)
1 2 1 2 1 2 :
amb valors extrems: .
: u +u
(o) 2
P ==
u, u2
u, -1
2 1
P (u1) = =y

Les grafiques de p (t), p.(t) i p(t) sdn a la figura 5.1.1.
. ! 2

5.1.4. 2. Probabilitat acumulada.

També per definicié, serid la probabilitat que a un instant t ja hagi
passat almenys un autobis. Aquest valor serd:

_ t t u, +u, -2t utu, o
o ©
0

1 \l2 u1 \l2 ul \l2

2
(v, +uw )t ~t
P(t) = ————a . (5.1.5.)

ul u2

Pot veure~ s°hi que:

P(O)BO 2
( ) - ,
P(u,)= i =1

u1 u2

El darrer resultat es correspon amb la intu¥cid: el mixim temps d’es-
pera és 1l”interval menor , ja que al cap d“u, minuts &s segur que ha )
passat un bus de la linia 1. T

A la figura 5.1.2. s°hi han dibuixat les tres funcions P, (t), P, (%)
4 P(t) una al costat de 1° altra, perqud pugui comparar-se 1la millora
"relativa.

A la figura 5.1.3. s8’hi representa el cas particular en qu2 n, = ué
i, per tant, P,(t) = P, (t)




P(t) $
P, (t) ]
P, (t)
1 T uz ——t-.
FIG.5.1.2
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1
I Q\O
| ' O
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5.1.4.3. Valor mitjdA de 1l”espera.

Serd el valor requeritsy o siguis

- W(u, , uz) (5.1.6.)

El valor mitjd serld l”espéranca matemdtica del temps d”espera, és a

dirs
o

| . ! ‘ ! u,+u,~2%
Wu, u,) =t .f t.p(t)at » + at =
1 2 u, u
o o 172
S ' : 2 5 3
uwooow+ w2 2 2 u,+u, Uy : v,
- —t - % )dt e T "
o 1 %2 M Y 1 %2 142
F(-v ) onlE - )
8 — - = U - .
1
2 3 u, | 2 6 u,
( 1 u, 1
W(u', u2) = u, -2—- - Z-u—z-—) u'< u2 (5- .7.)
Naturalment, si u, > u, 4, la férmula passa a ser:
u u
2 2
W(w, v) = — (L' 3u, );
i en el cas frontera u, =u,
H (] . 1.8
(o) = (V-5 ) (5128

Al punt 5.1.8. s’estudiard la variacib de la funcib (5.1.7.)

5.1.4.4. Puncid temps d’espera—-interval. “ e AR

A tall il.lustratiu, es tracta d’estudiar la variacié de la funcio
W(u,, u, ), quan es fixa un interval, i 1°altre recorre el semieix po’
sitiu. o
Siguis

u : 1%interval fix. '

u ¢ l%interval variable.
Aleshores la funcid passa a ser:

W(u,, u2) = W(u, uo) = w(“s!’
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W(u) !
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FIG. 5.1.4
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que pren les dues expressions analitiquess

1 1 2
W(u)uu(z-éu .u)a_zu—éu.u siu<u°

2
: u u
' 1 o ] 1 o ]
W(u) = v ( ==z * ) = U - “— si u <u

(5.1.9.)

Per a 1’interval ougu, , la funcié és una pardbola convexa , mentre
que 8i u,> u, la funcié esdevé una hip2rbole creixent amb asimptota a
1 u, » Vegi’s la figura 5.1.4., on s’ha suposat vy, = 5.

Es tracta, doncs, d“una funcié creixent i convexa en tot el semieix,
que expressa la menor importincia relativa de la li{nia en 17interval

a mida que el seu interval es fa gran, L'asimptota—Luo coincideix
amb la inexistd®ncia de la 1inia; aleshores, el temps d"espera &s la
meitat de 1“altre interval.

5.1.5. CAS PARTICULAR DE 3 LINIZS.

Per un raonament andleg al fet quan 1“itinerari congtava de 2 lfnies, s”arri-
baria a les seglients expressions: ,
p(t) =( ] + ! + ! )— 2( L + L + L )t+3 1 t2 (5.1.10.)
u, u u u, u u,u,  u, u, u uu

2 3 2 2 3 3 23

P(t) =( l + L + l )t -(u1u +u1u +u1 m )t2+ lu t3 (5.1.11.)
1 2 3 172 2 73 "3 %, 3
1 1 1 1 1 2 1
W(u s _s ) = Uu [——— [ — u1 + ] .
LA Ahak SARRERE B -] 6 ( u, u3) 12 u, uy (5.1.12.)

5.1.6. GENERALITZACIO A n LINIES.

Un cop deduldes les férmules que regeixen els itineraris de 2 i 3 lfnies,
hom passa a trobar una generalitzacié per a n.

5.1.6.1. Densitat de probabilitat.

& partir d’ara, el subfndex indicard el nombre de linies a qud corres—

pon cada expressib,
Les dues férmules vistes fins ara, per bé que escrites d’un altra
forma sén;

py(1)=( g tg— ) - 2 e (-0° Z L v2(-4) Z Z
1 2

1u2 31 ' =] 32=2 ji 32



p3(‘|:)-=(u1 -'.r1 +u1 )—Zt( ! +1 + ! )1-31;2-—-—-—

1 o 3 1% 13 u2u3,

3
(-t )° )
3, =1

1

. u. <

: 1 2 3. O
+3(-1;)2 Z Z Z

| 2 3 1
+2(=t) > X o+
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(5.1.13)
. ...ﬁ
R R T P N
Una generalitzaci6 d“aquesta expressié dun ai
n n-r+1 n-r+2 : n : )
S r-1
pn(t) o= Z’ r('-t) E Z eo e o Z u .‘u. ...u.
r=1 Ji=1 =i+ .‘lr--:lrjr'l:l J2 r
(5.1.14)

on el nombre de sumatoris -interiors a considerar a cada valor d’r
és precisament r , tal com es comprova en els dos casos particulars.

5.1.6.2. Probabilitat acumulada.

En 1’expressid anterior, sigui C, el valor constant propi de cada

valor d°r . Per tant guedas

n

p(8) = ) x(-t)"". ¢

r=1 r

Integrant-la, s8“obté la funcib desitjadas

(5.1.15)

» t . n t o n :
Ii.n(t).-.[ pn(t) dt = Z cr[ r(-t)r—1d‘t = Z cr(-t)r
r=1

co rel

On es remplaga el valor primitius

n-r+l n-r+2

P(8) 2 ()7 L Y e

r=1 By=1 =i 3

A0

r
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5.1.6.3. Vaior mitji de 1l’esvera,

Per tal d’alleugerir la nomenclatura, a partir d”ara s”adopta el con-
veni segllent, andleg d’altra banda al suara introdult:

wna v‘(‘l\l ,u2’ oooooun)
S ha vist que:
o (=1 2
1 1 1 1 - v, - 1 .
3 - . = ——— ——— 010
N e “1[ 7123 L w, ] (5.1.7)
2 jym2 J1

-—

W_=u 4o u ( ! + ! )+ ! u2 !
371 2 6 "\ u u 12 1 u, u3

_ | ; N -
1 (=1)w 1) u, L (= 1)2 2 1 L
[+ z - L L 5]
| 3,=2 §,=3
(5.1.12)

Passant a una generalitzacié anéloga a la ja v1s»a, a 5.16 .1.,°p

escriure’s:
— n-r+) n-r+2 n

["’*‘Z: §+1) Y Y e ¥ — u{".ujq_]

i
372 =i+ i+ T %2 r

(5.1.17)

Les f6rmules (5.1.14 ) i (5.1.17) s6n les donades per LAMPKIN i SAAL~
MANS. Aquf no es proven; tan sols se’n comprova llur validesa per a n=2
i n=3o

5.1.7. ADEQUACTIO OPERATIVA,

5.1.7.1. Metode seguit. _ N

La férmula anterior &s la definitivament recercada, i la que resol el
problema del ciAlcul del temps mitji d“espera per a qualsevol nombre de
linies constitutives de 1”itinerari.

Malgrat la seva compacitat i elegincia, té un defecte greu de cara a
programacid., kn efecte,la implementacié informdtica d“aquest algoris-
me s’ha fet en llenguatge FORTRAN, que no &s essencialment recursiu
com ara 1°ALGOL. Hom pot deduir, doncs, la dificultat d”implementar
una cadena de sumatoris, o sigui de bucles de forma DP, de longitud
variable.

Per bandejar aquest problema s*ha optat per una disposicié pseudo-re-—
cursiva, que calcula el valor pas a pas, afegint cada cop una nova
1linia.
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El métode seguit €s aquest:

i) Ordenar els intervals de manera creixent, WU, Corren kR

2
ii) Calcular la férumula ja conegudai

iii) Suposar que la lfnia segllent passa a formar part de l°itinerari

' amb la qual cosa, el temps d’espera ha de variar( de fet dismi-~
nuir); sigui h,, aquesta disminucibd. Se’n calcula el valor i
s’afegeix a l”anterior., Es a dir:

W o=W |+hm | | ‘(5).1.18)

iv) Si m < n, tornar a iii). Si m=n, ja el valor de W, &s el recer
cat. -

Ja es veu, donos, que tot es limita a fer el seglient cialcul!

- n=? 3 W_es troba directament

2 : n -
m32 s Woe Wy 4 Byt By oo +h "‘2+Z h((5.1.19)
Mea3 . ’

5.1.7.2. Cilcul dels increments.

Segons s“acaba de veure:

- . ’ 3 ° 8 b
hIu Wm wm—l | '(511 is)
Per al cdlcul d“h_, , doncs, caldrd partir de les expressions generals '
de W,,, 1 W, tenint en compte que les m primeres linies de W,
equivalen una per una a les de W_, i que l’expressi6 constitutiva de
Wiy tindrd un sumand més que 1%altra.

Restant-les, doncs, terme a terme:

: : (=1 )u, m+] 1 :ﬁl q
hm+1 -u'[ z ~ 2 T 2.3 (Zu - Z u‘1 ) +
3,2 h] 5 =2
2 m m+1 4 m-1 m
u ' 1 . :
+ 3.4 ( Z Z u, u - Z : Z u, u, ) +

J =2 3,=3x1 12 =2 =3 . v "2




T Ty T T R e R e T R T R T N N e T T RS SRR SRR

(f' POy

j =2 3 -,j +1 :)3-3 +1

n=2 . m-;l m

Y L L S TR . ‘"uj]

T A N (ae1)(me2) "3,%4,

372 dgegrt dyedgt o

Reduint termes dintre de cada pardntesi s’obté:

+_ooo_co +

(-1)". u, 1 1
T i) (m2) * u ‘u, u seely ],_,*___;_,-_\

Un cop tret el factor obmﬁ, queda una expressil similar a la de W
com pot veure’s a l°expressié compactadas -

n=r¢] n=-r+2 n

2 (=)™ T T o
hll+1- u’ [ 2: m Z L oo Z u ud.'.uj ]
3, =1 32-1“}1 jr-jr.-'ﬂ 1. Y2 r

m4l 3y

(5;1.20)
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5.1.7.3. Realitzacié prictioa.

En el progi'ama, 8°hi han desenvolupat les férmules fins a m=7, que
permeten el cidlcul de W, . Per a valors superiors, es presocindeix de
les linies els intervals de les quals sén més grans que u, . Val a
dir que el cas d’un itinerari amb 8 o més lfnies s extremadament
rar. ' ' .

A continuacibé es descriuen els desenvolupaments de la férmula ante -
rior per a valor d’m de 3 a 73

1 1 )

w Bu( . )

1
2 2 6 u2

o2

) 1 1. 1 i
hy = ("6"'12 ot Wy )

u3 , 2

1
by [ )- 3
5 u [ 6 +12 Yl ta Ty 20 ™ u.u tia tiu

1 3( 1 1 "1 1 ) ;
u + + + -
u uu u uu u.u.u . ua.u

234 235 245 345

141 ]
p
‘ 42 u2u3u 4u5
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h 1 [ 1l + 1l a ( 1l + 1l + 1l + 1l + 1l )
7 uy 6 12 u, u3 u4 u5> 1u6
1 2, 1 1 1+'1+.1+1+1+1+
T 20 u‘( uu, uu -ru u. uu, uu, uv uu, u,u
273 24 25 26 34 35 36 45
1 1l
+uu +uu6)+
46 5
+ 1 u3( 1l 4 1 “ 1 1l + 1 + 1 +
20 "
30 u2u3u4 u2u3u5 u2u3u6 u2u4u5 u2u4u6 u2u5u6
1~ 1 1 1 _
+uuu+uuu+uuu+uuu)
345 346 356 456
_ 1 u4( 1 1 4 1 4 1 + 1 ') *
42 "V"uyuuvu wvuuu uvwuuwl uyuuuu uuuu '
273745 2346 2356 2456 3456
S S S
56 ! u2u3u4u5u6

5.1.8. CAS PARTICULAR EN QUE L°INTERVAL ES EL MATEIX PER A TOTES LES LINIUS.

(APLICACIO A L°ALGORISME DE GENERACIO).

501.8- b AEliCSCiGO i

Interessa d”analitzar la funcié W, en el

cas en qud hi hagi un intef—

val de xarxa, inic per a totes les lfnies. Aquesta és la hipdviesi H 14)

gque es pren en l“algorisme de generacié.

Recordi’s que per a l°assignacié es substitueix per la H>14A) a la qual

es dedica tota la resta del punt 5.1.
5.1.8.2, Valor de l’expressié.

Se suposa, doncs,:

u,-ua

aquest valor, sustituTt a (5.1.17), queda

B se000e = U

-u.’
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- n-1 ) n-1
1 (1) u” ( r ) ]
W =u [ T"' (I‘+ 17(!‘-!— 2) . ur -.
r=1 \ . _
| ™ - -
| [ 1 (-1)° Cmely
o= [T+z§1 {r+1)(r+2) (nr ) ] o

(n;l) | | S
. ) :
wu ) () GIOGD) - (5.1.21).

-

La fraccié pot escriure'ﬁ d‘uns altra manera. En efectes

n-l . _ '
. ( r ) o 1 . - (n=1)1 (n-1)1
T+ (r+2) ~ (r+2)(r+1) ° rt (n-r-1)! (r+2)l(n-r-1)!

Multiplicant i dividint per (n+1l)ns

(n-1)1 | 1 (n+1 )1 1 (m)
r+2)i(n—r-1)1 = (asl)n  ° (x+2)! [(n+l)=(r+2) ] ! -. (n+l)n \ re2
Aleshores (5.1.21) se simplifica:

ne-1 | ' n;-1'
+1 1 ) 1
W, = u BNCYE Zn+15n (:+2)' v (EX Sy Z (<1)" (::2) -
T=0
1 n+l n+l ) n+l k
A CYSYF [' [( 0 ) - 1 )J +r§2 ("1) (mz)} (5.1.22)

1 ]
-um[-l't(n-tl)i'od-—m Hn-—m-
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%1 sumatori darrer és efectivament nul. Per demostirar-ho, cal adonar-
se, d“antuvi, de la seglient identitat:

n
n n r
= (1-)" = ) (1) (=)

=0
I fent una transformacid del sumatori en qlestib, s’obté una expressi:
equivalent:

n-1 ' n+l

n+1 r 2/n+1l n+1l
page (M) LT (1) LT (M) -

=2 r==2 r=0

.5 1.9 VARIACIO DEL TEMPS D“ESPERA PER IRREGULARITAT EN L°ARRIBADA DELS AUTO
BUSOS.

A la hipdtesis H 14A) s’ha vist la limitaci6 que comportava el fet d‘admetre
que els autobusos arriben a una parada, amb unes diferéncies de temps que in
defectiblement equivalen a 1‘interval tedric. De fet no és aixf, i hi ha
bones raons prictiques que ho demostren. ‘
D’antuvi, hi ha les perturbacions que el trific imposa als autobusos. Perd,
a part d’aquest motiu exogen, els autobusos d“una mateixa lfnia constitueixen,
"per se", un sistema inestablet en efecte, un petit retard en un autobis fa
que quan arriba a la segllent parada hi ha un nombre de viatgers que l’espe-
ren més alt. Aixd implica que s’atura més temps a la parada i que, per tant,
arriba encara més tard a la segllent. Per contra, l’autobds que 1li ve al
darrera, es troba que a cada parada s’hi atura menys temps del previst, ja
que el precedent 1li ha pres una part de la seva cirrega. A la llarga, doncs,
ambdés autobusos acabaran ajuntant-se.

irregularitats ni de donar-hi una solucié. Aquest punt només es toca de

trascantd, amdb la sola intencid d°introduir una millora en la funcié del

tempq d“espera. Per tant, hom es limita ac{ a afegir-hi una férmula sobre
aquesta irregularitat.

5.1.9.1, Formulacié matematica.

Donada la gran difusié que ha assolit, i imposibilitats d’analitzar-ne
l’efici®ncia pricticament, hom es limita a reproduir 1l°expressid tro-

bada per 5.M. HOLROYD i D.A. SCRAGGS, {21} , en un estudi empiric dut

a terme a Londres 1l any 1.966.

L’expressif matemdtica en qllestib é&s:

2
u + T0

> (5.1.23)
2u + 70

W=
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On W i u tenen el significat habitual, perd fo_rgosa.ment expressats en
minuts, car la férmula conté termes constants.

W o= e | ‘ (5.1.24)

on W, seria l’interval tedric, o sense irregularitat, tal i ocom
e’acceptava fins ara, a la figura 5.1.5 es poden comparar ambdues fun
cions.

5.1.9.2. Comparacié de funcions,

Per tal d’apreciar la variacid absoluta i relativa que hi ha entre els
dos temps d’espera s“han definit les funcionss

‘ u2+ T0 1
D(u)sw-wtau( . - = ) (5.1.25)
2u 4+ 70
W u’4 70 |
R(u) = — =2 .-é.‘.‘__.. (5.1.26)
L] 2u + T0 '

q\ie donen precisament aquestes variacions. A la figura 5.1.6 poden
veure~ s’hi les grafiques.

Cal notar que la funcié D(u) és molt aplanada. Té un mdxim per a

u =V35 = 5,91 min., amb una D(u) m3x = 1°479 min. Perd en les seves
rodalies, la variacid és molt petita. ®n efecte,

a2 l%interval 3°5 < u < 10, 13 <d €1°479 ,
ia " 2°4 <u < 16”5 1 < d<1°479 3

Aquest segon interval cobreix un bon trog de tot el camp de definiciéy
dintre seu, en canvi, la funcié &s a dir, 1l augment a afegir al temps
tedric d‘espera per causa de la perturbacié es manté entre 1 i 1°5 mi
nuts. Aquesta variaci$ sembla irrelevant si no és que s”atorga una
ponderacié al tempes d° espera, amb la qual cosa llur infludncia en 17al
gorisme augmentaria.

La segona funcié R(u), que descriu els increments relatius, és sempre
decreixent; per tant, 1°increment relatiu a afegir per causa de la per
turbacié es fa prooorcionalment més petit a mesura que augmenta 1°in-
terval. Presenta una inflexi6 en el punt(V_g %) o sigui (3,42, 1,79).
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8+t

71

FIG.5.1.5
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D(u).

Y5+ ——
147902 )

05+

-4
1
i

R(u)

inflexid

V755

5t

Y25+

Augments absolut i relatiu de la férmula de HOLROYD i SCRAGGS.

FIG. 5.1.6
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5.2. FUNCIONS DE REPARTIMENT MODAL | DE COST
MITJA DE VIATGE.

5.2,1. FINALITAT.

A les hipdtesis H 17) i H 20) s’han definit respectivament la funcié de re-
partiment entre modes i/o itineraris, i la funcié de cost mitjd de viatge per
2 un flux donat (i,j). Vegin-se, les férmules (2.1.8) a (2.1.12).

Els treballs previs sobre repartiment modal, entre els quals cal citar a

tall d“exemple: R.E.QUANDT {48}, D.A. QUARMBY {49} el quadern n? 17-18 de
1°I.A.U.R.P. {25} i G.M. HYMAN {23}, arriben a la conclusi6é que la variable
que explica millor la decisié de l°usuari de prendre un o altre mode de tran
port és la difer2ncia de costos generalitzats. A més, la relacib entre l°es-
mentada diferdncia de costos i la proporcié que empra un mode determinat,

per exemple l”autobds, la formalitzen com una funcid logistica.

Fn el punt 5.2., la primera part es dedica a l°estudi d’aquesta funcié a les
seves caracteristiques i a la contradiccié a qu? s”arriba si s“adoptés en

els presents algorismes. il seglient parigraf, 5.2.3., tracta de trobar-hi una
sortida a partir d‘altres formulacions; es proposa, en definitiva la funcié
L. Finalment, el paragraf 5.2.4. generalitza 1l anterior expressié a n itineraris
de la qual cosa resulta la funcié M que és 1‘efectivament emprada als algoris
mes i l’exposada a les hipdtesis H 17) i H 20).

5.2,2. ESTUDI Dis LA FUNCIO LOGISTICA.

5¢2.2.1. FPuncié de repartiment.

S‘entén per funcib de repartiment 1la . funcié definida en general a
la hipdtesi H 17):

) : (2.1.7)

k k , o0
y=y (a, a
que relaciona la proporcié d‘usuaris que empra un itinerari (o mode)
amb els costos de tots els itineraris.Donat, perd, que la majoria
d“autors, llevat potser de G.M. HYMAN, consideren un repartiment bi-
nari, en aguest cas entre peu (o mode alternatiu) i autobds, la fun-
cibé estudiada esdevé:

k
¥ y5( 2% a' ) (5.2.1)

De fet, Adhuc aquesta terminologia se sihplifica com e3s veu tot se-
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5.2.2.1,1.: Expressib.

Siguis .
¥yt proporcié d’usuaris que prenen el bus (fins ara y! )

p: cost a peu o pel mode alternatiu (fins ara a’ )
a: cost en bus (fins ara a').
ﬁ§ parimetre de sensibilitat (f>o).
— La funcié logistica aplicada al cas present és:
1
1+exp [ g(a~p)]

0 anomenant 2Z=a-p, a la diferdncia entre el cost en bus menys
el cost a peu: '

1

YT | (5.2.3.)

La grafica és a la figura 5.2.1.

(5.2.2.)

¥ = y(a;p) =

: - Ny

5.2.2.1.2. Propietats.

Heus aci les propietats de la funcié logistica que ara inte~
ressa de remarcar, car després serviran de punt de referdn-
cia per a les propostes ulteriors.

a) Es veu que la proporcié d’usuaris de bus es fa petita a
mesura que la difer2ncia augmenta. Inversament, quan el
cost a peu és superior. La funci§, doncs, és mondtona de-
creixent.

b) La funcib no privilegia cap mode, ja que és simdtrica
respecte del punt (O, -%— ). Es a dirs

y(2) = 1 -y(-9
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™n efectes

l1-y(-z) = 1 = ! _ —exp(- B z)

- (2)
lvexp(-Bz) leexp(-pz) l+exp(fz) is

Per tant, si per una difergncia z i ha um proporcié y que va
en bus, per a una diferdncia de -z, l’anterior proporcié
serd l-y.

¢)El par2metre creix amb la sensibilitat de 1‘usuari en la

5.2.2.2.

regié propera a l°origen. En efecte, la derivada a l’origen
val:

y°(0) = - -—g—-

Evidentment, en regions allunyades passari exactament el
contrarij perd el salt fort es produeix quan els costos :

s“assemblen, &s a dir, quan z ~0.

Funéié de cost,

5.2.2.2.1. Formalitzaci6.

Sigui un flux (parell origenv' destf) amb una demanda fixa.

Bl cost a peu &s constant sempre, i el cost en bus varia se-
gons 1°evolucié de 1l algorisme.

En definitiva, la variable independent és z, ja que se su-
posa: '

& = D+ 2

Anomenant, doncss:

- c: cost mi{jd dels viatgers constituents del flux, i donant

& les altres variables llur sentit-habitual, quedas

. . z
¢ =Yea+(l =y)p = y(r+2)+(1 ~y)p = Pay-2 = D+ 1+expz‘8 z)

C = p*m—ﬁ—zy , (5.2-4)

- 5.2.2.2.2. Propietats.

Les derivades 1% i_ 2ona. séni

oo 1+ (1-3) o i
(1+e .35)2

(5.2.5)
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oo - pofE (Bae2)s (- Bze2) o B (5.2.6)
! (1+0 B%)°

Per tal de trobar el mixim de la funcié c(z), si al numerador
es fa fz = x, cal resoldre l’equacié

(x-1) eF a1

que té una solucié: : ,
_x_ =Bz = 1°278464547260 - (5.2.7)

Sustituint a la 2% derivada:

oy
(3x_ - 2)(x 1)
c"(zo) I 2 3 2 <0

x
o

-

Aixf, doncs, tracta d“un mixim.

L’ordenada a aquest punt serl:

xo 1

.ZO. .
= + = . =
c(z)) = p Toexs(F20) e, ) I P T e
%o 1 XL - (5.2.8)
= D+ . 1 = D+ .
e 21
[}

La 2a derivada s’anul.la a dos punts, oposats entre si, el
valor dels quals és:

‘Bz,= X, = 2°399357280515

Bzz- x2 = ~X,

(5.2.9) °

5.2.2.2.3. Infludncia del pardmetre f.

A la figura 5.2.2. s“ha dibuixat un grific de la funcié,
amb diversos valors de 8 . Cal notar que:

a) totes les corbes passen pel punt (0,p), que correspon a
una igualtat de costos entre modes.
b) per valors grans de §,la funcié s aproxima més a

C—dP =3 z<x0 a<xp
c—p z2>>0 _ a>>p,

que és l’afectaciéd per tot o res,




pel'S 4+

pe+l 4+

p+05+

2

8

0'5

H

8

=025

236

1 p-0%

e

-p-15

-+
-

1

F1G.5.2.2

rn g




237

n efecte, quan el cost en bus &s molt petit en relacié al
cost a peu, a<gp, el cost mitjd c tendeix a valer a, En el
cas controri, ¢ s”acosta a p. ‘

5.2.2.3. Inconvenients d’adaptar-la uls presents algorismes.

La grifica de la funci6 c(z) deixa veure el resultat aparent-
ment absurd on es va a raure.

Fn resulta que per a valors de z >0, el valor del cost mitja
¢ augmenta fins a un punt, i després disminueix. Es a dir,

& inida que el cost en bus augmenta, el cost mitjx també, la
qual cosa és fins a cert punt ldgica. 3=s com si els usuaris -
tinguessin una certa in®rcia a deixar 1l°autobds, tot i que

€g més car que la marxa a peu.

L interval a la dreta del mixim seria el de "presa de cons-
ciéncia", L’autoblis arriba a ser tant més car que cada vega~
da se n“adona més gent, la qual es decanta per anar a peu.
Aixd explicaria la disminucié del cost mitji, per a valors:
creixents de z. '

Si bé la forma d“aquesta funcib pot ser més o menys acceptable
sota un angle psicoldgic, es fa del tot inadmissible quan

hom pensa a introduir-la a l’algorisme, “n efecte, es tracta
d’un algorisme iteratiu que avanga pas a pas, #n l°interval
de z superiors al mixim, resultaria que una disminucié del
cost en bus (z,< z) donaria lloc a un augment del cost mitja
general (c,> ¢;), amb la qual cosa, aquest pas no seria mai
escollit, tot i que de fet representa unz millora., Vegi’s la
figura 5.2.3.

c ___7—@.
2
C' =

o FIG. 5.2.3
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5.2.3. ESTUDI DE LA FUNCIO L.

Al punt anterior s’ha vist la dificultat gque presentava la férmula logistica
sota un punt de vista algorismic. Per tal de bandejar aquest problemz, s‘ha
pensat en una altra funcié de reparticié similar &« 1’anterior, perd tal que
la seva funcié de cost no tingui cap mdxim: és a dir, sigui sempre creixent.

La solucié proposada és una corba no analftica, constitulda a partir de dues

hipdrboles adjacents a 1l”origen.
Se segueix la mateixa nomenclatura anterior, llevat de quan es farid la compa

racié entre ambdues solucions.

5.2,3.1. Puncié de repartiment.

5.2.3.1.1. Expressit.

1 a
‘]_ et g
2- B(a~
yey(a,p) = la-) | (5.2.10)
1.

2+Bia—ps a

N
k-

\Y/
-1

5.2.3.1.2. Propietats.

Té les mateixes propietats generals que la corba logistica.
AlxIs . ' .
2) Les asimptotes sén:

limy = lim - 21 = =]
Z5-00 Z-o- et

. . 1
limy = lim 0

% - 00 2@ ~2+_,92;

b) Es simdtricas e

¥(2) = 1- 3 (-2)

En efecte: ‘
siz > O

1-3(=2 = 1- [1- 2_‘3 - @-{3—7 = 3 ()

Si 2 <-0p
1

1- y(-2) =‘7 EErTicr 1~ (E:%§7§ = y(2)

¢) El parimetre § compleix la mateixa missi6é, i és unindiqir
dor de la sensibil%tat. A 1l°origen, la derivada pren el
.mateix valor que abansi

y,a(o) = - 43
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ja sigui calculada per la dreta o per lesquerra.

A la figura 5.2.4. es comparen les funcions L i la logisti
ca, per a diferents valors de g1

Yi

1

Wy

-
-~

~~‘ /

pnimadimadinde e b TSty

=TT ! === LOGISTICA

. | - = FUNCIO L

ton
N - Q

™

5.2.3.2.

FIG.5.2.4

Amb les condicions imposades l7igualitat d“ordenada i de de-
rivada a 1°origen, la corba logistica és, en tot moment, més
discriminadora que la funcié L, per a un mateix valor del
parimetre B s donat que aquesta darrera tendeix més lentament
a 1l%asimptota en gualsevol dels casos.

Sota un punt de vista tedric, no sembla un obstacle massa
greu agquesta lentitud, i fins aquf pot acceptar-se aguesta
funcid com a representativa del repartiment entre modes.

Fancié dé cost.

5.2.3.2.1, Formalitzaci$.

i T o VU PO

Fent servir la mateixa nomenclatura gue abans, s’obté:

z
‘ P+ g g z< 0
c=y.a+(l=y).p = p+y..z=< TR g ( 2.11)
: D + et >0 >
2+Bz 2
5.2.3.2.2. Propietats: comparacid amb la funcib de cost lo-

gistica.

Les derivades 12 i 28 séh:
2

Ty S0

c',<<;\ - (5.2.12)

s
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- A8 '
/- (2=g)s -
°n<< (5.2.13)

2+;3z3 220

Pot veure’s que c‘és sempre positivas en efecte

~ si 220, és evident

- 81 20, el denominador serd sempre > 2, ja que B >0.
Per tant, la fracci6 <1 i ¢“>0. '
En segon 1lloc, la funcibé i les dues primeres derivades coin-
cideixen a l’origen, amb els valors de (5.2.14)

c(0) = p |

0*(0) = 5 (5.2.14)
o"(0) = -

tant les dues meitats de la funcié entre si com elles dues

amb la funcib de cost logistica.

D’altra banda, les dues primeres derivades no tenen extrems .

en el camp de definicib. Aix3 resol el problema de la funcid

anterior, ja que c(z) és creixent en tot 1%eix real.

L°Gnica expressié que s‘anul.la és c'=l-—=m=s; , que t6
2203 (2- 82)

un maxim per z = . Perd com que §>0, " z>0, cau fora

del camp de definicié [-0.0.]. ‘ Lo

Respecte de les asimptotes, pot weure®s ques

] z 1
]z'imoo(cl)-z) ;iw( 2-52.)= B

(5.2.15)

lim (c~p) = lim
Z—00 z—+ Q0 2 ﬂz ) B

Es a dir, les asimptotes.isbn, e -

B

Cm p+-l’— ¥ 3= 00 s

B
(vegi’s la figura 5.2.5),1a qual cosa vol dir que la funcié no

tendeix als mateixos limits que abans, siné que aquests s“aug
menten en 1/5 a cada extrem.

C= z+(p+ —!-) quan z;->-oo' l _
. (5.2.16)

La figura 5.2.6. compara les funcions de cost L i logistica
per a diferents valors def 3 graficament hi apareix tot
211% que s“ha dit fins ara. La figura 5.2.7. n’és una amplia
ci6 per a B =1 en una zona propera a 1l origen.
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5¢.2.3.3. Critica que comporta'el seu ds.

S’ha resolt el problema anterior per mor del mdxim de la funcié de
cost. Perd z2ixd crea un nou inconvenient. In estudizr les asimpto-
tes s“ha pogut veure que disten de la funcid logistica que en
el limit assignava per tot o res.

Aquesta pega pot pal.liar-se prenent un valor gran per a ﬁ ,(de
1l’ordre de 3+5), Caldri tenir en compte que, cada cost, llevat del
punt z= O, en qud el cost en bus i a peu coincideixen, serd superior
si s“adopta aquesta funcibd que no si se segueix amb la logistica i,
per descomptat, la tot o res,

A les figures 5.2.6. i 5.2.7. pot veure-s’hi que la proximitat a
1’asimptota es fa més gran a mesura que creix .

5.2.3.4. Impossibilitat d’emprar funcions de grau superior.

Cal descartar la possibilitat d”obtenir corbes més reeixides a partir
de funcions racionals de grau superior.
En efecte, sigui la funcié de partida:

y = A+r;3z T = (4+Bfz)™ z2 > 0 (5.2.17)
on n>1 . Imposant les condicions inicials habituals fins ara, 6és
2 dir: . _ ) ;

y(o) = T;"— = ——15- | | |

(o) _-m3g _ 8 ‘ (5.2.18)

An- 4

es determinen els coeficients Ai B ., Substitults a (5.2.17) en resul-
ta:

1 .
y = — 220 (502.19)
2( '|+-§— % )
2n

La funcié de cost seria aleshores: . '

z

n
2 (] J@.z)
+2n
la qual té un maxim per a

220 (5.2.20)

C =D+

2n

g = m ' . (5.2.21)
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Aquest mdxim només deixa de produir-se qusn n=1 , que és el cas ja
tractat. Fora d“aquest, doncs, la funcié tornaria a tenir un mixim,
que és precisament alld que vol evitar-se.

5.2.4. ESTUDI DI LA FUNCIO M.

La corba L resolia el problema del repartiment entre dos modes, ensems que
imposava que el cost mitjd fos una funcib mondtona creixent. A partir dels
resultats obtinguts aleshores, ara es tracta de gemeralitzar-los per tal de
trobar-ne una aplicable a un flux servit per s itineraris,

Tot i 1la formulacié inicial de la funcié M, diferent de la funcié L, es de-
mostra que per a 2 itineraris ambdues coincideixen.

En tot el par2graf 5.2.4, doncs, se suposa que hi ha un total d°s itineraris,
cada un amb un cost a¥ , Per tant, l’usuari té s+1 alternatives car, a més,
hi ha el viatge a peu, el cost del qual és a°.

5.2.4.1., Funci6 de repartiment,

5.2.4.1.1. Ixpressiéd.

Sigui yk a la proporcié d’usuaris que empra 1l itinerari k-3.

Aleshores: 1
k . .
s
}E: 1
.- hi -~ N
1=0
. . | |
M < min a (2.1.9)
k

Aquestes férmules ja han aparegut a la hipdtesi H 17)

La proporcié yk &s inversament proporcional al cost, dis-
minult d“una certa quantitat M, constant per a tots els cos
tos.

Bl denominador pretén de ser un coeficient normalitzador per
tal que sigui certa 'la condiciébs

n
Z ¥y =1 . 4 (5.2.22)
i=o
La rabé de prendre els costos disminuits d°M obeeix a un mo-
tiu experimental, obtingut de les enquestes. El criteri que
més pesa enfront de l°usuari de cara a decidir 1 itinerari,

és nés que cap altre la diferéncia de costos, tal com ja
.8°ha assenyalat a 1°inici del punt 5.2. Si hom tria aquesta




M de manera que la diferdncia h = min a¥ M sigui ocons-
tant, deixen de tenir relevincia els valors absoluts i pasaen

a comptar llurs difer2ncies. Aixd &3 el que es pretenia.
5¢2.4.1.2. Cas particular de 2 itineraris.

Adaptant la funcib M al cas de només 2 itineraris, i tenint
en compte que a° = p 1 a! = a, en resultaria:

¥ == - 1 | | (5.2.23)

a-m p-m p-m

Té les propietats habituals, a condici6 de mantenir constant:

h = min (a,p) -~ m A ‘ (5.2.24)

En efecte:
a) Les asfmptotes sén

1 1

lim y = lim = lim =1
2,00 200 14---3:3- as»00 14 :
| P p-(ah) {5.2.25)
lim y = lim ———7—71 ~ = 0
&5,00 25,0 ?.:_?:_11_
' h
b) La derivada a-1°origen serd:
oy - _( a-m ) ]
da " p-m P-o
(_‘51) SRS E S U
da /o 4 ° p-m 4h
Igualent aquest ﬁalor 2 1l°obtingut a la corba L
1 B 1
- asenwseeen I e eoseces h a8 e———— 020
P 5 = 7 (5.2.26)

h és doncs, l’indicador de sensibilitat. Com més prdxim sigui
M al cost minim, més sensible serid la funcié a les dlferén- .
cies de costos,




246

Valent-se de 1a igualtat (5.2.26), i sustitutnt-la a la
‘férmula generals

a) Si a<p a-meh = -k

p-m-a-z-mu-z+._1_

o ' o 8
1 - pe=

i 2-33'1-5:]'[}?
1+

1

- T e—

.o | B

1

b) Si a.>-p p L ) h = —E—
& =N =D+ Z~M = 7 ¢ ===
: B
' y = 1 — o . ! = !
a~m zZ 4 1 2+B$
1 p-m 1+-——-%B:

Reapareix, doncs, la funcié L de repartiment (5.2.10).
Aquesta equival®ncia prova, entre altres coses la simetria de
la funcié M, respecte del punt a=p, quan hi ha 2 itineraris,

i fa extensives a la funcid M totes les pr0p1etats vistes
-per a la funcié L.

5¢2.4.2. Puncié de cost.

5¢2.4.2.1., Expressib.
,E1 cost mitjd, per aplicacié de (2.1.8) serd:

k=0 L
> T .
k=0 2 - l! e

que &8 la férmula que apareix a la hipdtesi H 20)
5.2.4.2.2.'Pr0pietats.

La primera derivada‘és:

dc : -M 1
éni o (
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L2 N (5.2.27)

(D) @

i al- M

Sempre és positiva, ja que el numerador ho és (s>0) i

el denominador és un producte de factors quadritics.
3i el = a, i, aleshores:

c(a) = &

do 8+ 1 1
(6£Ja(s+12° h2 &+ 1
h )
que &s una generalitzacif dels valors trobats per a 2 itinera.
. ris. En efecte aleshores g= ) y 1 e21/2

?

5020402030 Asfmp’tétes.

FPent tendir a infinit tots els costos, llevat del cost a peu,
-k
& —3> 00 kﬂl .....B,'
a°- M=h

La funcid passa a ser:

s ’
Z: a# a.o .
t k o ’P
lim ¢ =l'Lm a,—M»k=1 a - M = a- M =
ak_co ak o 1 8 1 .
‘-’;‘vk=1--3—vk=1“° Z k P + 0
, ' a - M a-M a =M
k=1
o
hd s
h t o 9
= = a4 —- S .2,28
T (5.2.28)
h

El cost mixim depdn del nombre total d°itineraris , s, 2dhuc
8l aquests no tenen cap usuari quan llur cost sigui infinit.
Aquest punt caldrd tenlr-lo en compte en la implementacid
informatica.

5.2.4.3.Difioultats que comporta el seu s,

En l’algorisme d’assignacib, es déna el cas d assignar 0 autobusos a
una linia. Si aquesta linia &s 1°Gnica del seu itinerari, el cost es
fa, aleshores, infinit,

Pr2dviament es calcula el cost mdxim, és a dir, aquell que haurien de
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suportar els usuaris si ne hi hagués cap autobds a la xarxa. Tal cost
no coincideix, evideniment, ambd el cost a peu, siné que, a més, és
funcib del nombre d’itineraris (1dgicament "buits") que hi hagi entre
tot parell de punts. :

L’augment de cost que suposa el fet de tenir en compte la funcié M

en el cas asfimptdtic pot interpretar-se com el cost de desacostumar
els usuaris, quan estaven habituats a emprar un servei donat. '
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5.3 INDEX DE_PROXIMITAT

5.3.1. DEFINICIO

Al punt 2.3.5.2., en parlar de la infludncia de LINUS, s“ha definit breu-
ment i aplicat 1l“Index de proximitat entre xarxes. Ara se’n fa la ressenya
completa,

Donades 2 xarxes relatives a una mateixa ciutat, cada una d“elles ofereix
un tipus de servei diferent a la demanda. L“Index que aquf es defineix, pre
tén de mesurar la diferdncia entre els serveis oferts per cada xarxa.

Les matrius de partida sén: ~

[dij] : demanda.
[a?j] : cost mitjd de viatge ofert per la xarxa m-ena,

Considerant cada matriu de cost com una distribucié estadistica, i la matriu
de demanda com a una ponderaci de les primeres, aleshores poden definir-se
els moments estadistics referits a cada distribucid. Aix{:

Z Z di:j J.I:_J ; jZ dij a'::'

. = (5.3.1.)
> 2 %y W
. i
» 2
m _ .2
2 ; ; dla ("13' xm) ; g »dlj t:j R ‘
%" . - e (5.3.2)
- W
I

Definides dues xarxes, l1l°m-ena, i l°n-ena, llavors:

Xi: JZ di:j(a:.l;j -%) (a:j - %) :
g o= (5.3.3)

" AW

i 3
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Després d‘aquest prdleg, pot passar-se & definir 1°Iindex de proximitat entre
2 xarxes, m-ena i n-~ena, de la seglient manera:

2
Z Z 13 13 aril;j)
Imn™
P T

(5.3.4)

Com que es tracta d’una proximi{;at (o d*una distincia), ha semblat adient
d‘escollir una expressié quadritica.

5.3.2. CALCUL.

El valor concret d”[,, rot obtenir-se ficilment a partir dels moments ante-
riorment vistos: mitjana, varidncia i covari2ncia. En endavant, i per millo-~
rar la comprensié se suprimeixen els subindexson hi siguin evidents,

Zd(au;- an)2 Zd(aﬁ-& a.: -2 a a.n) Zda: : Zda.lz1

W W W W

’

™
B”
59-’
N

2 2 2., S = 2 2
2 ( xm)+(on+xn) 2(yxy+xm xn) (am+an 2H4 )+

_ 2 2 2 2 2
+{X -2XX = (¢4 -2 X =X
( ‘m+xn xmxn) ( m+ an y’mn) * (xm xn)

2 2 _
Imn=(6m+0n -2ymn)+(xm-xn)_

(5.3.5)

5.3.3. INTERPRETACIO,

La particié de la férmula anter:.or en dos sumande, permet de donar un signi-
ficat a cada un:

1 2
Imn'B 6m+ Gn -zymn R
(5.3.6)
2 2
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El primer indica la part de la difer2ncia imputable a les dispersions dife-
-rencials entre costos, mentre que el segon, es refereix a la diferent grandl
ria dels valors. ’

Per tant, I;n serd més gran com més gran siguin les difer®ncies de costos
flux a flux (parell a parell), Iin s €n canvi, creix amb la difer&ncia
global de servei, ja que no és altra cosa que una difer®ncia quadridtica

de mitjanes.

Aleshores, [, ~ I;n (o sigui,I;n:: 0 ) significark que ambdues xarxes sén
igualment "equitatives", per bé que de qualitat diferent.

El cas oposat, quan 12,0 , Imn::I;n representard la proximitat entre
dues xarxes que, per bé que globalment ofereixen un mateix servei, discrimi
nen entre els diversos fluxos, de forma que alguns estan més ben servits en

1“una que en 1l”altra.

AT e s
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5.4 NOMBRE DE SOLUCIONS DE L'ALGORISME D'ASSIGNACIO

L’assignacibé d“autobusos a les linies és un problema combinatori, i com a
tal, el nombre de solucions és molt alt. A tall il.lustratiu, aquest punt es
dedica al cdlcul del nombre de solucions, o maneres possibles d‘ assignar A
autobusos a una xarxa d°L linies.

5.4.1, DEMOSTRACIO DE LA FORMULA.

Siguis
A : el nombre d“autobusos de la flota.
L : el nombre de lifnies de la xarxa.
$(A,L) : el nombre de solucions possibles.

En general, s‘acompliras
A

s(A,L) = Z s(x, L -1 )' | - (5;4.1)

X=0

En efecte, si s“aflla la lfnia L-ena, o darrera, i s’hi assignen A-x auto-
busos, resten x autobusos per a les altres L -1 lfnies, amb S(x, L-1) solu-
cions. _

La 1linia L-ena pot tenir entre 0 i A autobusos; per tant, per a la resta de la
xarxa en queden A 2> x >0, que explica els 1limits del sumatori.

A més, &€s obvi que

S(&, 1) =1, S ' (5.4.2)
ja que si només hi ha una linia, tots els autobusos s°hi han d“assignar per
forga. ' ' :

La férmula que déna el nombre de solucions és:

A+ L —1) (5.4.3)

S(A,L) =(

L ~1
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La prova es fa per induccié:

2) ks cert per a L =1

S(A,1) =(g)=1

tal com s’ha vist a (5.4.2)
b) Si és cert per a L-1 , també ho &s per a L. Aplicant (5.4.1)

' A :
s(a,1) = ) s(x, L-1) = ) (FFE-2 ) .
X=0 | X=0

B(L-2)+(L-f)+(1, )+.“+(A+L-3) , (A+L-2)

L-2 'L=-2 L -2 L-2 . L -2
I recordant les 2 seglients propietats dels nombres combinatoris:

m m+]

(a) =(,)=
(7)o (22

els dos primers sumands de l“expressié anterior esdevenen

L -2 L -1 L -1 L-1 L
CUOAL U - SR & G S
L -2 L -2 L -1 L -2 L -1
i sumant aquest resultat al tercer:
L L L+
(O, -0
L =1 L -2 L -1
Aix{ successivament, hom acabaria sumant 1l“avant-darrer amb el darrer:
A+ L -2 A+L =2 A+L =2
( )*( : )., ’
L -1 L -2 L =1

com calip demostrar.



5.4.2. PROBLEMA DUAL.,

Es flcil mostrar l’equival2ncia seglients

S(a,L) = S(L =1, A+ ) - (5.4.4)

En efecte, segons (5.4.3)

S(ATQ.I‘) f(A’ L-])

L -1
(L—])+(A;1);1l "A+L-1
s(L -1 » Al )-( ’ >-( )
A1 1 ' A
I com que, en generals
(a) = (o
alehores
' A+ L= A+ L =1
L) = ( )8((4;'.1.-1 )‘-(L-l)).

A+L-1l

)-s(L-l‘,AM)

(,

Per tant, &s id3ntic el nombre de solucions amb A busos i L linies, com en
un problema amb L -1 busos i A+ 1 linies.

5.4.3. ALGUNS EXEMPLES.

A la taula de la figura, 5.4.1 hi ha els valors del nombre de solucions per

els nombres digits. Pot observar-se que es compleix la férmula 5.4.1.

Aixf, el valor S(6,4) = 84, per exemple, &s igual a la suma dels elements de

la fila superior, des de la columna O fins a la 6ena. (5 (0,3)+ .8(1,3)+....
cevse +8(6,3) =14 34 ... +28)

La taula 5.4.2. d6na el nombre de solucions per a valors més grans d°A i

d’L, intentant de recérrer tota la gamma possible d’ambdues variables.
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A
“S“‘ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L:linies
1 111 1 1 . 1 1 1 1 1 1 1
2 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 1] 3 6 | 10 15 21 28 36 45 55 66
4 1| 4| 10 20 35 56 84| 120| 165| 220| 286
5 1| 5 15| 35 70 | 126 | 210 | 330 495| 715| 1001
6 .1 1 6 21 56 126 252 462 792 | 1287 | 2002 | 3003 -
7 | 1] 71 28] 8 | 210 | 462 | 924 | 1716 | 3003 | 5005 | 8008
8 1 | 8 { 36 [ 120 | 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435 | 11440 | 19448
9 1 9 45 | 165 495 |1287 | 3003 | 6435 | 12870 | 24310 | 43758
10| 1 (10 | 55 {220 | 715 |2002 | 5005 |11440 |14310 | 43758 | 92378
Nombre de solucions S(4,L) '
FIG. 5.4.1
Ab .
usos
. 10 50 100 500 1000
10 9,2 . 10% 1,3 .10 | 4,2.10% | 5,9.10% | 2,9.18
20 2,0 . 107 4,6 . 10' 4,9 . 107 | 2,3 .-10%.{ 9,9 .10
50 6,3 . 10" 5,0 . 10% | 6,7.1° | 3,1.1° | s5,5.18

Nombre de solucions S(A,L)' —

FIG. 5.4.2

Finalment, a l%apartat 3.3. van analitzar-se els resultats del model d’assig

nacié. Totes les proves van fer-se a partir de les 5 xarxes de base i comptant

amb 500 autobusos, llevat del punt 3.3.6., que estudiava justament la infludn
cia del nombre de busos. També a tall il.lustratiu s’exposa el nombre de solu
cions en cada un dels casos estudiats. Vegin-se les figures 5.4.3. i 5.4.4.
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nombre de busos: 500

xarxa de base LT L8 1.9 L10 Ll12
nombre de linies:I 31 24 23 22 19
" " golucions:S(500,L) | 8,7.10%% | 7,9.10%° | 3,5.10%%| 1,5.10% | 8,4.10%2
Nombre de solucions de les xarxes de base
FIG. 5.4.3

Xarxa de base L8. Nombre de linies L = 24

nombre de busos: A 15 50 150 500 1000
nombre de solucions S(4,24) ] 1,6.10'°}5,6.10"® | 2,5.10%% | 7,9.10%° | 5,1.10%8

Nombre de solucions en les proves de 3.3.6

FIG.

5.4.4
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