Capitol 3
DESCRIPCIO DE LA COLUMNA D’AIRE

3.1 Meéetode de la multiconvolucio

3.1.1 Introduccio

En el metode de la multiconvolucid, la resposta temporal d’una columna d’aire a un senyal
d’entrada determinat s’obté mitjangant 1’addicio de les reflexions que arriben a la seccid
d’entrada 1 que provenen de les discontinuitats localitzades al llarg de la columna d’aire
(Martinez, 1987; Martinez, Agull6 i Cardona, 1988b). Aquest metode de calcul presenta
I’interés de seguir el procés fisic que té lloc a I’interior de la columna d’aire. La figura 3.1

presenta un esquema del métode de la multiconvolucid.

Figura 3.1: Esquema del metode de multiconvolucid
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Es evident que el nombre d’ones que es propaguen a I’interior del guia ones creix
rapidament amb el temps. El seguiment individualitzat de cadascuna d’aquestes ones seria
complicat i poc eficient. Es per aixo que cal sumar a cada pas temporal totes les ones que es
propaguen en un mateix sentit i treballar inicament amb dues ones: la que viatja cap a la dreta
(subindex —) 1 la que ho fa cap a I’esquerra (subindex +).

3.1.2 Estructura de la multiconvolucio
L’algoritme de la multiconvolucié implica dos tipus de calculs diferents. Per un costat, els
calculs associats a les discontinuitats de secci6 de la columna d’aire (canvis de diametre,

canvis de conicitat, forats 1 extrems) i, per 1’altre, els calculs associats a la propagacié de les
ones en els trams entre discontinuitats.

tram a tram b

| .
n-1 n n+1
pn—l,a b n+1.,b
<+— 0- S O-.|.>l< l +

+1,b
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Figura 3.2: Convolucions en una discontinuitat i en els trams anterior i posterior
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En els calculs de les discontinuitats cal realitzar fins a quatre convolucions per obtenir
les ones reflectides 1 les trameses, a partir de les ones propagatives que provenen de la dreta i

de I’esquerra de la discontinuitat. Per a la discontinuitat n de la figura 3.2 s’obté:

PR =R_xp™ = R (1-7) p(x) .

PP =T pt? = [T, (-1 P (D) e,
(3.1
pl_l’b1 R *p n,b I R, (t- r)p (r)dr,

P2 =Tt = [ Tt =0) p (x) dr..

Les ones propagatives de sortida de la discontinuitat s’obtenen de la suma de les ones
transmesa i reflectida corresponents p™® = p™al 4 pta2 j pnb - publy pnb2.

En els calculs de propagacio de les ones en els trams entre discontinuitats cal realitzar
dues convolucions per obtenir les ones propagatives de sortida als dos extrems del tram, a

partir de les ones propagatives d’entrada al tram. Per al tram b de la figura 3.2 s’obté:

p-lq-l =03 *p++l b J. G+(t T)pnﬂ b(T) dr,
3.2)

b =P pib - j o (t1—1) p™°(v) dr .

3.1.3 Discontinuitats

El calcul de les convolucions involucrades en les discontinuitats requereix el coneixement
previ de totes les funcions de reflexio i transmissio elementals associades a totes les possibles
discontinuitats de la columna d’aire. El valor de la velocitat mitjana que s’assoleix en els
instruments de bisell €s prou petita, comparada amb la del so, per descartar la formulacio de
les funcions de reflexié en funcié del nombre de Mach (Munjal, 1987). La taula 3.1 ens
mostra les funcions de reflexi6 elementals per al camp de la pressio establertes per Martinez i
Agullo (1988a).

canvi de diametre
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canvi de conicitat
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forat obert

Rp(t)=—b1 o(t)—¢e(t—1) x

D,
2
5 i XM(esl (t-1) _ esza—r))
X (s1—52)
T:::: D — -
| J*L amb a =787 o e
D

Ty f

by = (Z(D/Df )2 +1j_1

51 :ﬂ{—(2+b2 a ‘E)i((2+b2 a 1)2_8 bl)l/zj

Sz 2
b2 =1—2 bl

forat tapat

Dy Rp(t)=W(8(t)+8(t)s e’ f)

-1
hﬁ! amb W =1""" n=0,1D; /h
" 5 f/
===t D= n+l
1 —_— 2¢5
* 1 S$=——
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Taula 3.1: Funcions de reflexidé elementals

Les funcions de transmissié elementals s’obtenen a partir de les de reflexid i

d’imposar la continuitat de la pressio en la discontinuitat:

T, (1) =58(0)+R ,(1). (3.3)

Totes les funcions nucli de les convolucions involucrades en la descripcié d’una

discontinuitat (3.1) son de la forma:

F(t)=co 8(t)+¢ ™ T ey P2 vyt P2 = (e} {b(1)}, (3.4)

on:

e} ={ep.cerncs) i {po}" =s.67 1 €02 e €21 (3-5)
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La convoluci6 amb aquestes funcions nucli admet una formulacid recurrent que
permet trobar el valor de la sortida y(¢) a partir del valor anterior de la sortida y(z—A¢) 1 dels

valors de I’entrada x entre t—A¢ 1 ¢ (Cardona 1992a):

yo=| (’)F(t —1)x(0) dr={c} T {¥ ()}, (3.6)
(Y} =[Al{Y (- A0} +[B]{X (1)}, (3.7)
on:
0 0 0 0 |
0 en 0 0
[A]= 0 o emM o | (3.8)
0 0 AremA eP2 A

ro)=| é{b(r—t)} () dr = {¥(0)}" ={0,0,0,0}, (3.9)

i les expressions de [B] i {X ()} depenen de I’aproximacié de x(7) entre /~A¢ i ¢. Si s’utilitza

una aproximacio6 lineal de x(7) s’obté:

| 0
[B]= 1 1 : (3.10)
{k}o _A_t{k}l Zt{k}l
(XOV = {x(0), x(t = AD)}, G.11)
on:
k), =[ ) 1bo} < de. (3.12)

Aquest metode recurrent t¢ dos avantatges importants respecte de la convolucid
numerica no recurrent: redueix el nombre d’operacions a realitzar en cada pas temporal 1 no fa
necessari ’emmagatzematge de les histories temporals de les funcions d’entrada a les

discontinuitats p™? i pfrl’b.

3.1.4 Propagadors
El calcul de les convolucions involucrades en la propagacié de les ones en els trams entre

discontinuitats requereix una funci6 nucli descriptora del retard i de I’esmorteiment sofert per
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I’ona. Martinez, Agulld 1 Cardona (1988b) estableixen una funcié d’esmorteiment per al camp
de la pressio, que es mostra a la taula 3.2, 1 tenen en consideracio el retard a través de registres
de decalatge. Aquest fet obliga a calcular el valor de la pressioé en nodes equiespaiats al llarg
del guia ones i a situar les discontinuitats en aquests nodes.

funcio d’esmorteiment

(22
_ BE 4(t-Le)
G, ()= e
e e
1 2
L= |l"1—7’2|

D, } D,
B=|—|pera p_1B=|—=|pera
[DZJP P (Dljp P

Taula 3.2: Funcid d’esmorteiment

Per poder situar les discontinuitats en qualsevol posicid, poden abordar-se les
convolucions involucrades en la descripcié de la propagacioé de les ones en els trams entre
discontinuitats (3.2) sense separar els efectes del retard i de I’esmorteiment (Cardona, Barjau i
Puig, 1992b; Barjau, Keefe i Cardona, 1999). La figura 3.3 presenta una d’aquestes funcions
nucli, on es pot observar que durant el temps que tarda I’ona a recérrer el tram (L/c) la funcid

nucli és nul-la.

o [Gegtigile

Lic t t

max

Figura 3.3: Nucli de convoluci6 d’un propagador
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L’area d’aquestes funcions nucli és la relacio entre diametres de les seccions dels
extrems del tram (B), 1 descriuen la forma que presenta un impuls unitari quan ha recorregut
tot el tram de longitud L.

La convolucié amb aquestes funcions nucli no admet una formulaci6 recurrent i, per
tant, per con¢ixer el valor de la sortida y(¢) cal emmagatzemar els valors de ’entrada x(z). Si
I’entrada x(#) és coneguda de manera discreta a intervals Az, cal fer una aproximacio
polinomica de x(f) per poder calcular la convoluci6 (Cardona, 1992a). Si s’utilitza una

aproximacio6 lineal de x(¢) s’obté:

W)= | (’)G(z — 1) x(1) dr=

o i L (3.13)
_ Z_: {[kOm —IA—’;’}x(t—m At)+{1A—;”}x(t—m At—At)} ,
m=0
on:
At s
ks =j0 O(m At+1) t° dt. (3.14)

Si es t& en compte que la funcié nucli és practicament negligible a partir d’un cert
valor de temps 2,4, (figura 3.3), el sumatori infinit de I’equacié 3.13 pot reduir-se a un nombre
finit de termes. Per a les dimensions habituals dels trams del tub d’un instrument musical es
pot prendre com a #,,5, = muay At el valor que fa que I’area de la funcid nucli sigui superior al
98 % de I’area total:

m, . —1
tmdx &
jo O dt= Y ko, =0,98B. (3.15)
m=0
Aixi també es redueix a my; el nombre de valors de I’entrada x(f) que cal

emmagatzemar per poder realitzar els calculs.

3.1.5 Procediment de calcul

El procediment de calcul descrit per a les discontinuitats permet obtenir la sortida y en un
valor de temps n At a partir del coneixement de I’entrada x fins al valor de temps també n At.
El procediment de calcul descrit per als propagadors, en canvi, permet obtenir la sortida y en
un valor de temps n At a partir del coneixement de I’entrada x fins al valor de temps (n—1) Az.
Si la longitud del tram L ¢€s superior a ¢ At (L>c At) s’utilitza un valor de 1’entrada no conegut
perd que pot ser calculat per interpolacio. Si la longitud del tram L és inferior a ¢ At (L<c Af)

s’utilitza un valor de l’entrada no conegut que, en aquest cas, ha de ser calculat per
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extrapolacio. Aquestes dues situacions son representades a la figura 3.4, en que I’eix de la

funci6 d’entrada esta invertit d’acord amb 1’operacio de convolucio.

interpolacioé
) L/c>At )
| |
o |
|
|
|
|
|
/L
0 | nAtr 1
} X
|
|
|
|
ﬁ\/\\
I nAt 0
extrapolacio
L/c<At
T
ol
|
|
|
|
|
[L
0 nAt

A=
c<
>

{ nAt

Figura 3.4: Dues possibilitats de convolucié amb el propagador

A cada pas d’integracio per al calcul de la resposta d’un guia ones el procediment que
cal seguir és el segiient:
a- Es disposa dels valors de les entrades i les sortides dels propagadors i les

discontinuitats en el pas d’integracid anterior de valor de temps (i—1) At.
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b- Es calculen, mitjancant el métode descrit en 1’apartat 3.1.4, les sortides dels trams
en el valor de temps i1 Az. En aquest pas €s on, depenent de la longitud del tram, cal
realitzar una interpolacié o una extrapolacio.

c- Les sortides dels trams calculades en el pas anterior son les entrades de les
discontinuitats en el valor de temps 1 Az.

d- Es calculen, mitjancant el metode descrit en I’apartat 3.1.3, les sortides de les
discontinuitats en el valor de temps 1 At.

e- Les sortides de les discontinuitats calculades en el pas anterior son les entrades
dels propagadors en el valor de temps 1 At.

f- Es disposa finalment dels valors de les entrades i sortides dels propagadors 1 les
discontinuitats en el valor de temps 1 A que son necessaris per al segiient pas

d’integracio.

3.2 Metode de les matrius de transferéncia

3.2.1 Introduccio

Les matrius de transferéncia relacionen, en el domini freqiiencial, dues variables d’estat en
una seccio del tub amb les mateixes variables en una altra seccid (Munjal, 1987; Jordi, 1999).
Les variables d’estat utilitzades habitualment en I’estudi de tubs d’instrument musical de vent

son la pressi6 1 la velocitat:

A t t ~
1% 2 t21 t22 v 1
on:

A A

t1121;2 at12=i2 5

Ly =0 L1p =0

! 7 (3.17)
A% V:

tyy =2 >t =9—2
Pils =0 Hp=0

Les matrius de transferéncia poden relacionar qualsevol parell de variables d’estat. En
els tubs on la pressio 1 la velocitat es suposen com a superposicido d’una ona que viatja en un
sentit i una altra que ho fa en sentit contrari, sovint sera util utilitzar p_ i p, com a variables
d’estat per fer més senzilla la descripcio d’alguna discontinuitat o d’algun tram.

A partir del coneixement de les matrius de transferéncia elementals de les diferents

discontinuitats que es poden trobar al llarg d’un tub d’instrument, de les matrius de
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transferéncia dels trams entre discontinuitats 1 de la descripcié dels diferents tipus d’extrems
del tub es pot obtenir la resposta en freqiiéncia del tub. La transformada de Fourier permet, a

partir de la resposta en freqiiencia, obtenir la resposta temporal del guia ones.

3.2.2 Tram cilindric
En un tub cilindric, el camp de la pressid queda caracteritzat per 1’equacio d’ona. El camp de
la velocitat es relaciona amb el de la pressid mitjancant I’equacio6 de la quantitat de moviment.

Si es negligeixen les perdues viscotérmiques, ambdues equacions s’expressen com (Munjal,
1987):

2
%6p—(gc’t)zvzp(x,t), (3.18)
c ot
D __ 1 g, (3.19)
ot Po

Les solucions unidimensionals i harmoniques d’aquestes equacions poden expressar-se com a

suma de les ones propagatives:

p_=A_ e—j (k x+y) ej (® l+¢),

. . (3.20)
k
p,=A, €1 ExtY) gl(@i+g)
o= by el k) gi(or+d)
C
Po (3.21)
vy m— b4 i Exrw) i@ erd)
Po €

on x és la coordenada axial del tub cilindric, £ = w/c és el numero d’ona, i y i ¢ son angles de
fase espacial i temporal, funci6 de les condicions d’extrem i de les condicions inicials
respectivament. D’aquestes equacions s’obtenen les relacions entre les variables d’estat p, v

ip_, p, peraun tub cilindric, que expressades matricialment son:

p(x) 1 1 p_(x) p-(x)
= =[A_.: , 3.22
{‘A’(x)} L/ZO _I/ZO}{IA%(X)} [ Cﬂ]{f%(x)} ( :

on Zy = po ¢ és la impedancia caracteristica.
Les equacions 3.20 permeten relacionar les variables d’estat p_ 1 p, en dues seccions

d’un tram de tub cilindric separades una distancia L =x,—x;, tal com mostra la figura 3.5.
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Aquestes relacions expressades matricialment conformen la matriu de transferéncia d’un tub

cilindric per a les variables d’estat p_ i p, :
{ﬁ_(m}: e lft o {ﬁ_m)}:[
P4 (x2) 0 CjkL P (x1)

Tciﬂ}{g ‘2;} (3.23)

Figura 3.5: Tram cilindric de longitud L

I la matriu de transferéncia per a les variables d’estat p 1 vV es pot obtenir a partir de les

equacions 3.22 1 3.23 com:

[Teit] =[Acit] [Tciﬂ [Acil]_la (3.24)
kL —iZy sin(k L
o I N e .
v(x2) _Zism(k by costk L) v(xp) e J” '
0

3.2.3 Tram conic

De manera analoga al cas d’un tub cilindric, les equacions que caracteritzen el camp de la
pressio i de la velocitat en un tub conic son, en abséncia de perdues viscotérmiques (Munjal,
1987):

2
iza P(;J) :Vzp(r,t) ’ (3.26)
c ot
LG NS VA (3.27)

ot Po
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Les solucions unidimensionals 1 harmoniques d’aquestes equacions tamb¢ poden expressar-se
com a suma de les ones propagatives:

1 ik .
b=l eritriy) gi@rrd)

d (3.28)
py =L, eitrw gi@)

r
p o] (I_LJA oi (kr+y) o (@ 1+9)
 rpoc\ kr) ’

, (3.29)

. (HL]A i (krov) o (o +d)
" rpo € kr) "

on 7 és la distancia al vertex del tub conic, k£ = w/c és el nimero d’ona, 1 y 1 ¢ sOn angles de
fase espacial 1 temporal, funcié de les condicions d’extrem i de les condicions inicials,
respectivament. Les relacions entre les variables d’estat p, v i p_, p, per a un tub conic

s’expressen com:

1
p(r) : | P-() p-(r)
_ 1A . 3.30
{9(”} Z1 (1_ J J Y (HkJrJ {ﬁ+(r)} [ con(r)]{f%(r)} -39

Figura 3.6: Tram conic de longitud L

En el cas d’un tram de tub conic, com el de la figura 3.6, també resulta més senzill

obtenir en primer lloc la matriu de transferéncia per a les variables d’estat p_, p, :
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r_le—jkL 0
{{L(rz)}z r {%—(ﬁ)}z[Tgme{?—(ﬁ)}, (331)
() 0 NejkL P+(1) P4(1)
)

i després obtenir la matriu de transferéncia per a les variables d’estat p i v:

[Tcon] :[Acon (7”2)] [Tciz)nJ [Acon(’”l)]_l 5 (3.32)

N cos(k L)+ ——sin(k L)
v

{ﬁ(rz)}_ " e
(1) i n KL_LJCOS(;{ L)_(mkl ]sin(kL)}

kZyn|[\n n nn

—j ZyLsin(k L)
&

> p(11) H(11)
—l(cos(k L)=-——sin(k L)] ! !

n n

3.2.4 Perdues viscotérmiques en tubs cilindrics

Per realitzar un estudi més realista de la propagacié d’ones, cal tenir en compte la viscositat
de ’aire aixi com fenomens de conduccid térmica. Kirchhoff va ser el primer a fer aquestes
consideracions en la propagacié d’ones en tubs. Ambdos fenomens fan que les ones
propagatives de pressio i velocitat sofreixin perdues a mesura que es propaguen. La viscositat
del fluid fa, també, que la propagacié d’ones en sentit longitudinal produeixi ones
propagatives en direccié transversal, i, per tant, que I’aproximacié d’ones unidimensionals
sigui menys realista. Malgrat aixo, 1 per mantenir la simplicitat del model, s’utilitzaran ones
unidimensionals fent un amitjanament de la velocitat longitudinal de les particules d’una
seccid del tub.

Pierce (1991) obté, a partir de I’equacié de Navier-Stokes per a un fluid viscos 1
compressible i de les equacions de ’actstica lineal, la segiient equacio per a I’amplitud d’ones
planes estacionaries de pressid en un tub:

d j

—(S%j+ K2s+2ikas+2’?jkcse

T
4 |p=0, 3.34
o D (3.34)

amb:
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a=kr_H i+(y—1) L (3.35)
2pgc|3 [T O
L 1/2 1/2
ou K
¢ = L 1+(y-1 ) (3.36)
23/2 S PO C2 ( ) m Cp

on:

S és I’area de la seccid del tub,

L és el coeficient de viscositat de 1’aire,

v és la relacio de calors especifiques,

K és la conductivitat térmica,

Cp és la calor especifica a pressio constant,

o és el coeficient d’esmorteiment viscotérmic de 1’aire,

€ és el coeficient d’esmorteiment viscotermic de les parets del tub,

L, és la longitud del perimetre de la seccio.
La soluci6 de ’equacié 3.34 per a un tub cilindric, on § i L, sén independents de x i
S/L, = D/4, condueix a I’expressio del camp de la pressid, que es pot escriure com a suma de

les ones propagatives segiients:

b= 4 ek gior) -
p, =4, el kxw) giored)

amb

K =k*+2§k[a+(1-§)¢]. (3.38)

Si es t€ en compte que, per a valors tipics dels instruments musicals, es compleix que o <<
(Pierce, 1991) 1 que, segons diferents autors, el valor de ({/k) és de I’ordre de 0,015 (Martinez,
1987) es pot fer I’aproximacio segiient:

k~k+C (1+j)=k+C, (3.39)

on{=C (1+]).
Aquesta mateixa solucio és la que proposa Martinez (1987) en la seva tesi doctoral o
la que es pot obtenir de 1’equacié aproximada que resulta d’introduir la modificacio de la

velocitat de propagacio de les ones, a causa de fenomens viscotérmics, proposada per Munjal
(1987):
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(3.40)

en I’equaci6 d’ona de la pressié per a un tub cilindric (3.18).

Les mesures experimentals de (, realitzades per diferents autors, mostren
discrepancies d’entre el 15 1 el 50 % respecte del valor teoric, perd confirmen que € depen de
o 1 de r en la forma que mostra 1’equacié 3.36 (Munjal, 1987). Aquest fet porta a utilitzar

I’expressio segiient per a C:

Ji

_e, VK
c=%0 o (3.41)

amb (, determinat a partir de mesures experimentals.

Si s’utilitza 1’aproximaci6 expressada per 1’equacié 3.39 i I’equaci6 de la quantitat de

moviment 3.19 es poden escriure les ones propagatives de pressio i velocitat com:

po=A_eCx gmitkxty) gi(@ )

P . . (3.42)
P =A, etx gl kx+y) ej((x)t-i—(j)),
N _(k_”;)A e -Cx omi (kxry) i (©r+d)
a Po € k a >
.2 (3.43)
v :_LMA eéx el (kxty) aj(o1+)
* Po € k *

Les expressions de les ones propagatives de pressio 1 velocitat permeten obtenir les
relacions matricials entre les variables d’estat p, v i p_, p, quan es tenen en compte les

perdues viscotérmiques:

¢ : : ¢ ¢
p(x) 2 2\ | 2-(x) p-(x)
{A } =y (k-58) oy (*-i) { -1 A% 1 . (3.44)
i T L b i)

La comparaci6 de les ones propagatives de pressio i1 velocitat obtingudes en I’apartat
3.2.2, en que no s’han tingut en compte les perdues viscotérmiques, amb les obtingudes en

aquest apartat permet obtenir relacions matricials de les variables d’estat en els dos casos:
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A

. 4 tx . .
o O L S LT (.43)

P+ (%) 0 e&x | P+ (%) P (%)

N cosh(€ x) ~Z sinh(C x) 500

p(x A A

. = k-] . k-] . .
{v(x)} —%wsinh(q x) wcosh(g X) {V(x)}

0
=[Ol (x)]{g((;) } : (3.46)

on es pot comprovar que:

[ch(x)]{AfﬂJ [Gfﬂ(X)} [Acil]_l~ (3.47)

A partir d’aquestes relacions 1 de les matrius de transferéncia obtingudes en 1’apartat 3.2.2 es
pot obtenir la matriu de transferéncia d’un tub cilindric amb esmorteiment per a les variables

d’estat p_ i p,:

[Tcif J:[Gfﬂ(h)} [Tciil:| [Gfﬂ(xl)}_la (3.48)
{ﬁ_o@)}c_ AL {ﬁ—(xl)}c_[]“i@} {ﬁ_m)}c (3.49)
Pi(x)] 0 e(@ﬂ' AYAIVEEY) BV R ) '

I la matriu de transferéncia d’un tub cilindric amb esmorteiment per a les variables d’estat p i

v es pot obtenir utilitzant una de les dues relacions segiients:

[Tfn}:[@cil(xz)] [Tet] [Ceii )] =[A§ﬂ} [Tfﬂ [Agﬂ}‘l. (3.50)

3.2.5 Pérdues viscotéermiques en tubs conics
La incorporacido de les perdues viscotérmiques en tubs conics presenta una complexitat
conceptual similar al cas de tubs cilindrics, amb la dificultat afegida d’haver de treballar en
coordenades esfeériques. Aquesta dificultat addicional fa que la resolucié analitica de les
equacions resultants sigui inabordable, 1 s’hagi de recérrer a métodes aproximats.

La conicitat que presenten els tubs dels instruments musicals és prou reduida per

suposar que I’amplitud de les ones propagatives de pressio6 es redueix, a causa de les perdues
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viscotermiques, de manera similar a com ho fa en el cas dels tubs cilindrics. Ara, pero, el
coeficient d’esmorteiment C es defineix com en I’equacid 3.41 pero utilitzant el diametre

mitja del tram conic:

2k
=Cg——-+. 3.51
C.) CJO (Dl +D2) c ( )
Les ones propagatives de pressid6 que resulten d’aquesta aproximacid i les ones
propagatives de velocitat que s’obtenen en utilitzar 1’equaci6 de la quantitat de moviment 3.27

son:

Ly e reitertw gitomo)

p_:_
’1’ o . (3.52)
p+=;A+ eC” eJ(k”‘HV) eJ(U)H'(I)),
v = 1 (k_JC)_i A e—ér e i (kr+y) ej(®l+¢),
rpo € k kr
. (3.53)
VvV, =— 1 (k_JC)_}_L A+ eér ej(kr+\|’) ej((")t+¢).

¥ po € k kr

Aquestes expressions de les ones propagatives de pressid i1 velocitat permeten obtenir

les relacions matricials entre les variables d’estat p, v i p_, p, :

1 1
- g . . - g
{ff(r)} (=il ) (keid) {{"(”}
OF 2T TR Tzl T ||
[a8 (r)H’A"(”}Q (3.54)
o0 b0 |

També en aquest cas, comparant ara amb les ones propagatives de pressio 1 velocitat
obtingudes en I’apartat 3.2.3, es poden obtenir les relacions matricials segiients entre les
variables d’estat:

A C Lr A D
o I O (S [ i 359
Pe() o elr|lpi( pe(r)
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cosh(C r)—kisinh(?; )
r

Z_O_ k k2r2 k21’

{f?(r)}q _ - X
v(r) ! ( ) C) . sinh(C r)+LCOSh(é r)

~Z sinh(C r)

2 p(r)| p(r)
wcosh(é r) +isinh(é r) {\3(1")} - [Gcon (I’)]{ } (356)
k kr

v(r)
Aqui la relaci6 que es compleix €s:

[Geon ()] = [Agon (r)} [Gfon (r)} [Acon ()] (3.57)

A partir d’aquestes relacions i de les matrius de transferéncia obtingudes en 1’apartat 3.2.3 es
pot obtenir la matriu de transferéncia d’un tub conic amb esmorteiment per a les variables

d’estat p_ i p,:

125 )=t 0] [T ] [0t (3.58)
n leris)e

{f?—(i’z)}q_ ge | ’ {ﬁ_(n)}c_[TigHﬁ_(ﬁ)}c (3.59)

P+(n) - 0 l”_le (i+jk)L D+(1) SLeen p+(1) . ‘

n

La matriu de transferéncia d’un tub conic amb esmorteiment per a les variables d’estat p i v

es pot obtenir, en aquest cas, utilitzant una de les dues relacions segiients:

[TcgonJ:[Gcon(”Z)] [Tcon] [Gcon(rl)]_1 :[Agon(’”Z)} [T(?_:)%} [Agon(rl)}_l- (3.60)

3.2.6 Extrems

Els extrems dels tubs son un tipus de discontinuitats singulars que queden modelitzades per la
relacié existent entre les dues variables d’estat escollides i no per matrius de transferéncia.
Aix0 és aixi ja que només son d’interes, en I’estudi de I’establiment d’ones dins els tubs, les
variables d’estat del costat de la discontinuitat que queda dins del tub. En alguns casos la
relacio entre variables d’estat es fara més evident si s’utilitza p i v per obtenir la impedancia

d’extrem, i en d’altres sera més senzill utilitzar p_ i p, i obtenir aixi la funcié de reflexio
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d’extrem. En qualsevol cas, sempre es disposa de les matrius definides a 3.22 1 3.30 per passar
d’unes variables d’estat a les altres.

En un extrem tancat la paret rigida que produeix el tancament fa que les particules
d’aire que hi estan en contacte tinguin velocitat nul-la 1, per tant, que la impedancia d’extrem

sigui infinita:

{{’} ={’5} = Zg()=o0. (3.61)
Vet 0

Un extrem anecoic es defineix com aquell que absorbeix totes les ones incidents. Aixo
fa que en aquest cas 1’ona reflectida p, sigui nul‘la i, per tant, tamb¢é ho sigui la funci6 de

reflexié d’extrem:

{’?‘} ={f"} = Rgy(0)=0. (3.62)
Pt )ea 0

I finalment I’extrem obert, que és el que presenta majors dificultats. Diversos autors
han establert formulacions per descriure 1’extrem obert en forma d’impedancia o de funcio6 de

reflexio:

v o v P+ €0 RCO ﬁ_

Rayleigh (1896) estudia el cas d’un extrem obert en un tub cilindric que desemboca en

un pla infinit. La impedancia d’extrem és, en aquest cas:

Zeo(@)=Zy (00 +]i%0) (3.64)
amb:
) n
0o :l_Ejl (kD)=1- — Isin(kD sino)sino da, (3.65)
4 /2
Xo =~ (j) sin(kD cosa)sin? a da (3.66)

on J; és la funcié de Bessel d’ordre 1. Aquesta expressio pressuposa que el sentit positiu de la

velocitat és vers 1’exterior del tub.
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Levine 1 Schwinger (1948) estudien el cas d’un extrem obert en un tub cilindric que
desemboca en camp lliure. En aquest cas, el resultat I’expressen com a funcio6 de reflexio de la

manera seglent:

Reo(@)=—[R| €% %, (3.67)

amb:

kD kl}/ztan'l(—J1(x)/N1(x))dx

|R|=exp -— (3.68)
T x[(kD/2)2—x2T/2
1/2
y 1kD/zlog(nh(m[hz(mNf(x)] ]
D = J . L2 dr+
0 x[(kD/Z) _x } | .69

1% log(1/(21;(x) Ky (x)))
+;I ST
0 x[(kD/Z) _x J

on Ji, Ni I, 1K, son les funcions de Bessel d’ordre 1.

I finalment Martinez (1987) proposa una solucié aproximada, apta per a la convolucio
recurrent, a partir dels resultats de Rayleigh i de Levine i Schwinger. Aquesta solucid
expressada en forma de funcid de reflexioé temporal és la que ha estat presentada en la taula

3.1. La seva versio freqliencial per a un tub cilindric és:

. -2
. kD
Reo(w)=—[03787 eHJ . (3.70)

Les grafiques de la figura 3.7 mostren el modul i la fase de les funcions de reflexid
obtingudes a partir dels models de Rayleigh, Levine i Schwinger, i Martinez per al rang de
valors del parametre adimensional kD que es dona en els instruments musicals. Per al model
de Rayleigh s’ha hagut de transformar la impedancia en 1’expressié equivalent en forma de
funcid de reflexi6. La complexitat dels models de Rayleigh, i Levine i Schwinger, junt amb
I’acceptable precisio del model de Martinez, fan que aquest darrer sigui el més adequat per

mantenir un model d’instrument amb una carrega de computacio raonable.
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Rayleigh

— — —-Levine 1 Schwinger

------- Martinez

N\
Reo

0,8
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0,4

0.2

-
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-

Figura 3.7: Modul i fase de les funcions de reflexié d’extrem obert

segons els models de Rayleigh, Levine 1 Schwinger, i Martinez
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3.2.7 Discontinuitats

Les discontinuitats son variacions brusques de la continuitat del perfil del tub. Algunes, com
les discontinuitats de seccio, estan localitzades estrictament en una unica seccio, mentre que
d’altres, com les discontinuitats de forat, tot i no estar localitzades en una unica seccio, es
modelitzen situades en una unica seccid per mantenir la simplicitat del model.

Les matrius de transferéncia obtingudes en aquest cas relacionen les variables d’estat
escollides en els dos extrems de la seccid on es situa la discontinuitat. Un cop trobada la
matriu de transferéncia per a les variables d’estat p i v, només cal utilitzar les matrius [Ai]
0 [Acon(r)] (equacions 3.22 1 3.30) dels dos trams anterior i1 posterior a la discontinuitat per

obtenir la matriu de transferéncia per a les variables d’estat p_ i p, :

(o) s G ) -
[D]=[Ap] [D* | [Ad]"
D |=[Ay]" [D] [A4] -

També resulta senzill, a partir dels elements de les matrius de transferéncia, obtenir les

(3.71)

funcions de reflexio i de transmissid, aixi com la impedancia de la discontinuitat:

h_ po| | diy dix| [
G WL ) G =
P+]p P+, |dy dyp | P+l

A +
funcié de reflexio R p(@)= lji = —d—erl , (3.72)
P-a ﬁ+b =0 dEZ
. p Det[D™]
funcio de transmissio T, ()= {9 —b =— (3.73)
P-a Pip=0 d§2
P- L] P adyp adp | [p
Py V), L[ad21 adxp | V],
impedancia Z(w)=Pa __3dyp (3.74)
Va }3 -0 ad21
+b

Aquestes funcions de reflexid es relacionen amb les funcions de reflexido temporals

presentades a la taula 3.1 mitjancant la transformada de Fourier.
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Discontinuitats de seccio

En aquest cas, la matriu de transferéncia resulta més senzilla de calcular si s’utilitzen les
variables d’estat p 1 v, ja que la pressid i el cabal son iguals als dos costats de la
discontinuitat. Aixi, la velocitat compleix la relacié S, v, =S}, V;,, on S és I’area de la seccio

del tub. La matriu de transferéncia és doncs:

{lg}b: (1) [Dzjz {i}a:[Ds]{f}a' (3.75)

La matriu de transferéncia [D;—r ] per a les variables d’estat p_ i p, s’obtindra a partir
de la relacio 3.71. Cal fer notar que mentre la matriu de transferéncia [Ds] no depén de quin
sigui el tipus de tram anterior 1 posterior a la discontinuitat, la matriu [Dsi] si que en depen.

Les diferents combinacions donen lloc a les tres situacions presentades en la taula 3.1.

Discontinuitats de forat

Un model senzill i unidimensional d’un forat en un tub d’instrument pot obtenir-se
modelitzant-lo com un tub de longitud 4, igual a I’al¢ada del forat, 1 diametre Dy, igual al
diametre del forat, enllacat amb el tub principal de I’instrument en forma de T. Si es tracta
d’un forat obert només cal afegir, a I’extrem del tub que modelitza el forat, la impedancia
d’extrem obert, 1 si es tracta d’un forat tancat cal afegir la impedancia d’extrem tancat. La
figura 3.8 mostra un esquema de la modelitzacié d’un forat com a associacid de tubs en forma
de T.

P
- | A
Vef
P
- |
Vif
P P
va Vb

Figura 3.8: Esquema d’un model de forat

La matriu [Tr], que modelitza el tram de tub del forat, dona la relacié entre les

variables d’estat a I’inici i a ’extrem del forat:
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A A t t A
e, A T,
v of v if tf21 tf22 1% if

En funcié de les caracteristiques del forat i de la complexitat amb que es vulgui simular, es
pot utilitzar la matriu de transferéncia per a un tub cilindric sense esmorteiment (3.25), la
matriu de transferéncia per a un tub cilindric amb esmorteiment (3.50), la matriu de
transferéncia per a un tub conic sense esmorteiment (3.33) o la matriu de transferéncia per a
un tub conic amb esmorteiment (3.60).

La continuitat de la pressid, la relaci6 entre els cabals i la impedancia d’extrem del
forat:

f?a :ﬁb =ﬁif’
S 1’}a =S ‘;b +Sf ‘;lf’ (377)
ﬁef =Zef(('0) "}e P

on S és la secci6 del tub principal 1 Syla secci6 del tub del forat, juntament amb la matriu [T, ],

permeten obtenir la matriu de transferéncia per a la discontinuitat de forat:

1 0

{Ig}b: [fo tn Zg@-tpn {’:} =[Df]{€} . (3.78)

D ) try Zy(@) -ty

En el cas d’un forat tancat, on Z () =0, cilindric i sense esmorteiment, la matriu de

transferéncia resulta:

1 0

P 2 p

(= (DrY) jsin(k h) N (3.79)

v b - L a

D | Zycos(k h)
I en el cas d’un forat obert, cilindric i sense esmorteiment, la matriu de transferéncia
resulta:
1 0

P 2. (5 : p
{} =| (D, Vi (Zeo(w)/ZO)51n(k h) +cos(k h) 1 {} : (3.80)

v - 2 v

b D ) 7. (w)cos(k h)+j Zosin(k h) a

El model de forat com a associacid de tubs en forma de T permet també modelitzar un

forat mig obert. Aquest es pot modelitzar prenent la matriu [Ts] com el producte de dues
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matrius, una corresponent al tub del forat i 1’altra a una discontinuitat de seccid, tal com

mostra la figura 3.9.

p
‘/}\ef
[T 4
p
—— ~
P P
{)\a ‘/}\b

Figura 3.9: Esquema d’un model de forat mig obert

Si el forat té exactament la meitat de la seva seccid oberta, la relacido de seccions

definida en la discontinuitat de secci6 és igual a 2. La matriu [T, ] s’escriu com:

b b 1 o[t t p
1% ef A% lf 0 2 thl tf22 \% lf

Quan el tub del forat es modelitza com un tub cilindric sense esmorteiment, la matriu

de transferéncia d’un forat mig obert resulta:

1 0
{{’} =| (Dy Vi (2 Zeo(®)/Zg )sin(k 1)+ cos(k h) {{? } : (3.82)
% - ~ v
( D J 2 Zoo (w)cos(k h)+j Zgsin(k h) ‘

El model de forat com a associacié de tubs en forma de T, proposat anteriorment, és
equivalent a modelitzar el forat com una impedancia en serie. Keefe (1982a, 1990) proposa
un model de forat com una impedancia en serie Zs i una impedancia en paral-lel Z,. La matriu

de transferéncia que resulta d’aquest model és:

Bl [V z][b
Gl lee, I,

Per a un forat tancat les impedancies en série i en paral-lel son:
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Zy=jZ,(D/Dy )2 cot(k h)

, (3.84)
Zy=iZo(D/Dy) k
on:
D 4
S
. 0,477(Df /D) -
’ coth(l, 84(2 h/Df))+0, 62(Df/D)2 +0,64(D /D)
I per a un forat obert les impedancies en série i en paral-lel son:
2
70 =-7,(D/D;) (jk h,+E,) ,
P=(p) f)z( e+e) (3.86)
79 =i 2y (D/Dy) kB,
on:
D 4
f
) 0,477(Df/D)
R = . ,
tanh(1,84(2 h/Df))+O,62(Df/D) +0,64(Df/D)
1 Df 2
L tan(k h)+2(1,40—0,58 (ps/D) j
h, = ) ,
1-0,61 katan(k h) (3.87)
2 n 1(2kn)"?
£, =0,25 (k Dy /2) +a, D, "2 o0 CJ In(Dy /1) ,
1/2 1/2
2kn K
= 1+(y-1
O(.e (po CJ +(Y )(T] Cp ’

1 ¢és el coeficient de viscositat de cisallament i 7. €s el radi de curvatura dels cantells del forat.

Per poder comparar els diferents models disponibles de forat es calculen, a partir de
les matrius de transferéncia, les funcions de reflexi6 corresponents. Les grafiques de la figura
3.10 mostren, per a un forat tancat amb 4 =4 mm, D =20 mm 1 D;= 10 mm, la part real i la
part imaginaria de les funcions de reflexi6é calculades pel model d’associacié en T sense

esmorteiment i pel model proposat per Keefe.
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associacio en T sense esmorteiment  ------- Keefe

=
/—
Py
\ .

V Re(f{ft)

100 200 300 400 500 600 700 800 A (m')

04 A

0.2 NN

\J Im(ﬁft)

100 200 300 400 500 600 700 800 k(mM)

Figura 3.10: Part real i part imaginaria de les funcions de reflexi6 de forat tancat

segons el model d’associacio en T sense esmorteiment i el model de Keefe

Les grafiques de la figura 3.11 mostren, ara per a un forat obert amb 42 =4 mm, D =20 mm,
Dy=10mm 1 r.=0,5 mm, la part real 1 la part imaginaria de les funcions de reflexi6

calculades pel model d’associacid en T sense esmorteiment i pel model proposat per Keefe.
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Pel model d’associacio en T sense esmorteiment s’ha utilitzat la impedancia d’extrem obert

obtinguda a partir del model d’extrem obert de Martinez.

associacio en T sense esmorteiment  ------- Keefe
0 = — \§§\\ ————————— ]
I,/ \. ‘ _____ |
-0,2 /’
-0,4 Y
-0,6
-0,8 N
-1 |
\
100 200 300 400 500 600 700 800 k (m™)
0,5

\ ‘/\
0.4 f\ Im(Ry) |

\
0,1 v
N
AN
A Y
N
N —\\
0 N
SS
~ ———
\\\
_0,1 \\ ’,’ T T == _

100 200 300 400 500 600 700 800 A (m')

Figura 3.11: Part real i part imaginaria de les funcions de reflexi6 de forat obert

segons el model d’associacié en T sense esmorteiment i el model de Keefe



54 DESCRIPCIO DE LA COLUMNA D’AIRE

També¢ en la modelitzacié dels forats es disposa de dos models. Caldra optar o bé per
un model de major complexitat com el de Keefe, o bé per un de simplificat com el

d’associaci6 en T.

3.2.8 Procediment de calcul
A partir de les matrius de transferéncia de cadascun dels trams 1 cadascuna de les
discontinuitats que constitueixen el tub de I’instrument musical, es poden calcular les matrius

de transferéncia globals de tot el tub:
p p tiy tp|]P
\4 n \% 1 tzl t22 v 1
. . + T (3.88)
P\ _[q* P—| |t 2 || p-
A —| ‘global [ A - i A >
P+, P+)1 |ty typ |[P+)y

que relacionen les variables d’estat als dos extrems del tub. Si I’extrem amb subindex 1 és on

es situa el bisell i I’extrem amb subindex n és I’extrem obert del tub, només cal utilitzar la

funci6 de reflexi6 d’extrem obert (p,, =R.,p_,) 1 la impedancia d’extrem obert

(P = Zeoﬁn ) per obtenir la funcié de reflexio i la impedancia globals del tub:

A b1 —R (o)t +t5
R global (@) = 2l = —Zet® T 21 (3.89)
P-1 Rgo(@) tip —tp

A

A Pl —Zeo(®) tay +115
Zglobal (0)=""=—>"° .
4 Zeo(®) tr; —tyg

(3.90)

La transformada inversa de Fourier permet passar la funcid de reflexio freqiiencial de

pressio a la seva versio temporal, i la impedancia a la funcid de resposta impulsional:

5 —1
Rp global((’)) =TF "= p.() =Rp(t)*p_(t) 5

R (3.91)
Zgiopal(@) = TF™' = p(t) =h(t) *v(0) .

3.3 Calcul de la funcio de reflexio de velocitat

Els metodes de la multiconvoluci6 i1 de les matrius de transferéncia, presentats en els apartats
anteriors, permeten calcular la resposta impulsional 1 la funcié de reflexi6 de pressid temporal.

Aquestes dues funcions, tradicionalment utilitzades, son les més adequades per descriure la
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columna d’aire en els instruments de canya, i1 poder acoblar aquesta descripcido amb el model
matematic establert per a la canya. En els instruments de bisell, i per la descripcio feta en el
capitol 2, sera adequat disposar d’una funci6 temporal que relacioni les dues ones de velocitat

que viatgen en els dos sentits:

v, () =R, ()*v_(1). (3.92)

Per poder establir, en una seccié del tub, la relaci6é entre la funcié de reflexio de
velocitat, necessaria pel model de bisell implementat, i la funcié de reflexié de pressio, d’us
més generalitzat, cal plantejar 1’equacié d’ona, que caracteritza el camp de la pressio, i
I’equaci6 de la quantitat de moviment.

Per a una seccio d’un tub cilindric, les solucions d’aquestes equacions en el domini
freqiiencial (3.20 1 3.21) permeten obtenir facilment la relaci6 entre els coeficients de reflexio

freqiiencials de la pressio i la velocitat:

R, (0)=-R (o). (3.93)

La transformada inversa de Fourier condueix a la relacid entre funcions de reflexio:

R,()=-R,(1). (3.94)

Per a una secci6 d’un tub conic, les solucions de I’equacié d’ona i de I’equaci6 de la
quantitat de moviment en el domini freqiiencial (3.28 1 3.29) tamb¢é permeten obtenir la

relacid entre els coeficients de reflexid freqiiencials de la pressio i la velocitat:

_ (kr+)
R, (0) = = R, (). (3.95)

La transformada inversa de Fourier condueix a la relacid entre funcions de reflexio:

C

R,()=—|5(0)-2% € r' #R,(0). (3.96)
r

Les equacions 3.94 1 3.96 permeten utilitzar les funcions de reflexié temporals de
pressio, calculades amb els métodes de la multiconvoluci6 i1 de les matrius de transferéncia,

per obtenir les funcions de reflexi6 de velocitat.



