Capitol 2
DESCRIPCIO DEL MODEL

2.1 Eldoll

El primer element que intervé en I’establiment d’una pertorbaci6 en el tub de I’instrument és
el doll. El doll es genera quan, en la cavitat anterior al canal, el peu en els tubs d’orgue o la
boca de I’instrumentista en les flautes, s’hi produeix una sobrepressio que fa que 1’aire avanci
a través del canal fins a desembocar a la llum. El model de doll que es presenta a continuacio
inclou la descripci6 de la distribucio de velocitats que es genera un cop I’aire ha sortit de la
llum 1, per tant, es pressuposa que es té¢ coneixement de la pressio de bufada p. A partir de la
pressio de bufada p, I’equacié de Bernoulli permet obtenir la velocitat de bufada vy que el doll

té quan surt de la llum:

Vo= 2p , (2.1)
p

on p = 1,223 kg m™ és la densitat de 1’aire en condicions estandard de pressio i temperatura —
10° Pa i 15°C—. Les dades de la pressio de bufada es poden obtenir a partir de mesures
experimentals a intervals regulars de temps p(i Af) o bé establint una funcié p(¢) que descrigui,
a grans trets, les caracteristiques de la pressido de bufada real. La implementacié utilitzada
permetria, fins i tot, establir un model en temps real en que els valors de la pressid
s’obtinguessin a partir de la mesura de la pressio de bufada d’un instrumentista.

Per descriure les caracteristiques d’aquest doll d’aire que surt per la llum s’utilitzen els
resultats obtinguts per Bickley (1937). Bickley obté una soluci6 simplificada de 1’equacio de
Navier-Stokes per al cas d’un doll sortint d’una obertura de gruix infinitesimal situada a la

posicid x = 0. Aquest descripcid del doll, que és utilitzada en la modelitzaci6 d’instruments de
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bisell per Fletcher i Thwaites (1979), serveix de base per definir el perfil de velocitats d’un
doll sortint d’una obertura de gruix 2/. El perfil de velocitats del doll és, doncs:

v(y)= V sech? (%) , (2.2)

on v és la velocitat a una distancia y de la linia central del doll i b és una mesura de la meitat
de gruix del doll (figura 2.1).
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Figura 2.1: Descripcio del perfil de velocitats del doll

La velocitat de la linia central del doll V" depén de la velocitat de bufada vy, de la
distancia x des de la llum i del gruix d’aquesta 2/. Aquesta dependéncia s’obté a partir de la
descripci6 feta per Fletcher i Thwaites (1979) en el cas d’una llum de gruix infinitesimal. En

el cas considerat la velocitat de la linia central del doll és

1/3
V=V0‘: 5 :| . (23)

x+0

amb
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§=0,375 vy 12 /v, (2.4)

onv =~ 1,510° m* s és la viscositat cinematica de ’aire. El coeficient numéric de I’equacid
2.4 ha estat obtingut a partir de la formulaci6 de Fletcher i Thwaites (1979).

Pel que fa a I’expressiéo de b, que dona idea de la meitat de gruix del doll, es pot
obtenir a partir de la conservaci6é de la quantitat de moviment total del doll per unitat de
longitud, si es pressuposa que no hi ha gradient de pressi6 al llarg del doll. Del valor de la
quantitat de moviment a la sortida del doll s’obté 1’expressio seglient:

—+00
p21v§=p szsech4(%jdy=p Vng. (2.5)
—o0

L’equacid (2.5) condueix a

b_il(V_OT (2.6)
2 V) '

10 20 x (mm)

Figura 2.2: Perfil de velocitats per ax =0 mm, x = 10 mm i x = 20 mm

La figura 2.2 mostra el perfil de velocitats d’un doll que surt d’una obertura de gruix
1 mm a diferents distancies de la sortida. A la sortida de la llum, la velocitat de la linia central
del doll és de 10 m/s, mentre que a una distancia de 20 mm la velocitat de la linia central ha

disminuit menys d’un 9 %. Aixi es posa de manifest que, per a longituds tipiques de la
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finestra d’un instrument de bisell (en el cas d’una flauta de bec de I’ordre de 5 mm), la
disminucié de la velocitat del punt central del doll és gairebé negligible. A 1’hora
d’implementar un model senzill, i sempre tenint en compte les dimensions reals de
I’instrument que s’ha de modelitzar, es podra obviar aquesta variacio de la velocitat de la linia

central 1 prendre:

V=vy i bzil. (2.7)
2

Aquesta simplificacid6 equival a suposar que el doll es mou en bloc, 1 que les
variacions de la velocitat a la sortida de la llum afecten instantaniament tot el doll. Aixi, el
que caldra estudiar és el temps que tarda el doll en arribar per primer cop al bisell. Un cop hi
hagi arribat, les variacions de la velocitat de bufada afectaran instantaniament el perfil de
velocitats en el bisell. Aquesta simplificaci6 sera més raonable com més petita sigui la
velocitat del doll en comparacié amb la velocitat del so. En una flauta de bec contralt els
valors tipics de la velocitat de sortida del doll son d’entre 10 1 40 m/s, mentre que la velocitat
del so en I’aire és d’aproximadament 340 m/s.

El temps que tarda el doll a arribar per primer cop al bisell o llavi superior es pot
obtenir integrant I’equacié de la velocitat. Com que es tracta d’un model unidimensional de
I’instrument, es considera que el doll ha arribat al bisell quan hi ha arribat la seva linia central,
sense tenir en compte la deflexio que experimenta el doll en el seu recorregut entre la llum 1 el

bisell. Per tant, només és qiiestié d’integrar, tenint en compte que V' = x, I’equacio 2.3:

1/3
dx 8
. dv , 2.8
T %{x+8} 2-8)
X0 1/3 0
j{x+5} dx= [ vy dr. (2.9)
0 6 0

Si s’empra la simplificacio expressada per I’equacié 2.7, la integraci6 resulta més senzilla:

dx

= ) 2.10
SPTRR (2.10)
X0 To
j&:jmm. 2.11)
0 0

Per resoldre les integrals 2.9 1 2.11, cal con¢ixer el valor de vy funcié del temps. En el

cas que la velocitat del doll vy sigui constant, els valors que s’obtenen son:
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4/3
=22 (x—0+1j 1], (2.12)
4 VO 8
o=, (2.13)
Yo

on x ¢s la longitud de la finestra.

Per a un doll amb velocitat vo =10 m/s constant, que surt d’una llum de gruix
2/=1mm, i per a una longitud de finestra de xo =5 mm, la diferéncia T(), — Ty és inferior a
1’1 % del valor de t(. Aquest fet corrobora la validesa de la simplificacid representada per
I’equacio 2.7 per a les caracteristiques tipiques d’una flauta de bec contralt.

La figura 2.3 mostra el procediment que cal seguir per obtenir la velocitat del doll al
bisell en el cas d’una velocitat de bufada qualsevol i fent us de la simplificacié expressada per
I’equacio 2.7.

velocitat del doll a la llum desplagcament del doll
Y o To :
J dr= _[ vy d7
0 0 >
Xo
B - - . ;
v(?) T

velocitat del doll al bisell

Figura 2.3: Esquema per obtenir la velocitat del doll al bisell

A més del procediment descrit, que pressuposa el coneixement dels valors numerics de
la velocitat de bufada, és util disposar d’un model totalment analitic. Com que en alguns

instruments de bisell, com ¢és el cas dels tubs d’orgue, I’inici de la bufada s’activa
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mecanicament, mentre que en d’altres, com és el cas de les flautes, s’activa per I’accid de
bufar desenvolupada per I’instrumentista, cal establir dos models analitics (Verge, 1995).
Per al primer model, d’activacio rapida, €és raonable prendre la velocitat de bufada

constant just a partir del moment en que s’inicia:

VO 120
V= . (2.14)
0 <0

Seguint I’esquema de la figura 2.3 s’obté 1’expressio seglient per a la velocitat de la linia
central del doll al bisell.

Y t27
y={" 0 amb 1 =X (2.15)
0 f<’C0 )

Pel que fa al segon model, d’activacié lenta, és raonable prendre una velocitat de

bufada variable tal com la que es mostra a la figura 2.4.

Vo ——7 -~~~ ——==

t
V= Vo(l—eXp(—gj] tZO’ (216)

on T, ¢és un parametre del model que permet variar el ritme de creixement de la velocitat. La

integracid expressada en I’equacié 2.11 condueix a I’equacid segiient:

Xp =V (10 — 15171 exp(—T—OD. (2.17)
Tp
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Aixi, utilitzant I’esquema de la figura 2.3, el valor de la velocitat de la linia central del doll al

bisell adopta 1’expressio:

t
vo| l—exp| — t>t
= 0( p( rbD ’, (2.18)

on T ¢s el valor que es pot obtenir en resoldre numeéricament 1’equacié 2.17.

2.2 Deflexio del doll

Un cop descrit el perfil de velocitats del doll al bisell, cal calcular la deflexi6é que sofreix el
doll en el seu pas a través de la finestra, per tenir la descripcié completa del doll al bisell. Es
considera que el doll és desplagat transversalment pel camp acustic del tub. Com que el model
que es vol establir és un model unidimensional, s’han de fer algunes aproximacions relatives
al camp acustic. Es suposa que aquest és perpendicular a la direccié de la velocitat del doll i
uniforme al llarg de tota la finestra.

Una interaccid de tipus viscos entre el doll i el camp actstic permet establir un model
senzill per a la deflexi6 de la linia central del doll n:

fi= A=), 2.19)
on vy ¢€s la velocitat del camp acustic a I’indret de la boca, definida amb signe positiu cap dins
del tub, 1 t, és una constant de temps associada a la interaccid viscosa. Aquest model
d’interaccid fa que, a la sortida de la llum (x = 0), el doll sigui accelerat perpendicularment
perd no desplacgat.

La solucio de I’equacid 2.19 pot expressar-se com una integral de convolucio

N=D#*vy, (2.20)

amb la funcid nucli representada a la figura 2.5,

t<0
D= (1—exp(—LB 0<t<1,, 221
Td
0 t>’CO
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on T €s el temps que tarda el doll a recorrer la finestra, que s’ha obtingut en 1’apartat anterior.
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Figura 2.5: Funci6 nucli D(¢) utilitzada en el calcul de la deflexio del doll

La solucié proposada per Fletcher i Thwaites (1979), anomenada aproximacio d’alt
guany, correspon al cas 1,=0. En aquesta solucio la linia central del doll és vinculada al
camp acustic just en sortir de la llum. Aixo fa que la deflexio del doll pugui experimentar un
salt brusc, poc realista, 1 que el desplagcament del camp acustic 1 la deflexi6 del doll
coincideixin en tot moment.

1 (mm) Ta= 0

x (mm)

. x (mm)

Figura 2.6: Deflexio del doll per a diferents valors de 1 4
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La deflexi6 del doll depen del parametre T, 1 del camp acustic a I’interior del tub. Per
observar la incidéncia que el parametre T, t€ en el model, sense resoldre totalment el sistema,
cal fer una suposici6 sobre el camp acustic.

La figura 2.6 presenta diferents posicions que ocupa la linia central del doll per a
T4=0, 14= 10 °%s i T4= 10~*s. S’ha considerat un camp acustic sinusoidal a I’interior del
tub de periode 7= 3,125 10> s i amplitud 4 = 5 mm/s,

vA(D) = A cos(Zn%j, 2.22)

1 una velocitat de la linia central del doll constant vy = 10 m/s.
Per a 1,=0, tal com es pot observar en la figura 2.6, ’envolupant de les diferents
posicions que ocupa la linia central €s sinusoidal de longitud d’ona 2 vy 7. Aquest fet ha estat

la causa de nombroses confusions en els models freqiiencials dels instruments de bisell.

2.3 Interaccio doll-columna d’aire

Un cop descrit el perfil de velocitats del doll i1 la deflexié de la seva linia central quan arriba al
bisell, només la fraccié de doll que queda per sota el bisell és introduida dins la columna
d’aire de I’instrument. Per modelitzar la forma de la paret interior que queda just sota el bisell,
es defineix un angle a representatiu de la deflexié que experimenta el doll en entrar al tub
(figura 2.7).

EI
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Figura 2.7: Interacci6 doll-columna
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La quantitat d’aire introduit dins el tub pot modelitzar-se com una font de volum u 1

una font de quantitat de moviment m. Aquestes fonts, de volum i de quantitat de moviment,

poden obtenir-se per integracio a partir del perfil de velocitats del doll (2.2),
o0 o0
Uu=w j viy)dy=wV I sechz(lj dy =
b
-(M-ng) —-(Mm-mp)
—w ¥ b{l+tanh(wﬂ =wVb2g,,
b

o0 o0
m=pw cosa I vz(y) dy=pw cosa 2 J sech‘(%j dy =
—(M-mp) —(m—mo)

=p W cosa V2£ b| 1+ 1+l sech?[ =10 | | gapp( D710
3 2 b b

=pw cosaV2§b2(pm,

(2.23)

(2.24)

on w ¢és ’amplada de la finestra. ¢, 1 ¢ ,, son funcions el valor de les quals esta sempre entre 0

i1 (figura 2.8),

1 —
0 :5{1+tanh(nbiﬂ, (225)
1 1 2(M—Mg n—"No
=—|14+|1+— sech*| ——~ | [tanh| ——~ | |. 2.26
O 2[ ( 2 ( b b (220
17 L
(pu (Pm 1
0 n-n, 0 n-n,
b b

Figura 2.8: Funcions @ , 1 @,
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El tub de I’instrument es modelitza mitjangant una parella d’ones propagatives de
velocitat, una que es propaga des de la boca cap al final de I’instrument 1 I’altra, en sentit
contrari. Aixi, aquestes fonts, de volum i de quantitat de moviment, introdueixen un
increment de velocitat en cadascuna de les dues ones propagatives. Si es suposa que la
introducci6 d’aquests increments es produeix en una Unica secci6 cilindrica d’area S (la seccio
E de la figura 2.7) 1 que l'aire de dins del tub esta en repos, I’increment per a 1’ona

propagativa que viatja des de la boca cap al final de I’instrument és:

lu 1 m wb 2V
Av=—F——-—-=V— +——cosa , 2.27
25 257, S{(P” 3¢ (p’"} @27)
on Zy = p ¢ és la impedancia caracteristica i ¢ és la velocitat del so en I’aire. L’increment de
velocitat que experimenta 1’ona propagativa que viatja des del final de I’instrument cap a la

boca és:

u 2V
Av, =———+———=FV—| —p_ +——cCOSQ . 2.28
V+ S |: (Pu 3 c (Pm:l ( )

El primer terme de les equacions 2.27 1 2.28 correspon a 1’aportacio de la font de
volum 1 el segon és ’aportacio de la font de quantitat de moviment. Si es té en compte la
forma de les funcions ¢, 1 ¢, (figura 2.8), el valor de c i que, per als instruments de bisell
tipus flauta, els valors tipics de V' sén d’entre 10 m/s 1 40 m/s, es posa de manifest que el
segon terme de les equacions 2.27 1 2.28 és negligible comparat amb el primer. Aquest fet és
coherent amb els resultats de Coltman (1976, 1981), que conclou que la injeccié de volum és
predominant respecte a la transferéncia de quantitat de moviment.

Una millora a fer en la descripcid de la interaccid doll-columna anterior és el fet de
considerar la introduccié dels increments de velocitat, produits per les fonts de volum i de
quantitat de moviment, no en una Unica seccid sind de manera estesa al llarg d’una regio.
Matematicament, aixo es pot formular mitjancant una convolucié de les equacions 2.27 1 2.28
amb una funcid nucli d’area unitaria que doni idea d’aquest escampament. Els nous

increments de velocitat aixi obtinguts son:

Av_ =E*Ay_
(2.29)

Av, =E*Av,

Una funci6 que compleix la condicié d’integral unitaria, sigui quin sigui el valor dels

parametres T.1per a0 <A <l, és la que es presenta a la figura 2.9:
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2
B (e 40 7o) exp[_ 2 (-1 1,)

3 T

J e(t-M 1,), (2.30)

T e

e

on T, ¢s el temps que tarda el doll a recorrer la distancia x,, que és la distancia del bisell fins a
la seccié de maxima interaccid (seccid E de la figura 2.9). Per tant, t. sera, si s’utilitza la

simplificaci6 expressada per 1’equaci6 2.7, el valor obtingut a partir de la integraci6 segiient:

Te
X, = jvo dr. (2.31)
0

L’equacié 2.30, a més d’incorporar 1’efecte de 1’escampament del procés de barreja,
incorpora un retard de valor A T, que fa que els nous increments de velocitat de les ones
propagatives s’incorporin directament a la seccio E’.

Un avantatge que pot presentar 1’eleccid d’una funcié nucli com la de 1’equacié 2.30
¢s el fet que permet utilitzar un métode de convoluci6 recurrent a 1’hora d’obtenir els nous

valors dels increments de velocitat de les ones propagatives.

E' E
xe
0 AT, T, t

Figura 2.9: Funcio nucli E(t)

Una altra funcid que compleix la condicié d’integral unitaria és E(¢) = 8(¢-te), i
correspon, obviament, al cas presentat inicialment d’introduccid dels increments de velocitat

concentrada en una Unica seccio.
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2.4 Plantejament del sistema dinamic

El model de bisell presentat anteriorment cal acoblar-lo amb la resta de I’instrument. La
columna d’aire es representa com un tub axisimetric compost de diversos trams cilindrics 1
conics, tal com mostra la figura 2.10. La columna principal BB’ es descriu mitjangant la
funcié de reflexié globalR®. L’aire que queda per sobre del bisell i proper a aquest és
representat per la columna AA’. La funci6o de reflexié global Rﬁ descriu matematicament
aquesta columna. I finalment, la regi6 d’interaccid doll-columna és representada per la
columna AB, que es considera de secci6 cilindrica. Per descriure matematicament aquest tram
AB s’utilitzen les funcions de transmissio T+, per passar de B a A, 1 T, per passar d’A a B. El
calcul d’aquestes funcions de reflexio i de transmissid que modelitzen 1’element lineal de
I’instrument sera tractat en el proper capitol. Per als trams senzills, com son I’AA’ 1 I’AB, pot
obtenir-se una solucid analitica, mentre que per als trams més complexos, com el BB’, sera

més raonable utilitzar una formulacié numeérica de la funcid de reflexio.

A'AE B B'

ﬁﬁj_"\:—r__-.—r_

N\

seccid o
N
del doll

regio d'interaccio

) i P

)

T,
Figura 2.10: Sistema dinamic: columna d’aire. Funcions de reflexid i transmissio

El procés s’inicia a partir de I’instant # =0 en qué comenga a sortir el doll de la llum.

Les ones propagatives de velocitat que circulen per dins el tub s’inicialitzen a zero. Es calcula
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el temps que tarda el doll a arribar per primer cop al bisell seguint I’esquema de la figura 2.3.
La suma dels valors de les ones propagatives a la seccid6 A dona el valor de la velocitat de
I’ona de dins el tub a la boca. Aquest valor s’utilitza per obtenir la deflexi6 del doll al bisell
realitzant la convoluci6 expressada per I’equacio 2.20. El valor de la velocitat del doll al bisell
1 la deflexid del doll, també¢ al bisell, permeten calcular les fonts de volum 1 de quantitat de
moviment (equacions 2.23, 2.24, 2.25 1 2.26) i, amb aquestes, els increments de les ones
propagatives de velocitat (equacions 2.27 i 2.28). Finalment, per modelitzar de manera estesa,
1, per tant, més realista, la interacci6 del doll amb la columna d’aire es realitza la convolucio
expressada per I’equaci6 2.29. La figura 2.11 mostra un esquema de blocs del procediment de
calcul descrit.

( > ﬂl+ T * ﬁ

vis Va Vg
L + L r ( 4 + T+* +
Va
D* —» calcul de la deflexié del doll
® O e calcul de les fonts de volum
u Tm i de quantitat de moviment
4 Av 4 . calcul dels increments de les
t ones propagatives
Ex o calcul dels increments introduits
Ay’ Ay’ de manera extesa dins el tub
g I

Figura 2.11: Esquema de blocs del procediment de calcul



