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APENDIX 4.1 INTEGRAL DE HELMHOTZ-KIRCHHOFF

4.1.1 Introduccio

Laintegra de Helmholtz-Kirchhoff permet obtenir € camp aclstic en un volum qualsevol a
partir de la consideracio exclusiva del valor que prenen algunes variables aclstiques en la
superficie que |’ envolta[Pierce, 1991].

La magnitud aclstica emprada és € potencid de velocitat @(r,t), que tot i no ser una
magnitud directament mesurable, és convenient perque a partir d' el i per derivacid es poden
obtenir les atres magnituds acustiques com son lapressio i lavelocitat. Aixi:

0d(r,t)

v(rt)=0d(F,t) i pFtE-p r—

Un cop conegudes la pressié i la velocitat acustiques es poden obtenir facilment les dtres
magnituds com larespostaimpulsiona o laimpedancia aclstica.

4.1.2 Obtenci6 de laintegral de Helmholtz-Kirchhoff

El problema a resoldre és conéixer € potencial
de velocitat en un punt qualsevol P del volum V
limitat per una superficie S(Fig. 4.1.2.1).

Sl

El potencid de veocitat compleix I'equacio
d ona

1 d%o(r,t)
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AD(F,1) -

Fig. 4.1.2.1 Volum V on es calcula ®(r,t).

A partir de laintegracié d’ aquesta equacié dins del volum V s obtindral’ equacio de Helmholtz-
Kirchhoff.
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Sigui g(r,t) unafunci6 arbitraria que compleix I’ equacié d’ ona, ésadir que n’ és solucio:

o 19%g(T,t)
Ag(r,t)——= =0.
(1) 2 52

A partir d’ aguesta consideracié es pot escriure |’ expressio:

1 629(r t)
ot2

2
ofF t) D, 5 L oo D5 o0 O, -5
B ot E g

(41.2.1)

que valdra zero en qualsevol punt P del volum V semprei quan g(r,t) o @(r,t) no prenguin
el vaor infinit en agun punt.

L’ expressio 4.1.2.1 es pot escriure com:

BZCD(r t)

iz oo 9Y

02 (r t)
ot

[a(F,t) OAD(F,t)- &(F,t)0 Ag(T,1)] - ég 1) ——2

Per les propietats del producte de convolucié @ segon terme d aquesta expressio és nul i per
tant I’ expressio 4.1.2.1 queda finalment reescrita com:

[o(r,t) DAD(r, 0= (r,t)0 Ag(r,1)] = T[g(r,tyT &(rst) &(rmy ~ g(r 1.

Si sintegra aquestaidentitat en € volum en qué esvol conéixer e camp acugtic:
I [9(r,t) CA(r, 1)~ (r,1)0 Ag(r )] dV :Iﬁn[g(r-,tm‘ o(rt) oA g(rt)]| av,
\% v
el teorema de Gauss ens permet escriure laintegral de la dretacom unaintegral de superficie:

J'ﬁﬂ[g(r‘,tED_GJ(r‘ﬂ) O g(r.b)] oV =
' (4122)
I[g(r‘,t) o,y or,00  or.b)] ©S.

S
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Si espren g(r,t) come camp lliure creat per una font puntual situada en un punt interior d
volum on s esta calculant €l potencial de velocitat (Fig. 4.1.2.2),

g(F.t) :%6% _L

cal excloure del domini d'integracio @ punt Ry, en
congdtiutir la font i ser un punt singular. Aquesta
exclusio és facil de fer sl es consdera e punt R,
comeé centredunaesferaderadi p tendintaO i
superficie §,. Aixi la superficie sobre la que s’ ha
de resoldre la integra de la dreta de I’equacio
4122 sera S+§, i la integral de I'esquerra
d aquesta expressio seranul-la, per tant:

Fig. 4.1.2.2 Exclusio de la singularitat
per a calcul de d(r,t).

Jlg(r‘,t) Moy oFH0 o(rb] @z =0. (41.23)
:S+S)

Tenint en compteque dX = s [AZ, I’ expressio anterior pren laforma:

Loy dg(r )0
J'S@(r,t)DT o(ryn s +
(4124)

O
J- @( 0 D6CD(r t) o,y 24D og(r,t) 2dS, = 0.
ong ong D
El valor delasegona integra de I’ equacio 4.1.2.4 depen de la situacié de la font respecte a la
superficie S Per resoldre-la cal tenir en compte que:

ds, = p2dQ |

9
on, 0p
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on Q ésl'anglesolidi p ésd radi del’esferaqueenvolta R,. Aleshores, si Sintrodueix €
vaor de g(p,t), aquesta segonaintegral es pot escriure com:
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Quan p tendeix a0 € valor d aquestaintegral tendeix d valor de ®(R,,t) per una constant.
Tenint en compte que la superficie S d'integracié és una superficie continua i amb derivades
continues, e valor delaconstant és 41t s R, ésinterior aSi 2ms R, estroba sobre S, ja
que correspon & valor del’angle solid que compren la superficie .

Per tant I’ equaci6 4.1.2.4 queda de laforma:

T (R Y. ¢ (1) [a
J.S%(r,t)DT o(r 0 L2 S = a0(Ry). (41.25)

Agquestaés |’ expressio en € domini tempora de I’ equacié de Helmholtz-Kirchhoff.



