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APENDIX 3. CALCUL DEL PROPAGADOR DE LIiNIA

3.1.1 Obtencié del propagador de linia G(¢, A, B, t)

La idea genera de la hipotes conica diferencia és que les superficies S(@) son esferiques i
gue lapropagacio a llarg delalinia ABC ésconica(Fig. 3.1.1.1). Aixo fa que les superficies
S(g) no siguin equipotencials ja que d temps que triguen les particules en anar de §(q) a
Sg+dqg) ésdiferent perqué recorren espais diferents, do(¢), alamateixavelocitat. Com que la
propagacio d llarg de lalinia ABC és conica la pressio que hi haa A arribaraa B en un
temps dt=da($a)/c, laque hi haa B arribaraa C en un temps dt’=do(¢g)/c, etc.

Fig. 3.1.1.1 Esquemadel propagador delinia.

Aquest fet permet escriure lapressio a B en funcid delapressid a A, etc.:

_ Oay_90(@a)0  h(Xa) _
p(B’t) - plja‘!t c Dh(XA) + dG((I)A) p(A¢t) |:|gAB
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p(C,t) = p(B,t) Ugpc

h(x) _do0nO . . hixg) _do(g)0
98 = i + o L 0 %= T 0 oD

Per tant d llarg de tota la linia i des d’'un punt Q finsaun punt Q, es pot definir un
propagador jaque:

P(Qn D) = PQUD Dn, 0N Gn= F(Q.Q3E- ~22

i onlafuncio f(Qq,Qy) vindradonada per I’ expressio:

h(x)h(%). .- (x-1)

f(QLGQy) = _
Q) (h(xa) + do(91))(h(x2) + do(92)). .. (h(Xn-1) + Ao (@ n-1))

En € seu pas d limit, per tal de fer @ tractament continu, aquesta funcio f(Q1,Q.,) S escriu
com:

h(x ) _
f G =0 | ——52 0= X
Q)= El 04) + 4o (@]
Cal determinar € valor de X
< h(x) ) >D 0 do(9;)0
'”X‘Z "Brg) + do(@n) P Z n(x) Z'”E“ h(x) B

Comque (da(¢;)/h(x)) <<1, espot desenvolupar en serie de Taylor cada un dels sumands i
prendre per al seu valor |’ aproximacio lineal corresponent. Aixi:

nX= S o).
Z (x)

En el seupasa continu:

Qndo(e)

X £d0(¢) ({lh(x) |

h(x)
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Amb aguesta expressio € propagador de linia es pot escriure com:

B

G, A B =€ A5t ~tap), amb 1(AB) = I dr?((xd;—).
A

El propagador tindra una expressié diferent per acadaliniajaquetant h com do depenen de
I'angle ¢ (Fig. 3.1.1.1):

= s do(e)=(1+260)

e(x)
essent y(X) I'equacio del perfil del pavell6i on B(¢) ve donada per:

1y(X)Y ( )
B(d) = =——"—57cosB(x)(cosd(x) — cosB(x)).
2 (y()* ( )

Aixi doncs, laintegral que apareix en |’ expressio del propagador sera:

B
_(d9(9) _ 2, yooy' (9 Cran8(x)
I(AB)= | —+ [+ 52 cos0(x)(cos(x) — cosO(x) ) F————dx,
I S NG )? ( )g y(x)

perd com que tanB(x)=y' (x), aleshores:

I(AB) = J' YO gy 4 J’ e X) cos8(x)(cosd(x) —cos8(x))dx

B
Y)Y )
Yom) y( )

cosB(x)(cosd(x) — cosB(x))dx =

inY(Xe) I'(AB
(A)+( -

El cdcul de 1'(A,B) es pot reditzar facilment per alalinia dd perfil, ¢(x)=8(X), i per ala
linia central, ¢(x)=0.

Per alaliniadel perfil 1’(A,B)=0 i per tant €l propagador sera:
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_ ¥Y(Xa)
G(9, A B,t) = =2~ )(t -t .
( ) V(xg) (t —tag)

Per alaliniacentra:

B B

I'(AB) = J’ 3;7()(")) cos8(x)dx —IiT(XX)) cos® B(x)dx = cos8(x)(L —cos&(x))Iny (X)), +
A A

B B
I sinB(x) In(tan 6(x))d6 - 2 I sin §(x) cos §(x) In(tan §x))d 6=
A A
e P8 o)
2 In no(Xg iencia el d N
Wg n6( A)D ] en consequiencia el propagador ser&:

( ) B(XA) nB(xe) (%) cos? B/ e(XB)
B y XA 2 sin XB _ y XA
CO.ABY= Y(XB) tan 9()2(8) sinB(xa) o 7te) = Y(Xg) cos? = A7 e(x :

O(t —tag)-

Per aunaliniaqualsevol e calcul de I'(A,B) es pot separar en dues parts, una que depéen de
¢(X) i unaatraque no en depén:

B

B
I'(A,B) =J. 3;((:(()) cosB(x) cosd(x)dx — 3; (( )) cos? B(x)dx =
A

cosG(x) cosd(x)dx, i per tant el propagador sera:

HN6(xa) y (%)

B

_ Dane(XB E["'.I.
0

A

B

G(o, A,Bt)—ygg‘;::ggg; e (AB)5(t —tag), on 1" (A B) J' %cose(x)cosq)(x)dx.

A
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3.1.2 Funcions de reflexid i transmissié mitjanes en un canvi de conicitat
tipus cilindrico-conic

En unadiscontinuitat del tipus cilindrico-conic part de les ones que es propagaven dins del tub
cilindric pateixen unareflexié endarreraacausaded canvi de conicitat i part d’ aguestes ones es
continuaran transmetent endavant. A partir de les expressions de les ones de pressié mitjanes
que es trameten endavant i que arriben alasuperficie §, i deles que esreflecteixen endarrera i
que arriben a la superficie S, es poden determinar les funcions de transmissio i de reflexio
mitjanes per aun canvi de conicitat d’ aquest tipus.

6 A
>

Fig. 3.1.2.1 Discontinuitat cilindrico-conica.
S essuposaquelapressio alasuperficie S; que es propaga tub avall és uniforme i de tipus

impulsional, p[“(Sa,t) = pPyO(t), aleshores la pressié en mitjana a la superficie S, per causa
delareflexio, p'(S,.t), ser&

p(Sut) = % E(t - 2t(¢)) DR dS,,

on t(¢) variaentre Oi 2ty queésel temps que correspon a ¢=0, és adir lalinia de|’eix
del tub conici queval (r/c)(1—-cosB),i ¢ variaentre 0i 6, que és!’ oberturadel tram conic.
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Entre t=0 i t=2t(0) lacol-laboracio, alasuperficie S,, de les ones de pressio reflectides no
éslamateixa. A partir de t=2t(0), pero, totes les linies col laboren de la mateixa manera a la
pressio mitjana. Per tant:

¢
PSS t(9) = %J. R(t - 2t())dSy(w), ambt(¢) [0, 2t(0)], |

0

pP(S) = % I Rt - 2t()) dS,(), ambt >2+(0).

Per poder calcular aquestesintegrals cal coneixer e vaor de S,, que és Tr2sin20; amb aixo:

o(t)
pP(S, 1)) = —#9 J'R(t —2t(Lp))2nr2sin Weos yd g, amb t(¢) O[0,2t(0)] .

Si esté en compte que R(t)=ve’! amb v=—c/2r aeshores:

o(t)
p(S,1(9)) = —2PgY I &2(t=2) gy cosydy,

sin’o
0
on t(Y) = dogtp) :%(cosm —cosf) i per tant:
2r (@)
v +—coso
p(St(9)) = Zp—ol(; % ¢ DI eV siny cosydy =
6
2p0U u% 2 cosGE| cosi o(t)
1-cos\)e .
sin e E[( W) 0

Com que cos(c]) (t)) = zit +cosB, @ resultat anterior esreescriu com:
r

p(S,, t(¢))——2p—09[(1 cose)(l eV )+ut,ambt(¢) 0[0,2t(0)].
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El calcul delasegonaintegral que es necessita condueix a:

0
pM(S,,t) = -#’J‘ R(t —2t()) 21w 2 sin Yeos Yd Y=

0 2r O
U T+ —cosO
2po Qu(t-2t(w)) siny coswdy = - 2poU % E[(l cos)e coslIJ
sine sin e
3]

i en conseguencia

p(S,1) = 9 (cose ~1)e"t, ambt > 2t(0).

Aquestes dues expressions corresponents a  pi'(S,,t) es poden escriure com una de sola
utilitzant lafuncio grad:

— g(t — 2t(0))(1 - cosB)e" 5

PN(S,t) = - ;Eg‘; 4(21(0) —t)’(l —cose)(l— e“t) + ot

De fet la primera funcié grad de I’ expressi6 anterior hauria de ser  (g(t) —€(2t(0) —t)) perod
com que el que interessa son funcions causals, és a dir per a temps positius, es pot obviar la
part negativa d’ aquesta funcio.

A partir d’ aguest resultat es pot trobar I'expressié de la funcio de reflexio mitjana, que ve
donada per:

—t)[(l —cose)(l— e”t) + 0t

R (1) = -

— g(t - 2t(0))(1 - cosB)e"! 5 amb

v=-= i t(0) =L (1 -cosh).
2r (o

Si essuposaque lapressio alasuperficie S; que es propaga tub avall és uniforme i de tipus
impulsional, pM'(S,,t) = pyd(t), aleshores lapressié en mitjana a la superficie S, per causa
delatransmissio, p™(S,.t), sera:

p™(Sp.t) = % f(t ~1(6)) OT (1) dS,,
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on t(¢) variaentre Oi oo i ¢ variaentre 0i 6, que és|’oberturadel tram conic.

Entre t=0 i t=t(0) lacol-laboracio, ala superficie S, de les ones de pressio transmeses no
és lamateixa. Si es té en compte que T(t)=8(t)+R(t), la col-laboracio a p'(S,,t) mentre
t<t(0) és deguda atota la funcié de transmissio, pero a partir de t=t(0) només hi col-labora
R(t). Per tant:

0
P™(S,t(0)) = % I T(t -t(w))dS, (W), ambt(d) O[0,t(0)], i
[0

0

P(Spt) = % I R(t ~t(¥))dSy (W), ambt >t(0).
0

Per poder calcular aquestes integrals ca conéixer € valor de S, que és 2mr2(1—cosh); amb
axo:

0
m — Po _ 2 o
PRS0 =5 2 P s 6[ 8(t ~ t(w))2m?sin g y+
(1)
P COS%J’ R(t - t(p))2mr2sin pdy= Cose[|1+|2]
amb t() D[0,t(0)].

El calcul de 17 implicafer un canvi de variable per ala funcio delta de Dirac que ve donat per
[Arfken, 1985]:

3(f(x) = ‘[‘”(X)D 5(x~ %), amb x, tal quef (x,) =0.

Hdx B

Aixi, en aguest cas: 8(t —t(9)) = rsi(;

; 5(¢ - (1)), amb () = arccosaEt +coseg i

per tant:



199

0 0

llzﬁ[a(t —t(w))s'nwdwi[é( Y- y(t))d wzf
(1) (1)

Per dtrabandasi esté en compte que R(t)=ve’t amb v=—c/2r aeshores:

0
I, = UJeU(t_t(w))gnw dy, on t(Y) = dOéL|J) =
)

(cosy —cos8) i per tant:

o=

u%+£coseg 0 cosy U%+ coseDD cosy ﬁ
l, =ve - ¢ Je 2 gnpdp=ve - © S—Ze 2 D
) n @(t)

Com que cos(¢ (t)) = %t +cosB, € resultat anterior esreescriu com:
I, = U(l—eUt), i per tant:
IS 1(6) = -2 e, amb () 0[0,1(0)]
- “cosB* B

El calcul per atemps superiorsa t(0) condueix a:

0
M(s,,t) = t—t 2Trr sin pd =
PT(S0) = (1 IR( (W) Wd =
0
t t( ) PoU US+—COSSED Coswﬁ
eVt snpdyp=—"2"_¢g " € LLoe 2 O,
1- cose 1-cosB 0 0
0 U L
i en conseguencia:
2 []1-cos® [
P = e 2 —1e ambt>1(0).

1-cos6
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Les dues expressions corresponentsa p™'(S,,t(9)) ia pM(S,,t) espoden escriure com una
de sola utilitzant lafuncio grao:

2 []1-cos® [T]
Pr (S0 =2 %(t(O) 0-elt 1O 2 —1%

Defet laprimerafuncié grad de | expressié anterior hauria de ser  (g(t) — €(t(0) —t)) pero, a
I’igual que en d cas anterior, € que interessa son funcions causals i per tant es pot obviar la
part negativa d’ aquesta funcio.

A partir d’ aquest resultat es pot trobar |’ expressié de la funcio de transmissié mitjana, que ve
donada per:

[]1-cosb [T]
(t(O)—t)—a(t—t(O))ée 2 —% amb

Zue J

Tm(t) =

c . r
=—— | t(0) =—(1 —cos0).
U= 1 t(0) =(L-cosf)

Per tal de comprovar que les expressions de les funcions de reflexio i transmissio mitjanes son
correctes cal calcular quin és e valor de pi'(S,,t) ide pM(S,,t) d llarg del temps. En d
primer cas €l resultat hadeser —p, i en & segon cas d resultat ha de ser nul. El cacul de la
integral de pi'(S,,t) a llarg del temps condueix a:

00 2t(0) 0
I p(S, bt = I p(Sy t(d))dt + I pR(Sytydt =1p +1s,
0 2t(0)

2 - 2 1 ut? 2O
po (1 -cos6) 1 e’ )+Utd p 1—0058)% ety 2 5
sin®@ n’e 0® 02 B

Si estéen compte e valor de t(0):

2o [1-cosB o~(1-cos) _ 10
1-cos6 -1
sin0 ( )E 2 H

|1:



Per altrabanda:
I, = - 2_ng (cos8 —1)e" dt = __2_p(2,U Ecose —1)1eUt S
sin“ 0 sin“0 v @t(o)
21(0)
- —2 F;o (1- cose)e_(l_cose) .
sin“o
Aleshores:

00

H 2

I pI(S, b dt = .2209 (1-cosB) - cosb g (17c0s8) _q _ g~(1-cosh) E=
n

Sl
0

El calcul delaintegral de p'_“(sj,t) al llarg del temps condueix a

0 t(O) 0
J’ (S t)dt = I PT(S t(0)) dt + J’ p(S bt =1y +1y,
0 0 £{0)
t0) 1-cos0
D_ Ccos |:|
I, = — 2pgu oty _ _ 2Po [Ut]t(o)__ 2pg 2 _
1=———— |edt=—-——""T—|e =
1- cosB J. 1-cos6 0 1-cos6 l@
0
]1l-cosb % ] 1-cos6 .
=P 2 g evtar=—2Po e 2 o =
1-cosO E E 1-cos6 E t(0)
t(0)
0 1-cosB ]
- 2P e 2
1—coseg E
Aleshores:
® 5 ] _1-cosB _1-cosB[]
(S Hdt=-——2P [ 2 _1+1-e 2 [=0.
1—00395

0

—Po-
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