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APENDIX 1.l RESULTATS PER A Z (X, @), Z.(X, @) | PER A
h_(t), h+(t)

1.111.1 Obtencio de les expressions de les impedancies Z_(X,w) i Z,(X,w)

L’ equacio de Webster expressada en funcié del potencial de velocitat ®(x,t) s escriu:

19°0(xt)_ 1 @ AD(x,t) 0]
P T =T GX%X)

on §X) éslasecci6 transversa del tub en laqual es suposa que la pressié és uniforme. Si en
aguesta equacio s introdueix e canvi devariable ®(x,t) = W(x,t)//S(x) S obté&

1 0°W(xt) _ °W(xt) 1

c®  ot? x> ?w(x’t)’ on
_i_l 1 S(x)g 11 OZS(X)
m® 4 2(x) 29x) ox2

Si es suposa una solucié harmonica per a W(x,t) td que W(xt)= LAIJ(x)ej“’t, I’ equacid
anterior es reescriu:

0%W(x) £ 10
e =0.
ol %ﬁm m? SP(X)

Aquesta equacio correspon aun moviment harmonic ssimple, sempre i quan M2 no depengui
de x i € factor que multiplicaa W(x) sigui positiu, i té per solucio:

Uis) = A a-iKX 4 A oKX 2_ Lf _ 1 W
W(x)=Ae + A%, ambk “0c0 T Ew)?
c? 0¥
essent C(w) = CH’ . ZE , Que éslavelocitat de propagacio i depen de lafreqglencia.
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Si esdesfae canvi devariablei esté en compte que:

fon D) 9P(x)
PO =-p—— = 1 00) ==~

les expressions que S obtenen per alapressid i lavelocitat son:
~ . l ~ —ik' x ~ ikx| — ~ ~
= —jop——|Ae X + A | = po(x) + ,
B0 = —jeop-r S| A e+ A = B0 +Put)
- 1 0O+ 1 —ikx . A 1 ikx O ~ -
=—— A JK += KXy A gk -= = G_(x) + ,
000 =~y BrA- oK #5000+ Ak =2 000 2= 0.0+ 0. (9

10509
S(x) ox

on o(x) =

A partir d’ aquestes expressions es poden obtenir les de les impedancies Z_.(X,w) i Z,(X,w),
gue s interpreten com laimpedanciaala seccié d’ entrada d’ unaona que es propaga en € sentit
de les x creixents quan es suposa una terminacio anecoica a la sortida, Z.(x,w), i la
impedanciaa la seccid de sortida d'una ona que es propaga en d sentit de les x decreixents
guan es suposa unaterminacié anecoicaal’ entrada, Z,(x,w). Aixi doncs s obté

—jwpi1 A e Kx

Z_(X,w) = E"((;()) = T VS(x) T e per tant
- N0l A_gk' +20(x)% ‘
Z (x,w) = j‘fp = p‘;(x), (111.1.1)
jk'+§0(x) I_ji
: 1~ jkx
. —jwp——— A€
Z,(x,w) = §+83 =1 VS(x)l ol per tant
R Ol
Z (x o) = —— WP __ __ pC 11112
0o ik-toy Ko ( :

2 Kok
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1.111.2 Obtencio de les expressions de les respostes h_(t) i h,(t)

Les transformades de Fourier de les expressions 1.111.1.1 i 1.111.1.2 proporcionaran les
respostes impulsionals elementals h_(t) i hy(t). Aixi:

h(xt)=TFYZ_(xw)] i he(x,t) = TF Y Z, (x,w)].

Aquestes respostes impulsionals s interpreten com la resposta a un impuls de pressié generat a
la seccio d' entrada i que es propaga en € sentit de les x creixents, h_(t), i laresposta a un
impuls de pressié generat a la seccié de sortida i que es propaga en € sentit de les x
decreixents, h.(t).

El cacul anditic d’ aguestes transformades de Fourier ca fer-lo en € camp complex i per tant
primer cal readitzar una divisié de nombres complexos. Per poder aplicar € teorema de Cauchy
i reditzar laintegral mitjancant € calcul de residus cd que  grau del denominador sigui més
petit que e del numerador.

2 -2

Si es considera que |C“w m"z‘ <<1, I'expressi6 de k' es pot desenvolupar en serie de
Taylor, elstermeslineals de laqual proporcionen:

Segons quin sigui el valor de m aguesta aproximacié sera valida a partir d'un valor de w o
d'un atre, pero cal recordar que aquest valor minim de w coincideix amb la fregliencia de tall
a partir de la qual els modes sdn propagatius, ta com s ha vist ales seccions 1.2 i 1.5. Per
altra banda, aquesta aproximacié sera més valida com més elevada sigui la freqiiéncia, per tant
es podriadir que és una aproximacio per a altes freqliencies.

Amb aquest desenvolupament les expressions 1.111.1.11 1.111.1.2 es reescriuen:

2

. . 2
_ jwp _ 2jpcw m
Z_(X,w) = = —
1 - 1 ¢ a(x)cwm? + j(2aPm? —c?
= + -=
L0+ -5 ( )

| 2 .9 Ul
ocd + —o(X)wem© +jc B
U 0
0 l

O
11121
o(x)mcm2 + j(z(ozm2 —02) % ( )
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22
7. (x,0) = jop 2jpcwm
—G(X)+j§£ 1 Q o(x)coom —J(Zcozm —c)
[l 2 .92 [l
—ocld - G(X)‘*’Cm e O= - N, (@)L 111.2.2).
pCE o(x)wem? - (szm -c )E pc% D. (@) ( )
Per tant:

h_(x,t)=TF_1[Z_(x,u))] =J' pca+ g‘(‘*’)%i‘”tdw i
w0

+o0o
s = T2 (0] = ~po] - De D rgjory,
-0 U
Larealitzacio d aguests calculs condueix a

0 +oo 0
h_(x,t) = pcid(t) + J' N-(@) giwtgon |
5 J-w D-(

_(w) &
O +00 . O
h, (x,t) = pc3d(t) + J’ N*—(‘*’)el‘*’tdwm
H —eo Dy(w) H

El calcul delasegonaintegral delesexpressionsde h_(t) i h.(t) esfaemprant € teorema de
Cauchy mitjancant €l calcul deresidus:

J'f(z)dz = omj Z Residus .
C

Segons lateoria de cacul de residus, s a ésun pol dordre k delafuncié f(z), € residu
corresponent es calculaamb I’ expressio:

1 dk -1
= lim [ -—a) f z]
& = an(k ! dz (z-a)*f(2)
Primerament ca conéixer on es Situen els pols de Ds(w), és adir per a quins nombres
complexos s anul-len D¢ (w). Els polsseran delaforma a+jf3; per tant per a D_(w):
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D_(w) = ouem? +j(2«fm? —c?) =(a+j P @m? +2jm?( a+j P2 —jc® =0,0n 0 =X).
Lapart red i lapart imaginariahan d anul -lar-se per separat:

ETF =0 . Noésposshle

RID_(w)] =0 O om’(ce 4B)=0 O =0
_ac

4
IMD_(w)] =0 O mz(Boe 202 2[52)—02:0

by = S - V0
S a=0 0O 2mZBg ocmzﬁr ¢z 00O 0 4 mUJ

boese

2.2 2 %]_CV
=i
ss:ﬁmzzéocsm ¢z 00 g 4m
72~ 1 am

.C[0_ V[ .CV .0C _.C v
D) =|— - I =|—+|— =|— +——=W
1J4DG m 3J4ml4 14%5 mO~ @2
_.C_.v[ .oV .0C _.C VI
Wy =j— O0+— Wg=—j—+j— =j— 0 —==u).
2 J4D0 mC 4 J4m J4 14%5 mO 1

Defet, doncs, només hi hados polsd’ordre 1 per a D_(w): un alafrequéncia w4 i un dtre a
w. Aixi doncs, € calcul deresidus per a D_(w) esredueix &

Z Residus = Res(wy) + Res(wy).

Comque D_(w) = 2jm2(w— W)( w— w), elsresidus seran:
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N_(c0)el _ (¢ owlcm )eJ‘*’1t
2imP(0-w)(w=- @)  2jm*(w - wp)

JCD om? %’ %
vmg 4 %

o _ N_(c0)el _(jc® - owyemP)el¥2t
o) = O ) oo @) 2imPlwp—o)

Res(uwy) = wlimu)l(w- @)

(I I:IIII:II:I

C
omc 0t o2m20 oY 0, oM

"t B2 P om'n’ zCOShm%

amb laqual cosa:

_ _2mc o?m? ooV .[] onv ‘%‘“5
h(t)—pcé(t) W%Z 5 ES' h—t +—Coshm4m%e E

Elspolsde D,(w) estroben de maneraandoga:
D, (w) = ourm? — j(2«fm? —c?) =(a+j § @m® —2jm?( a+j B2 +jc® =0.

Ca anul-lar lapart red i lapart imaginaria per separat:

ET]Z:O ~ Noéspossible
RID: ()] =0 O oam’(ce 4p)=0 O M
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IMDy(@)] =0 O mZ(BGe 20% 2[32)+c2:O

,=804,V0
S a=0 O 2m?P% oo’ ¢= 00 [ 4D mD
532
2.2, 2 1= ]—
S B:—%C 0 2m?ad 2™ 2-9 D@I am
727 Vam
Per tant els polsde D, (w) estroben alesfregiencies:
co. Vv
=i, oy w3=i - =
.CO_. vQ cv .oCc _ . VO
Wo =—]— +— :—______ =W
Comque D,(w)= —2jm2(oo— W)( w— w) elsresidus seran:
N, (00)el _ (jc? + owyem?)e Lt _

Res(wy) = lim (02—
)= O™ Y 20— (- @) —2jmP(on - )

JCD om? %%’ %

vmg 4

o _ N, (00)el _ (jc® + owyemP)e¥2t
R = ™ Y oo @) 2imwp )

\:rcn; om?” %%’ ET

Per tant
N (@) gjeat g = 2] Z Residus =
—00 D+((‘))
. v c;,.vgu
2th%£5_0_mz%5_i%4%y ot c D_szngrl 4%’%%%2
Evm@ 4 m uls 4 m E
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ot 2.2
—2—me4 otm 2 nhDCV D + 9™V oshEY
vm % E& 2 D4m

amb laqual cosa:

c

2

B H oM o?m?0. | ov ,0_omv 4
m(t)—pcg—é(t)+vm%2— 2 ES hD4m TcomMm%

ot

H

Tant en el calcul deresidusper a h.(t) com per a h,(t) shasuposat que v =+ o2m? -8 és
real amb la qual cosa els residus sdn imaginaris purs i les respostes impulsionals son reals.
Evidentment, pero, aquesta expressio pot ser imaginaria amb la qual cosa els residus tindran
part real i part imaginariai lesexpressionsde h_(t) i hy(t) seran diferents.

Sigui v=jV8-0°m? =jV, aeshores

"N et gy = o
J-_oo D_(oo)eJ doo—ZTIJZRestS—

C
-—otl] gm0
_2T[Ce 4 _o'm thv D cyrnvCOI _
vm 2 ESI 2 D4m

C
2rc ot 2m?0. eV 0, omv eV %

v'm %2 2 %S' D4mt 2 Um

amb laqual cosa

ome M o?m?0. v omv' o [P0t
h_(t):pC%(t)‘m%z ESD to+ = %4

g 2D4D2D4m

0 O

Analogament:

SN ©) |
N+ (@) et = 21 Z Residus =
—eo D+(W)

C

~“otll] g?m?0

_2T[Ce4 _o'm thv O OmVCOSh _
vm 2 ESI (Um D 2 Am
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2rtce c m nDCV tD amv colet
v'm 2 ES' MmO 2 tUm

amb laqual cosa:

c

B H oe M o?2m?0. DoV .O_omv oV 7Ot
=P T2 m D TC"SDW%

0 [

1.111.3 Resultats per a Z_(x,w), Z,(x,w), h_(t) i h,(t)

En aquest apartat S exposen elsresultats de Z_(x,w), Z.(x,w), h.(t) i hy(t) per d casd un
tub cilindric, d’un tub conic i d’un tub exponencial.

1.111.3.1 Tub cilindric

En & cas d'un tub cilindric (m - o, 0=0) i per tant les expressions 1.111.1.1 i 1.111.1.2
condueixen &

Z(xw=pc O h(F pcdt)
Zi(x,w)=-pc O hy(F - pcdt),

resultats que coincideixen plenament amb els ja previament coneguts.
1.111.3.2 Tub conic

Enel casd untub conicderadi r=rytbx (m - o, 0 =2b/(r, +bx)) les expressions 1.111.1.1
i 1.111.1.2 donen com a resultat:

bc 0
O bc 0 bc (r +bx)tD

Z_ = - O ho 0
B R R pc%ﬁ Grb L
. bc tD
_ bc C (r +bx) [

Z, (%) = —pegd +- 0 - o
L (%) m§+1m(ro+bx)—bcg (8 pcBS(} et

B
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Aquests resultats coincideixen amb els conegutsi es troben representats delaFig. 1.111.3.1ala
Fig. 1.111.3.4.

|Z_[INms]
350;

300¢
250+
200+
150+
100}

50
0

. . . .  f[HZ]
20 40 60 80 100

Fig. 1.111.3.1 Representacié de Z_(w) per aun tub conic.

|Z+ [IN TS
350
300t
250t

200}
150+
100}

50

0 | | | | f[Hz]
20 40 60 80 100

Fig. 1.111.3.2 Representacié de Z,(w) per aun tub conic.
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h [N 3]
2000

1000¢

3 Us]

0.8

-1000 ¢

-2000 *

Fig. 1.111.3.3 Representacio de h_(t) per aun tub conic.

h, [N m-3]
200000 ¢

100000¢

3 Us]

0.2 . 0,6 0,8

-100000 ¢

-200000 *

Fig. 1.111.3.4 Representacio de h,(t) per aun tub conic.



184
1.111.3.3 Tub exponencial

En & cas d'un tub exponencia de radi r=r, ePX (m=1/b, 0=2b) les expressions L.I11.1.1 i
1.111.1.2 condueixen al resultat:

Z (x,w) = Jop i Z.(xw) = —Jwp
bei |00 2 o+ OO0 _ 2
Woeo WoeD

En aquest cas és necessari treballar amb les expressions aproximades 1.111.2.1 i 1.111.2.2 que
condueixen a unes respostes impulsionals:

O b _¢b. [0
h_(t) = pctd(t) —21ch cos=—t=®e 2 U
()= peld() ot 2

] cb 0
h, (t) = —pcld(t) +21Cb cosEp—btge2t [J
[l L2 E

Aquests resultats es troben representats de la Fig. 1.111.3.5 ala Fig. 1.111.3.8. Els gréfics
corresponents a les impedancies mostren com fins a valor wy,, per d qua comenca a ser
validal aproximacio, 350 Hz, no s assoleix € valor de la impedancia caracteristica, cosa que
en elstubs conics passa a partir de fregiiencies molt més baixes. Per dtra banda, les respostes
impulsionals es corresponen amb una oscil-lacié d amplitud decreixent i una d amplitud
creixent respectivament, mentre que en €l cas del's tubs conics es tenen funcions exponencials,
també decreixentsi creixents.
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|Z_[[Nms]
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Fig. 1.111.3.5 Representacio de Z_(w) per aun tub exponencial.

|Z+ [N m>s]
400,

300}

200t

100+

. . . . . f[HZ]
500 1000 1500 2000 2500

Fig. 1.111.3.6 Representacio de Z,(w) per aun tub exponencial.
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h. [N m3]
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210°
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25

Fig. 1.111.3.7 Representacié de h_(t) per aun tub exponencial.

h, [N m-3]

11

110

10 |

7,510

10
510

2510°

~— 75

iot[ms]

25

Fig. 1.111.3.8 Representaci6 de h,(t) per aun tub exponencial.
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