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APENDIX 1.1 MATRIUS DE TRANSFERENCIA

1.11.1 Matriu de transferencia d’un element de perfil cilindric
La matriu de transferencia [T] relaciona, per a cas de regim harmonic, els valors de

I’amplitud (en forma complexa) de la pressio i la velocitat, o cabal, en una seccié amb els
valors que presenten aquestes variables en una atra seccio.

0 _ Ou T20P0 _,0P0
0.0 "By T %D =[T]0.0.
(D 21 l22[lQ e

Els elements de la matriu es poden interpretar com:

T =

P2y
p-l- 0120
a

i es poden obtenir les seves expressions apartir delesde la pressio i la velocitat dins d’un tub
cilindric en una determinada seccio.

Unaaltrapossibilitat per aladeduccié d’ aquests termes és treballar amb |’ equacioé d ona per d
potencial develocitat ®(x,t) i apartir d’ell deduir les expressionsdelapressio i la velocitat ja
que:

ID(x,1)
ot

u(x,t) = aq:;;,t). (LI1.1.1)

p(x,t) = -p

En d cas d'un tub cilindric, (Fig. 1.11.1.1), i negligint les perdues viscotéermiques, I’ equacio
d’ ona per a potencial de velocitat S escriu com:
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L=Xo-X1

X2
Fig. 1.11.1.1 Coordenades per a un tub cilindric.

Si es suposa una solucié harmonica ddl tipus. ®(x,t) = &J(x)ejwt, aleshores I’ equaci6 per ala
part espacia es pot escriure com:

2 i ~
d"®() = —kd(x), on k=wl/c.
dx?

Aquesta equacio té per solucié:
(x) = P + P27 = @, (x) + D_(x).
Per tant:

D(x,t) = | D, (X) + D_(x)| e = D, (x,1) + D_(x,1).

Lapressioi € cabal esrelacionen amb e potencia de velocitat segons les expressions 1.11.1.1
| per tant:

P(x,t) = —jpef @y (x 1) + D_(x1)] i
u(x,t) = K@, (x,t) = P_(x,1)],

o eliminant la dependéncia tempora harmonica:

pO) = ~jped @10 + (0] i
G(x) = jk[&:+(x) - &a_(x)].
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Aquestes dues expressions es poden escriure en formamatricial:

POI0_Cripw i purith, (00
2008 Hik  -ik Bb_0n

A partir d' aguesta expressio es poden relacionar les pressions i les velocitats en dues seccions
diferentsi per tant obtenir lamatriu de transferéncia. Si es té en compte que:

B, (%) = D, (xg +L) = pQetikOarL) :[q)geij"xl] KL = @, (x)et Ik
aleshores:

Ep(X)% ripw jperiet 0 M, (U
D05 Hik ko e Eh_pog

Com a consequiencia

0-1 10
Ep(X)D _mripw -jparde 0 Mjep 2jkEP(NO

B0, Hik  -ikfpo eMmTl “LHnmg
Rjwp  2jkQ

i per tant:
0 cos(kL) —-jZosin(kL) O

, amb [TCI|] gsm(kL) cos(kL) ﬁ

0

ED(X)D [T ]ED(X)D
DJ() cil

on k ésel nombre d ona, Z, éslaimpedancia caracteristicai L estadefinidaalaFig. 1.11.1.1.

1.11.2 Matriu de transferencia d’un element de perfil conic

Per aun tub conic com & mostrat ala Fig. 1.11.2.1 i seguint un raonament anaeg a I’ anterior
per alavariable W(r) =rd(r), s obté&

O_jpw  _jpw 0O,
p(no_ o r EW.(nE

cu(r)E ELk_l k18 0
r
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Fig. 1.11.2.1 Coordenades per a un tub conic.

Si esté en compte que:

Br(r) = B + 1) = YEe D) =[ypetialgtit = Ty (et

aleshores:
O_jpw  _jpw O N
Ep(r)D U, r,b L& o D[HJ(r)D
16, Bﬁ—iz —E—iuuo eJkL%’-(r)gL
B 5 T2 15H
Com a conseqliencia:
0_ jpw _ipw O U0n _
(f)D 0 r, ek Eijoo 2kpooH 2]k (r)D
1 jk ~ 10 kL !
(0, & k1o eRfing | YOI
rp 5 Eijw 2kpw% 2]k
| per tant:

Ep(r)D [ ]Eb(r)m
B35 L NEng
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. 1 cos(kL) +kisn(kL) —jZOr—lsin(kL)
D)

oo

=
[Teonl =5 1 o~ 10
n -
E i —Fros(kL) - % 1r2Es|n(kL) %:os(kL) sn(kL)%

on k ésel nombred ona, Z, éslaimpedanciacaracteristicai els parametres geometrics estan
definitsalaFig. 1.11.2.1.

1.11.3 Matriu de transferéncia d’un element tipus Salmon

El perfil d’un element tipus Salmon, com el mostrat alaFig. 1.11.3.1, ve definit per I’ equaci6:

Y(X) = Yo goshD U, TsthnEE

Fig. 1.11.3.1 Coordenades per a un perfil tipus Salmon.

Per aaquest tipus de perfil les expressions de lapressid i lavelocitat en una certa seccid son:

_ Py kx4 —jk'x —
09 = 15 y(X)e = B (x) +P_(x)
O(X)_LDK y(X)D p+ jk yI(X)D p— - X’ amb
ool y00 B9 © pr yox) By ©
2 D]/

k‘:%2 izg/ _i V(X )_M i &w) = H_ ¢

m?w?H
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En I’ expressié completade lapressio acustica p(x,t) = f)(x)ej‘*’t S observa |’ efecte dispersiu
delspavellonsjaquedinsde p(x) apareix k' onesfaevident que la velocitat de propagacio
depén de lafreqléncia w.

Com aconsequencia:

0 ek x2 e IKx
EP(X)E S y(X2) y(X2) 2@
D095, 0j Oy VORI i By ) °F

opd y0o) Hy(o) waf yix2) 5 y(x) 7
Si esté en compte que:

DD yeoD _epywd
0 e 2K yo) H 2k e gD
@E Oyoa) @, J YOO op y0) DHOE
T 2K y) H 2k e K4 g

S obté&

EIO(X)D p( )D M1 T12D
T , b |T
H(x) 5, [T ][u() b [Taa] =g BO"

1. =Y O 1Y) g L
11 (2)@03( L)+ m (1)Sm( )
— y(Xl) O prsn(k L)
y(x )E =

_ YO H ] @(Xl) Y ()9 e LYY 0O
= Y(Xz)gl*)_p y(x1) (Xz)H:OS( ) % K y(xl)y(xz) n( )%

T _Y(xq) O 1y (x)
2= 306) B D Ty 00)

sin(k L)

on €l's parametres geometrics estan definitsalaFig. 1.11.3.1.
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1.11.4 Incorporacio de les perdues viscotermiques

L’ estudi de lapropagacié d’ ones en un fluid real, viscds, amb conducci6 de calor atraves de
les parets del tub i la consideracié d' atres efectes dissipatius va ser redlitzat primerament per
Kirchhoff.

Els efectes de la viscositat es poden incloure en I’equacié del moviment a partir del tensor
d’esforcos corresponent [Morse, 1968]. Aixi I'equacié dd moviment que sobté és la de
Navier-Stokes per aun fluid viscos i compressible:

ov
por = 0P 3 W0 v)+pav

on V éslavelocitat del fluidi p ése coeficient de viscositat.
L’ altra equacié necessaria per resoldre € problema actstic és |’ equacio de continuitat:

[
ot

I
o

+po(IV)

La presencia de viscositat implica un acoblament entre € moviment axial i radia de les
particulesdinsd’ un tub. Finsi tot encara que S assumeixi axisimetria, I’equacié d’ ones en un
tub circular sera bidimensional. Aixi doncs, la pressié i la velocitat seran magnituds que
dependran tant de la coordenada axial com de laradial i del temps, p(r,zt) i Vv(r,zt). En ser
lavelocitat unamagnitud vectorial es pot descompondre en dos components, un de radia i un
daxial, i per tant es pot escriure:

v(r,zt) = v, (r,21)8 +Vv,(r,zt)e,,

on & i & sOn els versors directors en direccio radial i axial, respectivament, i on cada
component depén tant de r com de z ja que existeix acoblament entre ambdues coordenades.

Si es suposa axismetria i s expressa |’ equacio de Navier-Stokes en coordenades cilindriques
S obté:

ov, , 0p ap EBZVZ 10v, a 1ov, 0%,

p o =H 2o b0 Qi
° ot Ear ror E 3Horaz r 9z 92 H
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D
ZZE 3Ha 2+rar 2 " azrF

Ovr Lop 92y, Jlove v .

_uEr r or r_2

po 2 n%,  1ov, v +62vzD

Si es suposa una soluci6 de tipus harmonic tant per ala pressio com per alavelocitat:
p(r,zt) = p(r, e,
Ve (r,2) = (r, 260 i v,(r,zt) =V,(r,2)e/ 4,

I’ equaci6 de Navier-Stokes es reescriu de la forma seglent:

A 25 ~ 25 0
op(r,z) :uEB vz(zr,z) L10%,(r2) 0 vz(2r,z) N
0z H or roor 0z

jwpPV,(r,2) +

EDGZ\“/r(r,z) L10%(r2) | 0%0,(r,2)0 i
3H ooz r oz 97%

9p(r.2) _ HDazor(lr,z) L19% (2 % (r,2) +62\7r(r,z)D+

jwpaVy (r,2) +
Jopoly (1,2) ar H a2 roor r2 072

u [Bzvr(r 2) lavr(r 2) i (r,2) azvz(r 7)U
3H a2 7 o 2 ozt

El desacoblament d’ aquestes equacions i € seu desenvolupament matemetic [Munjal, 1987]
condueix aun resultat per alapressidi per al caba que, per ala part longitudina de les ones,
pot expressar-se, de manera aproximada, com:

@=e%%p.(9 ; E(2=e%%(2)
K@= ;. &@ =)

on { contél’efecte del’esmorteiment i depen del diametre del tub i del nombre d’ ona segons
I’ expressio [Nederveen, 1967]:

Z:(1+j)10%, essent D e diametre del tub cilindric.

Aixi doncs, en la propagacié d’ ones uniparametriques per I’interior d’un tub s'incorporen les
perdues viscotermiques considerant que les ones s atenuen i es retarden, i que per tant la seva
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amplitud ve afectada per unaexponencial. Lapart real de { represental’ atenuacié de I’ ona per
unitat de longitud i la part imaginaria e retard de fase en la mateixalongitud.

Per ad altres tipus de perfils de tub la resoluci6 de I’ equacio de Navier-Stokes no resulta tan
smplei € que se sol fer és extrapolar € resultat obtingut per a cas cilindric. En aguest cas, en
la definicio del coeficient d’ esmorteiment es substitueix D per D, diametre mitja entre les
seccions extremes del tub.

La consideracio d esmorteiment d llarg del tub implica la modificacié de la matriu de
transferéncia corresponent en la seglient forma:

%] =[o2] [T=o] [o1] (L1141)

Efectivament, a cada seccio del tub considerat es pot establir larelacio:
= PO
Azg =[oi] .- (111.42)
MG
Per dtrabanda:

D 3 d e
Bl B

Aixi doncs.
o (b0 <[ (ed [ 0 [eed] =lod " [E]le4

i per tant es recupera I’expressio 1.11.4.1. El problema a resoldre és la determinacié de la
matriu [a;].

1.11.4.1 Obtencié de [o;] per a un tub cilindric
Si estéen compte I’ expressio 1.11.4.2 i que per aun tub cilindric:

B2) = p_(2 +Ps(2;  G(2) =p—1c(a_(z> ~0,(2)
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p*(2) =e“%p_(2) +€7p.(2)
= Lkit

o (e_zzﬂ_(z)—ezzm(z)),

es pot escriure la seglent relacio:

El kf_jZ(Zﬁ_(Z)Jrezzm(Z) @: P11 O120H @—A(Z)’flﬁt(Z) %
ek @*QJa—éQAﬁE o1 02l (-2~ 0 @)

Aquest sistema d’ equacions permet trobar els elements de lamatriu [o], de manera que:

0 cosh({z) —pcsinh({2) O
[og] =0 1 k=jC k-t O,
a Erpc ” sinh({2) ” cosh(Zz)E

I en consequencia:

. 5 cosh({2) pck_kasinh(iz)g

loal =01 ¢ e (@) O
[n Z Cco Z

&pc =] g

1.11.4.2 Obtenci6 de [oj| per a un tub conic

Si estéen comptel’expressio 1.11.4.2 i que per aun tub conic:

a(r) = 1 [kr—ja_(r)_kr+j

pc B kr kr

B(r) = p_(r) + P (r); a+(r)§

() =€ p(r) +E2pa(r)
Loy = L —iC_ i H-tra _EK=IC i Hgra 0
= pc% krge u-() %Jr krgez u+(r)H

es pot escriure la seglient relacio:
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O ol ar g O
p-(r) +€ p.(r) _0n opr

%ﬁ %Zru (r) - gi %Zrm(r)% 1 szzHD

p_(r)+ p+(r)
El Ekf ig EE

o e 00

Aquest sistema d’ equacions permet trobar els elements de lamatriu [o], de manera que:

. cosh(Zr) —kls'nh(zr) —pcsinh@r)
0

kB<_ cosh(r) - H{k - 0) +—Esnh(z ) Z

[Gcon]

O
0
0.
cosh({r) +—smh(Zr)D



