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Capitulo 2. Flujo variable en lamina libre

21. Introduccion

En este capitulo se presentan las ecuaciones del flujo variable del agua en lamina libre o ecuaciones de Saint
Venant, ecuaciones que deben resolverse para la modelacion de la propagacion de avenidas en rios (objeto de
esta tesis).

En la primera parte del capitulo se deducen las ecuaciones a partir de las leyes fisicas de conservacion que rigen
el flujo de un fluido en general. Particularizando a un fluido incompresible e isdtropo, como es el agua, se
obtienen las ecuaciones de Navier-Stokes para el movimiento instantdneo y de ellas se deducen, considerando
variables medias en el tiempo, las ecuaciones de Reynolds. Estas serian las ecuaciones basicas que habria que
resolver en el caso de flujo tridimensional de agua. Su resolucidn exigiria una discretizacion tridimensional del
dominio de estudio y el esquema numérico seria complejo pero sobretodo muy costoso computacionalmente.

Como se ha comentado, la mayoria de las veces el flujo de agua en cauces naturales presenta unas caracteristicas
que permiten simplificar estas ecuaciones mas generales y obtener resultados suficientemente precisos con
mucho menos coste. De las ecuaciones de Reynolds, integrando en la profundidad para eliminar en ellas la
dimension vertical, se obtienen las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales, validas cuando el flujo que se
quiere representar tiene también este caracter bidimensional, con velocidades verticales pequefias, pendientes del
fondo del cauce suaves, y en general, las dimensiones horizontales predominantes sobre la vertical. Gran parte de
esta tesis trata la resolucion de estas ecuaciones. A continuacion de su deduccion, en este capitulo se discuten los
términos que aparecen en la forma mas general de las ecuaciones de Saint Venant, y especialmente como se
pueden aproximar y cudles se pueden despreciar para simplificar las ecuaciones al maximo sin que dejen de
representar lo mejor posible los fenomenos de propagacion de avenidas en rios que nos interesan.

La siguiente simplificacion es el paso a las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales. Ecuaciones clasicas en
hidraulica que muchas veces son suficientes para representar correctamente el movimiento no permanente en
lamina libre en cauces, naturales o artificiales, debido a la marcada unidimensionalidad de éstos. El objetivo final
es la resolucién conjunta en una y dos dimensiones, utilizando la simplificacion que consiga un mejor
compromiso entre precision y economia en cada zona de nuestro dominio.

Las ecuaciones de Saint Venant forman un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
hiperbolico y cuasi-lineal. El estudio de este tipo de sistemas y sus soluciones, concretando para las ecuaciones
de Saint Venant unidimensionales y bidimensionales, constituye la ultima parte de este capitulo.

La teoria de las caracteristicas permite obtener formas mas sencillas de expresar los sistemas de ecuaciones,
formas que quizas no sirvan directamente para la obtencion de la solucidon, pero serdn una gran ayuda a la hora
de formular las condiciones de contorno necesarias en los esquemas numéricos y, sobretodo, para poner de
manifiesto propiedades de los sistemas hiperbolicos y sus soluciones que permitiran, en los capitulos posteriores,
obtener esquemas numéricos mas eficientes. Se presentan las superficies caracteristicas desde un punto de vista
matematico, como aquellas superficies sobre las cuales el problema de valores iniciales no estd bien definido: de
esta manera su significado fisico se hace patente enseguida como superficies de transmision de informacion
privilegiadas.

Finalmente se hace hincapié en las posibles soluciones discontinuas de las ecuaciones de Saint Venant. En un
cauce natural con flujo bidimensional, o incluso en el caso unidimensional, es probable que en alguna zona
aparezca una discontinuidad en la solucion (cambio de régimen, frente de onda). Aunque no es el objetivo final
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la modelacion detallada y precisa de estas discontinuidades, si se pretende que el esquema numérico las pueda
representar y no supongan un obstaculo a la obtencion de la solucion en el resto del dominio.

Las soluciones discontinuas de sistemas de ecuaciones diferenciales cuasi-lineales constituyen fenémenos fisicos
ondulatorios y tradicionalmente han constituido un objetivo prioritario en mecéanica de gases. Para ello es muy
util la solucidén del problema de Riemann, que consiste en ver qué ondas aparecen y como se propagan a partir de
dos estados constantes que entran en contacto de repente. El problema de Riemann esta inicamente bien definido
en el caso unidimensional, pero las propiedades que se obtienen de su estudio y los métodos de resolucion
aproximada desarrollados por varios autores (conocidos como approximate Riemann solvers) son la clave para la
resolucion del problema bidimensional. Con la discretizacion en volimenes finitos del dominio bidimensional,
se puede considerar que en cada contorno de cada volumen finito existe precisamente un problema de Riemann
unidimensional.

Algunos de los temas tratados en este capitulo (como la discusion de los términos turbulentos de las ecuaciones,
la forma de las superficies caracteristicas y sus propiedades, la propagacion de ondas asociadas a sistemas cuasi-
lineales o la resoluciéon del problema de Riemann) son suficientemente extensos e interesantes como para
desarrollarlos mucho mas de lo que se ha hecho. Aqui se ha intentado no perder de vista el objetivo final y entrar
en cada uno de ellos lo necesario para justificar tan solo aquellas propiedades que seran utiles en capitulos
posteriores.
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2.2. Ecuaciones de Saint Venant bidimensionales

2.2.1. Leyes fisicas para el flujo de un fluido en general.

El flujo de un fluido en general viene gobernado por las siguientes leyes fisicas de conservacion (Tan, 1992),
(Bateman, 1993):

1. Ley de conservacion de la masa o ecuacion de continuidad

%(m)zo 2.1)

donde m es la masa del fluido y la expresion d/dt representa la derivada material.

2. Ley de conservacion de la cantidad de movimiento (segunda ley de Newton) o ecuacion del
movimiento:

%(mV) =F (2.2)

donde V es el vector velocidad y F las fuerzas exteriores, que en general son vectores de tres
componentes coincidentes con las tres dimensiones espaciales.

3. Propiedades termodinamicas de los fluidos (a partir de las cuales se obtienen las ecuaciones
constitutivas).

4. Ley de conservacion de la energia o primera ley de la termodindmica

d dj dw
~(E)y=22+ 2 2.3

dt (&) dt dt @3)
donde F es la energia de la masa m (tanto interna como mecanica), J es el calor (tanto el intercambiado
con el medio como el producido por friccion o el asociado a la variacion de volumen), y W es el trabajo

desarrollado por las fuerzas exteriores.

5. Segunda ley de la termodinamica:

ds —d7‘] >0 (2.4)

donde S es la entropia y 7 la temperatura absoluta

A menudo se representa el movimiento de un fluido con las dos primeras leyes (conservacion de la masa y de la
cantidad de movimiento) ya que en ellas aparecen explicitamente las variables que describen el movimiento. Sin
embargo, ellas solas son, en general, insuficientes para describir todos los procesos fisicos que intervienen en el
movimiento de un fluido (a partir inicamente de estas dos leyes se obtienen sistemas de ecuaciones con mas
incdgnitas que ecuaciones), por lo que se necesitan las condiciones adicionales dadas por las otras tres leyes, o,
por lo menos, por alguna de estas otras tres leyes.
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Al considerar las propiedades termodinamicas de los fluidos se obtienen relaciones que permiten, en algunos
fluidos particulares (fluidos incompresibles, agua), cerrar el sistema de ecuaciones, como serian las ecuaciones
constitutivas (relacion entre las tensiones y la velocidad de deformacion del fluido). Para fluidos en general se
obtienen las ecuaciones de estado que relacionan, por ejemplo, presion, densidad y temperatura absoluta, y que a
menudo son aproximaciones mas o menos empiricas a la realidad.

En la ley de conservacion de la energia, la energia total de una masa m es la suma de la energia interna y la
energia mecanica. Se podria suponer que el proceso de calentamiento del fluido es independiente del
movimiento mecéanico, con lo que podriamos descomponer la ley mencionada en dos, una relacionada con la
energia interna o térmica y otra con la energia mecanica. Si consideramos ademas que el movimiento del fluido
no depende de la temperatura, la ecuacion de conservacion de la energia interna, que describe el cambio de
energia interna debido a la transferencia de calor (y a la deformacion del fluido si éste no es incompresible)
queda desacoplada del resto de ecuaciones y por lo tanto no hace falta tenerla en cuenta para el calculo del
movimiento del fluido.

Con las hipotesis del parrafo anterior, la ley de conservacion de la energia mecénica tiene las mismas variables
que la ley de conservacion de la cantidad de movimiento, ya que el producto de ésta por la velocidad es
precisamente la energia mecanica. Podriamos, por lo tanto, representar el movimiento del fluido mediante una de
estas dos leyes de conservacion (cantidad de movimiento o energia mecanica) juntamente con la ecuacion de
continuidad. De todos modos, las suposiciones hechas en el parrafo anterior respecto a la independencia de la
energia mecanica y la energia interna no son exactamente ciertas, incluso pueden ser bastante inciertas en
movimiento rapidamente variable (por ejemplo en la disipacion de energia en un resalto hidraulico), por lo que
es mas correcto considerar la ecuacion de continuidad junto con la de conservacion de la cantidad de
movimiento.

La segunda ley de la termodinamica se utiliza sobretodo como comprobaciéon de que las soluciones obtenidas
son posibles, y en concreto para rechazar algunas soluciones, posibles matematicamente, que fisicamente son
incorrectas ya que violan dicha ley. Para el caso del flujo de agua en lamina libre en principio no consideramos
la variacién de calor, por lo que la segunda ley queda en que la variacion de entropia tiene que ser mayor o igual
a cero.

Con las cinco leyes mencionadas, se puede obtener un sistema cerrado de ecuaciones para cualquier fluido,
aunque para flujos complejos o fluidos con propiedades termodindmicas complicadas, a menudo algunos
términos son desconocidos o se basan en aproximaciones empiricas.

2.2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

En particular, para un fluido newtoniano, e isotropo (las propiedades del fluido no cambian con la direccion), el
conjunto de leyes anteriores se concreta en las ecuaciones de Navier-Stokes, que se obtienen directamente de las
ecuaciones de continuidad (2.1) y del movimiento (2.2) (Tan, 1992), (Toro, 1996).

La ecuacién de continuidad sera directamente la expresion de la ley de conservacion de la masa.

La ecuacion del movimiento, se obtiene de analizar la naturaleza de las fuerzas que actiian sobre el fluido por
unidad de volumen. Estas fuerzas son las que ejerce el propio fluido mas las fuerzas exteriores que puedan
existir.

En la deduccidén de las ecuaciones se plantea el equilibrio de fuerzas sobre un volumen de control. Las fuerzas
que se ejercen sobre el contorno de este volumen de control, por parte del propio fluido o de un contorno
material, son unas tensiones sobre la superficie del mismo que se pueden representar con un fensor de
tensiones ¢ , de manera que los elementos de la diagonal de este tensor son las fuerzas normales por unidad de
superficie en el contorno del volumen y el resto de componentes serian las componentes tangenciales de dichas
fuerzas. Por equilibrio de momentos se demuestra que el tensor de tensiones es simétrico. El resto de fuerzas
exteriores las agrupamos bajo el término b (fuerzas por unidad de masa), aunque en general solo
consideraremos la gravedad y la fuerza de Coriolis debido a la rotacion de la tierra. Aplicando directamente la
ley de conservacion de la cantidad de movimiento con las consideraciones anteriores sobre el volumen de
control, y utilizando el teorema de Gauss o de la divergencia en la superficie cerrada que es su contorno, se
obtiene:
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,O%ZV-O'-F,Ob (2.5)

El tensor de tensiones se puede descomponer a su vez, para el caso de fluido incompresible, en la suma de dos.
El primero representa su parte isétropa, que es una matriz diagonal 3x3 de componentes iguales, mientras que el
resto se podria llamar tensor de tensiones viscosas T , es decir:

c=—pl+t (2.6)

donde I representa la matriz identidad y p es un escalar que viene dado por

__tr(o)
p=-= @.7)

tr(c)es la traza (suma de los elementos de la diagonal) del tensor de tensiones, que para un fluido en
movimiento se conoce por presion dinamica. Para el caso de fluidos compresibles (excepto en el caso de gases
monoatdmicos) esto no es exactamente cierto ya que habria que considerar la influencia de una viscosidad
adicional debida a la dilatacion volumétrica del fluido. Stokes formuld la hipdtesis de que esta influencia se
podria despreciar siempre; en este caso, de las dos ecuaciones anteriores se desprende que la traza de T es igual a
cero.

El tensor de tensiones viscosas representa la parte no isotropa del tensor de tensiones. Sus elementos de la
diagonal son las tensiones viscosas normales, mientras que el resto son las tensiones viscosas tangenciales, por lo
que la hipotesis de Stokes implica que la suma de las tensiones viscosas normales es cero.

Un fluido newtoniano es aquel que cumple la ley de Newton, segun la cual la tension tangencial entre dos capas
de fluido en movimiento es proporcional a la velocidad relativa entre dichas capas. Matematicamente esto se
traduce en que el tensor de tensiones totales es proporcional a la parte simétrica del tensor velocidad de
deformacion, y se escribe como:

6 =2uE (2.8)

Donde E es la parte simétrica del tensor velocidad de deformacion que, en componentes, responde a la
expresion:

 du,
=l{%+LJ 29
2 dx;  dx,

donde u, seria la componente de la velocidad en la direccion del espacio dada porx, . i es el coeficiente de
viscosidad dindmica que relaciona el tensor de tensiones con el tensor velocidad de deformacion

Sustituyendo la ley de Newton (2.8) en la ecuacion (2.9), y teniéndola en cuenta a su vez en la expresion de la
presion (2.7) se obtiene que:

1:=2/1E—ZT#(V-V)I (2.10)

Esta expresion, juntamente con la ecuacion del movimiento (2.2) y algunas operaciones matematicas nos permite
obtener la ecuaciéon del movimiento para un fluido isétropo, newtoniano, que, juntamente con la ecuacion de
continuidad (2.1), teniendo en cuenta que la densidad del fluido p es precisamente la masa por unidad de

volumen, constituyen las ecuaciones de Navier-Stokes:
p

E+V-(pV)=O (2.11)
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p%:—Vp+pb+ﬂV2V+§V(V'V) (2.12)

donde, como hemos visto, V es el vector velocidad, p es la densidad del fluido, p la presion, b el vector de
fuerzas exteriores por unidad de masa.

En las expresiones anteriores d/dt representa la derivada material, que puede expresarse como la derivada local
mas la componente convectiva: d/dt = Jd/dt+VV . Se recuerda que el operador V aplicado a un vector es la
divergencia de éste, mientras que aplicado a un escalar es su gradiente. Las derivadas respecto del tiempo, d/dt,

que aparecen en las leyes de conservacion (2.1) a (2.3), también deben entenderse en este sentido. Los dos
ultimos términos de la ecuacion del movimiento corresponden a la divergencia del tensor de tensiones.

Para fluido incompresible, utilizando la ecuacion de continuidad (2.11), se puede ver que el altimo término de la
derecha de la ecuacion del movimiento (2.12) es igual a cero: en este caso las ecuaciones de Navier-Stokes
quedarian, en componentes, de la siguiente forma:

du,
25 2.13
o (2.13)
2
U . AL 2.14)
o ' ox, P Ox, 0x,x,

Donde u, ,, son las tres componentes del vector de velocidad V, b, las componentes del vector de fuerzas por

unidad de masa by v el coeficiente de viscosidad cinematicav = /o . Se utiliza la notacion de Einstein donde
componentes repetidas indican sumatorio. Las componentes del tensor de tensiones son entonces:

du,
T.=v—L- 2.15
Vo 2.15)

En el caso de un fluido ideal, (1 =0), las ecuaciones de Navier-Stokes (2.11), (2.12) junto con la ecuaciéon de

conservacion de la energia (2.3), reciben el nombre de ecuaciones de Euler. La busqueda de métodos de
resolucion para las ecuaciones de Euler ha sido muy importante para el avance en métodos numéricos para la
resolucion de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales hiperbolicos. Gran parte de los métodos de
resolucion para las ecuaciones en lamina libre (que guardan un gran parecido matemdtico con alguna de las
variantes de las ecuaciones de Euler), que se explican en capitulos posteriores, y especialmente los métodos de
alta resolucion, fueron desarrollados en un principio para la resolucion de las ecuaciones de Euler.

En concreto, las ecuaciones de Euler para flujo unidimensional con la hipdtesis de que la entropia es constante en
cualquier punto (ecuaciones isentropicas), se pueden escribir como:

U, +F(U) =0 (2.16)

U=['0j : F=( o 2) 2.17)
ou ou+ pa

donde U es el vector de variables dependientes y F el vector de flujo. La variable u representa la velocidad del
fluido y a la velocidad del sonido. El motivo de escribir aqui estas ecuaciones es poder observar luego el gran
parecido que tienen con las ecuaciones del flujo de agua en lamina libre que se presentaran a continuacién en
este capitulo, de manera que el flujo de agua en lamina libre se puede estudiar de la misma manera que el flujo
de un gas ideal compresible. Una exhaustiva exposicion de las distintas versiones de las ecuaciones de Euler para
fluidos con distintas propiedades, y de los métodos numéricos utilizados por distintos autores para su resolucion,
se puede encontrar en Toro (1996).
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2.2.3. Flujo turbulento. Ecuaciones de Reynolds

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen exactamente el flujo de un fluido newtoniano, incompresible e
isotropo. En el caso del agua, las ecuaciones son validas tanto para el caso de movimiento laminar como para el
movimiento turbulento. En movimiento laminar las velocidades son pequefias y la viscosidad molecular es
suficiente para ordenar el flujo, pero si la velocidad aumenta hay un momento en que esto ya no ocurre (como
observo Reynolds en su experimento) y cualquier pequeia aspereza del contorno o perturbacion del flujo tiende
a desordenarlo.

Aunque las ecuaciones sigan siendo exactas, y a pesar de los grandes avances que ha habido recientemente en la
tecnologia de los ordenadores, en movimiento turbulento no es posible resolver exactamente las ecuaciones de
Navier-Stokes. Como expone Rodi (1980) esto es debido a que el movimiento turbulento contiene elementos
cuyo tamafio es muchos ordenes de magnitud mas pequefio que el dominio del estudio, de manera que para poder
representarlos correctamente seria necesaria una discretizacién ain mds pequefia. En flujos reales esto requeriria
por un lado una capacidad de memoria y una velocidad de los ordenadores muy por encima de las actuales;
mientras que por otro lado la informacion necesaria para imponer adecuadamente las condiciones de contorno
seria tan grande que probablemente nunca se pueda conseguir, ya que habria que representar correctamente
cualquier protuberancia en los contornos sélidos y cualquier variacion de las variables, tanto en el espacio como
en el tiempo, en los contornos fluidos, hasta ordenes de magnitud tan pequefios como las oscilaciones
turbulentas.

En la practica el conocimiento exacto de las fluctuaciones turbulentas no posee demasiado interés; por ello el
flujo turbulento se estudia considerando que cualquier variable se puede descomponer mediante la suma de una
variable promedio en un cierto incremento de tiempo (corto en relacion a la escala de tiempos del flujo medio
pero largo comparado con las fluctuaciones turbulentas), mas las fluctuaciones turbulentas. Esta idea sugerida
por primera vez por Reynolds, permite expresar una variable cualquiera u como:

u=u+u’ (2.18)

donde u es la variable promediada segun:

j udt (2.19)

y u’las fluctuaciones turbulentas.

Para flujos incompresibles, a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y promediando en el tiempo se pueden
obtener las ecuaciones de Reynolds, que, en componentes, se pueden escribir como:

Ju,
—=0 2.20
e (2.20)
ou, ou, 1dp - 1 o, ,
L Y N LY 221)
ot ox; P Ox, pox, " ox,
donde wu,;, vy u, .« son respectivamente el promedio temporal y las fluctuaciones turbulentas de las

componentes de la velocidadu, ;, . Las ecuaciones de Reynolds son exactas tanto para el flujo laminar como
para el turbulento, pues en ellas no se han introducido mas suposiciones que las de las ecuaciones de Navier-
Stokes. El término u(du, / dx;) se suele denominar tensiones laminares, mientras que el término —pui’u; que

representa el transporte de la cantidad de movimiento debido a las fluctuaciones turbulentas, se conoce como
tensiones turbulentas o tensiones de Reynolds. Estrictamente hablando, este ultimo no es un término de
tensiones, sino que procede de realizar el promedio en el tiempo de los términos convectivos de las ecuaciones
de Navier-Stokes.

Es interesante remarcar que si no fuera por las tensiones turbulentas, las ecuaciones de Reynolds para las
variables promediadas coincidirian exactamente con las de Navier-Stokes para las variables instantineas.
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Para resolver las ecuaciones de Reynolds se debe determinar de alguna manera el valor de las tensiones
turbulentas. Esto no se puede hacer de manera exacta y es el objetivo de los distintos modelos de turbulencia.

2.2.4. Integracion vertical de las ecuaciones de Reynolds. Ecuaciones del flujo
bidimensional en lamina libre o ecuaciones de Saint Venant

En gran parte de los flujos en lamina libre, y especialmente en problemas de propagacion de avenidas en rios,
que son el objeto del presente trabajo, el valor de las variables cambia poco en una misma vertical. Esta
consideracion permite pensar en una simplificacion de las ecuaciones de Reynolds a dos dimensiones mediante
un promedio vertical de las ecuaciones tridimensionales. Para poder hacer esta simplificacion se consideran las
hipotesis siguientes:

1. Profundidad de la capa de agua pequefia con relacion a las otras dimensiones del problema.
2. Distribucion hidrostatica de presiones en la vertical
3. Pendiente de solera reducida.

Estas tres hipotesis estan estrechamente ligadas. Para que se cumpla la hipdtesis de distribucion hidrostatica de
presiones es necesario que la curvatura de las lineas de corriente sea pequefia. El cumplimiento de estas hipdtesis
implica ademas que las componentes de la velocidad y aceleracion en el eje z son despreciables frente a las
componentes en los otros ejes, y también que €stas tlltimas tienen una marcada uniformidad vertical.

Para la integracion de las ecuaciones de Reynolds en la profundidad, se define la velocidad promediada como
U =(u,,u,) donde cada una de las componentes es respectivamente:

1 zo+h _ 1 zo+h __
u, =) u,dz ; u, =— u,dz (2.22)

z es el eje de coordenadas vertical hasta ahora también llamado x, ; z,es la cota del fondo y # es la profundidad
de la lamina de agua.

La integracion consiste en aplicar a las ecuaciones de Reynolds (2.20), (2.21), la integral desde la cota de fondo a
la de la superficie libre:

WO g (2.23)
20 07)6
j‘“”(a—” —.%)dzzj v L19p +b,+ii(ﬂ I8, — pulu’))dz (2.24)
% Ix; 2 P Ix, P ox Ix;

teniendo en cuenta que la presion es la hidrostética (es decirVp =(0,0,—pg), con g la aceleracion de la
gravedad).

Utilizando la regla de Leibnitz de derivacion bajo el signo integral, y considerando que las tnicas fuerzas por
unidad de masa que actian son la fuerza de la gravedad y la fuerza de Coriolis debida a la rotacion de la tierra,
las ecuaciones que se obtienen al realizar este proceso se pueden escribir como:

9z I | IUhy) _ (2.25)
at  Jdx ax,
—(hu )+ (hu’) +— (huu,) =— h—(h+z )— + fhu +—i(hT )+ ii(hT ) (2.26)
a 1 a 2 2 g & 1 0 p 2 p axl XX p ax XXy
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— o2 o FT 17 L
(hu2)+a (huu2)+a (i) gha (it 7)== fhu]+p (T, )+ 57 1) @27

x )&2)2
2
donde 7, y 7, son los tensores de tensiones (de segundo orden) contra el fondo y la superficie libre

respectivamente, f el coeficiente de Coriolis para tener en cuenta la rotacion de la tierra (2.2.5.6), mientras que
T._ responden a la expresion:

T Lo oV o, 9, ou’ — o —u)ir, —u) (2.28)
= — —_ Uu. — . —U. .= . yA .
R R dx; Ix, H Lo

1

y se conocen por tensiones efectivas (2.2.5.7), ya que contienen términos que no son estrictamente tensiones sino
que proceden del promedio temporal para la deduccion de las ecuaciones de Reynolds y del promedio en la
vertical que hemos hecho al deducir las ecuaciones (2.23), (2.24).

Las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27) son las ecuaciones bidimensionales del flujo en lamina libre o ecuaciones
de Saint Venant bidimensionales en su expresion mas completa en forma conservativa. Introduciendo la
ecuacion de continuidad en las ecuaciones del movimiento, se pueden escribir estas mismas ecuaciones en forma
no conservativa como:

I, Ihw) ()

=0 (2.29)
81‘ ax, Jx,
T, +7T.
L L N W T S LY L PR Y (2.30)
at dx,  Jx, 07x1 ax, ph phdx, ™" phdx,
T, +7T
T gy, Ty g O % Toa T g +——< L)+ i—(hT“ ) @3
at ax, dx, ~ Ix, ax, ph phd "7 phdx e

2.2.5. Discusion sobre los distintos términos de las ecuaciones de Saint Venant
2.2.51 Aceleracion local

Los términos de aceleracion local du,/dty du,/Jdt representan la variacion de la velocidad con el tiempo en un
punto fijo. Son los responsables del cardcter no permanente del flujo.

2.2.5.2 Aceleracién convectiva
Son los términos, u,du, /dx, , u,du,/dx, , u,du,/dx, y u,du,/dx, que representan el efecto del transporte

con el flujo del gradiente de la velocidad. Son los responsables de la formacion de vértices, y su efecto es mas
importante cuanto mayor sea el nimero de Reynolds (relacion entre fuerzas viscosas y fuerzas de inercia), como
se desprende de un andlisis adimensional de las ecuaciones. En presencia de altas velocidades o pequefia
viscosidad, y desde el punto de vista matematico, son los responsables de la no-linealidad del sistema de
ecuaciones.

La suma de la aceleracion local y la convectiva es la derivada material, que representa la aceleracion total de las
particulas del fluido.

2253 Pendiente de la superficie libre
Es el término d/dx, (h+z,) , que multiplicado por la aceleracion de la gravedad g , representa la accion de las

. . S . L. 1 dp .
fuerzas gravitatorias, y se ha obtenido integrando en la vertical el término ——a—p de las ecuaciones de
P ox;

Reynolds utilizando la hipétesis de presion hidrostatica.
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Este término se puede descomponer en la suma de la pendiente del fondo (S, =-dz,/dx, ,S, =-0Jz,/dx,)y

el gradiente del calado, donde la primera es conocida ya que depende s6lo de la geometria del problema. La
pendiente del fondo es la principal responsable de la no homogeneidad de las ecuaciones, y su presencia aumenta
la complejidad de los esquemas numéricos de resolucion de forma considerable.

2.2.5.4 Tensiones en el fondo
Los términos debidos a la friccion contra el fondo 7,/ph tienen un efecto no lineal de retardo del flujo.

Aproximando el radio hidraulico por el calado se tiene 7, = pghS, (Chaudhry 1993), donde S, es la pendiente

motriz. Para ésta, una expresion comunmente utilizada es la formula de Manning. Con ella, para el caso de flujo
bidimensional, la pendiente motriz se puede calcular como:

2 2 2 2 2 2
CuJuy tupn ) _UpnJuy tuyn (232)

Sﬁ‘] - h4/3 ’ Sfxz - h4/3

donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning.

La formula de Manning se puede contemplar como un caso particular de la formula de Chezy:

_ulw/uf+u22 ' _uzw/uf+u22 (233)

S. = S, =
Sy C2 h S CZ h
donde C es el coeficiente de Chezy. Para C = h"°/n se obtiene la formula de Manning.

Cuando no se considera ningiin modelo de turbulencia, lo cual es muy comun en modelacién de flujo en canales
y cauces naturales como veremos mas adelante, la disipacion de energia debida a las tensiones efectivas se puede
suponer que se incluye en la pendiente motriz, es decir, mediante la formula de Manning no se pretende
aproximar solamente el efecto de las tensiones en el fondo, sino también el efecto de todo el termino de
tensiones efectivas.

2255 Tensiones tangenciales en la superficie libre
La presencia de tensiones tangenciales en la superficie libre 7, puede ser importante en grandes superficies con

vientos fuertes. Existen distintas formulas propuestas para estimar este término, que tiene importancia
principalmente para estudios oceanograficos, a partir de la velocidad del viento (Cunge, 1980), (Tan, 1992).

2.2.56 Fuerzas por unidad de masa
Las fuerzas por unidad de masa que actuan sobre el fluido son, en general, la fuerza de gravedad y la fuerza
geostrofica o de Coriolis.

La primera, que en las ecuaciones de Navier-Stokes se representaba con el término del gradiente de presiones,
queda, al realizar la integracion en la vertical, como la pendiente de la superficie libre de la cual ya se ha hablado
(apartado 2.2.5.3).

La segunda se puede escribir como:

b, = ( _Jj; j (2.34)

donde b_es el vector de fuerza de Coriolis y f =2wsinAd es el coeficiente de Coriolis, con @ la velocidad
angular de rotacion de la tierray A la latitud, dando lugar a los términos correspondientes de las ecuaciones.

En este apartado también se podria incluir el efecto de las mareas, que es también una fuerza por unidad de masa
debida a la atraccion de la luna y del sol. Este término tendria un efecto no despreciable tan solo para masas de
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agua de tamafio muy grande, como los mares y océanos, pero no tanto en rios. Su estudio no es el objeto de esta
tesis y por tanto no lo consideramos.

2.25.7 Tensiones efectivas

La expresion (2.28) de las tensiones efectivas muestra que éstas constan de tres contribuciones. El primer
sumando es el término de fensiones viscosas (o tensiones viscosas laminares), el unico de los tres que representa
unas tensiones reales, debido a la viscosidad del fluido.

El segundo término de las tensiones efectivas son las tensiones turbulentas, fruto del promedio temporal de las
ecuaciones de Navier-Stokes para obtener las ecuaciones de Reynolds en variables promediadas. Para flujos
turbulentos desarrollados las tensiones viscosas laminares son mucho mas pequefias que las turbulentas y sélo
tienen importancia en una pequefia capa proxima a los contornos (Nezu, 1993), por lo que, o bien se suelen
despreciar o bien se consideran conjuntamente con las segundas mediante un modelo de turbulencia. El intento
de modelar correctamente las tensiones turbulentas ha dado origen a toda la teoria de turbulencia y a los distintos
modelos de turbulencia (apartado 2.2.6). Para flujo gradualmente variable la importancia de este término con
respecto a las tensiones del fondo suele considerarse despreciable (apartado 2.2.6.3).

Finalmente el tercer término o término de tensiones convectivas resulta de la integracion sobre la profundidad de
los términos convectivos tridimensionales. Este término, también llamado término de dispersion (Nezu, 1993) o
de adveccion diferencial (Vreughdenhil, 1994), se anularia si realmente la distribuciéon de velocidades fuera
uniforme en la vertical, y es mas relevante cuanto mas nos alejamos de la hipotesis de presion hidrostatica. Es un
término Unicamente fruto del promedio en la vertical, por lo que no tiene nada que ver con los fendmenos
turbulentos. Pese a que ha habido algunos intentos de modelar este término, ello no tiene demasiado sentido ya
que solamente es importante cuando nos alejamos de las hipdtesis de deduccion de las ecuaciones, es decir,
cuando éstas dejan de ser validas. En el caso de no poder despreciar las tensiones convectivas, habria que
considerar flujo tridimensional con sus correspondientes ecuaciones (Nezu, 1993).

2.2.6. Consideraciones sobre turbulencia

2.2.6.1 Descripcion fisica de la turbulencia

La turbulencia, o fluctuaciones de las particulas alrededor de una trayectoria media, se puede describir
fisicamente como una serie de movimientos en forma de vortice o torbellino que cubren un amplio rango de
tamafios con su correspondiente espectro de frecuencias de fluctuacion. La distribucion de los vortices es
altamente aleatoria y no permanente en el tiempo. Los vortices mas grandes, asociados con frecuencias de
fluctuacion mas bajas, vienen provocados por las condiciones de contorno del flujo y su tamafio puede ser del
mismo orden de magnitud que las ondas del flujo medio. Los voértices mas pequefios, asociados con altas
frecuencias de fluctuacion, son producidos por las fuerzas viscosas. El espectro de tamaiios de vortice aumenta
con el nimero de Reynolds. Rodi (1980) y Nezu (1993) hacen una descripcion detallada de los fenomenos
turbulentos.

Los vortices mas grandes contribuyen al transporte de la cantidad de movimiento. Al ser del mismo orden de
magnitud que el flujo medio, los vortices interfieren con éste sustrayéndole energia cinética. A su vez estos
vortices mas grandes nutren a los mas pequefios de manera que la energia cinética se va transmitiendo hacia
vortices cada vez mas pequefios y finalmente es disipada por las fuerzas viscosas. Vemos pues, que aunque la
disipacion de energia tiene lugar en los vortices mas pequenos, la energia cinética que pasa del movimiento
medio al movimiento turbulento, y por tanto la energia que finalmente es disipada en los procesos turbulentos,
viene condicionada por las caracteristicas del movimiento medio y de los vortices de mayor tamatfio.

Los vortices mayores, de la misma manera que el movimiento medio, vienen condicionados por las condiciones
de contorno del problema. En las hipotesis de aguas poco profundas, el movimiento horizontal predomina sobre
el vertical, y esto es cierto tanto para el movimiento medio como para las fluctuaciones turbulentas de mayores
tamafios. Esta sensibilidad a una direccion se va perdiendo a medida que consideramos vortices mas pequefios
hasta el punto que, si el flujo es turbulento desarrollado, el movimiento de los vortices a escala més pequefia es
isétropo.



52 Capitulo 2. Flujo variable en 1amina libre

Matematicamente, los modelos de turbulencia consisten en aproximar de alguna manera el término
correspondiente a las tensiones de Reynolds relacionandolo con las variables medias, de modo que los modelos
de turbulencia no describen los detalles de las fluctuaciones turbulentas, sino el efecto de dichas fluctuaciones
sobre las variables medias. La mayoria de modelos de turbulencia se han desarrollado para flujos en tres
dimensiones, aunque se encuentran varios ejemplos de aplicacion a las ecuaciones promediadas en la
profundidad.

2.2.6.2 Viscosidad turbulenta y modelos de turbulencia

La primera propuesta para modelar las tensiones turbulentas, y en la que se basan la mayor parte de modelos de
turbulencia existentes fue formulada por Bousinesq y se trata del concepto de viscosidad turbulenta o viscosidad
de remolino. Bousinesq supuso que, al igual que pasa con el movimiento laminar, las tensiones turbulentas son
proporcionales al gradiente de la velocidad media, de manera que se pueden escribir, para el caso general de
movimiento tridimensional, como :

il = | D 2| 2y (2.35)
dx, Jx

donde v, es la viscosidad turbulenta o viscosidad de remolino, J,es la delta de Kronecker y k la energia

cinética media por unidad de masa de la turbulencia:
1 _
k ZE(“i“i) (2.36)

de esta manera la suma de las tensiones turbulentas normales —E es precisamente la energia cinética & (Rodi,
1980), (Nezu, 1993), (Berezowsky, 1993).

Al sustituir la expresion de las tensiones turbulentas en las ecuaciones de Reynolds se obtienen unas ecuaciones
donde, en principio, las unicas incognitas son las variables promediadas en el tiempo. El problema ahora consiste
en determinar la viscosidad turbulentav, . Esta viscosidad turbulenta no es una propiedad del fluido sino que

depende del estado de la turbulencia y puede variar de un punto a otro y a lo largo del tiempo.

Aunque existen algunos modelos de turbulencia que no utilizan el concepto de viscosidad turbulenta, estos son la
minoria y practicamente no se han utilizado en hidraulica (Nezu, 1993). Si se acepta el concepto de viscosidad
turbulenta, los modelos de turbulencia se pueden clasificar en el nimero de ecuaciones que hace falta afadir para
determinar el coeficiente v, .

Los modelos mas sencillos serian pues los modelos de cero ecuaciones, y entre ellos, el mas elemental seria el
que supone un valor de v, constante en todo el fluido. Como destaca Rodi (1980), este tipo de modelos no tienen

nada que ver con la modelacién de la turbulencia, ya que no pueden tener en cuenta diferencias en la propia
turbulencia en puntos distintos. El modelo de viscosidad turbulenta constante mas sencillo y quiza mas utilizado
(modelo MIKE21), (Menéndez, 1985), (Molls y Chaudry, 1995), (Ponce, 1991), (Szymkiewicz, 1993),
(Tingsanchali y Chirananont, 1991), (modelo RMA-2), propuesto por primera vez por Kuipers y Vreughdenhil
(1973) supone que los términos correspondientes a las tensiones efectivas en las ecuaciones de Saint Venant
bidimensionales (2.29) (2.30)) (2.31) se pueden escribir como:

2 2
LI P i S e (2.37)
phox, ™ phox, 7 ox;  ox,

2 2
L2 r, L, = [ L L (238)
phox, "7 phox, 77 ox;  ox,

mientras que otros utilizan las expresiones resultantes de sustituir (2.35) (2.36) en (2.28)) y despreciar las
tensiones viscosas y convectivas (Ambrosi, 1994), (Molinaro, Di Filippo y Ferrari, 1994), (Molls y Chaudrhy,
1995), (modelo HIVEL2D), obteniéndose:
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_2pv, o(hu,) (2.39)
R h  ox ’
. =& a(hul) n a(huz) (240)
" h U ox, ox,
, =20 ) (2.41)
h  ox,

Los modelos de turbulencia propiamente dichos mds sencillos serian los que relacionan directamente v, con la

velocidad media o su gradiente. Estos modelos, también de cero ecuaciones, suponen que la turbulencia se disipa
donde se genera, es decir, no tienen en cuenta el transporte de la turbulencia (o de las variables que la
caracterizan). El primer modelo en este sentido fue el modelo de longitud de mezcla de Prandtl, que supone que
la viscosidad turbulenta es proporcional a una media de la velocidad turbulenta y a una longitud caracteristica o
longitud de mezcla. La primera puede escribirse en funcion de la segunda, por lo que la longitud de mezcla es un
parametro que necesita especificarse a partir de la experiencia.

En la realidad la turbulencia en una zona puede depender de la turbulencia generada en otra, o de la turbulencia
generada en el pasado. Para poder tener en cuenta este transporte de la turbulencia, se desarrollaron una serie de
modelos que utilizan ecuaciones de transporte para algunas cantidades que caracterizan la turbulencia. El mas
utilizado de ellos es el llamado modelo k-€ que supone que el coeficiente de viscosidad turbulenta se puede
escribir como:

v, =C

4 M

2
L (2.42)
E

donde C, es una constante empirica, k es la energia cinética de la turbulencia y & su tasa de disipacion. Para
calcular v, se afiaden al sistema de ecuaciones dos ecuaciones de transporte (para k& y &) que permiten calcular

k y € y que deben ser resueltas conjuntamente con la ecuacion de continuidad y la del movimiento
(Berezowsky, 1993), (Chaudhry, 1993), (Shettar y Murthy, 1996).

2.2.6.3 Turbulencia en el flujo en lamina libre

La mayoria de modelos para la resolucion de las ecuaciones del flujo en lamina libre o bien no incluyen ningun
modelo de turbulencia, de manera que el efecto de la turbulencia se tiene en cuenta solamente en el termino de
friccion contra el fondo (Alcrudo, 1992), (Alcrudo y Garcia-Navarro, 1994), Aral, Zhang y Jin, 1998),
(Bechteler, Nujic y Otto, 1994), (Beffa y Faech, 1994), (Benkhaldoun, 1994), (Franco, 1996), (Bonillo, Vazquez,
Suérez y Puertas, 1998), (Bragschi, Dadone y Gallati, 1994), (Cetina y Rajar, 1994), (D’ Alpaos y Delfina, 1994),
(Di Gianmarco y Todini, 1994), (Elliot y Chaudhry, 1989), (Fennema y Chaudhry, 1989), Fracarollo y toro,
1995), (Glaister, 1988), (Jimenez y Chaudhry, 1987), (Katopodes, 1984), (Molinaro, 1992), (Naaim y Brugnot,
1994), (Paquier, 1994), (Rajar y Cetina, 1994), (Scarati, 1993), (Tan, 1992), (Urban y Zielke, 1985), (Valiani,
1992), Zhang y Cundy, 1989), (Zhao, Shen, Tabios III, Lai y Tan, 1994), (Zhao, Shen, Tabios III, Lai, 1996), o
bien utilizan un coeficiente de viscosidad turbulenta constante (Ambrosi y Saleri, 1994), (modelo MIKE21),
(TELEMAC), (Menéndez, 1985), (Molinaro, Di Filippo y Ferrari, 1994), (Molls y Chaudry, 1995), (Ponce y
Yabusaki, 1991), (Riccardi, 1994), (Szymkiewicz, 1993), (Tingsanchali y Chirananont, 1991), (modelo RMA-2),
(Valiani, 1992), (modelo HIVEL2D), (Vazquez-Cendoén, 1996), (Villanueva, 1999), (Brufau, 2000). En alguna
ocasion se ha utilizado un modelo de turbulencia k—& (Cetina y Rajar, 1994), (Shettar y Murthy, 1996) e
incluso un modelo de longitud de mezcla (Leclerc, 1990).

Para el calculo hidrodindmico en cursos de agua naturales, pretender modelar correctamente la turbulencia
mediante un coeficiente de viscosidad turbulenta constante no tiene demasiado sentido (Rodi, 1980), (Nezu,
1993). En la mayor parte de las aplicaciones los términos de las tensiones turbulentas suelen ser despreciables
comparados con otros términos y el unico efecto notable de la turbulencia es a través de las tensiones en el
fondo; aqui la inclusiéon de un modelo de turbulencia no tendria practicamente ninguna influencia. Incluso en el
caso en que los términos turbulentos fueran importantes, una correcta modelacion de la turbulencia exigiria una
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discretizacion muy fina. En las aplicaciones a rios, lo mas probable es que la discretizacion para tener tiempos de
calculos aceptables sea demasiado burda para poder modelar bien la turbulencia. Menéndez (1985) afirma que
las tensiones efectivas tienen importancia para flujos en que la curvatura de las lineas de corriente sea
comparable a la profundidad, mientras Cetina y Rajar (1994) llegan a la conclusién que un modelo refinado de
turbulencia no aporta ninguna mejora a la modelacion de un flujo rapidamente variable en un ensanchamiento
brusco, mediante la comparaciéon de un modelo fisico con dos modelos numéricos: uno sin considerar los
términos turbulentos y otro incorporando un modelo k — & .

Algunas veces, y especialmente para esquemas numéricos de elementos finitos, se utiliza un coeficiente de
viscosidad turbulenta constante para afiadir cierta difusion al esquema numérico con la finalidad de hacerlo mas
estable, tal como se dice explicitamente en Bates, Anderson y Hervouet (1995), Leclerc (1990), y los manuales
de RMA-2 y HIVEL2D, perdiéndose todo el significado fisico de dicho coeficiente. El caso mas extremo es el
de algunos modelos comerciales (RMA-2 y HIVEL2D) que ajustan automaticamente el coeficiente para obtener
esquemas estables, o que recomiendan al usuario utilizar un coeficiente suficientemente grande para estabilizar
el esquema, pero a la vez lo mas pequefio posible para que la solucion no se aleje demasiado de la realidad.
También se ha justificado la inclusion de un coeficiente de viscosidad turbulenta para poder obtener
recirculaciones (Menéndez, 1985), (Ponce y Yabusaki, 1991), (Riccardi, 1994), (Molls y Chaudhry, 1995),
entendiendo como tales campos de velocidades con lineas de corriente que se cierran sobre si mismas. Aunque la
forma de las recirculaciones si puede depender del coeficiente de viscosidad turbulenta (Riccardi, 1994), con un
coeficiente constante no se estd representando correctamente la turbulencia, mientras que las recirculaciones
también suelen aparecer por la propia difusion numérica de los esquemas utilizados, y parece que ni siquiera un
modelo £ — ¢ permite representarlas correctamente en una modelacion bidimensional. (Hervouet y Janin, 1994).

En el caso de considerar un coeficiente de viscosidad turbulenta constante en definitiva se esta afiadiendo un
parametro mas que podria servir para calibrar el modelo.. La dispersion del valor de dicho coeficiente en la

bibliografia es notable: 50 m2/s en (Ambrosi y Saleri, 1994), 0.001, 1 y 100 mz/s en (Szymkiewicz, 1993),0y
300 m? /s en (Menéndez, 1985) y (Riccardi, 1994), 0 y 0.0012 m’ /s en (Molls y Chaudhry, 1993), valores

dependientes de la malla y el incremento de tiempo seglin v, = o (Ax)2 / 2At con =01y 0.1 en (Ponce, 1991) y

a=0.8y 0.9 en (Tingsanchali y Chirananont, 1991), y valores variables para tener estabilidad del esquema
numérico (modelos RMA-2 y HIVEL2D).

Por todo lo dicho, como describen Rodi (1980) y Berezowsky (1993) y se ilustra mediante la comparaciéon con
resultados experimentales en los trabajos de Cetina y Rajar (1994), Molls y Chaudhry (1995) y Bonillo,
Vazquez, Suarez y Puertas (1998) para estudios en cursos de agua naturales de una cierta dimension espacial,
donde la turbulencia se debe basicamente a la friccion y el movimiento es principalmente horizontal (hipdtesis
de aguas poco profundas), el uso de modelos de turbulencia no parece necesario ni se puede asegurar que éstos
den buenos resultados con discretizaciones normales; incluso se discute desde un punto de vista tedrico la
propiedad de representar la turbulencia mediante un modelo bidimensional (Hervouet y Janin, 1994). Podriamos
decir, en cierta manera, que para el calculo hidrodinamico el error cometido al considerar validas las hipdtesis de
flujo bidimensional es del mismo orden que el error cometido al no considerar ningiin modelo de turbulencia,
por lo que hacerlo no aportaria mejoras sensibles a la solucion mientras que si podria afiadir complejidad, restar
eficiencia al esquema numérico, y afiadir confusion al tener mas parametros que ajustar sin un criterio claro para
hacerlo. Cualquier modelo de turbulencia contiene parametros que deben ajustarse mediante un estudio
experimental, de manera que ningin modelo de turbulencia se deberia aceptar sin un buena verificacion
experimental.

Por otro lado, aunque el flujo medio sea eminentemente bidimensional, los fendmenos turbulentos pueden tener
componentes verticales importantes que nunca se pueden modelar bien con las ecuaciones de Saint Venant
bidimensionales. Un modelo de turbulencia completo en el calculo del flujo del agua en lamina libre si que
puede tener sentido en flujos turbulentos tridimensionales (Nezu y Nakagawa, 1993), (Hervouet y Janin, 1994), y
para cierto tipo de flujos (cambios de régimen, variaciones bruscas en direccion y modulo de la velocidad, etc.),
utilizando entonces las ecuaciones de Reynolds tridimensionales.

Es de destacar, sin embargo, que para problemas termodindmicos donde interesa conocer distribuciones de
temperatura (interviene la ecuacion de la energia), o bien para problemas de dispersion de contaminantes (en los
cuales se utiliza una ecuacion de conservacion para la concentracion), aparece un flujo turbulento de calor o
concentracion que si es importante frente a los otros términos de la ecuacion, y debe ser modelado
correctamente. Por ello, en estudios termodindmicos o de dispersion de contaminantes, es conveniente utilizar un
modelo de turbulencia completo (Mohammadi y Pironneau, 1994), (Bonillo, Vazquez, Suarez y Puertas, 1998).
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En este tipo de estudios a menudo se han utilizado esquemas que consideran un modelo de turbulencia (méas o
menos complejo) en la ecuaciéon de conservacion de la energia o concentracion, pero no lo hacen en las
ecuaciones de continuidad ni del movimiento.

2.2.7. Simplificacion de las ecuaciones de Saint Venant en dos dimensiones

Tras la discusion del apartado anterior, si no se considera la fuerza de Coriolis, que para cauces de rios no suele
ser significativa, ni las tensiones efectivas, que tienen poca importancia con respecto a los otros términos, ni las
tensiones producidas por el viento en la superficie libre, se pueden escribir las ecuaciones de Saint Venant
bidimensionales como:

Ih ) I _ (2.43)
Jdt  Jdx dy
Jd J h? J
= () + x(hu2 +g7) +a—y(huv) = gh(S,, ~S,) (2.44)
J J J h?
= )+ () +&—y(hv2 +87)=gh(S,, =S,) (2.45)

donde se ha utilizado la notaciéon x e y para las direcciones x, yx,,asicomo u y v para u, yu,.

En este sistema de ecuaciones, con el que se trabajara en adelante, se ha supuesto pues que el efecto de la fuerza
de Coriolis y la tension debida al viento en la superficie libre son despreciables teniendo en cuenta la naturaleza
de los problemas en los que se centra este trabajo, aunque su inclusion en el esquema numérico puede hacerse
sin dificultad.. Tampoco se ha considerado aqui ningin modelo de turbulencia, por lo que la disipacion de los
términos de tensiones efectivas solamente se puede tener en cuenta, de manera muy aproximada, en el término
de la pendiente motriz, juntamente con las tensiones de fondo.

Utilizando notacién vectorial, se pueden escribir estas ecuaciones de Saint Venant en dos dimensiones en forma
conservativa como:

iU +VF=H (2.46)
ot

donde Ues el vector de variables de flujo, F es el tensor de flujo y H es el termino independiente o término
fuente, que responden a las expresiones:

hu hv
h 2 0
U=|hu |;F=|hi’+ g? huv sH=| gh(S,, —S,) (2.47)
hv i gh(S,, —=S;)
huv v + g?

La ecuacidn (2.46) consta de tres términos. Como se desprende del planteamiento que se ha hecho de las
ecuaciones a partir de las leyes de conservacion, el primer término representa la variacion temporal local de las
variables hidraulicas: masa y cantidad de movimiento; el segundo término representa la variacion espacial de los
flujos de dichas cantidades; el tercer término (término independiente) representa la ganancia o pérdida de masa y
cantidad de movimiento por unidad de tiempo en un volumen diferencial que se mueve con el fluido.
Evidentemente la variacion de masa debe de ser nula, por lo que la primera componente del vector de variables
independientes es cero.
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La contribucion exterior a la cantidad de movimiento, con las hipétesis realizadas, tiene dos razones: la variacion
de energia potencial (reflejada en la pendiente del fondo) y las fuerzas de friccion con el contorno (reflejada en la
pendiente motriz).

Las ecuaciones de Saint Venant son un caso concreto de sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales hiperbolico, cuasi-lineal y con termino independiente. Las propiedades de este tipo de sistema, cuyo
conocimiento permite obtener métodos numéricos adecuados, se analizan en el apartado 2.4. de este capitulo.

Introduciendo la ecuacion de continuidad en las ecuaciones del movimiento, o directamente a partir de las
ecuaciones (2.29), (2.30) y (2.31), se pueden escribir las ecuaciones de Saint Venant en forma no conservativa

CcOomo:

ﬁ_{_ Jd(hu) N d(hv) _

0 (2.48)
Jt  OJx dy

—+u—+v—+g—=g(S,, -S,) (2.49)
y o ox ‘

—tu—+v—+g—=2g(S,,-S;) (2.50)
Y Y

Las ecuaciones de Saint Venant en forma conservativa presentan grandes ventajas a la hora de plantear esquemas
de resolucion que permitan obtener soluciones con discontinuidades, como se comenta en el capitulo siguiente,
aparte de que son la expresion mas directa de las leyes de conservacion que gobiernan el fenomeno fisico.
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2.3. Ecuaciones de Saint Venant unidimensionales

Muchos problemas de hidraulica general, y hidraulica fluvial en concreto, tienen un caracter marcadamente
unidimensional. Otras veces la unidimensionalidad no es tan clara pero el hecho de tratarlo como un problema
bidimensional no es posible por distintas razones, como por ejemplo, de obtencion de informacidn necesaria.

Por otro lado el estudio de las ecuaciones unidimensionales puede ser 1til al ser éstas mas sencillas que las
bidimensionales, pudiéndose obtener conclusiones mds facilmente y luego extenderlas a las ecuaciones
bidimensionales.

Para obtener las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales se pueden seguir dos caminos: a) a partir de las
ecuaciones bidimensionales suprimir las dependencias de la dimension y, lo que equivaldria a hacer un promedio
en la anchura; esto solo es factible para cauces rectangulares, y b) deducir directamente las ecuaciones utilizando
las leyes de conservacion de la masa y de la cantidad de movimiento.

El segundo camino se puede aplicar a cauces de seccidon arbitraria, incluso no prismaticos mientras se pueda
considerar cierta la hipdtesis de unidimensionalidad, es mas ilustrativo sobre el significado de los distintos
términos de las ecuaciones, y se puede consultar en distintas fuentes (Cunge, 1980), (Gomez, 1988), (Alcrudo,
1992), (Chaudhry, 1993), (Franco, 1996).

Las ecuaciones de Saint Venant para canal no prismatico que resultan son:

%U+§F:H 2.51)
X
con:
A P E e
o) T Zvg | T T e v, '

utilizando como variables el 4rea de la seccion mojada 4 y el caudal circulante O . I, es la fuerza debida a la

presion del agua en una seccidn, que puede escribirse como el momento geométrico, o momento de primer orden
de la seccidn respecto de la superficie libre:

I, = | (h=mb(x,m)dn (2.53)

S ey

donde b es el ancho superficial y / el calado. 7, es la contribucion de las fuerzas de presion del contorno
definida como:

1= [ 222 gy (254

En canales prismaticos, aunque tengan una seccion cualquiera, el término /, es idénticamente igual a cero,

mientras que en canales no prismaticos es distinto de cero. Esto, junto con el hecho de no poder poner el area
como una funcién unicamente del calado, provoca que algunos de los métodos de alta resolucion que dan muy
buenos resultados en canales prismaticos y en flujo bidimensional, no lo hagan tanto cuando se modelan canales
no prismaticos con las ecuaciones unidimensionales.

Para canales rectangulares, donde el area es el ancho multiplicado por el calado, las ecuaciones se pueden
simplificar utilizando como variables hidraulicas el calado y el caudal, resultando:
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2vu+Zy-n (2.55)
ot ox
con:
I O R 259
) _hu2+gh7 T en(s, - 8)) ‘

Esta version, donde u representa la velocidad, es la simplificacion directa de las ecuaciones bidimensionales
(2.46), (2.47) a una dimension.

Si en las ecuaciones unidimensionales para cauces no prismaticos incorporamos la ecuacion de continuidad en la
del movimiento, podemos obtener otra forma de las mismas ecuaciones, la forma no conservativa, como:

24,99 _, (2.57)
Jt  Jdx
20 0(0 Ih
A N LT 2.
é’t+8x[A]+g ox §A5 =5 (2.58)

Para la deduccion de estas ecuaciones en forma no conservativa a partir de las ecuaciones (2.51)(2.52) se ha
utilizado que la derivada de / respecto de la direccion x se puede escribir, utilizando la regla de Leibnitz de
derivacion bajo el signo integral, como:

 _, , o

— = —_— 2.59
dx ox ( )

Se pueden encontrar otras expresiones para las ecuaciones de Saint Venant en forma no conservativa, utilizando
por ejemplo las variables (4, u) en lugar de (4, (), o fusionando la pendiente del fondo y el gradiente del
calado en una sola derivada que exprese la variacion de la cota de la superficie libre, etc., pero del mismo modo
que en el caso bidimensional, y como se comentard en el siguiente capitulo, la forma que tiene mas ventajas de

cara a la obtencion de soluciones en el caso mas general es la forma conservativa, que ademas es la expresion
mas inmediata de las leyes de conservacion.
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2.4. Analisis de las ecuaciones de Saint Venant

En este apartado se realiza un andlisis de las ecuaciones de Saint Venant, que forman un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no lineales e hiperbdlico. En primer lugar se vera la definicion y algunas
propiedades de este tipo de sistemas, propiedades que seran fundamentales en los capitulos siguientes para la
obtencion de esquemas numéricos para su resolucion.

Paralelamente se ira viendo como se concretan estas propiedades en el caso de las ecuaciones de Saint Venant, la

estructura de su solucion y algunos ejemplos basicos de flujo en ldmina libre que ponen de manifiesto algunas de
las propiedades mas relevantes de las ecuaciones.

24.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperbdlicos

En general podemos considerar un sistema de m ecuaciones del tipo:

U &, dU
-+ A —
ot ; " ox,

i

-H (2.60)

donde U(x,?) = (i, (X,1),...,u, (X,t)) es el vector de m componentes de variables dependientes y x =(x,,...,x,)
el vector de variables independientes de # componentes. A, son matrices m x m que en general dependen de U,
X yt, y de derivadas de Ucon respecto de las direccionesx,, al igual que el vector del término

independiente H .

Para el sistema (2.60) podemos decir que si los elementos de las matrices A, y las componentes del vector H
son constantes, el sistema es lineal con coeficientes constantes, si A, = A,(x,) y H=H(x,?) el sistema es
lineal con coeficientes variables. Si A, y H dependen de U pero no de sus derivadas, o sea A, = A,(x,£,U), se

dice que el sistema es cuasi-lineal (un sistema cuasi-lineal es pues un caso particular de sistema de ecuaciones no
lineales). Por otro lado, si H =0 el sistema es homogéneo.

Se define el sistema (2.60) como sistema hiperbodlico en un punto P de (x,7) si los ceros 4,,...4, del polinomio

caracteristico
O(P,a,A) = det(zn:a,.Ai(P)—/Hj (2.61)
i=1
son todos reales para cualquier vector unitario & =(¢,,...,,) dex, y si existen m vectores propios (0 mas
concretamente, vectores propios por la derecha) e,,...,e, que satisfacen la ecuacion
{Zn:a,.A,(P)—ﬂjI}ej =0 (2.62)
i=l1

0, lo que es lo mismo,

{iaiAi(P)}ei =Ae, (2.63)

i=1
y son linealmente independientes.

Los valores A4,,...4, son los valores propios de la matriz
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> A, P) (2.64)

y en el caso de que todos sean distintos se dice que el sistema es estrictamente hiperbodlico.

24141 Caso unidimensional
Consideramos el caso de un sistema de 7 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales unidimensional, o sea

con una sola direccion espacial y un ntimero n cualquiera de variables dependientes. El concepto de sistema
hiperbolico se puede concretar como el siguiente:

U, A% _u (2.65)
ot ox
con:
U a a, h,
U=l: | ; A=| : " i | H=| (2.66)
un anl ann hn

Si los elementos a; de la matriz A 'y las componentes /4, del vector H son constantes, el sistema (2.65), (2.66)
es lineal con coeficientes constantes, si a,; =a,(x,t) y & = h(x,t) el sistema es lineal con coeficientes variables.

Si A depende de U pero no de sus derivadas, o sea A = A(x,t,U) , se dice que el sistema es cuasi-lineal.

El sistema (2.65), (2.66) es hiperbolico en un dominio de (x,#) si la matriz A tiene todos sus valores propios
A,,...A, reales con sus vectores propios correspondientese,,...e, linealmente independientes. Si todos los valores
propios son distintos, el sistema es estrictamente hiperbdlico.

Una conclusion inmediata y que sera de gran utilidad mas adelante es que para un sistema de ecuaciones
hiperbélico se puede encontrar una matriz no singular P tal que PAP™' es una matriz diagonal con los valores
propios A, como elementos de la diagonal. Las columnas de P son los vectores propiose, .

En el caso de las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales para canal no prismatico escritas en forma
conservativa (2.51), (2.52), si consideramos la matriz jacobiana A del vector de flujo F :

JF
= i (2.67)
dichas ecuaciones se pueden escribir de la forma (2.65), (2.66) con A dado por:
0 1
= 2
A . g ~ % 5 % (2.68)

En la deduccion de la expresion de A se ha utilizado que la derivada del término de fuerzas de presion en una
seccion /, respecto del area es:

a1,
94 94

A(h)

J (h=mbe.mdn =00

(2.69)

Los valores propios de la matriz A se obtienen resolviendo la siguiente ecuacion para A, llamada ecuacion
caracteristica o polinomio caracteristico:
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det(A—AI) =0 (2.70)

donde det() indica el determinante ¢ I la matriz identidad. Con ello se obtienen los valores propios y vectores

propios:

Ay =utc > €, 2(1 ) (2.71)

. _Q
P u== (2.72)

En nuestro caso los valores propios son siempre reales y distintos, y los vectores propios independientes, por lo
que el sistema de ecuaciones es hiperbolico.

2.4.1.2 Caso bidimensional
En el caso de tener dos direcciones espaciales x e y tenemos un sistema de ecuaciones del tipo:

U, A2Y,8%Y g (2.73)
ot oJx dy

con

U= ; A= ; B= ; H= (2.74)

n nl nn nl nn n

Concretando la definicion para el caso general dada en 2.4.1, si los elementos a; y b; de las matrices Ay B
respectivamente, y las componentes /4 del vector H son constantes, el sistema (2.73), (2.74) es lineal con
coeficientes constantes. Si a; =a; (x,»,t) , b,=b(x,y,t)y h =h(x,y,t)el sistema es lineal con coeficientes

variables. Si Ay B dependen de U pero no de sus derivadas, o sea A = A(x,7,U) yB=B(x,¢,U), se dice que
el sistema es cuasi-lineal.

El sistema es hiperbolico en un dominio de (x, y,?) si se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. Todos los valores propios de una matriz &, A +«,B son reales, donde ¢, y ¢, son numeros reales que

cumplen ¢’ + @, =1 (es decir, las componentes de un vector unitario en el plano x-y).
2. Paralamatriz oy A +,B existe un sistema completo de vectores propios ortogonales.
Si los valores propios son todos distintos, la segunda condicion se cumple automaticamente y se dice que el
sistema es estrictamente hiperbolico.

Podemos escribir las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales en forma conservativa (2.46), (2.47) en la
forma (2.73) con:

0 1 0 0 0 1
A=|-u>+gh 2u 0 ; B=| —uv vV o u (2.75)
—uv vV ou —v’+gh 0 2v
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Entonces los valores propios de la matriz ;A + &, B se obtienen de resolver la ecuacion caracteristica para A :

det(yA+a,B-AI)=0 (2.76)
de donde se obtiene:
Ay = a1u+a2vi@ ;A =quta,y (2.77)
y los vectores propios:
a, a,
e, = ; e, =| -, (2.78)

a2
T/ gh 0
Los valores ¢, y &, se pueden entender como las componentes de un cierto vector de direccién a =(¢,,c,) en

el planox—y, con &, =cos@ ya, =sinf, donde & es el dngulo que forma dicha direccion con el eje x . Esta

consideracion tendra importancia en el siguiente apartado a la hora de definir las superficies caracteristicas y ver
su significado fisico.

Para las ecuaciones de Saint Venant, para toda matriz oA+ a,B se cumple siempre que los tres valores
propios son distintos y por lo tanto el sistema es estrictamente hiperbolico.

2.4.2. Teoria de las caracteristicas

Los sistemas de ecuaciones hiperbdlicos tienen un comportamiento especial, asociado con la velocidad con que
la informacion se propaga a través del dominio de estudio (celeridad o velocidad de onda), que se pone de
manifiesto con la teoria de las caracteristicas. Un estudio exhaustivo de la teoria de las caracteristicas para
sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperbolicos se encuentra en Courant y Hilbert
(1962) y también en (Jeffrey, 1976) para el caso concreto de sistemas de ecuaciones cuasi-lineales. Aqui nos
centraremos en su aplicacion a las ecuaciones de Saint Venant, en una y dos dimensiones, y concretamente en
aquellos aspectos que nos revelan propiedades de dichas ecuaciones que luego seran utiles en la elaboracion de
esquemas numéricos para su resolucion.

En general las caracteristicas son un conjunto de direcciones privilegiadas, lineas en el espacio x,7 en el caso
1D y superficies en el espacio x,y,¢ en el caso 2D, en las cuales el sistema de ecuaciones diferenciales se

simplifica de manera considerable. En el primer caso el sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales original
se puede sustituir, en las lineas caracteristicas, por otro sistema de dos ecuaciones diferenciales pero ahora en
derivadas totales. En el caso 2D, lo que se consigue en las superficies caracteristicas es reducir el sistema
original a otro sistema de ecuaciones con una variable independiente menos.

Ambos casos se pueden ver como casos particulares de sistemas hiperbolicos multidimensionales (Jeffrey,
1976), donde las caracteristicas (lineas en el caso 1D y superficies en el 2D) serian entonces un conjunto de
hipersuperficies que conducen a un sistema de coordenadas natural en el cual se pueden reescribir las ecuaciones
originales de una forma mas sencilla. En concreto, las caracteristicas serian hipersuperficies a través de las
cuales una solucion continua puede presentar discontinuidades en sus derivadas respecto la direccion normal a
ellas, lo que veremos que es lo mismo que decir que las caracteristicas actian como elementos de transporte de
este tipo de discontinuidades, que llamaremos discontinuidades débiles (apartado 2.5.)

Toda la teoria de las caracteristicas sirve para poner de manifiesto una serie de propiedades analiticas que deben
cumplir las soluciones de sistemas hiperbdlicos, tanto continuas como discontinuas, y que seran fundamentales a
la hora de desarrollar esquemas numéricos. Quiza el ejemplo mas conocido seria el caso de los invariantes o
cuasi-invariantes de Riemann, que son unas magnitudes que se mantienen constantes sobre las caracteristicas en
el caso de que el término independiente en las ecuaciones originales fuera nulo, y cuyo estudio facilita
enormemente la interpretacion fisica del sistema de ecuaciones.
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Las caracteristicas son lineas en (X, ) en el caso 1D, superficies en (X,)),f) en el caso 2D y en el caso mas general

del sistema multidimensional (2.60) serian hipersuperficies en (X, ). En este apartado, por ser el caso 2D el caso
mas general que se abordara en esta tesis y por simplicidad a la hora de representarlas graficamente, se hablara
siempre de superficies caracteristicas. Se plantea su definicién para el caso de un sistema de ecuaciones

bidimensional (7 = 2 en (2.60)) y luego, en los apartados siguientes, se concreta para las ecuaciones de Saint
Venant en una y dos dimensiones. Los desarrollos y comentarios que haremos en este apartado son directamente
extrapolables al caso multidimensional (7 cualquiera).

Una manera de presentar matematicamente las superficies caracteristicas podria ser como aquellas superficies en
(x,),0) que no servirian como condiciones iniciales para la obtencion de la solucién de (2.60). Es decir, si
conocemos el valor que toma la soluciéon de (2.60) en una superficie caracteristica de (x,),f), no se puede
conocer el valor que toma dicha solucion en puntos proximos a dicha superficie, mientras que en general si que
se puede para otras superficies cualquiera. Esta idea es equivalente a decir que conociendo los valores de la
solucion U(x, y,t) sobre una superficie caracteristica no se puede calcular el valor de la derivada de U respecto
la direccion normal a dicha superficie. Conociendo dicha derivada y los valores de U sobre la superficie se

podrian conocer U en puntos de (X, ), ) proximos a la superficie caracteristica.

A partir de esta idea, a continuacion se plantea qué relaciones matematicas deben cumplirse para que una
superficie sea caracteristica. Se considera pues una superficie cualquiera @ en el espacio (x,),?) sobre la cual se
conoce U(x,y,t)y se vera como se puede obtener la derivada de U respecto la direccion normal a partir de los
propios valores de Uy de sus derivadas sobre la superficie @ . Para ello es util ver el efecto sobre (2.60) de un
cambio de coordenadas tal que en un punto determinado, la superficie @ sea tangente a un plano coordenado, de
manera que la derivada normal a @ sera precisamente la derivada respecto dicha coordenada. Para no perder de
vista el significado fisico del tiempo se deja esta coordenada inalterada, pero se sustituyen las coordenadas

espaciales X e Y por ¢, y ¢, de manera que las funciones ¢, = ¢,(x, y,t) son funciones diferenciables respecto

de sus argumentos. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que la superficie ® estd asociada a la
componente ¢, de manera que la podemos representar por una ecuacion ¢, =constante. El cambio de

coordenadas es pues:
‘=t 5 @ =00 (2.79)

y si se supone no singular, en un entorno de ® debe cumplirse que su jacobiano es distinto de cero:

ot oJx dy
of o o
_Od(t,x,y) |0t odx Oy

=2 = = o (2.80)
ot’,¢,¢,) |0 Jdg Iy,

A

op, J@, I,

En términos de las nuevas variables, los operadores diferenciales que aparecen en (2.60) son:

d 0 , dg a+a¢2 0

= +
of o dt dp, It I,
Jd _dg 0 +a¢2 0 d _Jdg 9 +8(/)2 0

o v o ox dp, v v e v 0p.

(2.81)

de manera que el sistema se puede escribir como:
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(B_U+%8_U+%3_U

- +A1(U’x’y’[) %8_U+8&8_U +
o ot dg, It Jg,

ox dp, ox 0
roa o ah (2.82)

%B_U+a¢2 ou
dy dg  dy 0¢,

+A2(Uax9y9t)£ j=H(on7y7t)

y si tenemos en cuenta que la coordenada ¢, es la direccion normal a la superficie @ , la derivada que estamos
buscando es dU/dg, . Separando los términos de este tipo del resto, el sistema anterior se puede escribir de forma
simplificada como

AL (2.83)

09,

donde B es la matriz m x m:

B=| 22 9% A (U,xp0+ 22 AL (U, .0) (2.84)
ot Ox dy

y R un vector columna de m elementos que dependen dex, y, #, U yodU/dg, . La derivada que estamos

buscando se puede obtener de (2.83) siempre que exista la inversa de B, es decir, siempre que
detB#0 (2.85)

Ahora podemos dividir la expresion (2.85) por el médulo del gradiente de ¢, respecto de las coordenadas x, y :
g\ (g ’
v == | 4| = 2.86
| x,y¢1| \/{ ax j [ ay ( )

- 09, /ox o = d¢,/dy A= dg, /ot 2.87)
|Vx,y¢l | Vx,ywl | Vx,ywl |

y considerar los valores:

de manera que el vector (¢,,,) es un vector unitario en el plano x, y en la direccion del gradiente mencionado.
Tenemos entonces:

B=(-Al+aA,(P)+a A, (P)|V, 0] (2.88)
La condicién (2.85) queda:

det(~Al+ A, (P)+a A,(P)) %0 (2.89)

y debe satisfacerse en cualquier punto P de @ para que la derivada dU/d¢@, esté Gnicamente determinada. Si
ahora definimos el polinomio caracteristico de (2.60) precisamente como:

O(P,0, 4) = det (4 A, (P) + @, A, (P)— A1) (2.90)

podemos decir que la derivada dU/d¢, normal a la superficie ® estard indeterminada siempre y cuando se
cumpla la condicion

o(P,0,4)=0 (2.91)
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en cuyo caso la superficie @ sera una superficie caracteristica. De manera que las superficies caracteristicas se
pueden obtener imponiendo que se cumpla esta ultima ecuacion. Para cada vector unitario (¢;,¢,) en el plano

X-y se obtiene un polinomio caracteristico de grado n tal que sus raices A determinan unos vectores (¢, ,,—A)

que son precisamente los vectores de (x, y,¢) normales a las superficies caracteristicas.

Otra posible interpretacion fisica de una superficie caracteristica ®(¢,x,y)=0 es entenderla como las distintas
posiciones que va tomando una curva determinada sobre el plano x-y que se mueve al transcurrir el tiempo ¢.
Esta curva a veces se menciona en la bibliografia como curva caracteristica, y no es mas que la interseccion de
la superficie caracteristica con planos ¢ = constante. Estas curvas caracteristicas son distintas de las /ineas
caracteristicas a las que estamos acostumbrados en el caso 1D y que definiremos en el apartado 2.4.2.1, que son
las superficies caracteristicas particularizadas para una dimension.

Hemos dicho que el vector (¢, ,,—A) es normal a una superficie caracteristica, de manera que si consideramos
ahora un corte por un plano vertical (paralelo al ejet ) que contenga dicho vector, la superficie caracteristica nos
cortara este plano segin una linea en la direccion de (A, Aa,,1) (Figura 2.1).

Se aprecias pues que en un intervalo de tiempo igual a la unidad, una curva caracteristica se desplazara sobre el
plano fisico x-y una distancia A en la direccion normal a ella. Los valores propios A representan entonces la
velocidad con que se moveria la curva caracteristica respecto el plano fisico x-y en cada instante, es decir, la
velocidad de propagacion de la informacion sobre x-y.

La derivada de la solucion respecto a la direccion normal a ella estd indeterminada, es decir, puede ser distinta a
cada lado de la superficie. Por otro lado, una superficie caracteristica tiene asociado siempre un valor propio 4. ,

}

cero del polinomio caracteristico Q(P,a,A)y la derivada de U en la direccion normal a dicha caracteristica se

puede obtener de (2.83). Para un sistema homogéneo, en la ecuacion (2.83) se tiene R =0 . Teniendo en cuenta
(2.88) y comparando (2.83) con (2.62), resulta que, aunque no esté Unicamente determinada, para un sistema
hiperbélico homogéneo la derivada dU/dg, respecto la direccion normal a una caracteristica debe ser

proporcional al vector propio e, asociado a dicha caracteristica. Este es un resultado importante que se utilizard
posteriormente.

t
Superficie (a,0,,—4)
caracteristica !
l
l
5/1
]
(Aay, Aay )™ |
i &%
s 1",
qlz/ ”—¢’/ y
k::__%_ ______
a, Curva
caracteristica

Figura 2.1. Vector normal a una superficie caracteristica y significado fisico de .
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2421 Ecuaciones caracteristicas para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales
para cauces prismaticos rectangulares

Teniendo en cuenta lo dicho para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperbolicas en el apartado
2.4.1.1, podemos escribir las ecuaciones de Saint Venant para cauces prismdticos rectangulares, ecuaciones
(2.55)(2.56), en la forma (2.65) con la matriz jacobiana del vector de flujo siguiente:

A= 0 ! (2.92)
e =u® 2u ’

donde en este caso la celeridad ¢ responde a la expresion:

c=\Jgh (2.93)

Si ahora realizamos el proceso planteado en el apartado anterior para la obtencion de las superficies
caracteristicas (lineas en este caso), al haber una sola dimension espacial el vector unitario o que interviene en

la definicion del polinomio caracteristico (2.90) se reduce a un vector unitario en la direccion x , es decir, ¢, =1,
con lo que el polinomio caracteristico no depende en este caso dea, es precisamente la ecuacion (2.70) y sus
raices vienen dadas por (2.71). El vector normal a las lineas caracteristicas (¢;,,,—A) queda ahora en (x,7)
como (1,-A1), de manera que las superficies caracteristicas las podemos describir de forma diferencial con la

ecuacion:

dx
— =AU, x,t 2.94
5 (U,x,1) (2.94)

que utilizando el resultado (2.71) nos conduce a las ecuaciones de las dos lineas caracteristicas:

dx
—=u-c (2.95)
dt

La primera de ellas es la direccion caracteristica positiva o C*y la segunda la direccidn caracteristica negativa

0C™ . De (2.94) y (2.95) podemos ver que la derivada direccional a lo largo de una linea caracteristica se puede
escribir como:

0 0
Z_Z =z == +c)— 2.96
ME dx Jt tuto) dx ( )

Como hemos visto en 2.4.1.1 el sistema es hiperbolico, y podemos encontrar una matriz de vectores propios Py
su inversa P™':

1 1 4 1 fc—-u 1
P= ; P =— (2.97)
utc u-c 2c\u+c -1
de manera que el producto P'AP es una matriz diagonal A , formada por los valores propios de A :
u+c 0
A= [ ) (2.98)
0 u—c

Las columnas de la matriz P~' son los vectores propios por la izquierda de la matriz A , que expresaremos
como /;, de manera que tal como los vectores e, cumplen

Ae, = Je, (2.99)

los vectores /I, cumplen
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LA=Al (2.100)

Si ahora sustituimos la expresion A = PAP™' en la ecuacion (2.65) y a su vez la multiplicamos por la izquierda
por la matriz P~ obtenemos:

P'la—U+AP“8—U=P‘1H (2.101)
ot dx
0, expresandolo en componentes:
I [a—U+/1i a—U):liH (2.102)
ot ox

donde la expresion entre paréntesis es precisamente la derivada de U en la direccion de las lineas
caracteristicas (4,,1) . La ecuacion (2.102) se puede entender también como una combinacion lineal de las

ecuaciones originales, que forman el sistema (2.55), de manera que en cada ecuacion todas las componentes del
vector U se derivan respecto de la misma direccion, que es la de las lineas caracteristicas.

Si tenemos en cuenta que ¢’ = gh (con lo que gdh = 2cdc ), tras operar podemos escribir las ecuaciones de Saint

Venant para canal rectangular prismatico en forma caracteristica como:

%(ui2c)+(uic)%=g(&)—S_,.) (2.103)

La interpretacion fisica de las ecuaciones (2.103) se encuentra ampliamente documentada en la bibliografia
(Henderson, 1966), (Gomez, 1988), (Martin, 1989), (Bateman, 1993). Las variables

J ' =u+2c ; J =u-2c (2.104)

se conocen por el nombre de variables caracteristicas o cuasi-invariantes de Riemann En el caso particular que
el término independiente H fuera nulo, se conocen simplemente por invariantes de Riemann. Observando la
expresion (2.96) de la derivada en la direccion de las lineas caracteristicas, vemos que el significado de la parte
izquierda de la igualdad (2.103) es precisamente la variacion de los invariantes de Riemann J* y J~ a lo largo

de las respectivas lineas caracteristicas C*y C~, la cual es cero si el sistema es homogéneo y toma el valor del
término independiente en el caso que éste exista.

Las ecuaciones de Saint Venant sobre las lineas caracteristicas, se pueden escribir pues, en derivadas totales,
como:

%(uiZc)zg(So -5,) (2.105)

La forma caracteristica de las ecuaciones de Saint Venant (2.103) ha originado el método clésico de resolucion
de estas ecuaciones conocido como método de las caracteristicas, con todas sus variantes dependiendo de si es
explicito o implicito y de la manera como se aproxima el valor de las variables en puntos donde su valor exacto
es desconocido. También el estudio de las lineas caracteristicas permite conocer el dominio de dependencia y la
zona de influencia de un punto del canal en un instante, el nimero de condiciones de contorno que se deben dar
en cada instante en el extremo aguas arriba y aguas abajo del canal dependiendo del tipo de flujo, y también
cOomo se propagan ciertas ondas sencillas en un canal a lo largo del tiempo.

El método de las caracteristicas se basa en la ecuacion (2.105). Conociendo el valor de las variables hidraulicas
en un punto del espacio x,?, conocemos la ecuacion de las lineas caracteristicas que pasan por dicho punto,
ecuaciones (2.95), e integrando la ecuacion en derivadas totales (2.105) a lo largo de dichas lineas podemos
obtener el valor de las variables en cualquier punto de ellas. En este sentido se dice que la informacion de la
solucion se transmite a lo largo de las lineas caracteristicas.
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Tal como analiza detalladamente Bateman (1993), la ecuacion (2.65), y en general cualquier sistema de
ecuaciones hiperbolico como (2.60), se puede entender como una ecuacion de onda, donde la matriz A contiene
la informacion de la velocidad de propagacion de la onda y cuyas direcciones principales (lineas caracteristicas
en nuestro caso) se pueden obtener a partir de sus valores propios.

Los valores propios de A , que son la suma de la velocidad del agua en el canal u y la celeridad de la onda de
gravedad ¢, corresponden a la velocidad de propagacion de dicha onda respecto un sistema de coordenadas fijo.
El término de la celeridad ¢, que depende solamente de las caracteristicas geométricas de la seccion mojada, nos
indica la capacidad que tiene el agua de transmitir informacion de dicha seccion del canal a otra inmediatamente
contigua.

Zona de
influencia de P

dx/ dt =u+c Caracteristica
dx/ dt =u-c .. +
positiva C

Dominio de

dependencia de P Caracteristica

negativa C~

>

X

Figura 2.2. Lineas caracteristicas unidimensionales en el espacio x-t

2422 Ecuaciones caracteristicas para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales
para cauces cualesquiera

Para cauces de geometria irregular cualquiera las ecuaciones de Saint Venant responden a la expresion de las
ecuaciones (2.51), (2.52), con la misma matriz jacobiana del vector de flujo del apartado anterior, expresion

(2.92) 0 (2.68), pero ahora con la celeridad dada por la expresion (2.72). Las matrices Py P~ que diagonalizan
el jacobiano A son las mismas que para el caso de cauce rectangular, excepto un factor de normalizacion:

1 1 4 bfc—u 1
P=bh : Pl=2 (2.106)
u+c u-—c 2c\u+c -1

Para poder obtener una expresion andloga a la ecuacion (2.103) es necesario antes definir una variable
auxiliar w , llamada variable de Escoffier, que es en el fondo una medida del nivel de agua en un punto del

cauce:
A Y y
o= C%ZI /g_A@ZJ 122 4 (2.107)
Y4 T T I

de manera que, utilizando la regla de Leibnitz, podemos escribir su diferencial como:

dw= /%dy (2.108)
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Mediante un proceso analogo al del apartado anterior, multiplicando la ecuacién (2.51) por la izquierda por P~
y operando, obtenemos las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales para cauce cualquiera en forma
caracteristica:

Jd dutw) I
E(uiw)+(uic)T=g(j+So—Sf) (2109)
0, en derivadas totales:
d 1
—(utw)=g(-*:+S,-S 2.110
dt(u ) g(A 0 =S, ( )

Su significado fisico es el mismo que para las ecuaciones (2.103), pero ahora los cuasi-invariantes de Riemann
estan formados por la suma de la velocidad y la variable de Escoffier, y en el término independiente aparece una
contribucion mas debido a la posible variacion de la seccidn a lo largo del cauce.

2423 Caracteristicas para las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales

Mediante la aplicacion de la teoria de las caracteristicas al caso bidimensional, se pretende igual que en el caso
1-D, por un lado obtener expresiones simplificadas de las ecuaciones de Saint Venant, pero sobretodo, obtener
informacion sobre la estructura de la solucién y de cémo se transmite la informaciéon de una zona a otra del
dominio. En primer lugar se definiran las superficies caracteristicas para luego deducir las condiciones de
compatibilidad o relaciones que deben cumplirse sobre dichas superficies y ver su significado fisico.

Las superficies caracteristicas se pueden obtener, como se ha dicho, a partir de (2.91) donde & es un vector
unitario cualquiera sobre el plano (x, ).

Para aplicar la teoria presentada para el caso mas general en 2.4.2, se puede partir de las ecuaciones de Saint
Venant bidimensionales escritas de la forma (2.60) conn =2, A, =A y A, =B, es decir:

U A9V g2V _q 2.111)
ot dx dy

siendo A y B las matrices definidas en (2.75). Con esto se puede ver que la ecuacion caracteristica (2.91) toma
precisamente la forma (2.76), y se ha dicho anteriormente que cualquier vector del tipo (¢;,c,,—A) serd un

vector normal a una superficie caracteristica N =(n_,n ,n)=(a,,a,,—A). El plano tangente a una superficie

caracteristica se puede definir entonces por la expresion—At + o, x+a,y =0.

Los valores de A en funcion de ¢ y ¢, se obtienen de igualar el polinomio caracteristico a cero, lo que puede
escribirse como:

-A a a,
det(oqA+a,B-A1)=|(c* —u)ao, —uver, —A+2ucy +va, ua, =0 (2.112)
(* —u)a, —uvar, v, -A+uo, +2va,

donde ¢ es la celeridad que en el caso bidimensional se define como:

c=\Jgh (2.113)

De la ecuacion (2.112) se obtienen dos ecuaciones independientes que ligan¢,, o, y —4 (componentes del

vector normal N ), ya que operando se puede ver que para que el determinante se anule se debe cumplir una de
las condiciones siguientes:

(~A+uc, +va,)’ —=c* () +a;) =0 (2.114)
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o bien:
-A+uo,+va, =0 (2.115)

Estas dos ultimas ecuaciones dan origen a dos familias de superficies caracteristicas distintas. Sobre cada una de
ellas se pueden deducir una condicion de compatibilidad, al estilo de lo que se ha hecho en el caso 1-D, y obtener
un sistema equivalente con una variable independiente menos.

Primera familia de superficies caracteristicas
La primera familia de superficies caracteristicas en un punto P del espacio #,x,), y su significado fisico, la

obtendremos analizando el significado de la ecuacion (2.114). Para ello consideraremos, sin pérdida de
generalidad, que dicho punto P es el origen de coordenadas.

Consideraremos el vector normal al plano tangente a una superficie caracteristica, que para la primera familia de
superficies caracteristicas llamaremos N, = (n,,,n, ,n,) = (¢,,,—A4), y recordamos que su proyeccion sobre el

plano fisico x,y es un vector unitario, o sea
2 2
o +ai =1 (2.116)
Con ello, la ecuacion (2.114) queda como:

—A+ua, +vo, =*c (2.117)

La ecuacion (2.115) indica que el extremo de N, estd sobre una superficie cilindrica de didmetro unidad y cuyo

eje es el eje de coordenadas? , mientras que la ecuacion (2.117) indica que dicho extremo estd sobre un plano
cuya posicion viene determinada por los valores deu , v yc, que no pasa por el punto P . Los puntos extremos
de los vectores N, normales a las superficies caracteristicas, con origen en P, estaran pues sobre la interseccion

de estas dos superficies, que es una elipse, constituyendo una superficie conica que se conoce por el nombre de
cono normal caracteristico.

El plano tangente a una superficie caracteristica, normal por el origen a cada vector N, sobre el cono normal

caracteristico, llamado también superficie de onda o simplemente plano caracteristico, es una aproximacion
local a una superficie caracteristica de la primera familia. La envolvente de todas las superficies de onda, o sea la
envolvente de la primera familia de superficies caracteristicas, serd también un cono y se conoce como el cono
caracteristico.

Para deducir la ecuacion del cono caracteristico, es conveniente buscar primero la ecuacion de un plano
caracteristico ®(¢,x,y) =0, cuyo vector normal (¢,,a,,—A) debe cumplir la ecuacién (2.114).

SiN{ = (n/,,n/,,n;,) es un vector con misma direccion que el N, anterior pero tal que su componente segin el

eje ¢ sea la unidad, es decirn;, =1, las otras dos componentes cumpliran:

n, =_a—/'1 ;oo =& (2.118)

El plano caracteristico se puede expresar, a partir de N| como:
t+nx+n,y=0 (2.119)
Dividiendo (2.114) por —4 y teniendo en cuenta (2.118) se obtiene la relacion que deben cumplir n;_ y 7, )

(+un/ +vn] )’ =c*(nf} +n/}) =0 (2.120)
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Figura 2.3. Cono normal caracteristico

Para la obtencion de la ecuacion del cono caracteristico es 1til el paso a coordenadas polares

n,,=pcosd ;  n =psend (2.121)
La condicion (2.120) en funcién de p y 6 queda de la forma siguiente:

-1
_ 2.122
p ucos@+vsenf+c ( )

Con lo que la ecuacién del plano caracteristico (2.119), teniendo ya en cuenta en ella la condicion (2.120), se
puede escribir como:

(ucos@+vsen@=xc)t =xcosf+ ysend (2.123)

Esta tltima ecuacién es una expresion del tipo d(¢,x, y,0) =0 que, variando el parametro @, representa a toda la

familia de planos caracteristicos. La envolvente de todos los planos, el cono caracteristico, deberd cumplir esta
ecuacion y también la condicion &b(z, x, y,8)/d60 = 0, ya que al movernos sobre la superficie del cono variando

el valor del parametro @, ® no puede variar al seguir valiendo cero por encontrarnos siempre sobre una plano
caracteristico. Derivando respecto de € la ecuacion (2.123) obtenemos la expresion:

(—usen@+vcosf)t =—xsenf+ ycosd (2.124)

Se puede eliminar el pardmetro & entre las dos ecuaciones (2.123) y (2.124), elevandolas al cuadrado y
sustituyendo la segunda en la primera. Asi obtenemos la ecuacion del cono caracteristico:

(x—ut)* +(y—vt)* = (ct)’ (2.125)
Lo hecho es cierto en primer orden, o sea en un entorno diferencial alrededor del punto P. Como los valores

deu, v y ¢ en general no son constantes en el espacio, al alejarnos de P el cono caracteristico se transforma en
un conoide (Figura 2.4). Solamente en el caso de flujo uniforme el conoide seria un cono.
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Conoide
caracteristico

Cono
caracteristico

Figura 2.4. Cono y conoide caracteristicos

El significado fisico del conoide se puede entender como la trayectoria de una perturbacion que empieza en su

vértice y se propaga. Cada una de sus secciones circulares por un plano 7 = constante representa la trayectoria
alcanzada por la perturbacion en cada instante. Las generatrices del conoide caracteristico, que estan formadas
por los puntos de tangencia con las superficies caracteristicas, se conocen por el nombre de bicaracteristicas.

De la ecuacion (2.125) se desprende que el eje del cono caracteristico es una recta que responde a la ecuacion:

X =ut
y=vt (2.1206)
t=t

La ecuacion del cono en paramétricas se puede escribir como:

x=wztccosb)
y=(vtcsenb)t (2.127)
t=t

Para cada valor del angulo & se obtiene la ecuacion de una de las rectas generatrices del cono, que son las
bicaracteristicas. Si se corta el cono por un plano f = constante se obtiene una circunferencia con centro en el
punto (ut,vt) y radioct. La proyeccion sobre el plano f = constante del vector normal a una superficie

caracteristica es un vector de componentes (cos#d,send) mientras que el vector tangente al cono en el plano 7 =

constante, que esta sobre la correspondiente superficie caracteristica, es(—sen#,cos @) . Estas consideraciones

seran importantes para las condiciones de contorno del esquema numérico en la resolucion de las ecuaciones
bidimensionales (Capitulo 5).
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((ut,vi,t
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Figura 2.5. Cono caracteristico
A (cos@,sen O)

(—sen@,cosH)

X

>

Figura 2.6. Corte del cono caracteristico por un plano t = constante

Segunda familia de superficies caracteristicas

Se realiza un proceso analogo al del apartado anterior, pero ahora partiendo de la condicion reflejada en la
ecuacion (2.115). Al igual que antes, se considera un punto P donde se situa el origen de coordenadas, y se
considera el vectorN, =(n,,n,,,n,)=(,c,,-A), vector normal al plano tangente a una superficie
caracteristica de la segunda familia tal que su proyeccion sobre el plano x,y sea un vector unitario (ecuacion

(2.116)).

La ecuacion (2.116) indica como antes que el extremo de N, esta sobre una superficie cilindrica de didmetro
unidad y eje el ejet, mientras que la ecuacion (2.115) indica que también esta sobre un plano que pasa por el
origen y que depende de u# yv. La interseccion de este plano con la superficie cilindrica es una elipse, que es la
trayectoria de los extremos de todos los vectores N, normales a las superficies caracteristicas. El plano
mencionado, sobre el cual reposan los vectores normales N, , se denomina plano normal caracteristico (Figura
2.7), que es el equivalente para la segunda familia al cono normal caracteristico de la primera familia.
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Figura 2.7. Plano normal caracteristico

Tal como se ha hecho para la primera familia se puede buscar una expresion del plano tangente a una superficie
caracteristica, para ello se impondré al vector N, , de misma direccion que N, , que su componente segun el eje ¢

sea la unidad, de manera que la ecuacion de su plano normal serd una ecuacioén como (2.119) con n)_y nz'y que

cumplan:

1+un;, +vn;y =0 (2.128)
Igual que antes se puede pasar a coordenadas polares segin (2.121) de manera que esta ultima ecuacioén queda:

-1
= 2.129
» ucos@+vsenf ( )

y la ecuacion del plano tangente a una superficie caracteristica:

—(ucos@+vsenf)t+xcosf+ysend =0 (2.130)

En esta ultima ecuacion se observa que los vectoresN), normales a las superficies caracteristicas y
pertenecientes al plano normal caracteristico, responden a la forma (—(ucos @+ vsen 6),cosd,send) . Se puede
ver facilmente que el vector (1,u,v)es perpendicular a cualquier vector N/, por lo que la expresion del plano

normal caracteristico es:

t+ux+vy=0 (2.131)

Todos los planos perpendiculares al plano normal caracteristico y que pasan por el punto P se llaman superficies
de corriente y son planos tangentes a las superficies caracteristicas de la segunda familia (o aproximaciones
locales a estas superficies), el equivalente para la segunda familia de las superficies de onda. Todas las
superficies de corriente forman un haz de planos que intersectan segin una recta perpendicular al plano normal
caracteristico, y que por lo tanto responden a la expresion (2.126), que era también la ecuacion del eje del cono
caracteristico de la primera familia de superficies caracteristicas. La envolvente de todas las superficies
caracteristicas de la segunda familia sera pues esta misma recta que se conoce por el nombre de cuasi-trayectoria
y corresponde al cono caracteristico de la primera familia. La proyeccion de la cuasi-trayectoria sobre el plano
X,y es una recta con la direccion dada por el vector velocidad (u,v) , que es la trayectoria.
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En la Figura 2.8 se representa una superficie de corriente, su direccion normal N/, y la cuasi-trayectoria. En la
Figura 2.9 se representa su proyeccion sobre un plano ¢ = constante.

Figura 2.8. Superficie de corriente

(cos@,sen )

Figura 2.9. Corte de una superficie de corriente y proyeccion de los vectores de la Figura 2.7. sobre el plano
t=constante.

2.4.2.3.1. Dominio de dependencia y zona de influencia

Es una propiedad de los sistemas hiperbdlicos que, para un punto cualquiera P del espacio x, y,¢, la solucion
depende Unicamente de los datos en un cierto dominio cerrado del espacio fisicox,y, pero no de los puntos

situados fuera de dicho dominio (Jeffrey, 1976). Esto es equivalente a decir que la onda asociada se propaga a
una celeridad finita.

Para el caso de las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales, el dominio de dependencia seran todos los
puntos del conoide caracteristico en la direccidon decreciente de ¢, mientras que la zona de influencia seran los
puntos dentro del conoide en la direccion de ¢ creciente. El conoide act@ia pues como una frontera para la
propagacion de la informacion.
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2.4.2.3.2. Condiciones de compatibilidad en las superficies caracteristicas

Igual que en el caso unidimensional, combinando linealmente de manera adecuada las ecuaciones de Saint
Venant se puede obtener un sistema de ecuaciones equivalente al original sobre las superficies caracteristicas,
sistema que solo contiene derivadas a lo largo de direcciones contenidas en las superficies caracteristicas. Estas
ecuaciones, llamadas condiciones de compatibilidad, relaciones caracteristicas o ecuaciones de consistencia,
que serian el equivalente para el caso bidimensional de las ecuaciones (2.103), (2.105), son especialmente utiles
a la hora de formular las condiciones de contorno necesarias en los esquemas numéricos de resolucion de las
ecuaciones bidimensionales.

Para deducir las condiciones de compatibilidad se puede seguir el mismo método visto para el caso
unidimensional de multiplicar el sistema de ecuaciones (2.111) por la izquierda por los vectores propios por la
izquierda de la matriz oy A + «,B , pero en el caso bidimensional es quizds mas sencillo y mas ilustrativo partir
de las ecuaciones de Saint Venant en forma no conservativa, ecuaciones (2.48), (2.49) y (2.50). Aplicando la
regla de la cadena a la ecuacion de continuidad (2.48), el anterior sistema de ecuaciones se pude escribir como:

du Jdu Jdu dh
L N N s e 2.132
o o oy T8 ok 850 =) @132

—+u—+v—+g0')—=g(S0y—Sﬁ,) (2.133)
y y

@4_;,@4.”%”,&4. oh

vZh -0 (2.134)
Jt dx dx dy dy

Si se multiplican estas tres ecuaciones respectivamente por tres factores arbitrarios 0,, 0, y o0, y se suman el
resultado (es decir, realizamos una combinacion lineal cualquiera de ellas), se obtiene:

du Ju ou ov v ov
(ou+o,h)—+oyv—+0,—+o,u—+(o,v+o,h)—+0,—+
ox dy ot ox dy ot
oh oh _ oh (2133)
(g + ogu)a +(o,g+ 0'3\/)5-}' o, 5 =0,g2(S,, — Sﬁ)+ O'2g(S0y - Sﬁ,)
Ahora se pueden definir tres vectores @,, ®, y ®, como:
O =(cu+oh)i+oyj+o,k (2.136)
Q, =opyi+(o,v+o.h)j+o,k (2.137)
D, =(0,g+ou)i+(0,g+0,v)j+0,k (2.138)
Donde i, j y k son los vectores unitarios en el espacio x, y, . La ecuacion (2.135) se puede escribir como :
ou dv  oh
=0,g(S,, —S;)+0,8(S,,—S;) (2.139)

+ +
B, 0D, 0D,

Esta ecuacion es valida para cualquier @, (que depende de los o, escogidos). Entre ellos interesa buscar unos
o, de manera que los tres vectores @, estén en un mismo plano y que ademds sea tangente a una superficie
caracteristica. Entonces, como en la ecuacion (2.139) hay derivadas solamente en las direcciones de ®,, que

seran operadores definidos en el plano mencionado, la ecuaciéon (2.139) serd precisamente la condicién de
compatibilidad sobre una superficie caracteristica (superficie de onda o superficie de corriente) que estamos
buscando.
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La condicion que los tres vectores @, estén sobre un plano caracteristico es que sean perpendiculares al vector

N=(n.,n,,n) de(x, y, t) normal a dicho plano, es decir, que cumplan :

NO =0 ; NO,=0 ; NO =0 (2.140)
0, lo que es lo mismo:
un,+vn, +n, 0 n.h lof
0 un,+vn, +n, n.h o, |=0 (2.141)
an, gn, un, +vn, +n, |\ O
2.4.2.3.3. Condicion de compatibilidad para la primera familia de superficies

caracteristicas

Para obtener la condicion de compatibilidad sobre las superficies de onda, consideraremos de nuevo el
vectorN, = (n,,n,,m,)=(¢,c,,-A4), que cumple que su proyeccion sobre el plano x,y es un vector unitario

(ecuacion (2.116)). Este vector, por estar sobre un plano caracteristico de la primera familia, debe cumplir la
condicion (2.117), de manera que la ecuacion anterior (2.141) queda como:

*c 0 n.hi o
0 +c nlyh o, |=0 (2.142)
gn, 8n,, tc )\ o;

Una solucion de este sistema es:
o,=%cn, ; o,=*cn, ; o0,=-¢ (2.143)
Si ahora se pasa a coordenadas polares
n,, =cosf ; n, =sené (2.144)

y se sustituyen los valores (2.143) en la forma general de la condicién de compatibilidad (2.135), se obtiene la
condicion de compatibilidad para una superficie de onda:

+ccosﬁ(ua—+ a—u+a—)+csen9(ua—+v@+a—)+g(+ccosﬁ )8_h+
ox dy Ot ox dy ox
(2.145)
oh  oh

+g(xcsend - v)—— (a—u+ ) =1c(g(Sy, —S,)cos0+g(S,, —S,)sin6)

or

Como se ha dicho anteriormente, los operadores diferenciales en (2.145) son tangentes a las superficies de onda,
en las cuales se pueden seleccionar dos direcciones independientes, que pueden ser la direccion de una
bicaracteristica (ecuacion (2.127)) y la direccion perpendicular a ella. Segin (2.127), a lo largo de una
bicaracteristica, la derivada total de una funcion f(x, y,t) con respecto del tiempo es:

/A =(uzxccosb) f+(v+csent9) o af (2.1406)
dt dy at

Escribiendo las derivadas parciales de (2.145) como derivadas a lo largo de las bicaracteristicas, se tiene:
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J
sen’ 0+ cos? 6
Y

X

dt dt dt
(2.147)

_(g—z+g—;)sen9cos9} = iC(g(SO)r =8, )cosO+g(S,, —Sfy)sinﬁ)

Los primeros tres términos de la ecuacion representan la derivada total respecto del tiempo (derivada material) a
lo largo de una bicaracteristica, mientras que el término entre corchetes seria la derivada en la direccion de un
vector (—sind,cosd) perpendicular a ella sobre una superficie caracteristica, derivada que se puede expresar

como:
£=$csenﬁaliccosﬁal (2.148)
do ox dy

Con lo dicho, la condicion de compatibilidad sobre una superficie caracteristica de la primera familia se puede
escribir:

d(u, £2c) +%

7 50 =1g(S,, —Sz)cos0+g(S,, -5, )send (2.149)

Donde u, y u, representan las componentes de la velocidad en la direccion del vector normal a la superficie
caracteristica y su perpendicular:

u, =ucosf+vsend ; u,=-usenf+vcosd (2.150)

La ecuacion (2.150) es la analoga a la ecuacion (2.105) para el caso unidimensional, y expresa que en ausencia
de término independiente, y en el supuesto que las variaciones en la direccidon tangencial a la superficie
caracteristica fuesen despreciables, las cantidadesu, = 2c , que se conocen por pseudo invariantes de Riemann,

se mantendrian constantes a lo largo de la correspondiente bicaracteristica.

un,+vn, +n, 0 n.h 0,
0 un, +vn, +n, n,h o, =0 (2.151)
an, gn, un, +vn, +n, |\ O,
2.4.2.34. Condicion de compatibilidad para la segunda familia de superficies
caracteristicas

Para obtener la condicion de compatibilidad que debe cumplirse sobre la segunda familia de superficies
caracteristicas, o planos de corriente, se puede realizar un proceso analogo al del apartado anterior. Ahora el
vector normal a las superficies caracteristicas, N, al cual impondremos que su componente segun el eje 7 valga

la unidad, debera cumplir la condicion (2.128), por lo que el sistema (2.151) quedara:

0 0 nh)fo
0 0 ail|la,|=0 (2.152)

an,. gn;y 0 o,
De donde:
ony, +o,n,, =0 ; 0,=0 (2.153)

La ecuacion anterior quiere decir que el vector (o,,0,) sobre el plano x, y debe ser perpendicular a la proyeccion

de N’ sobre dicho plano. Ahora se puede escoger



2.4. Analisis de las ecuaciones de Saint Venant 79

o, =-senf ; 0,=cosl (2.154)

Entrando con estos valores en la forma general de la condicion de compatibilidad, ecuacion (2.135), y definiendo
la derivada material seglin la direccion de la cuasi-trayectoria, o eje del cono caracteristico (equivalente a la
ecuacion (2.146) de la primera familia de caracteristicas) como:

a _ o o (2.155)
dv. dx dy ot

La condicion de compatibilidad para la segunda familia de caracteristicas queda:

dw) , 9

I 50 =—g(S,, —S,)sen0+g(S,, —S,)cosd (2.156)

Esta ecuacion, que representa el transporte de la componente de la velocidad tangencial a la bicaracteristica, no
tiene un equivalente directo en el caso unidimensional
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2.5. Soluciones discontinuas y propagacion de ondas

Normalmente se entiende por onda la propagacion de una perturbacion, localizada o no, a lo largo del tiempo.
Muchos fenéomenos fisicos ondulatorios, como es el caso de las ecuaciones de Saint Venant, se pueden
representar por sistemas de ecuaciones diferenciales hiperbolicos cuasi-lineales. El estudio de este tipo de
sistemas es complejo aunque si el sistema es homogéneo el comportamiento de la solucion se simplifica. En este
caso el sistema puede representar una onda compresiva o una onda expansiva, y se puede estudiar utilizando la
teoria de las caracteristicas. Este tipo de ondas, cuya forma va cambiando (lo contrario se conoce como onda
progresiva y solo es posible para sistemas lineales), pueden ir evolucionando hasta producir una discontinuidad u
onda de choque, aunque las condiciones iniciales fueran suaves.

Para las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales, podemos dividir las soluciones discontinuas posibles en
tres grandes grupos:

1. Discontinuidades débiles u ondas de depresion, también llamadas ondas de descompresion, ondas de
expansion u ondas de rarefaccion. Todas las variables dependientes son continuas y sélo sus derivadas
sufren un salto.

2. Discontinuidades fuertes u ondas de choque. Todas las variables dependientes sufren un salto a través
de la discontinuidad. Comprenden los frentes de onda y resaltos hidraulicos.

3. Discontinuidades de contacto. Solo alguna de las variables dependientes sufre un salto, mientras que el
resto son continuas.

Para el primer tipo de ondas, que corresponden a soluciones continuas de las ecuaciones, se puede entender la
solucién como una hipersuperficie (una superficie ordinaria en (x,Z U) en el caso 1D con una sola variable
dependiente) y la onda como un surco en dicha hipersuperficie. (Figura 2.10). La proyeccidn sobre el espacio
(x,t) de este surco o frente de onda sera simplemente una linea para el caso unidimensional y una superficie
ordinaria para el caso bidimensional, que indica como se desplaza la discontinuidad, y que se puede llamar traza
de la onda. Se ha visto en los apartados anteriores que si se tiene una solucion tal que su derivada en una
direccion de (x,t) es discontinua, la superficie normal a esta direccion sera una superficie caracteristica. Como

a través de la traza de la onda la derivada de la solucion es también discontinua, esta debera coincidir siempre
con una superficie caracteristica.

Frente de
la onda

AU(x, 1)

Figura 2.10. Discontinuidad deébil. Solucion, frente y traza de la onda.
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El segundo tipo de discontinuidades, las ondas de choque o discontinuidades fuertes, son fenomenos que
aparecen también en otros procesos fisicos aparte del movimiento del agua en ldmina libre. Estas
discontinuidades pueden aparecer a partir de una discontinuidad débil que va evolucionando, tal como muestra
Jeffrey (1976), quien realiza un estudio exhaustivo de este tipo de discontinuidades. En ellas interesara sobretodo
poder relacionar de alguna manera la soluciéon a ambos lados de la discontinuidad (condiciones de Rankine-
Hugoniot) y tener algln criterio para poder descartar aquellas soluciones discontinuas posibles matematicamente
pero sin significado fisico (mediante consideraciones sobre entropia). Una discontinuidad fuerte no tiene por qué
coincidir con una linea caracteristica, como se ha visto, y por lo tanto se propagara por el espacio con una
velocidad distinta a los ceros del polinomio caracteristico.

El tercer tipo de discontinuidades no existe para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, debido a la
forma de las ecuaciones, pero si se puede encontrar para el caso bidimensional. Seria por ejemplo el caso del
contacto entre dos corrientes contiguas en la misma direccion pero con velocidades distintas.

En los siguientes subapartados se recuerdan algunas propiedades de los sistemas de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, no lineales, que a menudo son la expresion de leyes fisicas de conservacion (ya se ha dicho
que las ecuaciones de Saint Venant son un sistema cuasi lineal, que es un tipo particular de sistema no lineal, y
por tanto los desarrollos de este apartado también son validos para ellas). Nos centraremos en aquellas
propiedades que luego seran utiles en el desarrollo de métodos numéricos para obtener su solucién. Los métodos
aproximados de resolucion del problema de Riemann que se presentan en capitulos posteriores (y que son la base
de los esquemas numéricos de alta resolucion) utilizan algunas de las propiedades que se veran en este apartado.

2.5.1. Campos caracteristicos

La ecuacion caracteristica (2.91) se concreta, para las ecuaciones de Saint Venant, como una ecuacion
caracteristica del tipodet(A—AI)=0, siendo A la matriz dada por las expresion (2.68) en el caso

unidimensional, y la matriz ¢qA+a,B definida en el apartado 2.4.1.2 para el caso bidimensional. La

distribucion espacial de los valores 4, en el planox—¢, donde A, es el i-ésimo valor propio de A, es lo que se
conoce como i-ésimo campo caracteristico. Los campos caracteristicos, en general van variando suavemente,
excepto en las discontinuidades de la solucidn, a través de las cuales, la variacion brusca de las variables
dependientes determina también variaciones bruscas en los valores y vectores propios de A.

Un campo caracteristico que cumple que los gradientes (respecto las variables dependientes) de los valores
propios A, no son ortogonales a los vectores propios asociadose,, es decir, que para todo U cumple:

ei%:& 0 (2.157)
JU

s€ conoce por un campo caracteristico genuinamente no lineal. Lo contrario, es decir, si para un U cualquiera
se cumple:

oA,
e,—=0 (2.158)
JU
se conoce por un campo caracteristico linealmente degenerado. Si esta Gltima condicién se cumple para todos
los valores de i, el sistema es totalmente degenerado. Esta clasificacion tiene sentido ya que se puede ver que las

discontinuidades de contacto solamente pueden aparecer para campos caracteristicos linealmente degenerados
(Jeffrey, 1976), (Tan, 1992).

Se puede ver facilmente que para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, los dos campos
caracteristicos dados por (2.71) son genuinamente no lineales. En el caso bidimensional, los valores y vectores
propios vienen dados por (2.77) (2.78). El primer y tercer campos caracteristicos son genuinamente no lineales,
mientras que el segundo es linealmente degenerado.
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2.5.2. Propagacion y tipos de onda para la ecuacion escalar hiperbdlica
unidimensional

Un ejemplo ilustrativo de la propagacion de ondas para sistemas no lineales es la ecuacion escalar

u  of () _ (2.159)
ot ox
que siempre se puede escribir como:
ou ou
—+Au)—=0 2.160
o (u) . (2.160)

donde A(u)=df /du= f'(u) es la velocidad caracteristica, equivalente a los valores propios de la matriz
jacobiana del vector de flujo en el caso de un sistema de ecuaciones, y representa la inversa de la pendiente de
las lineas caracteristicas, a lo largo de las cuales el valor de u# se mantiene constante (invariante de Riemann).
Para ver como se propaga y se distorsiona una onda determinada, se puede considerar por ejemplo que la funcion
f(u) es convexa, o sea que A'(u) = f"(u) >0, lo que indica que la velocidad caracteristica A(u)aumenta al

aumentaru .

Si se considera en primer lugar una onda continua como la de la Figura 2.11(a), como la velocidad caracteristica
es superior para valores de u mayores, los valores de u mas pequefios se propagaran a través del espacio a
velocidades menores, mientras que los valores de u# mayores lo haran mas rapido. En la Figura 2.11(b) se
representan las lineas caracteristicas para el instante inicial. Las lineas mas tendidas hacia la derecha
corresponden a velocidades caracteristicas mayores.

Asi pues el valor u, se desplaza hacia la derecha mas rapidamente que los valores de u, yu,, por lo que la
distancia entre puntos con velocidades u, y u, tendera a alargarse, siendo la curva u(x) cada vez mas suave en
esta zona (zona expansiva), mientras que la distancia entre puntos con velocidades u, y u, serd cada vez menor,

volviéndose el perfil cada vez mas abrupto (zona compresiva) (Figura 2.11(a), linea discontinua). En el proceso
de aumento de pendiente en la zona compresiva, existe un momento en que las lineas caracteristicas se cruzan y
la solucién deja de ser unica para un punto de x-t, produciéndose una discontinuidad en la solucion que avanza
hacia la derecha.

u A . u, Zona compresiva
Zona expansiva
o “s
1
]
1
1
1
]
] T
: :
@) : ;
]
1 [}
e —
1 | |
] ]
Ay, HAGuy)
B S e
] ]
1 I
1 I,
| I
(b) ;
t ' >

Figura 2.11. Propagacion de una onda para una ley de conservacion no lineal
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En el caso de las ecuaciones de Saint Venant ocurre el mismo fendmeno, las lineas caracteristicas se cruzan en el
instante anterior a la formaciéon de la discontinuidad, que en este caso es un frente de onda o un resalto
hidraulico.

A continuacion se presentan los distintos tipos de solucion discontinua que puede tener la ecuacion
(2.159).

Discontinuidad fuerte (onda de choque). Una situacion inicial dada por una discontinuidad del tipo:

0,x) = = i x<0
{u( X)=uy(x)=u;, si x u >, (2.161)

u(0,x)=u,(x)=u, si x>0

que, con un flujo convexo como se ha dicho que era el caso, es una discontinuidad compresiva: las velocidades
caracteristicas a la izquierda de la discontinuidad son superiores que las de la derecha. Las lineas caracteristicas
se cruzan ya en el instante inicial y la discontinuidad situada en s(z) se propagard, teniendo pues una onda de

choque o discontinuidad fuerte (Figura 2.12). La ecuacién diferencial (2.159) no es valida en la discontinuidad,
ya que tenemos una zona donde u toma distintos valores para una misma x . Si se puede utilizar la formulacion

integral de la ley de conservacion en un volumen de control definido por el intervalo [x,,x,]| que abarca la
discontinuidad:
s(t) X
d d
S 0) = f g, 0) == [ . ndx+ = [ ulx,ndx (2.162)
dt 7 dt 7,

Utilizando la regla de Leibnitz de derivacion bajo el signo integral, queda
s(t) Xp

ﬂM&J»ﬁﬂM&J»=M@JMWQMMS+jz%%gﬂ+fg%$ﬂﬁ (2.163)

Xy s(t)

donde S =ds/dt es la velocidad de la discontinuidad, mientras u(s,,?) y u(s,,t) son el limite de u(s(¢),?)
cuando x tiende a s(¢) por la izquierda y por la derecha respectivamente. Al hacer el limite por ambos lados
hacia la discontinuidad, las dos integrales se anulan y queda

Fu(x,,6)— f(u(xg,t) = [u(sL,Z) —u(sR,t)]S (2.164)

que es la condicion de Rankine-Hugoniot que relaciona el salto de las variables (u en este caso), el salto del flujo
f,ylavelocidad de la discontinuidad. Simplificadamente se puede escribir

Af =SAu (2.165)
En el apartado 2.5.4 se ve su equivalente para las ecuaciones de Saint Venant.

Con lo dicho, la solucion del problema (2.159) con las condiciones iniciales (2.161) (que seria es un caso
particular del Problema de Riemann), queda:

u, si x—-S8t<0
u(x,t) = . (2.166)
u, si x—S5t>0

La velocidad de la discontinuidad, que se obtiene de (2.165), viene dada por

Szémﬁwﬂ (2.167)

y de la Figura 2.12 se puede ver que se cumple la condicion:

AMu,)> S > Auy) (2.168)
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Que es la condicion de entropia que debe satisfacerse para que la solucion con velocidades no nulas sea posible
fisicamente.

u, Au
Up
(a) )
t
(b) )
t
¥~ Discontinuidad
de velocidad S
(©)
X

v

Figura 2.12. Discontinuidad fuerte u onda de choque. (a) Situacion inicial. (b) lineas caracteristicas en el
instante inicial. (c) Propagacion de la discontinuidad en x-t.

u, Au
Up
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>
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) ]
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Onda de choque _—"
©) de depresion
X
>

Figura 2.13. Onda de choque de depresion (incorrecta). (a) Situacion inicial. (b) lineas caracteristicas en el
instante inicial. (c) Propagacion de la discontinuidad en x-t.

Discontinuidad débil (onda de depresion o de descompresion). Se considera ahora la misma ecuacion (2.159)
pero ahora con las condiciones iniciales

0,x)= = i 0
{u( X)=uy(x)=u;, si x< u <u, (2.169)

u(0,x)=u,(x)=u, si x>0

En este caso la discontinuidad estd en una zona expansiva, pues la pendiente de las lineas caracteristicas sera
superior a la izquierda que a la derecha de ella. Las lineas caracteristicas no se cruzaran en el instante inicial.
Una posible solucion matematica de este problema seria exactamente la misma que teniamos en el caso de la
discontinuidad fuerte, dada por las ecuaciones (2.166) y (2.167) y representada en la Figura 2.13. Sin embargo
esta solucion, conocida en la literatura como rarefraction shock u onda de choque de depresion no es correcta.
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Hay varias maneras de ver que este resultado no tiene sentido fisico. Una de ellas es ver que es una solucion
inestable, es decir, no corresponde al limite de las soluciones de problemas con condiciones iniciales que tienden
a (2.169). Para ello se puede considerar un problema parecido cambiando las condiciones iniciales por dos
estados constantes conectados por una variacion lineal deu :

Uy

si x<Xx,
Uy —u .
u(0,x) =u,(x)=<u, +-—*=(x—-x,) si x, <x<x, ; u, <u, (2.170)
Xp =X, :
s X2 X
uR

que se representa en la Figura 2.14(a).

La solucién en un instante de tiempo ¢, se puede encontrar siguiendo las lineas caracteristicas, de manera que
esta consistird, igual que la condicion inicial, en una transicion suave entre dos estados constantes con valores
u, yu,,y se llama onda de depresion u onda de descompresion y esta limitada por dos discontinuidades
débiles, ya que alli la solucién es continua pero no sus derivadas. Los limites de la onda vienen dados por dos
rectas y X=X, + A(u ; )t . Como los valores inferiores de u se propagan a menor velocidad, la onda tiende

a aplanarse y suavizarse con el tiempo. Este fenomeno de aplanamiento de las ondas es tipico de los sistemas no
lineales, y no existe para sistemas hiperbdlicos a coeficientes constantes.

La estructura de la solucion debe de ser la misma por muy pequefio que sea el intervalo[xl,xR], y es

completamente distinta de la onda de choque de depresion de la Figura 2.13 que matematicamente también es
una solucion posible. A la vista de esto, la solucion del problema (2.159) con (2.169) debe ser una onda de
depresion como la vista pero que emana de un unico punto y se conoce por onda de depresion centrada. Al
empezar a transcurrir el tiempo la discontinuidad inicial desaparece inmediatamente para tener una solucién no
constante pero continua en una zona del espacio que va expandiéndose, cuyos limites se desplazan con

velocidades A, y A r - Asi pues existen al menos dos soluciones del problema de Riemann, de manera que al

admitir soluciones discontinuas puede haber soluciones espurias, sin significado fisico. Posteriormente en este
capitulo se presentan algunas condiciones que debe cumplir la solucion y que sirven para descartar estas
soluciones incorrectas.

(b)

Figura 2.14. Onda de depresion. (a) solucion en tyy t,. (b) Lineas caracteristicas.
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Figura 2.15. Onda de depresion (discontinuidad débil). (a) Situacion inicial. (b) Lineas caracteristicas. (c)
Solucion en el plano x-t.

2.5.3. Onda simple e invariantes de Riemann generalizados

Se consideran siempre en este apartado soluciones continuas, por lo que los resultados que se obtienen son de
utilidad en el caso de discontinuidades débiles. Se introduce en primer lugar la idea de onda simple, para poder
llegar luego a la definicion de los invariantes de Riemann generalizados, cuyas propiedades son ttiles para la
obtencion de esquemas numéricos de alta resolucion (Capitulo 3).

Para comprender bien el concepto de onda simple conviene hacer uso del plano de estado o plano hodométrico.
Este es un tema desarrollado minuciosamente por Bateman (1993) y que aqui solo se trata en su aspecto mas
general. A partir de las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales para canal rectangular homogéneas:

Wiayloy 2.171)
ot ox

con U definido por (2.56) para canal prismatico rectangular y por (2.52) para cauce cualquiera, y A dado por
(2.68), se generaliza luego el resultado para un sistema con mas de dos variables dependientes pero siempre en
una dimension.

El plano de estado se obtiene considerando unos ejes de coordenadas, colocando en el eje de abscisas los valores
correspondientes a la velocidad u y en el eje de ordenadas los valores del doble de la celeridad 2c¢. Los

invariantes de Riemann J* y J~, definidos en (2.104), se pueden representar en el plano de estado por dos
conjuntos de rectas perpendiculares entre si con pendientes —1 y +1 respectivamente. (Figura 2.16).

Un par de valores (u,,u,) = (4,0) , que corresponden a una solucion de las ecuaciones (2.171) constante, define
a su vez un par de valores (u,2¢) que se representan por un punto en el plano de estado. Si se consideran los

valores que puede tomar una solucion al desplazarnos por el espacio x-¢ a lo largo de una linea caracteristicaC™,
hobra unos valores (u,2c¢) que cumplirdnu +2c¢ =constante, de manera que en el plano de estado nos

estaremos desplazando sobre una rectaJ”* . Si por el contrario en x-f nos desplazamos sobre una caracteristica
C~ sobre el plano de estado nos estaremos moviendo a lo largo de una rectaJ™ .
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Si se considera ahora una zona del espacio x-t para la cual la solucion del sistema de ecuaciones es constante
(u,(x,8) =uy, ,u,(x,t) =u2), en esta region de solucion constante las lineas caracteristicas de las dos familias
seran rectas pues en cada punto habra los mismos valores propios de la matriz, A(U), que son los que definen la

pendiente de las lineas caracteristicas. Por otro lado todos los puntos de este dominio de solucién constante
corresponderan a un Unico punto (x,,2c,) del plano de estado.

Se define una onda simple como una solucion del sistema (2.171) que cumple que en un cierto dominio de x-¢ su
segunda componente es funcion de la primera, es decir, u, = f(u,) 0, lo que es lo mismo para las ecuaciones de
Saint Venant, 2c¢ = g(u)donde f y g son funciones diferenciables. Al dominio de x-7 en cuestion se le conoce

por region de onda simple y a cada punto de ella le corresponde un punto sobre el plano de estado que debe estar
precisamente sobre la curva & definida por2c = g(u).

Ahora consideramos un punto de x-¢ dentro de la regiéon de onda simple, y a partir de ¢l nos desplazamos
siguiendo una caracteristica C* (un desarrollo andlogo se podria hacer para las caracteristicas C™ ), si la solucion
no permanece constante, resulta que sobre el plano de estado nos estaremos moviendo sobre una recta J*
correspondiente a dicha caracteristica. Por otro lado, por estar siempre en la region de onda simple nos estaremos
moviendo también sobre la curva ¥ de donde la recta J** y la curva #deben ser la misma. Como ello es cierto
para todas las caracteristicas C* , resultara que todas ellas tendran a J** como su correspondiente recta en el
plano de estado.

A
J* 2c J

|

Figura 2.16. Plano de estado. Familias de rectas J' y J°

A Region de Regién. de
t™ solucion constante Onda simple

Co ¢ G

>
X

Figura 2.17. Region de onda simple, cuya imagen en el plano de estado (derecha) es el punto Q, adyacente a
una region de solucion constante cuya imagen es el segmento PQ
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Si ahora se considera la otra familia de caracteristicas C”, como todos los puntos de la region de onda simple
deben tener su correspondiente en el plano de estado situado sobre & las imagenes de todos los puntos de las

lineas C~ también deben estar sobre & Por otro lado la imagen de una linea caracteristica C~ debe estar
siempre sobre una de las rectas J~ que son perpendiculares a £ de donde resulta que la imagen de cualquier
linea caracteristicas C~ de nuestra region de onda simple debe de reducirse a un solo punto de £o, lo que es lo

mismo, que en nuestra region de onda simple la solucioén es constante a lo largo de las caracteristicas C™ , y en
consecuencia estas son rectas.

En resumen, la representacion en el plano de estado de una region de onda simple es siempre una recta J* oJ " .
En el primer caso todas las lineas caracteristicas C* tienen la misma recta J* como imagen en el plano de
estado, y las caracteristicas C~ son rectas. En el segundo caso son todas la lineas caracteristicas C~ las que
tienen la misma J~ como imagen mientras las lineas C* son rectas.

Una conclusion inmediata de utilidad practica se obtiene de considerar a la vez el hecho de que una region de
solucion constante tiene un tnico punto como imagen en el plano de estado y que una region de onda simple esta
siempre atravesada por una familia de caracteristicas rectas. De todo lo dicho anteriormente se deduce que si la
solucion es constante a lo largo de una linea caracteristica (por lo que dicha linea es una recta) entonces la region
adyacente a esta lineas debe ser o bien una regién de solucién constante o bien una region de onda simple
(Figura 2.17).

Si se generaliza el concepto de onda simple para un sistema multidimensional como (2.171), pero ahora con:

U a4y,
U=|: | ; A= - (2.172)

a

n nl nn

Se estara en una region de onda simple si se puede poner la solucion en funcién de una de sus componentes, que
sin pérdida de generalidad consideraremos la primera, es decir U = U(x,), o lo que es equivalente u, =u,(u,)

parai =2,...n. Sustituyendo esta iltima expresion en (2.171) y aplicando la regla de la cadena se obtiene:

(@H%Aja—Uzo (2.173)
dt  dx )duy,
que solo tiene solucién en el caso que

det(A—ul)=0 (2.174)

con 4 = (—0u, /0t ) /(—0u, /0x) . Esta ecuacién en u tiene n soluciones que son precisamente los valores propios
A, deA, lo que quiere decir que para que la solucién sea una onda simple u, debe ser tal que
(—0u, /0t ) /(—0u, /0x) coincida con un 4, ; en este caso se dice que se trata de una i-onda simple. Por otro lado, se

ha visto que los valores propios eran la velocidad con que un punto sobre una linea caracteristica se desplaza
por x , es decir:

dx du, [du
S =—_"1t/27 2.175
7 dt | dx ( )
0, lo equivalente:
%dx +%dl‘ =0 sobre las caracteristicas C"’ (2.176)
Jt dx

que viene a decir que en una i-onda simple u,(x,7) es constante sobre las caracteristicaC', y como en toda la

region U=U(y,) resulta que U es constante sobre las caracteristicas C'. Como la matriz A depende sélo
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deU, y éste es constante enC’, finalmente tenemos que en una i-onda simple A, es constante sobre las

caracteristicas C' asociadas a ella, y por lo tanto estas lineas caracteristicas son rectas.

Se pueden interpretar las i-ondas simples a partir del espacio de estado (u,,u, ...,u,) de manera analoga a lo

que se ha hecho para el cason = 2. El hecho de que la familia de caracteristicas C’ sean rectas que transportan
valores constantes de U, quiere decir que la imagen de cada una de ellas es un tnico punto en (u,,u, ...,u,). El

conjunto de dichos puntos constituye una linea & en (u,,u, ...,u,) que es precisamente la imagen de toda la

region de x-f correspondiente a la i-onda simple. Al movernos en la region de i-onda simple de x- a lo largo de
las caracteristicas C', estamos siempre sobre el mismo punto del espacio de estado, mientras que al movernos
sobre cualquiera otra linea caracteristica estamos recorriendo tramos de la linea & en (u,u, ...,u,).

Por otro lado, de (2.173) se puede ver que para una i-onda simple el vector dU/du, debe ser proporcional al
vector propio e, correspondiente a dicho 4, , es decir:

du _du, _  _du, (2.177)
e

i2 in

ei 1

donde cada e, es la k-ésima componente del vector propioe, . Integrando (2.177) se obtienen n—1 relaciones
independientes entre las componentes de U que se pueden expresar como

R, (U) = constante para k=1...n-1 (2.178)

y que se llaman i-invariantes de Riemann generalizados que son relaciones entre las distintas componentes del
vector de variables dependientes que deben ser ciertas en toda la region de i-onda simple. Para cada i-onda
simple existen pues n—1 i-invariantes de Riemann generalizados que se pueden entender como superficies de

(u,,u, ...,u,) cuya interseccion es precisamente la linea & Al desplazarnos sobre la region de i-onda simple a

través de lineas caracteristicas C', o sea al movernos sobre la linea Zen el espacio de estado, los invariantes de
Riemann generalizados deben mantenerse constantes.

Los invariantes de Riemann generalizados sirven para obtener la solucion del problema de Riemann (apartados
2.5.7.3 y2.5.7.4), y en concreto son la base del método de Osher para la resolucion aproximada del problema de
Riemann. Estos invariantes no coinciden, para el cason =2, con los invariantes de Riemann definidos en
2.4.2.1, como se ve a continuaciéon. En 2.5.7.5 se utiliza la constancia de los invariantes de Riemann
generalizados para resolver el problema de rotura de presa unidimensional, que es un caso particular del
problema de Riemann.

Invariantes de Riemann generalizados para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales: Se aplica
ahora el concepto de onda simple e invariantes de Riemann generalizados a las ecuaciones de Saint Venant

unidimensionales para canal prismético rectangular. 4 estd asociado a las caracteristicas C* o C' y A, estd
asociado a C~ o C?. En una region de onda simple asociada a las lineas C* , estas son rectas. Para cada tipo de

onda simple existe en este caso un invariante de Riemann generalizado que se obtiene a partir de (2.177), que
ahora queda como:

dh _ d(hu) (2.179)
1 u+c
ya que ahora U = (h,hu) ye, =(L,u+c).De (2.179) se obtiene directamente
du+%dh=0 (2.180)

de donde, integrando:
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1
R*(U)=R (U) =jdu+j%dh = [du+[g[h *dh =u-2c = constante (2.181)

Analogamente, para ondas simples asociadas a C™ :

R (U) =u+2c = constante (2.182)

Asi pues que los invariantes de Riemann generalizados correspondientes a C* y C~ son respectivamente
R =u-2c y R =u-2c (los invariantes de Riemann normales eran J ' =u+2c yJ =u-2c). Los
invariantes de Riemann generalizados correspondientes a las caracteristicas C* corresponden, para el
cason =2, a los invariantes de Riemann normales de C~, lo que es normal ya que son funciones que deben

mantenerse constantes a través de las lineas C* . Para el caso n > 2 se puede ver que no existen unos invariantes
de Riemann en el sentido clasico, como funciones que se mantengan constantes sobre cada una de las familias
caracteristicas (Jeffrey, 1976). Los invariantes de Riemann generalizados, por el contrario, si que existen.

2.54. Las condiciones de Rankine-Hugoniot en una dimension

Al igual que lo visto en el apartado 2.5.2 para la ecuacion escalar, las condiciones de Rankine-Hugoniot son unas
relaciones que deben cumplirse a través de una solucion discontinua de una ley de conservacion dada por un
sistema hiperbolico. Estas condiciones sirven entonces para relacionar los valores de la solucion a ambos lados
de una discontinuidad fuerte.

Para ello se aplica la ley de conservacion a un volumen de control que contenga una discontinuidad que se
desplaza a lo largo del eje x , obteniendo una expresion vectorial equivalente a (2.163) para el sistema (2.171):

s(t) xR
F(UG, 1)~ F(UCxo) = [UGs, 0= U]+ [ 000 e £ [ 280 gy

Xy t s(1)

(2.183)

donde S =ds/dt es la velocidad de la discontinuidad, mientras U(s,,#) y U(s,,#) son el limite de U(s(¢),?)
cuando x tiende a s(¢) por la izquierda y por la derecha respectivamente. Al hacer el limite por ambos lados
hacia la discontinuidad, las dos integrales se anulan y queda la condicion de Rankine-Hugoniot que se buscaba:

AF = SAU (2.184)

que relaciona el salto del vector de variables dependientes (U ), el salto del vector de flujo F y la velocidad de
la discontinuidad.

De esta relacion se puede ver que un salto en las variables, AU, so6lo es una discontinuidad estable si se propaga
con una velocidad S dada por:

AF
S=— (2.185)

AU
Si se hace el computo de incognitas y ecuaciones para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, hay
cuatro incognitas distribuidas a ambos lados de la discontinuidad: 4, , u,, h,,u, . Las condiciones de Rankine-
Hugoniot, derivadas de la conservacion de la masa y la cantidad de movimiento, proporcionan dos ecuaciones
pero introducen otra incognita S que es su velocidad de propagacion. De esta manera, aunque se conozca el
valor de las variables dependientes a un lado de la discontinuidad, no se puede determinar el estado del otro lado.

Para hacerlo es necesario dar otra variable que puede ser, por ejemplo, la condicion de que el resalto hidraulico
sea estacionario (S =0).

En el caso §=0 las condiciones de Rankine-Hugoniot se simplifican a la ecuacion AF =0 . Aplicando esta
condicion a las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales (2.52) obtenemos directamente:
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QL = QR
Q2 Q2 (2.186)
A_i"'g[u = A_:+g111e

con las variables definidas en 2.3. y cuya solucion depende de la forma del cauce. En el caso mas sencillo de
canal prismatico rectangular, teniendo en cuenta que A=bh yQ=ud, o bien aplicando directamente las

condiciones de Rankine-Hugoniot a (2.167) queda:

hL”L = hyuy
2

(2.187)
’Wf +g%:h1e“12e +g

i

La primera ecuacion indicaque el caudal unitario ¢ =hu=Q/b es el mismo a ambos lados del resalto.
Operando con la segunda y definiendo el numero de Froude para cauce rectangular como:

Fr=—2 (2.188)
Jgh
queda la ecuacion de segundo grado en /i, /b, :
s 1+h—R =Fr} (2.189)
hL hL

cuya solucion es la clasica ecuacion de Bélanger de calados conjugados en un resalto hidraulico:

Zi:%(,/HSFrf —1) (2.190)
L

2.5.5. Propagacion de ondas y soluciones discontinuas para las ecuaciones de Saint
Venant bidimensionales

En el caso bidimensional, el conjunto de discontinuidades posibles puede formar una estructura de la solucion
mucho mas compleja que en el caso unidimensional. Las discontinuidades son ahora superficies en el espacio

(x,),0) que separan subdominios donde la solucion es continua y pueden cruzarse o estan conectadas entre ellas.

Para cada punto de la superficie de discontinuidad existen los limites de la solucién por la derecha y por la
izquierda. La diferencia entre ellos expresara la fuerza de la onda de choque.

En la direccion tangencial a una superficie de discontinuidad la solucion de las ecuaciones de Saint Venant es
suave, produciéndose la discontinuidad de la solucidon en su direccion normal. Haciendo un cambio de
coordenadas en un punto de la discontinuidad, de manera que los nuevos ejes sean normales y tangenciales a
ella, se puede aproximar localmente la propagacion del frente con la teoria desarrollada para el caso
unidimensional.

En dos dimensiones las discontinuidades pueden dar lugar a ondas de choque si son fuertes, ondas de depresion
cuando son débiles, y discontinuidades de contacto. La velocidad tangencial a ambos lados de una onda de
choque deberd ser la misma, mientras que las componentes normales deberan cumplir las condiciones de
Rankine-Hugoniot. Para las ondas de depresion sera cierta la constancia de los invariantes de Riemann.

Para una discontinuidad de contacto, las lineas de corriente son tangenciales a ella y hay una discontinuidad tan
solo en la velocidad tangencial. Como en el caso 1-D no existe velocidad tangencial, no puede haber
discontinuidades de contacto.
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Para el flujo bidimensional, las ondas continuas se pueden dividir también en las dos categorias que son: ondas
de compresion (en las cuales el calado va aumentando con el flujo) y ondas de expansion si ocurre lo contrario.
Una onda de compresion, igual que en el caso 1-D, puede evolucionar a un frente o resalto hidraulico.

2.5.6. Condiciones de Rankine-Hugoniot en dos dimensiones

Tal como se ha hecho para el caso unidimensional, las condiciones de Rankine-Hugoniot relacionan valores de la
solucion a ambos lados de una discontinuidad fuerte. Para una discontinuidad como una superficie curva

continua en £,X,), se puede aplicar el teorema de Gauss-Green a las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales
en forma conservativa (2.47) considerando dos estados constantes U, y U, a ambos lados de la discontinuidad.

Con ello se obtiene la ecuacion

n(Uy=U,)+n (E,—E,)+n, (G, ~G,) (2.191)

donde N =(n,,n ,n ) es un vector normal a la discontinuidad en un punto, mientras E y G son los vectores

que forman las dos columnas del tensor de flujo, o sea:

hu hv
E=|m*+gh’/2| ; G= huv (2.192)
huv W +gh*/[2

Normalizando la longitud del vector N haciendo N =(-s,n,,n,) con la condicion que (n ,n,) sea un vector

unitario en el plano x, y, la ecuacion anterior (2.191) queda de la forma
sAU =n AE+n AG (2.193)

que es la condicion de Rankine-Hugoniot que debe cumplirse en una discontinuidad, equivalente a la ecuacion
(2.184) en una dimension, donde s representa la velocidad de propagacion de la discontinuidad y A(e) =e, —e, .

Para las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales, sustituyendo (2.192) en (2.193) se obtiene, en
componentes:

sAh = n A(hu)+n A(hv) (2.194)
sAChu) = n AChu® + g h* [2) + n, A(huv) (2.195)
SA(hv) = n A(huv) + nyA(hv2 +g hz/Z) (2.196)

Eestas ecuaciones son las expresiones de la conservacion de la masa y la cantidad de movimiento a través de una
discontinuidad.

2.5.7. El problema de Riemann.

En capitulos posteriores se tratard la obtencion de esquemas numéricos para la resolucion de las ecuaciones de
Saint Venant que sirvan tanto para la solucion de flujos continuos como para el caso de flujos discontinuos. Un
gran grupo de estos esquemas, conocidos bajo el nombre de métodos shock capturing o de captura de choques,
permiten formar, localizar y propagar las discontinuidades presentes en el dominio de estudio automaticamente.
Otros métodos, que se pueden agrupar bajo los nombres de shock tracking o shock fitting, o sea métodos de
seguimiento de choques, precisan tratar las discontinuidades individualmente de forma especial, considerandolas
como un contorno interior, ir siguiendo dicho contorno a lo largo del tiempo y empalmar las soluciones a ambos
lados del contorno. Dentro de este segundo grupo se encontrarian todas las variantes del método de las
caracteristicas.
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En esta tesis, los métodos numéricos que se desarrollan son del primer tipo y, mas concretamente, se pueden
entender como variantes y extensiones del método de Godunov (Apartado 4.2 del Capitulo 4). Este método fue
desarrollado en un principio para la resolucion del problema de Riemann en dinamica de gases, aunque
posteriormente se extendid a otros problemas similares en otros campos, como puede ser la resolucion de las
ecuaciones de Saint Venant en flujos discontinuos.

Originalmente se denomind problema de Riemann al estudio en mecanica de gases de la propagacion de onda en
un tubo, de manera que el problema de Riemann original considera un tubo con un diafragma: un lado del tubo
se rellena con un gas a una presion p, , mientras que el otro lado se rellena con otro gas a una presion p, . Cuando

el sistema se encuentra en equilibrio el diafragma se quita repentinamente, generandose una onda compresiva
hacia el lado de menor presion y una onda expansiva en el sentido opuesto.

Posteriormente el término problema de Riemann se ha extendido a cualquier problema unidimensional
consistente en la solucion de un sistema de ecuaciones hiperbolico del tipo:

U 9
—+—F(U)=0 2.197
o T o T W) 2.197)

con unas condiciones iniciales discontinuas pero constantes en dos regiones del espacio:

{U(O,x)=Uo(X)=UL si. x<0 (2.198)

U@0,x)=U,(x)=U, si x>0

donde U, y U, son dos vectores constantes. El estudio del problema de Riemann es de gran utilidad para

obtener propiedades de las posibles soluciones, las cuales seran luego fundamentales a la hora de desarrollar
esquemas numéricos para la solucion de las ecuaciones, tanto para flujos continuos como discontinuos y en una
o dos dimensiones.

En este apartado y los siguientes veremos el comportamiento de la solucién de sistemas de ecuaciones
hiperbdlicos, y en concreto de las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, para una serie de situaciones
particulares (entre ellas el problema de Riemann), lo que sera una ayuda en los capitulos siguientes.

En cuanto al caso bidimensional, no existe una definicibn matematica estricta para el problema de Riemann.
Algunos autores lo han definido como un numero finito de estados constantes, separados por lineas rectas en
X,y con un punto en comun. De todos modos, la solucion de este problema tendria poca importancia de cara a la

obtencion de esquemas numéricos para la resolucion de las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales. Sin
embargo, los resultados obtenidos para el caso unidimensional si que seran utiles para los esquemas
bidimensionales, ya que la discretizacion de dominios bidimensionales en volimenes finitos que se utiliza en
esta tesis, permite considerar que en cada uno de los lados de dichos volimenes tenemos un problema de
Riemann unidimensional

25741 El problema de Riemann para sistemas hiperbélicos unidimensionales a
coeficientes constantes

Aunque la estructura de las ecuaciones de Saint Venant es mas compleja, el estudio de este caso sencillo ayuda a
entender la estructura de la solucién y, por otro lado, los resultados que se obtienen se utilizaran en capitulos
posteriores. El problema viene dado por el sistema de ecuaciones:

U a9y (2.199)
ot ox

donde A es una matriz m x m a coeficientes constantes, con las condiciones iniciales:

{U(O, 0)=Uy(x)=U, si x<0 (2.200)

U@0,x)=U,(x)=U, si x>0

que se representa en la Figura 2.18.
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v

0

Figura 2.18. Datos iniciales del problema de Riemann

At

0

Figura 2.19. Estructura de la solucion del problema de Riemann para un sistema hiperbolico a coeficientes
constantes

Suponemos que el sistema es estrictamente hiperbolico, con valores propios reales:

A <A <...<A (2.201)

m

La estructura de la solucion en el plano x-f consiste en 7 ondas que salen del origen. Cada una representa una
discontinuidad que se propaga a velocidad 4,. A la izquierda de A, la solucion es el estado constante U, ,

mientras que a la derecha de 4, es U, (Figura 2.18). Como los valores propios e, forman un sistema de

m

vectores linealmente independientes, se pueden escribir los estados constantes U, y U, como:
U, =Y ae ; U,=> Be (2.202)
con &, y f. coeficientes constantes. La solucion del problema (2.199), (2.200) viene dada por (Toro, 1996):

U(x,t) = i ae, +i,8iei (2.203)

i=I+1
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donde I =I(x,t) es el maximo valor del subindice i para el cual x— A7 > 0. De esta expresion se deduce que el

salto que sufre la solucion al cruzar una onda 4, es el valor:
(AU). = (B, - e, (2.204)
donde el coeficiente (S, —,) se conoce como la fuerza de la onda i.

Para el caso en que A es una matriz 2x2, del origen salen dos ondas que viajan a una velocidad iguale a las
velocidades caracteristicas A . La solucion a la izquierda de la linea dx/dt = A, es el estado U, :

U, =ae +a,e, (2.205)
y a la derecha de dx/dt = A, es:
U, =fe +fe, (2.2006)

La cufia comprendida entre las ondas 4, y A, se conoce en la bibliografia como region estrella o Star Region, y
la solucién alli se denota con U" . Si nos desplazamos por una linea ¢ = constante desde un punto (x,,¢") situado
a la izquierda de dx/dt = A, , mientras no se cruce dicha linea se cumple x—A47<0 para ambos A, , por lo que la
solucion sera constante dada por (2.205). En el momento que se cruza la onda 4, la expresion x—A¢ pasa de
negativa a positiva. La solucion viene dada, segun (2.203), por:

U =fBe +a.e (2.207)
11 22

mientras que al cruzar la linea dx/dr =4, es la expresion x—A,¢ la que cambia de signo y la solucion viene
dada por (2.2006).

t
U*
A : 4
Regidn estrella
t*
U, NG |/ i U,
[} [}
i X
X, 0 Xp

Figura 2.20. Estructura de la solucion del problema de Riemann unidimensional

25.7.2 Relaciones integrales en el problema de Riemann

En este contexto es interesante obtener un resultado que mas adelante sera util para el desarrollo de métodos
aproximados de resolucion del problema de Riemann (segundo apartado del Capitulo 4). Para ello se consideran
dos estados iniciales U, a la izquierda y U, a la derecha y las ondas que se propagan a menor y mayor
velocidad de entre las existentes, siendo sus valores S, y S, respectivamente. La forma integral de (2.197) en

[x,,0]x[0,T] (Figura 2.21) es:
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v

Y, TS, 0 TS, X,

Figura 2.21. Volumen de integracion [, 01x[0.T] de la ley de conservacion donde S, y Sk son las velocidades
minima y maxima de propagacion de las ondas resultantes del problema de Riemann.

[ U =] U, 0)dx + jOTF(U(xL,t))dt - jOTF(U(o, £))dt (2.208)
que como el estado a la izquierda es constantes queda:

[ UGe.T)dx =—x,U, +T(F, -F,) (2.20)

siendo F, =F(U,) yF, =F(U(x =0)) . El término de la izquierda de la ecuacion anterior se puede desarrollar
como:

[ e = [ UG Tdc+ | :S U(x,T)dx = (TS, —x,)U, + Lf; U(x, T)dx (2.210)

y de estas dos ultimas expresiones se obtiene:

1 ro
F,=F,-5,U, —ﬂm U(x, T)dx (2.211)

De la misma forma, integrando sobre el volumen[0, x, ]x[0,T]:

| s,
F,=F,~S,U, +— [ UG T)dx (2.212)

2573 El problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales

La solucion del problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales consiste en dos
ondas (ondas de choque o de depresion) que emanan del origen, dependiendo de las condiciones iniciales, y mas
concretamente de si en el instante inicial las lineas caracteristicas correspondientes al mismo valor propio a cada
lado de la discontinuidad se cruzan (onda de choque) o no (onda de depresion).

En el caso de una onda de choque, los dos estados iniciales estan conectados a través de una unica

discontinuidad entre ambos lados de la cual deben cumplirse las condiciones de Rankine-Hugoniot (2.184) y la
condicion de entropia:

AU,)>S>A(U,) (2.213)
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Mientras que en el caso de la onda de depresion los dos estados a cada lado estan conectados por una transicion
suave entre los cuales se cumple la constancia de los invariantes de Riemann generalizados (porqué por tratarse
de una regidon proxima a un estado constante estaremos en una region de onda simple) y la condicion de
divergencia de caracteristicas:

AU)<AU,) (2214)

Aunque en un principio el problema de Riemann se planted para dindmica de gases entre dos estados en
equilibrio, posteriormente el término se ha aplicado para una situacion inicial dada por dos estados constantes
cualquiera, aunque no se cumplan las condiciones de Rankine-Hugoniot entre ellos, o sea practicamente
imposible conseguirlos en la realidad.

Una presentacion detallada de la formacion de frentes, resaltos hidraulicos y propagacion de ondas para las
ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, con una completa discusion de los tipos de onda posibles, se
puede encontrar en (Bateman, 1993). Aqui nos limitamos a ver la estructura geométrica de todas las soluciones
posibles del Problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales, para el casou, <u, :

1. Situ, —u, > \/g(hL +hy )(h, —hy)? /(2h, ) 1a discontinuidad inicial se descompone en dos ondas de choque

o discontinuidades fuertes (frentes de onda) que se propagan en direcciones opuestas y en un estado
constante entre ellos (Figura 2.22).

X X

Figura 2.22. Solucion del problema de Riemann 1. Solucion y caracteristicas.

2. Si u, —u, =\/g(hL +h,)(h, —hy)’ /(2h,h,) la discontinuidad inicial se mantiene propagandose hacia la

izquierda.

3. Si 2(c,—¢)<u, —u, < \/g(hL +h,)(h, —hy)’ /(2h,hy,) la discontinuidad inicial se descompone en una

discontinuidad fuerte que se desplaza hacia la izquierda y una onda de depresion limitada por
discontinuidades débiles que se propaga hacia la derecha. Entre ellas hay un estado constante. El problema
de la rotura de presa, que se trata en el apartado siguiente, es un caso particular de este con u, =u, =0

(Figura 2.23) i u, —u, =-2(c, —c, ) habra tan solo una onda de depresion propagandose hacia la derecha..

Ay A,

2
4’:

1 1 2
»X »X

Figura 2.23. Solucion del problema de Riemann 3. Solucion y caracteristicas.
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4. Siu, —u, =-2(c, —c,) habra una onda de depresion propagandose hacia la derecha (Figura 2.24).

44 4

3 2
L —p

1 2
X X

Figura 2.24. Solucion del problema de Riemann 4. Solucion y caracteristicas.

5. Si =2(c; +c¢;)<u, —u, <-2(c, —c,) habra dos ondas de depresion propagandose hacia ambos lados con
un estado constante entre ambas (Figura 2.25).

h t
1y s 2
e | A
313

’X

Figura 2.25. Solucion del problema de Riemann 5. Solucion y caracteristicas.

6. Siu, —u, <-2(c, +c,) esigual al caso anterior con la diferencia que no habra agua entre las dos ondas de
depresion.

2574 El problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant en una dimensién
aumentadas

A partir de las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales en canal rectangular (2.55), (2.56), se pueden
definir las ecuaciones de Saint Venant aumentadas (Toro, 2001) como:

iU+iF =0 (2.215)
ot dx
con:
hu
h
h2
U=|hu| ; F= hu2+g7 (2.2106)
WY hu'¥

donde ¥ es un escalar llamado escalar pasivo que pede tener distintos significados.

¥ podria ser por ejemplo la concentracion de un contaminante transportado por el flujo y la tercera fila de la
ecuacion anterior representaria la ecuacion de transporte del mismo. Por otro lado, estas ecuaciones de Saint
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Venant aumentadas coinciden exactamente con la proyeccion sobre la direccion x de las ecuaciones de Saint
Venant bidimensionales (2.46) (2.47) con término independiente nulo.

El problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales aumentadas estd definido por
(2.216) junto con

U0, x)=U,(x)=U, si x<0
. (2.217)
U@0,x)=U,(x)=U, si x>0
hL hR
U, =| hu, | ; U,=| hu, (2.218)
hL\PL hR\I;R

Su estudio es 1til para el desarrollo de esquemas numéricos para la resolucion de las ecuaciones de Saint Venant
bidimensionales mediante la técnica de los volumenes finitos, donde se resuelven las ecuaciones en forma
integral en un volumen finito a través de la resolucion del problema de Riemann en la direccion perpendicular a
cada uno de los lados que forman el contorno del volumen finito.

Para este sistema de ecuaciones los valores propios son:

As=utc ; A =u (2.219)
y los vectores propios:
1 0
e,=|utc| ; e, =|0 (2.220)
1
A A
t t

»x

X

Figura 2.26. Los cuatro posibles patrones de ondas para las ecuaciones de Saint Venant aumentadas formados
por ondas de choque (linea gruesa), ondas de contacto (linea discontinua) y ondas débiles (abanico).
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Por lo que la solucion del problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant aumentadas consiste en tres
ondas que emanan del origen, dos de ellas (no lineales) pueden ser ondas de choque o de depresion, mientras que
la tercera (lineal), asociada al escalar pasivo, es siempre una onda de contacto (Figura 2.26). Esta solucion tiene
pues la misma estructura que la de las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales vista en el apartado anterior,
con la diferencia que entre cada una de las ondas vistas anteriormente (la de la izquierda asociada al valor propio
u—c yladeladerecha au+c ) existird una onda de contacto (asociada al segundo valor propio u ).

La solucion del problema de Riemann se puede encontrar utilizando las relaciones que se deben cumplir a través
de cada una de las ondas sabiendo que los estados extremos corresponden a los estados iniciales U, yU,. A

través de una onda débil los invariantes de Riemann generalizados se mantienen constantes. Se puede ver que
esta condicion resulta en que a través de una onda débil asociada a u +¢ se cumple:

u—2c =constante ; ¥ =constante (2.221)

mientras que a través de una onda débil asociada au —c:

u+2c=constante ; ¥ =constante (2.222)

Se ha visto que para una onda de contacto las lineas caracteristicas asociadas a su valor propio son paralelas a
ambos lados de la misma, se cumple pues A,, =4,, , de manera que la velocidad de propagacion de la onda sera

precisamente u . La condicion de Rankine-Hugoniot es:
AF =uAU (2.223)
La invariancia de los invariantes de Riemann generalizados se escribird para este campo caracteristico

dh _d(hu) _d(h¥)

2224
0 0 1 ( )

de donde se obtiene que # y u se mantienen constantes a través de la onda de contacto mientras que ¥ tiene
un salto en su valor.

Para una onda de choque, al igual que para las ecuaciones de Saint Venant unidimensionales se debe cumplir la
condicion de Rankine-Hugoniot (2.184), y la condicidon de entropia que dice que las caracteristicas convergen
hacia la discontinuidad

AU, >8> A(U,) (2.225)

Como las ecuaciones de Rankine-Hugoniot son independientes del sistema de referencia, escritas para un sistema
de referencia que se mueve con la onda quedan:

AF =0AU =0 (2.226)

donde U=U- S, yI:“ = F(ﬁ), por lo que la primera y tercera ecuacion de la condicién de Rankine-Hugoniot
son respectivamente:

Ahi)=0 ; A(hi¥)=0 (2.227)

Finalmente incluyendo la primera en la tercera se obtiene que para una onda de choque A¥Y =0 o, lo que es lo
mismo, ¥ es constante a través de ella.

Asi pues la tnica diferencia entre la solucion del problema de Riemann para las ecuaciones de Saint Venant
unidimensionales, y para las mismas ecuaciones aumentadas, es la presencia de una onda de contacto que se
desplaza con velocidad u y a través de la cual el valor del escalar pasivo sufre un salto. A través del resto de
ondas ¥ se mantiene constante.
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2.5.7.5 El problema de la rotura de presa en una dimension.

El problema de la rotura de presa en una dimension equivale al problema de Riemann parau, =u, =0. La
discontinuidad inicial del problema hace que muchos esquemas clasicos de resolucion de las ecuaciones de Saint
Venant fallen, otros funcionan siempre y cuando la profundidad de agua en el lado donde es menor no sea
inferior a un cierto porcentaje del otro lado. En cualquier caso es un buen test para cualquier esquema numérico
que pretenda modelar correctamente flujos discontinuos.

La situacion inicial seria la de un canal rectangular prismatico horizontal, con una presa que separa dos partes
con agua en reposo y calados distintos: /, a la izquierda de la presa y 4, a su derecha. Suponemos el canal

indefinido y sin friccion.

Como se ha visto en el apartado anterior, la estructura del flujo es la siguiente: a la izquierda del todo queda el
estado inicial sin perturbar, que por congruencia con el apartado anterior llamaremos zona 2 (mayor calado
inicial), a continuacion, después de una discontinuidad débil, viene una zona ocupada por una onda de depresion,
que va ensanchandose y propagéndose a la izquierda a medida que transcurre el tiempo, la zona 4. La siguiente,
zona 3, es una zona de calado 4, y velocidad u, constantes, limitada por la derecha por un frente que se propaga

hacia la derecha a continuacion del cual esta la zona 1, con velocidad nula y calado inalterado u, Figura 2.28.

x=0

Figura 2.27. Estado inicial del problema de rotura de presa.

Figura 2.28. Rotura de presa a t>0. Calados y caracteristicas.
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La zona de la onda de depresion (zona 4) estd limitada por dos estados constantes, por lo que, tal como se ha
visto en 2.5.3 esta zona debe ser una region de onda simple correspondiente a las caracteristicas C~ y por lo
tanto a través de ella se cumple la constancia de los invariantes de Riemann generalizados R :

2¢, =u, +2¢, =u, +2¢, (2.228)

A través del frente, entre las zonas 3 y 1, se deben cumplir las condiciones de Rankine-Hugoniot (2.184) validas
cuando tenemos una discontinuidad fuerte, que aqui quedan:

hu, — hu, = s(h —hy) (2.229)
s W o B
(huy + g?)(}%u} + g?) = s(hu, — hyuy) (2.230)

donde § es la velocidad de propagacion del frente. Teniendo en cuenta queu, =0, h=c’ / g y operando, estas

2 2
a1 ’1+8(ij 1 (2.231)
q |2 G

dos ecuaciones quedan:

2
LS S04 1+8[ij (2.232)
¢ ¢ 4s G
que juntamente con la parte correspondiente de (2.228):
u, +2¢, =2¢, (2.233)

forman un sistema de tres ecuaciones con tres incognitasu,, ¢, y s que hay que resolver por alguin método
iterativo.

Las ecuaciones que dan la solucion en la zona 4 se obtienen de tener en cuenta que el haz de caracteristicas
rectas alli corresponde a las lineas C~ y por lo tanto cumplen la relacion x/f =u, —c, que juntamente con

(2.228) da:

2 X 1 b
u, = g(cz +7j ) Cy = §£202 —7] (2234)
2.5.7.6 El problema de la rotura de presa sobre lecho seco.

El problema de la rotura de presa sobre lecho seco se diferencia del apartado anterior en que ahora /4, =0
(Figura 2.29). En la practica, muchas veces este problema numéricamente se trata, por simplicidad, considerando

que en lugar de lecho seco existe un calado muy pequefio, pero esta aproximacion es inexacta y puede causar
problemas de estabilidad en el método numérico.

En el apartado anterior se ha visto que en la rotura de presa sobre lecho mojado existe un frente de onda que es
una onda de choque que avanza con velocidad S, en cambio Toro (Toro, 2001) demuestra que una onda de
choque no puede ser adyacente a una region de locho seco, por lo que en este caso el vance del frente no
corresponde a una onda de choque sino a una onda débil, como se muestra en la Figura 2.30. En este caso
(h, =0) la onda débil estard asociada en general al autovalor u, —c, que en este caso vale —c, y este es
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precisamente la velocidad de propagacion de su extremo izquierdo, mientras que la velocidad de propagacion del
frente mojado (extremo derecho de la onda) es en general u, +2¢, y en particular para este caso 2c, .

Recordamos que lo dicho seria en la situacion tedrica de las ecuaciones sin término independiente y por lo tanto
sin friccidn, por lo que en la realidad la velocidad de avance del frente mojado nunca sera tan grande.

A\ Ao

Figura 2.30. Rotura de presa sobre lecho seco a t>0. Calados y caracteristicas.






