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“En Física, como en las otras ciencias, puede demostrarse propter quid;
sin embargo el orden de la Ciencia quiere que se empiece por las cosas
más conocidas y fáciles y, por tanto, hay que proceder, en general, del
efecto a la causa: a posteriori, pues, conoceremos la materia, la forma y
la mayoria de las cosas, pues no podemos probarlo todo a priori”

Guillermo de Occam
Filósofo Inglés
(1295-1349/50)

........
Porque en la ciencia, como en la naturaleza, a menudo lo que funciona
es la solución más simple, la obvia.

Anónimo
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INTRODUCCIÓN

A MODO DE INTRODUCCIÓN

Al analizar el funcionamiento de las máquinas eléctricas dudamos acerca de la
elección de, uno u otro, conjunto de variables, modelos, o conjunto de parámetros.
En este trabajo se han encontrado, frecuentemente, resultados que contradicen lo
medido experimentalmente, o tiempos de cálculo muy diversos según el modelo
adoptado o el tipo de simulación realizada; cosa por otra parte lógica en un ámbito
que admite aportaciones de mejora.

La necesidad de una buena modelización actualmente se plantea como una
premisa para obtener un mejor control y un adecuado dimensionado de los
accionamientos; con este fin se aborda este trabajo determinando la secuenciación
que sigue.

En primer lugar (Capítulo 1) se repasan los antecedentes y estado actual.
Seguidamente se ha planteado  (Capítulo 2) el estudio de modelos de máquinas
asíncronas con caracterización de la saturación; existen diversos modelos que lo
posibilitan a costa de una mayor o menor dificultad de cálculo y resolución. La línea
escogida toma un modelo transformado que reduce el número de parámetros a
encontrar o estimar; en algunos de los modelos planteados se reduce la carga de
cálculo necesaria para su resolución. Asimismo se plantea el análisis de sensibilidad
de la respuesta (Capítulo 3) respecto a las variaciones de los parámetros; es
evidente que habrá parámetros que tendrán escasa influencia en la respuesta del
sistema, así como otros que influirán de forma directa e inmediata en la misma.

Una vez establecido el modelo, o modelos a utilizar, deben encontrarse los
parámetros de los mismos. Una primera parte se dedica a la determinación de
parámetros mediante ensayos fuera de línea (Capítulo 4), lo  que permite
aproximarnos a la solución deseada. La determinación de parámetros mediante
ensayos en línea y técnicas de estimación en tiempo real (Capítulo 5), junto con la
consideración, en su caso, de observadores para variables auxiliares como el flujo,
permiten cerrar el capítulo de estimación de parámetros.

La determinación de variables auxiliares como los pares electromagnético y de carga
(Capítulo 6), es el objetivo final del trabajo. La aplicación de observadores y
estimadores permite la obtención de las variables deseadas, resultando un modelo
mas preciso y exacto.

A modo de aplicación se ha obtenido un medidor de par en régimen transitorio;
aspecto colateral del trabajo que resulta relevante dado que no se dispone,
actualmente, de un medidor de par con estas características. El equipo desarrollado
se basa en un conjunto que comprende máquina de corriente continua y sistema de
control.
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Finalmente se aborda la modelización conjunta del sistema convertidor-máquina-
carga (Capítulo 7). No se pretende analizar a fondo la modelización del convertidor,
ello podría ser objeto de un estudio más específico; no obstante la influencia que
tiene el tipo de señal aplicada a la máquina, aconseja su consideración con el fin de
obtener resultados más reales que una suposición de alimentación sinusoidal
permitirían.

Se finaliza con un capítulo final de discusiones (Capítulo 8) de los resultados
obtenidos, a los que siguen aquellas aplicaciones que se entienden como mejoradas
por este trabajo, así como las pertinentes conclusiones, tal como indica el gráfico
siguiente.

Cierra el documento una relación bibliográfica (Bibliografía) relevante y un apartado
de anexos donde se añaden deducciones matemáticas prolíficas tales como las de
las ecuaciones de sensibilidad (Anexo I), el cálculo de las ganancias del observador
(Anexo II) las características de las máquinas ensayadas (Anexo III) y .el método de
los mínimos cuadrados. Aplicaciones (Anexo IV).
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LISTADO DE SIMBOLOS

Variables

Tensiones
v, u tensión (V)
v vector tensión (V) – en el sentido matricial del termino
usA, usB, usC tensión estatórica, fases a, b, c respectivamente (V)
urA, urB, urC tensión rotórica, fases a, b, c  (V)

su vector espacial de tensión estatórica; ref. fija (V)

ru vector espacial de tensión rotórica; ref. fija (V)

sgu vector espacial de tensión estatórica; ref. genérica (V)

rgu vector espacial de tensión rotórica;ref. genérica (V)

0su tensión homopolar (V)

00 , rs uu tensión homopolar estatórica, rotórica (V)
usx tensión estatórica; componente real (V)
usy tensión estatórica; componente imaginaria (V)
urx tensión rotórica; componente real (V)
ury tensión rotórica; componente imaginaria (V)

Corrientes

i corriente (A)
isA, isB, isC corriente  estatórica, fases a, b, c (A)
irA, irB, irC corriente  rotórica, fases a, b, c  (A)

si vector espacial de corriente estatórica; referencia fija (A)

ri vector espacial de corriente rotórica; ref. fija (A)

sgi vector espacial de corriente estatórica; ref. genérica (A)

rgi vector espacial de corriente rotórica; ref. genérica (A)

0si corriente homopolar (A)

00 , rs ii corriente homopolar estatórica, rotórica (A)

mgi corriente magnetizante; ref. genérica (A)

msgi corriente magnetizante estatórica; ref. genérica (A)

mrgi corriente magnetizante rotórica; ref. genérica (A)

∆i variación de corriente (A)
imx corriente magnetizante; componente real (A)
imy corriente magnetizante; componente imaginaria (A)
isx corriente estatórica; componente real (A)
isy corriente estatórica; componente imaginaria (A)
irx corriente rotórica; componente real (A)
iry corriente rotórica; componente imaginaria (A)
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Flujos

ψ flujo (Vs)
ΨsA, ΨsB, ΨsC flujo estatórico, fases a, b, c (Vs)
ΨrA, ΨrB, ΨrC flujo rotórico, fases a, b, c (Vs)

sΨ vector espacial de flujo estatórico;ref. fija (Vs)

rΨ vector espacial de flujo rotórico; ref. fija (Vs)

sgΨ vector espacial de flujo estatórico;ref. genérica (Vs)

rgΨ vector espacial de flujo rotórico; ref. genérica  (Vs)

0sΨ vector espacial de flujo  homopolar estatórico;ref. genérica (Vs)

0rΨ vector espacial de flujo homopolar rotórico; ref. genérica  (Vs)

∆ψ variación de flujo (Vs)
Ψmx flujo magnetizante; componente real (Vs)
Ψmy flujo magnetizante; componente imaginaria (Vs)
Ψm flujo magnetizante (Vs)
Ψsx flujo estatórico; componente real (Vs)
Ψsy flujo estatórico; componente imaginaria (Vs)
Ψs flujo estatórico (Vs)
Ψrx flujo rotórico; componente real (Vs)
Ψry flujo rotórico; componente imaginaria (Vs)
Ψr flujo rotórico (Vs)
ΨN flujo nominal (Vs)

Par, velocidad
Me par electromagnético, par interno (Nm)
Mc par de carga (Nm)
n velocidad de rotación (min-1)
ωr velocidad de rotación (eléctrica) (rad/s)
ωrm velocidad mecánica de rotación (rad/s)
ω, ωg velocidad genérica del sistema de coordenadas (rad/s)
θr ángulo eléctrico (rad)
θrm ángulo mecánico (rad)
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Parámetros

Eléctricos
L coef. de autoinducción (H)
Lss, Ls coeficiente de autoinducción estatórico (=Lsl+Lsm) (H)
Lrr, Lr coeficiente de autoinducción rotórico (=Lrl+Lrm) (H)
Lm coef. de inducción mútua estator-rotor (H)
Lddm coef. de acoplamiento estator-rotor; eje directo (H)
Lqqm coef. de acoplamiento estator-rotor; eje en cuadratura (H)
Ldq coef. de acoplamiento entre ejes
Lsl inductáncia de dispersión estatórica (H)
Lrl inductáncia de dispersión rotórica (H)
L’

sl inductáncia de dispersión estatórica; modelo Γ(II) (H)
L’

rl inductáncia de dispersión rotórica; modelo Γ(I) (H)
L’

m inductáncia mútua; modelos Γ(I), Γ(II) (H)
L(i) inductáncia dinámica (H)
Lm(i) inductáncia estática (H)
Ls0, Ls0 coef. autoinducción homopolar estatórico, rotórico (H)
[M] matriz de acoplamiento
[Ms], [Mr], [Msr] matriz de acoplamiento estatórico, rotórico, estator-rotor
Ms, Mr coeficiente de inducción mútua estatórico, rotórico (H)
Rs, rs resisténcia estatórica (fase) (Ω)
Rr, rr resisténcia rotórica (fase) (Ω)
Rs0, Rr0 resistencia homopolar estatórica, rotórica (Ω)

Mecánicos

J momento de inercia (kgm2)
ρ coeficiente de rozamiento (Nm/rad/s)

Constructivos

D diámetro en el entrehierro (m)
l longitud axial (m)
Ns, Nr número de espiras equivalentes por fase de estator, rotor
P,p pares de polos
δ espesor del entrehierro (m)
σsl, σrl coef. de dispersión del estator, rotor
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Saturación

a relación de reducción estator-rotor
a1, a2, a3, a, b,
n, m coeficientes característicos de la función de saturación

f(i) función de saturación
g(Ψ) función de saturación
I* corriente en p.u.
IN corriente para la cual se obtiene el flujo nominal ΨN (A)
iµc corriente coercitiva (A)
iµsat corriente de saturación (A)
ka,kb, kc, kd, ke parámetros característicos de la modelización del ciclo de

histéresis
ψr flujo remanente (Vs)
ψsat flujo de saturación (Vs)
ψ* flujo en p.u.

Modelización del convertidor

fci función de conexión del interruptor i
fg(k,t) función generatriz muestreada
F matriz de funciones de conexión
Fc(s) función de transferéncia para la función generatriz de conversión
F0 matriz de funciones de conexión en conducción discontinua
Fr matriz reducida de funciones de conexión
Ge vector de magnitudes a conmutar (Vs Is)

T

Gm vector de magnitudes conmutadas (Vm Im)T

ici corriente que atraviesa el interruptor i (A)
ic corriente a conmutar (A)
Is, Im vectores de corrientes (V)
mg función generatriz de conversión
mij funciones compuestas de conversión
Mi matriz reducida de funciones compuestas de conversión para

corrientes
Mr matriz de conversión (generalizada)
Mu matriz reducida de funciones compuestas de conversión para

tensiones
nj funciones simples de conversión
Rcv matriz relación de conversión entre funcion de conexión y
vc tensión a conmutar (V)
vci tensión entre bornes del interruptor i (V)
V0 vector tensión en régimen discontinuo (V)
Vs, Vm vectores de tensiones (V)
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Ecuaciones de estado; observadores; identificación

A matriz del sistema
B, Be, Bm matriz de entradas
C,Cs matriz de observación
D, De, Dm matriz de transferencia directa
e(k) error de medida
F matriz del sistema (tiempo discreto)
G matriz de entrada (tiempo discreto)
h período de muestreo
K(k) ganancia del algoritmo de adaptación
K ganancia del observador
ksx, ksy, krx, kry ganancias del observador
P(λ) polinomio característico
P(k) matriz de covariancias
Wo matriz de observabilidad
X vector de estados
Y vector de salidas
y(k) conjunto de medidas
^ todas las variables que llevan circunflejo son observadas
δ operador delta
ϕ(k) conjunto de funciones consideradas para la identificación
θ vector de parámetros a estimar
γ ganancia del observador
ε error

Sensibilidad

γj
k sensibilidad de la variable de estado k respecto del parámetro j

σj
k sensibilidad de la variable de salida k respecto del parámetro j

p0 vector de parámetros

Varios

C capacidad (F)
PFe perdidas en el hierro (W)
Pvacio perdidas en vacío (W)
Qµ potencia magnetizante (var)
RFe resistencia de pérdidas en el hierro (Ω)
Xµ reactancia magnetizante (Ω)
Zb impedancia equivalente en vacio (Ω)
Zcc impedancia de cortocircuito (rotor frenado) (Ω)
α relación entre pérdidas y potencia magnetizante
ϕ desfase tensión-corriente (º)
µ angulo formado por el vector corriente magnetizante respecto el

eje de referencia (º)
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Constantes

a, a2 operadores vectoriales de giro 120º y 240º respectivamente
µ0 permeabilidad del vacio (= 4π10-7 H/m)
π 3.1415926535
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1. ANTECEDENTES Y ESTADO ACTUAL

En los últimos años el aumento de las aplicaciones con control de velocidad y/o
posición de las máquinas eléctricas, ha puesto de manifiesto la necesidad de
modelización del conjunto convertidor+máquina+carga accionada y del estudio en
detalle del algoritmo de control aplicado.

Actualmente las investigaciones apuntan a la minimización del número de sensores
para la realización del control de las máquinas eléctricas. La determinación de una o
más variables de estado no mensurables, incluye el tópico relacionado con la
determinación de los parámetros del modelo de máquina: resistencias, inductancias
y su nivel de saturación, presente en mayor o menor medida en todos los regímenes
de funcionamiento de la misma.

Por otra parte, los mejores conocimientos en teoría de control y la aplicación de
algoritmos y técnicas de control no lineal (adaptativo, optimo, etc.), requieren una
elevada exactitud en el conocimiento de los parámetros en juego para lograr una
convergencia adecuada a la solución correcta.

Modelos

La transformación de la energía en un convertidor electromecánico es un fenómeno
de estructura compleja que comprende aspectos electromagnéticos, mecánicos y
térmicos; la imbricación de los mismos introduce  grandes dificultades tanto en su
concepción y calculo como en la predeterminación de su comportamiento. Para
describir el fenómeno físico se recurre a modelos.

El modelo es una estructura conceptual que sugiere un marco de ideas para
conjuntos de descripciones, de otro modo no estructuradas, que promueven la
inteligibilidad del fenómeno real. Explicar la realidad de un fenómeno físico puede
realizarse mediante modelos distintos, aunque siempre los resultados del modelo
diferirán del fenómeno real; ya que si no fueran diferentes la estructura original seria
observacionalmente obvia; esta diferencia se reduce con la utilización de técnicas
descriptivas más refinadas.

Podemos considerar dos clases de modelos en el ámbito de las máquinas eléctricas:

• Modelos Físico – matemáticos, basados en la formulación del campo
electromagnético a partir de las ecuaciones de Maxwell y su resolución por
técnicas numéricas del tipo elemento finito o diferencia finita. Se utilizan
principalmente en el cálculo y diseño así como en el estudio del comportamiento
de las máquinas eléctricas.

• Modelos Paramétrico – físicos, basados en la formulación concentrada de los
parámetros electromagnéticos. Son utilizados principalmente para el estudio del
comportamiento de las máquinas y dispositivos eléctricos.
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Además en cualquier máquina o dispositivo eléctrico existen unas variables externas
cuyas magnitudes son de fácil y económica medida (tensión, corriente, velocidad),  y
otras internas no mensurables (flujo, par).

El estudio lleva a la determinación del modelo, o modelos, a utilizar en función del
control y/o método de determinación de los parámetros deseado, así como la
definición del conjunto de los mismos, sus valores nominales, las leyes de variación
que los afectan y el efecto sobre otras magnitudes de interés. Es evidente que,
dadas las aplicaciones a considerar, se tendrán en cuenta los modelos del segundo
tipo. Asimismo al considerar que todas las máquinas trabajan en régimen de
saturación ha de tenerse en cuenta el estudio y caracterización de la misma.

La consideración de funciones del tipo Ψ = ϕ ( )i - saturación (figura 1)- resulta de
interés para valorar los efectos de  la saturación en la respuesta del sistema y la
variabilidad de los parámetros correspondientes a los modelos. En casos especiales,
un modelo linealizado de la máquina y un control más complejo pueden dar una
mejor solución al problema.

0

0 , 2

0 , 4

0 , 6

0 , 8

1

1 , 2

1 , 4

0 1 0 2 0 3 0 4 0

Figura 1 Ψ = ϕ ( )i

En la literatura se encuentran dos tipos de modelos:

• Basados en técnicas de orientación del campo, lo que limita la validez de dicho
modelo.

• Basados en las expresiones generales pero asumiendo el conocimiento del resto
de variables del modelo y usualmente sin indicar como se han obtenido las
características, aspecto primordial de cara a su aplicación.

Ambas formulaciones dan solución en casos particulares (básicamente para
simulación de respuestas únicamente); los modelos que se plantearan
seguidamente no presentan ninguna limitación en cuanto a su aplicación, ya que se
han formulado de forma que el sistema resultante no necesite la resolución de una
restricción algebraica, hecho que invalida el modelo para su aplicación en tiempo
real.
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La modelización del comportamiento del elemento accionador (convertidor, red)
debe ser tratada con especial dedicación; la aplicación de señales con alto contenido
armónico y variaciones bruscas de valor conlleva la consideración de las no
linealidades en el comportamiento de la máquina.

Métodos. Observación y estimación de estados

La determinación de los parámetros puede realizarse mediante medidas externas
(modelos de función o matriz de transferencia), a partir de señales tipificadas, o del
estudio del servicio y comportamiento frente a variaciones de consigna; lo que lleva
a descripciones de tipo circuital para el comportamiento del sistema. También puede
hacerse a partir del estudio de la distribución del campo en la máquina (modelos en
elementos finitos - EF). En cada caso debe valorarse la aproximación realizada y las
limitaciones de cada método. En [Brule 00] se plantea la equivalencia de resultados
entre los modelos basados en EF y los resultantes de la formulación circuital sobre
la base de establecer el control de la máquina. Al ser el objetivo final el control del
sistema, este trabajo se basará exclusivamente en modelos de tipo circuital.

Una vez establecido el método, o métodos más adecuados para la determinación de
los parámetros, debe determinarse el conjunto, o conjuntos, de modelos
considerados para su aplicación a la estimación y/o observación de los estados o
magnitudes no mensurables del modelo y su viabilidad para la realización del control
de la máquina.

El deficiente conocimiento de los parámetros de la máquina y las soluciones
adoptadas, cuando existen,  tiene unas implicaciones en el control evidentes que se
comprueba por el gran número de publicaciones actuales sobre el tema, así como
por la necesidad de complicar el algoritmo de control para obviar, o minimizar, los
efectos de las desviaciones respecto a los valores nominales supuestos de los
parámetros.

El conocimiento del modelo de funcionamiento del conjunto convertidor+máquina
accionada+carga, permitirá detectar, y/o prevenir, los funcionamientos anómalos del
sistema. El seguimiento de la evolución de las variables de estado de  interés puede
permitir un mantenimiento preventivo del sistema accionado, así como la detección
de averías de funcionamiento, y de la modificación del algoritmo de control
resultante para la optimización del punto de trabajo del sistema según criterios a
determinar.
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Aplicaciones. Equipo para la medida del par en régimen transitorio

Un aspecto clave en la tesis ha sido la determinación del par. Pero,

¿ Cómo determinar que el par calculado mediante un observador es el
correcto?

Una solución es contrastar el par calculado con el medido mediante un medidor de
par en régimen  transitorio; la no-disponibilidad del mismo junto con su elevado coste
hace que nos planteemos el cómo medir el par, lo cual nos lleva al desarrollo de un
equipo para la imposición del par de carga deseado, junto con su obtención a partir
de las medidas procedentes de una máquina de corriente continua controlada en
corriente. El resultado final es un equipo que permite ensayar cualquier
accionamiento con la posibilidad de imponer una ley de variación arbitraria del par
de carga aplicado, junto con la obtención por cálculo del par accionador en el eje del
sistema.

PALABRAS  CLAVE

Máquina de inducción, Modelos con saturación,  Sensibilidad de los modelos,
Determinación de parámetros, Mínimos cuadrados, Observadores adaptativos,
Observador del par, Medida del par en régimen transitorio, Modelización del
convertidor, Funciones de conexión, Funciones de conversión.
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2. Modelos para la máquina asíncrona con consideración de la saturación

En el desarrollo de cualquier modelo debe partirse de unas hipótesis básicas que
limitan el alcance del mismo.

θr

Figura 1 Máquina eléctrica elemental

Las ecuaciones de la máquina asíncrona (figura 1) expresadas en la referencia
natural son las siguientes:
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Ψ Ψ

Ψ Ψ

Ψ Ψ

;

(1)

Si tomamos como punto de partida las siguientes consideraciones que, en su caso,
se verán alteradas o eliminadas:

- permeabilidad del hierro infinita
- no-existencia de armónicos de campo
- ancho del entrehierro despreciable
- construcción simétrica

estamos definiendo una determinada idealización de la máquina.

Si se considera la relación entre flujos y corrientes para el caso ideal anterior:
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(2)
juntamente con la ecuación del movimiento mecánico:

dt

d
P

dt

d
JMM rm

rmrmr
rm

ce

θ
ωθθ

ω
=⋅==− ;; (3)

donde:

smsls LLL += ; rmrlr LLL += ; 2/sms LM −= ; 2/rmr LM −= ;

rmsmsr LLM ⋅=

rmcagac MM ωρ ⋅+= (4)

El modelo descrito es complejo y de difícil resolución: han de resolverse 8
ecuaciones diferenciales no lineales de coeficientes variables en el tiempo; además
debe invertirse una matriz [M] de orden 6 para cada incremento de tiempo.

A partir de la definición de vector espacial [Kovacs 84]:
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( )scsbsas iaiaii ⋅+⋅+= 2

3

2
(5)

se pueden obtener las siguientes expresiones para el estator y rotor, según una
referencia genérica:

sggsgsgssg j
dt

d
iRu Ψ⋅⋅+Ψ+⋅= ω (6)

rgrgrgrgrrg j
dt

d
iRu Ψ⋅−⋅+Ψ+⋅= )( ωω (7)

En el caso que exista componente homopolar, debe añadirse la siguiente ecuación:
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(8)

juntamente con las ecuaciones del par y de equilibrio mecánico:

M P ie rg rg= − ⋅ ⋅ ×
3

2
Ψ (9)

rmrce
rm PMM

dt

d
J ωω

ω
⋅=−=⋅ ; (10)

El circuito equivalente correspondiente a las ecuaciones anteriores, es el siguiente;

Rs j ωgΨ Lsl

Lm

Lrl
j(ωg- ωr ) Ψ

Rr

urgusg

isg irgimg

sg rg

Figura 2 Esquema para el régimen transitorio.
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Los parámetros del modelo referidos al estator, partiendo de las simplificaciones
aceptadas, y de acuerdo con las dimensiones geométricas, son:

πδ
µ

πδ
µ

πδ
µ

⋅
⋅⋅⋅

⋅⋅=⋅=







=

⋅
⋅⋅⋅

⋅=
⋅

⋅⋅⋅
⋅=

D
NNML

N

N

L

L

D
NL

D
NL

rssrm
r

s

rm

sm

rrmssm

l

ll

0

2

0202

3

2

3
;

2
;

2

(11)

L L L L Lss s sm s m= + ⋅ = +l l

3

2
 ; L L L L Lrr r rm r m= + ⋅ = +l l

3

2

En caso de despreciar la saturación, se pueden plantear las siguientes
equivalencias:

sgmrgrrrgrgmsgsssg iLiLiLiL ⋅+⋅=Ψ⋅+⋅=Ψ ; (12)

rgrsg
m

rg

mrgsgsrg
m

sg

msg

sgssrgsgmmgrgsgmg

ii
L

iii
L

i

iLiiLiii

⋅++=
Ψ

=⋅++=
Ψ

=

⋅=Ψ+⋅=Ψ+=

)1(;)1(

;)(; lg

ll

l

σσ

(13)

El modelo, basado en la máquina idealizada, es válido siempre que no exista
saturación, o bien en el caso en que esta no tenga un efecto relevante en la
respuesta del sistema:

- trabajo en régimen permanente

- trabajo a flujo constante

Modelización de los efectos de la saturación

La consideración de la saturación del núcleo magnético conlleva la sustitución de la
relación lineal:

iL ⋅=ψ

por otra que incluya la posibilidad de modificación de las inductancias con la
corriente, como puede verse en la expresión que sigue:

iiL ⋅= )(ψ (14)
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En el desarrollo de las expresiones de la derivada del flujo, aparecerán dos
términos:

dt

di

di

idL
i

dt

di
iL

dt

iiLd

dt

d
⋅⋅+⋅=

⋅
=

)(
)(

))((ψ
(15)

Al primer coeficiente se le denomina inductancia estática:

i

i
iLm

)(
)(

ψ
= (16)

Al segundo se le llama inductancia dinámica:

Ψ
Ψ

=
Ψ

=

d

didi

id
iL

)(
1)(

)( (17)

Si se considera la característica de saturación de la figura 3, la inductancia estática,
para un punto cualquiera, corresponde a la pendiente de la recta que une el origen
con dicho punto, es decir:

OA

OB
Lm = (18)

mientras que la dinámica se corresponde con:

i
L

∆
∆

=
ψ

(19)

De las expresiones anteriores, se deduce que la inductancia estática es superior a la
dinámica, es decir LLm >

0

1

corriente

F
lu

jo

B

A

∆ Ψ
∆ i

Figura 3 Definición de inductancia dinámica y estática.
En la figura 4 se muestran ambas.
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0  0 , 5  1  1 , 5  2

c o r r i e n t e

In
d

u
ct

án
ci

a

L m L

Figura 4 inductancia estática (Lm) y dinámica (L).

En este caso la relación (12) debe expresarse como sigue:

)()(

)(;)(

mmm

mmrgrlrgmmsgslsg

ifi

iiLiiL

=Ψ

Ψ+⋅=ΨΨ+⋅=Ψ
(20)

relación fundamental ya que liga el flujo estatórico y rotórico con el flujo común en el
entrehierro de la máquina y con las corrientes que recorren los devanados (a partir
de la caracteristica de saturación )( mm iΨ ).

Asimismo la relación (13) entre corrientes puede expresarse como:

)( mm
rl

mr

sl

ms

mrs

gi
LL

iii

Ψ==
Ψ−Ψ

+
Ψ−Ψ

=+

(21)

Dado que el estado magnético de la máquina es global, solo pueden ser
relacionados el flujo total en el entrehierro (Ψm) mediante la corriente de
magnetización im que es proporcional a la capa de corriente en el entrehierro.

La ecuación (21) traduce la restricción algebraica más importante que aparecera en
la modelización que sigue. Para el caso lineal esta puede deshacerse y sustituirse
en las ecuaciones de estado que modelizan la máquina, sean cuales sean las
variables de estado consideradas. En los casos que consideraremos existen
conjuntos de variables de estado en los que esta simplificación no es posible; estos
modelos NO pueden ser considerados útiles a efectos de control ya que para cada
intervalo de cálculo debe resolverse una ecuación algebraica NO lineal, en la que no
es posible indicar a priori el tiempo de resolución de la misma.

Modelización de los efectos de la saturación. Consideración de
diversos conjuntos de variables de estado.
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La aplicación de las consideraciones anteriores al modelo de la máquina, lleva al
siguiente conjunto de ecuaciones para el estator y el rotor:

sggsgsgssg j
dt

d
iRu Ψ⋅⋅+Ψ+⋅= ω (22)

rgrgrgrgrrg j
dt

d
iRu Ψ⋅−⋅+Ψ+⋅= )( ωω (23)

juntamente con la ecuación mecánica:

M P ie rg rg= − ⋅ ⋅ ×
3

2
Ψ (24)

rmrce
rm PMM

dt

d
J ωω

ω
⋅=−=⋅ ; (25)

Se introducen relaciones para la saturación de la forma:

iaiaarctanaif ⋅+⋅⋅==Ψ 321 )()( (26)

o bien:
n

NNN

bag
I

i








Ψ
Ψ

⋅+







Ψ
Ψ

⋅=Ψ= )( (27)

se obtienen expresiones para las inductancias, del tipo:

3
21 )(

a
i

iaarctana
Lm +

⋅⋅
= (28)

o bien:






















Ψ
Ψ

⋅+







Ψ
Ψ

⋅⋅

Ψ
=

n

NN
N

m

baI

L (29)

igualmente, para la inductancia dinámica:

32
2

21

)(1
a

ia

aa
L +

⋅+
⋅

= (30)






















Ψ
Ψ

⋅⋅+
Ψ

⋅

=
−1

1
n

NN
N nb

a
I

L (31)

Variables de estado corrientes de estator y rotor. Modelo 1.

Si se desarrollan las expresiones anteriores separando parte real e imaginaria, se
llega a:
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iAMvM
dt

di
⋅⋅−⋅= −− 11 (32)

con
( )t

ryrxsysx uuuuv = ( )t
ryrxsysx iiiii = (33)





















+⋅−⋅−
+⋅−−⋅−−

⋅+⋅
⋅−+⋅−

=

rrlmrgmrg

rlmrgrmrg

mgsslmg

mgslmgs

RLLL

LLRL

LRLL

LLLR

A

)()(0)(

)()()(0

0)(

0)(

ωωωω
ωωωω

ωω
ωω

(34)





















+
+

+
+

=

qqmrldqqqmdq

dqddmrldqddm

qqmdqqqmsldq

dqddmdqddmsl

LLLLL

LLLLL

LLLLL

LLLLL

M (35)

µµ

µµ

µµ

sinLLL

LsinLL

sinLLL

mdq

mqqm

mddm

⋅⋅−=

⋅+⋅=

⋅+⋅=

cos)(

cos

cos
22

22

(36)   
m

m
m

m

m

i
L

di

d
L

Ψ
=

Ψ
= ; (37)

mx

my

i

i
tan =µ (38) )( mm if=Ψ (39)

2222 ; mymxmmymxm iii +=Ψ+Ψ=Ψ (40)

mymmymxmmx

rysymyrxsxmx

iLiL

iiiiii

⋅=Ψ⋅=Ψ

+=+=

;

;

(41)

En el modelo anterior, aparecen unos coeficientes de autoinducción Ldq que
representan el efecto de la saturación cruzada debido a la interacción entre
flujos de ejes. Si se desprecia la saturación L = Lm desaparece el termino
cruzado. Obsérvese que ello supone tener un termino adicional en las
ecuaciones de cada eje, debido a la corriente que circula por la bobina
correspondiente al otro eje. La dificultad del método estriba en que el conjunto
de ecuaciones algebraicas no lineales que definen el modelo debe resolverse
para cada incremento de tiempo ralentizando, de esta forma, el proceso de
cálculo.

Variables de estado los flujos de estator y rotor. Modelo 2.
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Eligiendo, como variables de estado, otro conjunto de variables puede simplificarse
la resolución del sistema anterior. En el caso de considerar como variables los flujos
de estator y rotor, se llega al siguiente conjunto de ecuaciones:

sxg
sl

mysy
ssysy

syg
sl

mxsx
ssxsx

L
Ru

dt

d

L
Ru

dt

d

Ψ⋅+
Ψ−Ψ

⋅−=Ψ

Ψ⋅−
Ψ−Ψ

⋅−=Ψ

ω

ω

(42)

rxrg
rl

myry
rryry

ryrg
rl

mxrx
rrxrx

L
Ru

dt

d

L
Ru

dt

d

Ψ⋅−+
Ψ−Ψ

⋅−=Ψ

Ψ⋅−−
Ψ−Ψ

⋅−=Ψ

)(

)(

ωω

ωω

(43)

Ecuaciones que, formalmente, son más sencillas que las obtenidas a partir del
conjunto de variables corrientes, pero a las que falta añadir una restricción
algebraica sobre los flujos:

)(
11

mm
rlsl

m
rl

rg

sl

sg
gi

LLLL
Ψ==








+⋅Ψ−

Ψ
+

Ψ
(44)

n

N

m

N

m
m

N

m bag
I

i








Ψ
Ψ

⋅+







Ψ
Ψ

⋅=Ψ= )( (45)

conjunto de ecuaciones implícitas que se deben  resolver para cada paso de
cálculo!.

Separando partes real e imaginaria, se llega a:

m

mx
mymx

m

mx
mmx

rlsl
mx

rl

rx

sl

sx ggi
LLLL Ψ

Ψ
⋅Ψ+Ψ=

Ψ
Ψ

⋅Ψ==







+⋅Ψ−

Ψ
+

Ψ
)()(

11 22 (46)

m

my
mymx

m

my
mmy

rlsl
my

rl

rx

sl

sy ggi
LLLL Ψ

Ψ
⋅Ψ+Ψ=

Ψ

Ψ
⋅Ψ==








+⋅Ψ−

Ψ
+

Ψ
)()(

11 22 (47)

Si se intenta resolver el conjunto de ecuaciones resultante de otra forma, por
ejemplo, a partir de la consideración de la inductancia estática función del flujo, con:

mmmm iL ⋅Ψ=Ψ )( (48)
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se obtiene:









Ψ

++

Ψ
+

Ψ

=Ψ

)(

111

mmrlsl

rl

rg

sl

sg

m

LLL

LL
(49)

también se llega a una ecuación implícita que debe resolverse para cada paso
de cálculo.

Esto, actualmente, no es una gran limitación; existen poderosos programas de
cálculo y resolución de sistemas para el caso de un conjunto de ecuaciones
diferenciales sometidas a una restricción algebraica (MATLAB, SIMULINK, PSPICE,
VISSIM, etc.). El problema subyacente es la inaplicabilidad del método para realizar
el control de la máquina en tiempo real: no podemos definir el tiempo de cálculo del
algoritmo porque ignoramos el tiempo que invertirá el programa en resolver la
ecuación implícita anterior, peor aún, no sabemos si la solución encontrada será
correcta o única.
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Variables de estado la corriente de estator y el flujo magnetizante. Modelo 3.

Tras muchas transformaciones algebraicas, se llega al conjunto de ecuaciones
siguiente:
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(50)

Donde:
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(51)

además, deben calcularse las derivadas siguientes:

my

y

mx

y

my

x

mx

x
gggg

Ψ∂

∂

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

Ψ∂
∂

,,, (52)

obsérvese la complejidad del modelo resultante. En este caso, no debe
resolverse ninguna ecuación implícita para cada paso de cálculo; sin embargo
el modelo es muy complicado.
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Variables de estado las corrientes de estator y el flujo del rotor. Modelo 4.

Las ecuaciones resultantes son las que siguen:

rr
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mr
rr

r

m
m

sslss
s
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ru
dt

d

j
dt

d
iLjru
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ωω

ωω
(53)

sometidas a las siguientes restricciones:
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m
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srsmm

if
dt

d
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d
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ifiifif
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(54)

aplicando como ejemplo al primer caso de aproximación por saturación:
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m 1

1

32

2
2

21 (56)

resulta una función y una ecuación diferencial implícitas que deben ser resueltas
para cada paso de cálculo.

Es un modelo realmente difícil de resolver.
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Variables de estado la corriente de estator y la magnetizante. Modelo 5.

Después de muchas transformaciones algebraicas, se obtiene:
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donde:

m

m

m

m

i
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L
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∂
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=
∂
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=
)(

)(

(58)

resulta un modelo complicado pero resoluble.
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Modelos simplificados.

La resolución de los modelos anteriores se puede simplificar considerando una série
de hipótesis adicionales:

• Saturación dependiente únicamente de las componentes del propio eje, es decir:

)();(

)();(

myymymxxmx

myymymxxmx

gigi

ifif

Ψ=Ψ=

=Ψ=Ψ
(59)

Este método puede parecer poco ortodoxo, pero puede dar una solución a los
modelos anteriores en que era preciso resolver una ecuación algebraica para cada
paso de cálculo. Además, se puede plantear que las funciones representantes de la
saturación tengan coeficientes distintos para cada eje.

• Consideración de un modelo de la máquina que tenga menos parámetros. Este
caso se verá en el apartado que sigue. El método, además, permite la valoración
experimental de los parámetros desconocidos.

Modelos con saturación dependiente de las componentes del propio eje.

Variables de estado corrientes de estator y rotor. Modelo 6

Tras muchas transformaciones algebraicas, se obtiene:

)(11 Ψ⋅Ω+⋅⋅+⋅= −− iAMvM
dt

di
(60)
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( )t
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mymx ΨΨ=Ψ (62)
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my

my

my
mx

mx
mx di

d
L

di

d
L

Ψ
=

Ψ
= (66)

)();( myymymxxmx ifif =Ψ=Ψ (67)

rysymyrxsxmx iiiiii +=+= ; (68)

el cual resulta manejable.

Variables de estado los flujos de estator y rotor. Modelo 7.
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Ecuaciones que, formalmente, son más sencillas que las obtenidas a partir del
conjunto de las variables de estado corriente, pero a las que hace falta añadir una
restricción algebraica sobre los flujos:
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ecuaciones implícitas que se deben  resolver para cada paso de cálculo.
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo magnetizante. Modelo 8.

Después de varias transformaciones algebraicas, se llega al siguiente conjunto de
ecuaciones:
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Donde:
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además, deben calcularse las derivadas siguientes:

my

y

mx

x
gg

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

, (75)

Obsérvese la complejidad del modelo resultante. En este caso no debe
resolverse ninguna ecuación implícita para cada paso de cálculo pero, sin
embargo, el modelo es muy complejo.
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Variables de estado la corriente del estator y  el flujo del rotor. Modelo 9.

Las ecuaciones resultantes, son las que siguen:
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(76)

con:

)();( myymymxxmx ifif =Ψ=Ψ (77)

deben calcularse las siguientes derivadas:

my

y

mx

x

di

df

di

df
; (78)

Es un modelo realmente difícil.
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 10.

Tras varias transformaciones, se llega a:
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donde:
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resulta un modelo complicado pero resoluble.
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Modelos en T y en ΓΓ.

Dada la imposibilidad práctica de separar la determinación de los fenómenos
inductivos de estatorl y rotor, resulta conveniente plantear un cambio de variables
que elimine una de las componentes del esquema equivalente (Lsl o Lrl). Designando
por a la relación de reducción de rotor a nuevo estator equivalente, se pueden
escribir las siguientes equivalencias:

rrrgrg
rg

rg RaRa
a

i
i ⋅=Ψ⋅=Ψ= 2''' ;; (81)

Este cambio de variable mantiene el balance de potencias [Bargalló 96].

mm

rgsgm

rgsgmsgslsg

LaLcon

iiL

iaiLiL

⋅=

+⋅=

⋅+⋅+⋅=Ψ

'

''

'

)(

)(

(82)

)( ''''

'2'2'

rgsgmrgrl

rgmsgmrgrlrg

iiLiL

iLaiLaiLa

+⋅+⋅=

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=Ψ
(83)

( )mmrrl LLLaaL −+⋅⋅= )(' (84)

( )mmslsl LaLLL ⋅−+=' (85)

Eligiendo adecuadamente el valor de la relación a, se puede eliminar un parámetro.

Haciendo 
m

ss

L

L
a = , se obtiene el esquema de la figura 5 en el que se ha eliminado la

inductancia de dispersión estatórica. A este modelo se le denominará tipo Γ(I).

Figura 5  Modelo en Γ(I).

Para  
r

m

L

L
a =  se elimina la inductancia de dispersión rotórica (figura 6). A este

modelo se le denominará tipo Γ(II).
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Figura 6 Modelo en Γ(II).

Mediante estos modelos, con un parámetro menos, es más sencillo resolver el
problema de la caracterización de la saturación.[P24], [P26].
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Modelos tipo ΓΓ(I). Cancelación de Lsl.

En este caso el flujo estatórico se identifica con el de magnetización:

ms Ψ=Ψ (86)

 Variables de estado las corrientes de estator y rotor. Modelo 11.

iAMvM
dt

di
⋅⋅−⋅= −− 11 (87)

con:
( )t

ryrxsysx uuuuv = ( )t
ryrxsysx iiiii = (88)
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(91)
m

m
m
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i
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di

d
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Ψ
=

Ψ
= (92)

mx
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i
tan =µ (93) )( mm if=Ψ (94)

2222 ; mymxmmymxm iii +=Ψ+Ψ=Ψ (95)

mymmymxmmx

rysymyrxsxmx

iLiL

iiiiii

⋅=Ψ⋅=Ψ

+=+=

;

;
(96)

El sistema sigue siendo de resolución complicada.
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Variables de estado los flujos de estator y rotor. Modelo 12.

Una vez simplificadas, las ecuaciones quedan de la siguiente forma:

rr
rl

sr
rr

r

ss
rl

rs
ss

s

j
L

ru
dt

d

jg
L

ru
dt

d

Ψ⋅−⋅−






 Ψ−Ψ
⋅−=

Ψ

Ψ⋅⋅−







Ψ+

Ψ−Ψ
⋅−=

Ψ

)(

)(

ωω

ω

(97)

que una vez desarrolladas se representan de la siguiente manera:
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con:

( )

( )
















Ψ⋅
















Ψ

Ψ+Ψ
⋅+

Ψ

Ψ
⋅⋅=

Ψ

Ψ
⋅Ψ=Ψ

















Ψ⋅
















Ψ

Ψ+Ψ
⋅+

Ψ
Ψ

⋅⋅=
Ψ
Ψ

⋅Ψ=Ψ

−

−

syn
N

n

sysy

N

sy

N
s

sy

ssy

sxn
N

n

sysx

N

sx
N

s

sx
ssx

baIgg

baIgg

2

1
22

2

1
22

)()(

)()(

(99)

Si se compara con el modelo 2, este resulta mucho más sencillo ya que no es
necesaria la resolución de una ecuación algebraica para cada paso de
integración.
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Variables de estado la corriente de estator y el flujo magnetizante. Modelo 13.

Después de algunas operaciones algebraicas, se llega al conjunto de ecuaciones
que sigue:
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Donde:
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además, deben calcularse las derivadas:
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En este caso, no debe resolverse ninguna ecuación implícita para cada paso
de cálculo pero, sin embargo, el modelo es de gran complejidad.
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Variables de estado las corrientes de estator y el flujo del rotor. Modelo 14.

Las ecuaciones resultantes, son las que siguen:
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donde:
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y deben calcularse las derivadas siguientes:

my

y

mx

y

my

x

mx

x
gggg

Ψ∂

∂

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

Ψ∂
∂

,,, (105)

Es un modelo realmente complicado.
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante.  Modelo 15.

Después de transformaciones algebraicas, se llega a:
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donde:
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resulta un modelo complicado pero resoluble.
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Modelos tipo ΓΓ(II). Cancelación de Lrl.

En este caso, el flujo rotórico se identifica con el de magnetización:

mr Ψ=Ψ (108)

Variables de estado las corrientes del estator y rotor. Modelo 16.

Después de varias transformaciones elementales se llega a:

iAMvM
dt

di
⋅⋅−⋅= −− 11 (109)

con:
( )t

ryrxsysx uuuuv = ( )t
ryrxsysx iiiii = (110)
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m
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Ψ
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mx

my

i

i
tan =µ (115) )( mm if=Ψ (116)

2222 ; mymxmmymxm iii +=Ψ+Ψ=Ψ (117)
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Modelo de complejidad similar al nº 1.
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Variables de estado los flujos del estator y rotor. Modelo 17.

Una vez simplificadas, las ecuaciones quedan  de la siguiente manera:

rrr
sl

rs
rr

r

s
sl

rs
ss

s

jg
L

ru
dt

d

j
L

ru
dt

d

Ψ⋅−⋅−







Ψ−

Ψ−Ψ
⋅−=

Ψ

Ψ⋅⋅−






 Ψ−Ψ
⋅−=

Ψ

)()( ωω

ω

(119)

que una vez desarrolladas se representan como siguen:
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con:
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Si se compara con el modelo 2, este resulta mucho más sencillo ya que no es
necesaria la resolución de una ecuación algebraica para cada paso de
integración.
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Variables de estado la corriente de estator y el flujo magnetizante. Modelo 18.
Variables de estado la corriente de estator y el flujo de rotor. Modelo 19.

Tras varias operaciones algebraicas, se llega al siguiente conjunto de ecuaciones:
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Donde:
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Obsérvese la relativa simplicidad del modelo resultante.
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 20.

Después de varias transformaciones elementales, se llega a:
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donde:
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Resulta un modelo complicado pero resoluble.
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Modelos tipo ΓΓ(I) (Lsl = 0) sin consideración de la saturación
cruzada.

En este caso, el flujo estatórico se identifica con el de magnetización:

ms Ψ=Ψ (126)

Variables de estado las corrientes del estator y rotor. Modelo 21.

Tras varias operaciones algebraicas se llega a:
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dt
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con:
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my

my

my
mx

mx
mx di

d
L

di

d
L

Ψ
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Ψ
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)();( myymymxxmx ifif =Ψ=Ψ (134)

rysymyrxsxmx iiiiii +=+= ; (135)

que resulta un modelo muy  manejable.
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Variables de estado los flujos del estator y rotor. Modelo 22.

Una vez simplificadas las ecuaciones quedan:
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que una vez desarrolladas se representan de la siguiente forma:
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Este modelo resulta muy simple y sencillo de calcular.
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo magnetizante. Modelo 23l

Después de algunas transformaciones algebraicas, se llega al siguiente conjunto de
ecuaciones:
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Donde:
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además, deben calcularse las derivadas siguientes:
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo del rotor. Modelo 24.

Las ecuaciones resultantes, son las que siguen:
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donde:
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y deben calcularse las derivadas siguientes:
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Es un modelo complicado.

Además deben resolverse las siguientes ecuaciones implícitas:

( )
( )sysyyrlrysy

sxsxxrlrxsx

igL

igL

−Ψ⋅−Ψ=Ψ

−Ψ⋅−Ψ=Ψ
)(

)(
(145)



CAPÍTULO 2. MODELOS DE MÁQUINAS ASÍNCRONAS CON CONSIDERACIÓN DE LA SATURACIÓN                                          36

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 25.

Después de  muchas operaciones algebraicas, se llega a:
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donde:
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Resulta un modelo complicado pero resoluble.
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Modelos tipo ΓΓ(II) (Lrl = 0) sin consideración de la saturación
cruzada.

En este caso, el flujo rotórico se identifica con el de magnetización:

mr Ψ=Ψ (148)

Variables de estado las corrientes del estator y rotor. Modelo 26.

Después de varias transformaciones algebraicas, se llega a:
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dt
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con:
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ryrxsysx iiiii = (150)
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)();( myymymxxmx ifif =Ψ=Ψ (156)

rysymyrxsxmx iiiiii +=+= (157)

que resulta un modelo manejable.
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Variables de estado los flujos del estator y rotor. Modelo 27.

Una vez simplificadas, las ecuaciones quedan de la siguiente manera:
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que una vez desarrolladas se representan en la siguiente forma:
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con:
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Si se compara con el modelo 2, este resulta mucho más sencillo ya que no es
necesaria la resolución de una ecuación algebraica para cada paso de
integración.
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo magnetizante. Modelo 28.
Variables de estado la corriente del estator y el flujo de rotor. Modelo 29.

Tras muchas transformaciones algebraicas, se llega al siguiente conjunto de
ecuaciones:
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Donde:
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Obsérvese la relativa simplicidad del modelo resultante.
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 30.

Después de muchas transformaciones algebraicas se llega a:
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donde:
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Resulta un modelo complicado pero resoluble.
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Modelos basados en la orientación del campo.

Si se considera el eje de rotación girando a velocidad ωg y concordante con el vector
representativo del flujo, o corriente magnetizante, este tendrá una componente
única:

i i jm mx= + ⋅ 0 (165)

rysyrxsxm iiiii +=+= 0; (166)

La ventaja de esta transformación es doble:

- Reducción del sistema original de quinto orden a uno de cuarto orden
- La saturación puede expresarse en función de una única componente:

)();();( mmmmmm giihLif Ψ===Ψ (167)

según el conjunto de variables elegidas.

Como contrapartida debe calcularse la velocidad para cada instante de tiempo
considerado y pued,en existir problemas de arranque de la simulación.

Variables de estado las corrientes del estator y rotor. Modelo 31.

Las ecuaciones de la máquina, expresadas en la nueva referencia vienen dadas por:
















⋅

















−⋅−−
⋅−−+⋅−

⋅−

+















=
















⋅





















+⋅+++⋅+

+⋅++⋅++

rx

sy

sx

rrlr

msmsl

sls

rx

sy

sx

rx

sy

sx

rxsx
im

m
mslrxsx

im

m
m

sl

rxsx
im

m
mrxsx

im

m
msl

i

i

i

rL

LrLL

Lr

u

u

u

i

i

i

dt

d

ii
d

dL
LLii

d

dL
L

L

ii
d

dL
Lii

d

dL
LL

0)(

)(

0

)(0)(

00

)(0)(

ωω
ωω

ω

(168)

donde la velocidad de los ejes viene determinada a partir de la siguiente expresión:
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Variables de estado los flujos del estator y rotor. Modelo 32.

Las ecuaciones transformadas quedan de la siguiente manera:
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conjuntamente con la siguiente restricción algebraica:
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y la expresión para la determinación de la velocidad indicada a continuación:
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo magnetizante. Modelo 33.

Después de algunas operaciones algebraicas, se llega a:
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(173)
junto con la expresión para el cálculo de la velocidad:
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo del rotor. Modelo 34.
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junto con:
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 35.
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conjuntamente con:
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Modelos de control por orientación del campo. Transformación tipo
ΓΓ(I). Cancelación de Lsl.

Variables de estado las corrientes del estator y rotor. Modelo 36.

Después de alguna transformación, se llega a:
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junto con:
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Resulta un modelo muy sencillo y conceptualmente claro.

Variables de estado los flujos del estator y rotor. Modelo 37.

Una vez simplificadas las ecuaciones, quedan:
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junto con:
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Este modelo resulta muy simple y sencillo de calcular.

Variables de estado la corriente del estator y el flujo magnetizante. Modelo 38.

Después de algunas transformaciones, se llega a:
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Junto con:
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que también resulta muy sencillo.
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo del rotor. Modelo 39.

Se llega a:
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junto con:
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 40.

Se obtiene:
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junto con:
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Modelos de control por orientación del campo. Transformación tipo
ΓΓ(II). Cancelación de Lrl.

Variables de estado las corrientes del estator y rotor. Modelo 41.

Las ecuaciones transformadas conducen al siguiente sistema:
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donde la velocidad de los ejes viene determinada a partir de la siguiente expresión:
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Variables de estado los flujos del estator y rotor. Modelo 42.
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junto con:
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Variables de estado la corriente del estator y el flujo magnetizante. Modelo 43.
Variables de estado la corriente del estator y el flujo de rotor. Modelo 44.

Después de algunas transformaciones algebraicas, se llega a:
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juntamente con la expresión para el cálculo de la velocidad:
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Variables de estado las corrientes del estator y magnetizante. Modelo 45

Finalmente, se obtienen las siguientes ecuaciones:
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junto con:
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Resumen comparativo de los distintos modelos.

Modelo Ecuaciones
implícitas o
algebraicas

Derivadas de funciones
de la saturación

Variables no mensurables
(Necesidad de observador de

estados)
0 (lineal) NO NO SI (variable según el conjunto de
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1 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( ryrx ii ;

2 SI NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

3 NO

my

y

mx

y

my

x

mx

x
gggg

Ψ∂

∂

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

Ψ∂
∂

,,, mymx ΨΨ ;

4 SI SI
ryrx ΨΨ ;

5 NO

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( mymx ii ;

Modelos sin consideración de la saturación cruzada.

6 NO

my

my

my
mx

mx
mx di

d
L

di

d
L

Ψ
=

Ψ
= ryrx ii ;

7 SI NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

8 NO

my

y

mx

x
gg

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

, mymx ΨΨ ;

9 NO

my

y

mx

x

di

df

di

df
; ryrx ΨΨ ;

10 NO
my

myy

my

y

mx

mxx

mx

x

i

ih

i

L

i

ih

i

L

∂

∂
=

∂

∂

∂
∂

=
∂
∂ )(

;
)(

mymx ii ;



CAPÍTULO 2. MODELOS DE MÁQUINAS ASÍNCRONAS CON CONSIDERACIÓN DE LA SATURACIÓN                                          51

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

Modelos tipo ΓΓ(I). Cancelación de Lsl. Consideración de la saturación cruzada.

11 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( ryrx ii ;

12 NO NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

13 NO

my

y

mx

y

my

x

mx

x
gggg

Ψ∂

∂

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

Ψ∂
∂

,,, mymx ΨΨ ;

14 NO

my

y

mx

y

my

x

mx

x
gggg

Ψ∂

∂

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

Ψ∂
∂

,,, ryrx ΨΨ ;

15 NO

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( mymx ii ;

Modelos tipo ΓΓ(II). Cancelación de Lrl. Consideración de la saturación cruzada.

16 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( ryrx ii ;

17 NO NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

18 NO NO
mymx ΨΨ ;

19 NO NO
ryrx ΨΨ ;

20 NO

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( mymx ii ;

Modelos tipo ΓΓ(I). Cancelación de Lsl. Sin consideración de la saturación
cruzada.

21 NO

my

my

my
mx

mx
mx di

d
L

di

d
L

Ψ
=

Ψ
= ryrx ii ;

22 NO NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

23 NO

my

y

mx

x
gg

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

, mymx ΨΨ ;

24 SI

my

y

mx

x
gg

Ψ∂

∂

Ψ∂
∂

, ryrx ΨΨ ;

25 NO

my

my

my

y

mx

mx

mx

x

myymxx

i

ih

i

L

i

ih

i

L

ihLihL

∂

∂
=

∂

∂

∂
∂

=
∂
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==

)(
;

)(

)();(
mymx ii ;
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Modelos tipo ΓΓ(II). Cancelación de Lrl. Sin consideración de la saturación
cruzada.

26 NO

my

my

my
mx

mx
mx di

d
L

di

d
L

Ψ
=

Ψ
= ryrx ii ;

27 NO NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

28 NO NO
mymx ΨΨ ;

29 NO NO
ryrx ΨΨ ;

30 NO

my

my

my

y

mx

mx

mx

x

myymxx

i

ih

i

L

i

ih

i

L

ihLihL

∂

∂
=

∂

∂

∂
∂

=
∂
∂

==

)(
;

)(

)();(
mymx ii ;

Modelos basados en la orientación del campo.

31 SI

m

m

di

dL
ryrx ii ;

32 SI NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

33 SI

md

dg

Ψ
mymx ΨΨ ;

34 SI

mdi

df
ryrx ΨΨ ;

35 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( mymx ii ;

Modelos basados en la orientación del campo. Modelos tipo ΓΓ(I). Cancelación
de Lsl.

36 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( ryrx ii ;

37 SI NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

38 SI

md

dg

Ψ
mymx ΨΨ ;

39 SI

mdi

df
ryrx ΨΨ ;

40 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( mymx ii ;
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Modelos basados en la orientación del campo. Modelos tipo ΓΓ(II). Cancelación
de Lrl.

41 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( ryrx ii ;

42 SI NO
ryrxsysx ΨΨΨΨ ;;;

43 SI NO
mymx ΨΨ ;

44 SI NO
ryrx ΨΨ ;

45 SI

m

m

m
m i

ih

i

L
ihL

∂
∂

=
∂
∂

=
)(

);( mymx ii ;

Conclusiones.

A la vista de los resultados y debido a la necesidad de determinar los parámetros de
la forma más sencilla posible, se pueden deducir las siguientes consideraciones:

• La ecuación (21) traduce la relación entre corriente de magnetización y flujo total
en el entrehierro. Para el caso lineal esta relación o RESTRICCIÓN
ALGEBRAICA puede deshacerse y sustituirse en las ecuaciones de estado que
modelizan la máquina, sean cuales sean las variables de estado consideradas.
En los casos que consideraremos existen conjuntos de variables de estado en
los que esta simplificación no es posible; estos modelos NO pueden ser
considerados útiles a efectos de control ya que para cada intervalo de cálculo
debe resolverse una ecuación algebraica NO lineal, en la que no es posible
indicar a priori el tiempo de resolución de la misma.

• Los modelos que no consideran la saturación cruzada resultan más sencillos de
resolver y más prácticos para su inclusión dentro de algoritmos de determinación
de parámetros.

• Los modelos simplificados (tipo Γ), resultan aún más sencillos de tratamiento.

• En relación a la caracterización y determinación de los parámetros los modelos
tipo Γ (I) resultan mas interesantes ya que la caracterización de la saturación es
más sencilla

De las consideraciones anteriores, se deduce que los modelos más adecuados de
cara a los objetivos perseguidos, son los nº 21 a 25. Dentro de estos el modelo nº
24 no resulta adecuado debido a la restricción algebraica que presenta.
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Los modelos nº 23 y nº 25, resultan complejos de resolución. Finalmente queda la
comparación entre los modelos nº 21 (con variables de estado las corrientes del
estator y rotor) y nº 22 (con variables de estado los flujos del estator y rotor). En los
capítulos que siguen, se detalla el uso de tales modelos para la determinación de los
parámetros, tanto en tiempo real como mediante ensayos fuera de línea.
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3. Sensibilidad

Los modelos considerados en el capítulo anterior presentan ciertas características
que hacen que resulten muy afectados por las variaciones de los parámetros; de tal
manera que simulaciones sobre la misma máquina realizadas con diferentes
modelos pueden dar resultados discrepantes y tiempos de cálculo muy distintos.
Para analizar el problema, se debe evaluar la sensibilidad tanto estática (en régimen
permanente) como dinámica.

El análisis de las funciones de sensibilidad, permite estimar los errores en las salidas
ante variaciones de los parámetros, así como su influencia en la respuesta global del
sistema.

Un modelo menos sensible a las variaciones de los parámetros, será más útil para la
realización de algoritmos de control y, a su vez, se pondrá en evidencia que
parámetros son más delicados en su valoración posterior. En los capítulos que
siguen se realiza la identificación en tiempo real de los parámetros de los modelos;
si los parámetros en juego afectan poco a la respuesta del sistema, este resulta muy
robusto y, por tanto, se pueden admitir discrepancias en su valoración respecto el
valor nominal o exacto, según el caso.

Ecuaciones de sensibilidad de un sistema dinámico  [Eslami 94],
[Rosenwasser 00].

Dado un sistema cualquiera, descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales:

),,,(

)(;),,,( 0
0

putxgy

xtxputxf
dt

dx
o

=

==
(1)

y el sistema, con parámetros desviados de su valor nominal:

0
0 )(),,,( xtxputxf

dt

dx == (2)

El cambio de los valores del vector de estados debido a la variación de los
parámetros, viene dado por:

pptp
p

x
ptx

p

∆⋅=∆⋅





∂
∂=∆ ),(),( 0

0

γ (3)

Igualmente, para la función de salida:

pptp
p

y
pty

p

∆⋅=∆⋅





∂
∂=∆ ),(),( 0

0

σ (4)
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Las ecuaciones de sensibilidad del sistema, pueden plantearse como:

• Funciones de sensibilidad de las variables de estado respecto a la variación de
los parámetros:

00 pp p

f

x

f

dt

d






∂
∂+⋅







∂
∂= γγ

(5)

• Funciones de sensibilidad de las salidas respecto a la variación de los
parámetros:

00 pp p

g

x

g






∂
∂+⋅







∂
∂= γσ (6)

Si el número de variables de estado es N, M el de salidas y P el de parámetros, la

matriz γ tiene dimensiones NxP, la matriz jacobiana 






∂
∂
x

f
NxN, la matriz jacobiana

0p
p

f






∂
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NxP, la matriz σ MxP, el jacobiano 
0px

g







∂
∂

MxN y el jacobiano 
0p

p

g






∂
∂

MxP.

Valores de sensibilidad en régimen permanente

En régimen permanente, se cumplirá que:

0=
dt

dγ
(7)

entonces:

0
00

=
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∂+⋅
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∂

p

RP
p p

f

x

f γ (8)

00

1

ppRP p

f

x
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∂
∂⋅







∂
∂−=

−

γ (9)

suponiendo que la matriz jacobiana no sea singular.

Los valores de la sensibilidad para las variables de salida se expresan como:

00 p
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g
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∂
∂= γσ (10)
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Aplicación al caso de una bobina saturada.

Supongamos el caso de una bobina saturada alimentada a partir de una fuente de
tensión.

u

i

Ψ

r

Figura 1. Modelo de bobina saturada.

las ecuaciones que gobiernan el sistema, son las siguientes:

n

NNN

ba
I

i
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dt

d
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(11)

que expresadas en formato normalizado conducen a:



















Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅⋅=



















Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅⋅⋅−=Ψ

n

NN
N

n

NN
N

baIi

baIru
dt

d

(12)
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El sistema a resolver, es el siguiente:
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(18)

La resolución del sistema para U = 311 V; R = 0.942 Ω; a = 0.48; b = 0.52;




 ==Ψ AIWb NN 330;927.1 ha dado los resultados reflejados en las figuras

siguientes:
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Figura 2. Corriente en la bobina.

Figura 3. Flujo.

Figura 4. )(taγ .
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Figura 5. )(tbγ .

Figura 6. )(trγ .

Figura 7. )(taσ .
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Figura 8. )(tbσ .

Figura 9. )(trσ .

De ellas se deduce lo siguiente:

- El flujo resulta poco afectado por las variaciones de los parámetros. A
continuación se pueden observar los valores máximos de la sensibilidad del
mismo:

30.0;52.0;02.0 −=



∂
Ψ∂−=




∂
Ψ∂−=




∂
Ψ∂

maxmaxmax rba
(19)

que referido al valor unitario, es decir:

N

Nx

X

p

p

x
S ⋅

∂
∂=α (20)

lleva a los siguientes resultados:

146.0;140.0;398.4 −=−=−−= ΨΨΨ
rba SSES (21)

Los parámetros que afectan más al flujo son la resistencia y el factor b del polinomio
(lo cual era de esperar, dado que tiene más peso específico).
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- La corriente es mucho más sensible a la variación de los parámetros. Tomando
como representativos los valores máximos, se llega a:

330;170;2.6 −=
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(22)

referidos al valor unitario:

942.0;267.0;301.9 −==−= i
r

i
b

i
a SSES (23)

Si se desean encontrar los valores en régimem permanente después de alguna
manipulación, se llega a:

00

1

αα

γ 





∂
∂⋅







∂
∂−=

−

p

f

x

f
RP (24)















































Ψ
Ψ⋅⋅−







Ψ
Ψ⋅⋅−



















Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅⋅−

⋅







Ψ

Ψ⋅⋅+
Ψ

⋅⋅⋅
=

−

n

N
N

N
N

n

NN
N

n
N

n

N
N

RP

Ir

Ir

baI

bnaIr
11

1γ (25)











































Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅⋅−

=















































Ψ
Ψ⋅







Ψ
Ψ⋅+















































Ψ
Ψ⋅⋅−







Ψ
Ψ⋅⋅−



















Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅⋅−

⋅=
0

0

0
1

n

NN

N

n

N
N

N
N

n

N
N

N
N

n

NN
N

RP

ba
r

I

I

I

Ir

Ir

baI

r
σ

(26)

obsérvese que los valores en régimen permanente coinciden con los calculados a
partir de la resolución del conjunto de ecuaciones diferenciales anteriores.

Atendiendo a lo anterior, resulta mucho más atractivo realizar el planteamiento en
función de las ecuaciones del flujo en vez que de las de corriente, ya que las
modificaciones en los parámetros suponen una menor variación de respuesta.
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Aplicación a las ecuaciones de la máquina asíncrona.

Se trata de considerar, para los diversos modelos descritos, las incidencias de las
variaciones de los parámetros y, dadas las limitaciones que presentan los modelos y
de acuerdo con los objetivos perseguidos, nos limitaremos a los casos tipo Γ(I) sin
consideración de la saturación cruzada (modelos 21 y 22).

Las variables de interés siempre serán las propias variables de estado, y el par
electromagnético será considerado como una salida del sistema. Adicionalmente, en
algunos casos, puede ser necesario considerar el flujo como una variable de salida
de interés.

Modelo nº 21.

Se puede expresar lo siguiente:

( )t
rryrxsysx iiiix ω= (27)

( )t
ryrxsysx Mcuuuuu = (28)

( )t
rlrs aaJLRRp 21ρ= (29)

( )t
esysx My ΨΨ= (30)

definiendo las siguientes funciones de sensibilidad de las variables de estado:
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(31)

y  la sensibilidad de las variables de salida:
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Los gráficos que siguen, detallan los resultados para la máquina nº 2 (en el Anexo III
se recogen las características de las máquinas utilizadas en la tesis).
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Modelo nº 22.

En este caso:
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rryrxsysxx ωΨΨΨΨ= (33)
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ryrxsysx Mcuuuuu = (34)
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rlrs baJLRRp ρ= (35)

( )t
esysx Miiy = (36)

definiendo las siguientes funciones de sensibilidad de las variables de estado:
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y  la sensibilidad de las variables de salida:

















=
∂
∂

b
M

a
MM

J
M

L
M

r
M

r
M

b
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

b
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

eeee

rl

e

r

e

s

e

sysysysy

rl

sy

r

sy

s

sy

sxsxsxsx

rl

sx

r

sx

s

sx

p

y

σσσσσσσ
σσσσσσσ
σσσσσσσ

ρ

ρ

ρ

(38)

Los gráficos que siguen, detallan los resultados obtenidos para la máquina nº 2.
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Conclusiones.

En el anexo II, se encuentran las ecuaciones desarrolladas obtenidas mediante la
utilización del programa MAPLE-V. A partir de las ecuaciones calculadas en MAPLE,
se genera un fichero compatible con FORTRAN 90, que enlaza con los programas
de simulación desarrollados en SIMNON v 2.0, lo que permite obtener las funciones
de sensibilidad deseadas.

Las tablas que siguen, resumen los valores máximos de las sensibilidades para cada
caso considerado, así como los valores unitarios de los mismos.

Tabla I.a. Sensibilidades máximas. Modelo nº21

Rs Rr Lrl J ρρ a1 a2

isx 78 -64 -850 -1010 -175 10000 -30000
isy 1120 100 -1.05e6 710 80 110000 -115000
irx -70 65 800000 1010 180 -9800 -30000
iry -80 -100 1.05e6 -700 -80 11800 38000
ωωr -32 100 -1.05e6 1550 200 -10000 -28000

ΨΨsx 0.85 -0.15 -7500 -2.2 -0.15 62 390
ΨΨsy 0.80 0.12 8000 2.2 -0.2 100 380
Me 800 -160 -3e6 -2900 -500 90000 -150000

Tabla I.b. Sensibilidades unitarias. Modelo nº21

Rs Rr Lrl J ρρ a1 a2

isx 1.31 -2.49 -0.39 -3.48 -0.26 414 -311
isy 18.78 3.89 -351 2.45 0.12 4557 -1193
irx -1.17 2.53 267 3.48 0.26 -406 -311
iry -1.34 -3.89 502 -2.42 -0.12 489 394
ωωr -0.04 0.28 -25.7 0.39 0.02 -30.4 -21.3

ΨΨsx 0.25 -0.10 -44.2 -0.13 -3.9e-3 45.2 71.2
ΨΨsy 0.23 0.08 47.1 0.13 -5.2e-6 72.9 69.4
Me 6.18 -2.87 -463 -4.6 -0.34 1720 -718
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Tabla II.a. Sensibilidades máximas. Modelo nº22

Rs Rr Lrl J ρρ a b
ΨΨsx 0.70 -0.170 32 2 0.09 0.042 0.2
ΨΨsy 0.70 0.12 -40 1.6 0.17 0.040 0.16
ΨΨrx 0.56 0.40 -140 -9 -1.1 0.038 0.14
ΨΨry -0.42 -0.81 150 7 0.51 -0.042 0.14
ωωr 35 65 -25000 -1600 -140 4.5 -13
isx 61 -61 18000 1200 140 12 17
isy 790 100 -14900 -800 -50 -14 -140
Me 1000 -180 -60000 3300 420 42 -250

Tabla II.b. Sensibilidades unitarias. Modelo nº22

Rs Rr Lrl J ρρ a b
ΨΨsx 0.21 -0.12 0.18 0.12 0.0023 8.6e-4 0.097
ΨΨsy 0.21 0.08 -0.23 0.09 0.0044 0.019 0.049
ΨΨrx 0.16 0.27 0.82 -0.55 -0.028 0.018 0.043
ΨΨry -0.12 -0.55 0.88 0.42 0.013 -0.021 0.043
ωωr 0.043 0.18 -0.61 -0.41 -0.015 9.15e-3 -0.017
isx 1.02 -1.02 6.02 4.14 0.20 0.33 0.30
isy 13.2 3.89 -4.98 -2.76 -0.07 -0.39 -2.48
Me 7.73 -3.23 -9.26 5.25 0.28 0.53 -2.04

A partir de los resultados anteriores, se pueden extraer las siguientes
consideraciones:

• Las corrientes resultan igualmente afectadas por las variaciones de rs y rr en
ambos modelos.

• La sensibilidad de las mismas es mayor a las variaciones de Lrl; además el
modelo nº21 resulta mucho más sensible (observése la diferencia de escala entre
ambas gráficas).

• Las variaciones en el momento de inercia J, y en el coeficiente de rozamiento ρ,
repercuten de forma similar en ambos modelos.

• Las variaciones en los parámetros que definen las funciones de saturación (a1 y
a2 para el modelo nº 21; a y b para el modelo nº 22) influyen de forma mucho
más significativa en el primer modelo (nº 21).
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Respecto a la velocidad ωr :

• Ambos modelos presentan un comportamiento similar; no obstante, el primer
modelo presenta discrepancias mayores para todos los parámetros
considerados, en especial los que caracterizan la saturación.

Respecto a los flujos:

• El modelo nº 22, es mucho menos sensible a las variaciones de los parámetros
que el nº 21.

Respecto al par electromagnético:

• Ambos modelos resultan muy sensibles a las modificaciones de Lrl (menos en el
modelo nº 22) y a las variaciones del momento de inercia (de nuevo, menor en el
modelo nº 22).

• Respecto a los parámetros que caractgerizan la saturación, el modelo polinomial
considerado en el caso nº 22, resulta menos problemático que el modelo
arcotangente.

Como conclusión final, el modelo polinomial que caracteriza la saturación, resulta
menos influyente que el de Langevin y, por tanto, será el que se considerará para su
implementación en la determinación de los parámetros en tiempo real.
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4. Obtención de los parámetros por ensayos  fuera de línea

Como paso previo a la obtención de los parámetros en tiempo real se plantea la
obtención de los mismos a partir de ensayos en régimen permanente. A partir de los
ensayos en vacío y cortocircuito puede plantearse la obtención de los parámetros
necesarios para la modelización de la máquina.

Los parámetros a obtener son los correspondientes al esquema equivalente en T:
resistencias e inductancias de dispersión, estatóricas y rotóricas, la inductancia de
magnetización, y la resistencia de pérdidas en el hierro.

Ensayos a potencia útil nula

A partir del esquema de la figura:

M
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A

A

A

V

n

Figura 1. Esquema general para los ensayos.

válido para ambos ensayos, se obtienen los parámetros del circuito equivalente del
motor.

Usg
Isg

Irg
Im

Figura 2. Modelo en T (R.P.)

A partir del esquema equivalente para el ensayo en vacío, se puede considerar
para deslizamiento relativo d→0 que:
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resultando dos ecuaciones con tres incógnitas Xµ, RFe i Xs (Rs puede ser medida a
priori). Considerando la relación entre pérdidas magnéticas y potencia magnetizante,
se establece la siguiente restricción:
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(3)

El parámetro α, es típico para cada clase de material magnético y varia en función
del nivel de saturación alcanzado. El parámetro α tiene unos valores típicos que
oscilan entre α = 0.1 ÷ 0.5; se debe escoger iterativamente el que hace converger el
sistema a un resultado razonable.

Para una plancha de acero al silicio, (calidad 1,2 W/kg a TB 1ˆ =  – excitación
sinusoidal 50 Hz) presentada como ejemplo, se obtienen los valores siguientes:

Tabla I. Pérdidas para plancha de acero al silicio

B (%) P (W) Q(var) α
30 0,12 0,24 0,5
40 0,20 0,4 0,51
50 0,3 0,64 0,47
60 0,42 0,96 0,44
70 0,56 1,55 0,36
80 0,73 3 0,24
90 0,94 9,6 0,1
100 1,2 35 0,034
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Figura 3. Pérdidas (P), Potencia de magnetización (Q), parámetro α

Teniendo en cuenta la variabilidad de α con el punto de trabajo, se debería obtener
una combinación de parámetros Xs, RFe para cada régimen de funcionamiento.

Reordenando las ecuaciones anteriores, se llega a las dos ecuacuines siguientes:
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Ecuaciones que permiten obtener Xs, RFe y α.

Para el ensayo en cortocircuito (d = 1), se puede considerar el siguiente conjunto de
ecuaciones:
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que unidas a las relativas al ensayo en vacío, permiten valorar el conjunto de
parámetros del modelo.

Las desventajas del método anterior se esperaban despues de analizar las
suposiciones que se han hecho, y que resultan:

- Válidas si conocemos el tipo de material empleado en la construcción de la
máquina.

- Válidas únicamente para el punto de trabajo nominal o en sus proximidades.

Una aportación interesante es que permite la valoración independiente de las
inductancias de dispersión estatórica y rotórica sin tener que realizar suposiciones
arriesgadas respecto a su valoración (del tipo Xs ≈ Xr ).

Para la máquina nº 2, se obtiene el siguiente conjunto de parámetros:

Ω=Ω=

Ω=Ω=Ω=Ω==

65.26;369.0

;30.1;24.1;86.0;5.176;151,0

µ

α

XR

XXRR

s

srrFe

que resultan validos para puntos de trabajo cercanos al nominal.

Si se considera el ensayo en carga de la misma se obtiene  la siguiente tabla de
errores:

Tabla 2. Ensayo en carga.
N(min-

1)
I(calc)(A) I(exp)(A) ErrorI(%) P(calc)(W) P(exp.)(W) ErrorP(%)

1498 8.25 9.40 12.53 1117 1172 4.72
1475 9.95 10.5 5.45 3789 3920 3.35
1461 11.45 12.7 10.04 5359 5840 8.23
1413 17.61 18.9 7.18 10018 10560 5.13
1373 23.43 23.6 0.72 13936 14240 2.14
1368 24.14 24.8 2.66 14380 14900 3.49

El método anterior, modeliza de forma sencilla la máquina. Los resultados obtenidos
aconsejan su utilización para la obtención de valores iniciales de los parámetros, o
para la modelización en estudios muy simplificados como, por ejemplo, el
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comportamiento en régimen permanente y para zonas de trabajo próximas a la
nominal (zonas de saturación constante).

Con el fín de eliminar posibles variaciones debidas al efecto pelicular, se han
realizado los ensayos a rotor frenado de la máquina alimentada a frecuencia
reducida (5 Hz) obteniéndose un resultado similar al del ensayo a rotor frenado
realizado a 50 Hz.

Una dificultad del método recae en la forma de realizar las medidas: errores
pequeños en la determinación de la velocidad llevan a resultados totalmente
incongruentes. En nuestro caso se obtienen errores muy elevados si se realiza la
medida de velocidad medieante dinámo tacómetrica; realizando la medida con
medios más sofisticados, tales como una lampara estroboscópica, se obtienen
resultados mejores.

Modelización de la saturación.

La modelización de las características de saturación se puede realizar a partir de
dos puntos de vista distintos:

• Consideración de modelos del tipo de Jiles-Atterton, complejos y difíciles de
caracterizar experimentalmente [Jiles 98].

• Caracterización a partir de la aproximación funcional de curvas de saturación.

Para las aplicaciones de control como las que nos ocupan, el segundo punto de
vista resulta más adecuado ya que permite una aproximación suficiente.

Se consideran aproximaciones del tipo:

iaiaarctanaif ⋅+⋅⋅==Ψ 321 )()( (6)

o bien:
n

NNN

bag
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donde n = 3,5, 7, 9, 11, ........
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El primer tipo de aproximaciones, tiene su génesis en la teoría de Langevin sobre el
campo magnético en el interior de materiales magnéticos. El segundo tipo, es un
caso particular de la aproximación mediante polinomios.

Caracterización mediante polinomios [ Justus 91].

Si se considera el modelo anterior y una curva de saturación como la que se
representa en la figura 4, se encuentra que el parámetro a se puede obtener a partir
de la pendiente inicial de la curva:
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(8)

Experimentalmente, se puede valorar a partir de medidas sobre la curva de
saturación o, en el caso de no disponer de ella, a partir de la respuesta al escalón
de la bobina en consideración. En efecto si se considera una bobina conectada a
una fuente de tensión de valor nominal, se cumple que:

irU
dt

d
N ⋅−=

Ψ
(9)
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Figura 5. Modelo bobina saturada
para t = 0:
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Por otra parte de la gráfica del flujo en función del tiempo  hallamos que:
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Para t →∞, i = IN; 2tU NN ⋅=Ψ=Ψ , se cumple que:
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además:

ab −= 1 (14)

La principal dificultad del método anterior es la no disponibilidad de Ψ(t). A partir de
la característica de saturación, expresada en valores por unidad, y la construcción
gráfica de la figura 8, se  obtienen los datos anteriores (a, b y m).

Ψ *

Figura 8. Construcción gráfica para caracterización de saturación
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Además se cumple que:
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Aplicación a la caracterización de la curva de saturación de un transformador.

La caracterización de modelos que tengan en cuenta la saturación, puede realizarse
a partir del trabajo en vacío de un transformador. Si se supone la resistencia de la
bobina despreciable, una estimación del flujo Ψ puede obtenerse a partir de la
expresión:

Ψm
mU

=
ω

(17)

con Um valor máximo de la tensión, Ψm valor máximo del flujo y ω = 2⋅π⋅f, válida en
régimen sinusoidal permanente. Una vez realizado el ensayo, la consideración de
relaciones entre el flujo Ψ y la corriente i, como las anteriores:

n
bai *** ψψ ⋅+⋅= (18)

donde: 

i
i

IN N

* *;= =ψ
ψ

ψ
(19)

con IN, ΨN valores nominales respectivos, o:

)( 21 iaarctana ⋅⋅=ψ (20)

consigue una caracterización a partir de ensayos realizados fuera de línea con
errores mínimos. El trabajo sigue la metodología explicada anteriormente para
determinar los coeficientes a, b y n según la construcción de la figura anterior y los
resultados experimentales de la Tabla 3.

• Transformador monofásico 220/380 V, 1.3 kVA, 5.9/3.5 A, Pj = 40 W, Po = 18 W,
R1 = 0.942 Ω, R2 = 1.202 Ω ; Ψm = 0.99 Wb;
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Tabla 3. Ensayo en vacío
Ψ* 0 0.26 0.30 0.35 0.38 0.43 0.48 0.52 0.56 0.60 0.65 .70
I* 0 0.16 0.17 0.18 0.19 0.21 0.23 0.25 0.27 0.29 0.31 0.33

Ψ* 0.73 0.78 0.82 0.86 0.92 0.95 1.00 1.03 1.08 1.13 1.16
I* 0.37 0.41 0.47 0.56 0.67 0.82 1.00 1.24 1.47 1.76 2.11

 A partir de la construcción gráfica sobre la figura anterior, se obtienen los
parámetros buscados:

a =  0.48 ; b = 0.52 ; m = 0.22

81.7
52.022.0
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=

⋅
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=
⋅
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=

bm
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se elige: n = 7
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La aplicación de expresiones del tipo arctan() presenta la dificultad de determinación
de los parámetros, ya que estos se presentan como coeficientes de funciones en
una forma no afín con los parámetros desconocidos, lo que lleva a la consideración
de técnicas de mínimos cuadrados generalizados. Para el caso anterior, se obtiene
la siguiente función de Langevin:

ψ * *. ( . )= ⋅ ⋅0805 2 9258arctan i (23)

consiguiendo la tabla 4 de errores. Obsérvese que  en la aproximación polinomial,
conseguida a partir del trazado gráfico sobre la figura, existen zonas con error
excesivo. En cambio la aproximación de Langevin, obtenida a partir del método de
mínimos cuadrados, logra una mejor aproximación si se exceptuan puntos
localizados.

Tabla 4. Errores calculados para cada punto experimental
Errp (%) - 21,97 15,23 6,48 3,69 1,04 -1,50 -1,98 -2,88 -4,33 -8,87 -14,80
ErrLan (%) - -35,64 -23,92 -11,56 -7,54 -3,20 0,60 2,18 3,83 5,54 8,71 11,64

Errp (%) -10,23 -13,60 -11,33 -6,02 -9,21 0,11 0,00 8,55 4,11 -0,33 3,96
ErrLan (%) 8,97 9,55 7,47 4,20 3,78 0,30 0,01 -1,80 -0,11 1,71 2,08
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Figura 9. Comparación  Polinomio y Langevin

Para cada caso y en función de las aplicaciones y el conjunto de variables
analizado, se considerará un conjunto u otro de funciones para la modelización de la
saturación.

Aplicación a la modelización de características de saturación para la máquina
asíncrona.

El modelo clásico en "T" del motor de inducción, se transforma en otro de la misma
forma con un parámetro menos; mediante ensayos en vacío y en cortocircuito y
mediciones auxiliares, son determinados los parámetros Rs, R'r, L'r y Lm,
localizándose en este último los efectos de saturación. A todos los efectos, se
considerará el elemento Rfe, representativo de las pérdidas en el hierro, como
añadido a las pérdidas fijas.

Rs Ls Lr

Lm Rr/dUf Is

Ir

Im
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r
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Figura 10. Modelos en T y Γ
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Trabajo en vacío.

En el trabajo en vacío puede considerarse que el deslizamiento es nulo; y por lo
tanto, se obtiene un esquema equivalente como el de la figura que sigue.

Rs

Uf Is
Ψs

L'm

Figura 11. Esquema equivalente en vacío

Si se realiza un ensayo a tensión sinusoidal de amplitud variable y frecuencia fija,
puede obtenerse el flujo a partir de la siguiente expresión, en la que se ha
despreciado la caída de tensión en la resistencia estatórica:

11

2ˆ
'ˆ

ωω

⋅
=≅Ψ fUU

 (24)

Si se considera la relación entre flujo y corriente, se obtienen los resultados que
siguen:

Máquina nº1 (1.5 kW).

)8649.0(8550.0' iarctan ⋅⋅=Ψ 159.12 =∑ε (25)
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Máquina nº2 (7.5 kW).

)2283.0(9115.0' iarctan ⋅⋅=Ψ 070.12 =∑ε (27)
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Máquina nº3 (22 kW).
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Téngase en cuenta que el flujo nominal se define para tensión nominal de
alimentación, y que la corriente nominal de la ecuación es la corriente
correspondiente al flujo nominal, y no la corriente nominal de la máquina.

Obsérvese que la aproximación polinomial logra menores errores que la función arco
tangente. Además la función potencial, para aplicaciones de control, resulta más
atractiva, ya que en su cálculo sólo intervienen sumas y productos.

Trabajo a rotor frenado.

A partir de la realización de un ensayo a rotor frenado con tensión variable, se
considera el esquema que sigue.

Rs Lr

L mIs

I r

I m' '

' '

R'r
U fcc Ψs

'

Ψ

Ψ

r
'

'
σr

Figura 12. Esquema equivalente a rotor parado

Para la valoración de la corriente y el flujo rotórico debe resolverse el siguiente
conjunto de ecuaciones:

m

ssfcc

m Xj

IRU
I
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⋅−
=' (31)
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smr III −= '' (33)

rrssfccr IRIRUU '' ⋅−⋅−=σ (34)

ω
σ

σ
r

r
U '

' =Ψ (35)

si se tiene en cuenta la saturación a partir de la ecuación de Langevin.

En el caso de considerar el modelo polinomial, resulta más conveniente plantear el
siguiente sistema de ecuaciones:

ω
ssfcc

s

IRU ⋅−
=Ψ ' (36)
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rrssfccr IRIRUU ''' ⋅−⋅−=σ (40)
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La resisténcia rotórica se encuentra a partir de la atribución de la potencia
absorbida, en estas condiciones, y su distribución entre perdidas Joule en el estator
y rotor.

( )2'23cos3 rrssccsfcccc IRIRIUP ⋅+⋅⋅=⋅⋅⋅= ϕ (42)

En este caso, la relación obtenida para las máquinas consideradas resulta quasi
lineal dando los siguientes valores:

Máquina nº1 (1.5 kW).
rR i '' 0254.0 ⋅=Ψ σ (43)

Máquina nº2 (7.5 kW).
rR i '' 0037.0 ⋅=Ψ σ (44)

Máquina nº3 (22 kW).
rR i '' 0033.0 ⋅=Ψ σ (45)

Mediante medición directa (puente de Thompson) en el caso de la resistencia
estatórica, y por balance de potencias en el caso de la resistencia rotórica, se
obtienen los siguientes valores para los elementos resistivos considerados

Tabla 5. Resistencias estatórica y rotórica
Rs (Ω) R′r (Ω)

1) 4.83 7.907
2) 0.369 0.857
3) 0.173 0.272
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Resultados experimentales de contrastación.

A partir de la contrastación de las pruebas realizadas para el conjunto de máquinas
considerado:

• Arranque en vacío.
• Arranque en carga, con par de variación lineal según la velocidad, y posterior

modificación a funcionamiento en vacío.
• Alimentación a partir de red industrial 400 V-50 Hz.
• Alimentación a partir de ondulador PWM con ma = 0.9 (factor de modulación en

amplitud, relación entre el valor máximo de la senoide de referencia y el máximo
de la portadora triangular); mf = 15 (factor de modulación en frecuencia, relación
entre frecuencia de portadora triangular y sinusoidal de referencia)

• Simulación a partir de la consideración del modelo nº 21 con el siguiente
conjunto de parámetros: Rs = 0.369 Ω; Rr = 0.857 Ω; rR i '' 0037.0 ⋅=Ψ σ ;

)2283.0(9115.0' miarctan ⋅⋅=Ψ ; J = 0.076 kgm2.

Se obtienen los resultados resumidos en las tablas siguientes.

Se han tabulado los siguientes valores:

n Pico de corriente estatórica Ismax (A)
n Instante en que sucede el máximo t1 (ms)
n Velocidad angular final (plena carga) nrf1 (min-1)
n Corriente estatórica (valor final-plena carga) Is1 (A)
n Corriente estatórica (valor final- vacío) Is2 (A)
n Velocidad angular final (vacío) nrf2 (min-1)
n Tiempo de subida (10- 90 %) Tr (ms)

El test mediante alimentación PWM no ha podido ser realizado para la máquina nº 3
debido a la limitación de potencia del equipo.

Tabla 6. Alimentación Sinusoidal

Ismax (A) t1 (ms) nrf (min-1) Is1 (A) Is2 (A) nrf2 (min-1) Tr (ms)
REAL SIMU R S R S R S R S R S R S

1) 25 26.6 17.5 21 1348 1381 5.5 6.3 4 3.9 1495 1485 79.1 82.4
2) 174.6 173.5 23 23.4 1419 1418 27.4 30 13.6 12.4 1489 1496 128 121
3) 400 411 12 12.5 1471 1414 88.9 93 26 28 1496 1498 238 235

Tabla 7. Alimentación PWM

Ismax (A) t1 (ms) nrf1 (min-1) Is1 (A) Is2 (A) nrf2 (min-1) Tr (ms)
R S R S R S R S R S R S R S

1) 25 27.4 10 10.4 1445 1363 6.5 7.82 4 3.6 1551 1548 150 98.6
2) 170 171.5 22.8 23.7 1406 1408 26 28.5 12 10.9 1504 1498 100 128
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Tabla 8. Errores

ε (%) Ismax t1 nrf1 Tr
1) 2) 3) 1) 2) 3) 1) 2) 3) 1) 2) 3)

Sinusoidal 6.40 0.63 2.75 20.0 1.74 4.16 3.22 0.07 3.88 4.17 5.46 1.26
PWM 9.6 0.88 --- 4.00 3.95 --- 5.67 0.14 --- 34.2 28.0 ---

Tabla 8 (continuación).  Errores

ε (%) Is1 Is2 nrf2

1) 2) 3) 1) 2) 3) 1) 2) 3)
Sinusoidal 14.1 9.50 4.61 2.50 8.82 7.69 0.66 0.47 0.14

PWM 20.3 9.61 --- 10.0 9.16 --- 0.19 0.40 ---

A continuación se presentan los gráficos (experimental/simulación),  obtenidos para
la máquina nº 2. Todos los gráficos tienen las escalas expresadas en unidades
coherentes.
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Figura 13. Corriente de estator simulada  is(t) . Arranque en carga y posterior
descarga. Alimentación Sinusoidal

14.a: Arranque en carga 14.b: Cambio brusco de carga.
 50 A/div, 50 ms/div 20 A/div, 50 ms/div

Figura 14. Corriente de estator real is(t) . Alimentación Sinusoidal.
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Figura 15. Velocidad en el eje simulada ωm(t). . Arranque en carga y posterior
descarga.  Alimentación sinusoidal.

16.a: Arranque en carga 16.b: Cambio brusco de carga.
300 min-1/div,  50 ms/div    300 min-1/div,  50 ms/div

Figura 16. Velocidad en el eje ωm(t). Alimentación sinusoidal

Figura 17. Pares interno y de carga simulados Mi(ωm), Mc(ωm).
Alimentación Sinusoidal
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Figura 18. Corriente de estator simulada  is(t) . Arranque en carga y posterior
descarga. Alimentación  PWM

Figura 19. Corriente real Is(t). Alimentación PWM
50 A/div, 50 ms/div

Figura 20. Velocidad en el eje simulada ωm(t). Alimentación PWM
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Figura 21.Velocidad en el eje ωm(t). Alimentación PWM
300 min-1/div,  50 ms/div

Figura 22. Pares interno y de carga Mi(ωm), Mc(ωm). Alimentación PWM



CAPÍTULO  4. OBTENCIÓN DE LOS PARÁMETROS POR ENSAYOS  FUERA DE LÍNEA                                     22

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

Conclusiones.

• La obtención de los parámetros mediante ensayos en régimen permanente
(vacío a tensión nominal y rotor frenado), proporcionan resultados correctos.

• La comprobación de resultados en carga es coherente, estando limitada la
resolución del resultado por la precisión en la medida de la velocidad del eje.

• Con el fín de eliminar posibles variaciones debidas al efecto pelicular, se han
realizado los ensayos a rotor frenado de la máquina alimentada a frecuencia
reducida (5 Hz) obteniéndose un resultado similar al del ensayo a rotor frenado
realizado a 50 Hz.

• La consideración de un modelo con un elemento menos permite obviar la
dificultad de obtener los tres elementos inductivos del modelo clásico. A la vez
permite obtener, de una forma sencilla, los parámetros que caracterizan la
formulación de la saturación.

• La modelización considerada, aplicada a una série de máquinas de potencias
diferentes (características en Anexo III), permite evaluar el modelo a partir del
análisis de los errores obtenidos mediante la consideración de las siguientes
variables:

- pico de corriente
- velocidad final (carga y vacío)
- tiempo de subida
- valores de corriente en régimen permanente (carga y vacío)
- tipo de alimentación considerado (sinusoidal, PWM)

• Los errores obtenidos (tabla 8) dan validez al modelo considerado.
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5. Obtención de variables no medibles y parámetros en
servicio

Una modelización precisa conlleva una carga de cálculo poco compatible con los
requerimientos algorítmicos y de tiempo real que implica un sistema de control
complejo, como puede ser un control por orientación de campo. Los algoritmos
recursivos que mejoran la estimación de los parámetros buscados logran, si la
convergencia sigue un ritmo rápido, la correcta observación de dichos parámetros.

En la literatura se encuentran referencias sobre observación de variables no
mensurables; se puede citar un clásico [Verghese 88] que describe un observador
con parámetros variables con la velocidad y que ha sido ampliamente utilizado en
numerosas aplicaciones, aún hoy en día es uno de los esquemas de observación
preferidos para el caso de modelos lineales en los parámetros [Glumineau 99];
otros observadores tales como los descritos en  [Atkinson 91], [Wijesundera 92] o
[Peterson 96] describen aplicaciones válidas solamente para casos particulares
como los que se presentan en el control por orientación del campo, estando
limitados, además, al caso de máquina sin saturación.

En los casos anteriores no se considera la identificación de los parámetros del
modelo; caso de precisarse la estimación de los mismos se acude a modelos de
función de transferencia, normalmente considerando la relación corriente-tensión
aplicada [Touhami 92], [Jarray 96] y la velocidad como un parámetro lentamente
variable; en otros [Kataota 93] se considera el problema conjunto de observación de
variables y parámetros a partir de la formulación de un filtro extendido de Kalman.
Todos los anteriores,  no consideran la saturación del sistema y aplican los
resultados obtenidos a casos particulares como el comentado anteriormente.

En el capítulo que sigue, se desarrolla un observador adaptativo, junto con un
algoritmo recursivo que supera las limitaciones anteriores y puede ser aplicado en
tiempo real y a cualquier sistema susceptible de entrar en saturación.

SISTEMA EN
ESTUDIO

OBSERVADOR
ADAPTATIVO

MÍNIMOS
CUADRADOS
RECURSIVOS

u(t) y(t)

�ψψ

ba ˆ,ˆ
Figura 1.  Disposición identificador+Observador.
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Observador para el flujo de la máquina asíncrona.

A partir del modelo nº 22, reproducido aquí por comodidad:
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Se puede plantear el siguiente observador [Verghese 88], [Peterson 96], [Dawson
98], para los flujos estatórico y rotórico juntamente con la consideración de la
variable de salida, corriente estatórica, y su error de estimación como variable de
control del observador:
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donde: ryrxsysx kkkk ;;;  son las ganancias del observador.

Con el fin de simplificar posteriormente la síntesis del observador, se escoge una
referencia fija )0( =ω , de forma que la estructura del observador, escrita en forma
vectorial, es la siguiente:
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El ajuste de la ganancia del observador es complicado debido a la no linealidad del
sistema, lo que inhabilita los métodos clásicos de cálculo. Como una aproximación
al ajuste de las mismas puede considerarse el modelo sin saturación. Bajo la
hipótesis de trabajo en la zona lineal puede aplicarse la fórmula de Ackermann para
la valoración de las ganancias. En este caso el modelo considerado es el siguiente:
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Si p1 y p2 són los polos complejos de una matriz 2x2, el polinomio característico del
observador anterior puede expresarse como:

2121
2

21
2 )()( ppppccP ⋅+⋅+−=+⋅+= λλλλλ (12)

La valoración de las ganancias a través de la formula de Ackermann lleva a:
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donde W0 es la matriz de observabilidad:
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La expresión obtenida para las ganancias resulta poco operativa para ser aplicada
directamente; en el anexo II se encuentra desarrollada a partir de las utilidades que
ofrece MAPLE. Si se toma como ejemplo la máquina nº 2 y los polos del observador
situados en s= - 1500 se obtienen los siguientes valores para las ganancias:
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Modelo discreto para el observador.

La implementación digital del algoritmo para el observador, hace necesaria la
utilización del modelo discretizado del mismo. Usando frecuencias de muestreo
elevadas la utilización del operador δ [Middleton 90] para la discretización, garantiza
una mejor estabilidad numérica para el mismo y una mayor aproximación al modelo
continuo diseñado. El modelo discreto correspondiente puede expresarse como:

uGxFx ⋅+⋅=δ (17)

donde:

h

txhtx
x

)()( −+=δ (18)

Donde t denota el tiempo discretamente considerado: hnt ⋅= (n = 0, 1, 2, ........).

Si, como es habitual, las señales externas son captadas a través de un convertidor
A/D junto con un bloqueador de orden cero, y se supone que la velocidad de
rotación se mantiene constante durante el intervalo de muestreo (hipótesis válida si
la frecuencia de muestreo es elevada), se pueden expresar las matrices del modelo
como:
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,asimismo, pueden expresarse como:
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En este caso si se considera una aproximación de primer orden se llega a:
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La aplicación del método anterior, considerando una frecuencia de muestreo de 10
kHz (h=0.0001s), se presenta en los gráficos que siguen. Los resultados se
comparan con los obtenidos en la simulación del transitorio de arranque de la
máquina en carga, y una posterior modificación a régimen de vacío. Obsérvese la
correcta convergencia a los valores reales. En todos los gráficos se suponen
unidades coherentes y en los gráficos correspondientes a errores se representan
errores absolutos. Observése que el ajuste del observador se ha realizado
suponiendo un sistema de parámetros constantes (sin consideración de la
saturación); en cambio el observador realmente implementado es el
correspondiente al modelo nº 22, considerando la saturación. Se han realizado
varias series de simulaciones con diversos regímenes de carga y frecuencias de
alimentación diferentes.

Se han estudiado cuatro casos:

a) tensión y frecuencia nominal (220 V/ 50 Hz);
b) tensión y frecuencia reducida manteniendo constante la relación U/f ( U’ / 5Hz);
c) Tensión nominal y frecuencia aumentada un 50 % (220 V / 75 Hz) – zona de

debilitamiento del campo;
d) tensión nominal y frecuencia un 50 % inferior a la nominal ( 220 V / 25 Hz) –

zona extremadamente saturada.

Se han considerado además series de casos en los que los parámetros supuestos
varien en un +10 %, excepto en la resistencia rotórica que se ha considerado una
variación del + 70 %.
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Figura 2. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura 3. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a UN – 50 Hz.
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APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL
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Figura  4. Error en flujo estatórico. Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura 5. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a UN – 50 Hz.
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APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
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Figura 6. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura  7. Error en flujo rotórico. Alimentación a UN – 50 Hz.



CAPÍTULO 5. OBTENCIÓN DE VARIABLES NO MEDIBLES Y PARÁMETROS EN SERVICIO 11
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Figura  8. Corriente estatórica calculada y observada. Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura  9. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura  10. Error en corriente. Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura 11. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura 12. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura  13. Error en flujo estatórico. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
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Figura 14. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura 15. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura  16. Error en flujo rotórico. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura  17. Corriente estatórica  calculada y observada. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura  18. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura  19. Error en corriente. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
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Figura 20. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura 21. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura  22. Error en flujo estatórico. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura 23. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura 24. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura  25. Error en flujo rotórico. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura  26. Corriente estatórica calculada y observada. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura  27. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura  28. Error en corriente estatórica. Alimentación a UN – 75 Hz.
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Figura 29. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura 30. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura  31. Error en flujo estatórico. Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura 32. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura 33. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura  34. Error en flujo rotórico. Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura  35. Corriente estatórica calculada y observada. Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura  36. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a UN – 25 Hz.
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Figura  37. Error en corriente. Alimentación a UN – 25 Hz.

La série que sigue considera una desviación máxima en los parámetros del modelo
considerado en un +10%, excepto en la resisténcia rotórica que se ha considerado
una variación del +70%.
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Figura 38. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a UN – 50 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 39. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a UN – 50 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  40. Error en flujo estatórico. Alimentación a UN – 50 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 41. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a UN – 50 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 42. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a UN – 50 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  43. Error en flujo rotórico. Alimentación a UN – 50 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  44. Corriente estatórica  calculada y observada. Alimentación a UN – 50 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  45. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a UN – 50 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  46. Error en corriente(eis). Alimentación a UN – 50 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 47. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a U’ – 5 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 48. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a U’ – 5 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  49. Error en flujo estatórico. Alimentación a U’ – 5 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 49. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a U’ – 5 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 50. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a U’ – 5 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  51. Error en flujo rotórico. Alimentación a U’ – 5 Hz. Parámetros modificados
en + 10% (Rr 70%).
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Figura  52. Corriente estatórica calculada y observada. Alimentación a U’ – 5 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  53. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a U’ – 5 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  54. Error en corriente. Alimentación a U’ – 5 Hz.
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Figura 55. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a UN – 75 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 56. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a UN – 75 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  57. Error en flujo estatórico. Alimentación a UN – 75 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 58. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a UN – 75 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 59. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a UN – 75 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  60. Error en flujo rotórico. Alimentación a UN – 75 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  61. Corriente estatórica  calculada y observada. Alimentación a UN – 75 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  62. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a UN – 75 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).



CAPÍTULO 5. OBTENCIÓN DE VARIABLES NO MEDIBLES Y PARÁMETROS EN SERVICIO 39

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

0

0

800.0m

800.0m

200.0m

200.0m

400.0m

400.0m

600.0m

600.0m

-1.250 -1.250

1.250 1.250

0 0

-1.000 -1.000

-0.500 -0.500

0.500 0.500

1.000 1.000

Figura  63. Error en corriente(eis). Alimentación a UN – 75 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 64. Flujo estatórico calculado y observado. Alimentación a UN – 25 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 65. Flujo estatórico calculado en función del flujo estatórico observado.
Alimentación a UN – 25 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  66. Error en flujo estatórico. Alimentación a UN – 25 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).



CAPÍTULO 5. OBTENCIÓN DE VARIABLES NO MEDIBLES Y PARÁMETROS EN SERVICIO 41

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

0

0

800.0m

800.0m

200.0m

200.0m

400.0m

400.0m

600.0m

600.0m

-0.070 -0.070

2.312 2.312

0.500 0.500

1.000 1.000

1.500 1.500

2.000 2.000

Figura 67. Flujo rotórico calculado y observado. Alimentación a UN – 25 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura 68. Flujo rotórico calculado en función del flujo rotórico observado.
Alimentación a UN – 25 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  69. Error en flujo rotórico. Alimentación a UN – 25 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  70. Corriente estatórica  calculada y observada. Alimentación a UN – 25 Hz.
Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  71. Corriente estatórica calculada como función de la corriente estatórica
observada. Alimentación a UN – 25 Hz. Parámetros modificados en + 10% (Rr 70%).
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Figura  72. Error en corriente(eis). Alimentación a UN – 25 Hz. Parámetros
modificados en + 10% (Rr 70%).

Una vez contrastada la bondad del observador diseñado, se plantea la necesidad
de añadir el algoritmo de identificación de parámetros del modelo.
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Estimación de los parámetros(coeficientes) del modelo.

Parámetros(coeficientes) eléctricos.

Se parte de las expresiones del observador discreto (21):
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y junto con las expresiones para las componentes de corriente estatórica
observada:
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Nótese que se han considerado parámetros característicos de saturación distintos

( yxyx bbaa ˆ;ˆˆ ≠≠ �� ) para cada componente. Todos los parámetros del modelo de

máquina, excepto la resistencia estatórica que resulta de fácil medida, se
consideran desconocidos a efectos de formular el algoritmo de estimación. El flujo
rotórico puede expresarse a partir de la siguiente ecuación en tiempo discreto:
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avanzando un paso de muestreo el conjunto de ecuaciones (23), y sustituyendo en
ellas el (24) se llega a las siguientes expresiones:

[ ]

[ ] yn
N

Nn

sy
rl

r
rx

rl

r

rl
ry

rl

r
sy

N

N
y

rl
sysy

xn
N

Nn

sx
rl

r
ry

rl

r

rl
rx

rl

r
sx

N

N
x

rl
sxsx

b
I

t
L

ht

L

r
h

L
t

L

r
ht

I
a

L
tti

b
I

t
L

ht

L

r
h

L
t

L

r
ht

I
a

L
tti

ˆ)1(ˆ
ˆ

)(ˆ

)
ˆ
ˆ

1(
ˆ
1

)(ˆ
ˆ
ˆ

)(ˆˆ
ˆ
1

)1(ˆ)1(ˆ

ˆ)1(ˆ
ˆ

)(ˆ

)
ˆ
ˆ

1(
ˆ
1

)(ˆ
ˆ
ˆ

)(ˆˆ
ˆ
1

)1(ˆ)1(ˆ

2

2

⋅
Φ

+Ψ+⋅⋅Ψ−

+





⋅−⋅Ψ−⋅⋅Ψ−





Φ

⋅+⋅+Ψ=+

⋅
Φ

+Ψ+⋅⋅Ψ+

+





⋅−⋅Ψ−⋅⋅Ψ−





Φ

⋅+⋅+Ψ=+

ω

ω

(25)

las cuales pueden ensamblarse como sigue:
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Estas ecuaciones ya están en la forma canónica conveniente para su
implementación en un algoritmo de cálculo por mínimos cuadrados. El conjunto de
ecuaciones del observador (22), junto con la ecuación de identificación (26),
configuran las ecuaciones de un observador de tipo adaptativo que consigue
identificar a la vez los parámetros desconocidos y el flujo rotórico.

La ecuación (26) puede ser optimizada de cara a su implementación en tiempo real,
si se considera la siguiente relación entre los parámetros desconocidos:

3
5

4
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ˆ
ˆ θ

θ
θ −=

h
(27)

donde:
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Finalmente las ecuaciones de identificación quedan como sigue:
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Para este caso las ecuaciones del algorítmo de identificación resultan como sigue:
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Estimación del par electromagnético. Estimación de parámetros(coeficientes)
mecánicos.

Una vez obtenido el flujo, el par puede estimarse a partir de la siguiente expresión

( )sxsysysxi iipM ⋅Ψ−⋅Ψ⋅⋅= ˆˆ
2

3ˆ (31)

nótese que para la estimación del par se utilizan variables observadas (flujo) y
medidas (corriente).

A partir de la medida de la velocidad y del par electromagnético calculado, se puede
plantear la resolución de la ecuación de equilibrio mecánico. En forma discreta:
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que puede expresarse en la siguiente forma canónica para su implementación en el
algoritmo de identificación de parámetros:

( )

( )

















⋅
=

−=Φ

−+=

















⋅
⋅−=−+

c

i
T

rr

c

i
rr

M
J

J

M

h

tt
y

M
J

JM
h

tt

ˆ
ˆ
1

ˆ
1

ˆ

1ˆ

)()1(

ˆ
ˆ
1

ˆ
1

1ˆ)()1(

θ

ωω

ωω

(33)

Obsérvese que se obtiene simultáneamente la inercia del conjunto ensayado y el
par de carga sobre el eje.

Contrastación experimental.

A continuación se representa el esquema del montaje utilizado (figura 73), el cual
está compuesto por los siguientes elementos:

• Máquina asíncrona nº 2: 7.5 kW; 220/380 V; 27/15.6 A; cosϕ=0.85; 1450 min-1;

clase F; J = 0.076 kgm2; ∆
• Posibilidad de alimentación sinusoidal (red 400 V / 50 Hz) o a través de

ondulador PWM (ley U/f = k; mf = 15)
• Máquina de corriente continua  7.5 kW; 220 V; 20 A; Vex = 195 V; Iex = 1.64 A;

1480 min-1; class F; J = 0.076 kgm2

• Control por corriente de la máquina de corriente continua. Imposición del par de
carga de evolución variable a voluntad (no detallado en la figura).

• Captación de corriente a partir de sondas Hall.
• Captación de tensión a partir de amplificadores de aislamiento.
• Tarjeta de adquisición de datos de 12 bits de resolución. 8 canales diferenciales.

Frecuencia de muestreo ajustable; en este caso ajustada a 10 kHz.
• Señales filtradas mediante un pasa-bajos con fc =5 kHz.
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Figura 73. Montaje experimental.

Modelo completo

Las gráficas que siguen corresponden al caso de arranque en vacío (m0 ≈ 5 Nm,
correspondientes al par de pérdidas) de la máquina, y posterior aplicación súbita del
par nominal (≈ 50 Nm). La alimentación proviene de un ondulador PWM con las
características indicadas anteriormente (ma = 0.9; mf = 15). La prueba se realiza
aplicando tensión y frecuencia nominales, eliminendo la rampa de arranque que
suelen aplicar los onduladores en el arranque. Todas las magnitudes vienen
expresadas en sus unidades naturales; los errores son valores absolutos, no
relativos.
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Figura 74. Isx(t). Variable medida y filtrada..
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Figura 75. Isy(t). Variable medida y filtrada.
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Figura 76. Error en corriente (Ex(t)).
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Figura 78.  Irx(t). Variable observada.
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Figura 79. Iry(t). Variable observada.
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Figura  80. )(trω . Variable medida y filtrada.
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Figura 82. )(ˆ tsyΨ .
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Figura 94. I(t). Corriente por el inducido de la máquina de corriente continua.

La tabla que aparece a continuación resume el valor final de los parámetros
estimados en cada caso y su comparación respecto a los obtenidos en los ensayos
fuera de línea:

Tabla 1. Resultados de identificación. Modelo completo. Alimentación mediante
ondulador PWM

lrl (mH) rr (ΩΩ) ττr=lrl/rr

(ms)
ax bx ay by J

Fuera de
linea

7.3 0.857 8.52 0.61 0.39 0.61 0.39 0.076

Linea 10.68 1.15 9.28 0.76 0.78 0.726 -0.029 0.075
Diferencia

(%)
46.3 34.1 9.00 24.2 100 19.0 107 1.33

A la vista de los resultados las discrepancias en los parámetros son grandes y
podría cuestionar el resultado. Evidentemente, si lo que se pretende unicamente es
valorar los parámetros del modelo, este resultado es poco esperanzador.

En [Nelles 01, cap 2] se demuestra que para el caso no lineal, NO es posible
garantizar que el conjunto de parámetros obtenidos coincida con los verdaderos ( o
los que se consideran como tales). Los sistemas en que las ecuaciones son lineales
normalmente son identificables.
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Modelo reducido.

Ya que lo deseado realmente es la estimación del conjunto de parámetros, se
deben hacer suposiciones que lleven a un conjunto de ecuaciones en que las
funciones sean invertibles; a tal fín se propone en el epígrafe que sigue una
modelización reducida en que los únicos parámetros desconocidos son los
rotóricos. Los parámetros de estator (resistencia) y de saturación (a, b, n) se
consideran conocidos y constantes; Estos parámetros pueden encontrarse
mediante ensayos previos en vacío del sistema, tales como los que realizan los
equipos actuales de control de velocidad.

Se parte de las expresiones del observador discreto (22), repetidas aquí por
comodidad:
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junto con las expresiones para las componentes de corriente estatórica observada:
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Para el caso que nos ocupa se considerarán conocidos los siguientes parámetros:

• Resistencia estatórica rs

• Parámetros característicos de la saturación a, b  y  n. Se consideran iguales
para cada componente.

. El flujo rotórico puede expresarse a partir de la siguiente ecuación en tiempo
discreto:
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avanzando un paso de muestreo el conjunto de ecuaciones (35), y sustituyendo en
ellas el (36) se llega a las siguientes expresiones:
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las cuales pueden ensamblarse como sigue:
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Estas ecuaciones ya están en la forma canónica conveniente para su
implementación en un algoritmo de cálculo por mínimos cuadrados. El conjunto de
ecuaciones formado por el observador (34), junto con la ecuación de identificación
(38), configuran las expresiones de un observador de tipo adaptativo que consigue
a la vez identificar los parámetros desconocidos y el flujo rotórico.

La ecuación (38) puede ser optimizada de cara a su implementación en tiempo real
si se considera la siguiente relación entre los parámetros desconocidos:
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Finalmente las ecuaciones de identificación quedan como sigue:
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Para este caso las ecuaciones del algorítmo de identificación se escriben como
sigue:
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que resulta muy compacto de cara a su implementación en tiempo real (inversión de
una matriz 2x2)

Las gráficas que siguen corresponden al caso de arranque en vacío (m0 ≈ 5 Nm,
relativas al par de pérdidas) de la máquina, y posterior aplicación súbita del par
nominal (≈ 50 Nm). La alimentación proviene de un ondulador PWM con las
características indicadas anteriormente (ma = 0.9; mf = 15). La prueba se realiza
aplicando tensión y frecuencia nominales, eliminendo la rampa de arranque que
suelen aplicar los onduladores en el arranque. Todas las magnitudes vienen
expresadas en sus unidades naturales; los errores son valores absolutos.
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Figura 95. Isx(t). Variable medida y filtrada..
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Figura 96. Isy(t). Variable medida y filtrada.
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Figura 97. Error en corriente (Ex(t)).
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Figura 99. Irx(t). Variable observada.
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Figura 100. Iry(t). Variable observada.
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Figura  101. )(trω . Variable medida y filtrada.
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Figura 103. )(ˆ tsyΨ .
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Figura 105. )(ˆ tryΨ .
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Figura 107. )(ˆ tLrl .
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Figura 109. )(ˆ trτ .
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Figura 111. )(ˆ tM c .
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Figura 112. I(t). Corriente por el inducido de la máquina de corriente continua.

La tabla que aparece a continuación resume el valor final de los parámetros
estimados en cada caso y su comparación respecto a los obtenidos en los ensayos
fuera de línea:

Tabla 2. Resultados de identificación. Modelo reducido. Alimentación mediante
ondulador PWM
lrl (mH) rr (ΩΩ) ττr=lrl/rr (ms) J

Fuera de linea 7.3 0.857 8.52 0.076
Linea 7.721 0.772 8.74 0.075

Diferencia (%) 5.76 -9.92 2.58 1.33
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Conclusiones.

• Se han considerado dos formulaciones para el problema de la obtención de las
variables de estado desconocidas.

• El observador desarrollado es robusto respecto a las variaciones en los
parámetros del mismo.

• El observador desarrollado mantiene su robustez en la zona de debilitación de
campo.

• Únicamente en el caso de fuerte saturación (UN; 25 Hz – ½ de la frecuencia
nominal, aproximadamente doble del flujo nominal) existen discrepancias
apreciables en alguna de las variables del observador (Flujo rotórico, corriente
estatórica); en todo caso las discrepancias son inferiores al 1%.

Modelo completo:

• Para asegurar la convergencia del algoritmo de identificación hace falta arrancar
el algoritmo del observador con unos valores supuestos para los parámetros, y
después de un tiempo de rodaje no inferior a 40 ms puede iniciarse el algoritmo
de identificación de los mismos; tras múltiples ensayos y pruebas, y debido a la
no linealidad del conjunto observador+identificador, no se ha podido garantizar
la convergencia sin este proceso de inicialización.

• El conjunto de parámetros  obtenidos difiere del que se deduce de los ensayos
realizados fuera de línea (capítulo anterior); de cara a su implementación en los
algoritmos de control esto no es un inconveniente siempre que lo deseado sea
un modelo de “caja negra”, es decir que las variables externas sean las
correctas. En el caso que nos ocupa esto es así. No puede garantizarse en
ningún caso que las variables internas (flujo, par, corriente rotórica) sean las
correctas. Considérese el caso del modelo polinomial para la relación flujo
corriente:

n

NNn

ba
I

i






Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅=

si los parámetros a y b estimados no coinciden con los obtenidos en los ensayos
previos fuera de línea, no puede garantizarse que, aún obteniendo el mismo
valor para la corriente, el flujo sea el correcto.

• La convergencia a valores constantes se produce únicamente para el caso de
alimentación PWM. En el caso de alimentación sinusoidal no es posible
garantizar la convergencia a valores correctos; la señal sinusoidal tiene un órden
2, insuficiente para resolver la identificación (6 parámetros).
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• Se ha tenido en cuenta la posibilidad de considerar coeficientes de saturación
distintos para cada componente (ax, ay, bx, by). Con esta técnica puede obviarse
la utilización de los modelos con saturación cruzada.

• La metodología empleada logra la convergencia de las variables observadas a
las reales en un tiempo inferior a los dos periodos de la onda (40 ms a 50 Hz –
una vez transcurrido el tiempo de inicialización).

Modelo reducido:

• Es necesario el conocimiento completo de los parámetros de modelización del
estator (resistencia, saturación) para su desarrollo. Estos pueden ser obtenidos
anteriormente mediante el ensayo en vacío.

• La convergencia del algorítmo es mucho menos crítica que en el caso anterior.
Es capaz de arrancar con valores iniciales cualesquiera, obteniéndose la
convergencia en un tiempo inferior a 120 ms (alimentando la máquina  a 50 Hz).
Una vez arrancado el algorítmo se mantiene la convergencia ante variaciones
del sistema.

• Los parámetros rotóricos obtenidos presentan una dispersión menor respecto a
los obtenidos en los ensayos fuera de línea.

Parámetros mecánicos:

• El par de carga y el momento de inercia del conjunto presentan una
convergencia a valores correctos en un tiempo no superior a 100 ms. El
resultado de los parámetros mecánicos es independiente del modelo de
identificación considerado.

• Para ambos modelos el error en la estimación de la constante de tiempo rotórica
és suficientemente pequeño como para ser útil en el planteo de algorítmos de
control que precisen de la misma (control por orientación del campo).
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6. Aplicaciones.

Equipo para la determinación del par instantáneo.

Como complemento al trabajo realizado y con el fin de disponer de un medidor
calibrado del par instantáneo, se ha desarrollado y construido un equipo para el
ensayo de accionamentos eléctricos.

Dicho equipo permite trabajar en cada uno de los cuatro cuadrantes del plano Par -
Velocidad. La solución del sistema de potencia es a base del conjunto Rectificador -
Troceador - Sistema de frenado.

Figura 1. Equipo para la generación y estimación del par.

Figura 2. Etapa de potencia desarrollada.
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Las características del equipo son las siguientes:

• Máquina de corriente continua:  7.5 kW; 220 V; 20 A; Vex = 195 V; Iex = 1.64 A;
1480 min-1; clase F; J = 0.076 kgm2.

• Troceador a base de IGBT; corriente máxima: 75 A; frecuencia de conmutación
nominal: 10 kHz.

• Tensión del circuito de continua: 540 V.
• Posibilidad de control del par siguiendo cualquier ley de variación temporal.
• Medida de corriente y velocidad para la observación del par en el eje.

Control por corriente de la máquina de corriente continua.

A partir del sistema descriptor del accionamiento en c.c.:

cM
J

ul
i

J

k
l

k

l

r

dt

d
dt

di

⋅











−+⋅












+





⋅















 −−
=
















1

0

0

1

0 ωω (1)

se plantea el control por banda de histéresis de la corriente en el inducido de la
máquina, es decir:
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Para que exista este modo de funcionamiento debe cumplirse que maxeq Uu ≤ , donde

Umax es la máxima tensión aplicable a la máquina. Este tipo de control es muy
robusto respecto a la variación de los parámetros del sistema y de respuesta rápida.

Si se admite que el par y la corriente son proporcionales, este controlador logra que
el par de la máquina siga la referencia deseada. En la figura 3 se puede ver la
respuesta ante una variación del tipo IN hasta –IN; obsérvese que el tiempo de
respuesta es inferior a 2 ms.
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Figura 3 .Corriente por el inducido de la máquina de corriente continua.1div= 20 A; 1
div= 2 ms.

Estimación del par de carga.

Si se admite la separación de modos eléctrico y mecánico, es posible plantear un
observador para el subsistema mecánico, donde el par electromagnético se
considera la entrada y el par de carga la perturbación desconocida:

cMik
dt

d
J −⋅=⋅ ω

(4)

El sistema es gobernable y observable. Considerando la corriente por el inducido de
la máquina de corriente continua como la entrada  del sistema, se puede plantear el
siguiente observador para el par cM̂ :

( )

rauxc

raux
aux

JmM

Jikm
dt

dm

ωγ

ωγγγ

⋅⋅+=

⋅⋅−⋅⋅+⋅−=

ˆ
(5)

donde γ es la ganancia del observador y maux una variable auxiliar. Este observador
sólo precisa la medida de la corriente y la velocidad en el eje de la máquina de
corriente continua, y el conocimiento de los valores nominales, o asignados como
tales, de la constante de par (k) y el momento de inercia (J) del sistema. Mediante el
ajuste de la ganancia del observador puede lograrse que el resultado sea insensible
a las variaciones en los parámetros de la máquina de c.c. utilizada (Boldea 99).

Mediante la adecuada elección de la ganancia, el observador se hace estable y
convergente a los valores deseados con dinámica impuesta. La elección para la
ecuación del par de carga depende de su ley de variación; el caso expuesto supone
un par constante a tramos; en el caso de leyes de variación complejas se pueden
elegir expresiones para el observador más elaboradas.

Obsérvese que  (figura 1) el par de carga de la máquina de corriente continua es el
par creado por el accionamiento acoplado a su eje.
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Estimación del par electromagnético de la máquina asíncrona. Resultados de
simulación.

De forma idéntica al capítulo anterior, mediante la expresión:

( )sxsysysxi iipM ⋅Ψ−⋅Ψ⋅⋅= ˆˆ
2

3ˆ (27)

puede estimarse el par a partir de las variables observadas (flujo) y medidas
(corriente).

En las figuras que aparecen a continuación se representa, para los casos
considerados en dicho capítulo, el par calculado, el observado y el de carga. Para
este caso, el par de carga presenta una variación lineal con la velocidad y un cambio
posterior a régimen de vacío.
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Figura 4. Par interno, par estimado y par de carga. Alimentación a UN – 50 Hz.
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Figura 5. Error de par (%). Alimentación a UN – 50 Hz.
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Contrastación experimental.

Montaje experimental (figura 12) basado en:

- Máquina asíncrona nº 2: 7.5 kW; 220/380 V; 27/15.6 A; cosϕ=0.85; 1450 min-1;

clase F; J = 0.076 kgm2; ∆.
- Máquina de corriente continua   7.5 kW; 220 V; 20 A; Vex = 195 V; Iex = 1.64 A;

1480 min-1; clase F; J = 0.076 kgm2.
- Medida de corriente a partir de sonda de efecto Hall.
- Medida de velocidad a partir de dinamo tacométrica.
- Sistema de adquisición de datos formado por una tarjeta con una precisión de 12

bits conectada a un ordenador.

Figura 12. Montaje experimental.

En las figuras 13,14, 15 y 16  se representa el par estimado a partir de la medida de
la velocidad y la corriente de la máquina de continua,  y el calculado por simulación
de la máquina asíncrona en las siguientes condiciones:

• Arranque a media carga.
• Variación lineal de carga desde media a plena carga, a partir del punto de trabajo

una vez finalizado el transitorio de arranque.
• Parámetros de la máquina obtenidos aplicando el algoritmo de identificación

desarrollado en el capítulo anterior.
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Conclusiones.

A partir de los resultados obtenidos caben las siguientes consideraciones:

• La obtención del valor del par instantáneo de cualquier accionamiento justifica la
complejidad inherente al desarrollo de un observador.

• El observador planteado es muy robusto respecto a variaciones en los
parámetros de la carga.

• En los instantes iniciales existe mayor error debido al tiempo de convergencia del
observador y, sobre todo, debido a los errores de medida de la velocidad
(dinamo tacometrica) y a los juegos del eje no modelizados.

• A partir de dos períodos de onda (40 ms) el error resulta inferior al 5 %.

• Una vez transcurrido el período de arranque los resultados tienen errores
menores, lo que condiciona el uso del método a sistemas ya en funcionamiento.

• Los resultados experimentales sobre el sistema real permiten asegurar la
obtención de un equipo de medida del par económico, fiable y de inmediata
aplicación docente e industrial.
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7. Modelización del convertidor

En el desarrollo de cualquier modelo debe partirse de unas hipótesis básicas que
limitan el alcance del mismo. Para el caso que nos ocupa se toma como punto de
partida las siguientes [Labrique 95], [Labrique 98], [Hautier 99]:

- conducción continua
- pérdidas en los interruptores nulas
- bidireccionalidad en corriente
- control de cierre y apertura

Estas hipótesis definen un convertidor idealizado. A partir de las consideraciones
anteriores se pueden escribir las ecuaciones eléctricas de funcionamiento del
convertidor.

Una vez establecidas las mismas se puede realizar el enlace con el resto del
sistema; finalmente se obtiene un conjunto de relaciones entre el estado del
convertidor y el estado del sistema alimentado (máquina, carga pasiva, filtro, etc.),
que permite plantear de forma cómoda la simulación del sistema y la definición de
su ley de control.

Función de conexión [Hautier 99].

Figura 1. Definición de tensiones y corrientes.

Se asimila cada uno de los interruptores elementales del convertidor a un interruptor
ideal, tal como se muestra en la figura 2.

Figura 2. Interruptor real versus ideal.
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Cada interruptor supone la consideración de una función de conexión fci de
manera que la corriente que lo atraviesa ici y la tensión vci en sus bornes, se pueden
expresar como:

ccici

ccici

vfv

ifi

⋅−=
⋅=

)1(
(1)

fci = 0; Interruptor abierto, fci = 1: interruptor cerrado,
ic :corriente a conmutar, vc :tensión a conmutar.

Para la figura 1, ic se corresponde con las corrientes de carga i1, i2, i3, y vc a la
tensión del circuito de continua E obtenida, por ejemplo, a partir de un puente
rectificador asociado a un filtro.

En cada instante sólo puede estar cerrado uno de los interruptores de cada sección;
esto añade una restricción entre las funciones de conversión asociadas a cada
interruptor:

121 =+ cc ff (2)

Funciones de conversión.

A partir de las notaciones de la figura anterior, se puede expresar lo siguiente:

311131
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donde m12, m23, m31, representan respectivamente las funciones compuestas de
conversión de las magnitudes de salida respectivas. Se cumple que:

sasc

scsb

sbsa

vvu

vvu

vvu

−=
−=
−=

31

23

12

(5)

En el caso de considerar que las tensiones simples forman un sistema equilibrado,
se pueden utilizar las funciones simples de conversión nj:
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La corriente que circula por el tramo de continua puede ser calculada a partir de la
siguiente expresión:

( )















⋅=
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21
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f

f

f

iiii scsbsadc (7)

Las funciones de conexión fci deben ser calculadas a partir del conocimiento de las
funciones de conversión deseadas, simples o compuestas. Desgraciadamente el
cálculo directo de las funciones fci a partir de las funciones de conversión mij o nj, no
es posible al ser singulares las matrices que las relacionan. Existen infinitas
soluciones para la resolución del sistema pudiéndose recurrir a criterios intuitivos o
transcendentes, basados en las propiedades de los sistemas trifásicos. Para el caso
de alimentación de una máquina, las funciones de conversión deben ser
sinusoidales y equilibradas.

A modo de ejemplo, se consideran las funciones de conexión resultantes de la
comparación entre una señal sinusoidal de referencia con la triangular de frecuencia
superior, obteniéndose el caso de ondas moduladas en amplitud de forma
asíncrona. La simulación de un caso con los datos que figuran a continuación, avala
la modelización: Vma = 0.8 V-50 Hz, Vtri = 1 V-1500 Hz.

Figura 3.   Señal de referencia y portadora.
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Figura 4.   Función compuesta de conversión.

Figura 5.  Análisis armónico de la función de conversión.

Figura 6.   Tensión simple de salida.
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Figura 7.  Análisis armónico de la tensión simple de salida.

Figura 8. Corriente de fase.

Figura 9. Corriente por el circuito de continua.
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Generalización de la modelización.
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Figura 10.  Convertidor generalizado.
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donde V0 es el vector de tensiones que aparecen en conducción discontinua.
Además:
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Restricciones: ∑
=

=
q

k
ckf

1

1 . Sólo puede conducir un elemento de cada sección de

conmutación.

En la hipótesis de conducción continua F0 = 0:

∑∑
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n

c
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11

00 (12)

Sólo resultan independientes n-1 corrientes de fuente y q-1 corrientes moduladas.
Se puede elegir una de las líneas como referencia para las mismas, así se
considera el esquema de la figura donde existen q-1 y n-1 potenciales
independientes.
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Figura 11. Convertidor generalizado. Convención de corrientes y tensiones.

Conversión de tensiones.
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De las anteriores:
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∑∑
−

=

−

=

⋅=−⋅−=−=
1

1

1

1

)()(
q

k
skck

q

k
sqsknkckmnmcmc umvvffvvu (16)

nkckck ffm −= (17)

[ ] [ ]tmnmmm
t

sqsss uuuUuuuU 121121 ...;... −− == (18)

sum UMU ⋅= (19)





















=

−−−−

−

−

1,12,11,1

1,22221

1,11211

...

............

...

...

qnnn

q

q

u

mmm

mmm

mmm

M (20)

Conversión de corrientes.

snnk

n

c
scck

n

c
scckmk ifififi ⋅+⋅=⋅= ∑∑

−

==

1

11

(21)

∑∑

∑
−

==

−

=

⋅=⋅−=

−=

1

11

1

1

)(
n

c
scck

n

c
scnkckmk

n

c
scsn

imiffi

ii

(22)

[ ] [ ]tmqmmm
t

snsss iiiIiiiI 121121 ...;... −− == (23)

sim IMI ⋅= (24)





















=

−−−−

−

−

1,11,21,1

2,12221

1,11211

...

............

...

...

qnqq

n

n

i

mmm

mmm

mmm

M (25)

MMM t
ui == (26)





















−−−

−−−
−−−

=

−−−−−

−−

−−

1,1,122,111,1

1,1,2222121

1,1,1212111

...

............

...

...

qnqnnnnn

qnqnn

qnqnn

ffffff

ffffff

ffffff

M 27)

que se puede escribir de la siguiente manera:

rcv FRM ⋅= (28)
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xnnRensión

R

fff

fff

fff

F

cv

cv

qnnn

q

q

r

)1()(dim

11000

..............................

1......100

1.......010

1......001

...

............

...

...

1,21

1,22221

1,11211

−=























−

−
−
−

=





















=

−

−

−

(29)

La matriz Rcv define la relación de conversión, permite el paso entre las funciones
de conexión y las funciones de conversión; esta operación no es biyectiva.

La matriz Fr designa la matriz de conexión reducida, obtenida a partir de F tras la

supresión de la columna q teniendo en cuenta la restricción∑
=

=
q

k
ckf

1

1 .

Aplicación a las estructuras convertidoras clásicas.

Convertidor 2/2.

La figura muestra la parte operativa de la estructura 2/2 que permite la transferencia
energética entre una fuente de tensión y una fuente de corriente. Esta estructura es
común para los variadores de alterna, los troceadores, los onduladores y
rectificadores monofásicos.

Im

Um

Figura 12. Convertidor 2/2.
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En este caso n = 2;  q = 2.

- Matrices de conexión:







=





=

21

11

2221

1211 ;
f

f
F

ff

ff
F r (30)

- Relación de conversión y matriz de conversión:

( ) ( )2111;11 ffMRcv −=−= (31)

En este caso, la matriz se reduce a un escalar igual a la función de conversión
única, m, del montaje:

2111

;

ffm

imiumu smsm

−=

⋅=⋅=
(32)

Convertidor 3/2.

Corresponde a la estructura de ondulador de tensión trifásico así como para los
rectificadores de corriente.

Um1

Um2

Im

Figura 13. Convertidor 3/2.
En este caso n = 3; q = 2.
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- Matrices de conexión:
















=
















=

31

21

11

3231

2221

1211

;

f

f

f

F

ff

ff

ff

F r (33)

- Relación de conversión y matriz de conversión:







=





−
−

=





−
−

=
2

1

3121

3111;
110

101

m

m

ff

ff
MRcv (34)

finalmente:

( ) 





⋅=⋅





=






2

1
21

2

1

2

1 ;
s

s
ms

m

m

i

i
mmiu

m

m

u

u
(35)

Convertidor 2/3.

Corresponde a la estructura de ondulador de corriente y a la estructura de
rectificador en funcionamiento continuo.

Um

Im1
Im2

Figura 14. Convertidor 2/3.
En este caso n = 2, q = 3.
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- Matrices de conexión:







=





=

2221

1211

232221

131211 ;
ff

ff
F

fff

fff
F r (36)

- Relación de conversión y matriz de conversión:

( ) ( ) ( )2122122111;11 mmffffMRcv =−−=−= (37)

finalmente:

( ) 





⋅=⋅





=






2

1
21

2

1

2

1 ;
s

s
ms

m

m

u

u
mmui

m

m

i

i
(38)

Formulación del sistema completo de ecuaciones.

Figura 15. Sistema completo.

Para una estructura dada se puede escribir lo siguiente:
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sim

sum

IMI

UMU

⋅=
⋅=

; 





=

m

m
m I

U
G ; 





=

i

u
r M

M
M

0

0
; 





=

s

s
s I

U
G (39)

srm GMG ⋅= (40)







⋅

⋅
= t

cv
t

r

rcv
r RF

FR
M

0

0
(41)

además el vector de magnitudes conmutadas esta formado, normalmente, por
componentes del vector de estado, de tal forma que dichas magnitudes pueden ser
expresadas de la siguiente forma:

XCMG srm ⋅⋅= (42)

donde Cs es una matriz de observación particular que define el vector de
magnitudes conmutadas en función de las variables de estado.

El modelo de la parte operativa se describe a partir de un conjunto de ecuaciones de
estado como el siguiente:

mmee GBGBXA
dt

dX ⋅+⋅+⋅= (43)

sustituyendo la anterior se llega a:

eesrm GBXCMBA
dt

dX ⋅+⋅⋅⋅+= )( 44)

Completando la definición mediante la ecuación de observación de la salida:

mmee GDGDXCY ⋅+⋅+⋅= (45)

eesrm GDXCMDCY ⋅+⋅⋅⋅+= )( (46)

Las expresiones anteriores, definen el conjunto de ecuaciones no lineales de control
características de todo convertidor estático.
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Aplicación a la modelización del transformador trifásico.

Figura 16. Modelización del transformador trifásico

Sea:

( )1312111 uuuu = ; vector de tensiones primarias.

( )321 ψψψψ = ; vector de flujo en cada núcleo.

( )1312111 iiii = ; vector de corrientes primarias.

( )2322212 uuuu = ; vector de tensiones secundarias.

( )2322212 iiii = ; vector de corrientes secundarias.

( )3121111 µµµµ iiii = ; vector de corrientes magnetizantes primarias.

( )3121111 mmmm uuuu = ; vector de tensiones primarias moduladas.

( )3222122 mmmm iiii = ; vector de corrientes secundarias moduladas.
I; matriz identidad 3x3.

I
n

n
m ⋅=

1

2 ; matriz de modulación. Obsérvese que en este caso la matriz de

modulación no depende del tiempo como ocurre en el caso de modelizar un
convertidor estático.
n1, n2, número de espiras primarias y secundarias, respectivamente.
L2, inductancia de fugas totalizada en el secundario. Se adopta como modelo para
cada fase del transformador el de la figura siguiente.
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U1

I1

I1µ

I2

U2

Figura 17. Modelo equivalente para cada fase del transformador.

Se pueden plantear las siguientes ecuaciones:

2211 ; imiumu t
mm ⋅=⋅= (47)

)(ψµ fii = (48)

( )21
2

2 1
uuI

Ldt

di
m −⋅⋅= (49)

µ121 iii m += (50)

faltan añadir las ecuaciones de acoplamiento con las respectivas redes:

11 ; iCivCu t
pABCABCp ⋅=⋅= (51)

abc
t
ssabc iCiuCv ⋅=⋅= 22; (52)

con:
( )CNBNANABC vvvv =
( )CBAABC iiii =

( )cnbnanabv vvvv = (53)

( )cbaabc iiii =

Las matrices Cp y Cs dependen del tipo de conexión del transformador.

Globalmente se puede expresar lo siguiente:

psc CmCm ⋅⋅= (54)
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abc
t
cABCABCcabc imivmv ⋅=⋅= ; (55)

Para el caso de un transformador tipo Dy11, las matrices de acoplamiento y
conexión son las siguientes:
















⋅=
















=

















−
−

−
=

100

010

001

;

100

010

001

;

101

110

011

1

2

n

n
mCC sp (56)

















−
−

−
⋅=

101

110

011

1

2

n

n
mc (57)

Aplicación al caso del conjunto convertidor+filtro de entrada+carga R+L+E.

Figura 18. Conjunto convertidor+filtro de entrada + carga R+L+E.

En este caso, convertidor:

( ) 





⋅=⋅





=






2

1
21

2

1

2

1 ;
s

s
ms

m

m

i

i
mmiu

m

m

u

u
(58)

Filtro:

sr
e

f

me
s

uu
dt

di
L

ii
dt

du
C

−=⋅

−=⋅
(59)
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Carga:

bcss
ss

m

acss
ss

m

eiir
dt

di
L

dt

di
LU

eiir
dt

di
L

dt

di
LU

++⋅⋅+⋅+⋅⋅=

++⋅⋅+⋅+⋅⋅=

)2(2

)2(2

12
12

2

21
21

1

(60)

que reordenadas quedan de la siguiente manera:
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⋅
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i
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R

L

R
L

R

L

R
L

C

i

i

i

u

dt

d

2

1

2

1

2

1

0
3

2

3

1

0
3

1

3

2
000

1
00

3
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3

1
0
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1

3

2
0

00
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000
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4

3
00
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4
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000
1

00
1

0

(61)

Para este caso:
















⋅
















=

2

1

21

2

1

0

00

00

s

s

s

r

i

i

u

mm

m

m

M (62)
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(64)
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; (65)

finalmente:
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(66)

Este mismo modelo puede servir para el caso de máquina síncrona de polos lisos.

Aplicación al caso del conjunto convertidor+filtro de entrada+máquina
asíncrona+carga.

Figura 19. Convertidor+Filtro de entrada+máquina asíncrona+carga.
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Filtro:

sr
e

f

me
s

uu
dt

di
L

ii
dt

du
C

−=⋅

−=⋅
(67)

Convertidor:
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u
(68)

Acoplamiento convertidor y máquina. Suponiendo conexión estrella en la máquina
se pueden plantear las ecuaciones que siguen:

Figura 20. Asignación de tensiones y corrientes.
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(70)
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se añaden las ecuaciones de la máquina que completan el conjunto:
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( ) csxsysysxr
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d
J −⋅Ψ−⋅Ψ⋅⋅+⋅−=⋅
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3ωρ
ω

(79)

Reordenando, se llega a:
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Añadiendo las relaciones entre las tensiones y corriente moduladas como función de
las variables de estado, se llega a:
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La aplicación del conjunto anterior lleva a los resultados que siguen, mostrando la
operatividad de la modelización propuesta.

Figura 21. Tensiones aplicadas Um1 y Um2.

Figura 22. Variables de estado del filtro. Us, I(Lf).
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Figura 23. Corrientes Is1, Is2 por la máquina.

Figura 24. Par electromagnético, de carga y velocidad.

Figura 25. Análisis armónico Um1 e Is1.
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Aplicación al conjunto ondulador de corriente+filtro de salida + carga
accionada.

Figura 26. Convertidor de corriente+filtro de salida+máquina asíncrona+carga.

Ecuaciones del filtro:
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Ecuaciones de la máquina:
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Teniendo en cuenta las relaciones entre tensiones aplicadas y transformadas:
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Sustituyendo:
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y teniendo en cuenta que:
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se llega a:
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Los resultados que siguen confirman la correcta solución de las ecuaciones.

Figura 27. Corrientes por el motor.
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Figura 28. Tensiones aplicadas al motor.

Figura 29. Corriente por el filtro.

Figura 30. Corriente de salida del ondulador.
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Figura 31. Corrientes hacia el filtro.

Figra 32. Corrientes por el motor.

Figura 33. Velocidad, Par electromagnético.
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Función generatriz de conversión.

A partir de las definiciones anteriores y de los posibles estados de las células de
conmutación, es evidente que los elementos mij sólo pueden tomar los valores 1, 0 y
–1. Caso de desear una representación continua de los mismos, se puede definir
una función generatriz de conversión tal que su valor para un instante de tiempo,
sea equivalente al “valor medio instantáneo” de la función durante el período T:

0

)1(
)(

1

→

⋅+

⋅


⋅= ∫

T

Tk

Tkg dm
T

m ττ (90)

En la práctica, la función generatriz siempre es muestreada ya que el período T es
finito; la figura muestra como se obtiene m a partir de mg. Así, mg(k,t) es la función
muestreada de mg(t) para { },...1,,...,2,1,0 +∈ qqk . Si el bloqueo se produce al inicio del
período comprendido entre los instantes qT y (q+1)T, mg(q) representa, durante
este intervalo, la amplitud de mg(k,t) y por tanto el valor medio de la función de
conversión m.

Figura 34. Función generatriz.

Si la carga accionada presenta un comportamiento paso-bajo, la señal de salida del
convertidor puede ser asimilada a su valor medio para cada intervalo de muestreo
considerado, con el añadido de un retardo TD entre la señal mg(t) y su equivalente
continuo mg(t-TD), representativo del valor medio de mg(k,t). Normalmente, se
asimila este retardo al valor medio del período de muestreo resultando una función
de transferencia para el convertidor como la siguiente:
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El inconveniente que presenta esta función de transferencia se puede eliminar
realizando una aproximación de la exponencial según Pade, adoptando la forma
canónica siguiente:
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que presenta una constelación de polos estables y ceros inestables que mantienen
las características desestabilizantes del retardo.

Por ejemplo, para el caso de T=0.2 ms y considerando n=1 (aproximación de primer
orden):
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)( (93)

Aplicando el método anterior a las funciones de conexión fij se puede definir la
función fg(k,t), función generatriz muestreada, correspondiente a la resultante del
muestreo de la función generatriz de conexión fg(t):

∫
⋅

⋅−
−=⋅

Tq

Tq g qdf
T )1( 1 )1()(
1 δττ (94)

El valor medio relativo a cada intervalo de muestreo fg(q), se corresponde con el
tiempo de conexión relativo a cada intervalo considerado, es decir:
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)( (95)

Esto permite calcular el tiempo de conexión de cada interruptor, una vez fijado el
período de muestreo para el convertidor.

Generalizando para el caso de un convertidor complejo, se puede plantear:
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finalmente:

XCMG srgm ⋅⋅= (97)
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La aplicación al caso anterior (filtro+convertidor+máquina accionada+carga) lleva a
los siguientes resultados.

Figura 35. Tensiones aplicadas a la máquina.

Figura 36. Variables de estado del filtro. Us, I(Lf).
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Figura 37. Corrientes por el motor.

Figura 38. Par electromagnético, de carga y velocidad.

Figura 39. Análisis armónico tensión aplicada, corriente por la máquina.
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Que coinciden en la aproximación de primer armónico con los calculados mediante
el modelo exacto. A efectos de control se puede sustituir el modelo exacto mediante
el modelo promediado. Si se comparan los resultados se observa un retardo medio
no superior a ½ del período de muestreo considerado; como se puede ver en la
gráfica que sigue.

Figura 40. Comparación del cálculo exacto y el promediado.
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Estructuras de control basadas en las funciones generatrices de modulación.

Una vez formulada la modelización, puede plantearse el cálculo de las funciones
generatrices de modulación para realizar cualquier estructura de control. Por
ejemplo, en la figura que sigue se plantea la obtención de las funciones de control a
partir del conocimiento de la corriente y de la velocidad y a partir de la inversión del
modelo de la máquina.

Figura 41. Estructura de control basada en las funciones generatrices de conexión.
Aplicación al control de la máquina asíncrona.

Esta estructura es general para cualquier algoritmo de control que se plantee, ya
que permite el cálculo de la señal a aplicar en función de las variables de control
consideradas.
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Aportación experimental: caso del conjunto máquina
asíncrona+convertidor+carga.

Aplicación de la metodología anterior a un sistema formado por los siguientes
componentes:

- Ondulador PWM, con señal portadora triangular de 1000 Hz, VN = 220 V, 1.8
kVA, ley V/f = K de 0 a 50 Hz; V = k = VN para f> 50 Hz. Prueba realizada para
salida a frecuencia nominal (50 Hz; mf = 20; ma = 0.9).

- Máquina asíncrona de 1.5 kW, 220 V/380 V, 1470 min-1.

- Parámetros de la máquina obtenidos a partir de ensayos normalizados: Rs = 5.18
Ω; Rr = 5.31 Ω; Lsl = 0.01375 H; Lrl = 0.01435 H; M = 0.3675 H; J = 0.003375
kgm2.

- Par de carga aplicado = 1.8 Nm, correspondiente al servicio de la máquina en
vacío y atribuible al par de rozamientos mecánicos.

Obteniéndose los siguientes resultados de contrastación:

Experimental Simulación Error
V1L 282 V 270 V 4.25%
I1L 3.7 A 4.2 A 13.5%
Vfp 69.2 V 80 V 15.60%
Nf 1490 min-1 1480 min-1 0.67%

La tabla recoge los resultados relativos al valor eficaz de la componente
fundamental de tensión V1L, de primer armónico de corriente I1L, y del armónico de
tensión de primer orden ( 11 ffmf fp ±⋅= , 950 Hz) y valor final de velocidad nf.
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Figura 42. Tensión aplicada. 1 div = 100 V ; 1 div = 5 ms.

Figura 43. Tensión calculada.
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Figura 44. Corriente real. 1 div = 2 A; 1div = 5 ms.

Figura 45. Corriente calculada.
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Conclusiones

El método de modelización considerado permite la formulación del conjunto de
ecuaciones correspondientes al motor y su alimentación, resultando una forma
natural y relativamente, sencilla.

Es obvio que las funciones de conexión ya han sido utilizadas ampliamente en el
caso de modelización de convertidores, pero no es así en el supuesto de considerar
como carga del mismo una máquina.

Asimismo la consideración del conjunto permite obtener leyes directas de control
para el convertidor, partiendo de variables de interés electrotécnico: corriente,
velocidad o par.

A partir de los resultados obtenidos caben las siguientes consideraciones:

• El modelo completo permite obtener resultados de forma exacta.

• La consideración de modelos promediados lleva a resultados correctos en el
caso de índices de modulación elevados.

• A efectos de sintetizar el control se puede sustituir la función exacta por la
promediada.

• El conjunto completo de ecuaciones es de una gran belleza conceptual y
aplicada.
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8. DISCUSIÓN DE RESULTADOS. CONCLUSIONES Y
APORTACIONES

Modelos de máquinas asíncronas considerando la saturación.

a) Se han desarrollado y discutido diversos modelos para máquinas asíncronas
considerando la saturación.

b) Desde el punto de vista de simulación todos los modelos aportan la misma
información y los mismos resultados.

c) Si se tienen en cuenta las restricciones de control, los modelos que en su
formulación incluyan ecuaciones algebraicas, no han de considerarse para su
aplicación en algoritmos de control, debido a la posibilidad de retardo en el
cálculo de variables.

d) La utilización de modelos con un parámetro menos, Lsl o Lrl según el caso,
conlleva una formulación más sencilla y a la vez, posibilita la estimación de los
parámetros sin tener que aventurar hipótesis poco contrastadas (del tipo Lsl = Lrl).

e) La utilización de modelos con saturación cruzada introduce una restricción
algebraica que invalida totalmente su aplicación en tiempo real.

f) Los modelos basados en orientación del campo resultan muy sencillos en su
formulación, a costa de necesitar el cálculo de la velocidad y posición de los ejes
de referencia para cada instante de tiempo; por tratarse de un caso particular,
aunque de mucha aplicación, no se han considerado para el desarrollo de
modelos de identificación en tiempo real.

g) Los modelos nº 21 y 22 resultan los más interesantes:

• Están formulados con un parámetro menos (Lsl), por lo que resultan
de resolución sencilla.

• No presentan ninguna restricción algebraica para su resolución.

• Se diferencian en la formulación de la función de saturación.

• A efectos de formulación para su implementación en algoritmos de
identificación de parámetros en tiempo real, el modelo nº 21 resulta
menos interesante ya que los parámetros desconocidos aparecen
como coeficientes dentro de la función de saturación:

)( 21 iaatana ⋅⋅=Ψ (1)
Lo cual representa un obstáculo en su implementación.

h) Ambos modelos se consideran para su implementación en la modelización.
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Sensibilidad.

a) El análisis de las funciones de sensibilidad permite estimar los errores que se
producen en las salidas ocasionados por las variaciones de los parámetros, así
como su influencia en la respuesta global del sistema.

b) El modelo que resulte menos sensible a las variaciones de los parámetros será
mas útil para la realización de algoritmos de control y, a su vez, se pondrán en
evidencia que parámetros son más delicados para su valoración posterior.

c) El análisis de los modelos anteriores, (21 y 22), conduce a las siguientes
conclusiones:

• Las corrientes resultan igualmente afectadas por las variaciones de rs y rr en
ambos modelos.

• La sensibilidad de las mismas es mayor a las variaciones de Lrl; además, el
modelo nº21 resulta mucho más sensible.

• Las variaciones en el momento de inercia J, y en el coeficiente de rozamiento
ρ, repercuten de forma similar en ambos modelos.

• Las variaciones en los parámetros que definen las funciones de saturación (a1

y a2 para el modelo nº 21; a y b para el modelo nº 22), influyen de forma
mucho más significativa en el primer modelo (nº 21).

• Respecto a la velocidad ωr:

- Ambos modelos presentan un comportamiento similar; no obstante, el
primer modelo presenta discrepancias mayores para todos los parámetros
considerados, en especial los que definen la caracterización de la
saturación.

• Respecto a los flujos:

-El modelo nº 22 es mucho menos sensible a las variaciones de los
parámetros que el nº 21.

• Respecto al par electromagnético:

- En ambos modelos resulta muy sensible a las modificaciones de Lrl

(menos en el modelo nº 22), y a las variaciones del momento de inercia
(de nuevo, menor en el modelo nº 22).

- Respecto a los parámetros que caracterizan la saturación, el modelo
polinomial considerado en el caso nº 22, resulta menos problemático que
el modelo arcotangente.
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d) Como conclusión final, el modelo polinomial para caracterizar la saturación
resulta menos influyente que el de Langevin y, por lo tanto será el considerado
para su implementación en la determinación de los parámetros en tiempo real.

Tabla 1. Sensibilidades unitarias. Modelo nº21

Rs Rr Lrl J ρρ a1 a2

isx 1.31 -2.49 -0.39 -3.48 -0.26 414 -311
isy 18.78 3.89 -351 2.45 0.12 4557 -1193
irx -1.17 2.53 267 3.48 0.26 -406 -311
iry -1.34 -3.89 502 -2.42 -0.12 489 394
ωωr -0.04 0.28 -25.7 0.39 0.02 -30.4 -21.3

ΨΨsx 0.25 -0.10 -44.2 -0.13 -3.9e-3 45.2 71.2
ΨΨsy 0.23 0.08 47.1 0.13 -5.2e-6 72.9 69.4
Me 6.18 -2.87 -463 -4.6 -0.34 1720 -718

Tabla 2. Sensibilidades unitarias. Modelo nº22

Rs Rr Lrl J ρρ a b
ΨΨsx 0.21 -0.12 0.18 0.12 0.0023 8.6e-4 0.097
ΨΨsy 0.21 0.08 -0.23 0.09 0.0044 0.019 0.049
ΨΨrx 0.16 0.27 0.82 -0.55 -0.028 0.018 0.043
ΨΨry -0.12 -0.55 0.88 0.42 0.013 -0.021 0.043
ωωr 0.043 0.18 -0.61 -0.41 -0.015 9.15e-3 -0.017
isx 1.02 -1.02 6.02 4.14 0.20 0.33 0.30
isy 13.2 3.89 -4.98 -2.76 -0.07 -0.39 -2.48
Me 7.73 -3.23 -9.26 5.25 0.28 0.53 -2.04

Obtención de los parámetros por ensayos fuera de línea.

a) Como paso previo a la obtención de los parámetros en tiempo real, se plantea la
obtención de los mismos a partir de ensayos en régimen permanente.

b) A partir de los ensayos en vacío y cortocircuito puede plantearse la obtención de
los parámetros necesarios para la modelización de la máquina.

c) El algóritmo presentado permite la valoración independiente de las reactancias
de dispersión estatórica y rotórica, y de la resistencia equivalente de pérdidas en
el hierro, a partir del conocimiento de la calidad de la plancha magnética.

d) La obtención de los parámetros mediante ensayos en régimen permanente
(vacío a tensión nominal y rotor frenado), proporcionan resultados correctos. La
comprobación de resultados en carga es coherente, estando limitada la
resolución del resultado por la precisión en la medida de la velocidad del eje.
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e) Se han utilizado dos formulaciones distintas para aproximar las características de
saturación:

• Polinomial
n

NNn

ba
I

i






Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅=

• Arco tangente )( 21 iaatana ⋅⋅=Ψ

Ambas logran aproximaciones suficientemente exactas, la consideración de una
u otra dependerá de la aplicación final.

Tabla 3. Parámetros obtenidos en la modelización de la saturación.
Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3

a 0.48 0.61 0.8
b 0.52 0.39 0.2

Polinomial

2ε∑ 0.032 0.0161 0.0422

a1 0.8550 0.9115 1.0921
a2 0.8649 0.2283 0.0691

Langevin

2ε∑ 1.159 1.070 1.0020

f) Se han contrastado los modelos obtenidos para tres grupos de máquinas de
potencias crecientes (1.5, 7.5, 22 kW), a las que se ha aplicado una alimentación
sinusoidal o PWM proveniente de un ondulador, y un ciclo de carga consistente
en arranques en vacío y carga, con posterior variación de la misma. En todos los
casos se han obtenido errores aceptables lo que valida el modelo considerado.

Obtención de variables no medibles y parámetros en servicio.

a) El observador desarrollado es robusto respecto a las variaciones en los
parámetros (coeficientes) del mismo.

b) El observador desarrollado mantiene su robustez en la zona de debilitación de
campo. Únicamente en el caso de fuerte saturación (UN; 25 Hz – ½ de la
frecuencia nominal, aproximadamente doble del flujo nominal) existen
discrepancias apreciables en alguna de las variables del observador (Flujo
rotórico, corriente estatórica); en todo caso las discrepancias son inferiores al
1%.

c) Se han considerado dos formulaciones para el problema de la obtención de las
variables de estado desconocidas.
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Modelo completo:

d) Para asegurar la convergencia del algoritmo de identificación hace falta arrancar
el algoritmo del observador con unos valores supuestos para los parámetros, y
después de un tiempo de rodaje no inferior a 40 ms puede iniciarse el algoritmo
de identificación de los mismos; tras múltiples ensayos y pruebas, y debido a la
no linealidad del conjunto observador+identificador, no se ha podido  garantizar la
convergencia sin este proceso de inicialización.

e) El conjunto de parámetros  obtenidos difiere del que se deduce de los ensayos
realizados fuera de línea (capítulo anterior); de cara a su implementación en los
algoritmos de control esto no es un inconveniente siempre que lo deseado sea un
modelo de “caja negra”, es decir que las variables externas sean las correctas.
En el caso que nos ocupa esto es así. No puede garantizarse en ningún caso
que las variables internas (flujo, par, corriente rotórica) sean las correctas.
Considérese el caso del modelo polinomial para la relación flujo corriente:

n

NNn

ba
I

i






Ψ
Ψ⋅+

Ψ
Ψ⋅=

si los parámetros a y b estimados no coinciden con los obtenidos en los ensayos
previos fuera de línea, no puede garantizarse que, aún obteniendo el mismo valor
para la corriente, el flujo sea el correcto.

Tabla 4. Resultados de identificación. Modelo completo. Alimentación
mediante ondulador PWM

lrl (mH) rr (ΩΩ) ττr=lrl/rr

(ms)
ax bx ay by J

Fuera de
linea

7.3 0.857 8.52 0.61 0.39 0.61 0.39 0.076

Linea 10.68 1.15 9.28 0.76 0.78 0.726 -0.029 0.075
Diferencia

(%)
46.3 34.1 9.00 24.2 100 19.0 107 1.33

f) La convergencia a valores constantes se produce únicamente para el caso de
alimentación PWM. En el caso de alimentación sinusoidal no es posible
garantizar la convergencia a valores correctos; la señal sinusoidal tiene un órden
2, insuficiente para resolver la identificación (6 parámetros).

g) Se ha tenido en cuenta la posibilidad de considerar coeficientes de saturación
distintos para cada componente (ax, ay, bx, by). Con esta técnica puede obviarse
la utilización de los modelos con saturación cruzada.

h) La metodología empleada logra la convergencia de las variables observadas a
las reales en un tiempo inferior a los dos períodos de la onda (40 ms a 50 Hz –
una vez transcurrido el tiempo de inicialización).
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Modelo reducido:

i) Es necesario el conocimiento completo de los parámetros de modelización del
estator (resistencia, saturación) para su desarrollo. Estos pueden ser obtenidos
anteriormente mediante el ensayo en vacío.

j) La convergencia del algorítmo es mucho menos crítica que en el caso anterior.
Es capaz de arrancar con valores iniciales cualesquiera, obteniéndose la
convergencia en un tiempo inferior a 120 ms (alimentando la máquina  a 50 Hz)..

k) Una vez arrancado el algorítmo se mantiene la convergencia ante variaciones del
sistema (convergencia en menos de 10 ms – ½ periodo a 50 Hz)

l) Los parámetros rotóricos obtenidos presentan una dispersión menor respecto a
los obtenidos en los ensayos fuera de línea.

Tabla 5. Resultados de identificación. Modelo reducido. Alimentación mediante
ondulador PWM
lrl (mH) rr (ΩΩ) ττr=lrl/rr (ms) J

Fuera de linea 7.3 0.857 8.52 0.076
Linea 7.721 0.772 8.74 0.075

Diferencia (%) 5.76 -9.92 2.58 1.33

Parámetros mecánicos:

m) El par de carga y el momento de inercia del conjunto presentan una convergencia
a valores correctos en un tiempo no superior a 100 ms. El resultado de los
parámetros mecánicos es independiente del modelo de identificación
considerado.

n) Para ambos modelos el error en la estimación de la constante de tiempo rotórica
és suficientemente pequeño como para ser útil en el planteo de algorítmos de
control que precisen de la misma (control por orientación del campo).
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Modelización del convertidor.

La consideración de las funciones de conexión aplicadas a los convertidores
alimentando cargas pasivas, ha sido ampliamente desarrollada en la literatura
técnica. Su aplicación a las cargas activas, como las máquinas eléctricas, es una
laguna que se ha llenado. El modelo desarrollado permite:

a) La consideración, de forma natural y sencilla, del conjunto de ecuaciones
correspondientes al motor accionado y a su alimentación.

b) Obtener leyes de control de una forma natural a partir de la inversión del modelo
del sistema.

c) Contrastar experimentalmente el desarrollo obtenido.

Aplicaciones.

a) Se ha desarrollado y construido un equipo para el ensayo de accionamientos
eléctricos.

b) Permite trabajar en los cuatro cuadrantes del plano par-velocidad así como el
control del par de carga presente en el eje, siguiendo una ley arbitraria.

c) Se ha desarrollado e implementado un algoritmo observador para el par en el eje,
que permite a partir de las medidas de corriente y velocidad de la máquina de
corriente continua, valorar el par electromagnético de la máquina ensayada.

d) El error resulta inferior al 5% a partir de dos períodos de onda (40 ms a 50 Hz).

e) El equipo desarrollado, tiene un evidente interés para su aplicación docente e
industrial

f) El equipo, como se puede apreciar a continuación, tiene un coste económico más
reducido que otros de similares características:

• Máquina de c.c. 7.5 kW 220.000 ptas.
• Dinamo tacométrica+acopl. 50.000 ptas.
• Equipo de potencia 200.000 ptas.
• Tarjeta de control+obs. 60.000 ptas.
• Ingenieria+mano de obra 470.000 ptas
• Beneficio/Comercialización 500.000 ptas

• Total 1.530.000 ptas.

• Freno comercial similar 4.000.000 ptas.
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Aportaciones.

• Estudio sistemático de modelos con saturación a fin de determinar cual o cuales
de los mismos són adecuados para la implementación de técnicas de control y de
identificación en tiempo real.

• Estudio de la sensibilidad de los modelos escogidos ante variaciones de los
parámetros. Hasta donde alcanzan mis conocimientos el tema es una laguna
poco explorada.

• Comparación de diversos métodos de obtención de parámetros (con
consideración de la saturación) tanto en régimen permanente (ensayos fuera de
línea) como en transitorio (identificación en tiempo real).

• Comparación en la identificación en tiempo real de diversos modelos. Influencia
del número de parámetros y del tipo de señal aplicada en la identificabilidad del
sistema.

• Aportación a la obtención del par electromagnético y a su validación mediante
medidas externas.

• Construcción de un equipo para el ensayo de accionamientos en régimen
dinámico. Esto consiste, en opinión del autor, un “subproducto” de la tesis que
posiblemente tenga mayor aplicación docente e industrial.

Futuros desarrollos.

La línea iniciada abre diversas áreas de interés:

a) Extender la modelización a otros tipos de máquinas eléctricas.

b) Desarrollar equipos para el control del par basados en máquinas de alterna.

c) Desarrollar algoritmos de control basados en una correcta identificación de los
parámetros del sistema, que puedan llevar a una optimización, o minimización,
de tránsitos energéticos en el convertidor.

d) Contrastación de los métodos de obtención de parámetros en línea mediante
algoritmos basados en la resolución del campo electromagnético en la máquina
(Elementos finitos). Actualmente,  empiezan a circular programas que permiten la
resolución de transitorios eléctricos conjuntamente con la formulación de la
máquina a partir de modelos basados en elementos finitos (SIMPLORER +
FLUX2D); estos permitirán la contrastación de los algoritmos en tiempo real a
partir de los modelos distribuidos de la máquina. En nuestro caso no se ha
podido desarrollar el tema por no disponer de los programas adecuados.

Barcelona,  Julio del 2001
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ANEXO I. EXPRESIONES PARA EL
CÁLCULO DE LA SENSIBILIDAD
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ANEXO I. CÁLCULO DE FUNCIONES DE SENSIBILIDAD AI

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

MODELO Nº 21 Formulación general

( )t
rryrxsysx iiiix ω= (1)

( )t
ryrxsysx Mcuuuuu = (2)

( )t
rlrs aaJLRRp 21ρ= (3)

( )t
esysx My ΨΨ= (4)

definiendo las siguientes funciones de sensibilidad de las variables de estado:























=
∂
∂

21

21

21

21

21

aaJLrr

a
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

a
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

a
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

a
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

rrrr

rl

r

r

r

s

r

ryryryry

rl

ry

r

ry

s

ry

rxrxrxrx

rl

rx

r

rx

s

rx

sysysysy

rl

sy

r

sy

s

sy

sxsxsxsx

rl

sx

r

sx

s

sx

p

x

ωω
ρ
ωωωωω

ρ

ρ

ρ

ρ

γγγγγγγ
γγγγγγγ
γγγγγγγ
γγγγγγγ
γγγγγγγ

(5)

y de la sensibilidad de las variables de salida
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(6)

en las páginas que siguen se encuentran los cálculos desarrollados a partir de las
utilidades que ofrece el programa MAPLE RV.0 para la manipulación algebraica y su
posterior volcado en codigo FORTRAN 90 para su aplicación en los algorítmos
utilizados en la tesis.



> with(linalg):
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> imx:=isx+irx;imy:=isy+iry;fluxsx:=a1*arctan(a2*imx);fluxsy:=a1*a
rctan(a2*imy);

> Flux:=array(1..2,[fluxsx,fluxsy]);Lmx:=a1*a2/(1+(a2*imx)^2);Lmy:
=a1*a2/(1+(a2*imy)^2);

> M:=matrix(5,5,[[Lmx,0,Lmx,0,0],[0,Lmy,0,Lmy,0],[Lmx,0,Lrl+Lmx,0,
0],[0,Lmy,0,Lrl+Lmy,0],[0,0,0,0,J]]);

 := imx  + isx irx

 := imy  + isy iry

 := fluxsx a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := fluxsy a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry

 := Flux [ ],a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry

 := Lmx
a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := Lmy
a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := M













, , , ,
a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
0

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
0 0

, , , ,0
a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0

, , , ,
a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
0  + Lrl

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
0 0

, , , ,0
a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0  + Lrl

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0

, , , ,0 0 0 0 J
> 
> A:=matrix(5,5,[[-Rs,0,0,0,0],[0,-Rs,0,0,0],[0,0,-Rr,(w-wr)*Lrl,0

],[0,0,-(w-wr)*Lrl,-Rr,0],[-(3/2)*P*fluxsy,(3/2)*P*fluxsx,0,0,-r
ho]]);

 := A













, , , ,−Rs 0 0 0 0
, , , ,0 −Rs 0 0 0
, , , ,0 0 −Rr ( ) − w wr Lrl 0
, , , ,0 0 −( ) − w wr Lrl −Rr 0

, , , ,−
3

2
P a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry

3

2
P a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx 0 0 −ρ

> OM:=matrix(5,2,[[0,w],[-w,0],[0,w-wr],[-(w-wr),0],[0,0]]);
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 := OM













0 w
−w 0
0  − w wr

−  + w wr 0
0 0

> v:=vector([usx,usy,urx,ury,-Mc]);

 := v [ ], , , ,usx usy urx ury−Mc
> x:=vector([isx,isy,irx,iry,wr]);

 := x [ ], , , ,isx isy irx iry wr
> M1:=inverse(M);

 := M1













, , , ,
 +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2

Lrl a1 a2
0 −

1

Lrl
0 0

, , , ,0
 +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2

Lrl a1 a2
0 −

1

Lrl
0

, , , ,−
1

Lrl
0

1

Lrl
0 0

, , , ,0 −
1

Lrl
0

1

Lrl
0

, , , ,0 0 0 0
1

J
> parc1:=multiply(M1,v):parc2:=multiply(A,x):parc3:=multiply(OM,Fl

ux):parc4:=matadd(parc3,parc2):parc5:=multiply(M1,parc4):Final:=
matadd(parc1,parc5);

Final
( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2 usx

Lrl a1 a2

urx

Lrl
 − 





 := 

( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2
 + 

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl
 − ,

( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2 usy

Lrl a1 a2

ury

Lrl
 − 

( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2 ( )−  − w a1%1 Rs isy

Lrl a1 a2
 + 

 −  − ( )−  + w wr a1%1 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl
 − ,

−  +  −  + 
usx

Lrl

urx

Lrl

 − w a1%2 Rs isx

Lrl

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl
,
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−  +  −  + 
usy

Lrl

ury

Lrl

−  − w a1%1 Rs isy

Lrl

 −  − ( )−  + w wr a1%1 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl
,

−  + 
Mc

J

−  +  − 
3

2
P a1%2 isx

3

2
P a1%1 isy ρ wr

J







 := %1 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry
> 

parc4  − w a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry Rs isx−  − w a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx Rs isy, ,


 := 

 −  + ( ) − w wr a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry Rr irx ( ) − w wr Lrl iry ,

 −  − ( )−  + w wr a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx ( ) − w wr Lrl irx Rr iry ,

−  +  − 
3

2
P Fluxsy isx

3

2
P Fluxsx isy ρ wr





> 

parc5
( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2





 := 

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl
 − ,

( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2 ( )−  − w a1%1 Rs isy

Lrl a1 a2

 −  − ( )−  + w wr a1%1 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl
 − ,

−  + 
 − w a1%2 Rs isx

Lrl

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl
,

−  + 
−  − w a1%1 Rs isy

Lrl

 −  − ( )−  + w wr a1%1 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl
,

−  +  − 
3

2
P Fluxsy isx

3

2
P Fluxsx isy ρ wr

J







 := %1 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry
> 

Final
( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2 usx

Lrl a1 a2

urx

Lrl
 − 





 := 
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( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2
 + 

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl
 − ,

( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2 usy

Lrl a1 a2

ury

Lrl
 − 

( ) +  +  +  + Lrl Lrl a22 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2 ( )−  − w a1%1 Rs isy

Lrl a1 a2
 + 

 −  − ( )−  + w wr a1%1 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl
 − ,

−  +  −  + 
usx

Lrl

urx

Lrl

 − w a1%2 Rs isx

Lrl

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl
,

−  +  −  + 
usy

Lrl

ury

Lrl

−  − w a1%1 Rs isy

Lrl

 −  − ( )−  + w wr a1%1 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl
,

−  + 
Mc

J

−  +  − 
3

2
P Fluxsy isx

3

2
P Fluxsx isy ρ wr

J







 := %1 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry
> param:=vector([Rs,Rr,Lrl,J,rho,a1,a2]);

 := param [ ], , , , , ,Rs Rr Lrl J ρ a1 a2
> Pare:=(3/2)*P*(fluxsx*isy-fluxsy*isx);

 := Pare
3

2
P ( ) − a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx isy a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry isx

> salidas:=vector([fluxsx,fluxsy,Pare]);

salidas a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry, ,


 := 

3

2
P ( ) − a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx isy a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry isx





> dfx:=jacobian(Final,x);

dfx := 

 +  − 
%3usx

Lrl a1 a2

%3 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2

%1Rs

Lrl a1 a2





 ,

 − 
%1w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

( ) − w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,
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 +  + 
%3usx

Lrl a1 a2

%3 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2

Rr

Lrl
,

 − 
%1w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 + 
( ) − w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
( ) − w wr Lrl

Lrl
−

−  − a1%2 Lrl iry

Lrl
,







−  − 
%4w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

( )−  + w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2





 ,

 +  − 
%6usy

Lrl a1 a2

%6 ( )−  − w a1%5 Rs isy

Lrl a1 a2

%4Rs

Lrl a1 a2
,

−  − 
%4w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 − 
( )−  + w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
( ) − w wr Lrl

Lrl
,

 +  + 
%6usy

Lrl a1 a2

%6 ( )−  − w a1%5 Rs isy

Lrl a1 a2

Rr

Lrl
−

 + a1%5 Lrl irx

Lrl
,







Rs

Lrl
−  + 

w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

( ) − w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
−

Rr

Lrl





 , , ,

−  + 
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 + 
( ) − w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
( ) − w wr Lrl

Lrl

−  − a1%2 Lrl iry

Lrl
,







 + 
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

( )−  + w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

Rs

Lrl





 , ,

 + 
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 − 
( )−  + w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
( ) − w wr Lrl

Lrl
−

Rr

Lrl

 + a1%5 Lrl irx

Lrl
, ,







−  + 
3

2
P a1%2

3

2

P a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

J

−  + 
3

2

P a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2
P a1%5

J





 , ,

3

2

P a1 a2 isy

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2
−

3

2

P a1 a2 isx

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
−

ρ
J

, ,







 := %1  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2
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 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry

 := %3  + 2 Lrl a22 isx 2 Lrl a22 irx

 := %4  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2

 := %5 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %6  + 2 Lrl a22 isy 2 Lrl a22 iry
> dfparam:=jacobian(Final,param);

dfparam := 

−
%1 isx

Lrl a1 a2

irx

Lrl

%1usx

Lrl 2 a1 a2

( ) +  +  + 1 a22 isx2 2 a22 isx irx a22 irx2 usx

Lrl a1 a2

urx

Lrl 2
−  +  + 




 , ,

%1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl 2 a1 a2

( ) +  +  + 1 a22 isx2 2 a22 isx irx a22 irx2 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2
 −  + 

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl 2

( ) − w wr iry

Lrl
 +  − 0 0

%1usx

Lrl a12 a2

usx

Lrl a1
−  + , , ,

%1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a12 a2

 − w a1%2 Rs isx

Lrl a1

%1w %2

Lrl a1 a2

( ) − w wr %2

Lrl
 −  +  +  − 

%1usx

Lrl a1 a22
−,

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isx2 4 Lrl a2 isx irx 2 Lrl a2 irx2 a1 usx

Lrl a1 a2

%1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a22
 +  − 

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isx2 4 Lrl a2 isx irx 2 Lrl a2 irx2 a1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2
 + 

%1w ( ) + isy iry

Lrl a2 ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

( ) − w wr a1( ) + isy iry

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 +  − 






−
%3 isy

Lrl a1 a2

iry

Lrl

%3usy

Lrl 2 a1 a2

( ) +  +  + 1 a22 isy2 2 a22 isy iry a22 iry2 usy

Lrl a1 a2

ury

Lrl 2
−  +  + 




 , ,

%3 ( )−  − w a1%4 Rs isy

Lrl 2 a1 a2

( ) +  +  + 1 a22 isy2 2 a22 isy iry a22 iry2 ( )−  − w a1%4 Rs isy

Lrl a1 a2
 −  + 

 −  − ( )−  + w wr a1%4 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl 2

( ) − w wr irx

Lrl
 +  + 0 0

%3usy

Lrl a12 a2

usy

Lrl a1
−  + , , ,

%3 ( )−  − w a1%4 Rs isy

Lrl a12 a2

−  − w a1%4 Rs isy

Lrl a1

%3w %4

Lrl a1 a2

( )−  + w wr %4

Lrl
 −  +  −  − 

%3usy

Lrl a1 a22
−,

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isy2 4 Lrl a2 isy iry 2 Lrl a2 iry2 a1 usy

Lrl a1 a2

%3 ( )−  − w a1%4 Rs isy

Lrl a1 a22
 +  − 

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isy2 4 Lrl a2 isy iry 2 Lrl a2 iry2 a1 ( )−  − w a1%4 Rs isy

Lrl a1 a2
 + 

%3w ( ) + isx irx

Lrl a2 ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

( )−  + w wr a1( ) + isx irx

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 −  − 
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isx

Lrl
−

irx

Lrl




 , ,

 −  +  −  + 
usx

Lrl 2

urx

Lrl 2

 − w a1%2 Rs isx

Lrl 2

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl 2

( ) − w wr iry

Lrl

0 0 −  + 
w %2

Lrl

( ) − w wr %2

Lrl
−  + 

w a1( ) + isy iry

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

( ) − w wr a1( ) + isy iry

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
, , , ,






isy

Lrl
−

iry

Lrl

usy

Lrl 2

ury

Lrl 2

−  − w a1%4 Rs isy

Lrl 2
 −  + 




 , ,

 −  − ( )−  + w wr a1%4 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl 2

( ) − w wr irx

Lrl
 −  − 0 0, , ,

 + 
w %4

Lrl

( )−  + w wr %4

Lrl
 + 

w a1( ) + isx irx

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

( )−  + w wr a1( ) + isx irx

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2
,






0 0 0  − 
Mc

J2

−  +  − 
3

2
P a1%2 isx

3

2
P a1%4 isy ρ wr

J2
−

wr

J

−  + 
3

2
P %2 isx

3

2
P %4 isy

J





 , , , , , ,

−  + 
3

2

P a1( ) + isy iry isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2

P a1( ) + isx irx isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

J







 := %1  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2

 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry

 := %3  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2

 := %4 ( )arctana2 ( ) + isx irx
> dgx:=jacobian(salidas,x);

dgx := 




 , , , ,






a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
0

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
0 0




 , , , ,




0

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0

a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0

3

2
P









 − 

a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry




 ,

3

2
P









 − a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx

a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2

P a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
, ,

−
3

2

P a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
0,






> dgparam:=jacobian(salidas,param);

dgparam := 

Page 7






 , , , , , ,




0 0 0 0 0 ( )arctana2 ( ) + isx irx

a1 ( ) + isx irx

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2




 , , , , , ,




0 0 0 0 0 ( )arctana2 ( ) + isy iry

a1 ( ) + isy iry

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

0 0 0 0 0
3

2
P ( ) − ( )arctana2 ( ) + isx irx isy ( )arctana2 ( ) + isy iry isx




 , , , , , ,

3

2
P









 − 

a1 ( ) + isx irx isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 ( ) + isy iry isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2






> gamm:=matrix(5,7,[[gamma11,gamma12,gamma13,gamma14,gamma15,gamma
16,gamma17],[gamma21,gamma22,gamma23,gamma24,gamma25,gamma26,gam
ma27],[gamma31,gamma32,gamma33,gamma34,gamma35,gamma36,gamma37],
[gamma41,gamma42,gamma43,gamma44,gamma45,gamma46,gamma47],[gamma
51,gamma52,gamma53,gamma54,gamma55,gamma56,gamma57]]);

 := gamm













γ11 γ12 γ13 γ14 γ15 γ16 γ17
γ21 γ22 γ23 γ24 γ25 γ26 γ27
γ31 γ32 γ33 γ34 γ35 γ36 γ37
γ41 γ42 γ43 γ44 γ45 γ46 γ47
γ51 γ52 γ53 γ54 γ55 γ56 γ57

> p1:=multiply(dfx,gamm);

p1 := 

 +  +  +  − %9 γ11 ( ) − %4 %8 γ21 %7 γ31 ( ) − %4 %2 γ41
( )−  − a1%1 Lrl iry γ51

Lrl



 ,

 +  +  +  − %9 γ12 ( ) − %4 %8 γ22 %7 γ32 ( ) − %4 %2 γ42
( )−  − a1%1 Lrl iry γ52

Lrl
,

 +  +  +  − %9 γ13 ( ) − %4 %8 γ23 %7 γ33 ( ) − %4 %2 γ43
( )−  − a1%1 Lrl iry γ53

Lrl
,

 +  +  +  − %9 γ14 ( ) − %4 %8 γ24 %7 γ34 ( ) − %4 %2 γ44
( )−  − a1%1 Lrl iry γ54

Lrl
,

 +  +  +  − %9 γ15 ( ) − %4 %8 γ25 %7 γ35 ( ) − %4 %2 γ45
( )−  − a1%1 Lrl iry γ55

Lrl
,

 +  +  +  − %9 γ16 ( ) − %4 %8 γ26 %7 γ36 ( ) − %4 %2 γ46
( )−  − a1%1 Lrl iry γ56

Lrl
,

 +  +  +  − %9 γ17 ( ) − %4 %8 γ27 %7 γ37 ( ) − %4 %2 γ47
( )−  − a1%1 Lrl iry γ57

Lrl





 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ11 %17γ21 ( )−  − %16 %14 γ31 %13γ41
( ) + a1%10 Lrl irx γ51

Lrl



 ,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ12 %17γ22 ( )−  − %16 %14 γ32 %13γ42
( ) + a1%10 Lrl irx γ52

Lrl
,
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 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ13 %17γ23 ( )−  − %16 %14 γ33 %13γ43
( ) + a1%10 Lrl irx γ53

Lrl
,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ14 %17γ24 ( )−  − %16 %14 γ34 %13γ44
( ) + a1%10 Lrl irx γ54

Lrl
,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ15 %17γ25 ( )−  − %16 %14 γ35 %13γ45
( ) + a1%10 Lrl irx γ55

Lrl
,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ16 %17γ26 ( )−  − %16 %14 γ36 %13γ46
( ) + a1%10 Lrl irx γ56

Lrl
,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ17 %17γ27 ( )−  − %16 %14 γ37 %13γ47
( ) + a1%10 Lrl irx γ57

Lrl





 +  −  +  + 
Rsγ11

Lrl
( )−  + %19 %8 γ21

Rr γ31
Lrl

( )−  + %19 %2 γ41
( )−  − a1%1 Lrl iry γ51

Lrl



 ,

 +  −  +  + 
Rsγ12

Lrl
( )−  + %19 %8 γ22

Rr γ32
Lrl

( )−  + %19 %2 γ42
( )−  − a1%1 Lrl iry γ52

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rsγ13

Lrl
( )−  + %19 %8 γ23

Rr γ33
Lrl

( )−  + %19 %2 γ43
( )−  − a1%1 Lrl iry γ53

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rsγ14

Lrl
( )−  + %19 %8 γ24

Rr γ34
Lrl

( )−  + %19 %2 γ44
( )−  − a1%1 Lrl iry γ54

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rsγ15

Lrl
( )−  + %19 %8 γ25

Rr γ35
Lrl

( )−  + %19 %2 γ45
( )−  − a1%1 Lrl iry γ55

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rsγ16

Lrl
( )−  + %19 %8 γ26

Rr γ36
Lrl

( )−  + %19 %2 γ46
( )−  − a1%1 Lrl iry γ56

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rsγ17

Lrl
( )−  + %19 %8 γ27

Rr γ37
Lrl

( )−  + %19 %2 γ47
( )−  − a1%1 Lrl iry γ57

Lrl





 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ11
Rsγ21

Lrl
( ) + %20 %14 γ31

Rr γ41
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ51
Lrl



 ,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ12
Rsγ22

Lrl
( ) + %20 %14 γ32

Rr γ42
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ52
Lrl

,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ13
Rsγ23

Lrl
( ) + %20 %14 γ33

Rr γ43
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ53
Lrl

,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ14
Rsγ24

Lrl
( ) + %20 %14 γ34

Rr γ44
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ54
Lrl

,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ15
Rsγ25

Lrl
( ) + %20 %14 γ35

Rr γ45
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ55
Lrl

,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ16
Rsγ26

Lrl
( ) + %20 %14 γ36

Rr γ46
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ56
Lrl

,
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 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ17
Rsγ27

Lrl
( ) + %20 %14 γ37

Rr γ47
Lrl

( ) + a1%10 Lrl irx γ57
Lrl





 +  +  −  − 
%22γ11

J

%21γ21
J

3

2

P a1 a2 isyγ31

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ41

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ51
J




 ,

 +  +  −  − 
%22γ12

J

%21γ22
J

3

2

P a1 a2 isyγ32

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ42

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ52
J

,

 +  +  −  − 
%22γ13

J

%21γ23
J

3

2

P a1 a2 isyγ33

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ43

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ53
J

,

 +  +  −  − 
%22γ14

J

%21γ24
J

3

2

P a1 a2 isyγ34

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ44

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ54
J

,

 +  +  −  − 
%22γ15

J

%21γ25
J

3

2

P a1 a2 isyγ35

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ45

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ55
J

,

 +  +  −  − 
%22γ16

J

%21γ26
J

3

2

P a1 a2 isyγ36

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ46

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ56
J

,

 +  +  −  − 
%22γ17

J

%21γ27
J

3

2

P a1 a2 isyγ37

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ47

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ57
J






 := %1 ( )arctana2 ( ) + isy iry

 := %2

 + 
( ) − w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
( ) − w wr Lrl

Lrl

 := %3  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2

 := %4
%3w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %5  + 2 Lrl a22 isx 2 Lrl a22 irx

 := %6
%5 ( ) − w a1%1 Rs isx

Lrl a1 a2

 := %7  +  + 
%5usx

Lrl a1 a2
%6

Rr

Lrl

 := %8
( ) − w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %9  +  − 
%5usx

Lrl a1 a2
%6

%3Rs

Lrl a1 a2

 := %10 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %11  + 2 Lrl a22 isy 2 Lrl a22 iry

 := %12
%11 ( )−  − w a1%10 Rs isy

Lrl a1 a2
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 := %13  +  + 
%11usy

Lrl a1 a2
%12

Rr

Lrl

 := %14

 − 
( )−  + w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
( ) − w wr Lrl

Lrl

 := %15  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2

 := %16
%15w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := %17  +  − 
%11usy

Lrl a1 a2
%12

%15Rs

Lrl a1 a2

 := %18
( )−  + w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := %19
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %20
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := %21 −  + 
3

2

P a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2
P a1%10

 := %22 −  + 
3

2
P a1%1

3

2

P a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

> dsens:=matadd(p1,dfparam);

dsens := 

 +  +  +  −  − %9 γ11 ( ) − %4 %8 γ21 %7 γ31 ( ) − %4 %3 γ41
( )−  − a1%2 Lrl iry γ51

Lrl

%1 isx

Lrl a1 a2






 +  +  +  −  + %9 γ12 ( ) − %4 %8 γ22 %7 γ32 ( ) − %4 %3 γ42
( )−  − a1%2 Lrl iry γ52

Lrl

irx

Lrl
, ,

%9 γ13 ( ) − %4 %8 γ23 %7 γ33 ( ) − %4 %3 γ43
( )−  − a1%2 Lrl iry γ53

Lrl

%1usx

Lrl 2 a1 a2
 +  +  +  −  − 

( ) +  +  + 1 a22 isx2 2 a22 isx irx a22 irx2 usx

Lrl a1 a2

urx

Lrl 2

%1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl 2 a1 a2
 +  +  − 

( ) +  +  + 1 a22 isx2 2 a22 isx irx a22 irx2 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2
 + 

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl 2

( ) − w wr iry

Lrl
 +  − ,

 +  +  +  − %9 γ14 ( ) − %4 %8 γ24 %7 γ34 ( ) − %4 %3 γ44
( )−  − a1%2 Lrl iry γ54

Lrl
,
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 +  +  +  − %9 γ15 ( ) − %4 %8 γ25 %7 γ35 ( ) − %4 %3 γ45
( )−  − a1%2 Lrl iry γ55

Lrl
%9 γ16,

( ) − %4 %8 γ26 %7 γ36 ( ) − %4 %3 γ46
( )−  − a1%2 Lrl iry γ56

Lrl

%1usx

Lrl a12 a2
 +  +  +  −  − 

usx

Lrl a1

%1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a12 a2

 − w a1%2 Rs isx

Lrl a1

%1w %2

Lrl a1 a2

( ) − w wr %2

Lrl
 +  −  +  +  − %9 γ17,

( ) − %4 %8 γ27 %7 γ37 ( ) − %4 %3 γ47
( )−  − a1%2 Lrl iry γ57

Lrl

%1usx

Lrl a1 a22
 +  +  +  −  − 

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isx2 4 Lrl a2 isx irx 2 Lrl a2 irx2 a1 usx

Lrl a1 a2

%1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a22
 +  − 

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isx2 4 Lrl a2 isx irx 2 Lrl a2 irx2 a1 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2
 + 

%1w ( ) + isy iry

Lrl a2 ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

( ) − w wr a1( ) + isy iry

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 +  − 






( )−  − %16 %18 γ11 %17γ21 ( )−  − %16 %15 γ31 %14γ41
( ) + a1%11 Lrl irx γ51

Lrl
 +  +  +  − 






%10 isy

Lrl a1 a2
 − ( )−  − %16 %18 γ12 %17γ22 ( )−  − %16 %15 γ32 %14γ42 +  +  + ,

( ) + a1%11 Lrl irx γ52
Lrl

iry

Lrl
 −  + ( )−  − %16 %18 γ13 %17γ23 ( )−  − %16 %15 γ33 +  + ,

%14γ43
( ) + a1%11 Lrl irx γ53

Lrl

%10usy

Lrl 2 a1 a2
 +  −  − 

( ) +  +  + 1 a22 isy2 2 a22 isy iry a22 iry2 usy

Lrl a1 a2

ury

Lrl 2

%10 ( )−  − w a1%11 Rs isy

Lrl 2 a1 a2
 +  +  − 

( ) +  +  + 1 a22 isy2 2 a22 isy iry a22 iry2 ( )−  − w a1%11 Rs isy

Lrl a1 a2
 + 

 −  − ( )−  + w wr a1%11 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl 2

( ) − w wr irx

Lrl
 +  + ,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ14 %17γ24 ( )−  − %16 %15 γ34 %14γ44
( ) + a1%11 Lrl irx γ54

Lrl
,

 +  +  +  − ( )−  − %16 %18 γ15 %17γ25 ( )−  − %16 %15 γ35 %14γ45
( ) + a1%11 Lrl irx γ55

Lrl
,

( )−  − %16 %18 γ16 %17γ26 ( )−  − %16 %15 γ36 %14γ46
( ) + a1%11 Lrl irx γ56

Lrl
 +  +  +  − 

%10usy

Lrl a12 a2

usy

Lrl a1

%10 ( )−  − w a1%11 Rs isy

Lrl a12 a2

−  − w a1%11 Rs isy

Lrl a1

%10w %11

Lrl a1 a2
 −  +  −  +  − 
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( )−  + w wr %11

Lrl
 − ( )−  − %16 %18 γ17 %17γ27 ( )−  − %16 %15 γ37 %14γ47 +  +  + ,

( ) + a1%11 Lrl irx γ57
Lrl

%10usy

Lrl a1 a22
 −  − 

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isy2 4 Lrl a2 isy iry 2 Lrl a2 iry2 a1 usy

Lrl a1 a2

%10 ( )−  − w a1%11 Rs isy

Lrl a1 a22
 +  − 

( ) +  +  + 2 Lrl a2 isy2 4 Lrl a2 isy iry 2 Lrl a2 iry2 a1 ( )−  − w a1%11 Rs isy

Lrl a1 a2
 + 

%10w ( ) + isx irx

Lrl a2 ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

( )−  + w wr a1( ) + isx irx

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 −  − 






 +  −  +  +  + 
Rsγ11

Lrl
( )−  + %19 %8 γ21

Rr γ31
Lrl

( )−  + %19 %3 γ41
( )−  − a1%2 Lrl iry γ51

Lrl

isx

Lrl




 ,

 +  −  +  +  − 
Rsγ12

Lrl
( )−  + %19 %8 γ22

Rr γ32
Lrl

( )−  + %19 %3 γ42
( )−  − a1%2 Lrl iry γ52

Lrl

irx

Lrl
,

Rsγ13
Lrl

( )−  + %19 %8 γ23
Rr γ33

Lrl
( )−  + %19 %3 γ43

( )−  − a1%2 Lrl iry γ53
Lrl

usx

Lrl 2
 +  −  +  +  + 

urx

Lrl 2

 − w a1%2 Rs isx

Lrl 2

 −  + ( ) − w wr a1%2 Rr irx ( ) − w wr Lrl iry

Lrl 2

( ) − w wr iry

Lrl
 −  +  −  + ,

 +  −  +  + 
Rsγ14

Lrl
( )−  + %19 %8 γ24

Rr γ34
Lrl

( )−  + %19 %3 γ44
( )−  − a1%2 Lrl iry γ54

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rsγ15

Lrl
( )−  + %19 %8 γ25

Rr γ35
Lrl

( )−  + %19 %3 γ45
( )−  − a1%2 Lrl iry γ55

Lrl

Rsγ16
Lrl

,

( )−  + %19 %8 γ26
Rr γ36

Lrl
( )−  + %19 %3 γ46

( )−  − a1%2 Lrl iry γ56
Lrl

w %2

Lrl
 +  −  +  +  − 

( ) − w wr %2

Lrl
 + 

Rsγ17
Lrl

( )−  + %19 %8 γ27
Rr γ37

Lrl
( )−  + %19 %3 γ47 +  −  + ,

( )−  − a1%2 Lrl iry γ57
Lrl

w a1( ) + isy iry

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

( ) − w wr a1( ) + isy iry

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 +  −  + 






 +  +  −  +  + ( ) + %20 %18 γ11
Rsγ21

Lrl
( ) + %20 %15 γ31

Rr γ41
Lrl

( ) + a1%11 Lrl irx γ51
Lrl

isy

Lrl




 ,

 +  +  −  +  − ( ) + %20 %18 γ12
Rsγ22

Lrl
( ) + %20 %15 γ32

Rr γ42
Lrl

( ) + a1%11 Lrl irx γ52
Lrl

iry

Lrl
,

( ) + %20 %18 γ13
Rsγ23

Lrl
( ) + %20 %15 γ33

Rr γ43
Lrl

( ) + a1%11 Lrl irx γ53
Lrl

usy

Lrl 2
 +  +  −  +  + 

ury

Lrl 2

−  − w a1%11 Rs isy

Lrl 2

 −  − ( )−  + w wr a1%11 ( ) − w wr Lrl irx Rr iry

Lrl 2
 −  +  − 
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( ) − w wr irx

Lrl
 − ,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ14
Rsγ24

Lrl
( ) + %20 %15 γ34

Rr γ44
Lrl

( ) + a1%11 Lrl irx γ54
Lrl

,

 +  +  −  + ( ) + %20 %18 γ15
Rsγ25

Lrl
( ) + %20 %15 γ35

Rr γ45
Lrl

( ) + a1%11 Lrl irx γ55
Lrl

,

( ) + %20 %18 γ16
Rsγ26

Lrl
( ) + %20 %15 γ36

Rr γ46
Lrl

( ) + a1%11 Lrl irx γ56
Lrl

 +  +  −  + 

w %11

Lrl

( )−  + w wr %11

Lrl
 +  + ( ) + %20 %18 γ17

Rsγ27
Lrl

( ) + %20 %15 γ37
Rr γ47

Lrl
 +  +  − ,

( ) + a1%11 Lrl irx γ57
Lrl

w a1( ) + isx irx

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

( )−  + w wr a1( ) + isx irx

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 +  +  + 






 +  +  −  − 
%22γ11

J

%21γ21
J

3

2

P a1 a2 isyγ31

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ41

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ51
J





 ,

 +  +  −  − 
%22γ12

J

%21γ22
J

3

2

P a1 a2 isyγ32

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ42

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ52
J

,

 +  +  −  − 
%22γ13

J

%21γ23
J

3

2

P a1 a2 isyγ33

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ43

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ53
J

,

%22γ14
J

%21γ24
J

3

2

P a1 a2 isyγ34

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ44

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ54
J

Mc

J2
 +  +  −  −  + 

−  +  − 
3

2
P a1%2 isx

3

2
P a1%11 isy ρ wr

J2
 − ,

 +  +  −  −  − 
%22γ15

J

%21γ25
J

3

2

P a1 a2 isyγ35

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ45

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ55
J

wr

J
,

%22γ16
J

%21γ26
J

3

2

P a1 a2 isyγ36

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ46

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ56
J

 +  +  −  − 

−  + 
3

2
P %2 isx

3

2
P %11 isy

J
 + 

%22γ17
J

%21γ27
J

3

2

P a1 a2 isyγ37

J ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 +  + ,

3

2

P a1 a2 isxγ47

J ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

ρ γ57
J

−  + 
3

2

P a1( ) + isy iry isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2

P a1( ) + isx irx isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

J
 −  −  + 







 := %1  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isx2 2 Lrl a22 isx irx Lrl a22 irx2 a1 a2

 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry
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 := %3

 + 
( ) − w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
( ) − w wr Lrl

Lrl

 := %4
%1w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %5  + 2 Lrl a22 isx 2 Lrl a22 irx

 := %6
%5 ( ) − w a1%2 Rs isx

Lrl a1 a2

 := %7  +  + 
%5usx

Lrl a1 a2
%6

Rr

Lrl

 := %8
( ) − w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %9  +  − 
%5usx

Lrl a1 a2
%6

%1Rs

Lrl a1 a2

 := %10  +  +  +  + Lrl Lrl a2 2 isy2 2 Lrl a22 isy iry Lrl a22 iry2 a1 a2

 := %11 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %12  + 2 Lrl a22 isy 2 Lrl a22 iry

 := %13
%12 ( )−  − w a1%11 Rs isy

Lrl a1 a2

 := %14  +  + 
%12usy

Lrl a1 a2
%13

Rr

Lrl

 := %15

 − 
( )−  + w wr a1 a2

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
( ) − w wr Lrl

Lrl

 := %16
%10w

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := %17  +  − 
%12usy

Lrl a1 a2
%13

%10Rs

Lrl a1 a2

 := %18
( )−  + w wr a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := %19
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %20
w a1 a2

Lrl ( ) + 1 a22 ( ) + isx irx 2

 := %21 −  + 
3

2

P a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2
P a1%11
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 := %22 −  + 
3

2
P a1%2

3

2

P a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

> p2:=multiply(dgx,gamm);

p2 := 

 + 
a1 a2γ11

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ31

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 + 

a1 a2γ12

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ32

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2




 , ,

 + 
a1 a2γ13

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ33

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 + 

a1 a2γ14

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ34

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
, ,

 + 
a1 a2γ15

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ35

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 + 

a1 a2γ16

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ36

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
, ,

 + 
a1 a2γ17

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ37

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2






 + 
a1 a2γ21

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ41

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 + 

a1 a2γ22

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ42

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2




 , ,

 + 
a1 a2γ23

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ43

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 + 

a1 a2γ24

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ44

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
, ,

 + 
a1 a2γ25

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ45

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 + 

a1 a2γ26

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ46

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
, ,

 + 
a1 a2γ27

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ47

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2






 +  +  − 
3

2
P %2 γ11

3

2
P %1 γ21

3

2

P a1 a2 isyγ31

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ41

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2




 ,

 +  +  − 
3

2
P %2 γ12

3

2
P %1 γ22

3

2

P a1 a2 isyγ32

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ42

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %2 γ13

3

2
P %1 γ23

3

2

P a1 a2 isyγ33

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ43

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %2 γ14

3

2
P %1 γ24

3

2

P a1 a2 isyγ34

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ44

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %2 γ15

3

2
P %1 γ25

3

2

P a1 a2 isyγ35

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ45

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %2 γ16

3

2
P %1 γ26

3

2

P a1 a2 isyγ36

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ46

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %2 γ17

3

2
P %1 γ27

3

2

P a1 a2 isyγ37

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ47

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2






 := %1  − a1 ( )arctana2 ( ) + isx irx
a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
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 := %2  − 
a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
a1 ( )arctana2 ( ) + isy iry

> senssali:=matadd(p2,dgparam);

senssali := 

 + 
a1 a2γ11

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ31

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 + 

a1 a2γ12

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ32

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2




 , ,

 + 
a1 a2γ13

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ33

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 + 

a1 a2γ14

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ34

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
, ,

 + 
a1 a2γ15

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ35

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
 +  + 

a1 a2γ16

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ36

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
%1, ,

 +  + 
a1 a2γ17

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 a2γ37

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 ( ) + isx irx

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2






 + 
a1 a2γ21

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ41

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 + 

a1 a2γ22

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ42

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2




 , ,

 + 
a1 a2γ23

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ43

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 + 

a1 a2γ24

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ44

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
, ,

 + 
a1 a2γ25

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ45

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 +  + 

a1 a2γ26

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ46

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
%2, ,

 +  + 
a1 a2γ27

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 a2γ47

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

a1 ( ) + isy iry

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2






 +  +  − 
3

2
P %4 γ11

3

2
P %3 γ21

3

2

P a1 a2 isyγ31

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ41

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2




 ,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ12

3

2
P %3 γ22

3

2

P a1 a2 isyγ32

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ42

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ13

3

2
P %3 γ23

3

2

P a1 a2 isyγ33

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ43

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ14

3

2
P %3 γ24

3

2

P a1 a2 isyγ34

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ44

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ15

3

2
P %3 γ25

3

2

P a1 a2 isyγ35

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ45

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2
P %4 γ16,

3

2
P %3 γ26

3

2

P a1 a2 isyγ36

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ46

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

3

2
P ( ) − %1 isy %2 isx +  +  −  + ,

3

2
P %4 γ17

3

2
P %3 γ27

3

2

P a1 a2 isyγ37

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

3

2

P a1 a2 isxγ47

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 +  +  − 

3

2
P









 − 

a1 ( ) + isx irx isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2

a1 ( ) + isy iry isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2
 + 
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 := %1 ( )arctana2 ( ) + isx irx

 := %2 ( )arctana2 ( ) + isy iry

 := %3  − a1%1
a1 a2 isx

 + 1 a22 ( ) + isy iry 2

 := %4  − 
a1 a2 isy

 + 1 a22 ( ) + isx irx 2
a1%2

> fortran(dsens,optimized,filename=dsens21);
> fortran(senssali,optimized,filename=dsens21);
> 
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ANEXO I. CÁLCULO DE FUNCIONES DE SENSIBILIDAD AI

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

MODELO Nº 22 Formulación general

En este caso

( )t
rryrxsysxx ωΨΨΨΨ= (7)

( )t
ryrxsysx Mcuuuuu = (8)

( )t
rlrs baJLRRp ρ= (9)

( )t
esysx Miiy = (10)

definiendo las siguientes funciones de sensibilidad de las variables de estado:























=
∂
∂

ΨΨΨΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨΨΨ

baJLrr

baJLrr

baJLrr

baJLrr

baJLrr

rrrr

rl

r

r

r

s

r

ryryryry

rl

ry

r

ry

s

ry

rxrxrxrx

rl

rx

r

rx

s

rx

sysysysy

rl

sy

r

sy

s

sy

sxsxsxsx

rl

sx

r

sx

s

sx

p

x

ωω
ρ
ωωωωω

ρ

ρ

ρ

ρ

γγγγγγγ
γγγγγγγ
γγγγγγγ
γγγγγγγ
γγγγγγγ

(11)

y de la sensibilidad de las variables de salida

















=
∂
∂

b
M

a
MM

J
M

L
M

r
M

r
M

b
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

b
i

a
ii

J
i

L
i

r
i

r
i

eeee

rl

e

r

e

s

e

sysysysy

rl

sy

r

sy

s

sy

sxsxsxsx

rl

sx

r

sx

s

sx

p

y

σσσσσσσ
σσσσσσσ
σσσσσσσ

ρ

ρ

ρ

(12)

en las páginas que siguen se encuentran los cálculos desarrollados a partir de las
utilidades que ofrece el programa MAPLE RV.0 para la manipulación algebraica y su
posterior volcado en codigo FORTRAN 90 para su aplicación en los algorítmos
utilizados en la tesis.



> with(linalg):
> gx:=In*(a*(fluxsx/Fn)+b*(fluxsx/Fn)^n);gy:=In*(a*(fluxsy/Fn)+b*(

fluxsy/Fn)^n);irx:=(fluxrx-fluxsx)/Lrl;iry:=(fluxry-fluxsy)/Lrl;
isx:=gx-irx;isy:=gy-iry;

Warning, new definition for stack

 := gx In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n

 := gy In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n

 := irx
 − fluxrx fluxsx

Lrl

 := iry
 − fluxry fluxsy

Lrl

 := isx  − In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl

 := isy  − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
> dfsx:=usx-Rs*(((fluxsx-fluxrx)/Lrl)+gx)+w*fluxsy;

 := dfsx  −  + usx Rs






 + 

 − fluxsx fluxrx

Lrl
In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n

w fluxsy

> dfsy:=usy-Rs*(((fluxsy-fluxry)/Lrl)+gy)-w*fluxsx;

 := dfsy  −  − usy Rs






 + 

 − fluxsy fluxry

Lrl
In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n

w fluxsx

> dfrx:=urx-Rr*(((fluxrx-fluxsx)/Lrl))+(w-wr)*fluxry;

 := dfrx  −  + urx
Rr ( ) − fluxrx fluxsx

Lrl
( ) − w wr fluxry

> dfry:=ury-Rr*(((fluxry-fluxsy)/Lrl))-(w-wr)*fluxrx;

 := dfry  −  − ury
Rr ( ) − fluxry fluxsy

Lrl
( ) − w wr fluxrx

> dwr:=(1/J)*((3/2)*P*(fluxsx*isy-fluxsy*isx)-rho*wr-Mc);

dwr
3

2
P fluxsx







 − In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl







 := 

fluxsy






 − In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
 − 



 ρ wr Mc −  − J



 / 

> Par:=(3/2)*P*(fluxsx*isy-fluxsy*isx);

Par
3

2
P fluxsx







 − In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl



 := 

fluxsy






 − In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
 − 
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> ff:=vector([dfsx,dfsy,dfrx,dfry,dwr]);

ff  −  + usx Rs






 + 

 − fluxsx fluxrx

Lrl
In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n

w fluxsy,


 := 

 −  − usy Rs






 + 

 − fluxsy fluxry

Lrl
In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n

w fluxsx,

 −  + urx
Rr ( ) − fluxrx fluxsx

Lrl
( ) − w wr fluxry  −  − ury

Rr ( ) − fluxry fluxsy

Lrl
( ) − w wr fluxrx

3

2



, ,

P fluxsx






 − In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl





fluxsy






 − In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
 − 



 ρ wr Mc −  − J



 / 





> x:=vector([fluxsx,fluxsy,fluxrx,fluxry,wr]);

 := x [ ], , , ,fluxsx fluxsy fluxrx fluxry wr
> param:=vector([Rs,Rr,Lrl,J,rho,a,b]);

 := param [ ], , , , , ,Rs Rr Lrl J ρ a b
> salidas:=vector([isx,isy,Par]);

salidas  − In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
,



 := 

 − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl

3

2
P



,

fluxsx






 − In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl

fluxsy






 − In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
 − 









> dfx:=jacobian(ff,x);

dfx := 





 , , , ,





−Rs











 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx
w

Rs

Lrl
0 0





 , , , ,





−w −Rs











 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy
0

Rs

Lrl
0



 , , , ,





Rr

Lrl
0 −

Rr

Lrl
 − w wr −fluxry



 , , , ,



0

Rr

Lrl
−  + w wr −

Rr

Lrl
fluxrx
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3

2







P











 −  − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy











 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx

J

3

2
,

P











 −  + fluxsx











 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy
In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl

J

3

2

P fluxsy

J Lrl
−

3

2

P fluxsx

J Lrl
−

ρ
J

, , ,







> dfparam:=jacobian(ff,param);

dfparam := 

−  − 
 − fluxsx fluxrx

Lrl
In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n

0
Rs( ) − fluxsx fluxrx

Lrl 2
0 0




 , , , , ,

−
Rs In fluxsx

Fn
−Rs In









fluxsx

Fn

n

,





−  − 
 − fluxsy fluxry

Lrl
In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n

0
Rs( ) − fluxsy fluxry

Lrl 2
0 0




 , , , , ,

−
Rs In fluxsy

Fn
−Rs In









fluxsy

Fn

n

,








 , , , , , ,




0 −

 − fluxrx fluxsx

Lrl

Rr ( ) − fluxrx fluxsx

Lrl 2
0 0 0 0




 , , , , , ,




0 −

 − fluxry fluxsy

Lrl

Rr ( ) − fluxry fluxsy

Lrl 2
0 0 0 0

0 0
3

2

P








 − 

fluxsx( ) − fluxry fluxsy

Lrl 2

fluxsy( ) − fluxrx fluxsx

Lrl 2

J

3

2
P







−





 , , ,

fluxsx






 − In







 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
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fluxsy






 − In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
 − 



 ρ wr Mc −  − J2


 −

wr

J
0, , ,

3

2

P






 − fluxsx In









fluxsy

Fn

n

fluxsy In








fluxsx

Fn

n

J







> dgx:=jacobian(salidas,x);

dgx := 





 , , , ,





 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx
0 −

1

Lrl
0 0





 , , , ,





0  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy
0 −

1

Lrl
0

3

2







P











 −  − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy











 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx
,

3

2

P











 −  + fluxsx











 + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy
In







 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
,

3

2

P fluxsy

Lrl
−

3

2

P fluxsx

Lrl
0, ,







> dgparam:=jacobian(salidas,param);

dgparam := 




 , , , , , ,




0 0

 − fluxrx fluxsx

Lrl 2
0 0

In fluxsx

Fn
In









fluxsx

Fn

n




 , , , , , ,




0 0

 − fluxry fluxsy

Lrl 2
0 0

In fluxsy

Fn
In









fluxsy

Fn

n

0 0
3

2
P









 − 

fluxsx( ) − fluxry fluxsy

Lrl 2

fluxsy( ) − fluxrx fluxsx

Lrl 2
0 0 0




 , , , , , ,

3

2
P







 − fluxsx In









fluxsy

Fn

n

fluxsy In








fluxsx

Fn

n 
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> gamm:=matrix(5,7,[[gamma11,gamma12,gamma13,gamma14,gamma15,gamma
16,gamma17],[gamma21,gamma22,gamma23,gamma24,gamma25,gamma26,gam
ma27],[gamma31,gamma32,gamma33,gamma34,gamma35,gamma36,gamma37],
[gamma41,gamma42,gamma43,gamma44,gamma45,gamma46,gamma47],[gamma
51,gamma52,gamma53,gamma54,gamma55,gamma56,gamma57]]);

 := gamm













γ11 γ12 γ13 γ14 γ15 γ16 γ17
γ21 γ22 γ23 γ24 γ25 γ26 γ27
γ31 γ32 γ33 γ34 γ35 γ36 γ37
γ41 γ42 γ43 γ44 γ45 γ46 γ47
γ51 γ52 γ53 γ54 γ55 γ56 γ57

> aux1:=multiply(dfx,gamm);

aux1 := 

−  +  + Rs%1 γ11 w γ21
Rsγ31

Lrl
−  +  + Rs%1 γ12 w γ22

Rsγ32
Lrl



 , ,

−  +  + Rs%1 γ13 w γ23
Rsγ33

Lrl
−  +  + Rs%1 γ14 w γ24

Rsγ34
Lrl

−  +  + Rs%1 γ15 w γ25
Rsγ35

Lrl
, ,

−  +  + Rs%1 γ16 w γ26
Rsγ36

Lrl
−  +  + Rs%1 γ17 w γ27

Rsγ37
Lrl

, ,




−  −  + w γ11 Rs%2 γ21
Rsγ41

Lrl
−  −  + w γ12 Rs%2 γ22

Rsγ42
Lrl



 , ,

−  −  + w γ13 Rs%2 γ23
Rsγ43

Lrl
−  −  + w γ14 Rs%2 γ24

Rsγ44
Lrl

−  −  + w γ15 Rs%2 γ25
Rsγ45

Lrl
, ,

−  −  + w γ16 Rs%2 γ26
Rsγ46

Lrl
−  −  + w γ17 Rs%2 γ27

Rsγ47
Lrl

, ,




 −  +  − 
Rr γ11

Lrl

Rr γ31
Lrl

( ) − w wr γ41 fluxry γ51  −  +  − 
Rr γ12

Lrl

Rr γ32
Lrl

( ) − w wr γ42 fluxry γ52


 ,

 −  +  − 
Rr γ13

Lrl

Rr γ33
Lrl

( ) − w wr γ43 fluxry γ53  −  +  − 
Rr γ14

Lrl

Rr γ34
Lrl

( ) − w wr γ44 fluxry γ54, ,

 −  +  − 
Rr γ15

Lrl

Rr γ35
Lrl

( ) − w wr γ45 fluxry γ55  −  +  − 
Rr γ16

Lrl

Rr γ36
Lrl

( ) − w wr γ46 fluxry γ56, ,

 −  +  − 
Rr γ17

Lrl

Rr γ37
Lrl

( ) − w wr γ47 fluxry γ57,




 +  −  + 
Rr γ21

Lrl
( )−  + w wr γ31

Rr γ41
Lrl

fluxrx γ51


 ,

 +  −  + 
Rr γ22

Lrl
( )−  + w wr γ32

Rr γ42
Lrl

fluxrx γ52 ,

 +  −  + 
Rr γ23

Lrl
( )−  + w wr γ33

Rr γ43
Lrl

fluxrx γ53 ,
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 +  −  + 
Rr γ24

Lrl
( )−  + w wr γ34

Rr γ44
Lrl

fluxrx γ54 ,

 +  −  + 
Rr γ25

Lrl
( )−  + w wr γ35

Rr γ45
Lrl

fluxrx γ55 ,

 +  −  + 
Rr γ26

Lrl
( )−  + w wr γ36

Rr γ46
Lrl

fluxrx γ56 ,

 +  −  + 
Rr γ27

Lrl
( )−  + w wr γ37

Rr γ47
Lrl

fluxrx γ57




 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ11
J

3

2

P %3 γ21
J

3

2

P fluxsyγ31
J Lrl

3

2

P fluxsxγ41
J Lrl

ρ γ51
J



 ,

 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ12
J

3

2

P %3 γ22
J

3

2

P fluxsyγ32
J Lrl

3

2

P fluxsxγ42
J Lrl

ρ γ52
J

,

 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ13
J

3

2

P %3 γ23
J

3

2

P fluxsyγ33
J Lrl

3

2

P fluxsxγ43
J Lrl

ρ γ53
J

,

 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ14
J

3

2

P %3 γ24
J

3

2

P fluxsyγ34
J Lrl

3

2

P fluxsxγ44
J Lrl

ρ γ54
J

,

 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ15
J

3

2

P %3 γ25
J

3

2

P fluxsyγ35
J Lrl

3

2

P fluxsxγ45
J Lrl

ρ γ55
J

,

 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ16
J

3

2

P %3 γ26
J

3

2

P fluxsyγ36
J Lrl

3

2

P fluxsxγ46
J Lrl

ρ γ56
J

,

 +  +  −  − 
3

2

P %4 γ17
J

3

2

P %3 γ27
J

3

2

P fluxsyγ37
J Lrl

3

2

P fluxsxγ47
J Lrl

ρ γ57
J





 := %1  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx

 := %2  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy

 := %3  −  + fluxsx%2 In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl

 := %4  −  − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy%1

> dga:=matadd(aux1,dfparam);

dga := 

−  +  +  −  − Rs%2 γ11 w γ21
Rsγ31

Lrl

 − fluxsx fluxrx

Lrl
%1 −  +  + Rs%2 γ12 w γ22

Rsγ32
Lrl




 , ,
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−  +  +  + Rs%2 γ13 w γ23
Rsγ33

Lrl

Rs( ) − fluxsx fluxrx

Lrl 2
−  +  + Rs%2 γ14 w γ24

Rsγ34
Lrl

, ,

−  +  + Rs%2 γ15 w γ25
Rsγ35

Lrl
−  +  +  − Rs%2 γ16 w γ26

Rsγ36
Lrl

Rs In fluxsx

Fn
, ,

−  +  +  − Rs%2 γ17 w γ27
Rsγ37

Lrl
Rs In









fluxsx

Fn

n




−  −  +  −  − w γ11 Rs%4 γ21
Rsγ41

Lrl

 − fluxsy fluxry

Lrl
%3 −  −  + w γ12 Rs%4 γ22

Rsγ42
Lrl




 , ,

−  −  +  + w γ13 Rs%4 γ23
Rsγ43

Lrl

Rs( ) − fluxsy fluxry

Lrl 2
−  −  + w γ14 Rs%4 γ24

Rsγ44
Lrl

, ,

−  −  + w γ15 Rs%4 γ25
Rsγ45

Lrl
−  −  +  − w γ16 Rs%4 γ26

Rsγ46
Lrl

Rs In fluxsy

Fn
, ,

−  −  +  − w γ17 Rs%4 γ27
Rsγ47

Lrl
Rs In









fluxsy

Fn

n




 −  +  − 
Rr γ11

Lrl

Rr γ31
Lrl

( ) − w wr γ41 fluxry γ51



 ,

 −  +  −  − 
Rr γ12

Lrl

Rr γ32
Lrl

( ) − w wr γ42 fluxry γ52
 − fluxrx fluxsx

Lrl
,

 −  +  −  + 
Rr γ13

Lrl

Rr γ33
Lrl

( ) − w wr γ43 fluxry γ53
Rr ( ) − fluxrx fluxsx

Lrl 2
,

 −  +  − 
Rr γ14

Lrl

Rr γ34
Lrl

( ) − w wr γ44 fluxry γ54  −  +  − 
Rr γ15

Lrl

Rr γ35
Lrl

( ) − w wr γ45 fluxry γ55, ,

 −  +  − 
Rr γ16

Lrl

Rr γ36
Lrl

( ) − w wr γ46 fluxry γ56  −  +  − 
Rr γ17

Lrl

Rr γ37
Lrl

( ) − w wr γ47 fluxry γ57,





 +  −  + 
Rr γ21

Lrl
( )−  + w wr γ31

Rr γ41
Lrl

fluxrx γ51



 ,

 +  −  +  − 
Rr γ22

Lrl
( )−  + w wr γ32

Rr γ42
Lrl

fluxrx γ52
 − fluxry fluxsy

Lrl
,

 +  −  +  + 
Rr γ23

Lrl
( )−  + w wr γ33

Rr γ43
Lrl

fluxrx γ53
Rr ( ) − fluxry fluxsy

Lrl 2
,

 +  −  + 
Rr γ24

Lrl
( )−  + w wr γ34

Rr γ44
Lrl

fluxrx γ54 ,

 +  −  + 
Rr γ25

Lrl
( )−  + w wr γ35

Rr γ45
Lrl

fluxrx γ55 ,

 +  −  + 
Rr γ26

Lrl
( )−  + w wr γ36

Rr γ46
Lrl

fluxrx γ56 ,
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 +  −  + 
Rr γ27

Lrl
( )−  + w wr γ37

Rr γ47
Lrl

fluxrx γ57





 +  +  −  − 
3

2

P %6 γ11
J

3

2

P %5 γ21
J

3

2

P fluxsyγ31
J Lrl

3

2

P fluxsxγ41
J Lrl

ρ γ51
J





 ,

 +  +  −  − 
3

2

P %6 γ12
J

3

2

P %5 γ22
J

3

2

P fluxsyγ32
J Lrl

3

2

P fluxsxγ42
J Lrl

ρ γ52
J

3

2

P %6 γ13
J

,

3

2

P %5 γ23
J

3

2

P fluxsyγ33
J Lrl

3

2

P fluxsxγ43
J Lrl

ρ γ53
J

 +  +  −  − 

3

2

P








 − 

fluxsx( ) − fluxry fluxsy

Lrl 2

fluxsy( ) − fluxrx fluxsx

Lrl 2

J
 + 

3

2

P %6 γ14
J

3

2

P %5 γ24
J

 + ,

3

2

P fluxsyγ34
J Lrl

3

2

P fluxsxγ44
J Lrl

ρ γ54
J

 +  −  − 

 −  − 
3

2
P







 − fluxsx







 − %3

 − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy







 − %1

 − fluxrx fluxsx

Lrl
ρ wr Mc

J2
 − ,

 +  +  −  −  − 
3

2

P %6 γ15
J

3

2

P %5 γ25
J

3

2

P fluxsyγ35
J Lrl

3

2

P fluxsxγ45
J Lrl

ρ γ55
J

wr

J
,

 +  +  −  − 
3

2

P %6 γ16
J

3

2

P %5 γ26
J

3

2

P fluxsyγ36
J Lrl

3

2

P fluxsxγ46
J Lrl

ρ γ56
J

3

2

P %6 γ17
J

,

3

2

P %5 γ27
J

3

2

P fluxsyγ37
J Lrl

3

2

P fluxsxγ47
J Lrl

ρ γ57
J

 +  +  −  − 

3

2

P






 − fluxsx In









fluxsy

Fn

n

fluxsy In








fluxsx

Fn

n

J
 + 







 := %1 In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n

 := %2  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx

 := %3 In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n

 := %4  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy
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 := %5  −  + fluxsx%4 %1
 − fluxrx fluxsx

Lrl

 := %6  −  − %3
 − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy%2

> aux2:=multiply(dgx,gamm);

aux2 := 

 − %1 γ11
γ31
Lrl

 − %1 γ12
γ32
Lrl

 − %1 γ13
γ33
Lrl

 − %1 γ14
γ34
Lrl

 − %1 γ15
γ35
Lrl



 , , , , ,

 − %1 γ16
γ36
Lrl

 − %1 γ17
γ37
Lrl

,




 − %2 γ21
γ41
Lrl

 − %2 γ22
γ42
Lrl

 − %2 γ23
γ43
Lrl

 − %2 γ24
γ44
Lrl

 − %2 γ25
γ45
Lrl



 , , , , ,

 − %2 γ26
γ46
Lrl

 − %2 γ27
γ47
Lrl

,




 +  +  − 
3

2
P %4 γ11

3

2
P %3 γ21

3

2

P fluxsyγ31
Lrl

3

2

P fluxsxγ41
Lrl



 ,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ12

3

2
P %3 γ22

3

2

P fluxsyγ32
Lrl

3

2

P fluxsxγ42
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ13

3

2
P %3 γ23

3

2

P fluxsyγ33
Lrl

3

2

P fluxsxγ43
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ14

3

2
P %3 γ24

3

2

P fluxsyγ34
Lrl

3

2

P fluxsxγ44
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ15

3

2
P %3 γ25

3

2

P fluxsyγ35
Lrl

3

2

P fluxsxγ45
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ16

3

2
P %3 γ26

3

2

P fluxsyγ36
Lrl

3

2

P fluxsxγ46
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ17

3

2
P %3 γ27

3

2

P fluxsyγ37
Lrl

3

2

P fluxsxγ47
Lrl





 := %1  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx

 := %2  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy

 := %3  −  + fluxsx%2 In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl
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 := %4  −  − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy%1

> senssali:=matadd(aux2,dgparam);

senssali := 

 − %1 γ11
γ31
Lrl

 − %1 γ12
γ32
Lrl

 −  + %1 γ13
γ33
Lrl

 − fluxrx fluxsx

Lrl 2
 − %1 γ14

γ34
Lrl




 , , , ,

 − %1 γ15
γ35
Lrl

 −  + %1 γ16
γ36
Lrl

In fluxsx

Fn
 −  + %1 γ17

γ37
Lrl

In








fluxsx

Fn

n

, ,





 − %2 γ21
γ41
Lrl

 − %2 γ22
γ42
Lrl

 −  + %2 γ23
γ43
Lrl

 − fluxry fluxsy

Lrl 2
 − %2 γ24

γ44
Lrl




 , , , ,

 − %2 γ25
γ45
Lrl

 −  + %2 γ26
γ46
Lrl

In fluxsy

Fn
 −  + %2 γ27

γ47
Lrl

In








fluxsy

Fn

n

, ,





 +  +  − 
3

2
P %4 γ11

3

2
P %3 γ21

3

2

P fluxsyγ31
Lrl

3

2

P fluxsxγ41
Lrl




 ,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ12

3

2
P %3 γ22

3

2

P fluxsyγ32
Lrl

3

2

P fluxsxγ42
Lrl

3

2
P %4 γ13

3

2
P %3 γ23 + ,

3

2

P fluxsyγ33
Lrl

3

2

P fluxsxγ43
Lrl

3

2
P









 − 

fluxsx( ) − fluxry fluxsy

Lrl 2

fluxsy( ) − fluxrx fluxsx

Lrl 2
 +  −  + ,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ14

3

2
P %3 γ24

3

2

P fluxsyγ34
Lrl

3

2

P fluxsxγ44
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ15

3

2
P %3 γ25

3

2

P fluxsyγ35
Lrl

3

2

P fluxsxγ45
Lrl

,

 +  +  − 
3

2
P %4 γ16

3

2
P %3 γ26

3

2

P fluxsyγ36
Lrl

3

2

P fluxsxγ46
Lrl

3

2
P %4 γ17

3

2
P %3 γ27 + ,

3

2

P fluxsyγ37
Lrl

3

2

P fluxsxγ47
Lrl

3

2
P







 − fluxsx In









fluxsy

Fn

n

fluxsy In








fluxsx

Fn

n

 +  −  + 





 := %1  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsx

Fn

n

n

fluxsx

 := %2  + 
1

Lrl
In











 + 
a

Fn

b








fluxsy

Fn

n

n

fluxsy

 := %3  −  + fluxsx%2 In






 + 

a fluxsx

Fn
b









fluxsx

Fn

n  − fluxrx fluxsx

Lrl

 := %4  −  − In






 + 

a fluxsy

Fn
b









fluxsy

Fn

n  − fluxry fluxsy

Lrl
fluxsy%1

> fortran(dga,optimized,filename=dsens22);
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> fortran(senssali,optimized,filename=dsens22);
> 
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ANEXO II. CÁLCULO DE LA GANANCIA DEL OBSERVADOR.
FÓRMULA DE ACKERMANN

Relaciones básicas

( ) 





⋅⋅⋅⋅+⋅+−=
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1

0
)(

1

0
))(( 1

02121
21

0 WIppAppAWAPK rω (1)

K
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r

kk
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r

s
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sysx ⋅





=





+

⋅+
=

−1

0

0
(2)







⋅

=
AC

C
W0 (3)

en las páginas que siguen se encuentran los cálculos desarrollados a partir de las
utilidades que ofrece el programa MAPLE RV.0 para la manipulación algebraica



> with(linalg):Rs:=0.369;Rr:=0.857;Lrl:=0.00736;Lm:=0.0207;c1:=300
0;c2:=2250000;omegar:=314;

 := Rs .369

 := Rr .857

 := Lrl .00736

 := Lm .0207

 := c1 3000

 := c2 2250000

 := omegar 314
> 
> A:=matrix(2,2,[[-Rs*((1/Lrl)+(1/Lm)),Rs/Lrl],[Rr/Lrl,(-Rr/Lrl)+I

*omegar]]);

 := A






-67.96195650 50.13586957
116.4402174 −  + 116.4402174 314.I

> C:=matrix(1,2,[[(1/Lrl)+(1/Lm),-1/Lrl]]);

 := C [ ]184.1787439 -135.8695652
> 
> aux1:=multiply(C,A);

 := aux1 [ ]-28337.82949  − 25054.64319 42663.04347I
> Wo:=matrix(2,2,[[(1/Lrl)+(1/Lm),-1/Lrl],[-(1/Lrl+1/Lm)^2*Rs-1/Lr

l^2*Rr, (1/Lrl+1/Lm)*Rs/Lrl-1/Lrl*(-Rr/Lrl+I*omegar)]]);

 := Wo






184.1787439 -135.8695652
-28337.82949  − 25054.64319 42663.04347I

> 
> Woinv:=inverse(Wo);

 := Woinv








 + .005685857406 .002635533073I  + .1666114720 10-5 .00001712937016I

 + .0003474955909 .003572611498I  + .2258511064 10-5 .00002321981288I
> aux2:=matrix(2,1,[[0],[1]]);

 := aux2






0
1

> aux3:=multiply(Woinv,aux2);

 := aux3








 + .1666114720 10-5 .00001712937016I

 + .2258511064 10-5 .00002321981288I
> 

> aux5:=multiply(A,A);

 := aux5






10456.65908 −  + 9245.163339 15742.66304I
−  + 21471.82922 36562.22826I −  − 79199.84422 73124.45653I

> aux6:=scalarmul(A,c1);
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 := aux6






-203885.8695 150407.6087
349320.6522 −  + 349320.6522 942000.I

> aux7:=scalarmul([[1,0],[0,1]],c2);

 := aux7






2250000 0
0 2250000

> aux8:=matadd(aux5,aux6,aux7);

 := aux8






-193429.2104  + 141162.4454 15742.66304I
 + 327848.8230 36562.22826I −  + 428520.4964 868875.5435I

> K:=multiply(aux8,aux3);

 := K






−  + .3690000000 .2 10-8 I

−  − 21.22300001 2.311040001I
> 
> 
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Características de las máquinas ensayadas.

1) 1.5 kW; 220 / 380 V; 6.4 / 3.7 A; cosϕ = 0.85; 1420 min-1; clase F; J = 0.0105 kgm2; ∆
2) 7.5 kW; 220 / 380 V; 27 / 15.6 A; cosϕ = 0.85; 1450 min-1 ; clase F; J = 0.076 kgm2; ∆
3) 22 kW; 220 / 380 V; 74 / 43 A; cosϕ = 0.85 ; 1450 min-1 ; clase F; J = 0.251 kgm2; Y

Ensayos en vacío y cortocircuito a frecuencia nominal.

Determinación del flujo estatórico  a partir del ensayo en vacío y del flujo rotórico a partir
del ensayo en cortocircuito

Máquina nº1

Tabla 1. Ensayo en vacío. Máquina nº1

Us 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
Is 1.03 0.99 1.01 1.06 1.14 1.23 1.33 1.46 1.58 1.71 1.84 2.00 2.19 2.40
Us 190 200 210 220 230 240 250 260
Is 2.80 3.30 3.97 4.76 5.86 7.25 8.61 10.3

0
0,2
0,4
0,6
0,8

1
1,2
1,4

0 2 4 6 8 10 12

Figura 1. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº1
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Tabla 2. Ensayo a rotor frenado. Máquina nº1

Us 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Is 1.22 2.24 3.42 4.95 6.26 7.36 8.63 9.91 10.9 11.7 12.6

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 2. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº1

Máquina nº2

Tabla 3. Ensayo en vacío. Máquina nº2

Us 79 89 100 111 120 129 141 151 160 168 180 191 200 211
Is 4.00 4.30 4.64 5.00 5.30 5.60 6.19 6.65 7.17 7.58 8.40 9.30 10.4 12.3
Us 220 232 240 250 262
Is 14.4 17.5 20.1 23.7 28.9

0
0,2
0,4
0,6
0,8

1
1,2
1,4

0 10 20 30 40

Figura 3. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº2
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Tabla 4. Ensayo a rotor frenado. Máquina nº2

Us 22.6 30.5 40.5 50.8 61.9 71.0 81.1
Is 10.5 16.9 25.4 34.7 45.0 53.5 62.5

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0 20 40 60 80

Figura .4. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº2

Máquina nº3

Tabla 5. Ensayo en vacío. Máquina nº3

Us 119 149 171 192 217 231 252 269 286 300 318 335 348 363
Is 5.20 6.00 6.80 7.60 8.60 9.20 10.1 10.8 11.7 12.3 13.2 14.2 14.9 15.8
Us 377 390 401 414 429 440 450 458 470 480
Is 16.9 18.1 19.2 20.8 23.1 25.2 27.8 29.2 32.0 34.0

0

0 , 2

0 , 4

0 , 6

0 , 8

1

1 , 2

1 , 4

0 1 0 2 0 3 0 4 0

Figura 5. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº3



ANEXO III. CONJUNTO DE MÁQUINAS ENSAYADAS 5

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

Tabla 6. Ensayo a rotor frenado. Máquina nº3

Us 44.1 54.1 64.6 75.0 87.9 95.7 107 117 129 139 150
Is 17.5 23.5 30.2 36.8 45.3 50.5 58.2 65.2 74.0 80.7 88.4

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 20 40 60 80 100

Figura 6. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº3

Ensayo a rotor frenado realizado a frecuencia de deslizamiento. Máquina nº2.

Tabla 7. Ensayo a rotor frenado. Máquina nº3. Frecuencia de deslizamiento

Us 5.66 6.36 15.56 19.80 21.92
Is 7.07 7.42 16.97 22.63 22.98

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0 5 10 15 20 25

Figura 7. Flujo estatórico como función de la corriente estatórica. Máquina nº2

Las gráficas que siguen muestran la tensión aplicada y la corriente que circula por una
fase del estator. Obsérvese que es prácticamente sinusoidal.
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Figura 7. Ensayo a rotor frenado. Registro oscilográfico de Tensión aplicada y corriente
estatórica. Escalas de izquierda a derecha y de arriba abajo:

5V/div; 5 A/div; 50 ms/div 5V/div; 10 A/div; 50 ms/div
10V/div; 10 A/div; 20 ms/div 10V/div; 10 A/div; 20 ms/div

10V/div; 25 A/div; 20 ms/div

.
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Ensayo en carga. Máquina nº2

Tabla 8. Ensayo en carga. Máquina nº2. Método de los 3 vatimetros.

Nº Van Vbn Vcn Ia Ib Ic W1 W2 W3 N Factor
T.I.

Escala
vatimetro

1 238.7 241 238.4 4.58 4.87 4.66 28.5 18 12.5 1498 2 10
2 237.6 240.5 237.4 5.14 5.45 5.18 66 67 63 1475 2 10
3 235.6 238 235.4 3.14 3.26 3.13 49 51 46 1461 4 10
4 233.5 235.9 233.6 4.78 4.83 4.62 89 90 85 1413 4 10
5 232.8 235 232.8 5.9 6.01 5.79 119 119 118 1373 4 10
6 232.6 235.1 232.8 2.41 2.5 2.44 50 51 48 1368 10 10
7 (V) (V) (V) (A) (A) (A) (div) (div) (div) (min-1) --- (W/div)

Figura 8. Tensión fase neutro con y sin conexión del neutro de la máquina al neutro de la
red. 200 V/div; 2 ms/div. Obsérvese que el valor máximo de la onda no varia

Las gráficas que siguen muestran la tensión aplicada (fase-neutro) y la corriente que
circula por la fase correspondiente del estator.
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Figura 9. Tensión fase neutro y corriente de fase estatórica. Cada fila corresponde a un
punto de las medidas de la tabla 8. De izquierda a derecha se muestran las

representaciones para los valores correspondientes a las fases a, b, c respectivamente.
Escalas: 200V/div; 20 A/div; 2 ms/div
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Ficha del ensayo

• Temperatura ambiente: 21 ºC
• VatÍmetros Kainos 24-60-120-240 V / 1 – 5 A clase 0.5
• Transformadores de intensidad Norma; 5-10-20-50-100 A/5 A clase 0.2
• VoltÍmetros Kainos 120-240-360 V clase 0.5
• AmperÍmetros Kainos 1-2.5-5 A clase 0.5
• Puente de Thompson-Wheatstone clase 0.2
• Fuente de alterna ajustable: regulador de inducción 4.4 – 440 V /80 A
• Medida de velocidad a partir de lámpara estroboscópica.

• El ensayo a frecuencia de deslizamiento se ha realizado a partir de la tensión
generada mediante una máquina síncrona de 25 kVA; 220 /380 V arrastrada a partir
de una máquina asíncrona alimentada mediante un ondulador PWM con control de
velocidad en lazo cerrado.
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EL MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS
RECURSIVOS. APLICACIONES

Caracterización en línea.

La obtención de parámetros en servicio de un sistema dinámico puede ser
planteada a partir de la consideración de un observador adaptativo, junto con un
estimador recursivo de los parámetros considerados.

Si se considera un sistema definido a partir del siguiente conjunto de ecuaciones:

),,,(

),,,(

tuxhy

tuxf
dt

dx

θ

θ

=

=
(1)

donde u es la entrada (o entradas) aplicada, x el conjunto de variables de estado, y
el conjunto de variables de salida y θ el conjunto de parámetros a encontrar, la
solución adaptativa del problema lleva a la formulación de un algoritmo como el
indicado en la figura que sigue, formado a partir de la consideración de un
observador adaptativo para el sistema:

SISTEMA EN
ESTUDIO

OBSERVADOR
ADAPTATIVO

MÍNIMOS
CUADRADOS
RECURSIVOS

u(t) y(t)

�ψψ

ba ˆ,ˆ
Figura 1.  Disposición identificador+Observador.

),ˆ,,ˆ(ˆ

),ˆ,,ˆ(ˆ

tuxhy

tuxf
dt

xd

θ

θ

=

=
(2)

donde las variables con “^” indican valores observados. El algoritmo de adaptación
de los parámetros desconocidos sigue una ley proporcional al error de medida:

yy ˆ−∝∆θ (3)
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y bajo ciertas condiciones el algoritmo converge a un conjunto de valores correctos,
resultando un error nulo o muy pequeño [Ljung 87], [Kulhavy 96], [Walter 97].

Determinación de parámetros

Se estudia el problema de la determinación de un vector θ de np parámetros (que a
priori deben considerarse constantes en el tiempo) utilizando una serie N de
medidas ),....,,( 21 n

T yyyy =  sobre la salida del sistema lineal:

θ⋅Φ=y (4)
siendo Φ una matriz de N filas y np columnas.

El problema se resuelve de diversas formas dependiento de si el número N de
medidas es igual, menor, o mayor, que el número de parámetros.

Caso 1: N = np

Suponiendo que Φ tenga rango completo el problema se resuelve de forma
inmediata mediante:

y⋅Φ= −1θ̂ (5)

Caso 2: N ≠≠ np

En este caso no existe inversa, con lo cual la ecuación (2) no puede emplearse.
Cabe distinguir dos situaciones:

a) N < np

Existen más incógnitas que ecuaciones. Por consiguiente existen infinitas
soluciones. Sin embargo, seleccionando la estimación:

y⋅Φ= *0θ (6)

siendo Φ* la denominada “matriz inversa generalizada”, la solución obtenida es la
de la mínima norma; es decir, verifica la relación:

10 θθ ≤ (7)

siendo θ1 cualquier otra solución.

La matriz inversa generalizada Φ* es la única que verifica las ecuaciones siguientes:



ANEXO 4. EL MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS RECURSIVOS. APLICACIONES AIV-4

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

Φ⋅Φ=Φ⋅Φ

Φ⋅Φ=Φ⋅Φ

Φ=Φ⋅Φ⋅Φ
Φ=Φ⋅Φ⋅Φ

*)*(

**)(

***

*

t

t (8)

Se demuestra también que, si las N filas ( N<np) de Φ son linealmente
independientes, la estimación se reduce a:

yy TTD ⋅Φ⋅Φ⋅Φ=⋅Φ= −1*0 )(θ (9)

La matriz Φ*D se denomina inversa generalizada por la derecha, ya que verifica:

ID =Φ⋅Φ * (10)

b) N = np

En este caso se tienen más ecuaciones que incógnitas. En general no existe
solución. Sin embargo, se puede demostrar que si Φ es de rango máximo, el
método de los mínimos cuadrados conduce a la solución:

yy TTI ⋅Φ⋅Φ⋅Φ=⋅Φ= −1*0 )(θ (11)

que establece una relación lineal entre estimación y medidas. La matriz:

TTI Φ⋅Φ⋅Φ=Φ −1* )( (12)

se denomina inversa generalizada por la izquierda y verifica la ecuación:

II =Φ⋅Φ* (13)

En la sección que sigue se muestra que la estimación anterior (11) es la que
proporciona el método de los mínimos cuadrados.

Método de los mínimos cuadrados

Se trata de obtener la estimación del conjunto de parámetros θ̂ que minimiza el
índice:

2
yJ −⋅Φ= θ (14)

Derivando respecto a los parámetros e igualando a cero:

0)(2 =Φ⋅−⋅Φ⋅=
∂
∂ Ty
J θ
θ

(15)
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despejando el vector incógnita se llega a:

yTT ⋅Φ⋅Φ⋅Φ= −1)(θ̂ (16)

Estimación Recursiva de Mínimos Cuadrados.

Habitualmente las medidas se toman de forma secuencial, resultando interesante el
cálculo del vector de parámetros en función de diferentes valores del número de
observaciones. Obviamente si se dispone de una estimación )(ˆ Nθ después de

utilizar N observaciones, y se pretende conocer la estimación )1(ˆ +Nθ utilizando
una observación más, en vez de tener que resolver nuevamente el problema
aplicando (16), resulta conveniente emplear una estimación recurrente que corrija

)(ˆ Nθ en función de la nueva observación.

Considérese la ecuación (4) después de N observaciones. Utilizando N como
argumento se puede escribir:

)(ˆ)()( NNNY θ⋅Φ= (17)

Siendo:
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(18)

La estimación en este instante puede expresarse como:

)()())()(()(ˆ 1 NyNNNN TT ⋅Φ⋅Φ⋅Φ= −θ (19)

Si se plantea que en el instante actual se ha obtenido una medida más:

)1(ˆ)1()1( +⋅+Φ=+ NNNY θ (20)
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+

Φ
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NY
NY

N

N
N

ϕ
(21)

La estimación resultante es:

)1()1())1()1(()1(ˆ 1 +⋅+Φ⋅+Φ⋅+Φ=+ − NyNNNN TTθ (22)
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que reordenada puede escribirse como sigue:

[ ] )1()1()1()1()()()1(ˆ
1

+⋅+Φ⋅+⋅++Φ⋅Φ=+
−

NYNNNNNN TTT ϕϕθ (23)

Se define, por conveniencia, la matriz P(N) y P(N+1):

1

1

))1()1(()1(

))()(()(
−

−

+Φ⋅+Φ=+

Φ⋅Φ=
NNNP

NNNP
T

T

(24)

Se puede escribir la siguiente relación para su inversa:

)1()1()()1( 11 +⋅++=+ −− NNNPNP T ϕϕ (25)

Finalmente:

( ))1()1()()()1()1(ˆ +⋅++⋅Φ⋅+=+ NyNNYNNPN TT ϕθ (26)

Resulta conveniente el siguiente lema de inversión de matrices:

( ) ( ) 1111111 −−−−−−− ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅−=⋅⋅+ ADBADCBAADCBA (27)

donde A, C y )( 11 BADC ⋅⋅+ −−  son matrices cuadradas no singulares. Identificando:

)1(;);1();(1 +==+== − NDICNBNPA T ϕϕ (28)

la expresión (22) se convierte en:

( ) )()1()1()()1()1()()()1(
1

NPNNNPNINNPNPNP TT ⋅+⋅+⋅⋅++⋅+⋅−=+
− ϕϕϕϕ

(29)

Sustituyendo la ecuación (29) en la (26) se llega a:

[ ]
[ ]

)()1()()()1(

)1()()1()1()()(

)(ˆ)1()1()()(ˆ)1(ˆ

1

NPNNKNPNP

NNPNINNPNK

NNNyNKNN

TT

⋅+⋅−=+
+⋅⋅++⋅+⋅=

⋅+−+⋅+=+
−

ϕ
ϕϕϕ

θϕθθ

(30)

Resultando un conjunto de ecuaciones recursivo que actualiza el vector de
parámetros, según un término proporcional a la diferencia entre la medida y(N+1) y
la predicción )(ˆ)1( NN θϕ ⋅+  calculada mediante los parámetros obtenidos en la
medida anterior. Obsérvese también que para aplicar (30) hace falta invertir una
matriz. Esto no representa, en la mayoria de los casos, ningún problema ya que la
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matriz a invertir tiene como dimensión el número de salidas del sistema (en el caso
monovariable, dimensión 1: un escalar).

Para el caso escalar las ecuaciones anteriores se reducen a las siguientes:

)()()(

))1(ˆ)()(()()1(ˆ)(ˆ

NNPNK

NNNyNKNN T

ϕ
ϑϕϑϑ

⋅=
−⋅−⋅+−=

(31)

con:







⋅−⋅+

−⋅⋅⋅−−−=
)()1()(1

)1()()()1(
)1()(

NNPN

NPNNNP
NPNP

T

T

ϕϕ
ϕϕ

(32)

Restricciones al método

• Necesidad de que los parámetros desconocidos han de ser coeficientes de las
funciones consideradas.

• Necesidad de que la señal de excitación u(t) sea lo suficientemente rica (en el
sentido estadístico) para excitar todos los modos del sistema. Esto se garantiza
con una señal que sea una excitación persistente de orden n; es decir, que
cumpla los siguientes requisitos:

• Exista el límite r lim
L

u t u tu
L

T

t

L

( ) ( ) ( )τ τ= ⋅ + ⋅
→∞ =

∑1

1

• La matriz R n lim
L

t tu
L

T

t

L

( ) ( ) ( )= ⋅ ⋅
→∞ =

∑1

1

ϕ ϕ sea definida positiva.

Lo anterior se cumple si el desarrollo armónico de la señal aplicada contiene como
mínimo n/2 armónicos.
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Aplicación al caso de un transformador

La aplicación del método anterior al caso de modelización de un transformador
monofásico susceptible de entrar en saturación ilustrará el algoritmo que se
propone.

Figura 2. Modelo de transformador y su carga.

Las ecuaciones de definición del sistema son las siguientes:

( ) ( )
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iRR
dt
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dt

d
N

iru
dt

d
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21

22arg
2

2arg2

111

'
(33)

donse se ha considerado el efecto de dispersión concentrado en el secundario. De
esta forma el sistema resulta resoluble en tiempo real ya que no aparece ninguna
ecuación implícita que deba resolverse (es evidente que las ecuaciones del
transformador son equivalentes a las de la máquina asíncrona – o a la inversa,
como se desee; por lo tanto la discusión desarrollada en el capítulo 2 es
perfectamente válida para este caso).

Se considera el modelo de saturación representado por:

θϕ ⋅= )()( kky T (34)

y la aplicación del método de los mínimos cuadrados recursivos (RLS. En el caso
de las funciones representativas de la saturación consideradas el exponente n
puede obtenerse mediante ensayos o tanteos previos como n = (5, 7 o 9), se trata
de determinar sólo los coeficientes a y b, los cuales pueden expresarse según la
forma canónica:
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(35)

Resultados de simulación.

Las figuras que siguen indican los resultados obtenidos en la simulación del
transitorio de conexión en carga del transformador de características que siguen:

• Transformador monofásico 220/380 V, 1.3 kVA, 5.9/3.5 A, Pj = 40 W, Po = 18
W, R1 = 0.942 Ω, R2 = 1.202 Ω ; Ψm = 0.99 Wb; n = 7.

• Carga R = 20 Ω; L = 100 mH (corresponde aproximadamente al caso nominal)
• Caso 1: Alimentación sinusoidal coincidente con el inicio de la onda. Existe

sobrecorriente de conexión.
• Caso 2. Alimentación sinusoidal retardada 90º. Prácticamente sin sobrecorriente

de conexión.
• Caso 3. Alimentación PWM; mf = 15; ma = 0.85. Señal aplicada súbitamente (sin

rampa de arranque en el ondulador).
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Figura 3. Tensión aplicada. Alimentación sinusoidal .Caso 1.
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Figura 4. Corriente por el primario. Alimentación sinusoidal .Caso 1.

0

0

200.0m

200.0m

50.0m

50.0m

100.0m

100.0m

150.0m

150.0m

-10.000 -10.000

10.000 10.000

0 0

-5.000 -5.000

5.000 5.000

Figura 5. Corriente secundaria reducida al primario. Alimentación sinusoidal .Caso
1.
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Figura 6. Corriente magnetizante calculada y estimada. Alimentación sinusoidal.
Caso 1.
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Figura 7. Corriente magnetizante estimada como función de la corriente
magnetizante estimada. Alimentación sinusoidal. Caso 1.
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Figura 8. Error de estimación en corriente de magnetización. Alimentación
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Figura 9. Flujo común calculado y estimado. Alimentación sinusoidal .Caso 1.
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Figura 10. Flujo común estimado como función del flujo común calculado.
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Figura 12. Característica de saturación calculada. Alimentación sinusoidal. Caso 1.
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Figura 14. Parámetro )(ˆ ka . Alimentación sinusoidal. Caso 1.
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Figura 15. Parámetro )(ˆ kb . Alimentación sinusoidal. Caso 1.
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Figura 16. Tensión aplicada. Alimentación sinusoidal .Caso 2.
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Figura 17. Corriente por el primario. Alimentación sinusoidal .Caso 2.
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Figura 18. Corriente secundaria reducida al primario. Alimentación sinusoidal .Caso
2.
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Figura 20. Corriente magnetizante estimada como función de la corriente
magnetizante estimada. Alimentación sinusoidal. Caso 2.
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Figura 21. Error de estimación en corriente de magnetización. Alimentación
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Figura 22. Flujo común calculado y estimado. Alimentación sinusoidal .Caso 2.
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Figura 23. Flujo común estimado como función del flujo común calculado.
Alimentación sinusoidal. Caso 2.
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Figura 24. Error de estimación en flujo común. Alimentación sinusoidal .Caso 2.
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Figura 25. Característica de saturación calculada. Alimentación sinusoidal. Caso 2.
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Figura 26. Característica de saturación estimada. Alimentación sinusoidal. Caso 2.
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Figura 27. Parámetro )(ˆ ka . Alimentación sinusoidal. Caso 2.
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Figura 28. Parámetro )(ˆ kb . Alimentación sinusoidal. Caso 2.
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Figura 16. Tensión aplicada. Alimentación PWM. Caso 3.



ANEXO 4. EL MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS RECURSIVOS. APLICACIONES AIV-23

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

0

0

200.0m

200.0m

50.0m

50.0m

100.0m

100.0m

150.0m

150.0m

-160.0 -160.0

20.0 20.0

0 0

-133.3 -133.3

-100.0 -100.0

-66.7 -66.7

-33.3 -33.3

Figura 17. Corriente por el primario. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 18. Corriente secundaria reducida al primario. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 19. Corriente magnetizante calculada y estimada. Alimentación PWM.
Caso 3.
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Figura 20. Corriente magnetizante estimada como función de la corriente
magnetizante estimada. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 21. Error de estimación en corriente de magnetización. Alimentación PWM.
Caso 3.
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Figura 22. Flujo común calculado y estimado. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 23. Flujo común estimado como función del flujo común calculado.
Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 24. Error de estimación en flujo común. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 25. Característica de saturación calculada. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 26. Característica de saturación estimada. Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 27. Parámetro )(ˆ ka . Alimentación PWM. Caso 3.
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Figura 28. Parámetro )(ˆ kb . Alimentación PWM. Caso 3.
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Contrastación experimental. Aplicación al caso de transformador en vacío

Figura 29. Disposición ensayos.

Se ha realizado el montaje de la figura 29 que representa un transformador
monofásico en vacío, alimentado desde la red industrial (220 V, 50 Hz), y
posteriormente a partir de una fuente proveniente de un ondulador PWM con las
características siguientes :

Tensión de salida : 0 - 400 V frecuencia de salida : 0 - 120 Hz mf = 15

Ensayo realizado para valores nominales de tensión y frecuencia.
Equipo de medida formado por :

• Sonda de corriente por efecto Hall.

• Osciloscopio digital de 20 MHz.

•Tarjeta de adquisición de datos (8 bits) conectada al osciloscopio y a un ordenador
personal no representado.

• Transformador monofásico 220/380 V, 1.3 kVA, 5.9/3.5 A, Pj = 40 W, Po = 18 W,
R1 = 0.942 Ω, R2 = 1.202 Ω ; Ψm = 0.99 Wb; n = 7 (es el transformador ensayado
anteriormente).

En la figura 30 se representa la evolución de la corriente real y la corriente estimada
para el caso de alimentación sinusoidal. Se observa la convergencia de la última al
valor real en un tiempo no superior a 40 ms (2 periodos de la onda), lo que
garantiza la identificación de los coeficientes buscados. En  la figura 31, se
representa el error de observación. Las figuras 32 y 33 representan la evolución de
los parámetros identificados en función del tiempo.
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Figura 30. Comparación corriente real y estimada. Alimentación sinusoidal.
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Figura 31. Error de estimación. Alimentación sinusoidal.



ANEXO 4. EL MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS RECURSIVOS. APLICACIONES AIV-31

APORTACIÓN A LA DETERMINACIÓN DE PARÁMETROS DE LOS MODELOS EN LA MÁQUINA ASÍNCRONA PARA UNA
MEJOR IDENTIFICACIÓN  DE VARIABLES NO MENSURABLES INCIDENTES EN SU CONTROL

0

0

80.00m

80.00m

20.00m

20.00m

40.00m

40.00m

60.00m

60.00m

-10.000 -10.000

10.000 10.000

0 0

-5.000 -5.000

5.000 5.000

Figura 32. Parámetro â(t). Alimentación sinusoidal.
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Figura 33. Parámetro )(ˆ tb . Alimentación sinusoidal.

En la figura 34 se representa la evolución de la corriente real y la corriente estimada
para el caso de alimentación PWM. Se observa la convergencia de la última al valor
real en un tiempo no superior a 15 ms (1 periodo de la onda). En  la figura 35, se
representa el error de observación. Las figuras 36 y 37 representan la evolución de
los parámetros identificados en función del tiempo.
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Figura 34.  Comparación corriente real y estimada. Alimentación PWM.
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Figura 35. Error de observación. Alimentación PWM.
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Figura 36. Parámetro â(t). Alimentación PWM.
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Figura 37. Parámetro )(ˆ tb . Alimentación PWM.
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Conclusiones

• El método presentado, permite la caracterización de sistemas magnéticos
saturados a partir de medidas realizadas en línea.

- Simulación

• En todos los casos se llega a resultados correctos en la estimación del flujo y de
la corriente de magnetización.

• En el segundo caso (alimentación sinusoidal sin apenas corriente de conexión)
existe una desviación en el valor final de los parámetros estimados; ello puede
ser debido a las relativamente pobres condiciones de la señal sinusoidal para
discernir la identificación de dos parámetros (máximo teórico posible con este
tipo de señal).

• En el caso de alimentación PWM se logra la convergencia a valores correctos.

- Contrastación experimental

• Los parámetros estimados difieren de los obtenidos en ensayos previos fuera de
línea y de los obtenidos por simulación. Caben diversas fuentes de discrepancia:

• Fenómenos no modelados : histéresis.

• Error de cuantización. La resolución con la que se
discretizan las señales es pobre (8 bits) para
representar todo el rango de valores posibles en el
transitorio de conexión (255 valores para un rango de
corrientes que varia aproximadamente entre ± 140 A y
para un rango de tensiones que varia entre ± 400 V).

• Los parámetros obtenidos por ensayos fuera de línea son hallados a partir de
medidas en régimen permanente y considerando valores eficaces de tensión y
corriente; en la identificación en línea se consideran valores instantaneos de
tensión y corriente lo que puede llevar a una interpretación diferente para los
parámetros obtenidos por el algoritmo.
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