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Capitol 3.
Morfismes i estructura dual.

Sumari:

S’introdueix un principi de dualitat entre els elements d’un conjunt X
i els subconjunts difusos de X ([0,1}X), que permet interpretar elements
com a difusos i viceversa. Aqui, el terme dualitat no té cap relacié amb les
Ternes de De Morgan (Capitol 1), siné que fa referéncia al sentit habitual
que rep en l'estudi d’altres estructures matematiques, aixd és: dualitat punt-
aplicacié. Es defineix morfisme i morfisme feble (extensional), i s’estructura -
el conjunt Hg dels generadors amb la T-indistingibilitat natural en [0, 1]X
com a operador de T-indistingibilitat dual de (X, E). Finalment, s'estudia
el comportament dels morfismes respecte a la dualitat.

Aportacions d’aquesta memoria:

Tots els resultats i gran part dels conceptes exposats en aquest capitol sén
nous dins el marc de les T-indistingibilitats. En destaquen:

- Principi de dualitat (bidual).
- Operador de T-indistingibilitat dual.

- Morfisme dual.
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Generadors i morfisme dual: bases i dimensié (Proposicié 3.34 a
- Corol-lari 3.3.13).

L’operador de T-indistingibilitat dual i ¢g (Proposicié 3.4.1.).

Morfisme dual com a morfisme invers (Teorema 3.4.10).

- Punts fixos (Teoremes 3.4.13 i 3.4.14).
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3.1 Principi de dualitat

Un punt especialment molest en la teoria dels conjunts difusos es troba en
el fet que no es pugui parlar propiament de conjunts difusos, siné només de
subconjunts difusos. Aquests subconjunts difusos ho sén respecte d’un con-
junt més gran (univers de discurs) que sempre és un conjunt classic, format
per elements en sentit classic.

En aquesta secci6 s’introdueix un principi de dualitat entre elements en sentit
classic i subconjunts difusos, que permet interpretar elements com a difusos
1 viceversa, trencant d’aquesta manera la assimetria del plantejament inicial.

En un primer nivell, la dualitat s’introdueix com un concepte del tot inde-
pendent de possibles operadors de T-indistingibilitat definits sobre X. Més
endavant es veura que aquests operadors son sempre del tot compatibles amb
Pestructura dual.

ADVERTENCIA. En tot aquest capitol, el terme dualitat no t¢ cap
relacié amb la dualitat a través de funcions de negacié (Ternes de De Mor-
gan) exposada al Capitol 1.

Definicié 3.1.1. Una familia H de subconjunts difusos de X (H C [0, 1]%X)
és separadora per X si per qualssevol z,y € X (z # y), existeix h € H tal

aue hlz) # hlg).
Per qualsevol H C [0, 1], es considera 'aplicacié By : X — [0, 1] tal que,
per cada z € X, By(z) és el subconjunt difis definit sobre H per:
By(z) : H — [0,1] ‘
h +— Bpg(z)(h) = h(z)

NOTACIO. Si no hi ha ambigiiitat respecte al conjunt H considerat, no-
tarem Bg(z) = z**. En conseqiiéncia, By(z)(h) = z**(h) = h(z).

Proposicié 3.1.2. By és injectiva si, i només si, H és una familia separadora
per X.

Demostracié. Si By ésinjectiva, per qualssevol z # y, es té que z** # y**.
Per tant, existira h € H tal que z**(h) # y**(h), i.e. h(z) # h(y), d’on resulta
que H és separadora. '
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D’altra banda, si H és familia separadora per X i z** = y** per alguns z,y

de X, llavors z**(h) = y**(h) per tot h € H, i.e. h(z) = h(y) per tot h € H
donz=y. W

La proposicié anterior estableix que, donada una familia separadora H de
subconjunts difusos de X, I’aplicacié By indueix una identificacié entre els

elements z € X i els elements z** € [0, 1]7, i és en base a aquesta identificacié
que s’estableix el segiient principi:

Principi de dualitat

Tot element z € X es pot interpretar com un difis sobre H, identificant-lo
amb z** (via By).

Aixi, els elements “crisp” de I'univers de discurs X porten implicita la condicié
de subconjunts difusos si es considera una familia separadora de subconjunts

difusos H sobre X.

Si X = {z1,...,Zn} és finit, és habitual representar un difis h sobre X per
un vector (A(z;), ..., A{Z,)), i una familia de difusos H = {hy, ..., h,} per una
matriu M = (my;), i = 1+ m, j =1+ n, on els vectors (hi(z1), ..., hi(zn)),
i = 1 +m, es disposen com a files (i.e. m;; = hi(z;)). Seguint aquest
conveni, la matriu transposada M7 és la representacié dels elements de X
com a subconjunts difusos (files), i els de H com a punts (columnes).

Fins aqui s’ha vist que X es pot identificar amb un subconjunt de [0,1}¥ via
By, de manera que [0,1] és una extensié conjuntista (en sentit classic) de
X. Ara bé: en general By no és exhaustiva, i es planteja la necessitat de
buscar una interpretacié pels elements de x = [0, 1]~ By(X). Una manera
natural de fer-ho és, donat un « € ¥, afegir un nou element a al conjunt X,

X' = X U{a}, i estendre el domini de cada h € H a X' = X U {a} definint
h(a) = a(h). ‘

Formalment, fixat A C ¥, es considera un conjunt A (disjunt amb X) i una
bijeccié:

— A
Si X’ = X UA, es defineix

exta : H — [0,1]F
h +—— extp(h)=h
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on h'(z) = z, per tot £ € X, i h'(a) = a(h) (on a = b(a)), per tot a € A.
Notant H' =ext,(H), es té:

Proposicié 3.1.3. By — [0,1]%' és injectiva i

Buta) = {

u**, siue X
o, siu=0b(a).

Demostracié. Elemental, per la propia construccio. M

En particular, queda justificada la notacié a = a** si a = b(«).

Fins aqui no s’ha fet cap referéncia a possibles relacions difuses o d’altres
possibles estructures definides en X, i només s’ha pres en consideracié una
familia separadora H C [0, 1]X qualsevol.

A la proxima seccié es veura que 'estructura de T-indistingibilitat és com-
patible amb la dualitat entre elements i subconjunts difusos tal i com s’ha
exposat fins aqui. L'objectiu final és dotar [0,1]¥ d’una estructura com a
operador de T-indistingibilitat de manera que pugui ser considerat una ex-
tensié natural de (X, F) com a T-indistingibilitat via By.

3.2 Operador de T-indistingibilitat dual

En tot el que segueix se suposa que T és una t-norma continua per 1’esquerra
respecte les dues variables per separat.

Definicié 3.2.1. Siguin (X, E) i (Y, F) dos operadors de T-indistingibilitat.
Una aplicacié ¢ : X — Y és un morfisme si F(p(z;), p(z2)) = E(z1,%2),
per qualssevol z,,2, € X.

Clarament, la composicié de morfismes és un morfisme.

Definicié 3.2.2. Direm que (Y, F) és una extensié de (X, E) si existeix
un morfisme injectiu p : X — Y.

En la definicié precedent, ’extensié s’obté identificant x amb ¢(z), per a tot
z € X. Convé adonar-se que si F és T-indistingibilitat separadora en X,
llavors qualsevol morfisme ¢ : X — Y és injectiu.
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Definicié 8.2.8. Un isomorfisme entre (X,FE) i (Y, F) és un morfisme
@ : X =Y bijectiu.

Si dos operadors de T-indistingibilitat sén isomorfs, ho notarem per
(X,E) = (Y,E). Dos operadors de T-indistingibilitat isomorfs son, essen-
cialment, el mateix operador presentat sota notacions diferents. A més, ¢ és
isomorfisme si, i només si, ¢~ és isomorfisme.

Tota relacié de T-indistingibilitat £ : X x X — [0, 1] és, en definitiva, una
operacié binaria en X valorada en un conjunt exterior ([0,1]). Per tal de
definir una estructura dual, sembla raonable establir condicions que deter-
minin un subconjunt adequat d’aplicacions de X en €l conjunt de valoracié
[0,1]), dotat amb lestructura d’operador de T-indistingibilitat natural Er.
Atés que, en general, no existeixen isomorfismes entre (X, F) i ([0,1], Er)
(només en el cas unidimensional existeixen morfismes injectius), s’ha de bus-
car algun tipus de condicié més feble.

Definicié 3.2.4. Si (X, E)i (Y, F) sén operadors de T-indistingibilitat direm
que una aplicacié ¢ : X — Y és extensional (o morfisme feble) si satisfa:

F(‘Io(ml)7()0(x2)) .>_ E(‘Tlaz2)7 per tots T,%2 € X

Proposicié 3.2.5. Considerem (X, E), ([0,1],Er) i Hg (el conjunt dels
generadors de F).

Llavors:
Hg ={h:X — [0,1] /h és extensional}.

Demostracié. Per la propia definicié de Hg. W

El Teorema de Representacié estableix que qualsevol T-indistingibilitat £
és generada per una familia H de subconjunts difusos de X. El Principi
de Dualitat suggereix que, de la mateixa manera, un subconjunt de punts
Xo C X hauria de generar una T-indistingibilitat sobre [0, 1]%, o, per res-
tricci6, sobre qualsevol subconjunt H C [0,1]*.

Proposicié 3.2.6. Donat X, C X, i H C [0,1]%, la relacié difusa

E(hy, hy) = INFex, Er(hi(z), ha(z)), per tot hy, he € H, és una T-indistin-
gibilitat en H. ‘
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Demostracié. Si notem X§* = By(Xo), es té:

B(hy, hg) = INF Er(ha(a), ha() = INE, Br(s™ (ha), =" (ha))

i, com que z** sén difusos sobre H (z** : H — [0,1]), llavors el Teorema de
Representacid assegura que E és T-indistingibilitat. M

La proposicié anterior jutifica la segiient definicid, prenent Xg = X.

Definicié 3.2.7. Donat H C [0,1]%, la T-indistingibilitat natural en H
és: '
Ex(h1, hy) = INF Er(hy(3), ha(z))

Notacié. Si no hi ha ambigiiitat respecte al conjunt X, notarem Ex = E.

S’ha de notar que la T-indistingibilitat natural és, per la propia definicid,
separadora en {0,1]%, i per restriccié ho es també en qualsevol subconjunt
H C[0,1)*.

Definicié 3.2.8. (Hg, E) sera I'operador de T-indistingibilitat dual de
(X, E), i el notarem per (Hg, E) = (X, E)*.

Per aplicacid reiterada de la definici6 anterior, 'operador bidual de (X, E)
sera (X, E)** = (Hg,Ex)* = (Hg,, Fn;), on Eng representa la T-indistin-
gibilitat natural en [0, 1}¥%, i Hzg, és el conjunt dels generadors de Ex,ie.

Hg, ={a€0, 1175 / Er(a(hy), a(hz)) > E(h1, hy), per tot hy, he € HE}

Les segiients proposicions mostren que ’estructura dual és compatible amb el
principi de dualitat exposat a la seccié anterior, relacionant el bidual (X, E)**
amb la interpretacid dels elements £ € X com a difusos de Hg via By,.

Proposicié 3.2.9. By, és injectiva si, i només si, E és T-indistingibilitat
. separadora en X.

Demostracié. De la proposicié 3.1.2. segueix que By, és injectiva si,
i només si, Hg és familia separadora en X, i aixd és equivalent al fet que
E sigui separadora com a T-indistingibilitat. En efecte, com que E(z,y) =
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INFienp Er(h(z), h(y)), lavors si E(z,y) = 1 haura de ser h(x) = h(y) per
tot h € Hg, i reciprocament. W

En tot el que segueix se suposara que F és T-indistingibilitat separadora, i

seguirem identificant X amb Im(By,) C [0, 1}#=.
Teorema 3.2.10.

(a) BHE :X - HE‘x
z +— By (z) =z**

és morfisme injectiu de (X, E) en (Hz, ,En,) (on Ey, és la T-indis-

tingibilitat natural en [0, 1}7%).

(b) (X1 E) = ¢E(BHE(X)?_E—HE)‘

Demostracid.

(a) Per comengar, s’ha de veure que By,(X) C Hg, -
En efecte, per construccié z** € [0,1]7#, i a més,

Br(a™ (hy), 2 (he)) = Er(ha(z), halz)) > B, ha),

per qualsevol z € X, hy,h; € Hg, d'on z** € Hg,, .
D’altra banda,

_EHE(‘T;"I;‘ = 35{12 Er(zy*(h), 3" (h)) =
= INF ET(h(J?l), h(ﬂ?z)) = E($1,IL'2),
heHg
per qualssevol z, :1:2 € X.

(b) Conseqiiéncia immediata de (a). W

Teorema 3.2.11. (De Representacié Dual). Sigui H C [0,1}%, i F una
relacié difusa en H. Llavors (H, F) és operador de T-indistinguibilitat si, i
només si, existeix un conjunt Y tal que (H,F) = (H,E,), on H' C [0,1)¥"i
Ey és la T-indistingibilitat natural en H'. |



Morfismes i estructura dual 69

Demostracié. | Si Hp denota el conjunt dels generadors de F, (i.e.
Hp ={a:H—[0,1] / Er(a(hi), @(h2)) = F(hi, he) per tots hy, hy € H}), i
F ésla T-indistingibilitat natural en Hr (i.e. F(a, ) = INFpey Er(a(h), 5(R)))

Hg és €l conjunt dels generadors de F'

(ie. Hy = {A: Hp — [0,1] / Er(A(e), A(B)) 2 F(e, B), per tots o, €
Hg}) i Fg, la T-indistingibilitat natural en He

(ie. Fy (A, B) = INFae up Er(A(a), B(a))), llavors el teorema 3.2.10 asse-
gura que (H,F) = = (Buo(H), Fyp)- ‘

Aixi, n’hi ha prou amb prendre Y = Hp, H' =Im(By;), i I'isomorfisme el
proporciona By,. El reciproc és trivial. W

El teorema precedent estableix que qualsevol operador de T-indistingibilitat
definit sobre una familia de subconjunts difusos és isomorf a algun operador
del tipus introduit en la proposicié 3.2.6.

Definicié 3.2.12. Sigui H C [0, 1}* una familia separadora. Direm que una
T-indistingibilitat F' en H és propia si By(X) C Hr.

A través de la identificacié entre X 1 By(X) que venim fent, la condicié de
ser propi es pot entendre com un elemental principi de coheréncia: que tots
els punts de X es trobin entre els generadors de F.

Lema 3.2.13. La T-indistingibilitat natural E en H C [0,1]% és propia.

Demostracio.

E(hy, hy) = INF Er(ha(2), ha(z)) = IE x Er(x"(hl),x"(hz))

‘.EB
i, per tant, By(X)C Hg. M

Teorema 3.2.14. (De Caracteritzacié de les T-indistingibilitats pro-
pies). Si F és una T-indistingibilitat en H C [0, 1]%, sén equivalents:

(a) F és propia
(b) F < E (on E és la T-indistingibilitat natural en H).
(c) SUP,ct T(F(h,g),9(x)) = h(z), per tots 7 € X, h € H.
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(d) INF,cp T(g(z)|F(h,g)) = h(z), per tots z € X, h € H.

Demostracio.
(a) © (b) Segueix del fet que F és propia si, i només si, By(X) C Hr.

(a) ¢ (c) Aplicant el primer teorema de caracteritzacié dels generadors (Teo-
rema 2.2.3) es té que a € Hr si, i només si, ¢p(a) = a.

Perd ¢r(a)(h) = SUPgen T(a{g), F(h,g)) = a(h), i prenent a = z*, resulta
¢r(z*)(h) = SUPgen T(z*(g), F(h,9)) = z'(h), don
SUPgen T(g(z), F(h,g)) = h(z). A

(a) < (d) Idéntic raonament basat en el Segon Teorema de Caractentzacm
dels generadors (Teorema 2.2.10). W

Aixi, la T-indistingibilitat natural E és la més gran entre les propies.

A més, E és un operador especialment ben adaptat a P’estructura reticular
de [0,1}%, com mostren les segiients propietats.

Proposicié 3.2.15. Per hy, hy, hs € [0, 1]X qualssevol, es té:

(a) Si hy < hy < hg lavors T(E(hy, ho), E(ha,hs)) < E(hy,hs) <
< MIN{E(hy, hy), E(ha, hs)}.

(b) E(hy V hy, hs) > MIN{E(hy, hs), E(hs, h3)}
(c) E(hl A ho, h3) > MIN{E(hl, h3),—E(h2, h3)}
(d) E(hy, he) = E(hy V hg, by A hy)

(e) E(hy A hgy k1) = E(hg, hy V ko)

Demostracid.

(8) Si hy < hy < ha, llavors hy(z) < hy(z) < hg(z), per tot x € X i, per

tant, Br(hi(z), hs(z)) < MIN{Er(h1(z), ha(2)), Br{ha(z), hs(z))} per
tot z € X.
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(b) Considerem X = AU A, on A = {z | l(z) = ho(z)} i A" =
A{z [ hi(z) < ho(z)}.

E(lu A ha, hs) = INF Er (MIN{hy(z), ha(2)}, hs(2)) =

— MIN{INE Br(ha(o), ha(@), INF Er(a(a) r(a) | >

> MIN{INF Br(tn(e), ha(a)), INE Er(tn(a), ho(o)
= MIN {E_(hz,hs),E(hl,ha)} . .

(c) Analeg a (b).
(d) E(h1V hg, by A hy) =
= INF By (MAX{fu(2), ha(2)}, MIN{h (), ho(2)}) =
= MIN { INF Er (MAX{hy(2), ha(c)}, MIN{hs (), ha()} ) ,
JINF Br (MAX{hi(2), ha(2)}, MIN{hs (<), ho(2)} ) | =

= MIN {INE Br(h(o), (o)), INE (o), o) | =
= INF Br(n(a) ho(e)) = b, o)

(€) E(hy A hg,hy) = INFyex Ep (MIN{h1(z), ho(z)}, ha(z)) =
= INF Er (o), ha(z) =
= INF Er (ha(e), MAX {fs(a) hof2)}

= INFEr (hz(x),MAX{hr(x),hé(x)})
= E(hgeyliVhy). W

Una altra propietat interessant és que difusos semblants per E generen T-
“indistingibilitats semblants en X. La interpretacié d’aquesta propietat en
termes de Raonament Aproximat és molt suggerent: criteris semblants in-
dueixen classificacions semblants. El reciproc no és valid ja que, per exemple,
en molts cassos el criteri oposat via negacié indueix la mateixa classificacié
que el criteri donat.
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Proposicié 3.2.16. Sigui € € [0,1], i hy,hy € [0,1]%. Si E(hy, hy) > ¢
Navors Er(Ep,(z,¥), Er,(z,9)) 2 T(e,€).

Demostracié. Com que € < E(hy, hy) = INF,ex Er(hy(z), ho(z)), en par-
ticular € < Er(hi(x), ho(x)) per tot z € X, de manera que e < T(hy(z) | ha(z))
i, per tant, T(hi(z),€) < ho(z). D’altra banda, € < T(ho(z) | ha(z)) d’on,
aplicant el lema 1.2.12, T(e |hy(z)) > ho(z). D’ambdues, T(hy(z),€) <

ho(z) < T(e|h1(x)) per tot z € X. Per simetria, també es tmdra T(hy(z), )_
By (z) < T(e|ha(z)), per tot z € X.

Sigui ara z,y € X, i suposem hao(z) < ho(y) (res canvia en el cas hy(z) >

ha(y)). .
Eny(2,9) Er(hs(z), ha(y)) = T(ha(y)lha(z)) 2

T(T(elha (Y)IT (ha (), €)) (Z)

T (e, T(m )T (ha(2),€))) 2
T (& T(e, T @m)ln(2)) ) =

T (T(e,€), T (y)u(c))) =
T (T(G, 6), ET(h'l (y), h’l(x ) =
T(T(G, €)$ Eh1 (Z, y))a

on (*) segueix del segon lema de composicié (1.2.21) i (**) del lema d’intercanvi

(1.2.16).

(AVART!

R \YAROILY

~~
~

i
ensan”

De les desigualtats precedents s’ha obtingut que Ep,(z,y) > T(T(e €),
En,(z,y)), i per tant, T(E, (z,9)| Eny(z,9)) 2 T(e,€).

Un raonament idéntic ens portaria a la conclusié que
Ehx (.’17, y) 2 T‘(T(é, 6)) Eh2'(xa y)) i, dels dos, ET(Ehl (:L‘, y)a Eh2 (xa y)) 2 T(e’ 6)'
|

3.3 Morfisme dual

Definicié 3.3.1. I’ aphcac1o dual (o adjunta) de p: X = Y és
70,11 — [,1F
po— o (p)=poyp



Morfismes i estructura dual 7 7 73

Lema 3.3.2. (gof)T(a:") = (¢(z))**, on z** = By(z) amb H = [0, 1}X.

Demostracio.

(")7(=™): 0,1 — [0,1]
o= (@) ()

on ((¢7)7 (z)) () = (2 0T) () = 2°* (97 (w)) = 5 (o) = (uop) (=),
per tots z € X, p € [0,1]Y.
D’altra banda, ,

(p(z))™:[0,1] — [0,1]
po= (p(x)) ()

on (p(x))™ () = p(p(z)), pertots z € X, p€ [0,1]Y. ®W
Proposicié 3.‘3.3.

(a) ¢ és injectiva si, i només si, T és exhaustiva.

(b) ¢ és exhaustiva si, i només si, T és injectiva.

(c)  és bijectiva si, i només si, 7 és bijectiva.

(d) Si ¢ és bijectiva, (¢T)"! = (¢~ )7.

Demostracid.
(a) =) Suposem ¢ injectiva. Donat v € [0, 1], considerem u € [0,1]¥ tal
que ‘ '
_[vei®), siyelmop
”(y)‘{o, siy & Im .

Llavors o™ (p)(z) = p(p(@)) = v(p~He(z))) = v(z), per tot = € X i, per
tant, o7 (1) = v.

(2) <) Suposem T exhaustiva. Llavors, per (b) =) es té que (pT)T és
injectiva. Donats z;,z, € X, considerem z}* i z3* € [0, 1](®1),
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(b) =) Suposem ¢ exhaustiva. Donats py, s € [0,1]%, si @T(11) = T (12)

lavors gy o () = pg o p(z) per tot z € X, i, per la exhaustivitat de ¢,
m(y) = pa(y) per tot y € X, d'on puy = pia.

Si p(z1) = e(z2), Navors (p(z1))** = (p(z2))*™ i, pel lema 3.3.2
()T (z3*) = (¢F)T(z3*), d’on z}* = z3* i, en conseqiiéncia, z; = T2 (By és
injectiva per H = [0,1]%, lema 3.1.2).

(b) <) Suposem ¢ no exhaustiva. Sigui yo € Y tal que ¢(z) # yo per tot
z € X. Considerem p: Y — [0,1] qualsevol, i p' =Y — [0,1] definit per:

S 1) siy#w
Kly) = { # (%) # #(y) iy = o

Llavors: T (u)(z) = po@(x) per tot z € X, i T (W')(z) = 1’ o p(z) per tot
z € X, d'on T (1) = pT (1), amb p # y', contra la hipotesi.

(c) Trivial, a partir de (a) i (b).

(d) Trivial. u
Els resultats precedents es basen només en considerar els subconjunts di-
fusos com a aplicacions, i no es fa cap referéncia a possibles operadors de
T-indistingibilitat definits en els conjunts X, Y, o en subconjunts adequats
de [0,1]* i {0,1]¥. L'objectiu d’aquesta seccié és estudiar el comportament de
Paplicacié dual ¢T quan ¢ és un morfisme o un morfisme feble {extensional).

En tot el que segueix (X, E) i (Y, F) denotaran dues T-indistingibilitats
separadores, i Hg 1 H els respectius conjunts de generadors.

Proposicié 3.8.4. ¢ : X — Y és extensional si, i només si, o7 (Hp) G Hp.

Demostracié. Suposem ¢ extensional. Donats g € Hr i 1,22 € X,

Er (07 (g)(z1), ¢" (g)(z2)) Er (9(¢(x1), 9(p(z2))) >

> Flo(w), ola:) 2 E(or,72)
d’on resulta que ¢’ (g) € Hg.
'D’altra banda, si oT(Hr) C Hg, llavors
Flo(a) o) = INF Erlglpla)), ole(e)) =
= INF Br(e7(6) (), 7 (0)(22)



Morfismes i estructura dual 7 75

> ’{el\;g Er(h(z1), h(z2)) = E(z1,22). W

Proposicié 3.3.5. ¢ : X — Y és morfisme si, i només si, o7 (Hr) = Hg.
La demostracié es basa en el seglient lema

Lema 3.3.6. Sigui F' T-indistingibilitat en Y, i sigui U,V C Y tal que
Y=UUuV,UNV = 0. Llavors, si g : U — {0,1] és generador de Fiyxyv,
existeix §: Y — [0, 1] generador de F tal que gy = g-

Demostracié. (Lema 3.3.6). Sigui

_ | glz), sizeU
“(“’)’{0, sizeV

i prenem g = ¢r(u) € Hr.

Llavors, si € U i notem E = Fiyy, §(z) = ¢r(p)(z) =

SUPyey T (1(y), E(z,v)) = SUPueu T(u(z), E(z,w)) = ¢p(u)(z) = u(z) =
h(z). |

NOTA. L’extensié g de g no és tinica. Per exemple, se’n pot obtenir una

altra aplicant ¢r a pu(z) = { _Z(:r), : ; EEE g

Demostracié. (Proposicié 3.3.5.) Si ¢ és morfisme, en particular ¢ és
extensional, i segons la proposicié 3.3.4. es té T (Hr) C Hg. A més, p-sera
injectiva (E separadora) i, per tant, ¢T exhaustiva (proposicié 3.3.3). Per
tant, donat h € Hg, existira g € [0,1] tal que p*(g) = h, i només cal veure
que g € Hg.

Si y1 = (1) i y2 = p(z2) llavors

F(y,42) = E(z1,72) < Er(p”(9)(z1), 9" (9)(z2)) =
| = Er(g(p(z1)), 9(e(22))) = Er(9(11), 9(¥2)),

aixi que g és generador sobre els elements de Im ¢.

Aplicant el lema 3.3.6 amb U =Im¢, sigui g una extensié de g tal que g € Hp
1Gjtmy = g., Llavors ¢7(g)(z) = gle(z)) = g(¢(z)), per tot z € X, d’on
(#)(@) = (¥)(g) = h
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Pel reciproc,

F(p(zy),0(z2)) = }g,gEr(g(w(zl)),g(w(mz)))=

= INF Br (¢ (9)(z1), ¢" (9)(22)) =
= }}el\l{F ET(h(Z]_), h(xg)) = E(xl,m2)--

Corol-lari 3.3.7. ¢ : X — Y és isomorfisme si, i només Si,.(pT és bijectiva i
(pT(HF) = HE.

Demostracié. Conseqliéncia elemental de les proposicions 3.3.413.3.5. #

Proposicié 3.3.8.
(a) Si ¢ : X — Y és morfisme, llavors per qualsevol sistema generador
Sk C Hp per F, ¢T(Sr) C Hg és sistema generador per E.
(b) Si existeix Sr C Hr sistema generador per F' tal que @7 (Sr) C Hg és

sistema generador per £, llavors ¢ és morfisme.

Demostracid.

(a) Sigui Sr un sistema generador qualsevol per F, i notem Sg = T (SF).
Per qualsevol 1,z € X, es té:

E(z1,22) = F(p(z),0(z2)) = !I’ENSI‘; Er(g(e(21)), g(p(z2))) =
= INF Er(p”(g)(z1), " (9)(z2)) =
= rI;Ie\IsFE Er(h{z1), h(z2))
d’on Sg € Hg ha de ser sistema generador per FE.

(b) Sigui Sr un sistema generador per F tal que Sg = ¢T(SF) és sistema
generador per E. Llavors, per qualsevol z;,z9 € X,

Flp(m),ple) = INF Er(glp(n),o(plaz) =
= INF Br (¢"(9)(=), #" (9)(z2)) =

= INF Er (h(z1), h(z2)) = E(21,72). W
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1

Corol-lari 8.3.9. ¢ : X — Y és morfisme si, i només si, ¢’ transforma
sistemes generadors en sistemes generadors.

Demostracié. Trivial. B
Corol-lari 3.3.10. Si ¢ : X — Y és morfisme, llavors dim E < dim F.

Demostracié. Trivial. #

Com es desprén facilment de les demostracions anteriors, si ¢ és morfisme el
comportament de @7 respecte a les bases de F no és del tot regular, i només
es pot assegurar que @7 transforma bases en sistemes de generadors. De fet,
el comportament regular respecte a bases caracteritza els isomorfismes.

Corol-lari 3.3.11. Si ¢ : X — Y és isomorfisme, llavors dim E = dim F.

Demostracié. D’una banda, dim F < dim F. Peré6 també, sera
dim F < dim E perqué ¢! és isomorfisme. M

Proposicié 3.3.12. Sigui ¢ : X — Y bijectiva. Llavors:

(8) Si ¢ és isomorfisme, llavors @T(Br) C Hy és base de E, per qualsevol
Br C Hf base de F.

(b) Si existeix Fg C Hp base de F tal que ¢"(Br) C Hg és base de E,
llavors ¢ és isomorfisme.

Demostracia.

(a) Sigui Br C Hp una base de F. Per la proposicié 3.3.8, ¢T(Br) sera
un sistema generador de F.

A més, si existis algun sistema generador de FE, Sg, tal que
[Se| < |¢T(BF)|, (recordem que |A] és el cardinal d’A), aixd propor-
_cionaria un sistema generador de F, (¢~ )7 (Sg) que, per la bijectivitat
de (¢~1)7, hauria de satisfer |(¢~ 1)T(S'E)| < |Br|, contra la hipotesi
que Br és base. Per tant, ¢7 (Br) és base.
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(b) ¢ és bijectiva per hipotesi. A més, si Br C Hp és una base de F' tal
que @T(Br) és base de E, es tindra

F{(p(z1), (22))

per tot z;,72, € X.

heypT(BF

INF Er (g(e(1)), g((22))) =

INF Er (47 (g)(z1), " (9)(@2) =
= INF

)E:r (h(z1), h(z2)) = E(z1, T2),

Corollari 3.3.13. ¢ : X — Y és isomorfisme si, 1 només si, transforma

bases en bases.

Demostracié. Trivial. B

Podem resumir els resultats precedents en un grafic:

(pT

H,

- H,

Sistemes Sistemes  _|
Generadors Generadors ||
Bases Bases |

Figura 3.1
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Fins aqui s’ha vist que els morfismes febles venen caracteritzats pel fet que
T : [0,1]¥ — [0,1}¥ indueix, per restriccié de domini, una aplicacié ¢7 :
H F— H E-

Ara, la pregunta natural a fer-se és si ¢ serd o no morfisme feble (o mor-
fisme) entre els corresponents operadors duals (X, E)* = (Hg,E)i (Y, F)* =
(Hp,F), on E i’ F notem la T-indistingibilitat natural en [0,1}¥ i [0,1]Y,
respectivament.

Proposicié 3.3:14. ¢ : X — Y és extensional si, i només si, ¢ : Hr — Hg
és extensional.

Demostracié. Si ¢ és extensional, llavors

E(¢"(91),9"(92)) = INFEr (0" (91)(2), 0" (92)(2)) =
' INF Er (91 © ¢(z), 92 © (=)

> INF Er(9:(y), 92(y) = F(g1,92)-

i

Reciprocament, si ¢7 és extensional en particular ¢T(Hr) C Hp i segons la
proposicié 3.3.4, aixo és equivalent a l'extensionalitat de ¢. W

Corollari 3.3.15. Si ¢ : X — Y és morfisme, llavors 7 : Hp — Hg és
extensional.

Demostracié. Conseqiiéncia elemental de la Proposicié 3.3.14. B

En general, no es pot assegurar que ¢’ sigui morfisme, com mostra el segiient
contraexemple.

Exemple 3.3.16. Donats X conjunt, E T-indistingibilitat en X i y & X,
considerem Y = X U {y},i p: X — Y tal que ¢(z) =z, per tot z € X (¢
és la identitat en X).

. Naturalment,l ¢ és morfisme per qualsevol operador de T-indistingibilitat F
considerat en Y tal que Fixxx = E. _
En canvi, donats g;,9; € Hr tal que 91(z) = ga(z) per tot z € X, i
91(y) # 92(y), Navors E(97(g1),07(92)) = 1 (ates que ¢ (1) = #7(g2)),
perd F(g1,92) <1 (atés que g1(y) # 92(v))- |
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Proposicié 3.3.17. Si ¢ : Hr — Hg és morfisme, llavors ¢ : X — Y és
extensional.

Demostracié. Segons el Corol-lari 3.3.15 (¢T)* : Hz — H7 és extensional.
D’altra banda, pel teorema 3.2.10: By, : X — Hgi By, : Y — Hy son
morfismes, i pel lema 3.3.2 (¢7)T(z**) = (¢(z))™".

Aixi,

F(p(z),0(z2) = (F) (@)™, (p(z2))™") =

(E) (") (3*), (") (z3") =

2 (F)(z",25") = E(z1,72). W

Tampoc aqui es pot assegurar que ¢ sigui morfisme.

Exemple 8.3.18. Sigui E; i E; dues T-indistingibilitats sobre X, tal que
Ey < E,, i considerem V’aplicacié identitat ¢ : X — X (i.e. ¢(z) = =, per tot
z € X). Clarament ¢ és extensional, respecte E; i Es, perod no és morfisme.

En canvi, T : Hg, — Hg, és tal que ¢7(g) = g, per tot g € Hg, i, per tant
T és morfisme.

Proposicié 3.3.19. ¢ : X — Y és isomorfisme si, i només si, ¢T : Hr — Hpg
és isomorfisme.

Demostracié. Segons corol-lari 3.3.7, ¢ és isomorfisme si, i només si, 7 és
bijectiva i ¢T(Hp) = Hg. A més, per la proposicié 3.3.9, ¢ és extensional.
A més, |
F(¢T(91),¢T(gz)) = £§§ET (<PT(91)‘($),<PT)92)($)) =
= INF Br (91 0 p(2), 92 0 0(2)) =
= INFEr (6:(y), 92(v) = F(91,93),
_per tot g1,92 € HF.

D’altra banda, segons el que acabem de provar, si ¢ és isomorfisme es tindra
O q )
que (<pT) : Hp — Hy sera isomorfisme.

I pel lema 3.3.2 i el teorema 3.2.10,
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F(plaolzz)) = B)((p(@)" (pla)”) =
= (@6 @D E) =
= ( )21, 23°) = E(z1,72). ®

Si notem per D Taplicacioé que a cada ¢ : X — Y li fa correspondre el seu
dual, (i.e. D(p) = ¢7), el segitent grafic il-lustra els resultats precedents

< < > X v
{(@:x— v} | {W:[0,1]— [0,1]}
Externisionals ‘ » Extensionals |
|
Morfismes = ull ‘\\Morﬁsmes
Isombrﬁsmes | | 1 | Isomorﬁsmes
<€ T > '

Figura 3.2

8.4 ¢g i estructura dual. Punts fixos.

A continuacié s’estudia el comportament de la T-indistingibilitat natural E a
través dels operadors ¢g 1 Yg introduits al capitol 2. En tota aquesta seccid
suposarem que E és un operador de T-indistingibilitat separador en X.
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Recordem que {z} denota el subconjunt classic format per un tnic element

(z € X), i que h,, és la columna associada i.e. h; : X — [0,1] ve definida per
h:(y) = E(z,y) per tots z,y € X.

Proposicié 3.4.1. Sigui E la T-indistingibilitat natural en [0,1]%, i E una
T-indistingibilitat separadora qualsevol en X. Llavors:

(a) ¢g: [0,1)X — [0,1)% és extensional respecte E.

(b) g : [0,1]% — [0, 1]¥ és extensional respecte E.
() E(¢e({z}), 6c({y})) = E(he, by) = E(,y), per tots z,y € X.

Demostracié.

(a) Donats p1, 2 € [0,1]%, s’ha de veure que E (¢5(m1), $£(p2)) > E(pa, pia)-
Fixat z € X, '

T (¢5(m)(z

(#
2
)
2
(*++)

) | és(ua)(c)) =

A

T (%IEJ)I()T(ul(u),E(u,x))|%I€J)1?T(p2(u),E(u,w))> =

INF T (T (o), B(0,2) | SUP T uo), Blw) ) 2
INFT (T (110}, B(v,2)) | T (sa(v), E(v, z))) >
INFT (111 (v) | p2(v) 2 INF Br(pua(0), pa(v)) =

E(ﬁm H2)

on les desigualtats sén conseqiiencia de:
(*) Lema 1.2.12.

(**) T' és monotona decreixent respecte la segona variable.
(***) Lema 1.2.10.

De forma analoga, s t& que 7 ($5(1(z)) | gu(i(@))) > Eur, o) i
d’ambdues, que Er (¢5(11(z), de(pa(z)) = E(1; o).
Finalment, per 'arbitrarietat de z € X,

INF Br (¢5 () (s), 65()(x)) = B (¢a(t), ¢(1)) 2 B, o) M

>

e ——
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(b) Donats 1, s € [0,1]%, s’ha de veure que E (¢/5(11), ¥e(p2)) = E(pa, p2).
Fixat z € X,
P (5(1)(x) | Yo ()(a)) =
- T(INFT(E(z, )l (W) | INF7(EG,w) | uz(U))) -

5 £1§)1:T (INFT(E(:c ) | p(w) |T(E(z,v) | uz(v)))

2 INET (T (B(z,0) | m(v) [F(E@) | kafo) 2
(5‘) {,Ig)lé"f' (11 (V) |p2(v)) > INF Er(p(v), p2(v) = E(p, o)

Semblantment, T (¥g(pe(x))|¥s(pi(z))) > E(w,pe) i d’ambdues,
Er (Ye(m)(2)), ¥e(p2)(2)) = E(p, p2).

Finalment, per ’arbitrarietat de z € X,

INF Er (V) (2), Ye(ue)(2)) = E@s(m) ve(t2)) = E(ur, p2).M

(¢) E(ha,hy) = INFuex Er(haz(u), hy(y)) = INFuex Er (E(z,u), E(y,u)) =
E(z,y), (conseqiiéncia del teorema de Representacié). W

En general, no és cert que E (¥5({z}), ¥s({y})) = E(z, ).

Exemple 3.4.2. X = {z;,73,73}, T = L. E definida per la matriu:
Ye({z:1}) = (0.1,0,0)
Ye({z2}) = (0,0.1,0)

109 01
E={091 o02]
01 02 1
el{zs)) = (0,0,08)

En particular, E (¥e({r:}),¥e({z3})) =0.2 > E(z;,z3) =0.1. N

I

X §
Corollari 3.4.3. ¢g : X — Hp és morfisme (injectiu) per qualsevol opera-
dor de T-indistingibilitat (X, E).
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Demostracié.

Aixi, la T-indistingibilitat natural permet injectar (X, E) en el seu dual
(X, E)* = (Hg, E) a través de ¢z, amb total independéncia de quina sigui
particular a E considerada en X. Dit d’una altra manera: la T-indistingibilitat
natural fa que la semblanca entre les columnes de la relacid sigui igual a la
semblanga entre els elements, i aix0 per a qualsevol semblanga entre elements.

Aquesta propietat tan interessant no és, perd especifica de la T-indistingi-
bilitat natural.

Proposicié 3.4.4. Sigui F una T-indistingibilitat propia definida en [0, 1}.
Llavors, per tota T-indistingibilitat £ en X dg :

X — Hg és morfisme
(injectiu).

Demostracié. Si F és propia, pel Teorema de Representacié Dual (3.2.11),
existeix Y tal que X CY, i per cada h € [0,1]* existeix una extensié h' de
h sobre Y satisfent F'(hi,he) = INFyey Er(hi(y), h3(y)), per tots hy, hy €
[0,1]*.

Sigui E una T-indistingibilitat en X. Si consxderem H, format per les exten-

sions h' de h € Hg sobre Y, podem estendre E sobre tot Y com E' definida
per E'(y1,y2) = INFrepny Er(R'(y1), h'(32))-

Llavors, donats 1,z € X,
F(¢p(21), ¢5(z2)) = INE Er(E'(z1,y), E'(z2,9)) =
= E"(mlalﬁ) = E(-’th?)a
pel Corol-lari 343. W

El reciproc de la proposicié 3.4.4 no és cert, en general.

Exemple 3.4.5. Per una t-norma T qualsevol, es considera X = {z,,z,},
la T-indistingibilitat en X definida per E(z;,z;) = 0, i la T-indistingibilitat
en [0,1]%, definida per

F(hl, ) = ET(hl(.'Bl) hz(.’l?l)) per tots h1,hq € [0 1]X

Llavors ¢z ({21}) = (1,0), ¢z ({z2}) = (0,1), i F (¢e(@1), a(z2)) = 0 =
E(z1,2), resultant que ¢ : X — Hg és morfisme (respecte E i F).

En canvi, F no és propia, atés que z3° no és generador de F. H
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El corol-lari 3.4.3 justifica a (X, E)* = (Hg, E) com a extensi6 de (X, E).

A continuacié es compara aquesta extensié amb una extensié qualsevol de

(X, E).

Definicié 3.4.6. Si E és una T-indistingiblilitat en X, i A C X, direm
que dos elements z,,z2 € X, s6n mdlstmglbles o simetrics respecte A si
E(z1,a) = E(x2,a), per tot a € A.

Si no hi ha elements diferents simétrics respecte A, direm que A separa
punts en X.

Convé adonar-se que la condicié que A separi punts és més feble que no pas
que les columnes d’A siguin sistema generador per X.

També s’ha de'notar que si a;,a € A, (a; # ap) llavors a; i a3 no sén
simetrics respecte A, o equivalentment, que X separa punts en X.

La nomenclatura que introdueix aquesta definici6 ve justificada pel segiient
lema:

Lema 3.4.7. Sigui £ 4 la T-indistingibilitat sobre X generada per les colum-
nes d’elements d’A, (i.e., Es(z1,22) = INFees Er(E(a,z;), E(a,z2))).
Llavors, x;,z, sén indistingibles (o simétrics) respecte A si, i només si,
EA(zl,ZI)g) =1.

Demostracié. Si per tot a € A es té E(a,z1) = E(a,z2), llavors
EA(:DI, 2:2) = INFaeA ET(E(a, .’L‘l), E(a, 1,'2)) =1.
Reciprocament, 1inica possibilitat és FE(a,z1) =  E(a,z2) si

EA(Z‘l,xg) =1. |

Proposicié 3.4.8. Siguin F i F T-indistingibilitats sobre X i Y, respecti-
vament. Per cada morfisme ¢ : X — Y, existeix f : Y — H satisfent:

(a) f(Y) C HE és sistema generador per E.
(b) f és extensional (respecte F' i E)

(¢). f(y1) = f(y2) si, i només si, y; i y» s6n simetrics respecte p(X).

En particular, si ¢(X) separa punts en Y, f és injectiva.
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Demostracié. Considerem f = pTo¢p (i.e. f(y) = @7 odr(y) = dr(y)op,
ie. f(y) = F(y,p(z)) per tot z € X).

(a) INFyey Er (f(y)(z1), f(y)(z1)) = INFyey Er (F(y, ¢(z1)), Fy, (z2))) =
F(p(z1), p(z2)) = E(z1, z2) per tots 21,22 € X.

(b) ¢ és morfisme (proposicié 3.4.1) i ¢ és extensional (proposici6 3.3.14).
Per tant, f = ¢” o.¢ extensional.

(¢) Si f(y1) = f(y2), Havors per tot = € X F(y1,9(z)) = F(y2,¢(z)), d’on

Fo(z)(y1,92) = INFiex Er (F(p(2),11), F(¢(2),¥2)) = 1. Reciproca-
ment, si Fy(x)(41,%2) = 1, 'inica possibilitat és F(p(z), 1) = F(e(z), 12)
pertot z € X, ie. f(y) = f(y). N

En la situacié de la proposicié anterior, es té: |

Proposicié 3.4.9. f és morfisme si, i només si , ¢p((X)) C Hp és sistema
generador per F.

Demostracié. Sota qualsevol de les dues condicions es té:

E(f(1), f(%)) = INFEr(f(y1)(@), flw:)(=)) =

= EEJP(‘ Er (F(y1,0(x)), F(y2, () =
= F(yl) yZ)

- pertots 3,y €Y. B

Sigui ¢ : X — X isomorfisme, i considerem:

P:¢e(X) — ¢p(X)
de(z) — P(ds(z)) |
on @(¢e(z)) : X —[0,1] i, per tot u € X, P(dr(z))(u) = de(p(z))(u).

Com que ¢ : X — ¢g(X) C Hg és isomorfisme, podem identificar cada

element £ € X amb la seva imatge per ¢z (i.e. la columna de z), i notar
simplement @ = ¢. '

D’altra banda, podem considerar T : Hp — Hpg que és isomorfisme (proposicié '
3.3.18) '
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T
Hg «—— Hg

[es Jes

x 2
[P

Hp —2 Hg
Figura 3.3

El segiient teorema expressa la relacié entre ¢ i (7.

Teorema 3.4.10. Amb les notacions precedents, es té que T = ¢~ 1.

Demostracié.  Per ser @7 bijectiva, s’ha de veure que @7 (¢p(p(z))) =
de(z), per tot € X.

(En particular, quedara provat que o7 : ¢g(X) — ¢£(X) és bijectiva). Sigui
z € X. Llavors, per tot u € X, es té:

¢ (e(e(z))) (v) de(p(z))(p(u)) =
- = E(p(z),p(y)) = E(z,u) = ¢e(z)(u). &

La interpretacié de T com a inversa de ¢ evoca inevitablement un resultat
similar en la teoria d’Espais Vectorials que I’automorfisme adjunt fT d’un
automorfisme f ortogonal coincideix amb f~! [Castellet & Llerena, 88]. El
paral-lelisme, perd, no acaba aqui. Si P és la matriu de f en una base
ortonormal (aqui, la paraula base fa referéncia al sentit habitual d’aquest
terme en espais vectorials), llavors PT (la matriu transposada, obtinguda a
partir de P canviant files per columnes) és la matriu de f~! en la mateixa
base. Amb la notacié introduida en la seccié 3.1, en qué si | X| =ni |H| =
(H C [0,1]%), representavem H per una matriu M; = (my;), i = 1 =+ n,
j = 1+m, on m;; = h;(y;), podem ara representar ’aplicacié ¢ : H — [0, 1}¥
per una matriu M, = (my;) i = 1+ n, j = 1+ m, tal que my; = @(h;)(z:).

Amb aquest conveni, el parallelisme amb la teoria d’Espais Vectorials és
sorprenent: §i M és la matriu de @, llavors la matriu de ™! = 7 és,
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justament, la seva transposada M7T. En efecte,

my; = Ple(2:)) (@) = $e(P(z)))(2:) = Blzi,p(z5)) i=1+nj=1+m

mentre que si N és la matriu de 7,

g = o7 ($5(2;))(z:) = ¢u(zi)(p(z:) = Blp(zi),z;) i=1+n,j=1+m
i, per tant, N = MT,

D’altra banda, com que ¢ és isomorfisme, ¢! també ho és, d’on n;; =
E(p(z:), zj) = E(zi, 07 Hz;)), i = 1 +n, j = 1+ m, resultant que N = MT
és la matriu de 1.

En un altre ordre de coses, el Corol-lari 3.4.3. planteja un problema interes-
sant relatiu a l'estructura dual.

Aplicant reiteradament el corol-lari 3.4.3. a (X, E)ia (X, E)* = (Hg, E), es
té que ¢5 0 ¢ : X — Hg C [0,1]¥E és un morfisme (injectiu).

D’altra banda, el teorema 3.2.10 assegura que

BHEZX — [O,I]HE

z — By (z)=2z"

és també un morfisme (injectiu). La pregunta natural a fer-se és si ambdds
morfismes coincideixen. El segiient teorema respon a aquesta questio.

Teorema 3.4.11. Donat h € Hg, sén equivalents:
(a) ¢g o ¢r(z)(h) =z (h)
(b) T (h(z1), h(z2)) < E(z1,%2), per tots 1,72 € X
(c) Existeix una extensié (Y, F) de (X,E) ambY = X U {3y}, (w € X) i
h(z) = F(y,z), per tot z € X.
- Demostracié. (b) =(c) Es defineix F' com segueix:

F(zy,z;) = E(z1,22), pertots 21,2, € X
F(z,y) = F(y,z) = h{z), pertotze X
F(y,y)=1.
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Per construccié, F' és reflexiva i simétrica, i és una extensi6é d’E.

S’ha de comprova;r que F és T-transitiva, i.e. T(F(u,v), F(v,w)) < F(u,w),
per tots u,v,w € Y. Procedim per casos:

e Siu=v,v=wdbu=uw, és trivial.
e Siu,v,w € X, llavors F'i E coincideixen, i E és T-transitiva.

o Siv=uy,iuwe X, T(Fluy), Fy,w)) = T(h(x), (w)) < By, w),
per hipotesi.

e Siu=y,iv,weX, T(F(y,v), F(v,w)) = T(h(v), E(v,w)) < h(w) =
F(y,w), atés que T'(h(v)|h(w)) > E(v,w), perqué h és generador d’E.

{(c) = (a) En general, per tots h € Hg i 2 € X es satisfa:

$robu(z)(h) = o5(ds(@)(h) = E(ge(z),h) =
= INF Er(¢(o)(w), h(w) = INE Br(E(z,u), h(w) < h(a)

D’altra banda, com que h(z) = F(y,z), es té:

INF Br(Blo, u),h(w)) = INF Er(F(z,u), Fu,p)) 2
> INF Br(F(a,u), Fw,y) = F(z,y) = h(z),

perque les columnes sén un sistema generador per F'.

Per tant, ¢z 0 ¢(z)(h) = h(z) = z**(h).

(a) = (b)) Suposem ¢ 0 ¢(z)(h) = INFocx, Br(E(@, ), h(w) = h(a), per
tot £ € X. Llavors, per tot u € X, es té T'(h(uw)|E(u,z)) > Er(E(z,u),
h{v)) 2 h(z) i, per tant, T(h(z), h(u)) < E(u,z). W

Més enlla de la importancia en ’estudi de ’estructura dual, el teorema prece-
dent té una interessant interpretacié dintre de la teoria de les classificacions
difuses (veuré Introduccid). En aquest context, és habitual considerar els
~ generadors com a criteris segons els quals es classifica i, fixat un generador h,
els elements z € X tals que h(z) = 1 sén els prototipus del criteri representat
per h [Jacas & Valverde]. Segons el Teorema 3.4.11 ((b) i (c)), no tots els
generadors h € Hg provenen de comparar elements respecte a un conjunt
d’elements prototipics fixats (dintre o fora del conjunt X considerat), sin
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només aquells que satisfan T'(h;(z), ho(z)) < E(21,22), per tots z;,z5 € X.
Aixi es demostra ’existéncia i es caracteritza els criteris de classificacié que
no representen les classes d’equivaléncia difuses (columnes) de cap element
ni dintre de X {cosa ja coneguda) ni tampoc en cap extensié Y de X.

(NOTA: en context classic, on E és relacié d’equivaléncia en sentit classic,
la discussié precedent és trivial).

Per acabar aquest capitol, es caracteritzen els punts fixos depi T quan ¢
és isomorfisme.

Definicié 3.4.12. Si ¢ : X — X és isomorfisme, els cicles de ¢ son els
conjunts de la forma {©®)(z),k € Z}.

Si ¢ és isomorfisme, llavors E (¢®)(z), g**1)(z)) = E(z, ¢(z)), per tot u € Z
i per tot z € X.

Teorema 3.4.13. (Caracteritzacié dels punts fixos). Sigp : X — X é&s
isomorfisme, sén equivalents:

(a) h € Hg satisfa ©T(h) = h (i.e. h és punt fix de 7).

(b) h és constant sobre els cicles de .

A més, en aquest cas, E (h, ¢5(¢®(z))) = E(h, ¢&(z)), per tot k € Z.

Demostracié. (a) = (b)

Sigui h € Hg tal que T (h) = h. Com que 9T (h) = h o ¢, resulta h(a;) =
h((z)), per tot € X. Aplicant-ho per ¢(z), es té h(p(z)) = h{?(z)), i,
recurrentment, h(z) = h(¢®)(z)), per tot k € Z+.

Com que si h és fix per @7 també ho és per (7)™}
3.3.3.), també es tindra h(z) = h{p=*)N(z)), k € Z*.

(b) = (a)

' Si h(z) = (¥ (z)) per tot k € Z, Nlavors ¢T (h)(z) = h{p(z)) = h(z), per
tot z € X, ie. ¢T(h) =

= {¢~1)T (Proposicié

Finalment, s’ha de veure que si & és fix pér @7, Hlavors

E (b, ¢£(¢™(2))) = E(h, ¢5(z)).
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E(h,¢r(p(z))) = INFEBr (h(u) ¢slp(z))(w) =
= INF By (h(u), Bp(z),v) <
2 INF Br (Me(w), E(@*(2), o)) =

() INF Er (h(u), E(¢*(z),v) = E (b, 65(4"(2)))

on (x) segueix del fet que h és constant sobre cicles i ¢ és isomorfisme, i (#%*)
perqué ¢ és bijectiva. ‘

El teorema precedent indueix també una caracteritzacié dels punts fixos de
®.

Teorema 3.4.14. (Caracteritzacié dels punts fixos d’un isomor-
fisme). Si ¢ : X — X és isomorfisme, sén equivalents:

(@) () = .
(b) ¢ (¢5(2)) = ¢e(c)

Demostracié. Evident, a partir del fet que ¥ =p™1. W





