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Puede parecer, dado que nuestro estudic se ha
centrado en las 3D, que los programas qQue trabhajan
en 2D tienen resueltas todas las operaciones, tanto
de creacidn como de manipulacidn, de puntos, rectas
¥ curvas. Sobre todo en el caso de las curvas, eso
esta bastante lejoz de ser clerto, cuando tratamos
con arcos de circunferéncia =1 que podesmos oon-
giderar que tenemos implementados todas las
construcciones posibles, pero existen dogs casos

claros en los que esto no es asil.

Cuando las curvas no tienen una ecuacidn gus las
define, nos encontramos con dificultades para
representarla, dado que el proceso de determinacién
informdtico necesita apoyarss en  alguna propiledad
analitica para trabajar. Este caso serd estudiado
al final de este capltuloc. Existe un tipo de curvas
que pese a tener una ecuaclidn gue lazs define, tam—-
poco estan totalmente regsueltas en paguetes de Z2D:
las cdnicas. Aun en 21 caso de que se traten odni-
cas en un programa informatico, de hecho =2d4lo se
trabaja con una, la elipse. Maz aun, el =sistema de
trabajo con la elipse también ez bastante =orpren-
dente, wveamozlo. El programa decano en el campo del
CAD, AutoCAD, para definir una elipse lo hace de la

siguiente forma:

N
N
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BEstudioc de curvas. Primera parte.

Previamente ha c¢reado y almacenado una entidad,

llamada grupo, formada por un cuadrado ¥ una cir-

cunferéncia inscrita dentro de &1, Es sste dibujo
deformado el que nos dard la elipse, transfor-
mandoze 21 cuadrado sn un rectangule. Bl programa

tU
Ly
[l
o)

I

lo gque pide es el tamafio de la diagonal de es:
tangulo ¥ devuslve la imagen de, sdlo, la elipss. A
pesar de lo dicho, hay gus reconoccer gue sxis
programas que trabajan este problema de las e
mucho més correctaments, incluso permiten e
bajo con arcog de elipse. Entre estos programas se
encuentra PC-Draft, alemdn, que, a mi julcio, ez =1

mejor pagquete para el trabajo rigurozo sn 2D.
Estudio. Analltico de las Conicas.

No pretendo realizar un estudio exhaustivo sobre
lag cdodnicas, sino manejar algunas propledades de
ellas, ya sean analilticas o proyasctivas para, por
su mediacidn, wer de gque manera podremos im-
plementar un programa gue se plantes el trabajar
con ellas con la mayor soltura posible (1). Para
ello recapacitemocs en que forma se dibujan dichas
curvas partisndo del hecho de que tienen una
ecuacidn que podemos conocer; misnbtras gue =21 pro-—
ceso de  obtener puntos de una cdédnica ¥ unirlos sz
un concepto bastante discutible para usarlo trab=-—
Jando con lapis y papel, desde un punto de vista
informatico gerda 2l dptimo, veamos porgud. Se puseds
aceptar que el dibujar, a mano, una coHnica mediante
la obtencidn ¥ posterior unidn de varios de sus
puntos, es valido a sfectos de repraesentacidn de
una ecuacidn, v segin la habilidad del dibujants la

sengacidn dphtica puede ser odHptima. Ahora bien,
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Egstudio de curvas. Primera parte.

nadie medianamente riguroso acepbtard como valida la

W

interseccidn de warias cdnicaz obtenidazs de ess
forma, yvya gque los errores pusden ser grandes vy
acumulativos; recurrimos en estos casogs a la Geo-
metrla Proyectiva para, con su ayuda, hallar tan-
gentes a una cdnica por un punto, interseccidn con
una recta, ete. Para todo lo cual debemos obtensr
de dichas cdnicas una serie de elementos que las
definen como focos, ejes, directrices, wvértices,

etc.

BSon  las propiedades que tienen esos elementos
gue obtenemos las que nos dan loz puntos gue nece-—
sitamos; pensemos que, de alguna forma, pasamos de
tener un problema con curvas de segundo orden, a
tener un problema'con puntos (vértices, foocos,.. ),
rectas (ejes, directrices,..), circulos (circulo
focal, distancias a dos puntos fijos que se re-
suelve como interseccidn de dos lugares geomdtricos
que son  circunferéncias, ...}, etc. De ssta wmanera
solucionamos correctamente el problema de falta de
precigidn tradicionalmente. Fn el ecasc de un
tratamiento informatizado del miszmo problema, la
representacion de una conica sigus giendo vAlida
cuande lo hacemos mediante la materializacidn ¥
posterior unidn de los puntog aque obbtenemos a par-
tir de su ecuacidn, con la ventaja sobre un usuario
manual de poder dibujar un enorme ndmsro de puntos,
los que sean necesarios para nuestros fines. Para
el ordenador la diferencia entre la obtencidn ¥
unidn de un  nflmero pequefio de puntos ¢ uno mayor
s nimia, dado, una vez mas, el carichter repebitivo
de estas operaclones, no podemcs decir lo mismo en

el casc de nuestro hipotético usuario. Como ventaja
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Estudio de curvas. Primera parte.

interseccidn de dicha ednica con la polar respecho

a glla del punto exterior en cuestidn. Desdoblamos,

£

asil, 21 problema =n una parte esspecifica, el cAl-
culo de la polar, ¥ otra general, interseccidn de

dos ecuaciones.

En occasiones omitiremos alguna demostracidn,
dado que no es este el objeto de este capltulso, por
el migsmo razonamiento 3o0lo comentarsmos lo  que
tenga una aplicacidn inmediata. E= por esto que en
el proximo apartado damos por conocida la ge-
ne?aoibn de ocdnicas de Apolonio, como secciones de

un cono, asi como algunas propiedades métricas.
Ecuacion. Inolicita.

Partiendo de 1la definicidén de cdnica como lugar
geométrico de puntog ocuya "suma’ de disgtancias a
dos puntoz fijos es constante, vamos a llegar a la
expresidn mas conocida, anallticaments, de cdnica,
que es  su ecuacidn implicita como curva de segundo

orden.

-+
*
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Eztudio de curvas. Primera parte.

Sea en la figura, P un punto del lugar geo-—
métrico que gqueremos definir ¥ F 3y F° log dog pun-—
tos fijos, ~ a los gue llamamos focoz en el
tratamiento geométrico general, ¥ supongdamos gus la
chdnica gque vamos a definir ez una selipsze, (el pro-

cedimiento, a pesar de esta particularizacidn al
=

1

caso elipse, es completamente genaral), 3

cumplird:
PF+PF’ =2a

i consideramos logs ejes coordenados con origen en
el centro de la cdnica, y sabemos que la distancia
igual a 2¢, sustituyendo en la expresidn an-—

terior los segmentos por su valor en funcidn des los

ejes tendremos:
i) Ly} L e
J{{c—x)“+ye+d(x+e ) “+y=)=2a
de donde:

I((e-x) 24y2) =2a~d ((x+e) 24y ?)

(c—x)2+yzz4a2+(x+o)2+y2~4aJ((x+c)2+y2)

4ox—4a2:4aJ((x+c)2+y2)

cx®+ati2alox=a((x+e)f4y)

cEx?+a%42a%ox=alx2+a%0%+2a % cxtaly s
agrupando:

at-a202oy2 (52 2y 422

) o o o o
as( ae..__cz y=x<( aé_oc. ) +a2y«_.

existe una relacidn entbre 2a, distancia entre los
vertices del eje focal, 2c, distancia entre los
focos,y 2b, distancia sntre los vértices del eje no

faocal, que es la de formar un triiangulo rectingulo

378



Estudio de curvas.

de hipotenusa 2a,

[

cumplirad, puses,

en el caso de

bZ=a?-2%, 1o

JT=AaT -2
la anterior expresidn nog llevard a:

duie

A4S

a2b2:x2b2+x2y2
gue nos conduce inmediatamente a
>R 2
Xz/a°+yd/b“:1

La anterior

puntos de

expresidn, la cumplen

la cdnica referida &sta a sus

lo tanto con el origen de coordenadas en

refiramos, ahora, estos ejes relativos a
lutos Xa, Ya:
\(
Ja
Y
- (2,72
5 /
x N

la expresidn analitica de las coordenadas

de log puntos de la cdnica sera:

377
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: Estudio de curvas. Primera parte.

x=w+Xa, cogd-Ya. send
y=RB+Xa.send+Ya. cosd

El lugar geométrico que eztamos sstudiando de-
j pends, en consecuencia, de 5 variables indepen-

dientes, a saber:

a: valor de la semi-
distancia entre los
vértices del eie

focal.

b: valor de la se-
midistancia entre
los vértices del eje

no focal.

%y B: coordenadas
del centro de la
conica respecto a

unos ejes absolutos.
vy & Angulo entre
los ejes relativos y

absolutos.

Podemos sscribir dicho lugar geométrico de la

siguiente forma:
2 in-2 . _
AX“+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0
que es una curva de segundo orden que depende de 5

variables A’,B’,C’,D’ v ER’, pudiendo ser estas
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Betudio de curvas. Primera parte.

variables el resultado de dividir las des 1la
secuacidn por cualauiera de log zels términog, siem-—
pre ¥y cuando éste sgea disgtinto de cero. Tenemos,

pues, cinco grados de libertad.

Como vimos en el Apéndice A, e8 conveniente
trabajar con coordenadas homogéneas, tanto desde un
punto de vista matenmdtico-geomdtrico como in-
formadtico, por lo que lom puntos pusden quedar
definidos por x=x/t & y=y/t. t=l nos da los puntos
en dos dimensiones dque estamos acostumbrados a
mane jar. La expresidn impllcita de la conica, gqueda
degpues de esta transformacidn, de la =iguiente
forma:

Ax? +By2 +Cxy+Dxt +Eyt+F£2=0

Para manejar puntos impropios, las coordenadas
homogéneas nos son muy dtiles, ya que tratiandoze de
direcciones, los podremos representar como un punto
de coordenadas homogéneas (1,m,0), siendo m la
inclinacidn, con lo que todos los conceptog proyec-—
tivos de Desargues, pusden tener una traduccidn

analitica innediata.

Qperaciones con conicas.

Normalmente la ecuacidn implicita de una cdodnica
no se representa con log coeficientes A,B,... que
hemos usado anteriormente, sino que conven—

cichalments, se escribe:

3yt+A33t2:O (a)

D

Al1x2+A22y2+2A12xy+2A13xt+2A2
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Estudio de curvas. Primera parts
2]l hecho de que los términozs no cuadraticoz =e
noten como 2AiJ se Jjustificard un poco mas ade-
lante,
Tnterseccidn de una rechta oon una. conios.
Sea Mx+Ny+0+t=0, la reota en cuestidn. La inter

seccidn con  la odnica no

puntos cuya obtencidn

ficultad.

no

51 la recta con la que

ez impropia, por lo

que

t valdrad o
de los

€
Seguro 8 que
estudio general
una conica

t=0,

Con una

en la scuacldn de la
Ay 1x%+241 oxy+Acoye=0
1157 12X TagaY "=,

Aqq+241pY+Agoy?=0

la solucidn de esta

dard losz

con una

dos punto
recta imprdpia.
ecuacidn nog
ntimero de solucionss de
por otra parte,

(dDS

que

impropios

solucidn doble) ¥y la elipses

imaginarias). Luego

dremos saber el tipo de

ener una direceidn determinada,
Sro,
puntos de

recta

sirve habitualmente

soluciones),

gegin sea el dis

3 dard,

reprasenta

lédgicanente, dos

ninguna  Jdi-

gqueremos cortar la cdnica

henos  dicho antes, podra

pera 1o dque e

FPodemos, puses hacer un
interseccidn de

imprdpia, sustituyendo

conica tendremos:

como X vale 1 tendremos:

gundo grado nos
de la cdnica
de 1a

estudiar =1

discriminants
LAara

dicha escuacidn. Sabemos,

la hipérbola tiene dos puntos

la parabola unc (una

ninguno (dos soluciones

criminants po-

R

conlea oon la que estamos

ol
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Estudio de curvasg. Primera parte.

trabajando. La intersesccidn de uwna cdnica con una
recta impropia nom zirve, puss, para claszi
Nuevamente =1 gsistema seguldo colncide con el g

metrico tradicional.

S1 A19°-A11.App>0 -2 soluciones reales—-Hipérbola.
31 A122~A11.A22<O ~-2 moluclionss imaginarias—-
Elipse.

81 A122"A11-A22:O -—-1 solucidn real doble—~
Parabola,

Polaridad respechto a una codHnica.

La expresion (a), &z la scuacidn implicita de
&

una cdnica, puade escriblirse como £(x,¥y,£)=0. 31 1=

1
derivamos respecto de x, por sjemplo tendremos la

siguiente expresidn:
L - PR
£ X—Z.A11k+2.A123+L.A13t
gue recibe el nombre de derivada parcial respecto
de x. 8i dividimos por 2 toda la expresidn, nos
quedara lo gque se conoce como "semiderivada parcial
respecto de x", de ahl la conveniencia de definir

f(x,y,t)=0 con algunos terminos dobles.

L.as tres semiderivadas parciales, tendran las

expresiones:
f’X:A11X+A12y+A13t
f’y:A12X+A22Y+A23t (b)

£7 ¢ =Agx+Aggy+Agat



()

Estudio de curvas. Primera part

Iy

*

Dado un punto del plano, (xl,yl,tl), analicemos

la expresidn:
x.f’xl+y.f’y1+t.f’t1:0 {c)

dicha expregidn recibe el nombre de Opsrador.
Veamos sus propiedades: vemos que e3 una recta aso-
ciada al punto (xl,yl,tl). 31 tenemos una recta
cualgquiera Mx+Ny+0t=0, » queremos hallar un punto
(x1,¥1,t1) para que coinecida con el operador, de-

berda cumplir=ze:
f’xl/M:f’yl/N:f’tl/O

de donde:

£y =M/OL £

AR +A1 oY1 +A1 30 =M 0(A g% HAg gy +Ag3Ty )
£9 ,1=N/0 £7 g

A10¥1tAgoy 1 A3t =N/Q (A 3%y +Ag3y  +A33%,)

dividiendo por t4, tenemos dosg ecuaciones con dos
1

incognitag X:xl/tl, Y:yl/tl con solucidn dnica; lo

que quiere decir que el operador a cada punto le

asocia una recta v a cada rechta un punto.

A esta relacidn establecida por el operador

He
le llama POLARIDAD, la expresidn (¢} ez la de 1=
polar de un punto (Xl’yl’tl)’ siendo este punto =1

palo de la recta (o).



Fstudio de curvas. Primera parte.

Si multiplicamos las expresiones (b)) por Xo, ¥2
¥ to cada una de ellas obtendremos:

Xo T7 31781 1%y HA  oXoy  HAy axoty

&
Yo £ 17A19X1VotAgoy 1 VatAnat vy
o . T7L1TA13X totAsgybotAgat ity

sumando ¥y agrupando, es facil ver que se cumple

que:

Xl.f’x2+y1.f’y2+t1.f’t25X2.f’xl+y2.f’y1+t2.f’tl
(a) '

Lo anterior se puede expresar como: si un punto 1
se encuentra en una recta rp que es la polar de
otro punto 2, ézte se encuentra sobre la polar rq

del primer punto.

Hasta este momento la polaridad no es mds qus
una propiedad que hemos obtenido aplicando &1 ope-
rador, pero no hemos visto, aun, su btraduccidn geo-—
métrica, vsamos para ellc que ocurre cuando  un
punto se encuentra sobre su prdpia polar. Sea

(x1,¥1,t1} dicho punto, deberd cumplirse:
Xl.f’x1+y1.f’y1+t1.f’t120

desarrnllande dicha expresidn, tendremos:

)
o
00



Eztudio de curvas. Primera parte.

Xl-<311K1+A12Y1+A13t1>+yl-<312§1+A22Y%+Azat1;+
+hq. (A1gxy+HAggy tAggty ) AL (X “HtAgoy “+Aga L%+
+2A12x1y1t1+2A13x1t1+

+2A23y1t120

de donde se infiere que &l punto pertenece a la
jm)
1

conica. Supcngamos gue 1 punto =n cusstidn ez 21

de la figura:

P= TP

si suponemos aue la polar de P corta a la cednica en
otro punto @, la aplicacidn de 1a propisdad (4},
nog dice que si @ s& esncuentra sobre la polar de P,
st
1

de un punto de la cdnica, ez la tangdente en esa

A}

g
9]

debe encontrarzse sobre la polar de @ ¥y eso

L

£
Ing

22 posible i P y @ coinciden. Luego la polar

O

punto a la cdnica,
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Bstudia de curvas. Primera parte.

Definiclidn de una conics.

Vamos sdlo a contemplar tres de definicisdn

¢
(i
I

.
]

de una cdnica:

- Dados cinco puntos de paso.

- Dados cuatro puntogs ¥ la tangente esh uno de

O

2llos,

- Dados tres puntos ¥ las tangentes en dos de

Primer caso.

Dar cinco puntos de paso de una cdnica es dar la
posibilidad de establecer un sistema de cinco

ecuaciones con co incognitas de facill aungus la-—

cin

baorioga resolucidn,
Dado el cardcter de sigtema lineal de ecuaciones
rueden darse casos de ilncongruencia de puntos de
paso, 51 los puntos dados dan lugar a ecuaciones
que sean combinacidn lineal de otrazs, el sistenma
ugado para resolver 21 problema pusde resultar
inoperante pues la matriz de coeficientes tiens
filaz "iguales"”, dando como resultade que el
sistema no tiene solucidn, cuando geomégtricamente

sabemos que eso no es cierto.

Para resolver esta dificultad habrd gus usar un
aizstema de Algebra Lineal que consiste en hallar la
expresidn del haz de cdnicas que pasa per cuatro de

los puntos, & imponer que dicho haz contenga al

%]
0
it



Bstudio de curvas. Primera parte.

guinto punto. Este sistema no puede dar casos de

incongrusncia como los arriba nombrados.
Segundo caso,

Sean los datos los puntos (21,¥1:81),
s Ta
)

2Eo), (X3,¥3:t3) ¥ (%4,¥4,%4) v la tandente
imao

punto T4 dada por Mx+Ny+0t=0,.
Imponiendo:

f(xq,v1:t1)=0

f(XZJ yz:tZ):O

f(x3,73,t3)=0
aplicando aqui la propiedad de que la polar en un
punto de la cdnica es la tangente en ests punto,
tendremos que:

2 ) 3 " £ —

x. f X4+y.f y4+t.f t4—0
debe ser:

Mx+Ny+0t=0
de donde: f’x4/M:f’y4/N:f’t4/O, relacidn ques nosz da
las dos ecuaciones que nos hacen falta para tener
el sistema de ¢inco ecuaciones con cinco inecdgni-

tas.

El tercer caso no es maz que una fensralizacidn

del segundo, que acabamos de ver.
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Estudio de curvas., Primera parte.

Eies de una_conicsa.

Hemos visto anteriormente que la expresidn:

Ho. f’}:1+yo’f’yl+t2. f’tj_:O

[N

nos relaciona dos puntos de forma gue uno se sn-
cuentra en la polar del otro; log puntos que astin
relacionados de esta forma se 1laman o101 %y

tos. coniugados.

Log puntos conjugados tienen la propiedad de
gue la recta que los une corta a la cdnica, resg-
vecto a la que gon conjugados, segln dos puntos que

cumplen que su razdn doble vale —1.

Aplicando esa propiedad a puntog imprdpios,

(1,mq,03, (1,m2,0), tendremos dos puntos impropios
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Estudio ds curvas. FPrimera part

%]
0]

conjugados, o mejor dicho dos direcciones conju-—
gadas, direceciones que hacidndolas pasar por =1
. 3

centro de la chnica, dan lugar a loz didmebros con-

jugados.

| Veamos la expresidn gque nos da dichos dijdmetros

con jugados:
1.£7 q+mg. £7 4 +0.£7 =0
1.(A11+A12.m1)+m2.(A12+m1.A22}+O:O
Los diametros que ademds de ser conjugados son

perpendicularss, reciben el nombre de ejes de la

conica. Imponsr que log didmetros obtenidos de la

expresidn anterior son perpendicularess, =3 hacer:
my=-1/mo
1o que da lugar a una ecuacidn de segundo grado.

Centro de una oconics.

De laz relaciones de una cdénica con lazs rechta
imprdpia hemos hablado anteriormente. Dichas rela-
ciones nos servian para clazificar a la odnica. Una
nueva propiedad de las relaciones de una recta im-—
propia con  la cdnica e el centro de  la cdnica,
definido como el polo de la recta imprdpia. Como
t=0, sz la condicidnm de recta imprdpia, el polo de

dicha recta sera:

]
0
Jres



studio de curvas.

x. f’x1+y. f’yle

para gus sea identicamente igu
igual a =0}, los coeficiente
nulosg, de donde tenemos el si
ciones con dos incognitas:

=)

T Xl_O

2 2 —

T yl—o
obteniendo asi las coordenadas
chnica.

Bl centro de una conica lo

que sobre cualguier recta que
doble

el o

cumplirse que la raszdén

puntos de interseccidn vy

propio de la debe valer

recta,

era parte
3 pu—
£744=0
al a cero, {(debe ser
s de x & v deben ser
stema de dos  ecuas-
del centro de 1la
es de gsimetrla, dado
pase por &l habrid de

formada por los dos
entro ¥ el punto im-

-1.

389
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s curvas. Primera parte.

Aplicando la expresidn de la razdn doble tenemoz
(A,B,C,Dje)=-1, de donde:

—1: (AJB'CJDlnf) = (AJB;C)/(B,C,Dlnf>:
AC/BC:CD4,e/BDigje

la gsegunda fraccidn vale la unidad, de donde cbte-
nemos que AC=-BC, que es el resultado esperado, de
que el centro divide a cualquier recta que pase por

“al, (difmetro), en doz segmentos iguales.

Vértices de una. conics.

Son, sencillamente, las intersecciones de los
gjes con la cdodnica. El eje mayor recibe el nombre
de eje focal. Normalmente, cuando se habla de vér-—
tices de una coHnica, =e sobrentisnde qus nos ssta-
mos refiriendo a los que se encuentran en el eje

foeal.,

Tangentes por. un punto exterior a una. conica.

Los extremos de las tangentes desde un punto
exterior a una cdnica zs obbtienen como interseccidn

de la polar de dicho punto con la cdnica,

Bea P el punto ¥y p la polar de dicho punto res-

pecto de la cdnica de la figura:
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Como p corba a la cdnica en dos puntos A ¥ B, sus
rectas polarss, por ser ellos de la ednica deberan

ser las tangentes ty ¥ tn, como A ¥ B son conjuga-—
B

=2

dos de P, las +ftangentes por dichos puntos deberian

pagar por P, con el resultado que esperdbamos.

Tratamiento informatico . de la  obtencion ds  1a

gcuacidn de una_coHnios.

Pese a los matices comentados anteriormente,

m =

vamos a hacer un estudioc del sistema seguido para

la obtencidn de la ecuacidn de una ednica ¥ la pos-—

terior clasificacidn de la misma.

Trabajaremos con la ecuacidn de la

codnica:

Byq. K2 4Aoo. Y242, Ayp. KY42. Agy . X42. Agg. YH+AQH=0
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i pretendemos determinarla deberemos conocer los
valores de los sels coeficientes de la ecuacidn,
Hemos demostrado anbteriormente gque una cdnica se
define con cinco condiciones, lusego el caso mis ob-
vio congistird &n dar cinco puntoz de pasb ¥ ooon
ellos obtener los seis coeficientes. Como se des-
prende de la dltima Ffrase habrd gue fijar el wvalor
de alguno de dichos coeficientes o dividir por al-
guno de ellozg, como ya dijimos, a todozs los demas,
Normalmente lo que se hace es agignarle un wvalor
unitario al termino independiente (en el programa y
para evitar en la medida de lc posible los valores
fraccionarios usamos &1 valor 100, contindo , sin
embargo, log comentarios con &l valor unitario). 81
imponemos que un punto (Xl,Yl) cumpla la ecuacidn
ganaral de una cdHnica tendremos, despejando =1 ter-

mino independiente.
3, 2 7 2 3, ks , —
Al .A11+3.1 .A22+2.1{1\11.A12+2.";1.A01+2Y-1.Aoz——- -1

pese a su aparente complejidad, notemos que se
trata de una ecuacidn lineal en A11s A29, A10, Apq
v AOZ* por lo tanto al  imponer que oinco puntos
cumplan la ecuacidn de la ednica fendremos un sig-
tema lineal de cinco scuaciones con cinco incogni-

tas due en notacidn matricial gquedara

X2 ¥iZ 2.4y 2.%p 2.Y5] | Bqy -1

x22 Vol 2.Xp¥, 2.X3 2.Yp| |Agg -1

1;.:3)2 YEE 2. .u.“_)‘f‘ 2. 1;*3 2. Ye3 Aln = -1

n4 Y,_«f‘ 2. A4Y4 2. X4 Z. Y4 f&Q -1

X2 Yi? 2.XgVe 2.Xs 2.Yg| |bog -1
(e)
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la resolucidn de este szistema no entrafia ninguna
dificultad adicional, la forma escogida ha sido la

»)
del métado del pivobte, gsegin s8] listado adiunto:

CALCULO

NORM. MAT :
adh=0
for j=1 to n
th=0
for i=1 to n
th=th+abs (alt{i, 3))
next i
if th>afh then a9bk=th
next J

FACTORIZACION:

i0(n)=1

ni=n-1

for k=1 to nl
ki=k+1
m=k
for izkl to n

if abs{alM{i,k})>abs{(alk{m,k)} then n=i
next 1

i0(k)Y=m
if m<>k then i0(n)=-10(n)
th=alt{m, k)
al(k, k)y=th
if tk=0 then goto FI.K
for i=zkl ton
alt(i,k)=—ablt(i, k) /th
next i
for j=kil to n
th=abt{m, j)
al(m, j)=abk(k, 3}
alt(k, 3)=th
if th<>0 then for i=kl to n:
abt(i, j)y=alkt(i, j) +
alt(i, k) * th
next i



Estudio de curvas. P
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FI.K:
next k

dit=1
for iz=1 to n
AP=dPkalt (i, i)
next i
dlt=dltki0(n)
print "DETERMINANTE DR A=z="; di

if n<=1 then chk=1:

if alt(1,1)<>0 then goto ESTIMACION
else beep:

goto ACABA

print "LA MATRIZ ES SINGULAR 1":

goto ACABA

SIGUE. 1:
=0
if k<>1 then ki=k-1:
for i=1 to kil
th=tht+alt (1, k)kbl{i}
next i
elh=1
if th<0 then ellk=-1
if al({k,k)=0 then besep:gotoc ACABA
print "LA MATRIZ ES SINGULAR 2":
goto ACABA
(ki =—(elh+th) /alt(k, k)
c=le+l
if k<{(n+1} then goto ZIGUE.1
for k2=1 to ni '
k=n-k2
th=0
kl=k+1
for i=kl ton
th=th4+alt (i, k) *bht(k)
next 1
Bl (k)=th
m=1i0(k)
if m<>k then th=bk(m):
bt {m)=blt(k):
bht (k) =t
next k2
yv1ht=0
for izl to n
yilt=yiM+abs (bM(1i))

next i
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Estudio de curvas. Primera parte.

gosub 2340
z1k=0
for i=1 to n

z1l=z 1k+abs (b (1))
next i
clt=alltkz 10t /vy 10
if ehM<l then ch=1

ESTIMACION:
print "ESTIMACION DE LA CONDICIOM"
print
print "DE LA MATRIZ A"
print

1

print "C =":ch
if eht>(el+l) then print "A is singular
to working precizsion”
if opcio$="1" then
for i=1 to n
bh{i)=-1
~ next i:goto SIGUE.2 (2)
if opciong="2" then
for i=1 to 4
bh{i)=-1
bR ({5)=0
next i:go0to SIGUE.2 (2)
if opeilog="3" then
for i=1 to 3
bh(i)=-1
bl (4)=0
B (5)=0
next i:goto SIGUE.Z2 (2)

SIGUE. 2:
goto 2340

1imitPt=0. 0000000001

terme. x2=-bPt(3)*100
terme. y2h=-bM{5)%100
terme. xyh=-2Xbk(4)%100
terme. xPt=-2%bP (1) %100
terme. yPt=-2%bP(2) %100
terme. indft=-100
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Estudio de curvas. Primera parte.

COEFICIENTES:

aQO0k=-1
aOllkt=terms. xP,/ -2/ terne. indh
aQ2h=terms. yit/-2/terme. indk
alllt=terme. x2l/~terme. indhkt
alZh=terme.xyl/-2/terms. indk
al2h=terme. y2h/~terme. indkt

31 pretendsmos hallar la ecuaclidn de la cénica
mediante cuatro puntos de paso ¥y la tangente en uno
de ellos, deberemos imponer que la tangente en este
punto sea la recta dada, para ello derivaremos la

ecuacidn gensral de las cdnilcas obteniendo:

+2. 1.[’1014-2 . AOZ .dY/dX=0

agrupando los terminos afectados por dY/dX y los

que no, tendremos:

(Azz . Y+A12. X+A02) LAY /d¥= "(All . X+A12 . Y+A01)

81 la recta tangente tiene de ecuacidn A.X+B.Y+C=0,
dY/d¥X es Jjustamente la esxpresidn de =zu pendiente
gque en el punto de tangencia (XP,YP) debe coincidir
con la misma expresidn obtenida sobre la cédnica,
tendremos pues:

dY/dX:— ( Al 1- XP+A12 . YPJr‘AOl ) /(Alz . XP+A22 . YP+A02 ) :'A/B

operando obtenemos la =scuacidn:

B. All . XP-*-B. A12 . YP'*-B. AOI—A‘ AIZ’ KP—A. Azz . YP-—A. AOZZO
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Eztudio de curvas. Primera parte.

recordemos que las incognitas son los cosficientes,

luego agrupando:

(f)

Consgecusneia de lo anterior gserd que la primera
expresidn (e} se deberd variar una de

cabida a la expresidn ().
es el

831 el problema que nos inhbers: resolv

o)

[o8

sa T

g tres puntos y dos tangentes el planteamiento
serd andlogo, sustituyendo otra fila de la matriz
por una expresidn expresidn del tipo de la ()
aplicada en el punto correspondiente. En los comen-—

tarios anteriorss, s=e ve que el razonamiento hu-

0

biera podido ger justo el contrario empezando por
imponer 21 definir la cdnica por las tangentes y
gque los puntoz de bangencla fusran introduciendo
nuevas condiciones a las matrices de definicidn,
2lgo parecido ocurre con losgs teoremas de Pascal y
Brianchon a 1los aue las operaciones resefiadas
sustituyen -aungue en rigor, el sistema expussto en
log parrafos anteriorss es andlogo al de Pascal no

al de Brianchon-.

El punto de wvista desde el que vamos a clasi-
ficar lag cdénicas va a ger puramente algebraico,
ror lo que me dedicaré a indicar cuales serédn los

-
-
pascs a seguir, gin justificarlos plenamente.

[x]
O
~J



Estudio de curvas. Primera parts.

Los coeficientes de una codnica pusden ser agru-
pados en una matriz a partir de la cual obtendremos
una serie de pardametros gue nog  permitiridn su
ot

clagificacidn, dicha matriz ez la sigul

P
hood
Ol

Lo0 do1 Aoz
801 A11 Byz
Boz  B12 Aap

Los pardmebros qus podemos  obtener de log Lér-

minos de esa matris son:

- DET, que no ss mas
que el valor del de-
terminante de la

matriz.

- MEN, eg el valor
del menor correspon-—
diente al termino
independiente, luego
vale: MEN:AllAzz"‘

A19.Aq9.

- DIAG, suma de los
dosg elementos de la
diagonal de la ma-
triz distintos de
Agp, DIAG= A{q+Aso.

- ME1l, menor de All’
ME1=Agqg- Ag2-4o2- 802-

- MEZ, menor de Apo,

MEZ2=Agp. 8117802 801



Bgtudio de curvas. Primera parts.

- ME1Z2, suma de los
dos pardmetrozs ante—
riores,
ME1Z=ME1+MEZ.

~ MOO, es nuevamente
el valor del menor
de Apg, mas adeslantse
Justificaremos el
porgue de eat
notacidn, MOO=MEHN,

oy

- MO1l, menor de Agqs
MO1=~

AOl‘A22+A12‘A02'

- MO2, wmenor de AQZ,
M022A01.A12*A11.A02.

- SIGN, variable
definida para de-
terminar la igualdad
o] diferencia de
signo entre DRET ¥
DIAG, consecuen-—
temnente vale
SIGN=DET.DIAG.

Yamos, con estos pardmetros, a determinar las
ecuaciones de lag cdnicas, v en el caso de las tres
no degeneradas ademds vamos a encontrarls alguna de

sug caractesristicas. El proceso a gsguir va a ger
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Egtudio de curvas. Primera parte.

una traduccidn del algoritme inplementado realmente

para la clagificacidn:

3i DET=0 v MEN=0 v ME12=0 nos encontramos en =1
caso de edonica degsnerada  en DOS BECTAS PAEALELAS
COINCIDENTES.

Si DET=0 v MEN=0 pero ME12>0, estamos ante obtra
conica degenerada  formada por DOS RECTADS FPARALELAS
IMAGINARIAS.

5i DET=0 y MEN=0 con DET<0O, tambien es una
conica degensrada  en DO3 EECTAS PARALELAS, pero en

este caso reales de ecuacidn reducida:
ve
ROO+R11. X¢=0

Con R11=ME12 y ROO=ME1Z/DIAG

S1 DET=0 y MEN>0O, nuevamente cdnica degenerada
sn DOS RECTAS IMAGIMARIAS en este caso.

Si DET=0 y MEN<QO, DOS RECTAS, nuevamente un caso
de cénica degaenerada de ecuacidn reducida
R11.X%+R22.Y%=0,

Con R11.R22=MEN y R11+R22=ME12.

51 DET<>Q ¥y MEN=0, nog encontramocs ante 1la
primera de las tres cdnicas no degenerada: 1a

PARABOLA.

Caracterlsticas de la pardbola.
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Estudioc de curvas.

Primesra parte.

Focuacidn reducida: 2.ROL.Y+RE11.Y<=Q, lozs valores
de log coeficientes wvalen, en funcidn de los
paramsetros viztos anteriormesnhe:

E11=DIAG.
RO2=J(-DET/DIAG)
El eje egs la polar del punto (O,Ail,Alz).
21 DET<>C v MEN>O v SIGN<O, estamos en el caso

de ELIPSE REAL.

de Flipze.

Fecuacidn reducida: Rll.K2+R22.Y2+ROO:O.

Con:
ROO=DET/MEN.
R1l v R22 son las
soluciones de la
scuacidn de segundo
gradao consecusencia
de hacer que Se
cumpla el sistema de
dos ecuaclones con
dos incognitas:
R11+R22=DIAG
R11.R22=MEN.

Lag coordenadas del centro de la elipse se ob-

tienen mediante

las

401

fracciones:

MO1/MOO y MOZ/MOO.



Eztudic de curvas. Primsra parte.

De ahi =1 notar a MEMN comeo MO0, con la intencidn de

dar homogensidad a las expresiones anteriores,

Los ejes seran rectas pasandc por &1 centro con

las pendientes que cumplen la scuacidn:
Alz.M2+(A11—A22).M~A12:O

31 DET<>0 y MEN>O y BIGN>O nos ancontramos en el
casc de ELIPSE IMAGIWARIA.

Y finalmente, i1 DET<>0 y MEN<C esztamos sn el
caso de una HIPERBOLA.

Caracterlsticas de la Hipérbhola.

. 2 o
Bcuacidn reducida: Eq1- ¥e +1‘_€22 . Y“-*'ROO:O , 1o
coeficientes son los mismos que log vistos =n el

caso de la elipse, asi como el centro.
Las asintbotas son las soluciones de la ecuacidn:

2
Azz.M +2A12.M+A11:O

(1) A diferencia del programa HYPATIA, que tenis
un caracter tedrico, édzte, dedicado a la generacidn

¥ manipulacidn de cdnicasz, realmente exizte ¥ ha

sido probado vy  creado por el Departament de

Téonigues 4’ EBxpressid Grafica de la Escola Téonloa
Superior d’Enginyers Industrials de Barcelona, du-

rante el presente curso 1936,/1987.
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Estudio de curvas. Primera parte.

(2) El listado estd entresacado del programa

O
)—-b
o)
1]
~
@
)
O
ot
[
©

general, es por ello qus v rosiciones
o subrutinas como 2340. Estan praviztos loz tras
casos implementados en el programa diddctico, =
saber: cinco puntos, cuatro puntos ¥ una tangentes,

¥ tres puntos y dos tangentes.
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