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IMASEHES ELANAS .DE .OBJETOS TR.I.DIM.EN.SI.QML.ES..

En este apéndice llegaremos a la conclusión de

lo expuesto en los dos anteriores: cómo representar

en 2D objetos 3D, como pasar de los tres ejes del

espacio Xe,Ye,Ze, a los "tres" de pantalla Xp, Yp

y... Zp.

PREVIO.

Supongamos que queremos resolver el problema de gi-

rar un punto alrededor de un eje, que supondremos

que es el Z, y en la posición de la figura:

las expresiones analíticas que rigen esta transfor-

mación, ya las hablamos visto, son:
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Apéndice C.

cosfò senlB O O
-senS cosB O O

O 0 1 0
O 0 0 1

si queremos obtener el mismo resultado, podemos

mover los ejes, el ángulo ahora será -13, con lo que

la matris del cambio será la inversa de la anterior

(ver Apéndice B). Para ver el efecto de los ejes

girados escogemos un punto sobre el eje X y otro

sobre el eje Y, los giramos y los unimos con la

proyección del eje Z:

De todo ello se infiere que la matris de giro de

un sistema de ejes es la inversa de la matris de

giro de un punto cualquiera de dicho sistema. La

utilidad de dicha propiedad la veremos, más ade-

lante, en este mismo apéndice.
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S.C.IQM....EN 22.

En la figura se representa el proceso que hemos

de analisar matemáticamente, relacionando tres

sistemas de coordenadas distintos: los del cuerpo

XcjYcjZc, los de la pantalla en donde será

representado éste Xp,Yp3 Zp y los del observador

Xo,YojZo, las relaciones de trabajo, entre ellos,

serán:

- D, distancia entre

el observador y la

pantalla.

la pantalla es

perpendicular al eje

OcOo, que une el

observador con el

origen del eje

Xc, Ye,Zc.

- para que se pro-

dusca el efecto de-
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seado, que tres ejes

Xc,Yc y Zc, pasen a

ser Xp,Yp y Zp, de

forma que Xp,Yp sean

los lógicos de 2D y

Zp esté sobre OeOo,

los ejes del obser-

vador deben estar,

como se aprecia en

la figura, en una

posición determi-

nada, Yo vertical,

Xo hacia la derecha

y Zo en la dirección

y sentido de Oo a

Oc.

Estudiaremos una serie de relaciones entre estos

tres sistemas de ejes.

La relación entre Xo,Yo,Zo y Xc,Yo,Zc, se es-

tablece, en principio, situando el origen del sis-

tema asociado al observador, por coordenadas es-

féricas, como hemos visto, anteriormente, mediante

R, « y 8.

Situémonos en la relación entre el observador y

la pantalla, tenemos, mediante relaciones de seme-

janza:
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-20

202 HÜ.V..:

Llegados a este punto, es necesario hacer una

opción de trabajo. La operación de observar un

cuerpo de forma que lo veamos en una posición de-

terminada, ya sea para ver la verdadera magnitud de

una cara, para ver la inclinacian de una arista,

etc, se puede realisar de dos formas: man-

teniéndonos nosotros quietos y moviendo, con la

mano por ejemplo, el cuerpo hasta la posición de-

seada, o al contrario mantener el cuerpo parado y

movernos nosotros a su alrededor. Aunque analítica-

mente no hay diferencia entre las dos opciones, en

Informática Gráfica se suele usar el segundo de es-
tos métodos; concluyendo que los ejes del cuerpo

serán fijes mientras que ios asociados al obser-

vador serán móviles.

Vamos a resolver, analíticamente, las transfor-

maciones necesarias para, partiendo de unos eoes
cualesquiera llegar a otros Xo,Yo,Zo, que cumplan

la. condiciones de la fisura que abre este
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apartado, mediante cuatro transformaciones de los

ejes originales, las sucesivas posiciones de los

ejes las notaremos XI, Yl, Zl, . . , X2,Y2,Z2 , hasta

llegar a Xo,Yo,Zo. Las cuatro transformaciones

básicas son:

1) Traslación del

origen Oo al del ob-

servador Oo.

2) Un giro, alrede-

dor de Zl, para

conseguir que el eje

Yl pase a ser Y2,

cortando al eje Zc.
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3) Un nuevo giro,

alrededor de X2, de

forma que el trans-

formado de Z2, que

será Z3, tenga la

dirección OcOo.

4) Después de estas

tres transformacio-

nes, los ejes ya nos

quedan casi en la

posición deseada,

aunque X3 está

orientado hacia la

izquierda. Para con-

seguir que X3 quede

orientado hacia la

derecha, tendremos

suficiente con una

matriz que cambie el

sentido de dicho

eje.
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Para la primera transformación, Ti, que no es

más que una traslación, solo nos hace falta conocer

las coordenadas del observador respecto de los ejes

del cuerpo, llamándoles M, N y P, como es habitual,

tendremos:

TI =

1
0
0

-M

0
1
0

-N

0
0
1

-P

0
0
0
1

M = R. cosa. coslB
con : N = R.sena.cosfò

P = R.senft

para el giro de X1,Y1,Z1 alrededor del eje Zl usa-

remos la propiedad comentada anteriormente, el giro

de los ejes tiene como matriz la inversa dé la ma-

tris de giro de los puntos de un sistema, si dicha

matriz es:

cosa sen» O O
-sena cosa O O

O 0 1 0
O 0 0 1

su inversa será:
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cosa -sena 0 O
sena cosa O O

O 0 1 0
O 0 0 1

el ángulo cíe giro no es a sino su complementario

a ' , de donde definitivamente tenemos:

T2 =

sena cosa O O
-cosa sena O O

O 0 1 0
O 0 0 1

Un nuevo giro nos conducirá a conseguir que Z3

tenga la dirección de OcOo, el eje alrededor del

cual deberá realisarse dicho giro será X2, y el án-

gulo el complementario de B, de donde T3 valdrá:

1
0
0
0

0
-senfB

cosfí
0

0
-CQSÍ3
-senlB

0

0
0
0
1

Finalmente, para conseguir que el sentido de X3

cambie, pasando a ser Xo, nos basta multiplicar por

una matriz que nos lo deje todo igual excepto este

signo, será pues una matris diagonal con -1 en la

columna que corresponda a las x:

T4 =

_ 1

0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

El producto de estas cuatro matrices, será la

matris que nos relacionará las coordenadas del

cuerpo con las coordenadas de ejes asociados al ob-

servador:
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Xo = -Xc.sene + Ye.cosa

Yo = -Xc.cos«.senS - Ye.sena.senfó + Zc.cosB

Zo - -Xe.cosa.cosB - Ye. sena, cosfí - Zc.senfò 4- R

Vamos, por último, a relacionar estas tres co-

ordenadas respecto al eje del observador, a unas

coordenadas de pantalla, aplicando las relaciones

de semejanaa que hemos visto anteriormente:

Xp = D. Xo/Zo ; Yp = D. Yo/Zo

si el observador está en el infinito D y Zo son

iguales, luego:

Xp = Xo ; Yp = Yo

Hemos resuelto, analíticamente, el problema de

la representación de una figura poliédrica, me-

diante la representación, convenientemente trans-

formada, de cada uno de sus vértices. Para que la

representación en la pantalla sea lo más realista

posible, conviene que las aristas que queden

tapadas por alguna de las caras del cuerpo no que-

den dibujadas, dicho de otro forma, queda por re-

solver uno de los problemas clásicos de la Infor-

mática Gráfica: la eliminación de lineas ocultas.

Este problema es muy complejo, aqui daremos una

serie de conceptos generales, dividiéndolo en dos

partes lógicas:

a) El problema de

las lineas ocultas
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de un cuerpo. De

hecho no es correcto

hablar de lineas

ocultas, sino que,

en rigor, habria que

decir superficies

ocultas, lo que

ocurre es que al

eliminar las aristas

que forman una cara,

estamos dejando de

dibujar dicha cara.

El problema a re-

solver es el de un

cuerpo, en una de-

terminada posición,

y de él eliminar las

caras que un espec-

tador no veria en la

realidad.

b) El segundo pro-

blema, se refiere a

un caso más com-

plejo. Resuelve la

situación de las

superficies ocultas

de una serie de

cuerpos, en cada uno

de los cuales se han

eliminado las caras

ocultas por el

sistema a), que se

ocultan total o par-
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cialmente unos a

otros. En este caso

no se tratará de

dejar de dibujar to-

talmente aristas,

que es lo que en el

fondo realiza el

apartado a), sino de

dejar de dibujar, en

muchos casos

parcialmente, aris-

tas que han superado

el primer test.

Cuando dibujamos los poliedros sin eliminar las

lineas ocultas, permítaseme usar esta expresión, en

Informática Gráfica recibe el nombre de modelo de

alambre, y de hecho la imagen semántica es afortu-

nada, pues no son más que una serie de vértices

unidos por lineas en un determinado orden, pero las

caras que forman cada tres vértices, no tienen

ninguna consistencia, en una palabra no son planos

geomètrica y analíticamente definidos como tales.

Lo que se persigue con la eliminación de lineas

ocultas, es que aunque la figura diste mucho dé

representar un sólido, dé una sensación de solides

estimable. Algo parecido ocurre, cuando en la Geo-

metria Clásica realizamos una serie de operaciones

en Diédrico, cuando el cuerpo que ha resultado de

aquellas cumple lo que pretendíamos, hacemos un

Axonométrico de él; normalmente omitimos las lineas

ocultas, mas que eso de hecho ni siquiera re-

currimos al artilugio de dibujar las lineas ocultas

con traso intermitente, dado que dicha figura axo-
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no-métrica solo la usamos como representación de

algo, y pretendemos que la imagen sea lo más rea-

lista posible, y normalmente no pensamos someter a

la perspectiva axonométrica a nuevas manipulaciones

geométricas.

Para resolver el problema analíticamente, nos

será necesario identificar las caras y aristas de

un cuerpo, para ello vamos a establecer tres

hipótesis, restrictivas, de trabajo:

- Sea cual sea el

objeto a repre-

sentar, lo simplifi-

caremos, represen-

tándolo como una

serie de poligonos.

Incluso cuando hayan

arcos o circunferen-

cias enteras,

haremos que sean

poligonos del número

de lados suficiente

para dar la sen-

sación correcta,

Puede darse el caso

de que eso no sea

posible, y nos que-

den arcos muy gro-

seramente represen-

tados por poligonos,

lo que es muy habi-

tual. Los poligonos

serán fáciles de

359



Apéndice C.

manipular analíti-

camente pues están

formados por

segmentos, y los

segmentos son ele-

mentos básicos que

unen puntos, que son

los elementos más

sencillos con que

nos podemos

encontrar.

Todas las caras

poligonales con las

que vamos a trabajar

deben ser planas. En

otras palabras, las

aristas que separan

dos caras cua-

lesquiera en en-

cuentran en el mismo

plano.

- Los objetos con

los que trabajaremos

deben ser convexos,

no cóncavos.
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Ya que todos los

puntos de un objeto

convexo pueden ser

unidos mediante

segmentos que se

encuentran dentro de

dicho objeto, tal y

como se ve en la

figura.

Vamos a trabajar cada cara del objeto a estu-

diar, y vamos a indentificarias mediante el vector

normal a dichas caras. Las relaciones entre esas

normales y la dirección de visión de un observador,

serán las que nos darán los criterios de visibili-

dad que estamos buscando. Es fácil intuir que si

una cara tiene un vector normal en la misma direc-

ción y sentido opuesto a la dirección de visión,

será Y.isí..a, mientras que si tiene la misma direc-

ción y el mismo sentido será .o..G.ul..ta• Lógicamente lo

dicho anteriormente corresponde a un caso extremo,

veamos un tratamiento más general.

Supongamos, que tratamos de dibujar el poliedro

más sencillo que nos podemos imaginar, que será un

cubo. En la posición nías óptima del observador

podemos ver 3 caras a la vez de dicho cubo ele-

mental, veamos como podemos seleccionar cuales son.

Trabajaremos con dos vectores: el normal a cada

cara y el de la dirección de la visual, el ángulo

entre dichos vectores nos dará el test de visibili-

dad que buscamos, si este ángulo vale en O y 90

grados la cara es vista y si el ángulo es superior

a los 90 grados no.
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La mecànica del cálculo del ángulo nombrado en

el párrafo anterior no es complicada, basta con nu-

merar los vértices de cada cara a estudiar. Esta

numeración es completamente arbitraria, pero una

ves escogido el primero es necesario numerar los

restantes en el sentido contrario a las agujas de

un reloj , de esta forma el vector normal siempre

tendrá el sentido "hacia afuera" de la cara en

estudio. La obtención del vector n, normal de la

cara, podemos realizarla fácilmente mediante el

producto vectorial de dos vectores de dicha cara,

por ejemplo los obtenidos uniendo el vértice 1 con

el 2 y el vértice 1 con el 3. Nos falta ahora

encontrar el veotor v que nos define la visual, que

es sencillamente el que parte del ojo del obser-

vador y llega hasta el vértice 1, su obtención es

sencilla:
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v= (R.sena.cosB, R. sen«. senB, R. cosa) -(XI, Yl, Zl)

siendo R,a y S los parámetros que nos definen el

punto de vista y XI,Yl y Zl las coordenadas del

vértice 1. Del producto escalar de n y v, obten-

dremos fácilmente el valor del ángulo que estarnos

buscando.

De hecho, como en la operación de la obtención

del ángulo entre los dos vectores interviene la ob-

tención del arco coseno de su producto escalar par-

tido por el producto de los módulos de ambos vec-

tores, se puede simplifcar el proceso sabiendo que

si dicho arco coseno es mayor que cero, positivo,

el ángulo es menor de 90 grados y a la inversa, con

lo que el signo del producto escalar de los dos

vectores se convierte, de hecho, en el test de vi-

sibilidad que estábamos buscando, Lógicamente,

queda el caso de que dicho producto escalar valga

cero, lo que implica que toda esta cara quedará

representada por una linea, impropiamente podríamos

decir que la vemos de perfil o de canto.

En el caso más general, en donde unos cuerpos

pueden interferir ópticamente con los otros, exis-

ten dos tipos distintos de algoritmos para su estu-

dio: los que trabajan con el espacio-objeto y los

que lo hacen con el espacio-imagen.

Los algoritmos que trabajan en el espa-

cio-objeto, buscan las relaciones de distancia

fisicas (o. posiciones relativas) entre las distin-

tas partes del objeto, de forma que reproducen
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exactamente el proceso lógico de coger un objeto y

observarlo: quedarán ocultos, generalizando, los

puntos más alejados y más bajos de la figura en

cuestión. Los algoritmos de espacio-imagen sólo em-

piezan a trabajar una vea tenemos ya en pantalla el

dibujo bidimensional del objeto.

Aunque el procedimiento que comentaremos a con-

tinuación es, en cierta forma, mixto, por lo ge-

neral se acepta que los algoritmos de espa-

cio-objeto son los idóneos para problemas de lineas

ocultas y los de espacio-imagen lo son para super-

ficies ocultas.

Utilizaremos algoritmos de espacio-objeto para

determinar y eliminar las lineas ocultas, y, a con-

tinuación, los de espacio-imagen para rematar el

trabajo eliminando las superficies ocul-

tas. Supondremos, como hemos dicho anteriormente,

que los distintos cuerpos que forman el conjunto ya

han pasado el primer test de visibilidad; el primer

paso a realizar es ver de dos aristas de distintos

cuerpos, que se "cortan", cual está delante de

cual. Veamoslo paso a paso.
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como vemos en la primera figura, sencilla, dos

caras de cuerpos distintos pueden ser completamente

disjuntas, ocultarse una a la otra o hacerlo solo

parcialmente. Empecemos por este último caso, que

es el más general, dividiremos el estudio en dos

partes: una primera que será solo en 2D, en donde

obtendremos criterios para discernir si dos segmen-

tos se cortan, y una segunda, en la que intervendrá

el concepto de profundidad, que nos permitirá cono-

cer, en el caso de "intersección" cual es la arista

que está más próxima de las dos, al observador.

Conviene no perder de vista el funcionamiento de

estos algoritmos, que no trabajaran en casos tan

obvios como los del ejemplo, e incluso en muchos

casos, generalmente, realizarán su trabajo sin el

conocimiento puntual ocular del usuario. El pro-

ceso, pues, es la confirmación o no de que dos

aristas se interfieren sus imágenes y a conti-

nuación trabajar con la profundidad de cada arista.

\
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vemos en las figuras, que los segmentos nos quedan

definidos por las coordenadas Y y Z, de sus ex-

tremos. Primero podemos ver, mediante una condición

que estableceremos, si dichas rectas r^ y ^2' se

"cortan". Nota.- Hablando propiamente la palabra es

se crusan, por lo que a partir de este punto será

asi como se nombrarán.

No habrá ningún tipo de cruce entre dos rectas
rl y r2J s^- naciendo una comparación de coordenadas

dos a dos, se

siguientes:

cumple alguna de las condiciones

max X rl < min X r2

max X r2 < min X rl

max Y rl < min Y r2

max Y r2 < min Y rl

Aplicando este criterio a las figuras anteriores

vemos su utilización práctica. Vemos, en la segunda

figura que las que se cruzan son las prolongaciones

de los segmentos, no éstos. En la figura 3, vemos

que el cruce se verifica, nos planteamos ahora la

búsqueda del punto de cruce y a continuación un

criterio para poder discernir cual de las dos

rectas está más cerca del observador. En este caso

estamos trabajando en el espacio-imagen, ya que lo

hacemos como si realmente las rectas se cortasen,

cuando lo correcto es decir que sus imágenes se

cortan. Cuando se trabaja en el Sistema Dièdrico,

el criterio para saber que recta está oculta por

otra, es muy similar al que estamos empleando aqui,

se busca en cual de las dos proyecciones, para

simplificar, se cortan las proyecciones y este
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punto se lleva a la otra proyección que es en donde

procedemos a ver cual es la recta más cercana al

observador.

De ambas rectas, consideradas como elementos de

un espacio 2D, tenemos suficientes datos como para

que nos queden analíticamente definidas, llamémos-

las LI y L2, tendrán las expresiones:

Al.X + Bl.Y + Cl =0

A2.X + B2.Y + C2 =0

el determinante, DET, de este sistema de dos ecua-

ciones con dos incógnitas será el que nos dará los

criterios para saber las distintas posiciones que

pueden ocupar estas rectas, sabiendo de antemano

que se crusan sus imágenes,

Si DET = O, las rectas son paralelas. Si los

coefientes de las dos rectas son proporcionales,

las rectas están superpuestas. Y, en el caso más

general, tendremos un punto de intersecciòn-cruce

de coordenadas Xi, Yi, determinado por:

Xi = (B1.C1-B2.C1)/(A1.B2-A2.B1)

Yi = (Cl. A2-C2. A1)/(A1.B2-A2..B1)

El siguiente paso seria conocer las ecuaciones

de los planos que contienen a LI y L2, y susti-

tuyendo en esas ecuaciones las coordenadas de Xi e

Yi, ver cual de los dos tiene una Z mayor y cuál

menor. Encontrar los planos implica tener en cuenta

que los segmentos no son algo aislado sino que for-

man parte de una cara de un cuerpo, el trabajar con
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Estudio de curvas. Primera parte,

adicional, una ves obtenida la ecuación que nos de-

fine la cónica, tenemos todos los elementos nece-

sarios para trabajar con ella y cortarla con una

recta, pongamos por caso, ya que los dos puntos de

intersección deseados serán los que obtengamos al

plantear el sistema de ecuaciones correspondiente.

Los añicos problemas que podemos tener son los pro-

pios de alguna indeterminación o división por cero,

en función de los coeficientes de la recta, que se

resuelven por los procedimientos usuales.

De todo lo anterior se deduce que el único

problema que deberíamos intentar resolver en esta

primera parte del capitulo, es el de determinación

de la ecuación de una cònica a partir de una serie

de condiciones, pues una ves en posesión de dicha

ecuación no existen dificultades especificas dis-

tintas de cualesquiera otras planteadas con lineas

determinadas por su ecuación. No obstante, no hay

que olvidar la componente didáctica de nuestro es-

tudio, de ahi que nuestro enfoque será el de un

diálogo constante anàlisis-representaciòn gràfica.

Además dado que conocemos una serie de caracterís-

ticas analíticas propias de las cónicas, su uso

será aplicado en determinadas ocasiones. Ejemplo de

lo anterior puede ser la obtención de las tangentes

desde un punto exterior a una cónica; el proceso,

una vea obtenida la ecuación de la cònica, podria

ser general independientemente de que se tratara de

este tipo de curva, pero no lo haremos asi sino que

razonaremos de forma que obtendremos los puntos de

tangencia sobre la cónica, que posteriormente

uniremos con el punto exterior, mediante el con-

cepto analítico de que deben encontrarse sobre la
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los distintos elementos que forman dicha cara nos

ayudará a definir analíticamente dicho plano.

No obstante, lo dicho anteriormente, queda un

caso por precisar antes de ponernos a buscar la

ecuación del plano de la cara y es el que puede

darse cuando de dos caras de cuerpos distintos no

obtengamos la información cíe que se crua an, pero

queda aun la posibilidad de que una cara quede com-

pletamente oculta por otra, es una posibilidad que

no se puede dejar de tener en cuenta. Para ello

usaremos un nuevo algoritmo, que básicamente es

para cada vértice de una cara hallar la suma de los

ángulos con que se ven desde dicho vértice, todos

los de la otra cara en estudio, veamoslo más despa-

ciosamente, sean las dos caras de la figura:

numeramos los vértices de cada polígono, nueva-

mente, en el sentido contrario a las agujas de un
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reloj. Deberemos asignar un signo convencional

según el sentido en que se midan los ángulos,

siendo el sentido de numeración uno determinado

.asignaremos el signo positivo el del ángulo que va

en dicho sentido de numeración, y negativo al con-

trario. No es dificil ver que si el punto desde el

que miramos los distintos vértices de un polígono

es interior a éste, la suma algebraica de todos los

ángulos definidos anteriormente debe ser 360 gra-

dos, ya que habremos dado una vuelta completa,

siempre en el mismo sentido. Por el contrario si el

punto es exterior al polígono, los ángulos irán

sumándose y restándose de forma que la 'suma resul-

tante valdrá cero.

En la segunda de las figuras se puede ver que

este criterio nos sirve también para ver si dos la-

dos de caras distintas quedan parcialmente cu-

biertos, ya que nos quedará un vértice dentro de la

otra cara y otro fuera de ella.

Vamos, finalmente, a definir el test de profun-

didad, que concluirá nuestro estudio de superficies

ocultas. Análogamente al proceso que hablamos hecho

con el test para ver si una cara de un poliedro

aislado era vista o no, tenemos los vértices de to-

das las caras de nuestros poliedros numeradas en el

sentido contrario a las agujas del reloj, podíamos

allí encontrar la dirección de la normal, mediante

el producto de los vectores que unían el vértice 1

con el 2 y el vértice 1 con el 3, de hecho el vec-

tor normal tiene las componentes A,B y C del plano

de la cara que tendría por ecuación general:

A. X+B. Y-t-C. Z+D=0. Ahora nos interesará encontrar los
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cuatro coeficientes de dicho plano, lo que no será

difícil ya que conocemos las coordenadas de los

vértices de los polígonos (es importante observar,

que en tanto en cuanto estamos trabajando con las

tres coordenadas de los puntos, estamos trabajando

en el espacio-objeto).

Del producto de los dos vectores 1-2 y 1-3,

obtenemos A,B y C, e imponiendo que dicho plano

pasa por cualquiera de los puntos de la cara ob-

tendremos D, de la siguiente forma:

D = -A.X3 -B.Y3 -C.Z3

una vez conocido completamente el plano y con la

información, obtenida anteriormente, de las coorde-

nadas en el espacio-imagen del punto de in-

tersección-cruce Xi,Yi, pasamos a ver que plano

tapa, a cual. Para ellos suponemos que los coefi-

cientes de uno de los planos sea A1,B1,C1 y Dl, y

los del otro A2,B2,C2 y D2, haciendo cumplir a

Xi,Yi las ecuaciones de ambos planos:

Al.Xi + Bl.Yi + Cl.Zp + DI = O

Á2.XÍ + B2.YÍ + C2.ZP + D2 = O

Obtenemos dos valores distintos de Zp, el

polígono que tenga una Zp más pequeña será el que

se encontrará más cerca y será el que cubrirá al

otro polígono.

370




