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Capitulao Y.

GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANO.

Determinacion. de elemanhas.

Bajo =1 eplgrafe determinacidn de elemsntos
pretendo incluir los casos de obtencidn de rectas y
planos no como el resultado de manipulacidn sntre
elementos preexistentes en nuestro dibujo, sino de
manera que vengan prefijados por unas condiciones
especificas como sSon los  Angulos con determinadas
rectas y/o planos. Una vez hallada la direccion aue
debe tener el slemento buscado, una traslacidn lo
situara en la posicién deseada. Pocas partes del
estudio hecho hasta aqui tienen una traduccidn tan
inmediata analiticamente, con =1 uso de los COSenos
directores de rectas v planos para la primera ope-
racidn, v 1la obligacidén de cumplir las coordenadas
0 una ecuacidn sustituyendo a la operacidn de la
traslacién posterior. A pesar de ello, creo que el
estudio pormenorizado de a que puede sustituir, el
proceso analitico, y como, es interesante, pese a

la posible aridez del tema.

Bl fundamento de todos los casos gque vamos a

estudiar se encuentra en el uso del cono de revolu-
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Capitulo J

L

Fn la figura vemos que podemos construir tridngulos
rectangulos en el pie de la altura del cono, los
otros dos angulos, complementarios, serdan log que
nos permitiran imponer la inclinacidn que nos con-
venga en cada caso. La generatriz que forma el an-
gulo &« con T puede ser una recta determinada, o la
recta de contacto de un planb M que cumpla la misma

condicidn.

En nuestro estudioc omitircmus la traslacidn de
los resultados una vez obtenidos, centrandonos en
el calculo de las direcciones aque cumplan los
condiciones exigidas. Sea, un primer caso, en el
gque queremos obtener la direccidn de una recta que
debe cumplir el formar un angulo determinado con
otra recta ¥y ser paralela a un plano dado. S8e ob-
servarad que en todog log cazos que estudiaremos en
este apartado se presentaradn las rectas y los
planos en las posiciones mas dptimasz, de forma que
log caleulos sgean 1o mas claros posibles; eszto no
quita generalidad al razocnamiento ya que se consi-
derard que en cualguier momento podremos cambiliar la
proyeccidn de forma que veamos log elementos en
dicha posicidén, mediante las operaciones de cambio

de plano y giros.

Supongamos que la recta dato la tenemos proyesc—
tada vertical (de punta y perpendicular al plano
horizontal), la recta que buscamos serd una de las
generatrices del cono vertical de semiabertura el

Angulo pedido:
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Capltulo 3.

W

El cono 1o hemos determinado pasando por un punto
cualquiera, W, de la recta vertical, de las infilni-
+tas recbtas aque por Sser generatrices del cono
cumplen la condicidn de formar el angulc «, habria
que escoger la que sea paralela al plano ©,
recordemos que la condieidn para dque una recta sea
paralela a un planc es que lo sea a una de las rec-
tas de dicho plano. Para ello, impondremos que el
punto W estd contenido en un plano paralelo al
dado. La interseccién de dicho plano con el cono
nos dara la proyeceisn de la recta qus deseamos.
Por traslacion la dibujariamos en donde se nos haya
pedido.

9a observa que la interseccidon de un planc ¥y un

cono puede ser de dos generatrices, una o ninguna,

segin las posiciones relativas de la circunferencia
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Capituls g,

de la base del cono v la traza correspondients del

rlano.

Veamos ahora el caso de una recta que forme un
angulo determinado con un rlanc y deba ser paralela
a otro plano. Aqui el elemento dibujado en posicion
singular sera el plano con el que la reocta ha for-
mar el Aangulo prefijado. Dicho plano r lo conside-
raremos, mediante los cambios oportunos, como el
horizontal de referencia.

hw

)

El cono también nos quedara en pozicidn verti~
cal, pero ahora el angulo « no estard en =y vér -
tice, sino en su base, andlogamente al caso ante-
rior impondremos que el veértice, arbitrario, del
cono esté  en un  plano paralelo al otro plano., La
interseccidn de plano Yy econo nos da la zsolucidn o

soluciones al caso propuesto.

314



Capltulo 9.

Determinacidn de planos.

Plantedmonos ahora el cag de obtener un plano
gue contenga a una recta y forme con otro plano un
angulo determinado «. Sea este Gltimo plano el ho-
rizontal de referencia y r la recta que ha de con-

tener nuestro plano

Por un punto W de r trazamos el cono con la incli-
naciodn exigida. Como hemoz visto anteriormente,
para que un planoc forme un Angulo con el eje de un
cono debe ser tangsnte a dicho econo; sso  lo po-
dremos imponer en la proyeccidn horizontal, que
agul se confunde con el plano dato. El punto traza
horizontal de la recta, interseccidn de ésta con el
plano anterior, debe ser del planc buscado, luego
debe ser de la correspondiente recta traza horizon-~
tal. Para hallarla, impongamos la condicidn de tan-

gencia. Hemos de trazar desde el punto traga de la
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Capitulo 3.

recta la tangente o tandentss, si  las hay, a la
circunferencia de base del cono; con lo cual te-
nemos definida la traza horizontal de M, mediante
el punto traza de la generatriz obtendremos la
traza vertical, con la que tendremos completamente

definideo el planoc.

Mientras que, en log casos que hemos visto,
determindbamos rectas que pasaban por un punto ¥y
cumplian una determinadas condiciones, tratandose
de planos impondremos primeramente que contengan a
una recta, como por sjemplo: determinar los planos
que conteniendo a una recta r formen con otra & un

angulo « deterninado.
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Capitulo 9.

Por un punto W de r, trazmamos una rscta paralela a
s, como siempre para gimplificar impondremos que
dicha recta sea vertical, 1los planos que formen «
grados con g seran tangentes en las genseratrices
del cono de semiabertura 90-o. Ademds deben cumplir
el contener a r, consecuentemente han de contener
el punto traza de esta recta T; serd por T dezde
donde trazaremos sendas tangentes a la circunferen-
cia de base del cono, obteniendo, finalmente, los
planos solucidn, Nusvamente el ndmero de soluciones
deprende de la posibilidad de trazar dichas tan-
gentes.

Veamos ahora dos casos de planos due pasando por
un punto, cumplan determinadas condiciones. En el
primero de ellos se pretende hallar los planos que
pasen por un punto W, ssan paralelogs a una recta r

y formen con otro plano M un angulo determinado «,
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Capltulo 9.

Suponemos nuevamente qQue T es 21 plano horizontal
de referencia, despues de haber hecho las opera-—
ciones oportunas, vy perpendicularmente a &1
trazamos un cono de revolucidn de semiabertura 90-
. Log planos que cumplanh con las condiciones
exigidas deberdn ser tangentes al cono segin sendas
generatrices, para determinarlos totalmente nos
falta el que sean paralelas a la recta r, lo dque se
conseguird imponiendo dque contengan a una paralela
a ella., Tracémosla por W, =zu interseccidn con o,
nos dard el punto por donde trazar lag tandentes
que nos determinaran las trazas de los planos bus-—

cados.

Finalmente, planteémonos el caso de planos que
formen con una recta r un angulo « determinadoc vy

sean paralelos a otra recta s.
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Capiltulo 3.

Pondremos r vertical, ¥y por &l punto W tradicional,
tragaremos el cono de revolucion de semiabertura
90-«, la paralela a g por W nos determinara el
punto traza desde el aque haremos las tangentes per-—
tinentes a la base del cono para determinar los
planos deseados.

Determinacion de rechtas v planos referidos a los
rlancs de proveccidn.

Los casos comentados hasta aqui ndé sirven mas
que para demostrar la ductilidad del Sistema Dié-=
drico para resolver diversos casos de determinacidn
de rectas ¥y planos. Casos que analiticamente puesden
ser resuelbtos paso a paso y traducidos grAaficamente
siguiendo el mismo razonamiento si es preciso.
Cuando los planos a los que nos referimos son los
de proyeccidn, mientras que en Diéddrico no reciben
un tratamiento diferenciado, yo 1les doy la misma
importancia que a los de ‘“definicidn” de los

elementos.

Ya en el capltulo dedicado a la definicidn de
elementos quedd anotado que una de dichas formas
era por los angulos aque forman con los planos de
proyeccidn; equiparo, en cierta forma, el definir,
por ejemplo, un plano por la interseccidn de dosz
rectas a dar los angulos de dicho planc con los de
referencia. Paraddjicamente en los tratados de Geo-
metria no sdblo no se contempla dicha posibilidad,
gino que incluso como determinacidn de elementos se
les dedica poco espaclo, o ninguno en algunos ca-

5085,

319



Capiltulo 9.

En Diédrico, eg suficiente resolver sl casoc de

e

recta que forma angulos dsterminados con log  de
proyveccidn, resolviendo la definicidn de planosg, en
las mismas condiciones, por referencia al de rec-

tas. Nuevamente la resolucidn se basard en el u=o
=

ct

del cono de rsevolucidn, doz en . Re-

o

caso

solviendo el caso de que los planos de referencia
sean el vertical y el horizontal, para que la solu-
cidn gsea la mas conocida, selsccionemos un punto W
sobre la recta solucidn, e=zte punto deberd ser =1
vertice del cono de semiabertura 90-o regspecto al
plano horizontal ¥y el de 20-B respecto del verti-

cal.

En diédrico veremos los dog conog como dos tridngu-
los en lozs que su abertura se proyecta en verdadera
magnitud. Normalmente no se +trabaja con los dos
conos completos si no con los elementos minimos que

nos permitan operar correctamente sin ensuciar
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Capitulo 3.

demasiado el dibujo (debemos tener en cuenta,
volviendo &1 problema al revés, que aqul no te-
nemos, normalmente, previgto sl uso del equivalente
a log niveles, por lo que estas operaciocnes se rea-
lizan en rincones del papel, de forma que molesten
1o menos posible).
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Observemos que, ademds, hemos desplazado el eje del
cono de forma que podemos trabajar con media base,
lo que recuerda mucho el trabajo con giros, y que
es menester imponer la misma magnitud sobre cada
generatriz de manera que el vértice sea estd a la

misma altura en ambos casos.

El ndmero de soluciones es de cuabro, (todag las
combinaciones posibles entre las proyecciones
verticales y horizontales obtenidas), por lo que el
contexto de trabajo nos deberd decir cual de ellas

es la deseada. Una wvez obtenida, por paralelisme
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pitulo 9.

trazamos la recta en la posicidn previamente deter-

minada.

El caso del plano tiene una resolucidn anidloga,
dado que en Diédrico trabajamos con las trazas y
una vez obtenidas las direcciones de eéstas, podemos
imponer gus un plano paralelo al allado sea la
solucidn buscada., No obtenemos, sin embargo, la di-

reccidn de las trazas directamente, sino gque 1o

hacemos a través de las direcciones de una recta

perpendicular a dicho plano.

Sabemos que la perpendicularidad espacial entre
rectas ¥ planos se conserva n  las proyeccilones
cilindricas, caso del Sistema Diédrico, y como lo
que nog interesa del plano es exclusivamente la di-
reccidn de sus trazas, resolvemos por el método

isto anteriormente el problema de encontrar la
proyeccidn de una recta que forme con los planos de
proyeccidn log Anguloz COMPLEMENTARIOS de los gue
debe formar el plano. Una vesz obtenida la proyec-
cidn de dicha recta, las direcciones de lasgs trazas

geran las perpendiculares correspondientes,
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