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GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANO.
Distancias.

En este capltulo nos proponemos hallar las dis-
tancias entre los tres tipos de magnitudes funda-
mentales con las que estamos trabajando: puntos,
rectas y planos, tanto entre elementos de la misma
familia, de punto a punto, de recta a recta, etc.,
como entre elementos de familias distintas, de

punto a plano, de punto a recta....

Cuando trabajamos en 2D el cdlculo de distancias
no encierra mas que las dificultades propias de la
falta de precisidn de los instrumentos que tengamos
a nuestro alcance (recordemos los problemas con que
se encontrarcon 1los griegos al descubrir la exis-
tencia de magnitudes inconmensurables), mientras
que cuando lo hacemos con las proyecciones de
magnitudes de 3D existe una dificultad afiadida: la
magnitud medida no ES la magnitud real en 1la
mayoria de los casos. Para resolver esta dificultad
existen dos soluciones gque nuestro programa también
adoptara aunqus de otra forma, como veremos:
manipular los elementos hasta ponerlos en alguna
posicidn singular dque nos permita medirlo con la
certeza de que su medida coincide con la real, como
puede ser girar un segmento hasta colocarlo
frontal, en Diéddrico, y medir su magnitud en su
proyeccidn sobre el plano vertical; o tomando nota‘
de que estamos trabajando con proyecciones,
manipularlas y relacionarlas hasta obtener la ver-

dadera magnitud Que estamos buscando. La primera
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opceion =zerd objeto de comentarios en varios de log
capltulos posteriores, mientras que la segunda serd

la que vamos a comentar a continuacidn.
Los casos que pretendemosg estudiar son:

- Verdadera magnitud
de un segmento.

-~ Distancia de un

punto a un plano.

-~ Distancia de un

punto a una recta.

- Distancia entre
dos rectas para-—

lelas.

- Distancia entre
dos planos para-

lelos,

- Minima distancia
entre dos rectas gque

Se cruzan,

Yerdadera magnitud. de un. segmento.

Tanto si estamos trabajando en el Sistema Die-
drico como si lo hacemos en Axonomdtrico, un seg-—
mento se proyecta con una magnitud inferior, o

igual a lo sumo, a la real en el espacio.
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s’, en la figura, tiene un valor metnor que s, de-
prendiendo del wvalor del angulo «. 8Se forma un
tridngulo rectdngulo dentro del plano formado por
la interseccidn de s y s’, en este tridngulo s’ es
un catsto, s la hipotenusa ¥y el obtro cateto nos
viene determinado por la distancia del extremo del
segmento al planc. Este tridngulo rectangulo
mantiene una relacidn de semejanza con cualquier
otro que obtengamos considerando otro punto como
extremo del segmento, ya que el angulo recto ¥y « ho
varian. Este triangulo se encuentra en el espacio y
nogotrog trabajamcs en un plano, las propiedades
gque existan en 3D, nos interesa proyectarlas en 2D

51 giramos, que no abatimos como imprépia y muy
comunmente se dice, el tridngulo alrededor de la
proyeceidn de la recta consedguiremos tenerlo sobre
el plano y del mismo tamafic y propiedades que en el

espacio, la proyeccidn es el dato que tenemos sobre
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el papel, sdlo nos es menester saber cuanto vale la

magnitud h.

5i estamos trabajando en Diédrico, al tener dos
proyecciones del segmento podremos realizar la ope-
racion en cualauiera de ellas dandonos la informa-

cion del desnivel la otra proyeccidn:

En Axonométrico implicaria. el uzo de las
proyvecciones previas, lo que queda muy grafico pero

bastante prolijo de uso.




Para su implementacidn deberemos hacer especial
hincapid en 1la precisidn en los métodos de selec—
cldn de rectas y posteriormente en log de ssleccidn
sobre ellas de puntos. Una vez obtenidos dichos
puntos el calculo de la distancia real no implica
ugar, tampoco snh este caso, una traduccion del usa-
do en Diédrico sinc que analiticamente se halla el
valor de esta magnitud v se puede enviar a la linea
o hoja de didlogo optativamente Jjunto con las coor-
denadas de los puntos consultados. En varios pro-
gramas comerciales se afladen a estas informaciones
la distancia proyectada que s la distancia que
tiene el segmento considerando ambos puntos como de
2 dimensiones. Puede ser interesante pues nosg da
una idea de la inclinacidn real de la recta por su
proximidad o no al valor de la distancia real, so-
bre todo si se programa que ambas informaciones se
den en la misma pantalla de informacidn, contiguas.
Como la relacidn entre dichas magnitudes es el
coseno del angulo «, puede estar implementado el
cadlculo de egste angulo vy escribirlo Justo al lado

de la relacidn de distanclas proyectada y real.

Mas interesante es el problema inverso: sefialar
sobre una recta (nuevamente hago hincapié en que el
concepto recta-segmento es usado continuamente de
forma ambivalente), un punto gue se encuentre sobre
ella, a una distancia determinada de otro punto y

en un sentido determinado.

En Diddrico se construye segidn el mismo esquema
usado para hallar la verdadera magnitud de un seg-
mento:
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Se selecciona un punto 1 arbitrario del que se cal~
cula su distancia real al punto de referencia A, si
como es probable este punto no cumple la condicidn
de estar a la distancia requerida, la recta Ajl, al
menos nos da la informacidn de la inclinacidn de la
recta real, sobre la verdadera magnitud de dicha
recta asi obtenida se busca el punto B,, y de alli

obtenemos =1 punto B buscado,

En nuestro caso serd menester efectuar tres ac-—
ciones complementarias: primero gsefialar la recta
sobre la que queremos operar, a continuacidn in-
dicar cual es el punto de referencia y finalmente
con el cursor escogemos en cual de los dos sentidos
de la recta debe encontrarse el punto buscado, des-
pues de haber entrado por teclado el valor de la

distancia deseada.
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Finalmente debe tenerse prevista la eventualidad
de eliminar graficamente la parte de recta que deje
de ser necesaria en una operacidn determinada.
Ejemplo: tenemos la direccidn de la altura de una
piramide, sobre ella calculamos la posicidn del
vértice que resulta que da lugar a un segmento de
distinto tamafio del gque tenlamos anteriormente; nos
interesard en este caso eliminar la parte sobrante
a partir de V. Normalmente en los programas de In-
formAtica Grafica estd previsto en algdn lugar de
la matriz correspondiente el asignar un 0 o un 1,
segin se desee que el elemento en cuestidn, pese a
tener toda la informacidn sobre él1 almacenada, sea
dibujado o noc (o al revés). Aqui se plantea una

nueva posibilidad intermedia en cierta forma.

La solucidn vpuede estar en la accidn, ya imple-
mentada en  algin programa consultado, de ROMPER la
recta, v transformarla en varias rectas superpuss-—
tas que se dibujan sin ninguna diferencia aparente
pero que al ser, de hecho, independientes se pueden
eliminar una a una dando ei resultado apetecido de

eliminacidn parcial de la informacidn,
Distancia.de. un.punto.a.un.eplang.

De hecho ya hemos hablado de este concepto en el
capltulo 8, al tratar el tema de la perpendicu-
laridad de recta ¥y prlano, con uso de las
propiedades inherentes al Teorema de las Tres
Perpendiculares. Recordemos gque en Diédrico sdlo
hallabamos la direccidén de la perpendicular al

plano ¥y era necesaria una segunda operacldn para
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obtener la interseccion de 1la recta con el plano,

mediante el uso de algun planc proysectante.

pd
N

AT= DISTANCIA PUNTO - PLANG
A

Aparece agul, ©por primera vez, un concepto que
hard acto de presencia profusamente en este capi-
tulo, el de la diferencia entre verdadera magnitud
vy verdadera posicidn. Una vez hallado =1 punto de
interseccidn de la perpendicular con el plano,
sestd resuelta  la cuestidn de la distancia del
punto al plano?, ldgicamente no, pues tenemos dos
puntos sobre la proyeccion diédrica de una recta ¥y
hemos visto que, normalmente, esta magnitud es
inferior al wvalor real de la distancia entre estos
dos puntos. Nos queda pues la operacidn hecha en el
apartado anterior de cdlculo de dicha distancia.
Concluimos que la distancia entre los puntos
proyectados no es necesariamente la distancia del
punto al plano, pero si la verdadera posicidén de

dicha distancia, quiere esto decir que cualaquier
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otro punto del plano se enconbtrara a mayor distan-

cia de nuestro punto que el hallado.

Ya vimos que nuestra opcidn iba dirigida en el
sentido de hallar ya de entrada =1 punto de inter-
seccion de la perpendicular con el plaho, para asi
Lener inmediatamente definida la recta sin  tener
que recurrir al uso de lags trazas para ello. Una
vez dibujado el segmento tenemos la verdadera posi-
cidn de la recta, y en la linea de diAlogo exacta-
mente la wmisma respussta que hablamos previsto
antes para la distancia entre dos puntos de una
recta: coordenadas de los dos puntos, distancia
real y proyectada, y/angulo de la recta proyectada

respecto a la real.

Distancia. de. un.punto a. una.recta.

Puede parecer extrafio gque tanto aqui como en
cualaquier libro de texto que aborde la Geometria de
Punto, Recta y Plano, siempre se hable primero de
distancia de punto a planoc que de distancia de
punto a recta (en cierta forma es mucho mas
sorprendente el caso del sistem Cdnico en donde,
por las ragones que ya hemos comentado en otra
parte de egta tesisz, =e habla primero de la defini-
cidn de la recta gque de la del punto), y ello es
debido al nldmeroc de operaciones aue lleva inhe-
rentes. El proceso a segulr es trazar el plano per-
pendicular a la recta dque pase por el punto, éste
rlanc corta a la recta en un punto, ss la distancia

entre estos dos puntos la distancia buscada,
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El proceso en Diédrico es muy laborioso, no

0

digamos ya en Axonomeétrico, sea r ¥ A la recta y el

punto respectivamente:
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Para calcular «, plano perpendicular a r rasando
por 4, sélo tenemos la informacidn de que sus
trazas deben ser perpendiculares a las proyecciones
diedricas de r. Como ya hemos hecho en otras oca-
siones tragamos un planc arbitrario Gy que cumpla
ega condicién, ¥ posteriormente imponemos que un
plano paralelo a éste contenda a A, Debemos a
continuacien hallar la interseccidn de « con T,
mediante el uso de algin plano proyectante, obte-
niendo el punto I, de forma que AI es la verdadera
posicidn de la distancia que estamos buscando.
Queda finalmente la operacioén de obtener la ver-

dadera magnitud de dicha distancia.
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A pesar de lo farragoso de la exposicidn, como
yva he comentado en otras ocasiones, el algebra del
sistema Digdrico es muy sistematica, valga la re-
dundancia, lo que ayuda a su ejecucidn quizds en
detrimento de su comprensidn. Es menester tener la
vigidn de lo que se estd realigando para evitar
pogibles errores, Yy  que éstos no pasen de-
sapercibidos, evitando asi su acumulacidn. El sis-~
tema Axonondgtrico es mas complejo, pero sus resul-
tados son mAs facilmente comprobables, inclusc para
un neofito, de ahi su eleccidn para la presentacidn
grafica de las operaciones anallticas realizadas

por el ordenador.

La respuesta grafica a la distancia de un punto
a una recta eg, por comparacidn con log sistemas de
representacidn tradicionales, sorprendentemente
simple, ya aque sdlo se trata de sefialar el punto I
de verdadera posicidn de la distancia y pos-

teriormente la informacidn literal habitual.

Distancia.entre dos _rechtas. paralelas.

Finalizado el apartado dedicado al punto y su
relacidn con la recta y el plano, empecemos ocupan-
donos de un caso particular de rectas que no se
cruzan sinoc qgque se cortan, eso si1 en un punto im-
prépio. Son pues rectas coplanarias, y su distancia
se obtendrd mediante la construccidn de una perpen-
dicular comidn, ¥y su interseccidn posterior con las
rectas en cuestidn. También hay autores que razonan
que la distancia entre este tipo de rectas se puede

obtener mediante la consulta de la distancia de un
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punto cualguiera de una de ellags a la otra. Pre-

fiero, por sistematico, el primer razonamiento.

Veamos, como es habitual, su resolucidn en el

Sistema Diédrico:

El plano « perpendicular, donde se encontrard la
perpendicular comin, lo trazamos en cualguier posi-
cidn, posteriormente lo intersscamos con r y =, los
punto Il e 12 stan a la distancia bugcada, la ob-
tendremos de la forma habitual.

Nuestro programa [HYPATIA tiene varias posibles
reépuestas a este caso. Anallticamente no hay pro-
blema ninguno ya que no 8s hecesario sefialar cuales
son los puntos que nos indican la verdadera posi-
cidn de 1la distancia, ya que puseden ser cualquiler
par de ellos; y las scuaciones que nos definen las

rectas tendrdn los coeficientes proporcionales. No
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creo, sin embargo, que deba preveerse una orden es-
pecial para el calculo de la distancia entre rectas
paralelas, considero mucho mejor que este caso se
encuentre englobado en el caso general, que veremos
mas adelante, aungue tanto su respuesta grafica
como la literal sean distintas a las que se daran
en aquel caso. El didlogo puede ser: DISTANCIA EN-
TRE DOS RECTAS, una vez seleccionadas nos puede de-
volver la informacidn RECTAS PARALELAS-DISTANCIA
=.... En el caso de rectas cualesquiera habrila
otras dos posibles respuestas, como veremos, RECTAS
CONCURRENTES y DISTANCIA MINIMA, sera en este Gl-
timo caso gque habra que prevesr el calculo de esta
distancia minima y de su verdadera posicidn, o sea
el devolver la informacidn de que puntos sobre am-—

bas rectas se encuentran a dicha distancia minima.
Distancia.entre. planos. paralelos.

Este caso es el inverso del anterior, la dis-
tancia entre dos planos nos vendra dada por la por-
cidn de perpendicular comin gque gqueda limitada por
dichos planos.

Con la misma sencillez del concepto lo resolveremos
-en Diddrico, mediante la obtencidn de una perpen-
dicular cualguiera, ni siquiera imponiendo que pase

por un punto dado, y cortandola con los dog planos:
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Para la interseccidn de la recta con cada uno de
log planhos, hacemos uso de un solo plano proyec-

tante.

Siendo como se ve una cuestidn biasicamente de
consulta, en nuestra implementacidn informadtica no
creo necesario preveer la respuesta grafica que in-
cluya el dibujo de un segmento equivalente al que
se usa en Diédrico, bastard como en el caso de rec-
tas paralelas la informacidn sobre el paralelismo y
la respusstas literal del wvalor de la distancia
consultada. No se da aqui la posibilidad de tener
varias opciones como en el caso de las rectas, ya
que dos planos siempre se cortan, consecuentemente
su distancia es, en este sentido, nula, dandose el
caso de distancia mesurable sdlo cuando su recta de

interseccidn es impropia,
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Minima.distancia. entre. dos . rectas due. se. cruzan.

E

sobre una recta son logs conceptos basicos entre los

(9]

te caso y el de distancia entre dos puntos

que se contemplan en este capltulo., Particularmente
en la busgqueda de la distancia mlnima entre dos
rectas que sSe cruzan se sncuentran muy claramente
explicitados los conceptos de verdadera magnitud y
verdadera posicidn, veamoslo. La distancia entre
dog rectas Qque se cruzan es  la magnitud del seg-
mento obtenido al cortar la recta perpendicular
comin a ambas rectas con ellas. Obtenemos des pun-—
tos, uno sobre cada recta, gue son los que se en-—
cuentran a la distancia minima, de ahi que normal-
mente se pida encontrar la distancia minima entre

dos rectas en magnhitud y posicidn.

Veamos sl proceso que se sigue en sl Sistema
Digddrico, para ello previamente esquematicemos
cuales serdan lag operacioches que vamos a realizar,
El segmento que nos dé la verdadera magnitud de la
distancia debe encontrarse sobre la perpendicular
comdnn a ambas rectas, si éstas fueran coplanarias
la direccidn de ssta perpendicular seria obviamente
la de la perpendicular a dicho plano; dado que no
eg el caso, ya que por hipdtesis ambas rectas se
cruzan, deberemos conducir nuestro razonamiento de

otra forma.
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A pesar de que las dos rectas no sean copla-
narias tienen un punto imprépio cada una, y el con-
caepto de perpendicularidad, como hemos visto ante-~
riormente, estd intimamente ligado a estos puntos
imprdpios independientemente de otros conceptos.
Podemos definir un  plano dandole como carac-—
teristica diferenciadora 1la recta imprépia formada
por la "unidn" de los puntosz imprdpios de las dos
rectas dato, de ahi podremos calcular la direccidn,
punto imprdpio, de la recta rerpendicular a ambas
rectas. El anterior razonamiento se traduce por
trazar por un punto cualquiera de s una paralela a
r, ambas rectas formarin un plano al que deberad ser
perpendicular la recta que nos dé la distancia mi-

nima,

Una vez obtenida 1a direccidn de 1la perpendicu-—

lar al plano, trazando por un punto cualquiera de r



Capitulo 7.

una paralela a ésta, sabemos que la interseccion de
la recta obtenida con el plano formado an-
teriormente, nos dard un punto que unido con el es-
cogido sobre r formard el segmento de distancia
minima entre ambas rectas. No queda aun resuelto el
problema de cuales son los puntos que, sobre ambas
rectas, ss encuentran a dicha distancia milninma,
aunque ya tengamos sl valor de ésta. El punto I,
intersececidn de la perpendicular con el plano, es
harto improbable que esté sobre la recta s, para
que asli sea basta con desplazarlo sobre 21 plano
paralelamente a r, como los puntos del otro extremo
del segmento continuamente ss apoyan e€n esta recta,
cuando I 1o haga sobre s, tendremos en verdadera
pogicidn al segmento de distancia minima. Veamos la

traduccidn diédrica del razonamiento realizado:




Dt uull e

Algunos autores, para no complicar excesivamente
el dibujo, realizan las operaciones de obtencidn de
la direccidn de la perpendicular aparte mediante
paralelas a las dos rectas, en vez de mantener una

v por ella trazar la paralela a la otra:

El procedimiento a seguir, posteriormente, es idén-—-

tico al realizado was arriba.

A diferencia de otros casos vistos en este
capltulo, ahora si que nos interesa conocer ademas
de la distancia minima, donde se da esta circuns-
tancia, debemos, pues, implementar la obtencidn de
dichos puntos. Es posible que alguien piense que
dada la enorme capacidad que tiene un ordenador de
realizar operaciones repetitivas, y aque de hecho
practicamente siempre nos plantearemos el hallar
distancias entre segmentos, serla facil programar

que sistematicamente hagamos un barrido de puntos
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Capltulo 7.

sobre una recta y calculemos su distancia a todos
los puntos de la otra, almacenando cada vez la dis-
tancia menor Yy la informacidn de los puntos que la
dan, para finalmente llegar a unir graficamente los
dos puntos obtenidos. El razonamiento es impecable
vy se usa en diversos algoritmos algebraicos, pero
pensemos que para ello se requiere realizar bucles
repetitivos en 1los que hay que preestablecer el
salto, entendiendo por tal la unidad que nos per-—
mita discernir un punto de la recta del siguiente,
de forma que podamos afinar la precisidn a volun-
tad, resultando que podemos transformar un segmento
finito en practicamente infinlto. Personalmente no
soy proclive a realizar una operacidn +tan burda,
independientemente de la gran precisidn aque se
pueda obtener, y prefiero realizar uha variante del
sistema expuesto anteriormente para resolver el

problema en diédrico.

En dicho razonamiento hay algo parecido al al-
goritmo repetitivo que he comentado en el parrafo
anterior, 1 ir desplazando el segmento gque nos da
la distancia minima hasta que obtendamos la ver-
dadera posicidn con el segmento apoyandose sobre
las dos rectas. Intentemos huir de este tanteo y
sustituirlo por dos ecuaciones gue representen a
dog lugares geomédtricos y gque nos dén una solucidn
Unica y valida. Vemos en la figura espacial que nos
ha servido para aclarar las operaciocnes gque pos-—
teriormente hemos realizado en diédrico, gque una
vez definida la direccidn de la normal comin a las
dos rectas, ésta puede formar con cualquiera de
ellas un plano que las corta precisamente en los

puntos que buscamos. Posteriormente se puede pre-
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capliotuio [,

veer el dibujar un segmento que una dichos puntos,
con lo que tendremos la respuesta grafica de la

distancia minima.

Para elleo  bastard por un punto arbitrario,
(x,v,2), cortar las paralelas a las dos rectas y
obtener la ecuacidn del plano que definen, de ahi
encontrar los coeficientes de la recta perpen-
dicular. Por un punto cualguiera de la primera de
las rectas, (dicho punto puede ser el de su defini-
cidn o inecluso uno de log traza), imponer que pasen
la perpendicular y dicha recta; una vez obtenida la
sgcuacidn del rlano, pasamos a encontrar su
interseccidn con las rectas dato de forma que en-
contramos los puntos que nos definen la wminima dis-
tancia. Las respusstas literal y grafica seran las
habituales que hemos visto hasta ahora.

Las operaciones programadas para resolver la
cuestidn de disgtancia minima entre dos rectag, re-
cuerdan por su complejidad a la interseccidn de
planos con sdlidos, tanto en un caso como en otro,
la geometrlia wusa la manipulacidn de los elementos
para ponerlos en posiciones que nos simplifigquen el
trabajo. En el caso de interseccidn de un sdélido
por un plano, ya hemos visto que usabamos el cambio
de plano de proysccidn poniendo el plano sec—
cionador de canto; en el caso de distancia minina
entre rectas que se cruzan, si alguna de ellas es-
tuviera en la posicidn qgue hemos llamado de punta,
se simplificaria mucho la consulta de su distancia,
yva gque la distancia serila la perpendicular trazada
desde dicha recta, en la proyeccidn en la que la

vemos reducida a un punto, a la otra recta:
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Capltulo 7.

Normalmente se puede conseguir 1lo anterior
también mediante cambios de planoc de proyecciodn

{(también se suelen usar giros):

DISTANCIA
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Capitulo 7.

No es mi interés extenderme en este tema, dado
que precisamente la Informatigacidn de la Geometria
permite no tener que recurrir a estos procedimien-—
tos, como estamos viendo, pero me sirve de intro-
duccidn al proximo capitulo en donde continuamente
estaremos cotejando este tipo de herramientas gra-

ficas como son los cambics de plano de proyeccidn.
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