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Capítulo 7»

GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANO.

En este capitulo nos proponemos hallar las dis-

tancias entre los tres tipos de magnitudes funda-

mentales con las que estamos trabajando: puntos,

rectas y planos, tanto entre elementos de la misma

familia, de punto a punto, de recta a recta, etc. ,

como entre elementos de familias distintas, de

punto a plano, de punto a recta....

Cuando trabajamos en 2D el cálculo de distancias

no encierra más que las dificultades propias de la

falta de precisión de los instrumentos que tengamos

•a nuestro alcance (recordemos los problemas con que

se encontraron los griegos al descubrir la exis-

tencia de magnitudes inconmensurables), mientras

que cuando lo hacemos con las proyecciones de

magnitudes de 3D existe una dificultad afíadida: la

magnitud medida no ES la magnitud real en la

mayoria de los casos. Para resolver esta dificultad

existen dos soluciones que nuestro programa también

adoptará aunque de otra forma, como veremos:

manipular los elementos hasta ponerlos en alguna

posición singular que nos permita medirlo con la

certeza de que su medida coincide con la real, como

puede ser girar un segmento hasta colocarlo

frontal, en Diedrico, y medir su magnitud en su

proyección sobre el plano vertical; o tomando nota

de que estamos trabajando con proyecciones,

manipularlas y relacionarlas hasta obtener la ver-

dadera magnitud que estamos buscando. La primera
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Capitulo 7,

opción será objeto de comentarios en varios de los

capítulos posteriores, mientras que la segunda será

la que vamos a comentar a continuación,

Los casos que pretendemos estudiar son:

- Verdadera magnitud

de un segmento.

- Distancia de un

punto a un plano.

Distancia de un

punto a una recta.

- Distancia entre

dos rectas para-

lelas.

Distancia entre

dos planos para-

lelos.

Minima distancia

entre dos rectas que

se cruzan.

Tanto si estamos trabajando en el Sistema Diè-

drico como si lo hacemos en Axonometrico, un seg-

mento se proyecta con una magnitud inferior, o

igual a lo sumo, a la real en el espacio.

252



Ca p i Luí u '/,

s', en la figura, tiene un valor menor que s, de-

pendiendo del valor del ángulo «. Se forma un

triángulo rectángulo dentro del plano formado por

la intersección de s y s', en este triángulo s' es

un cateto, s la hipotenusa y el otro cateto nos

viene determinado por la distancia del extremo del

segmento al plano. Este triángulo rectángulo

mantiene una relación de semejanaa con cualquier

otro que obtengamos considerando otro punto como

extremo del segmento, ya que el ángulo recto y <x no

varían. Este triángulo se encuentra en el espacio y

nosotros trabajamos en un plano, las propiedades

que existan en 3D, nos interesa proyectarlas en 2D

. Si giramos, que no abatimos como impropia y muy

comunmente se dice, el triángulo alrededor de la

proyección de la recta conseguiremos tenerlo sobre

el plano y del mismo tamafío y propiedades que en el

espacio, la proyección es el dato que tenemos sobre
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Capitulo 7.

el papel, sólo nos es menester saber cuanto vale la

magnitud h.

Si estamos trabajando en Dièdrico, al tener dos

proyecciones del segmento podremos realizar la ope-

ración en cualquiera de ellas dándonos la informa-

ción del desnivel la otra proyección:

A1

En Axonornètrico implicaria el uso de las

proyecciones previas, lo que queda muy gráfico pero

bastante prolijo de uso.

Z'
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Capitulo 7.

Para su implementacion deberemos hacer especial

hincapié en la precisión en los métodos de selec-

ción de rectas y posteriormente en los de selección

sobre ellas de puntos. Una vez obtenidos dichos

puntos el cálculo de la distancia real no implica

usar, tampoco en este caso, una traducción del usa-

do en Dièdrico sino que analíticamente se halla el

valor de esta magnitud y se puede enviar a. la linea

o hoja de diálogo optativamente junto con las coor-

denadas de los puntos consultados. En varios pro-

gramas comerciales se añaden a estas informaciones

la distancia proyectada que es la distancia que

tiene el segmento considerando ambos puntos como de

2 dimensiones. Puede ser interesante pues nos da

una idea de la inclinación real de la recta por su

proximidad o no al valor de la distancia real, so-

bre todo si se programa que ambas informaciones se

den en la misma pantalla de información, contiguas.

Como la relación entre dichas magnitudes es el

coseno del ángulo <x, puede estar implementado el

cálculo de este ángulo y escribirlo justo al lado

de la relación de distancias proyectada y real.

Más interesante es el problema inverso: señalar

sobre una recta (nuevamente hago hincapié en que el

concepto recta-segmento es usado continuamente de

forma ambivalente), un punto que se encuentre sobre

ella, a una distancia determinada de otro punto y

en un sentido determinado.

En Diédrico se construye según el mismo .esquema

usado para hallar la verdadera magnitud de un seg-

mento :
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(J api Luí o 7,

Se selecciona un punto 1 arbitrario del que se cal-

cula su distancia real al punto de referencia A, si

como es probable este punto no cumple la condición

de estar a la distancia requerida, la recta AQ1O al

menos nos da la información de la inclinación de la

recta real, sobre la verdadera magnitud de dicha

recta asi obtenida se busca el punto BO, y de alli

obtenemos el punto B buscado.

En nuestro caso será menester efectuar tres ac-

ciones complementarias: primero señalar la recta

sobre la que queremos operar, a continuación in-

dicar cual es el punto de referencia y finalmente

con el cursor escogemos en cual de los dos sentidos

de la recta debe encontrarse el punto buscado, des-

pués de haber entrado por teclado el valor de la

distancia deseada.
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Capi bu]o 7.

Finalmente debe tenerse prevista la eventualidad

de eliminar gráficamente la parte de recta que deje

de ser necesaria en una operación determinada.

Ejemplo: tenemos la dirección de la altura de una

pirámide, sobre ella calculamos la posición del

vértice que resulta que da lugar a un segmento de

distinto tamafío del que teníamos anteriormente; nos

interesará en este caso eliminar la parte sobrante

a partir de V. Normalmente en los programas de In-

formática Gráfica está previsto en algún lugar de

la matris correspondiente el asignar un O o un 1,

según se desee que el elemento en cuestión, pese a

tener toda la información sobre él almacenada, sea

dibujado o no (o al revés). Aquí se plantea una

nueva posibilidad intermedia en cierta forma.

La solución puede estar en la acción, ya imple-

rnentada en algún programa consultado, de ROMPER la

recta, y transformarla en varias rectas superpues-

tas que se dibujan sin ninguna diferencia aparente

pero que al ser, de hecho, independientes se pueden

eliminar una a una dando el resultado apetecido de

eliminación parcial de la información.

D..is.t.an.c.i.a. ..... d.s. ...... un.....E.un.t.Q ....... a.

De hecho ya hemos hablado de este concepto en el

capitulo 6, al tratar el tema de la perpendicu-

laridad de recta y plano, con uso de las

propiedades inherentes al Teorema de las Tres

Perpendiculares. Recordemos que en Diedríco sólo

hallábamos la dirección de la perpendicular al

plano y era necesaria una segunda operación para

257



Capitulo 7,

obtener la intersección de la recta con el plano,

mediante el uso de algún plano proyectante.

Aparece aquí, por primera vez, un concepto que

hará acto de presencia profusamente en este capi-

tulo, el de la diferencia entre verdadera magnitud

y verdadera posición. Una ves hallado el punto de

intersección de la perpendicular con el plano,

¿está resuelta la cuestión de la distancia del

punto al plano?, lógicamente no, pues tenemos dos

puntos sobre la proyección dièdrica de una recta y

hemos visto que, normalmente, esta magnitud es

inferior al valor real de la distancia entre estos

dos puntos. Nos queda pues la operación hecha en el

apartado anterior de cálculo de dicha distancia.

Concluimos que la distancia entre los puntos

proyectados no es necesariamente la distancia del

punto al plano, pero si la verdadera posición de

dicha distancia, quiere esto decir que cualquier
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Capitulo 7,

otro punto del plano se encontrará a mayor distan-

cia de nuestro punto que el hallado.

Ya vimos que nuestra opción iba dirigida en el

sentido de hallar ya de entrada el punto de inter-

sección de la perpendicular con el plano, para asi

tener inmediatamente definida la recta sin tener

que recurrir al uso de las trazas para ello. Una

vez dibujado el segmento tenemos la verdadera posi-

ción de la recta, y en la linea de diálogo exacta-

mente la misma respuesta que hablamos previsto

antes para la distancia entre dos puntos de una

recta: coordenadas de los dos puntos, distancia

real y proyectada, y ángulo de la recta proyectada

respecto a la real.

D..i.s..t.ao.ci.a ...... ¿Le ...... un, ...... p..u.ai..o.......a. ..... una ...... ca

Puede parecer extraño que tanto aquí como en

cualquier libro de texto que aborde la Geometria de

Punto, Recta y Plano, siempre se hable primero de

distancia de punto a plano que de distancia de

punto a recta (en cierta forma es mucho más

sorprendente el caso del sistem Cónico en donde,

por las razones que ya hemos comentado en otra

parte de esta tesis, se habla primero de la defini-

ción de la recta que de la del punto), y ello es

debido al número de operaciones que lleva inhe-

rentes. El proceso a seguir es trazar el plano per-

pendicular a la recta que pase por el punto, éste

plano corta a la recta en un punto, es la distancia

entre estos dos puntos la distancia buscada.
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Capitulo 7.

El proceso en Dièdrico es muy laborioso, no

digamos ya en Axonometrico, sea r y A la recta, y el

punto respectivamente:

Para calcular «, plano perpendicular a r pasando

por A, sólo tenemos la información de que sus

trazas deben ser perpendiculares a las proyecciones

diedricas de r. Como ya hemos hecho en otras oca-

siones trazamos un plano arbitrario <xp que cumpla

esa condición, y posteriormente imponemos que un

plano paralelo a éste contenga a A, Debemos a

continuación hallar la intersección de « con r,

mediante el uso de algún plano proyectante, obte-

niendo el punto I, de forma que AI es la verdadera

posición de la distancia que estamos buscando.

Queda finalmente la operación de obtener la ver-

dadera magnitud de dicha distancia.
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Capí I-i.H o 7.

A pesar de lo farragoso de la exposición, como

ya. he comentado en otras ocasiones, el álgebra del

sistema Diedrico es muy sistemática, valga la re-

dundancia, lo que ayuda a su ejecución quisas en

detrimento de su comprensión. Es menester tener la

visión de lo que se está realizando para evitar

posibles errores, y que éstos no pasen de-

sapercibidos, evitando asi su acumulación. El sis-

tema Axonornetrico es más complejo, pero sus resul-

tados son más fácilmente comprobables, incluso para

un neófito, de ahi su elección para la presentación

gráfica de las operaciones analíticas realizadas

por el ordenador.

La respuesta gràfica a la distancia de un punto

a una recta es, por comparación con los sistemas de

representación tradicionales, sorprendentemente

simple, ya que sólo se trata de señalar el punto I

de verdadera posición de la distancia y pos-

teriormente la información literal habitual,

p.ar...a.ls.las.. .

Finalizado el apartado dedicado al punto y su

relación con la recta y el plano, empecemos ocupán-

donos de un caso particular de rectas que no se

crusan sino que se cortan, eso si en un punto im-

propio. Son pues rectas coplanarias, y su distancia

se obtendrá mediante la construcción de una perpen-

dicular común, y su intersección posterior con las

rectas en cuestión. También hay autores que razonan

que la distancia entre este tipo de rectas se puede

obtener mediante la consulta de la distancia de un
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Capitulo 7.

punto cualquiera de una de ellas a la otra. Pre-

fiero, por sistemático, el primer razonamiento.

Veamos, como es habitual, su resolución en el

Sistema Dièdrico:

El plano « perpendicular, donde se encontrará la

perpendicular común, lo trasamos en cualquier posi-

ción, posteriormente lo intersecamos con r y s, los

punto Ij_ e 12 están a la distancia buscada, la ob-

tendremos de la forma habitual.

Nuestro programa HYPATIA tiene varias posibles

respuestas a este caso. Analíticamente no hay pro-

blema ninguno ya que no es necesario señalar cuales

son los puntos que nos indican la verdadera posi-

ción de la distancia, ya que pueden ser cualquier

par de ellos; y las ecuaciones que nos definen las

rectas tendrán los coeficientes proporcionales. No
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Capitulo 7.

creo, sin embargo, que deba preveerse una orden es-

pecial para el cálculo de la distancia entre rectas

paralelas, considero mucho mejor que este caso se

encuentre englobado en el caso general, que veremos

más adelante, aunque tanto su respuesta gráfica

como la literal sean distintas a las que se darán

en aquel caso. El diálogo puede ser: DISTANCIA EN-

TRE DOS RECTAS, una vez seleccionadas nos puede de-

volver la información RECTAS PARALELAS-DISTANCIA

=. . . . En el caso de rectas cualesquiera habría

otras dos posibles respuestas, como veremos, RECTAS

CONCURRENTES y DISTANCIA MÍNIMA, será en este úl-

timo caso que habrá que preveer el cálculo de esta

distancia minima y de su verdadera posición, o sea

el devolver la información de que puntos sobre am-

bas rectas se encuentran a dicha distancia minima.

Di.s..t.an.c.ia ....... e..n±.r..e_ ..... pl.an.Qs.

Este caso es el inverso del anterior, la dis-

tancia entre dos planos nos vendrá dada por la por-

ción de perpendicular común que queda limitada por

dichos planos.

Con la misma sencillez del concepto lo resolveremos

en Dièdrico, mediante la obtención de una perpen-

dicular cualquiera, ni siquiera imponiendo que pase

por un punto dado, y cortándola con los dos planos:
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Capitulo 7.

Para la intersección de la recta con oada uno de

los planos, hacemos uso de un solo plano proyec-

tante.

Siendo como se ve una cuestión básicamente de

consulta, en nuestra implementación informática no

creo necesario preveer la respuesta gráfica que in-

cluya el dibujo de un segmento equivalente al que

se usa en Dièdrico, bastará como en el caso de rec-

tas paralelas la información sobre el paralelismo y

la respuestas literal del valor de la distancia

consultada. No se da aquí la posibilidad de tener

varias opciones como en el caso de las rectas, ya

que dos planos siempre se cortan, consecuentemente

su distancia es, en este sentido, nula, dándose el

caso de distancia mesurable sólo cuando su recta de

intersección es impropia.
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Capitulo 7.

M.In.im.a.....d.i.s..tan.Q.i.a .eni..r.e deja r.,e.c.±a,s.. aue. .s...e., .c.r..u.a.an.

Este caso y el de distancia entre dos puntos

sobre una recta son los conceptos básicos entre los

que se contemplan en este capitulo. Particularmente

en la búsqueda de la distancia minima entre dos

rectas que se cruzan se encuentran muy claramente

explicitades los conceptos de verdadera magnitud y

verdadera posición, veámoslo. La distancia entre

dos rectas que se cruzan es la magnitud del seg-

mento obtenido al cortar la recta perpendicular

común a ambas rectas con ellas. Obtenemos dos pun-

tos, uno sobre cada recta, que son los que se en-

cuentran a la distancia minima, de ahí que normal-

mente se pida encontrar la distancia minima entre

dos rectas en magnitud y posición.

Veamos el proceso que se sigue en el Sistema

Dièdrico, para ello previamente esquematicemos

cuales serán las operaciones que vamos a realisar.

El segmento que nos dé la verdadera magnitud de la

distancia debe encontrarse sobre la perpendicular

común a ambas rectas, si éstas fueran coplanarias

la dirección de esta perpendicular seria obviamente

la de la perpendicular a dicho plano; dado que no

es el caso, ya que por hipótesis ambas rectas se

cruzan, deberemos conducir nuestro razonamiento de

otra forma.
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T P =
POSICIÓN

A pesar de que las dos rectas no sean copla-

narias tienen un punto impropio cada una, y el con-

cepto de perpendicularidad, como hemos visto ante-

riormente, está intimamente ligado a estos puntos

impropios independientemente de otros conceptos.

Podemos definir un plano dándole como carac-

terística diferenciadora la recta impròpia formada

por la "unión" de los puntos impropios de las dos

rectas dato, de ahí podremos calcular la dirección,

punto impropio, de la recta perpendicular a ambas

rectas. El anterior razonamiento se traduce por

trazar por un punto cualquiera de s una paralela a

r, ambas rectas formarán un plano al que deberá ser

perpendicular la recta que nos dé la distancia mi-
nima.

Una ves obtenida la dirección de la perpendicu-

lar al plano, trazando por un punto cualquiera de r
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una paralela a ésta, sabemos que la intersección de

la recta obtenida con el plano formado an-

teriormente, nos dará un punto que unido con el es-

cogido sobre r formarà el segmento de distancia

minima entre ambas rectas. No queda aun resuelto el

problema de cuales son los puntos que, sobre ambas

rectas, se encuentran a dicha distancia minima,

aunque ya tengamos el valor de ésta. El punto I,

intersección de la perpendicular con el plano, es

harto improbable que esté sobre la recta s, para

que asi sea basta con desplazarlo sobre el plano

paralelamente a r, como los puntos del otro extremo

del segmento continuamente se apoyan en esta recta,

cuando I lo haga sobre s, tendremos en verdadera

posición al segmento de distancia minima. Veamos la

traducción diédrica del raaonamiento realisado:
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Algunos autores, para no complicar excesivamente

el dibujo., realiaan las operaciones de obtención de

la dirección de la perpendicular aparte mediante

paralelas a las dos rectas, en vez de mantener una

y por ella trazar la paralela a la otra:

El procedimiento a seguir, posteriormente, es idén-

tico al realizado más arriba.

A diferencia de otros casos vistos en este

capitulo, ahora si que nos interesa conocer además

de la distancia minima, donde se da esta circuns-

tancia, debemos, pues, implementar la obtención de

dichos puntos. Es posible que alguien piense que

dada la enorme capacidad que tiene un ordenador de

realizar operaciones repetitivas, y que de hecho

prácticamente siempre nos plantearemos el hallar

distancias entre segmentos, seria fácil programar

que sistemáticamente hagamos un barrido de puntos
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sobre una recta, y calculemos su distancia a todos

los puntos de la otra, almacenando cada vez la dis-

tancia menor y la información de los puntos que la

dan, para finalmente llegar a unir gráficamente los

dos puntos obtenidos. El razonamiento es impecable

y se usa en diversos algoritmos algebraicos, pero

pensemos que para ello se requiere realizar bucles

repetitivos en los que hay que preestablecer el

salto, entendiendo por tal la unidad que nos per-

mita discernir un punto de la recta del siguiente,

de forma que podamos afinar la precisión a volun-

tad, resultando que podemos transformar un segmento

finito en prácticamente infinito. Personalmente no

soy proclive a realizar una operación tan burda,

independientemente de la gran precisión que se

pueda obtener, y prefiero realizar una variante del

sistema expuesto anteriormente para resolver el

problema en dièdrico.

En dicho razonamiento hay algo parecido al al-

goritmo repetitivo que he comentado en el párrafo

anterior, el ir desplazando el segmento que nos da

la distancia minima hasta que obtengamos la ver-

dadera posición con el segmento apoyándose sobre

las dos rectas. Intentemos huir de este tanteo y

sustituirlo por dos ecuaciones que representen a

dos lugares geométricos y que nos den una solución

única y válida. Vemos en la figura espacial que nos

ha servido para aclarar las operaciones que pos-

teriormente hemos realizado en diédrico, que una

vez definida la dirección de la normal común a las

dos rectas, ésta puede formar con cualquiera de

ellas un plano que las corta precisamente en los

puntos que buscamos. Posteriormente se puede pre-
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Capitulo 7.

veer el dibujar un segmento que una dichos puntos,

con lo que tendremos la respuesta gráfica de la

distancia minima.

Para ello bastará por un punto arbitrario,

(x, y, z), cortar las paralelas a las dos rectas y

obtener la ecuación del plano que definen, de ahí

encontrar los coeficientes de la recta perpen-

dicular. Por un punto cualquiera de la primera de

las rectas, (dicho punto puede ser el de su defini-

ción o incluso uno de los traza), imponer que pasen

la perpendicular y dicha recta; una vez obtenida la

ecuación del plano, pasamos a encontrar su

intersección con las rectas dato de forma que en-

contramos los puntos que nos definen la minima dis-

tancia. Las respuestas literal y gráfica serán las

habituales que hemos visto hasta ahora.

Las operaciones programadas para resolver la

cuestión de distancia minima entre dos rectas, re-

cuerdan por su complejidad a la intersección de

planos con sólidos, tanto en un caso como en otro,

la geometria usa la manipulación de los elementos

para ponerlos en posiciones que nos simplifiquen el

trabajo. En el caso de intersección de un sólido

por un plano, ya hemos visto que usábamos el cambio

de plano de proyección poniendo el plano sec-

cionador de canto; en el caso de distancia minima

entre rectas que se cruzan, si alguna de ellas es-

tuviera en la posición que hemos llamado de punta,

se simplificaria mucho la consulta de su distancia,

ya que la distancia seria la perpendicular trazada

desde dicha recta, en la proyección en la que la

vemos reducida a un punto, a la otra recta:
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Normalmente se puede conseguir lo anterior

también mediante cambios de plano de proyección

(también se suelen usar giros):
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No es mi interès extenderme en este tema, dado

que precisamente la Informatizaciòn de la Geometria

permite no tener que recurrir a estos procedimien-

tos, como estamos viendo, pero me sirve de intro-

ducción al próximo capitulo en donde continuamente

estaremos cotejando este tipo de herramientas grá-

ficas como son los cambios de plano de proyección.
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