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Capitulo 4.

GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANO.

Vamos a entrar en la enumeracidn de log procesos
de la que podriamos llamar Aldebra Geométrica, que
es la parte de la Geometria que eétudia la
definicidn de elementos, su pertenencia a otros
elementos, los problemas de interseccidn y reunidn,
etc. Debemos a Hipodcrates de Chiog (1), como hemos
visto en el apartado histérico, la notacion al-
fanumérica de 1los elementos graficos, lo que nos
permite aumentar aun mas si cabe las similitudes
con el Algebra. Como ya hemos comentado anterior-
mente esta posibilidad de wusar elementos “"colo-
quiales" de Algebra, es una de las grandes opciones
que motivan nuestro interés de linkar la Geometria
con la Microinformatica a través de la linea de
dialodo gue en muchas ocasiones, como veremos en
este caplitulo y en los posteriores, sustituye con
ventaja al cursor accionado desde teclado, ratdén o
tableta. |

Punto_ _sobre recta.

En el capitulo anterior hemos estudiado las
condiciones de definicidén de elementos geométricos,
en éste nuestro estudio va dirigido a las de perte-—
nencia. Los problemas de pertenencia, son ex-
tremadamente séncillos desde un punto de vista

analitico: un elemento pertenece a otro =i cumple

151



Capitulo 4,

la ecuacidn que determina a eszse oLtro. En nuestro
caso sdlo exiztirada =1 problema, ya comentado ante-
riormente, de la precisién con que podamos elegir

los elementos en cuestidn.

Dada la sencillez con que resolvemos la cusstidn
de la pertenencia con la ayuda del Dbagaje
informdtico, optaremos por hacer un uso exhaustivo
de la linea de didlogo con el ordenador. Sin em-
bargo, serd dtil ver a que sustituye esta opeidn en
el tratamiento geométrico clasico; dandonos la op-
cidn de programar ciertas respuestas graficas que
guarden relacidn con égte. Una vez nmas hemos de
distinguir entre tratamiento de la informacidn ¥
presentacidn de dicha informacidn: la consulta de
si un punto esta sobre una recta, por ejemplo, serad
inmediato por parte del procesamiento de la infor-
macidn, otra coga serd como devolvemos esa in-—
formacidén al usuario. Hagamos pues un recorrido por
log procedimientos de estudio de los problemas de

pertenencia desde varios puntos de vista distintos.

- Para realizar el estudio de la pertenencia de un
punto a una recta, situémonos, una vez mas, en el
Sistema Diédrico, sean A vy r, el punto y la recta
en cuestidn.




Capitulo 4.

A pertenecerd a r si todas las proyecciones de A
se encuentran sobre tocdas las proyecciones de la
recta. Esta es de hecho, la traduccidén inmediata al
comentario hecho anteriormente sobre que A debera
cumplir la ecuacidn de la recta sobre la que quere-
mos que 8e encuentre,

Veamos cual serla el proceso a seguir en nuestro
programa HYPATIA. Recordemos que trabajamos di-
rectamente en Axonométrico. Supondamos, en  un
primer momento, que lo Udnico que pretendemos es
hacer una comprobacidn grafica de que gi A ze en-
cuentra sobre la proyeccidn directa de r, se encon-
trarad sobre cada una de las proyecciones previas de
esta recta.

Deberemos dar la orden de que vamos a consultar
la pertenencia o ho de un punto a una recta. El

programa nos pedirad seleccionar primero la .recta,
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Capitulo 4.

tendremos, como siempre, las opciones de hacerlo
graficamente o llamdndola por su nombre, A conti-
nuacidén haremos lo mismo con el punto, del que ten-—
dremos también las dos opciones. Inmediatamente, ¥y
sin que graficamente ocurra nada, el programa com-
probard si efectivamente o0 no las coordenadas del
punto cumplen la ecuacidn de la recta. En caso
afirmativo pasard a dar la informacidn grafica que
previamente hallamos previsto para este caso.
Veamos cual puede ser ésta.

Cuando en Geometrla Descriptiva trabajamos este
caso en Axonométrico, nos encontramos con  una
dificultad adicional al caso del Diédrico, en este
tltimo nos basta comprobar qué se cumpla la condi-
cidn de pertenencia en las dos proyecciones ha-
bituales de +trabajo ,{(quizas a efectos de realizar
un ejercleio, pueda ser interezante comprobar que
se cumple también con la proyeccidn de perfil),
mientras que en Axonométrico no es usual tener
dibujadas todas las proyecciones previas de todos
los elementos que conforman nuestro dibujo. Debemos
pues hallarlas; 1o que se puede hacer buscando los
puntos traza de la recta y uniéndolos conveniente-—
mente de forma que obtengamos las proyecciones pre-
vias de ésta, o haciendo uso de los planos proyec-—
tantes, que son planos que contienen a la recta vy
son perpendiculares a los de proyeccidn. La inter-
seccidtn de los planos proyectantes con dichos
planos de proyeccidn nos dan las proyecciones pre-
vias de la recta que buscabamos. A continuacion lo
dnico que hay que comprobar es aque todas las
proyecciones del punto reposen sobre las proyec-—
ciones previas halladas.
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Capitulo 4.

$Cuadl de los procesos anteriormente descritos
podriamos usar para programar la respuesta grafica
a la pregunta de sl un punto se encuentra sobre una
recta?. La respuesta serd ninguno, dado que la ex-
trema dificultad de programar cualquiera de los dos
no compensa el posible efecto grafico-espacial de-
seado. Veamos porqué,

Encontrar las proyecciones previas de una recta
implica como hemos visto anteriormente, usar uno o
los dos métodos vistos maz arriba. Empecemos por el
de hallar los puntos traza. No representa ningin
problema nuevo a los vistos hasta ahora encontrar
dicho puntos, el problema radica en unirlos conve-
nientemente para obtener la proyeccidn directa en
cada caso. En la figura podemos ver alguno de los
casos de rectas distintas vy las proyecciones pre-

vias que generan:
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Capitulo 4. ) ’

habria que preveer un estudio del orden de prefe-
rencia al unir entre si los tres puntos de inter-
seccidn con los planos de referéncla, segdn la

recta con la que estemos trabajando.

El casc es distinto cuando la recta en cuestidn
es una de las rectas singulares que veremos mas

adelante, a saber:

h“ Q i

r\ _{_ 5‘ P\
estas rectas requeriran un estudio pormenorizado
pues sus Iintersecciones con los planos de proyec-

cidn son peculiares.

En el caso de una recta cualquiera, el problema
radica en saber el orden por el cual va interse-
cando a los distintos planos. Vemos en la figura
correspondiente a los tres casos posibles que siem-

pre uno de los tres puntos traza tiene alguna coor-
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Capitulo 4.

denada negativa, serd ésta la que no ugaremos. En
el primer caso de la figura wvemos que uniendo di-
rectamente el punto traza de perfil y el punto
traza horigontal, nos queda perfectamente definida
la proyeccidn directa de la recta, y el punto traza
vertical corta a dicho plano de proyeccidn en la
zona de las uw nedgativas. Los otros dos casos se re-

suelven mediante razonamientos parecidos.

51 optamos por obtener las proyecciones previas
de la recta mediante el uso de planos proyectantes,
aparece el concepto de hallar un plano que contenga
a una recta y sea perpendicular a otro planc (plano
proyectante). Esta forma de definir un planoc es la
5 de las previstas en el Capltulo 2. A continuacidn
es necesario hallar la interseccién de dicho plano
con 81 de referencia al que es perpendicular. Las
rectas obtenidas como interseccidn deben ser aco-
tadas de forma que aparezcan como segmentos que
tienen como limite las proyecciones de los ejes que
definen el plano de proyeccidn.

En cualquier caso, posteriormente es menester
dibujar sobre cada proyeccidn previa de la recta la

proyeccidn previa correspondiente del punto.

Puede asaltarnos 1la duda sobre la necesidad de
consultar la pertenencia o no de un puntoc a una
recta, y confundirlo con el caso de sefialar una
recta para diferenciarla del resto de las posibles
que se encuentran en pantalla. La duda no existira
sl recordamos que nuestro interés radica en ir
construyendo cuerpos poliédricos paso a paso, sin
la ayuda de tener el problema previamente resuelto
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Capitulo 4.

y con todas las coordenadas de los vértices es-
tablecidas, donde nos encontraremos con rectas
(segmentos) que deben tener una longitud superior o
inferior a 1la que previamente hablamos hallado; o
con vértices de arista de un prisma que deban apo-—
varse sobre otra arista a una distancia determinada
de un punto de esta arista, etc.

Otro caso de consulta de la pertenencia o no de
un punto a una recta, puede ser debido al hecho de
que durante nuestro proceso de formacidn de una
figura hallamos transformado una recta en una

semirrecta o segmento, y nos interesa saber si un

punto se encuentra sobre la prolongacidn imaginaria

de dicho segmento.

La conclusidn de todo 1lo anterior es la de que
hay que programar que la consulta de la pertenencia
g no de un punto a una recta sea del tipo colo-
quial, ¥ gque solucionados los posibles problemas de
falta de precisidn del cursor, sencillamente a la
respuesta afirmativa siga la correspondiente cruz
de sefializacidn del punto en cuestidn.

Funto. sobre un.plang.

Un punto se encuentra sobre un planc si se en-
cuentra en una de las rectas de este plano. Este es
un concepto facilmente traducible en el Sistema
Diédrico, ya aque no se especifica que recta es so-
bre la que debe estar el punto.
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Capitulo 4.

Normalmente se construye una de las rectas sin-
gulares del plano, que veremos mas adelante, y se
comprueba si todas las proyecciones del punto se
encuentran sobre las proyecciones de dicha recta.
En el dibujo de mas arriba, el procesc se ha hecho
sobre una recta horizontal.

Si quisieramos hacer lo mismo en Axonométrico,
sdlo se diferencia el proceso en el cadleculo de la
horizontal que pasa por el punto. En el caso de
Diédrico sabemos que las proyecciones vertical ¥y
horizontal de una horizontal de un plano tienen
unas direcciones determinadas, paralela a la linea
de tierra una y paralela a la traza horizontal del
plano la otra, mientras que en Aﬁonométrico hemos
de proceder a la construccidn de dicha horizontal.
Hacemos pasar por la imagen directa del punto en

cuestion un plano horizontal, (éste es uno de los
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Capitulo 4.

planos singulares que veremos mAs adelante), de al-
tura Z la del punto. Dicho planoc cortard a los de
proyeceidn segin dos rectas reales, una @obre el
plano de perfil y otra sobre el vertical.

Al

las proyecciones del punto deben recaer sobre estas
dos rectas para que el punto se encuentre sobre el
plano.

Nuevamente el procedimiento informatico es mas
sencillo, bastandonos seleccionar el plano en la
linea de didlogo, o mediante la informacidn también
obtenida en esta linea del proceso de generaciodn
del plano, seleccionandolo posteriormente por cur-
sor; y seleccionando el punto ya sea también por la
linea de dialogo, o mediante el cursor. A conti-
nuacidn se comprueba si el punto cumple la ecuacidn
analitica del plano y se nos da la respuesta opor-
tuna. Debo hacer hincapie, otra vez, de que el
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Capitulo 4,

Ynico problema que puede ensombrecer la sencillez
del método es la posible falta de precisidon del
cursor.

iCuando consultaremos que un punto esté =obre un
plano?. Es conveniente hacerse esta pregunta tal y
como nosg la hemos hecho en el caso de punto ¥y
recta, para preveer la posible respuesta drafica
del programa. Pongamos por ejemplo el caso de dibu-~
jar poligonos en verdadera magnitud o el de dibujar
una elipse especificando el punto del planc que ha
de ser su centro. Egta operacidn solia resolverse
por gambios de plano, en nuestro caso se resuelve
por cambio de proyeccidn, en la direccidn de la
normal al plano, ¥y nuestro problema sera otro: con-
seguir que una vez hecho el cambio de proyeccidn
logs infinitos puntos del plano gue ahora estan en
pantalla cumplan la ecuacidén del plano que repre-
sentan,. En los casos comentados anteriormente ses
dificil separar la consulta de la pertenencia o no
de un punto a un plang de la seleccidn de dicho
plano para realizar opefaciones en €1, Hemos de
ver, no obstante, que son dos operaciones dis-
tintas, complementarias si se quiere, una selec-
cionar un punto en un plano y caso de estar en ¢l
definirlo, (ver opcidn 6 de definiciéﬂ de punto en
el Capitulo 2), y otra, posterior, seleccionar el
plano, hacer un cambio de proyeccidn y trabajar en
el nuevo plano (el de la pantalla) con la nueva
representacidn del punto escogido. Es, pues, nece-
sario separar claramente ambos conceptos.

Recurramos, nuevamente, al Sistema Diédrico,

mientras que es muy habitual seleccionar un punto
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Capitulo 4.

sobre una recta de una forma inmediata, sen-
cillamente sefialando uno de los infinitos dque la
forman; es usual que cuando se quiere hacer lo
mismo con un punto ¥y un plano se den dos coor—
denadas del puntc para fijar aproximadamente el
tipo de punto que nos conviene y dejamos a la ter-

cera cumplir el hecho de estar en el plano:

(=28
P-4
he( P
Z
- b y
]
% P
0“

del punto P solo he dado su prdyeccién vertical P(-
,Y,Z), posteriormente trazando la horizontal hp(Z)
he obtenido la proyeccidn horizontal del punto con
lo que he completado sus tres coordenadas. Es este
mismo criterio el que adoptaremos éen nuestro caso,
va que hemos de pensar que escogeremos el punto en
cuestion por motivos determinados, estos motivos
quedan restringidos a predeterminar la posicidn del
punto en el espacio solo en funcién de dos paréme-
tros quedéndo para el programa el definir el punto

correctamente.
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Capiltulo 4.

Resumamos un poco lo dicho, existen tres tipos

posibles de cuestiones a plantearse:

1.~ Consulta de si
un punto previamente
dibujado pertenece a
un plano.

2.- Identificacidn
de un punto sobre un
plano del que se da
la posicidn aproxi-
mada por dos coor-

denadas.

3. - Identificacidn
de un plano para
hacer un cambio de

proyeccidn.

El dltimo caso es discutible que tenga que estar en
esa lista, pero dada la forma en que se resuslve la

cuestidn puede parecer aconsejable su inclusidn,

El primer caso es sencillamente contestado desde
la linea de didlogo, sin mas consideraciones
graficas.

La respuesta al segundo casoc ez el dibujo de la
posicidn correcta del punto. Mediante el cursor
situamos un punto, con ayuda en el caso de la
figura de la proyeccién en planta o sea que traba-

Jjamos con su X ¥y su Y, y damos la orden de situarlo
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Capitulo 4.

sobre el plano & ; la respuesta grafica del pro~
grama es dibujar una cruz sobre la proyeccidn di-
recta de un punto que sobre el plano « tenga las
coordenadas X e Y predeterminadas.

. POSICION COBRECTA

+ <

POSICKON ERN PLANTA ,\
PERMANECE CONSTANTE

POSICION DE TANTEO (TEST)

El tercer caso ya ha sido comentado en el Capl-
tulo 2 ¥y se trata de seleccionar un punto del plano
gue se encuentre aproximadamente sobre la proyec-—
cidn axonométrica del c.d.g. de la cara sobre la
que pretendemos trabajar. Debemos tener previsto
las ordenes precisas para anular selecciones erro-

neas muy frecuentes en estos casos.

En conclusidn, 1la respuesta grafica informati-
zada prevista para el caso de pertenencia de un
punto a un plano, es el dibujo de una cruz sobre
dicho punto, dado lo prolijo de las construcciones
geométricas habituales (2).
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Capiltulo 4.

Recta. contenida._en.un.plang.

Usando el concepto de puntos traza de una recta
vy de rectas traza de un plano, en el Bistema Dig-
drico es muy sencillo saber si una recta estd con-
tenida en un plano. Como tanto unos como otros son
el resultado de cortar recta y plano por los planos
de proyeccidn, en este plano en concreto el punto
debe encontrarse sobre la recta: los puntos traza
de la recta deben estar sobre las rectas traza del
plano, (de hecho lo que hacemos es bajar un grado a
cada elemento: a la recta 1a’pasamosra punto y al

plano a recta).

Su traduccidn axonométrica es inmediata ¥
claramente analoga al caso diédrico.
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Capltulc 4.

De hecho el razonamiento se puede generalizar ya
que los puntos traza no son mas gque unos puntos
determinados de 1la recta: una recta estd contenida

en un plano =i lo estdan dos puntos cualesquiera de
glla,

El hecho de que log puntos puedan ser cua-
lesquiera nos viene muy bien para su implementacidn
informAtica, ya 4que una de las formas de definir
una recta (segmento) es seflalando los dos puntos
que la definen y esa informacidn queda almacenada
en la matriz correspondiente a dicha recta. Basta
consultar los puntos que definen la recta y compro-
bar analiticamente si dichos puntos cumplen la
ecuacidn del planc dado.

Hemos dicho mas arriba, que la implantacion del
Dibujo Asistido por Ordenador (D.A.0Q.) puede ser el
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Capitulo 4.

responsable en un futuro proximo de gque sea mas
ldgico imaginar que la definicidn iddnea de ged-
mento es la de un punto de paso y una direccidn,
frente a la de poreidn de recta determinada por dos
puntos. Independientemente de ello, en la matriz
donde almacenemos la informacidn de las rectas,
(recordemos que las mas de las veces son segdmen-
tos), debemos tener como MINIMO la informacidn de
dos puntos de paso para efectuar la comprobacidn
que nos ocupa de ver si dicha recta se encuentra en
un plano determinado. Dada la facilidad de en-
contrar los puntos traza de la recta, basta susti-
tulr en su ecuacidn sucesivamente X=0, Y=0 y Z=0,
pueden ser estos los almacenados. Es curioso
destacar como se pueden usar conceptos antiguos en
proposioiones nuevas, de hecho esta es la justifi-
cacidon del presente repasgso de operaciones geométri-
cas basicas.

Nuevamente omitiremos respuesta grafica a la

-pregunta de si una recta pertenece a un plano.

RECTAS. Y_FPLANQS SINGULARES.

|

Introduccion.

En mi etapa de confrontacidn de opiniones para
realizar esta tesis hablé con varios prodramadores
de Informatica Grafica, y ninguno vid la necesidad
de preveer la existencia de las singularidades de
rectas y planos, excepto como fuentes de problemas
al originar divisiones por cero no deseables en
ningdn caso.
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Capitulo 4.

En un programa de Geometrla no podemos renunciar

en modo
planocs

alguno a trabajar con rectas horizontales,

de

canto, ete. ¥y hemos

de

preveer

adecuada respuesta grafica a estas entidades.

Rectas Singulares.

De todas las posibles estudiaremos sdlo:

1. - Horizontal,
Cualquier recta con-
tenida en un plano
paralelo al XY (Z
constante).

2.- Frontal. Cual-
quier recta con-
tenida en un plano
paralelo al YZ (X

constante).

3.- De perfil. Cual-
quier recta con-—
tenida en un plano
paralelo al XZ (Y

constante).

4.~ De punta. Cual-
quier recta que sea
perpendicular a uno
de los planos de
proyeccidn, ya sea
el XY, YZ o XZ.
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Capltulo 4.

Recta Horizontal.

Es menester distinguir entre definir una recta y
que esta resulte ser wuna horizontal, ¥y que al
definir la recta especifiquemos claramente que es
una horizontal. En el primer caso, el dnico con-
templado por los informadticos graficos, si hubie-
ramos programado que se debe crear la recta dando
dos puntos de paso A y B por su coordenadas
(Xps Yps2p) ¥ (XB,YB,ZB), las coordenadas de un
punto cualquiera de la recta deberian cumplir:

X—XA/XB—XA = Y-YA/YB—YA = Z_ZA/ZB—ZA

donde vemos que la tercer fraccidn da lugar a una
divisidn por cerc de la que hay que huir siempre en
informatica. Este problema, como ya hemos comentado
oportunamente, se resuelve dando un punto de paso y

el vector normalizado que nos define la direccidn.

Una recta horizontal nos quseda determinada por
un punto de paso, la coordenada Z a la que se en-
cuentra y el vector normalizado de su direccidn,
vedmoslo en el Sistema Diédrico:

SO -ox

\Q\
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Capitulo 4.

la proyeccidn vertical de la recta nog viene deter-—
minada por la proyeccidn de vertical de A y por Zy,
su distancia al plano horizontal de referencia al
que es paralela. La proyeccidn horizontal nos viene
determinada por A’ y la inclinacidn que nos define
el vector de su direccidn,

Andlogamente en Axonométrico:

e

en este caso interviene también la proyeccidén pre-
via de perfil.

Puede parecer que al dar la informacidn de que
la recta es horizontal en vez de simplificar el
resto de la informacidn necesaria en su definicidn
la complicamos. No ez asi ya que basta con la in-

formacidn de que es horizontal, un punto de paso ¥y
su altura Z, wveamoslo:
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Capitulo 4.

En diédrico, si identificamos el punto sobre el
plano «, mediante su cota Z4 ¥y su situacidn, el
caracter de horizontal ya nos permite dibujarla te-
niendo en cuenta que su proyeccidn horizontal de-
berd ser paralela a la proyeccidn horizontal de la
traza del plano, que es la horigontal de Z =0.

En Axonométrico, =i tenemos representado el
rlano sobre el gque queremos dibujar una horizontal,
el proceso serd indentificar el punto tal y como lo
hemos visto en seste mismo capltulo, dando dos
proyecciones del punto una de las cuales sea Z, y
una vez obtenido el punto y sus tres proyecciones
previas dibujar por ellas y limitadas por las
trazas del planoc las proyecciones directa y previas
de la recta horizontal, cumpliéndose como en el
Sistema Diédrico que la directa y la previa sobre
el planoc horizontal son paralelas a la traza hori-
zontal del plano.

A|
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Capltulc 4.

Si no tenemos el plano sobre el que debe encon-
trarse el punto, deberemos hacer uso del concepto
de que la recta horizontal que pasa por el punto A
se encuentra sobre un planc paralelo al horizontal
de referencia (plano horizontal como veremos mas
adelante) a una altura Zj.

Z
AI|
—— o
M ZA
—————
A M Y

este plano corta a logs de referencia en dos rectas

| propias y una imprépia (la de interseccioén con el
plaho horizontal al que es paralelo), las rectas
prépias coinciden con las proyecciones previas de
la horizontal que estamos buscando. Nos queda por
determinar la proyeccidn directa y la previa hori-
zontal, para las que inexousablemente necesitamos
la informacidén de su orientacidn.

Desechando en principio, el representar grafi-

camente las proyvecciocnes previas de una horizontal,
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Capitulo 4.

planteémonos el problema de situar la proyeccidn
directa sobre un punto, las operaciones previstas
deben ser:

~ BSeleccidn de un
punto sobre un plano
mediante dos coor-
denadas, una de las
cuales inexcusable-
mente debe ser la Z

de la horizontal.

- QObtencidn de la
traza horizontal del
rlanoc sobre el que
se encuentra el
punto. (interseccidn
de dos planos,
opcionalmente puede

ser vizible o no).

~ Traslacidn (que no
paralelismo) de la
traza horizontal
hasta hacerla pasar
por la proyecciodn
directa del punto A.

Estas deben ser las operaciones prodramadas como
respuesta a la orden HORIZONTAL POR UN PUNTO. Son
casi tan complejas como las gque hemos desechando
anteriormente en este mismo capilitulo, perc s=su
utilidad geométrica hace inexcusable su im-
plementacidn,
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Capitulc 4.

Rectas Frontales v .de Perfil.

Dado que sus caracterlsticas son las mismas que
las de wuna recta horizontal estudiadas en el
apartado anterior, no creo necesario repetir las
reflexiones antes expuestas. Es necesario, sin em-
bargo, ver cuales son sus representaciones axo-

nométricas.

Recta de Punta.

El nombre de recta de punta es algo genériéo,
pues, por ejemplo, cuando el planc el que es per-
pendicular es el horizontal se puede llamar VERTI-
CAL; mantengamos sin embargo el caracter genérico
para este estudio.
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El concépto es basicamente distinto a los vistos
anteriormente, en aquellos se trataba de rectas
paralelas a un planoc a una distancia determinada
mientras que aqui tratamos con perpendiculares por
un punto determinado. Tenemos, =in embargo, una
ventaja a nuestro favor: estamos trabajando con
unos ejes coordenados trirrectangulos de forma que
cada eje es perpendicular al plano formado por los
otrog dos. Consecuencia de lo anterior es que ya
tenemos, de entrada, determinada la direccidn que
deberd tener 1la recta perpendicular en cada caso,
solo nos hara falta trasladar esa informacidn al
punto determinado que nos interess.

En Diédrico, representar una recta perpendicu-
lar, por ejemplo, al plano vertical pasando por un

punto A del plano «, no tiene ninguna dificultad.
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Veamoslo ahora en Axonométrico, en la figura
tenemos, pasando por A, las proyecciones directas
de las . tres rectas de punta perpendiculares a los

tres planos de referencia:

/N

Y

En su traduccidn informatica, unha vez identifi-
cado el punto y el plano al que debe ser perpendi-
cular la recta de punta, la obtencidn fisica de la
recta es inmediata, ya que su direccidn nos la da
la recta que una la proyeccién directa del punto
con la pre#ia sobre el pléno de referéncia corres-
pondiente. Sdlo habra que preveer el alargar algo
en el sentido contrario, a efectos del efecto es-
tético deseado.
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Planos. _Singulares.

estudiaremos cuatro tipos de planog singulares,
son:

Anadlogamente al

1.- Horizontal. Pla-
no paralelo al xy de
referencia. (=

constante).

2.~ De Perfil. Plano
perpendicular a la
vez a Xy y a yz. (¥
constante).

3.—- De Canto. Plano
perpendicular al

177
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plano yz de re-
ferencia. - Tambieén
recibe el nombre de
plano proyectante
vertical.

4,- Vertical. Plano
perpendicular al
rlano xXy. Tambign
recibe el nombre de
plano proyectante
horizontal.

El uso de planos singulares es inexcusable para
nuestfo propdsito, siempre puede resultar intere-
sante realizar una seccidn de un cuerpo por un
planc horizoutal, o es necesario encontrar un plano
proyectante vertical que contenga a una recta para,
tal ¥y como indica su nombre, obtener la proyeccidn
de ésta sobre el plano vertical, etc. Tenemos ya,
en el capitulo 2, resuelto el problema de como se
definen estos planos, nuestro interés aqui es como
se representan.

Plano Horizontal.

En Diédrico, un plano horizontal no es mas que
una recta paralela a 1la linea de tierra, en la
proyeccidn vertical, y a la distancia Z prefijada.
En Axonométrico, nog vendra determinado por sus in-
tersecciones sobre los planos de proyeccidn que
tienen seccidn propia con él: el plano vertical y

el de perfil. Consecuentemente, en nuestro caso,

178



Capitulo 4.

nos bastard dar un punto de paso y programar el
dibujo de segmentos paralelos a los ejes en proyec-
cidn X e Y, pasando por las proyecciones previas de
perfil y vertical de dicho punto.

fAlll } A“

1

En cuanto a almacenar informacién de dicho plano
horizontal, es sumamente sencillo ya que sdlo es
necesario conocer el valor de su coordenada Z.

Si se trata de trazar el plano horizontal que
contenga a una recta (segmento), como é&sta previa-
mente debe ser horizontal para que sea posible la
operacidn, cosa que no ocurrird el los restantes
casos de planos singulares excepto en el de Perfil,
no hay ninguna dificultad en implementar el comen-
tario anterior dibujando el plano horizontal por
cualquiera de sus puntos. Recordemos que tenemos
almacenado de cada recta sus tres puntos trazas,
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por lo cual no tendremos ninguna dificultad en rea-
lizar la operacidédn comentada.

FPlana.Re FPerfil.

Como se ha dicho anteriormente, el caso del
planc de perfil es en todo analogo al del plano
horizontal, ya que si queremos que contenga a una
recta ésta previamente deberd tener el mismo carac-
ter que el plano. Podemos, pues, generalizar los
comentarios hechos para el caso anterior.

8dlo es de destacar el hecho de que en Diédrico,
para tener la completa informacidn de lo que se
encuentra contenido en un plano de perfil, es
necesario recurrir a la tercera proyeccidn, consi-
guiendo asi eliminar ambiguedadesg.
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BElang. De_Canto.

Este caso ya no es tan trivial como los ante-—

riores. Veamoslo primeramente en Diédrico:

el plano « cumple las condiciones de contener a r
y ser perpendicular al plano vertical de referén-
cia. Vemos que las proyecciones verticales de « y r
se confunden, mientras que las horizontales no
guardan ninguna relaciodn grafica especial, sdlo en-
contramos en «’ la peculiaridad de que por ser per-
pendicular al plano vertical de referencia, dicho
%nguio 1o vemos en verdadera maghitud en la proyec-—
cidn horizmontal del plano.

La traduccidn axonométrica de lo anterior es
obvia: '
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Su almacenamiento ya no es el Z o Y constantes
sino que habrad que almacenar la ecuacidn de dicho
plano hallado correctamente. En cuanto a su traduc-
cidn grafica para nuestro uso, antes deberlamos ver
cudl es su utilidad, y en funcidn de ella actuar en
consecuencia.

El uso de los planos de canto no es, normal-
mente, un fin en si mismo sino que es una ayuda en
otra operaciones geométricas, vedmos cuales. Cuando
pretendemos encontrar la interseccidn de una recta
y un plano, el problema ho se resuelve de una forma
inmediata sino que se hace referencia a otro caso
de intersececidn, mas sencillo, previamente re-
suelto. Como veremos en el capltulo 5 dedicado a
los problemas de interseccidn, una vez estudiado el

caso de la interseccidn de dos rectas, al resolver
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la interseccidn de recta ¥y plano interviene nece-

sariamente el concepto de plano proyectante.

Sean r ¥y &« la recta y el plano que queremos in-
tersecar, si por r hacemos pasar un planc B que la
contendga:

By o se cortan segdn una nueva recta £, que por
pertenecer a ambos planos pertenece a [ que a su
vez contiene  a r, consecuentemene r y s son copla-
narias. Dos rectas coplanarias se cortan en un
punto propico o imprdpio, que una vez cbtenido con-
testa al problema propuesto. Como en el razo-
namiento anterior a B no se le ha impuesto ninguna
condicidn restrictiva, nada nos impide que sea un
plano de canto, o proyectante en general, es aste
el que usaremos dada la gran facilidad de su
determinacidn en el Sistema Diédrico:
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Como nosotros no nos serviremos de esta mecanica
para resolver la interseccidn de recta y plano,
sino que hallaremos las coordenadas del punto de
interseccidn analiticamente; sdlo nos queda el pre-
veer la posibilidad de dibujar un plano de canto
como un caso particular de plano perpendicular a
uno de los proyeccidn conteniendo una recta. Es
preciso, sin embargo, tener programado que si el
rlano que se pide es de esta naturaleza el programa
nos conteste graficamente con las trazas de dicho
plano, pues su utilidad consistirad en hacer tanteos
de como puede quedar una figura al ser seccionada
segin una direccidn determinada.

Seria Ytil tener programado en estos casos de
tanteo a los que me he referido mas arriba, la
posibilidad de devolver graficamente la informacidn
de como queda el cuerpo seccionado en las dos

partes del espacio que un ﬁlano limita. De egta
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posibilidad ya hablaremos oportunamente cuando
hablemos de intersecciones, pero viene a cuento co-
mentarlo aqui pues un plano proyectante usado como
seccionador soélo es logico definirlo como conte-
niendo a una direccidn; mientras que en el caso de-
neral de plano se puede definir por tres puntos o

por los angulos que forme con log plancs de proyec—
cidn,

Plano Provectante Horizontal.

Dado que en todo el apartado anterior me he
referido a los planos proyectantes en general y al
de canto en particular, baste con presentar sus
representaciones en Diddrico v Axonoméatrico:

oM
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Notas. v . Referencias.

(1) pag. 101 de la edicidn en castellano de
"Historia de la Matematica" de Carl B. Boyer, tra-
ducido por Mariano Martinez Pérez para Alianza Edi-
torial. 1986. La versidn original data de 1968.

(2) 81 quisidramos que la orden de pertenencia
de un punto a un plano implicara una serie de ope-
raciones graficas en la pantalla, convendria sen-
cillamente programar una serie de operaciones basi-
cas de una forma encadenada prefijada. A esto en
los programas comerciales se le 1llama programar
MACROS. En otro lugar de esta tesis se hablard mas
a fondo del tema, pero quizds sea interesante hacer
un pequefio apunte agui.

En un programa de investigacidn como puede ser
HYPATIA, puede parecer que no es prdopio hablar de
MACROS, pues su significado tradicional es el de
que un usuario pueda programar dentro de un paquete
comercial. Normalmente los programas comerciales
sollan ser cerradog y un usuario lo dnico que podia
ir haciendo era usar ordenadamente las opciones que
se le suministraban. Esta politica no durd mucho
historicamente, ya que de esta forma los creadores
de un programa podlan perder posibles clientes
frente a otros paquetes que haclan menos opera-—
ciones, pero una deﬁerminada de estas operaciones
la hacla mas facilmente que el suyo, cuando de he-
cho no era necesario mids que acoplar varias de las
operacionses que ellos también ofrecian. Dando la
posibilidad, mediante un lenguaje determinado que

normalmente no es el mismo coh el gque se ha creado
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un programa aunque si  parecido, de que el usuario
programase de forma sencilla este acoplamiento,

consegulan que el cliente viera las otras excelen-
cias de su paguete.

El uso de macros en nuestro caso, puede venir
Justificado por la voluntad de emular el sistema de
trabajo de los ordenadores que forman parte de una
red. En estos casos, los ordenadores pueden consul- '
tar librerias como por ejemplo la G.K.S., ya nom-
brada en varias ocasiones anteriormente. En el seg-
mento de los microordenadores considerados ellos
mismos como unidad, esta posibilidad no existe como
tal, pero si un sistema, de CAD que es lo mas ha-
bitual, ofrece la posibilidad de programar MACROS,
de hecho se puede considerar gque el paguete se con-
vierte, en cierta forma, en una libreria a la que
el usuario pueden acudir siempre que lo considefe
oportuno.

Ejemplo: consideremos que nos proponemos hallar
la inferseccién de una elipze con una recta ¥y
disponemos dé un sistema de CAD comercial que nos
permite definir elipses, agrupar entidades e in-
tersecarlas, las entidades, por rectas. El usuario
80lo debe consultar de gque forma se define en el
paquete a la elipse, (soy consciente de la restric-
cidn que esto implica, ver mis comentdrios sobre
AutoCAD al respecto), crearla y una vez la tengamos
en pantalla darle un nombre como entidad e interse-

carla con la recta que nos interese.

Esta forma “hibrida" de programacidn es, a mi

modo de ver, el camino a seguir para consegulir que
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los microourdenadores solucionen los problemas geo-
métricos que nos planteamos, y de la forma que nos
los planteamos. Evitamos de esta forma partir cada
vez de cero y usamos todo el material previamente
creado, aungue no trabaje de la forma que nos in-
teresa. Algo parecido ocurre con el almacenamiento
de la informacidn de un segmento y su forma de
introducirla. Es trabajo del programador preveer
todas las formas de definicidn que el usuario crea
conveniente, para en definitiva, y mediante senci-

llos programas, almacenarlas como estaba
preestablecido.

Borland, una compafiia de origen francés afincada
en los Estados Unidos, facilita 1librerias de
calculo algébrico de forma que =0lo es menester in-
troducirlas en nuestro programa ¥y llamarlas segidn
unas variables determinadas. De hecho esta forma de
trabajar emula el trabajo que se hacla como usuario
de un gran ordenador (mainframe), en cola (batch):
se escribla el programa en el que continuamente se
hacian llamadas a subrutinas ya implementadas en el
ordenador, se enviaba el programa a éste y al cabp
de un tiempo se recibla la respuesta. Todo esto Sé
puede hacer actualmente desde un mismo microorde-
nador, consultando las librerias comerciales o pro-
gramando macros dentro de otros programas.
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