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Everything should be made as simple as possible,
but no stmpler.
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Introduccio

Els sistemes de suspensio-amortiment son dispositius molt utilitzats. Per citar
dos ambits on sén absolutament presents, podem pensar en els sistemes d’a-
mortiment que trobem en tot tipus de vehicles o també en aquells que formen
part de I'estructura de molts edificis, especialment els situats en zones d’alt
risc d’activitat sismica. Essencialment, aquests sistemes estan formats per un
dispositiu viscoelastic o elastic (una molla amb o sense dissipacié interna) i un
dispositiu purament dissipatiu o viscés (un amortidor). Aquests dos elements
estan lligats, a través d’un dels extrems, al dispositiu en moviment (la roda
del cotxe, la paret de ledifici, ...), que es pot pensar com una massa rigida en
moviment sobre la qual s’actuara per tal de suavitzar-ne possibles vibracions,
per exemple.

Per veure amb més detall el funcionament d’aquest tipus de sistemes,
centrem-nos per uns moments en l'exemple de 'automobil. En aquest cas,
el sistema de suspensié-amortiment esta format per una molla, fixada al cotxe
en un dels extrems i a la roda en l'altre (que pensarem com la massa rigida en
moviment), i per un amortidor, que actua sobre la molla a través de la roda.
Quan accelerem, frenem, girem el volant o la carretera és irregular, es produeix
un desplacament en la carrega del vehicle que és compensat pel moviment de
la molla. També s’evita aixi que les rodes perdin contacte amb el terra. El
paper de 'amortidor és el d’oferir resistencia a les excessives oscil.lacions que
produeix el sistema de suspensié (la molla), que per si sol trigaria a aturar-se,
de manera que, a través de la massa de I'extrem, ’amortidor s’ocupa de dissi-
par l'excessiu moviment de la molla i obtenir aixi una conduccié més comoda
i controlada.

Classicament el moviment d’un sistema molla-massa amb dissipacié s’ha
modelitzat mitjancant 1’equacié diferencial ordinaria de segon ordre:

mu"(t) +du'(t) + ku(t) =0 (1)

que és l'equacié de les oscil.lacions esmorteides (vegi’s, per exemple, [20]).
Aquesta equacié modelitza la dinamica d’una molla de coeficient de recuperacié
k > 0, esmorteida per una forca de friccié de coeficient d > 0 i que esta fixa
en un extrem i lligada a una massa rigida m > 0 que es mou, en laltre.
Pero aquest tipus de models no tenen en compte fenomens com ara possibles
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12 Introduccio

diferencies internes en la deformacid, com indica la figura 1, o com la propia
dissipacié interna de la molla (és a dir, pensen la molla com a sistema elastic i
no viscoelastic). Aixo ens portara a proposar una equaci6 en derivades parcials
lineal com a model continu (amb infinits graus de llibertat) per aquest sistema
i més endavant el generalitzarem amb una versié no lineal.

Figura 1: Desplacament del sistema segons una EDO, a dalt, o una EDP, a
baix.

Pero, tot i mirar-nos el problema des d’una optica continua, aquest enfoc no
¢és tan diferent del classic, almenys en alguns casos. De fet, el nostre objectiu
sera demostrar que sota certes condicions un model en equacions diferencials
ordinaries és el limit, en algun sentit, del model en derivades parcials. En el
cas lineal, 'eina per fer aquesta comparacio seran els valors propis dominants
i en el cas no lineal, les varietats invariants exponencialment atractores.

Laresta d’aquesta introduccio esta dedicada als antecedents i a la descripcio
resumida dels principals resultats d’aquesta memoria, ordenats per capitols.

Capitol 1: Modelitzacio i valors propis dominants en el model lineal.
Antecedents.

En el capitol 1 es deduira un model lineal continu per al sistema anterior. El
que tenim és el moviment d'un dispositiu viscoelastic (la molla) que esta fix
en un extrem i que en l'altre esta lligat a una massa rigida en moviment (per
exemple, la roda) a través de la qual actua sobre la molla un dispositiu pura-
ment dissipatiu (I’amortidor). Des d’un punt de vista del model el que tenim
és, essencialment, una equacié que modelitza el comportament a 'interior del
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dispositiu i unes condicions de contorn que expliquen l’accié de ’amortidor a
I'extrem. Tant si utilitzem les lleis fisiques de balang de moviments (seccid
1.1.1) com des d’un punt de vista del que es coneix com a models reologics
(que, essencialment, consisteixen en una discretitzacié del sistema en compo-
nents elastiques i viscoses i que trobarem detallat en la seccié 1.1.3) obtenim
com a model lineal ’equacié segiient:

puy — Eupy — Fhuy, =0, 0<z <L, t>0
w(0,6) =0, t>0
muy(L,t) = —Eu,(L,t) — By w, (L, t) — qui(L,t), t>0

on L és la longitud de la molla, p la seva densitat lineal i m la massa situada
enx = L, F'i Fy son els coeficients d’elasticitat i dissipacié interna de la molla
i g el coeficient de dissipacié de I'amortidor que, com veiem, actua sobre el
moviment de la molla inicament a través de les condicions de contorn. Ens
interessara, pero, escriure I’equacié anterior en variables adimensionals. Aixi,
amb els canvis adequats, veurem que el model lineal quedara com:

Upy — Ugy — QAUger =0, 0 <2 <1, t>0
(2) u(0,t) =0, t>0
utt(]-’t) = —¢€ [ul"(]-ut) + autl‘(]-?t) + Tut(lat)L t > 0

Es tracta d'una equacié d’ones amb dissipaci6 forta (controlada pel parametre
a > 0), condicions de contorn Dirichlet homogenies en = = 0 i dinamiques
en x = 1. Aquest és el model lineal que estudiarem en els capitols 2, 314 i
que pensarem en funcié de tres parametres: o > 0, que prové de la viscositat
interna de la molla; r > 0, que ve de la dissipacié externa (I’amortidor); i
e > 0 que, essencialment sera 1/m. De fet, l'interes principal de dedicar
aquest capitol 1 a la modelitzacié és el de veure que la fisica del problema
porta a considerar (2) com la primera generalitzacié de 'equacié diferencial
ordinaria classica (tot i que aquesta no n’és un cas particular) i també veure
que, efectivament, obtenim dissipacié forta (o de Kelvin-Voigt) i no feble, com
es podria esperar en un primer moment.

Una versié de 1'equacié (2) ja havia estat proposada anteriorment per M.
Grobbelaar-van Dalsen en [19]:

utt—um—utmzo, O<I<].,t>0
(3) w(0,) =0, t >0
Utt(l,t) + Um(l,t) + Utz(l,t) = 0, t > 0

Concretament, 'autora formula en termes d’operadors 'equacié per a = ¢ =1
i r = 0, amb una notacié que sera utilitzada també per nosaltres, i demostra
I'existencia d'un semigrup analitic per a I’'operador associat, sense entrar massa
en la modelitzacio6 o sentit fisic de les equacions i els resultats. Aquesta equacio



14 Introduccio

(3) és el problema més proper al nostre problema (2) que nosaltres hem sabut
trobar a la literatura. En el nostre cas, pero, ens ha semblat important tenir
en compte l'efecte de 'amortidor extern en la modelitzacié de sistemes de
suspensié-amortiment, cosa que s’ha traduit en el terme amb r > 0 a la condicié
de contorn. També és per entendre correctament ’aparicié d’aquest terme que
hem volgut ser curosos en tot el procés de modelitzacio.

D’altra banda, i a diferencia del treball de Grobbelaar, per a nosaltres ha
estat imprescindible fer apareixer els parametres a i € i posar de manifest el
seu significat. I és que, de fet, els nostres resultats tenen a veure precisament
amb els limits del model quan o — 0 0 € — 0.

En el seu treball, Grobbelaar fa referencia als resultats que P. Massat (veure
[25]) introdula pel que fa a lestudi de la generacié de semigrups analitics per
part de determinats operadors semilineals amb dissipacié forta, resultats que
seran utilitzats també per nosaltres en aquest sentit (veure el capitol 3):

Uy + 0 Auyg + Au = f(t,u,uy).

Equacions d’ona amb dissipacié forta, pero condicions de Neumann homogenies,
son estudiats també per exemple en el treball de N. Consul i J. Sola-Morales
[11], des d’un punt de vista de I'estabilitat dels seus equilibris.

La interaccié d'un medi elastic amb una massa rigida és un problema que
apareix en la literatura matematica des de diferents punts de vista. Amb
I'objectiu d’estudiar la control.labilitat del sistema, per exemple, la interaccié
entre bigues i masses rigides ha estat considerada per autors com C.M. Castro
i E. Zuazua (per exemple en [9]). A més, models d’equacions d’ones, pero
amb dissipacié feble (o dissipacié tipus Maxwell) en lloc de la dissipaci tipus
Kelvin-Voigt, units mitjancant masses rigides han estat considerats per A.
Freiria Neves, H. de Souza Ribeiro i O. Lopes (veure, per exemple, [16]),
essencialment interessats en l'estudi del decaiment de les solucions.

Aquest problema del decaiment de les solucions o de I'estabilitat asimptotica
en els sistemes elastics amb dissipacié també ha estat considerat per altres au-
tors, com ara M. Renardy en [31], on analitza I'estabilitat asimptotica per certs
tipus de semigrups Cy, o autors com K. Liu i Z. Liu en [24]. Aquest darrer
treball esta dedicat a l'estudi del decaiment exponencial de les solucions de
sistemes elastics que modelitzen bigues fixades pels extrems i amb dissipacid
del tipus Kelvin-Voigt. També cal dir que en el nostre cas, tot i que 'esta-
bilitat asimptotica no és 'objectiu principal d’aquesta memoria, en el cas de
les solucions del model lineal aquesta sera conseqiiencia de la dissipativitat
de 'operador quan o = 0 i de l'existencia d’un conjunt finit de valors propis
dominants quan a > 0, tal i com veurem a continuacio i, amb més detall, en
les seccions corresponents.

Voldrem comparar ’equaci6 en derivades parcials (2) amb el model classic
(1). Per fer-ho, utilitzarem com a eina els valors propis dominants. La idea, que
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veurem en detall també en el capitol 1, és analitzar I'existencia d'un conjunt
finit de valors propis amb part real estrictament major que la resta. Si aquest
conjunt finit existeix, el comportament de la solucié quan ¢ — oo ve marcat
pel d’aquests valors propis de manera que, en aquest sentit, el comportament
d’una equacié de dimensié infinita tendeix al comportament d’una equacio de
dimensio finita i, per tant, el model en derivades parcials admet una equacié
diferencial ordinaria com a limit.

La formulacié precisa d’aquestes idees es pot trobar en I'apartat 1.2. El
resultat principal (teorema 1.2) ha de considerar-se que esta implicit en re-
sultats ben coneguts de la teoria classica de semigrups analitics, pero ’hem
enunciat i demostrat amb precisio a causa del paper fonamental que tindra en
els capitols segiients.

Capitols 2, 3 i 4: Analisi del model lineal.

L’existencia o no d'un conjunt finit de valors propis dominants per a I’equacié
(2) l'analitzarem per a tres valors dels parametres: o = 0 o molla purament
elastica en el capitol 2, a propera a 0 o molla poc viscoelastica en el capitol 3 i
€ proper a zero, o massa prou gran, en el capitol 4. El parametre de dissipacié
externa r el pensarem en tots els casos estrictament positiu. Aquests tres casos
son rellevants des d’un punt de vista fisic, pero també des d'un punt de vista
matematic ja que cobreixen tota la casuistica que podem trobar en I'estudi de
les equacions limit, com ara veurem.

En aquests capitols es donara un marc funcional on pensar els models. Per
a aixo, es consideraran els segiients espais:

Xy = {(u,7) € H*(0,1) x C, u(1) =+, u(0) = 0} subespai de H*(0,1) x C ;
X, = {(u,y) € H(0,1) x C, u(1) = ~, u(0) = 0} subespai de H'(0,1) x C ;

Xo = {(u,7) € L*(0,1) x C}, queés L*(0,1) x C.

Aquests espais sén espais de Hilbert si els dotem dels productes escalars natu-
rals, tot i que en X; també podem considerar un producte escalar equivalent
(veure lema 2.3). Aixi, els productes esclars que considerarem en X5 i X sén:

((w, u(1)), (v, 0(1))) x, :/0 Uy Uy dv <(u,7),(v,ﬁ)>xo=/0 uvdz + .

Pero quan € > 0 tenim definit un altre producte escalar per X, que ens sera
molt util en molts casos:

1
(0. 0B = [ uwvde + 297
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Tots aquests productes escalars sén productes equivalents als naturals dels
espais on estan definits, tal i com es veu en el lema 2.3. Amb aix0 podrem
escriure I'equacié en derivades parcials anterior com l'equacié d’evolucio:

Vi— AV =0, t €0,00)

on (A, D(Ay)) és I'operador amb domini

DM@:{(gﬁgg)GXQ@&Ju+aMGH%QU}CH

amb H = X; x X, espai de Hilbert amb el producte escalar corresponent, i si

_ ((u,u(1)) aleshores ve definit per
V_(wmwgepm@lll A, ve definit p

B (v,v(1))
AV = <( (U4 V) g, — € (u+ av)p(1) — erv(l) >) |

Es important ressaltar el fet que comptar amb els dos productes escalars equi-
valents en ‘H quan £ > 0 sera fonamental per obtenir alguns resultats d’aquesta
tesi.

En el capitol 2 analitzarem el model quan o = 0. En aquest cas, el domini
resulta ser D(Ag) = Xy X Xj, cosa que també es pot deduir de la definicid
general anterior, i I'operador ve definit per

%v=(<%b—gi88wmn)>

Demostrarem en el teorema 2.4 que Ay és el generador infinitessimal d’un semi-
grup Cy en ‘H comprovant que es tracta d'un operador maximal monoton. En
particular, tindrem garantida ’existencia i unicitat de solucié pel problema de
Cauchy. D’altra banda, des d’un punt de vista del comportament asimptotic
de les solucions, sera important provar la completitud de les funcions propies
de l'operador Ay (teorema 2.9), per la qual cosa caldra usar la teoria d’ope-
radors completament continus de [18], i també el lema 2.11, que enunciem a
continuacio i que es resumeix en la figura 2.

Lema. Els valors propis de (Ag, D(Ao)) tenen part real estrictament negativa.
De fet, existeix C' > 0 tal que —C < Re A < 0V X\ wvalor propi de Ag. A més,
els valors propis s’acumulen en la recta Re A = 0.

Aquest resultat implicara que quan o = 0 no es pugui parlar d'un subconjunt
finit de valors propis dominants ni, per tant, d’'una equacio diferencial ordinaria
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com a limit del model en derivades parcials (corol.lari 2.12). No deixa de ser
curios el fet que no existeixi una equacié diferencial ordinaria limit quan tenim
una molla purament elastica, ja que aquest sembla el cas més semblant al de
la modelitzacié classica.

Tot i no existir una equacié limit de dimensio finita, si podem provar el
segiient resultat pel que fa a comportament asimptotic de les solucions (teo-
rema 2.13 de la memoria):

Teorema. Quan o = 0 totes les solucions tendeizen a zero quan t — o0, pero
existeizen solucions que hi tendeizen tan a poc a poc com vulguem.

En el capitol 3 pensarem en una molla viscoelastica amb poca dissipaci6 (és
a dir, & > 0 pero petit). Des del punt de vista de l'operador, demostrarem
que A, és el generador infinitessimal d’un semigrup analitic en H, tant quan
e > 0 (que és el que suposarem en tot el capitol) com quan € = 0 (teoremes
3.3 1 3.9). Des del punt de vista de I'espectre, cal destacar una eina de la
teoria classica de pertorbacions d’operadors (veure [22]) que resultara fona-
mental i que s’introduira, per primer cop, en la seccié 3.2.1: la convergencia
d’operadors en sentit generalitzat. La idea d’aquest tipus de convergencia és
que dos operadors sén propers quan les seves grafiques son properes en una
certa distancia. Es, doncs, una generalitzacié del concepte de convergencia
en norma per operadors no acotats. En aquesta seccié 3.2.1 es donaran les
definicions i resultats basics d’aquest tipus de convergencia i també el resultat
més rellevant pel que fa a 'analisi espectral de families d’operadors. Es tracta
del teorema de semicontinuitat superior de I'espectre (de [22]), recollit aqui en
el teorema 3.18, que essencialment ens diu que si dos operadors son propers
en el sentit anterior aleshores els seus espectres es poden descomposar, en un
cert sentit que es precisara, de la mateixa manera. Aix0 ens portara a una
certa continuitat dels conjunts finits de valors propis i a una convergencia en
norma de les projeccions associades que anirem veient a mida que ’analisi ho
requereixi.

Com utilitzarem aquesta convergencia generalitzada en 'estudi de ’espec-
tre? La idea, tant en el capitol 3 com en el 4 és la mateixa: es comparara
I'operador amb un operador limit al qual convergira en sentit generalitzat. En
el cas del capitol 3, el nostre operador referencia sera 'operador per a = 0, Ay.
El teorema 3.19 demostrara que A, convergeix a Ay en sentit generalitzat quan
a — 0, de manera que una aplicacié directa del teorema de semicontinuitat
superior de I'espectre ens permetra dir que els valors propis de A, convergeixen
sobre compactes als valors propis de Ay (tal i com es veu en la figura 2), perod
no podrem parlar d’'una convergencia global dels espectres. Aixo ho trobem
recollit en el corol.lari 3.20 i I'observaci6 3.22.

Quan a > 0 una altra cosa que es dira en la seccié 3.2.3, pero que es
demostrara en el capitol 4, és que tenim espectre essencial i que aquest es
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redueix al punt {—1/a}.

A partir d’aqui, que podem dir dels valors propis dominants de ’operador
A,? El principal resultat en aquest sentit és el que hem obtingut en el teorema
3.23, I'enunciat del qual recollim a continuacié.

Teorema. L’operador A,, amb a,e > 0 admet un subconjunt finit de valors
propis dominants si a €s suficientment petit.

En primer lloc, cal tenir present que l'espectre del generador d’un semigrup
analitic esta contingut en un sector. Pero, d’altra banda, conjunts finits de
valors propis de A, tendeixen a conjunts finits de valors propis de Ay, que hem
vist en el capitol anterior que s’acumulen sobre 1’eix imaginari. A partir d’un
cert a hi haura valors propis amb part real major que la resta i seran, per
tant, dominants. De tota manera, aix0o no implica l'existencia d’una equacio
diferencial limit en un sentit global ja que la convergencia dels valors propis de
A, als valors propis de Ag no és global. Aixo fa que el tant el paper de valors
propis dominants com el seu nombre depengui del valor de «;, tal i com il.lustra
la figura 2. Aixi, l'ordre i I’'aproximacié dels coeficients de I'equacié diferencial
ordinaria limit sera qualitativament diferent per a cada valor de a > 0, tal i
com es raonara en les observacions 3.24 i 3.25.

o
o
o

o
o
o

Figura 2: Espectre de Ay a l'esquerra i, a la dreta, convergencia dels valors
propis de A, als de Ay per diferents valors de a.

En el capitol 4 ens tornem a mirar 'operador A, pero des del punt de vista
del parametre € quan aquest és petit. Aixo ho fem perque el cas limit, és a
dir, ¢ = 0 o massa infinitament gran en l'extrem, és un cas en que podem
resoldre I'equacié (2) de manera totalment explicita. De fet, aixd ho aprofita-
rem en l'apartat 4.1 per fer un analisi exhaustiu de 'espectre quan ¢ = 0, i
veurem que esta format per valors propis, pero també per espectre essencial.
Si ens mirem els valors propis, el més destacable és I'existencia d’un valor propi
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dominant doble, que és A\g = 0 (seccié 4.1.2). La resta, és a dir, el conjunt
{A\f n = 1,2,...}, sestudiard en la secci6 4.1.3, on veurem que tenen tots
part real estrictament negativa i que, tot i que els primers estan situats sobre
la circumferéncia de centre —1/a i radi 1/a, els altres sén reals i, a partir d'un
cert moment, es divideixen en dues subsuccessions: una, {A;} que tendeix a
—oo i laltra, {\/'}, que s’acumula en el punt —1/a, tal i com es veu en la
figura 3. De fet, en la secci6 4.1.4 demostrarem que aquest punt és ’espectre
essencial de 'operador quan € = 0 (corol.lari 4.8).
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Figura 3: Esquema de I'espectre quan € = 0.

En 'apartat 4.2 voldrem estudiar 'operador quan ¢ és petit. Per a fer aixo,
pensarem aquest operador com a pertorbacié de l'operador quan € = 0, que
tenim resolt de manera explicita. En termes de ’espectre, en la seccio 4.2.1
veurem que quan € és petit el valor propi doble Ay = 0 es desdobla en dos
valors propis complexos conjugats, A\d (g) i A (€), per als quals trobarem una
aproximacié explicita en termes de €. No passara el mateix per a ’espectre
essencial, que quan ¢ > 0 continuara essent en punt {—1/a} (teorema 4.13).
Una analisi de 'equacié caracteristica dels valors propis i 'estudi del rang
numeric ens permetran un cert estudi qualitatiu per la resta de valors propis
(seccions 4.2.2 1 4.2.4).

Pel que fa a l'existencia de valors propis dominants, la idea sera veure que
les pertorbacions del valor propi doble dominant per ¢ = 0 mantenen aquest
caracter dominant, almenys si £ és prou petit. Per veure aixo utilitzarem els
resultats anteriors i, sobretot, que A,(g) convergeix en sentit generalitzat a
A,(0) quan ¢ — 0 (teorema 4.21), de manera que l'espectre de A,(c) sera
una pertorbacié continua, en un cert sentit, de I'espectre de A,(0). La demos-
tracio d’aquest teorema sera essencialment tecnica. Tot aixo ho utilitzarem
per demostrar el teorema 4.23:

Teorema. Existeix un cert eg > 0 per al qual Uoperador (Aq(g), D(As)), amb
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a >0 fizat i€ < g, admet {\§ (€), Ay (€)} (pertorbacions del valor propi doble
Xo(0) = 0) com a subconjunt finit de valors propis dominants.

Per tant, en el teorema 4.26 obtindrem una equacié diferencial ordinaria limit
si € és prou petit.

Teorema. Les solucions del model en deriwades parcials lineal convergeizen
asimptoticament (en el sentit del teorema 1.2) si € és suficientment petit a les

soluctons d’una equacio diferencial ordinaria lineal d’ordre 2, que en variables
dimensionals és:

mw"(t) + kyw'(t) + kow(t) =0
" 2
_ (& BN pL 1E1  q )\ (rL
= (7ee) =5 (2 () Goees) ()
E 1 (pL 4 (pL\?* ¢ 16\ /pL\?
I 1‘5(%)*5(%) +(45Ep‘%) (E) o

on ara w = u(L,t) i on els parametres de l’equacid son els parametres dimen-
stonals del sistema molla-massa.

o

ko =

Aquesta equacié és del tipus de (1), pero a través del model en derivades
parcials hem obtingut uns coeficients més acurats en funcié dels parametres
del sistema molla-massa.

Amb aix0 acabem l'estudi del model lineal. Des d’un punt de vista global,
és important destacar el canvi qualitatiu de I'espectre que es produeix entre
a = 0, on només podem garantir un semigrup Cp, i @ > 0 proper a zero (i
e petit), on el semigrup és analitic. A part de I'aparicié d’espectre essencial,
quan o > 0 el que tenim son els valors propis continguts en un sector i,
essencialment, situats seguint I'esquema dels valors propis per ¢ = 0. A mida
que « es va fent petit, cada cop tenim menys valors propis com a pertorbacié
dels valors propis per € = 0 que hi ha en l'eix real i més com a pertorbacié
dels de la circumferéencia, que va augmentant el radi i el centre de la qual es va
acostant a —oo. Aixo fa que el sector on estan continguts els valors propis es
vagi obrint a mida que « es va fent petit. En el pas al limit, la circumferencia es
trenca i els valors propis passen a acumular-se sobre 1’eix imaginari, de manera
que ja no estan continguts en cap sector. Hi ha, doncs, un canvi qualitatiu
entre el pas al limit quan @ — 0 i quan € — 0, que si manté 'estructura
de l'espectre. També és important destacar que en aquests capitols ens hem
trobat amb els tres casos possibles des del punt de vista de I’equacié limit: no
existencia, existencia no uniforme i existencia i calcul de 'equacié limit.

Part dels resultats d’aquests capitols, especialment dels capitols 11 4, estan
recollits en el nostre article [29)].
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Capitol 5 i apendix A: El problema no lineal. Antecedents.

En el capitol 5, es proposa una generalitzacié del model en derivades parcials
(2) en el cas en que actui una forga externa en un dels extrems del sistema de
suspensié-amortiment (apartat 5.1). Aquesta forga externa la podem pensar
des d’un punt de vista fisic com un control de retroalimentaci6 i dependra, per
tant, de l'estat actual del sistema. De manera analoga a la del capitol 1, es
deduira ’equacio que, en les variables adimensionals, és la segiient:

Utt(l’,t) — Uxx(ﬂf,t) - autxx(xat) + Ii{ff <u(17t)’ Lj?) = 0
(4) ¢ u(0,t) =0
utt<17 t) = —¢ [Uz + QUi + Tut] (]-a t) - Ii€f (U(]_, t)’ Ut\(/lét))

per x € (0,1), t > 01ion k> 0 sera un parametre del sistema que pensarem
fixat. Es tracta d’'una equacié d’ones no lineal no local amb dissipacié forta i
condicions de contorn dinamiques no lineals en = 1. De nou, ens plantejarem
si té sentit pensar una equacié diferencial ordinaria com a limit del model
anterior. L’objectiu de tot el capitol sera veure que si i per a aixo leina
fonamental seran les varietats invariants exponencialment atractores.

La utilitzacié de les varietats invariants exponencialment atractores per
trobar equacions limit, és una eina que té el seu origen en 'estudi fet per D.
Henry en [21]. Aquestes varietats permeten representar els elements principals
de la dinamica del sistema que s’esta considerant mitjangant una equacio dife-
rencial ordinaria limit. Aquesta teoria ha estat I’origen de molts treballs en els
darrers anys. Per a citar-ne només alguns exemples, esmentem els treballs de
X. Mora i J. Sola-Morales en [26] i el de A. Calsina, X. Mora i J. Sola-Morales
en [3].

El punt de vista que utilitzarem aqui és el que apareix en els treballs de A.N.
Carvalho (veure [5], [6]), els treballs de A. N. Carvalho i A.L. Pereira (veure
[8]) 0, més actualment, en els treballs de A.N. Carvalho i G. Lozada-Cruz en [7]
i V.L. Carbone en [4]. En aquests treballs I'estudi de les varietats invariants
exponencialment atractores apareix per families d’operadors depenents d'un
parametre. La novetat respecte l'estudi de [21] és el fet que la varietat invariant
és la grafica d’una funcié que tendeix a zero en norma C! quan el parametre es
fa petit, cosa que permet obtenir la forma de ’equaci6 diferencial limit d’una
manera molt explicita. Cal dir, pero, que tots els problemes que s’estudien
en les referencies anteriors estan generats per operadors autoadjunts, cosa que
no passara en el nostre cas. De fet, que l'operador A,(¢), a,e > 0, no sigui
autoadjunt sera la dificultat principal del capitol 5, ja que aixo complicara
enormement la demostracié de certes hipotesis necessaries per aplicar la teoria
de varietats invariants al nostre problema no lineal, tal i com veurem en aquest
capitol 5 i també en I'apendix A.
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En l'apartat 5.2 ens assegurarem de l’existencia i unicitat de solucié per
al problema no lineal (teorema 5.4). L’apartat 5.3 sera el principal d’aquest
capitol, ja que estara dedicat a les varietats invariants i a I’equacié limit. En
la seccié 5.3.1 s’introduiran les eines relatives a les varietats invariants expo-
nencialment atractores. El teorema basic per nosaltres sera el teorema 5.6, del
treball de Carvalho i Lozada-Cruz [7] (els detalls de la demostracié els podem
trobar en [4]), 1 que es una generalitzacié de la teoria de varietats invariants de
[21] pel cas de families d’operadors depenents d’un parametre respecte al qual
prenem limits. Aquest teorema garanteix, sota certes condicions en I'opera-
dor i en la no linealitat, 'existencia d'una varietat invariant exponencialment
atractora que, a més, té limit zero en una certa norma C' quan el parametre
tendeix a 0. Aix0 és el que ens permetra escriure explicitament ’equacié dife-
rencial limit. Essencialment, aquest teorema ens garanteix 1’existéncia d’una
varietat invariant exponencialment atractora que tindra limit zero en norma
C! si es reescala el problema no lineal convenientment de forma que enviem a
I'infinit tot I’espectre menys un nombre finit de valors propis. La idea del que
farem en aquest capitol 5, doncs, és la segiient: reescalarem ’equacié (4) con-
venientment respecte el parametre € i provarem que el problema normalitzat
esta sota les hipotesis del teorema 5.6. Aix0 es veura en el teorema 5.9:

Teorema. El model en derivades parcials no lineal admet, si € és prou petit,
una varietat invariant exponencialment atractora:

S ={V=W,Va): Vi =0.(V2) € H}, V> € H3}
El flux sobre la varietat invariant S, ve donat per V (t) = Va(t) +0.(Va(t)), on
Vo(t) és solucid de:

d

A més, o. : H5 — HY satisfa:

(i) tim <sup HUE(VQ)Hg) ~0
¢=0 \ vyeHs

2

(ii) ||oe(Va) — a.(Wa)|le < U(e)||Va — Whlle per a tot Vo, Wy € HS5 i, a més,
liml(e) =0

e—0

Com que F és reqular, també és cert que

sup || Doe(Va)| cias. mz:1.) < 1)
VaeHS

és a dir, o. convergeix a zero en la topologia de C'(HS, Hs; || - ||-) quan e — 0.
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Aquest resultat ens permetra escriure 'equacié diferencial limit quan ¢ — 0
(secci6 5.3.4), que resultara ser I'equacié diferencial ordinaria no lineal d’ordre
2 seglient:

v+ u+kf(u,u’) =0 (5)

La idea d’aquest capitol és aquesta, pero comprovar que el model no lineal
(4) amb el temps reescalat esta en les hipotesis del teorema de varietats in-
variants 5.6 i deduir ’equacio limit seran dues tasques molt tecniques. D’una
banda, tal i com es veura en la secci6 5.3.3, ha resultat convenient demostrar
I'existencia d’una varietat invariant exponencialment atractora en la norma
|| - || si volem utilitzar aixo per a demostrar que I'equacié (5) és 'equaci6 limit
en norma C! del model no lineal accelerat. Aixo vol dir que les hipotesis del
teorema 5.6 s’hauran de comprovar també amb aquesta norma. Aixo i el fet
que certes acotacions que es demanen en aquestes hipotesis hagin de ser inde-
pendents del parametre € quan € — 0, ha motivat ’aparicié de 'apéndix A.
En aquest apendix es recullen resultats de convergencia generalitzada d’opera-
dors i acotacions uniformes de semigrups i un resultat nou, que motiva aquest
apendix i que sera essencial per demostrar 1’existencia d’una varietat invariant
exponencialment atractora en el nostre cas, sera el teorema A.12. A més, en
aquest apendix també es posara especialment de manifest la notable dificultat
afegida que suposa el fet d’aplicar el teorema de varietats invariants 5.6 quan
I'operador no és autoadjunt.

Tot aixo ens permet demostrar 'existencia d’una varietat invariant expo-
nencialment atractora de dimensio 2 si € és prou petit, que vindra donada per
la grafica d’'una certa funcié o.. El fet que o. tingui limit zero en norma C!,
| - |e quan € — 0 sera determinant a I’hora d’escriure explicitament ’equacié
diferencial ordinaria limit. Escriure amb precisié que significa aixo en compo-
nents (seccié 5.3.3) i treballar de manera adequada I’equacié sobre la varietat
invariant (seccié 5.3.4) son les dues coses de caracter técnic que ens permetran
deduir el teorema 5.15:

Teorema. L’equacio sobre la varietat invariant exponencialment atractora de
dimensio 2:
d

5 Vo= Ay (Vo) + P; [Fy (Va +0:(Va))], Va € Hj (6)

convergeiz quan € — 0 en la topologia C* al sistema bidimensional segiient:

% ( Z((ll)) ) - ( —u(1) — :]‘»‘((112(1),@0(1)) > (7)

(on les variables s’anomenaran w(1),w(1)). En particular, si (7) és estruc-
turalment estable aleshores, per € suficientment petit, el flux en la varietat
invariant donat per (6) és topologicament equivalent al flux de (7).
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Com que el sistema (7) es pot escriure com 'equacié diferencial ordinaria no
lineal (5), haurem trobat ja 'equacié diferencial ordinaria limit del model en
derivades parcials no lineal.

Apendix B: Oscil.lacions forgades.

Com a apendix d’aquest treball ja hem comentat els resultats d’analisi funci-
onal de 'apendix A i que s’aplicaran en el cas del model no lineal.

L’apéndix B, part del qual es pot trobar publicat en [28], esta dedicat a
una versié no homogenia del model lineal (2). Concretament, pensarem en el
model que s’obté quan sotmetem el sistema a una forga periddica f(t) = Ae™?,
on A sera 'amplitud de la forca i w en denotara la freqiiencia, aplicada en
I'extrem x = 1. Aquesta forca la podem pensar com un control de cicle tancat,
és a dir, un control que no depen de 'estat actual del sistema, pero també com
una simplificacié (en termes de la transformada de Fourier) del cas general
en qué apliquem sobre la massa una for¢a f(t) € L*(R). El model lineal no
homogeni que en resulta és, en variables dimensionals, el segiient:

puy = EiUpe + Fug,, 0<z<L,t>0
u(0,t) =0, t>0
mutt(Lat) - _Eux(Lat) - Elutr(L7t) - qut(Lat) + Aeth> t>0

El que ens interessara estudiar d’aquest model seran les solucions globalment
acotades i ’eina per fer-ho seran les funcions de transferencia. El resultat més
rellevant sera el concepte d’equacié diferencial limit diferent del que donaven
els valors propis dominants en la primera part de la memoria. En el cas del
model lineal no homogeni, I’aproximacié a les equacions diferencials ordinaries
sera a través dels primers termes de les corresponents funcions de transferencia.
Aixo implicara que una millor aproximacié de la solucié globalment acotada no
s’aconseguira aproximant millor els coeficients de I’equacié diferencial ordinaria
limit, sindé augmentant ’ordre d’aquesta equacié. En altres paraules, I'equacié
d’ordre 3 aproximara millor la solucié globalment acotada que I'equacié limit
d’ordre 2 que és:

(m + %pL) 2(t) + (% + q) 2(t) + <%) 2(t) = Aett

Finalment, inclourem una simulacié de la solucié globalment acotada del mo-
del en derivades parcials i de ’equacié diferencial ordinaria que ens permetra
comparar visualment ambdues aproximacions.



Capitol 1

Modelitzacié i valors propis
dominants en el model lineal

1.1 El model lineal.

Per a fixar idees, pensarem en els sistemes de suspensié-amortiment que podem
trobar, per exemple, en els cotxes (amortidors en general) o també en alguns
edificis per tal d’esmorteir els moviments sismics. Aquests sistemes estan for-
mats per una molla (o dispositiu viscoelastic) i un amortidor (o dispositiu
viscds), que actua sobre la molla a través d'una massa (la roda), situada a
I'extrem, esmorteint el moviment total del sistema: en 1’automobil aixo per-
met un major control i comoditat en la conduccio.

Denotem per u(x,t) el desplacament (posici6é a temps ¢ menys posicié de
referéencia) d’una molla, amb origen x = 0, on esta fixada a una paret immobil.
Es a dir, zo + u(xo, to) és la posicié a temps t = ¢, de la particula de la molla
que en equilibri ocupa la posicio x = xy. I suposem que en x = L, que és
I'extrem de la molla, aquesta esta soldada a una massa rigida m en possible
moviment longitudinal i sense deformacié interna, sobre la qual actuen les
forces viscoelastiques de la molla i les viscoses de 'amortidor, que també hi
esta soldat. El model matematic d’aquesta situacié sera deduit, per dos vies
diferents, en les seccions 1.1.1 i 1.1.3, on s’obtindra el sistema segiient:

Upy — Ugy — QAUger =0, 0 < x <1
(1.1) u(0,t) =0

u(1,t) = —e [uz(1,8) + au(1,t) + ru(1, 1))

on a > 0 fa el paper del coeficient de dissipacié interna de la molla, r > 0 el
del coeficient de viscositat de ’amortidor i € > 0 depen de la densitat, la massa
i la longitud del sistema (vegi’s 'apartat 1.1.2). Observem que es tracta d’una

25
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equacié d’ones amb dissipacié forta tant en I’equacié com en les condicions de
contorn, que sén dinamiques. Aixo ens modelitza la viscositat en l'interior i en
Iextrem de la molla. Aquest model ja va apareixer amb els parametres fixats
amb valors 7 = 01ia =¢ =1 a [l19], tot i que en aquell treball no s’entrava
amb detall en la deduccié del model.

Una generalitzacié d’aquest model consisteix en considerar una forga ex-
terna ®(t) aplicada a la massa. En aquest cas, el model resultant és similar a
I’anterior:

Ugp — Uge — AU = 0, O <2z <1
u(0,t) =0

u(1,t) = —¢ [ur(1,t) + auw(1,t) + ru(1,t) — (1))

Aquest cas s’estudiara en 'apendix B per a un cert tipus de forca externa.
Pero nosaltres ens centrarem, d’entrada, en el cas (1.1).

1.1.1 Deduccid del model: llei de medis continus.

Dins els models dels medis continus més generals que els solids elastics (descrits
essencialment per la llei de Hooke), ens trobem amb els solids viscoelastics, que
és com s’anomenen aquells materials que combinen les propietats d’un solid
elastic (medi continu que, un cop deformat, recupera el seu estat inicial sense
perdua d’energia) amb les d'un fluid newtonia o viscds (veure [13]). Aquestes
propietats es manifesten en major o menor grau depenent de la rapidesa a la
que es faci Pexperiment ([1], cap.3). Les equacions que els governen sén:

a) equacié constitutiva d'un medi elastic en un punt z
oe(0) = Fug(xg)

on o, representa la forca elastica, E és el modul de Young o coeficient elastic
del material i u,, la deformacié relativa del sistema. La forca elastica que actua
sobre el segment a < x < b sera doncs:

b
oe(a,b) = [Bu,)’ = / Fug.dz
a
b) equacié constitutiva per a un medi viscds en

ou(x0) = Eru (o)

on o, representa ara la forca viscosa, F; és el coeficient de viscositat del ma-
terial i uy,, la velocitat de deformacié relativa del medi. Com abans, podem
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considerar la versié continua d’aquesta forca viscosa que actua sobre l'interval
a<x<b:

b
ou(a,b) = [Elutx]g = / By, do .

Per la llei de Newton (balang de quantitat de moviment en medis continus),
la variacié de quantitat de moviment és:

d b

p p(x)udr = o.(a,b) + o,(a,b)

d’on s’obté I'equacié del sistema de suspensié amb viscositat interna:

viscositat de la molla elasticitat de la molla

IO(CL’) U = Er Uy + E g,

En el nostre cas, suposarem una densitat constant en tots els punts del sistema,
de manera que ’equacié queda com:

puy = By Uy + F Uy, (1.2)
La condicié de contorn en z = 0 és:
u(0,t) =0 (1.3)

ja que la molla esta fixa a la paret; i aplicant la versio discreta de la llei de
balan¢ de moviments en el punt x = L, obtenim que la forca total en x = L
(en la roda) és igual a la forca exercida per la molla en x = L més la forca
exercida per 'amortidor en x = L

muy(L) = —0e(L) — 0,(L) — quy(L)
on q representa el coeficient de friccié de 'amortidor. Aixi,

muy(L,t) = —Fu,(L,t) — By u (L, t) — qui(L, t) (1.4)

1.1.2 Adimensionalitzacié dels parametres.

Aplicant un canvi de variable adequat a l'equacié (1.2) aconseguim fixar els
parametres de que depen i fer-los adimensionals, és a dir, sense dimensié fisica.
Aquest és un aspecte interessant que s’utilitza sovint en fisica, ja que és una
manera de saber realment quins parametres influeixen en ’equacié i de quina

manera (veure [32], cap. 1).
Partim de l'equacié (1.2) amb les condicions de contorn (1.3) i (1.4), on els
parametres si tenen dimensio fisica. Efectivament, p és una densitat lineal i,
m mL

per tant, té dimensié [7] (m és la massa i L, la longitud), E té dimensié [%5]
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(on ¢ =temps), E; té dimensi6 [“£] i ¢ té dimensié [2]. Si ho comprovem,
veurem com les dimensions fisiques de les equacions sén coherents.

El canvi a variables adimensionals que proposem és el seglient:

t. JE
P

L

r—— —, {+——

Ara, la longitud de la molla és 1. També proposem el canvi de funcié:

(%
U —— —

L

i, en cas que hi hagi una forga externa,

b ——

)
E
I el canvi a parametres adimensionals és:

E L
L g:p— ’r’:—q

O = —F—, )
vVEp m vVEp

Substituint les dimensions fisiques de les noves variables, les noves funcions
i introduint la notacié amb els nous parametres, veurem que totes aquestes
quantitats ara son, efectivament, adimensionals.

Amb aquest canvi obtenim l'equacié (1.5), on tant les variables com els
parametres han perdut la dimensié fisica: d’alguna manera hem aconseguit
reduir-nos als parametres realment importants, els que en realitat controlen el
nostre sistema:

Uy — Ugy — QAU =0, 0 < x <1
(1.5) u(0,t) =0
u(1,t) = —e [ug(1,t) + au(1,t) + ru(1,t)]
I, en el cas de tenir una forca externa, ens quedaria el sistema segiient:
Upy — Ugy — QAUger =0, 0 < x <1
u(0,t) =0
u(1,t) = —e [up(1,6) + auw(1,t) + rul,t) — O(t)]

Després del canvi de variables, el model ha quedat com una equacié en de-
rivades parcials que depen dels parametres «, € i r, tots ells no negatius;
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concretament, es tracta d'una equacié d’ones amb dissipacio forta (controlada
per «) provinent de la dissipacié interna de la molla en (0,1), amb condicié
de contorn Dirichlet homogenia en z = 0 i una condicié de contorn dinamica
en r = 1, extrem on hi ha la roda, on també tenim un terme de dissipacié
forta (discret) que ve de la molla i controlat, per tant, per «, i un terme de
dissipacié feble controlat per r que ve de I'accié de 'amortidor. El parametre
e depeén del pes, la densitat i la longitud del sistema.

Posteriorment, farem tendir € a zero, deixant a i r constants: en termes
dels parametres dimensionals, aixo s’obtindria, per exemple, prenent limits
per m — oo i deixant els altres parametres constants. Igualment, quan fem
tendir « a zero, el que farem és enviar F; a zero (considerarem una molla amb
viscositat interna nul.la), de manera que « sera I'tinic parametre afectat.

1.1.3 Deduccié del model: models reologics.

En aquesta secci6 seguirem el capitol 6 de Davis ([13]), i Barnes ([1]). Ja hem
vist que eren els materials viscoelastics. La idea dels models reologics mecanics
és simular el comportament dels materials viscoelastics lineals mitjancant la
combinacié d'uns models simples: la molla (spring), que simbolitzara 1’elasti-
citat, i 'amortidor (dashpot), que representara la viscositat. La combinacié
d’aquests models en seérie i/o en paral.lel déna lloc al que es coneix com models
reologics mecanics i pretén ser un model virtual del comportament viscoelastic
del material, que no té perque estar construit per molles i amortidors. En certa
manera, aquests models sén una discretitzacié a unitats elementals elastiques i
viscoses d'un medi continu viscoelastic, portada després a un nivell diferencial
(farem el limit d’infinits sistemes d’aquest tipus). Es una altra manera, en el
fons analoga a la classica, d’enfocar el nostre model. En general, parlem de re-
ologia com la cieéncia que estudia la deformaci6 i flux dels materials (utilitzada
en estudi de plastics, pintures, tintes per impressio ...).

En aquest tipus de models es representa 'elasticitat per una molla (veure
la figura 1.1), que té per equacié constitutiva

o.=Fe, (1.6)

on o, ¢és la tensié elastica o elastic stress, E és el modul de Young (constant
d’elasticitat del material) i ., la deformacié elastica relativa o elastic strain,
tot i que en aquests models o i € sén utilitzats de manera analoga a forca i
extensid (veure, per exemple, [33]).

El comportament viscés es modelitza mitjangant un amortidor, representat
tipicament per un pisté que es mou en un cilindre amb liquid (veure la figura
1.2). La seva equaci6 constitutiva és:

Oy = E1 év (17)
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Figura 1.1: Model purament elastic

on F; és la wviscositat i €, és la velocitat de deformacié viscosa o strain rate

("= d/dt).

E
—

2

Figura 1.2: Model purament viscos

Aquests dos elements es poden connectar en serie o en paral.lel, donant
lloc, mitjangant totes les combinacions possibles, als diferents models. De fet,
aquests dos tipus de combinacions responen a dos fenomens fisics concrets
dels materials viscoelastics (stress relaxation i creeping) (els podem trobar en
[13]), pero la idea fisica és que en 'acoblament en paral.lel, les deformacions
sén iguals i sumem les tensions (veure la figura 1.3), i en 'acoblament en
serie, les tensions elastica i viscosa son iguals i se sumen les deformacions
(veure la figura 1.4). Les possibles combinacions sén infinites, perd veurem
alguns models reologics classics (versié discreta), aixi com la deduccié de les
equacions d’alguns models continus.

1. Model de Kelvin-Voigt. Aquest model consisteix en una combinacio
molla-amortidor en paral.lel (veure [13]), tal i com s’indica en la figura 1.3.
L’acoblament en paral.lel es tradueix a:

€e =€y =€ 1 Oc+o, =0
Com que tenim (1.6) i (1.7), el model de K-V és:
o =FEé+Ee (1.8)

2. Model de Maxwell. Es la mateixa idea que al model anterior, pero
acoblant els dos elements en serie (veure [13]), tal i com indica la figura 1.4
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—— 0 = 0, + 0y

€ =€, =&,

Figura 1.3: Model de Kelvin-Voigt

E=2¢,+¢&,

Figura 1.4: Model de Maxwell

En aquest cas,
O =0y =0 1 €ete, =€

de manera que l'equacié del model de Maxwell és I’equacié diferencial:
o o

==+ = 1.
E+E1 (1.9)

€
3. Equacié d’ones amb dissipacié forta o Kelvin-Voigt continu.

Oiy €

R N S e U S N T

Figura 1.5: Model de Kelvin-Voigt continu

Tenim un material que, a nivell diferencial, el podem pensar com una successié
de sistemes de Kelvin-Voigt acoblats en serie entre ells, tal i com s’indica en la
figura 1.5 (el nostre medi continu es pot pensar com a limit d’aquest sistema
discret). Com que la connexié és en serie, la tensié que suporta cada unitat
interior es dedueix igual per a totes. En el sistema i-essim tenim l'equacié
(1.8):

o; = E1 52 + F g
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Fent balang de forces entre el sistema i-essim i el (i+1)-eéssim tenim que la
forca total aplicada a m; és 0,.1 — 0y, i
d2

m; —= uz(t) =0i+1 — 0

dt?
on u;(t) és el desplagament i-essim. Escrivint la massa en termes de la longitud
i la densitat del sistema, tenim que m; = p; h d’on:
2
a2

La deformacié relativa en un medi discret la podem escriure en termes del des-
placament com variacié del desplacament en el sistema partit per la longitud.
En aquest cas tenim:

pzh (t) = E1 [6.2'4_1 - 51] + K [8,‘4_1 — 81'] .

o — U; — Uj—1
e h
que substituint-ho en 'equacié anterior:
0 2( ) _ g L |tn ! 4 E +1 ! 1
dt dt h h

Si prenem el limit del model diferencial considerant infinits sistemes de Kelvin-
Voigt, el que fem és passar de sistema discret a continu fent que h — 0, de
manera que el limit del quocient en diferencies finites no és res més que la
versio discreta de la segona derivada espacial del desplacament:

Uip1 — 2U; + U1

lim % = (U)o

h—0

quedant I'equaci6 del desplagament en el punt i-essim:
pi (i) = E1 (Ui)oat + E(Ui)za
i, per tant, en qualsevol punt interior del sistema tenim:
p(x) uy(x,t) = By Ugge (2, 1) + F gy (x, 1) (1.10)

Observem que, de fet, es tracta de la nostra equacié abans d’adimensionalitzar
(veure equacié (1.2) ), cosa que ens déna ja una idea de com discretitzar el
nostre sistema molla-massa.

4. Equacioé d’ones amb dissipacié feble o Maxwell continu. L’equacié
d’ones amb dissipacio feble, molt més estudiada que la dissipacié forta, també
es pot deduir utilitzant la teoria de models reologics.

Pensem-ho com un material que, a nivell diferencial, es pot escriure com
una successié de sistemes de Maxwell connectats entre ells en serie, tal i com



Modelitzacio i valors propis dominants en el model lineal 33

Figura 1.6: Model de Maxwell continu

es veu en la figura 1.6 (altre cop pensem un medi continu com a limit d’aquest
sistema discret). En cadascun dels sistemes tenim, de I'equacié de Maxwell
(veure equaci6 (1.9)), que podem escriure com:

.0

També fent balang de forces en una massa m; qualsevol, tenim que la forca
total aplicada a m; és, com abans:

m; ———=
dt?

=0i+1 — 0

d’on, substituint les tensions per la seva expressié anterior, tenim:

pi h dtz( ) E1(5i+1 - 51‘) - fl (Ui+1 - Ui)
. . B d> .
= Ei(iy1 — &) — 5l (i %Ui(t))
. . Eipih
= E1(5i+1 — 62') - 1Ep (ui)ttt

Escrivint la deformacié en termes del desplacament, tenim:

d (Uz‘+1 —2u; + ui—l) E1 hp; ()
- 1 )ttt

i ho(uwi)u = B —
pib i) = Er g5 h E
Dividint per h i prenent limits per h — 0 tenim:

d Elp;
Pi Ut = E; _(uz):m: - ITP

di (ui)ttt

de manera que 'equacié del moviment en un punt qualsevol del sistema és:

FEiplx
p(x) uy = Ey Uggy — 1g< ) Ut

Si volem, integrant respecte t a banda i banda el que tenim és:

Ey by

= = o~ Uggy — F
5 Uy p(:c)u u + F(x)



34 Modelitzacio i valors propis dominants en el model lineal

amb F(x) qualsevol, que podem suposar, sense perdua de generalitat, igual a
zero (veure [13], cap.6). Tenim, doncs, deduida I’equacié d’ones amb dissipacid
feble:

= m Ugy — Ut

5. Equacié d’ones amb dissipacié forta i condicions de contorn
dinamiques: el nostre cas. Ja hem vist que I'equacié amb dimensions del
desplagament en un punt interior del nostre sistema molla-massa és la mateixa
que la del medi Kelvin-Voigt continu, que ens representa la discretitzacié de
la molla com a sistema viscoelastic. Pero ens falten les condicions de contorn.
Pensem doncs en un material tal que, a nivell diferencial, es pugui pensar en
I'interior com una successié en serie de sistemes de Kelvin-Voigt, 1'altim dels
quals esta acoblat en paral.lel amb un amortidor, tal i com indica la figura 1.7.
El sistema esta connectat a una massa en aquest extrem (la roda), que no té
deformacions internes.

Oi, &

%%@%m

A

Figura 1.7: Model diferencial del nostre sistema molla-massa

Aquest sistema té com a equacié del moviment en qualsevol punt interior
I'equaci6 (1.10), en el nostre cas amb densitat constant p(z) = p, i com a
condicié de contorn en x = 0, la Dirichlet homogenia. Falta la condicié en
I'extrem x = L, en la qual només intervenen 1'iltim dels sistemes Kelvin-Voigt
i amortidor (I’accié de la resta de la molla hi és present a través d’aquest
ultim sistema KV, ja que estan connectats en serie entre ells).

Per a fixar els termes, anomenarem o; i ¢; la tensié i la deformacié en
I"iltima component de KV, que tindra llargada h. Com que, de fet, o; és la
tensié total de la molla (connexié en serie), 'anomenarem o) ; per contra, la
tensi6 i deformacio en 'amortidor seran, respectivament, o4 i €4. El sistema,
de longitud total L esta connectat en aquest extrem a un massa m. L’equacid
en la component KV és:

On = E g + E1 El
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i la de amortidor:
TA = NAEA

Com que la connexi6 entre ells és en paral.lel, tenim que les tensions se sumen:
oA+ oy =0

I les deformacions les podem escriure en termes del desplacament, com en els
casos anteriors, pero ara ¢; i €4 sén deformacions qualitativament diferents.
Per una banda, ¢; és la deformacio relativa a nivell diferencial del sistema
i-essim (variacié de desplagament partit per longitud del sistema) i, per tant:

Ui — Uj—1
h

Pero 4 és la deformacio relativa de 'amortidor: com que té una sola compo-
nent, la variacio del desplacament és, en aquest cas, el desplagament en x = L
menys el desplacament en z = 0, que és nul:

u(lL)
L

g, =

EA =
Per tant, en termes de u(z,t), les condicions de contorn queden:

d L i Ui d (u;—u;
OZUAHM:,?A_(M)Mwwl_(w)

dt\ L h dt h
Com que tenim la massa a I'extrem ¢ = —m uy tenim:
U — Ui—1 | NA d (u; —ui—q
— _|p2— it 4 J O At
o= 2 B (25|

Prenent limits per a h — 0 (passem al medi continu), tenim la versi6 discreta
de la primera derivada espacial:

. Ui — Uj—1 _
iy (252 = o
Aixi, la condicié de contorn queda:
na
mug(L,t) = — (Eum + B+ By um> (L, 1)

on n4/L és el coeficient de viscositat de 'amortidor, és a dir, el que nosaltres
en la condici6 de contorn dimensional (1.4) en déiem ¢. De fet, observem que
amb aquesta notacid, hem obtingut exactament la condici6 (1.4).

6. Generalitzacié del cas anterior: la viscositat i ’elasticitat depenen
del punt. En aquest cas, tindrem una viscositat (E7); i una elasticitat F;
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dependents del sistema on ens trobem: aixi, la discretitzacié també s’haura de
fer en aquests coeficients. L’equacié en la component de Kelvin-Voigt i-essima
és:

o; = Ez g + (El)z 51
Per tant, despés d’aplicar el balang de forces de sempre entre el sistema i-essim
iel (i+1)-essim, tenim:

dQUi d Uj41 — Uy Uj — Ui—1
i h = — |\ (B)ipr——— — (B)i————
L I (e s i K
Uj41 — Uy Ui — Ui—1
E; —F;
+ Eit1 i h

Observem les seglients aproximacions discretes, per diferencies endavant dos
cops:

(E1)iv1 (Ua)ivr — (Ev)i (ug)i

(B (7) ug)e = }1113(1) A
U; — U; U; — Uj—
. (El)i-l—l% - (EI)ZT:L
T h

Per tant, de fet el que teniem si fem limits per h — 0 és:
plr)uy = (Er(z) ug)ar + (E(2) u)
que desenvolupada és la nostra, pero amb dos termes afegits:

p(x)uy = E1(2) Ugar + (E1)2(2) gy + E(x) Ugy + Ep(x) uy

1.2 Valors propis dominants i reduccié a equa-
cions diferencials ordinaries.

Considerem I'equacié d’evolucid
d
—x
dt

on B és un operador en un espai de Banach X amb espectre o(B).

(t) = Ba(t) (1.11)

Definicié 1.1. Suposem que o(B) conté k valors propis aillats, de multiplicitat
algebraica finita, Ay, ..., A\, (repetits segons la multiplicitat) i que existeizen
dues constants wy, wy € R tals que

Red<wy <wy < ReX; Vi=1,...k,V\e O'(B) N {/\17---7/\k}

En aquest cas direm que 'operador B admet un subconjunt finit de valors
propis dominants {\,--- , \;}.
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Quan tenim aquesta situacid, podem separar I’espectre en dues parts o1 i 09
(en l'apartat 3.2 tractarem aquest tema amb més detall), on oo = {A1,- -+, \x}
i0, = 0(B)~{A, -+, \}, de manera que o(B) = oy Uoe. A aquesta
descomposici6 de l'espectre va associada una descomposicié de l'espai total X:

X=X 0 X,

essent 'operador B invariant sobre cada subespai. Aixi, 'operador B restringit
al subespai Xj, que denotem per B; = Bly , és un operador de dimensié
infinita; i By = Bly,, la restriccié de B al subespai X», és de dimensi6 finita. 1
els espectres sén o(By) = 01 i 0(By) = 09. Amb aquesta notacid, tota solucid
de (1.11) es pot escriure com:

on x1(t) € Xi 1 xo(t) € X5, De fet, si ens mirem les equacions d’evolucié
donades pels operadors projectats By i By tenim, per una banda, que xo(t) és
solucié de:

% xo(t) = Bgxa(t)
que, com que Bs és de dimensio finita, és una equacié diferencial ordinaria de
solucié zo(t) = eP2t24(0). Per l'altra banda, 'operador de dimensié infinita
ens dona 'equacié d’evolucié:

d

pr x1(t) = By x1(t)

que té per solucié z1(t) = eP1? z1(0).

Suposem a més que 'operador B és generador infinitessimal d’un semigrup
analitic. En aquest cas, també ho sera 'operador By, de manera que podem
acotar les solucions de la manera segiient:

lz2 ()] = [le®* 21(0)]] < Mye ||z, (0)]],¢ = 0 (1.12)
ja que By genera un semigrup analitic i Re A < wy VA € oy, i
lz2 ()] = lle™ " 22(0)]| = My e ||lz2(0)]], t >0 (1.13)
ja que By és de dimensid6 finita i Re A > wy VA € 05.
En aquestes condicions tenim el resultat segiient:

Teorema 1.2. Suposem que B és un operador de dimensio infinita, que ge-
nera un semigrup analitic i que admet un subconjunt finit de valors propis
dominants. Sigui x(t) = x1(t) + x2(t) solucié de 'equacié d’evolucio (1.11),
amb x1(t) € X1 i x2(t) € Xa, amb condicions inicials x(0) = x1(0) + x2(0) 4
x9(0) # 0. Llavors, es compleix que:

o Iz = 20

=0
im0 [lz(d)]]
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Observacié 1.3. En aquest cas, és raonable dir que [’equacio d’evolucio de
dimensio infinita ' = Bx té com a limit quan t — oo [’equacid diferencial
ordinaria xl, = By x3.

Aquest és un resultat que es dedueix de la teoria classica de semigrups
analitics, pero el paper fonamental que tindra en els capitols posteriors fa que
I’enunciem i el demostrem amb precisié.

Demostracio. Observem abans de res que, degut a 'equivaléncia de normes,
tenim la relacié:

Cr (lzall + [lz2ll) < [lefl < Co (]l + flz2]])

Aixi,
o) —m®l . m@l el
lz@I = Cu (lza @] + llz2(B]]) — Cullz2(2)]]
Per les desigualtats (1.12) i (1.13):
lzi @O Mie lza O _ Miflz O o —wnye

Cy lz2(t)|| = Cy Mae2|zo(0)|| — Cy Ma||z2(0) ‘

Com que wy < wy, tenim e@1—«2)? — 0, de manera que:
—00
t) — t
() — w0

=0
=0 lz(@)]



Capitol 2

Mbolla elastica perfecta o o =0

Ens fixarem ara en el cas a = 0, és a dir, considerarem nul.la la viscositat de la
molla (no tindra dissipacié interna). Es tracta doncs de I'estudi de I'equacié:

([ Uy — Uy =0, O0<a<1, t>0
u(0,¢) =0, t>0
(21) Utt(17t)+€um(1,t)+€Tut(1,t):0, t>0

u(z,0) = ug(x), w(x,0) =vo(z), 0<z<1

[ u(1,0) =7 (= uo(1)), u(1,0) = p (= vo(1))

on hem afegit ara les condicions inicials i on u = wu(z,t), t € [0,00) i els
parametres adimensionals € i r sén estrictament positius (per tant, si tindrem
dissipacié provinent de I’accié de 'amortidor) i fixats en tot el capitol. Volem
un marc funcional on plantejar-nos aquesta equacio.

2.1 Plantejament funcional.

Definicié 2.1 (Brézis, [2]). Sigui T : D(T) C X — X un operador lineal no

acotat en un espai de Hilbert X. Direm que és un operador monoton si
Re(TV,V)x >0, VV € D(T)

I sera maximal monoton si, a més, R(I +7T) = X.

Voldrem escriure I'equacié (2.1) com una equacié d’evolucié del tipus:

d
—V —AV =0 te |0
dt 0 ) 6[700)

V(0) = Fy

39
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on 'operador (—Ay, D(Ap)) sera maximal monoton (alguns autors, per exemple
[27], parlen d’operador dissipatiu). El teorema de Hille-Yosida (o de Lummer-
Phillips, amb l'altra notacid) ens garanteix que, sota aquestes hipotesis, A
genera un semigrup continu de contraccions (veure [2] per més detalls).

Seguint el plantejament i la notacié de [19], definirem l'operador de la
manera segiient. En general, per a :

- (fe) ) o

definim:

= (S8 Ve )+ V0 =5= ((E10))

Aixt, per a
v=( )

i 'Ag i Iy anteriors, I'equacié d’ones inicial es pot escriure com una equacid
d’evolucié del tipus que voliem. Pero cal definir els espais on viuen aquests
elements. Per a fer-ho, ens cal primer definir uns espais base, que denotarem
per Xy, X7 1 Xo, on:

Xy ={(u,7) € H2(0, 1) x C, u(1) =, u(0) = 0}, subespai de HQ(O, 1) x C,

X, = {(u,y) € H'(0,1) x C, u(1) =+, u(0) = 0}, subespai de H'(0,1) x C,
Xo = {(u,7) € L*(0,1) x C}, que és exactament L*(0,1) x C

Considerarem en X; i X els productes escalars segiients:

(). o) = [ wTode i (), 00, = [ unde + 97

Amb aquestes definicions, els espais naturals on pensar I'operador i el seu
domini sén:

D(Ao):XQXXl CH on H:X1XX0
i 'H és un espai de Hilbert amb el producte escalar:
(w1, Ul(l))) ((Ulavl(l))) > /1 - /1 - 3
, = . L dr + woUp dx +
< ( (uO’%) (U07ﬁo) y . (Ul) (Ul) ; 0Vo Y080

Pero quan ¢ > 0 esta fixat, tenim una norma equivalent a l’anterior que ens
sera 1til en molts casos i que es defineix a partir de

1
(0. @B = [ wvde + 297
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i, per tant,

(u,ur (1)) (v, v1(1)) /1 - /1 - 1l =
’ , ’ = U1 )z (1) dx + uoUp dx + —
< ( (Uoﬁo) (Uo,ﬁo) c 0 ( 1> ( 1) 0 070 5%60
Observacié 2.2. Quan € > 0 1 esta fivada, tenim dues normes possibles que
son equivalents entre elles de manera no uniforme en €, pero quan € = 0 només

té sentit la primera norma, || - ||». Poder utilitzar una norma o Ualtra, segons
ens convingui, sera important en aquest treball.

Lema 2.3. Els productes escalars que hem definit en Xy © Xy son equivalents
als productes habituals en H' x C i L? x C, respectivament.

Demostracid. a) Sigui u € H'(0,1), u(0) = 0. Vegem que
1 1

/ lu|? dz < C/ lug|? dz amb C > 0
0 0

En particular, en aquest espai, les normes || u || g1 1 || ug ||z2 s6n equivalents.

Efectivament. Recordem que C1(0,1) = H'(0,1) C C[0,1]. Podem prendre
una successio i, € C(0,1) que aproximiu € H*(0,1), u(0) = 0. En particular,
si T' és 'operador traga, tenim:

H T’&n —Tu HL1(8[0,1]) S ” an — U HH1—> 0

d’on @,(0) — 0. Prenem ara u,(z) = t,(z) — @,(0). Tenim u, € C(0,1)
iu,(0) =01, com que @,(0) — 0, també és cert que u,(zr) aproximen u en
H'(0,1). Per a aquestes funcions podem escriure:

d’on tenim que || u, |[z2 <|| !, |22 i, en particular, es compleix I'enunciat per
a aquestes funcions:

I un |22 < || ), |22, Vun € CH0,1), u,(0) =0
i, per tant:
| un || < C ||, |2, Vu, € CHO,1), u,(0) =0

Utilitzant aquesta acotacid, ho veurem per a les funcions que ens interessen,
ja que:
[u g <l un =g + || un [l

< —ullme +C [l 2 < un —w g +C [, —u' [z +C |0’ ||z
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Prenent limits per n — oo, tenim ja que:
lullm< C | u'|r
b) Per tant, el producte escalar habitual de H! x C:
1
C(uu(1), (0, 0(1)) dirac :/ (T + uyT,)dz + u(1) (1)
0
és equivalent a:
1
{(uyu(1)), (v,0(1)) ) = / waTode + (1) o(1)
0

quan u(0) = v(0) = 0. Ens queda veure 'equivaléncia amb el producte escalar

a Xj. Pero,
1 1
[ < [P+ P
0 0

1
Tornant a usar aproximacions tipus u,(z) s’obté que | u(1) |< < fol |ux|2> g

d’on . .
[l s P < 8 [
0 0
c¢) Comprovar que la norma a || - [|(x,:-) equival a la de L* x C és directe per
e>0. O]

Teorema 2.4. L’operador (—Ag, D(Ag)) és mazimal monoton en H amb el
producte escalar (,)..

Demostracio. a) Vegem primer que —Ag és monoton, és a dir, que:

Re(—=AV,V). >0, VV = ( ((ZZ‘((B)) ) € D(Ay)

Només escrivint qui és 'operador i integrant per parts tenim:

R€<_A0Vva V)e -

= Re [((_U7 —U(l)), (ua u(l)) >X1 + < (_uéma guw(l) + 57”1}(1)), (U7U(1)) >(X0;€)] -

1 1
]_ -
= Re {/ _Umu_:pdx + / _ux:rﬁd'r + g (8u$(1> U(1> + €T|U(1>‘2) =
0 0

=7rv)]* =0

d’on tenim que, efectivament, — A, és monoton.
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b) Ens falta veure que —Ay és maximal monoton, és a dir, que també es
compleix que R(—Ag + Id) = H o, en altres termes, que

VE = ( (f(’g{g))) ) eH, IV = ( ((ZQ&(B)) > € D(Ay)

tal que V' — AyV = F. Si ho escrivim, tenim que s’ha de complir que:

(u7u(1)) <_U7 _U(l)) _ (f7f(1))
( (v, 0(1)) ) i ( (—Uag, €us(1) +erv(1)) ) a ( (9,) )
Igualant terme a terme, voldrem v € H%(0,1) i v € H'(0,1) tals que:

u—v=f
V—=Uge = ¢
v(l) +euy(l)+erv(l) =0

amb u(0) = 01iv(0) =0,1iamb f € H(0,1), g € L*(0,1) i b € C donades.
Usant la primera relacid, expressarem l’anterior sistema en termes d’una sola
variable:

_uzx+u:g+f
v=u—f =
cup(1) + (67 + Du(l) = b+ (er + 1) f(1)

onu € H*(0,1) iu(0) =0. Simplifiquem la notacié d’aquesta equacié diferen-
cial de segon ordre en u i denotem:

3 b

= = 1
14er’ § 1+87’+f( )

h=g+f €L* m

de manera que 'equacié diferencial ordinaria queda:

{ —Uge + U =h
mug (1) + u(l) = s

Amb aquest canvi de notacié i fent encara un altre canvi de variable que és

w=u-— x, 'equacié que, finalment, resoldrem és:

+1

—Wee +wW=nh
(2.2) w(0) =0
mwg(1) +w(l) =0

onh=~h—
m +

resulta directe veure, aplicant teorema de Lax-Milgram, que (2.2) té soluci6 i
és tinica. Amb aix0 tenim ja demostrat que — A, és maximal i monoton. [

7% € L?iamb w € H% Escrivint I'equacié en aquesta forma,



44 Molla elastica perfecta o o =0

Observacié 2.5. El teorema de Hille-Yosida (veure, per exemple, [2]) ens diu
que Ay genera un semigrup continu de contraccions e°t en H. En particular,
per a tota condicid inicial Fy € D(Ag) tenim existéncia i unicitat de solucio
per al problema:

d
vV AV =
dtv oV =0
amb V(0) = Fy. Aquesta solucié V és C' ((0,00); H) i C°((0,00); D(Ap)). A

més, el teorema també ens acota en norma les solucions 1 tenim:

= [[AV(®)[le < [[AV(0)]c, VI =0 .

£

VOl <Ol @ |5V

En el cas que Fy € H pero Fy ¢ D(Ay) aleshores la solucié V és C° ((0,00); H)
1 €s una solucio feble. En aquest cas també es compleix que:

V@l <[[V(0O)lle vE= 0.

Aquest tipus d’acotacions ens seran 1tils posteriorment.

2.2 Estudi qualitatiu de les solucions.

Mitjancant I'estudi dels valors propis i les funcions propies generalitzades de
I'operador (Ag, D(Ap)), veurem que quan o = 0 no podrem parlar d’un con-
junt finit dominant de valors propis. En particular, quan la molla és elastica
perfecta ’equacio en derivades parcials no es comportara, en el limit, com una
equacio diferencial ordinaria. Pero tot i aixo, ’estudi ens permetra veure que,
en aquest cas, totes les solucions de I’equacié tendiran a zero quan el temps es
fa infinit (perque la part real dels valors propis sera sempre estrictament nega-
tiva) i que hi haura solucions que aniran a zero tan lentament com vulguem.

Voldrem estudiar solucions del tipus
u(z,t) = eMu(x) (2.3)

és a dir, ens interessem pels valors propis i les funcions propies de 1'operador
Ap. Veurem que les combinacions lineals de les funcions propies generalitzades
son denses en H i quines conseqiiencies té tot aixo.

2.2.1 El conjunt de funcions propies de A; és complet

en H.

Ho veurem seguint la teoria d’operadors completament continus de [18], capitol
V.10. Abans d’aplicar el resultat de densitat d’aquests autors, cal definir alguns
conceptes que apareixen en aquest llibre.
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Definicié 2.6. Sigui K € X, un operador completament continu en un espai
de Hilbert X. Anomenem s-nombres de ['operador K als valors propis de
Voperador Ky = (K* K)% € Yoo, que numerarem en ordre decreizent tenint en
compte la multiplicitat:

s;i(K) = XN(Ky), (j=1,2,...17(K,) = dimR(K,))

Aquests s-nombres tenen un conjunt de propietats en les que no entrarem
(veure [18]).

Definicié 2.7. Denotem per X, el segiient subespai d’operadors completament
continus

Y, ={KeXstq Zs?(K) < o0}
j=1

Teorema 2.8 (Gohberg, Krein [18]). El conjunt de funcions propies ge-
neralitzades de l'operador A = T + K és complet en 'H sempre que T sigui
autoadjunt 1 amb espectre discret © K pertanyi a algun X, .

El que farem és demostrar que un cert operador A, que no sera exactament
Ag pero gairebé, esta dins les hipotesis d’aquest teorema. L’operador que
considerarem sera un gir de I'anterior, concretament A = ¢ Ay, de manera que:

AV =4 <<(/558))§> - ((mm, _iiiz;iﬁgll)igrv<1>>) ¥V € D(Ao).

Teorema 2.9. El conjunt de funcions propies generalitzades de Ay és complet

en 'H.

Demostracid. Ho demostrarem veient que les funcions propies de A formen un
conjunt complet en H. Aquest nou operador A és convenient descomposar-lo
com AV =TV + KV on:

P (Grett)) = (o 550
representaria I'operador derivades, i:
F () = (o )

seria 'operador de constants. Només cal veure que, amb aquesta descompo-
sicio, estem dins les hipotesis del teorema de Gohberg i Krejn.

1. Per veure que T és simetric hem de veure que

(TV, W) =(V, TW).
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per a qualssevol V — (EZ ZS;;) W= (((Z:Z”((ll));) € D(A) C H. Per

comprovar la simetria d’aquest producte 'inic que cal és integrar per parts.

2. Vegem que T és autoadjunt i que o(T) és discret. La idea és que trobarem

T —*, operador acotat de H en H i veurem que és compacte. Com que coneixem

Pestructura dels valors propis d’un operador compacte i els valors propis de T

sén els inversos dels valors propis de T, aquesta estructura es mantindra.
Comencem trobant l'invers de T'. Partint de Pexpressié de T,

() ()

N J/ [

-~

€ D(A) €H
podem invertir formalment l'operador i tenim:

(L) (i)

J/

~~ ~~
€

€ D(A)

on ara w, z i (3 estan donades i u és la solucié del problema:

(2.4) u(0) =0
—icuy(l) =0

Es pot comprovar que T o T~' = Idy , T™' o T = Idpay. I es pot

comprovar que 'operador invers esta ben definit, és a dir, que el problema

(2.4) té solucié i que la imatge de 'operador invers esta realment en D(A).
Volem veure que 7' € L(H,H): hem de trobar C' > 0 de manera que

o= (i) <] ()
T (%’;ﬁg”) = /01 |ug| 2 dz + /01 w|? dx + §|w(1)\2

H ((w(ﬁﬂg))) ) :/01 w,|* dv + /01|z|2dq; + %!W

Per a veure-ho, farem una serie d’acotacions independents: acotarem cadascun
dels tres termes de I'esquerra per algun dels termes de la dreta.

€

on:




Molla elastica perfecta o oo =0 47

1. w verifica (2.4), de manera que:

1 1
/ Ugpy U = / —1zu
0 0

i, d’altra banda, si integrem per parts la primera expressio tenim:

1 1 .
/ Upy U = —/ |ugc\2 + ﬁu(l)
0 0 €

Ajuntant les dues coses i prenent moduls, tenim:

< Bawr o [l 25)

Si ens mirem 'iltim terme de (2.5), podem acotar-lo per:

[ [5(@Rr + )

on ¢, de moment, és qualsevol real positiu. Tornant a (2.5), tenim:

1 2 1
c
/ ug | < —|ﬁ||u(1)| + 5/ 2> + / Jul?
0 € 0

Perdo u € H' i u(0) = 0, de manera que, pel lema 2.3 existeix M > 0 que
compleix fol lul> < M fol |u,|*. Utilitzant aquest resultat, es té que:

(1-55) [t < Day + 5 [

: M 1
Escollim ¢ de manera que | 1 — — | > 0, com per exemple 1 — — = —.
2¢? 2¢2 2

Aixi:

1 2/3| 1
/0 uaf? < == u(D)] + M/O 22 (2.6)

Aquesta mateixa idea I’aplicarem per a acotar lu(1)], que és el que encara
ens molesta en la desigualtat. Com que u(0) = 0 tenim:

=1 [l < [0 w</ v [ gt

on d s’haura de determinar. Substituint-ho en (2.6) i triant d tal que
2
(1 — ﬂ) > 0 (per exemple, d* = 281

ed?
/|m &) 2M/|P 2.7

) tenim que:
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( (w, w(1)) )
(2,0)
exemple, usant altre cop el lema 2.3:

1 1
|l <3 [P (2.8)
0 0

3. Ens queda per acotar 1|w(1)]>. Perd només utilitzant la desigualtat
d’Schwartz, tenim:

2. Acotem ara fol lw|? per algun dels termes de Per

£

amb M > 0.

mmPgAmﬁ (2.9)

Per tltim, només cal ajuntar les desigualtats (2.7), (2.8) i (2.9) i prendre
4 ~ 1
C = max (—,2M,M+—) >0
€ €
per a tenir la desigualtat que voliem:
7 1)) (w, w(1))
T 1 (w7w< ) < O H < )
H ( (27 ﬁ) e o (’27 ﬁ)

de manera que 7' ~! és un operador acotat en H.

£

Amb aixd no només hem vist que 7' és simetric sino també que és autoadjunt.
Vegem ara que T 1 és compacte. Sabem que T~ ! & L(H,H) i que aixd
equival a que T~' € L(H,D(A)). Com que la inclusié de D(A) en H és
compacta, I'operador:

T7':H—DA) —H

és un operador compacte. Com que l'invers d’'un operador compacte no té
espectre essencial i que el seu espectre només consisteix en valors propis aillats
i de multiplicitat algebraica finita (veure el capitol I11.6.8 del [22]), deduim
que el conjunt de valors propis de T és discret.

Per veure que Poperador A esta dins les hipotesis del teorema de Gohberg
i Krein només ens queda veure que K € X, per a algun p < oo. Teniem

I'operador:
% I (uvu(l)) _ (070)
fv = () = (o0 S ray
Observem que el rang de Poperador és, de fet, C. En particular, K és un

operador de rang finit i, per tant, compacte. De manera que ja es compleix la
primera condicié: K € Y.
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Per a veure que, a més, pertany a algun X, hem de veure com sén els

S- nombres de K o, el que és el mateix, els valors propis de l'operador K,
(K*K) . Ens cal, doncs, I'adjunt de K, que és:

£ () = (0.2

& (Goattn) = (0. 550in)

Altre cop ens trobem amb un operador amb rang isomorf a C. En particular,
aquest operador H tindra un sol valor propi, de manera que K té un tnic
s-nombre s1(K) = ||K|| (propietats dels s-nombres, veure [18]). Per tant,

Per tant,

D SUE) = [|K|P < 0o Vp < oo

J=1

de manera que K € Y, Vp < oo, que és el que voliem demostrar.

Hem vist que es complelxen totes les hipotesis del teorema 2.8 per a 'ope-
rador A: el conjunt de funcions propies generalitzades de A és complet en H
i, per tant, també ho és el de 'operador Ay = —iA. O

2.2.2 Valors propis i comportament asimptotic de les
solucions.

Una conseqiiencia immediata de la completitud del conjunt de funcions propies
de Ay en H és el nombre de valors propis de Ag.

Lema 2.10. L’operador (Ao, D(Ayp)) té infinits valors propis. A més, ni ells
ni cap parcial no s’acumulen en cap punt finit.

Demostracio. La idea és analoga al que hem fet per veure l'estructura dels
valors propis de T, en la demostracié del teorema 2.9: veurem que Ay és
invertible i que I'operador invers és compacte, de manera que els valors propis
de Ay, igual que els de Ay", tindran multiplicitat algebraica finita. Perd com
que les funcions propies sén completes en H, espai de dimensié infinita, I'inica
manera que les dues coses siguin possibles (valors propis amb multiplicitat
algebraica finita en un espai de dimensio infinita on les funcions propies hi séon
denses) és tenir un nombre infinit de valors propis.

Vegem qui és Ay*. Si recordem la definicié de Ag, podem invertir formal-
ment ’operador, obtenint:

w (0)) - (i)

€H € D(Ao)
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on w, z i (3 estan donades i u és la solucié del problema:

euy(l) = +erw(l)

Aquest problema és practicament el (2.4), que tenia solucié a 1’espai on voliem.
Aixi es veu que que Ag és invertible. Treballant de manera analoga que amb
T 1, podem veure que és un operador acotat de L(H,H) i, per les inclusions
entre els espais de Sobolev, és compacte (veure demostracié del teorema 2.9).

Com que tenim infinits valors propis i ho sén d’un operador compacte,
tenim o,(A4y"') — 0 i, per tant, 0,(A4y) — oo, amb el que es demostra que els
valors propis de Ay no s’acumulen en cap punt finit. l

Vegem, pero, com sén aquests infinits valors propis i com influeixen en el
comportament asimptotic de les solucions.

Lema 2.11. Els valors propis de (Ao, D(Ao)) tenen part real estrictament
negativa. De fet, existeix C > 0 tal que —C' < Re X < 0 V X\ wvalor propi. A
mes, els valors propis s’acumulen en la recta Re\ = 0

Demostracio. Considerem ’energia:

e [! 2 e [! 2 1 2
E(u(z,t)) = 3 i |ug| “dx + 3 i |ue| © dx + §|ut(1)|

De fet, aquesta energia és un multiple de la norma en H, pero la podem pensar
com l’energia total de la molla (els dos primers termes corresponen a energia
cinetica més la potencial) i l'energia (cinetica) en la massa, que és I'iltim
terme. Si derivem aquesta energia respecte t, i 'avaluem sobre u(x,t) solucié
de (2.1) tenim que:

dE (u(x,t))

o = —er|uw(1)|* <0

on queda demostrat que el sistema és dissipatiu (observem que si u(z,t) és
solucié de (2.1), u(x,t) sera solucié del problema conjugat).

D’altra banda, si avaluem l’energia sobre solucions del tipus que busquem
(recordem, u(z,t) = e} u(x)) tenim:

At orext (€[ 2 e [ 2 A’ 2
E(e*u(zr)) = e 3 ||~ dx + 3 |\u|*dx + 5 lu(1)|
0 0
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que, derivat respecte a t:

dE(e*u(z))
dt

e [ 2 e [! 2 BN 2
on Ey = 5/ || = dz + 5/ |Au|®dx + 7|u(1)\ ) > 0
0 0

Pero acabem de veure que la variacié de I'energia decreix sobre les solucions
de (2.1), cosa que for¢osament implica que Re A < 0.

El mateix tipus de demostracié ens permet veure que aquesta part real és
nul.la dnicament si A = 0 (perque cal que u;(1) = 0), que no és valor propi.
Per tant, Re A\ < 0 V \ valor propi de Aj.

Per a veure que la part real dels valors propis també esta acotada inferior-
ment, continuarem jugant amb l’energia anterior. Si denotem R = 2er, podem
escriure la derivada de l’energia com:

= (2Re)) BN g

dE (u(zx,t)) R

2
- = >
- (1) >
R Re [! Re [!
()]~ / waf o — / wl? de = —RE(u(z,1))
dF (u(z,1))

de manera que hem trobat R > 0 tal que > —RE(u(z,t)). D’aqui

obtenim una relacié entre l’energia d’'una solucié en qualsevol temps amb la
de la solucié en temps inicial, ja que, integrant a banda i banda tenim:
E(u(z, t))

Bla(z,0) =

In
d’on,
E(u(z,t)) > e ®E(u(x,0))

que és la relacié que estavem buscant. Escrivint aquesta desigualtat per a
solucions de la forma eMu(z), tenim:

PR B (u(x)) > e E(u(z))

ja que es pot veure, escrivint cada terme, que E(eMu(x)) = e2#M B(u(x)).
D’aquesta desigualtat, i substituint R pel seu valor, obtenim:

Re )\ > —er

de manera que si prenem C' > er > 0 ja tenim una acotacio inferior per la part
real de qualsevol dels valors propis, tal i com preteniem.
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Només ens queda veure que els valors propis s’acumulen en la recta Re\ =
0. Per a veure-ho, substituirem en I’equacié (2.1) solucions del tipus u(z,t) =
e u(x). Aquesta equacié es transforma en el problema segiient:

" —A*u=0
u(0) =0
e (1) + u(l)(A2+erX)=0

on u = u(z). Observem que escrivint el problema d’aquesta forma es veu
clarament que A = 0 no és un valor propi del nostre operador. Resolent-lo,
podem veure que solucions d’aquest tipus tenen la forma

u(z,t) =eMu(x) on wu(z) = e — M

i on A valor propi verifica:

oy A ter—e

— 2.10
AN+er+ e ( )

Amb aquestes solucions tenim la funcié propia de l'operador A, de valor propi

A, que és U, = (( AH%‘A’:@(Z)@))).

Pensant els valors propis en la seva forma complexa A\, = a,, +1ib, , a,,b, €
R i substituint-la en (2.10), obtenim el segiient sistema:

a, +er —e? + b,2
(an + €7 +€)2 + b,?

e cos (2b,) =

(2.11)
2¢b,

(an +er +€)2 + b2

e sin (2b,) =

Hem vist, d’altra banda, que tenim infinits valors propis i que ni ells ni cap
parcial no s’acumulen en cap punt finit. Per tant, suposar que les parts reals si
tenen limit finit (lim,, .., a, = a) automaticament comporta que lim,, .., b, =
+00. Esa dir, suposem per uns moments que els valors propis s’acumulen en la
recta vertical Re A\ = a. Automaticament i només prenent limits en el sistema
(2.11) per n — oo es té que a = 0. T aix0 val també per a qualsevol parcial de
valors propis tal que les parts real tinguin limit que vulguem prendre.

Pero, és cert que les parts reals tenen limit? Suposem que no. Com que si
aquest limit existeix ha de ser 0, és el mateix que suposar que lim,, ., a, # O.
En aquest cas, fixat un ¢ > 0 existira una successié parcial {a,, } tal que
—C < a,, < —t < 0. Pero, fixat e, aquesta nova successio esta acotada:
tindra doncs una nova parcial {ankj} convergent a [ € [—C, —¢|. Aixo vol dir
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que existeix una parcial de valors propis tal que les seves parts reals tenen
limit estrictament negatiu, cosa que no pot passar. Per tant, les parts reals
dels valors propis si tenen limit i

lima, =a =10
n—oo

]

Com a exemple il.lustratiu podem veure la figura 2.1, on hi ha dibuixats els
primers valors propis , amb els seus conjugats, i s’aprecia clarament el fenomen
que acabem de descriure.

ol
]
o]
a0 5
o

o

o

o

o
20+ o 1

]
]
]
]
o]
or-8
o}
]
]
]
]

200 oo 4

]

o

o

o
40 B
o]
o]
o]

I I I I I I I I I
-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -05 -0.4 -03 -0.2 -0.1 0

Figura 2.1: e =51 r = 1: grafica dels 20 primers valors propis.

Corol.lari 2.12. L’operador (Ao, D(Ap)) no admet un conjunt finit de valors
propis dominants. En particular, el model en derivades parcials no té com a
limit una equacio diferencial quan o = 0.

Demostracio. Com que hi ha infinits valors propis i s’acumulen en Re A = 0
i sabem que A\ = 0 no és valor propi de 'operador Ay, no podem tenir un
subconjunt finit de valors propis dominants. O

Tot i no poder parlar d’equacié diferencial ordinaria limit quan o = 0, si
podem donar certa informacié sobre el comportament asimptotic de les solu-
cions.

Teorema 2.13 (comportament asimptotic de les solucions). Totes les
solucions de l’equacio (2.1) tendeizen a zero quan t — 00, pero existeiren
solucions que hi tendeizen tan a poc a poc com vulguem.
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Demostracio. Hem vist que {U,(x)}, el conjunt de funcions propies generalit-
zades, és complet en H. Aixo vol dir que per un 6 > 0 qualsevol, si prenem una
condicié inicial V'(0) existira una combinacié lineal finita d’aquestes funcions
a distancia menor que ¢ de la condicié inicial, és a dir:

N

V()= e U,

n=0

<9

€

Sigui Ry = V(0) — Zivzo ¢n U,. Obviament, ||Rol|. < . Si prenem cadascuna
d’aquestes tres quantitats com a condicio inicial, tenim unes solucions associ-
ades: V(t) la solucié amb condicié inicial V' (0), R(¢) la de condicié inicial Ry
i si U(t) és la soluci6 associada a la condicié inicial 32, ¢, U,, tenim:

Ut) =Y e Py(t)U,

n=0

on P,(t) és un polinomi associat al valor propi A,. Per la linealitat de I'ope-
rador tenim V'(¢) — U(t) = R(t) i és evident, doncs, que:

N
cn Po(t) et U,
n=0

VOl < +IR®)|.

€

Pero haviem vist que la norma de la solucio esta acotada per la norma de la
condicié inicial, per a tot ¢ > 0 (era conseqiiencia de l'observacié 2.5). En el
nostre cas, ||R(t)||: < || Rolls < 6.

A més, com que els valors propis tenen part real estrictament negativa,
tenim:

N N
: Ant < 1 2(ReAn) t _
tliglo Zocn Pn(t)e Un(x) > }g&;kn Pn(t)|€ ||Un(x)||6 0

Ajuntant aquests dos fets, tenim lim; ., ||V (¢)||c = 0.

Per demostrar que existeixen solucions que van a zero tan lentament com
es vulgui demostrarem que per a qualsevol funcié continua ¢(t) : [0,00) — R
tal que |¢(t)| # 0 i tlir(r)zo lp(t)| = 0, existeix V € D(A) tal que

: le?o* V-
lim sup ————— =

S (0]

En aquest cas, la solucié e40'V; s’acostaria a zero més lentament que ¢(t).
Suposem que aixo no és cert, és a dir, suposem que existeixi una funcié continua
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o(t), amb |p(t)| # 01 limy—oo|@(t)| = 0 tal que per a qualsevol condicié inicial
Vo € D(Ay) existeix una constant Cy = Cp(V}) tal que
AQtV
Ie™Volle — vy e D(Ag), V>0 (2.12)
|6(t)]
Veurem que arribem a una contradiccié. Considerem la segiient familia d’ope-
radors

L A
A:{%e ,tzO}Cﬁ(D(AO),H)

En (2.12) hem suposat que I'operador (1/¢(t)) et esta acotat per cada V, €

D(Ap). Per tant, el teorema de Banach-Steinhaus ens permet garantir que la
familia A estara uniformement acotada:

B HeAOt HL(D(AO)

e <0 V>0

ol

Com que tlz'm |o(t)| = 0, 'acotacié anterior ens diu que existeix un g > 0 tal
—00
que

L(D(A0)H:e) |6(t)]

1
e | 2ae36) < -

Les propietats dels semigrups ens diuen que per a qualsevol soluci6 tenim que
1
||€AO (ktO)VoHa < e_kHVOHs (2.13)
per a qualsevol k € N. Pero per a funcions propies, (2.13) és:

1
|€)\n (kt0)| [Unlle < ok [Unlle: VA € 0(Ao)
que, simplificant els termes repetits i prenent logaritmes, implica que:

-1
R@)\n<t— V/\nGO'(A())
0

Pero aixo no és cert, ja que les parts reals dels valors propis s’acumulen en el
zero. Ja tenim la contradiccié i podem concloure que hi ha solucions que van
a zero tan lentament com es vulgui. l

Observacié 2.14. El teorema anterior i el lema 2.11 ens han permes veure
que, tot © no temir dissipacio interna en la molla, les solucions es dissipen amb
el temps. Si repassem la demostracio del lema 2.11 veurem que aizo passa
gracies a l’accio de 'amortidor, ja que el fet que els valors propis tinguin part
real estrictament negativa (i no zero) és degut a que r > 0.
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Pero en qué afecta al sistema el fet de tenir una molla sense viscositat
interna? Doncs la resposta ens la dona el teorema 2.13, on hem demostrat
que, tot i que totes les solucions tendiran a zero, n’existiran que hi aniran tan
lentament com wvulguem. La idea és que com que les parts reals dels valors
propis s’acumulen en Re X = 0, tindrem M\ wvalors propis de Ay amb part
real estrictament negativa i tan propera a zero com vulguem. Les funcions
propies (en particular, solucions del model) associades a aquests valors propis
van a zero amb una velocitat marcada per la part real de N\, de manera que
seran solucions que aniran més lentament a zero com més prorims a l'eix
d’ordenades escollim aquests \y. En altres paraules, una molla sense dissipacio
interna genera solucions semi-permanents que costa dissipar (les corresponents
a freqiiéncies altes), mentre que la resta es dissipen rapidament.

Podriem resumir, doncs, que les frequéncies altes son controlades per la
dissipacio de la molla, mentre que de les baizes, en principi, se n’ocupa l’a-
mortidor. Aquesta seria una possible explicacio a fets com ara que les petites
bandes externes en una carretera son, proporcionalment, molt menys dissipades
que alteracions més importants del paviment.



Capitol 3

Molla viscoelastica amb a ~ (

En aquest capitol considerem un sistema molla-massa amb dissipaci6 interna
de la molla controlada pel parametre a > 0. L’equacié a estudiar és:

( Upt — Uy — O Uggy = 0
u(0,t) =0
(3.1) u(1,t) + € [uz(1,t) + aug(1,t) + ru(l,t)] =0

u(z,0) = up(x), u(x,0) =vo(z)

[ w(1,0) =7 (=uo(1)), u(L,0) = p (=wo(1))

onu=u(x,t),0 <x<1litel0,00)ione, r>0ielspensarem fixats en
tot el capitol. Volem un marc funcional on plantejar-nos aquest problema que
sigui coherent amb ’entorn proposat per a = 0.

3.1 Plantejament funcional.

Analogament al cas de v = 0, definirem l'operador (A, D(A,)) de la manera

seglient. Si
© v () Lo
—(<,v<1>))6 e
definim:
) (v,0(1))
Aav— ( <<U+&U)xma_€ (U—FOéU);E(l) - 87’@(1)> )
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El domini de A, és 'espai:
[ (wu()) B
D(Aa)_{((v,v(l)))€X1XX1’( + )eH(O,l)} CH

on H = X x Xy, espais que haviem definit en I'apartat 2.1 del capitol anterior.
L’operador A, actua, doncs, de la manera seglient:

A,:D(A,) CH—H

v (et

il'A, i Fy anteriors, 'equacié (3.1) es pot escriure com I'equacié d’evolucid

Aixi, per a

1y = A,V, t €1[0,00)

Observacié 3.1. Observem que aquest operador i aquests espais son coherents
amb operador i els espais definits pel cas a = 0 del capitol anterior. Amb
aquesta notacio, doncs, l'operador pel cas o = 0 passa a ser (A, D(Ap)), que
és exactament el mateiz operador que (A, D(A)) que haviem definit.

El que volem veure ara és l'existencia i unicitat de solucions per aquest
operador en termes del semigrup que genera. Per a obtenir aquest resultat,
seguirem la demostracié que fa Grobbelaar [19], que de fet segueix el resultat
de Massat [25], que reproduim tot seguit (per la definicié d’operador sectorial
veure la definicié A.10, de 'apendix A):

Teorema 3.2 (Massat [25]). Suposem que L és un operador sectorial en un
espai de Banach X i que B és l'operador definit per:

0 Id
B = < L alL )
amb o > 0. Aleshores, B genera un semigrup analitic e®t en X8 x X7 per 0 <
o< B<1, onXPiX sén els espais D((—L)?) i D((—L)7), respectivament.

Teorema 3.3. L’operador (A,, D(Ay)) és generador infinitessimal d’un semi-

grup analitic et en H quan € > 0.

Demostracio. La idea de la demostracio és veure que A, genera aquest tipus
de semigrup, descomposant aquest operador com:

) _ (v.0(1)) 0.0
AoV = BVHRY = ( ((u+ Q) —2 (u +av)s(1)) )*( (0, —erv(1)) )
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Veurem que B esta dins les hipotesis del teorema 3.2 i, per tant, generara un
semigrup analitic. Observem a més que K és un operador acotat, de manera
que A, és, de fet, una pertorbacié acotada de B i, per tant, també sera gene-
rador infinitessimal d’un semigrup analitic. Linic detall amb el que haurem
d’anar amb compte sén els espais on aquests semigrups estan definits.

El primer pas és, doncs, posar 'operador B en la forma que el presenta el
teorema de Massat. Per a fer-ho, definirem I'operador (L, D(L)) com:

L(u,u(1)) = (tge, —€ ug(1))
amb
D(L) = Xy = {(u,7) € H*(0,1)xC, u(1) =, u(0) = 0} C Xo = L*(0,1)xC

(recordem que haviem definit aquests espais base en el capitol 2). Amb aquesta

notacio tenim:
0 Id
B = ( L oL )

Per aplicar el teorema de Massat vegem que L és sectorial en Xj.

Lema 3.4. L és sectorial en Xo.

Demostracio. Veurem que és autoadjunt i invertible. Per veure que L és auto-
adjunt en X, amb el producte escalar (Xy; €), producte que haviem definit en
I'apartat 2.1 del capitol anterior, mirem-nos la simetria del producte escalar
sobre elements del domini:

(Ll w0 o) exn = | evde + 1 (—eu D) -

_ / Ty dz = { (u, u(1)), L(v,0(1)) ) (x010)

Per veure que L és invertible definim

L7, 8) = (u,u(1)), per (f.0) € Xo

amb u soluci6 del problema:

Ugy = f
u(0) =0
—cu,(l)=p

que té solucié tnica i amb (u,u(1)) € X, (recordem que € > 0). Per tant, L
és sectorial en X, = L? x C. O
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Ara si podem aplicar el teorema de Massat a B i tenim que B genera un
semigrup analitic en Xg x X§ per 0 <o < 3 < 1. En particular, B genera un
1

semigrup analitic en X7@ x Xj i, per tant, també val per A,.
1

Linic que falta veure és que X2 = X (recordem que I'enunciat del teorema
era que A, generava un semigrup analitic en X; X Xj). Tenim (L, D(L)) amb

1
L:D(L) C Xy — X,. Per tant, X2 = D((—L)2). Aquest espai fraccionari
és, de fet, la clausura de D(L) amb la norma de la potencia fraccionaria de

Poperador, ||(—L)2 (u,u(1))||x, (veure [21]). Observem, perd, que com que L
és autoadjunt, aquesta norma és, de fet, el producte escalar segiient:

((—L)2 (u,u(1)), (—L)2 (u, u(1)) ) (x0s0) =
= <_L(u7u(1>>’(u7u(1)>>(X0;6) = /0 Uy Uy -

Per tant,
. 1
Xg¢ = {causura de Xy amb la norma / Uz, b = X1
0

O]

Observacié 3.5. Observem que, tal i com haviem apuntat, el plantejament
funcional és coherent amb el fet per o = 0.

Observacié 3.6. El teorema de Massat no parlava dels dominis. Nosaltres,

perd, st hem caracteritzat D(L) i D(L?).

Observacié 3.7. L’argument sequit per a veure que A, per a > 0 genera un
semigrup analitic no és aplicable quan o = 0 ja que en el teorema de Massat
cal o > 0. Per tant, en el capitol anterior s’ha hagut de buscar una altra
manera per a veure st Ag genera un semigrup i de quin tipus. Tot i aixo, hem
tingut especial cura en treballar amb el mateix espai total 'H, de manera que
els inversos tindran el mateiz domini ¢ els podrem comparar.

Observacio 3.8. Observem que
D(A,) # D(L) x D(L),
perque de fet B s’aplica de la manera segient:
B( (u,u(1)) ) _ ( Id 0 ) ( 0 Id ) ( (u,u(1)) )
(v,v(1)) 0 L Id old (v,v(1))

Amb aquesta formulacio veiem com el que cal que estigui en D(L) = Xy és
u—+ v, que ja és el que demanem si imposem que:

(u, u(1)) B
< (v,v(1)) ) € D(B) =D(A.) .
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Tot i que en tot el capitol hem suposat que € > 0, fem un petit incis per a
donar el segiient resultat per ¢ = 0:

Teorema 3.9. L’operador (A, D(Ay)) també és generador infinitessimal d’un
semagrup analitic en H quan € = 0.

Demostracio. Denotarem l'operador A, per € = 0 com A,(0). En el teorema
anterior hem vist ’analicitat del semigrup generat quan € > 0 utilitzant el teo-
rema de Massat. Com abans, doncs, escrivim I’'operador de manera convenient,
que en aquest cas és:

aow =, a0 ))

Si definim Poperador (Lo, D(Lg)) amb D(Lg) = D(L) C X, com
Lo(ua u(l)) = (u:c:rzv 0)

facilment podem veure que

0= )

Com abans, voldriem veure que Lo és sectorial en X, comprovant que és
simetric i que Lo + a Id és invertible per algun a € R. Es evident que aqui no
podem veure que és simetric amb el producte escalar (,)(x,.), Perque no esta
definit quan € = 0. Pero tampoc és cert que sigui simetric amb (, ) 2y c. Aixi,
introduim un nou producte escalar en X, que serd equivalent al de L? x C:

((1,0), (0, 8) s = / (u— ax)(@ — Fr) dz + off

Utilitzant la desigualtat de Cauchy, comprovem de forma immediata que és
equivalent al producte habitual de L? x C. Amb aquest producte escalar, és
facil veure que Ly és simetric. Prenem (u, u(1)), (v,v(1)) € D(L):

<LQ(U,U(1)),(U,’U(1)) >aua: =
( (1t 0), (0, 0(1)) s = / (tz0) (0 — B(1)) dir =
/O(—ux)(@—ﬁ(l)x)xd:v:/o —ux@xda:+/0 u, (1) do =

/0 —u, Ty dr + u(1)v(1) = ((u,u(1)), Lo(v,v(1)) ) que
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Només ens queda veure que Lo+ a Id és invertible per algun a € R. Si prenem
a = —1, definim

(Lo = 1d)™ (f,6) = (u,u(1)), per (f.5) € Xo
on u és la solucié del problema

uxx_u:f

que té soluci6 unica i amb (u,u(1)) € Xo. Per tant, Ly és sectorial en Xj i,
de la mateixa manera que en el teorema anterior, tenim que A,(0) genera un
semigrup analitic en H. O

Observacié 3.10. Aquest resultat també es pot demostrar comprovant que
Lo és una pertorbacié relativament acotada de L., amb la norma de L* x C,
amb cota relativa estrictament menor que 1 i, per tant, també sera sectorial.
Veure aquesta acotacio és una questio purament tecnica que, per a una major
brevetat, no inclourem aqui.

Lema 3.11. L’operador A, amb o,e > 0 és dissipatiu en la norma || - ||-.

Demostracio. Definim 'energia

1

€ 2 e [! 2 1 2
E[u(m,t)]:§ i [z d:v+§ i | dx+§|ut(1)\

(que és, de fet, || - ||2). Es facil comprovar que la derivada de I'energia

iE[u@t)]—f/l[u i+ ity | d +
dt ) —20 xt Wy xt Wy

g /0 [(Uge + Qg )Ts + (T + Qlies )t ] da + % [ (1) (1) + tage(D)ue(1)]

Si I’avaluem sobre solucions de (3.1) tenim:

d 1
- Blu(x,1)] = —ga/ |tge|? da — erfuy (117) <0
0

Per tant, 'operador A, és dissipatiu en la norma || - || si a, e > 0. O]
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3.2 Espectre de A, i valors propis dominants.

Volem estudiar ara l’espectre de I'operador A,, comparant-lo, si és possible,
amb 'espectre de Ay, que ja hem estudiat en el seu capitol. Es a dir, pensarem
A, com una pertorbaci6 de Ay respecte el parametre «, proper a zero. El
que veurem és, efectivament, que I'espectre de 'operador pertorbat s’acosta a
I’espectre del no pertorbat quan o — 0, pero només sobre compactes o, el que
és el mateix, només si ens restringim a subconjunts finits de valors propis.

3.2.1 Resultats previs: convergencia d’operadors en sen-
tit generalitzat.

La teoria de pertorbacions que utilitzarem esta extreta essencialment del capitol
IV de Kato, en [22]. Dedicarem, doncs, unes linies per a introduir els conceptes
i resultats principals que seran usats més endavant.

Definicié 3.12. Siguin G(T'), G(S) C D(An) x H les grafiques dels operadors
tancats T i S. Definim com a distancia 6(T,S) entre els operadors T i
S la distancia entre les seves grafiques:

O(T.8) =38 (G(T),G(S)) = maz { §(G(T),G(S)), 6(G(S).G(T)) }
on, si denotem per By la bola unitat d’un conjunt M, tenim

d(M,N)= sup dist(m,N)

meBs

Aquesta és la distancia que usarem per a comparar dos operadors. En
aquest sentit, tenim la segiient nocié de convergencia entre dos operadors tan-
cats.

Definicié 3.13. Direm que T, convergeix en sentit generalitzat a T quan
n — 00 Si:

A

NT,,T) — 0
n—oo

La idea de la convergencia en sentit generalitzat d’operadors sera essen-
cialment la convergencia de les seves grafiques pensades com a subespais de
D(A,) X H. De fet, aquest tipus de convergencia entre operadors tancats no
és més que una generalitzacié per a operadors no acotats de la convergencia
en norma (per a més detalls, veure [22]). Pot ser complicat comprovar aquest
tipus de convergencia només amb la definicié anterior, pero, afortunadament,
tenim propietats equivalents a aquesta definicié. Només destacarem les que
nosaltres utilitzarem en algun moment.
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Lema 3.14 (Kato, [22]). Siguin T i T,, operadors tancats, n = 1,2, ....

i) Si existeiz T~' i és un operador acotat, llavors T, convergiran a T en
sentit generalitzat si i només si per n prou gran, existeix T, ', és acotat
T =T7H —0

n—oo

it) Si T, convergeiz a T en sentit generalitzat i hi afegim un operador B
acotat, tenim també que T, + B — T + B en sentit generalitzat

n—oo

Observacié 3.15. Aquestes equivalencies per a la convergéncia generalitzada
son raonables si pensem en la convergencia generalitzada dels operadors com
la convergencia de les seves grafiques.

Per a fixar criteris, seguirem la segiient notacié: 1’espectre d’un opera-
dor T, o(T), sera per a nosaltres el complementari del conjunt resolvent,
p(T). L'espectre es descomposara en o,(7), o conjunt de valors propis aillats
i de multiplicitat algebraica finita, i en o..s(7T), és a dir, la resta. Aquestes
definicions les veurem amb detall en I'apartat 4.1.4.

Definicié 3.16 (Kato, [22]). Direm que un operador tancat té [’espectre
o(T) separat en dues parts, o'(T) i 0" (T), quan té una part acotada o'(T)
separada de la resta, o”(T), per una corba I tancada i simple (i rectificable),
continguda en el conjunt resolvent de T', de manera que I' tanca o'(T) en el
seu interior i deiza o”(T) a exterior.

Observacié 3.17. Usualment, o'(T) sera un subconjunt finit de o(T).

En dimensio finita, sabem que quan pertorbem un operador tenim una certa
continuitat dels valors propis (considerant la seva multiplicitat) de 'operador
pertorbat respecte als del no pertorbat. Aquest resultat es déna també en
dimensié infinita si ens restringim a subconjunts finits de valors propis, cosa
que es deduira del segiient resultat de teoria de pertorbacions que apareix
també en el capitol IV del [22].

Teorema 3.18 (Semicontinuitat superior de 1’espectre, Kato [22]).
Sigui T un operador tancat en un espai de Banach X amb [’espectre separat en
dues parts o' (T) i o”(T') per una corba I' tancada i simple, i sigui X = M'(T)®
M"(T) la descomposicid associada de ['espai total X. Aleshores existeix un
0 > 0 que dependra de l’operador T i de la corba I' amb les propietats segiients:

i) Qualsevol operador S tancat en X tal que 5(5, T) < 0 té l’espectre separat
per I' també en dues parts o' (S) i o”(S), amb I" C p(S5).

it) En la descomposicio de X associada a aquesta separacié de [’espectre,
X = M'(S)® M"(S), es té que M'(S) i M"(S) son espais isomorfs a
M'(T) @ M"(T), respectivament. En particular, es mantenen les dimen-
sions d’aquests espais.
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iii) A més, aquesta descomposicid és continua en S, és a dir, que la projeccio
P[S] de X en M'(S) al llarg de M"(S) tendeiz en norma a P[T] si

A~

6(S,T) — 0.

Es a dir, si considerem un operador prou proper al que teniem, 1’espectre
es pot descomposar de la mateiza manera.

L’objectiu d’ara en endavant esta clar: voldrem veure que A, convergeix
en sentit generalitzat a Ay quan o — 0, d’on deduirem la continuitat de
subconjunts finits de valors propis de A, respecte de «, i també precisarem el
sentit de tot aixo. També veurem que passa amb la resta de valors propis i la
resta de l'espectre, si és que tenim espectre essencial.

3.2.2 Valors propis de A,.

Si volem comparar ’espectre de A, amb el de Ay, comencem pels valors propis.
El que sabem dels valors propis de Ag és que sén aillats i de multiplicitat alge-
braica finita. Aixi, agafar-ne un subconjunt finit { g, A1, ..., A\s} és equivalent
a separar ’espectre en dues parts:

' (Ag) = { o, A1y, A} i@ 0" (Ag) = a(Ag) N o' (Ap)

ja que, com que els valors propis sén aillats, podrem trobar la corba I' del
conjunt resolvent que ens separi I’espectre d’aquesta manera. La descomposicié
de H associada és H = M'(Ag)®M"(Ap) amb dim M'(Ay) = m = multiplicitat
total de {\g, A1, ..., As}, on m < 0.

I aplicar el teorema de separaci6 de I'espectre (teorema 3.18) a aquest tipus
de separacié ens porta al segiient raonament, tal i com fa Kato en el capitol IV
del [22]. Pel teorema sabem que I' també ens separara 'espectre de A,, o > 0,
en dues parts 0'(A,) i 0”(A,) 1 que es manté la dimensié dels espais propis
associats a aquesta descomposicid, sempre que « sigui prou petita. En quin
sentit? Doncs a ha de ser prou petita com perque ) (Aa, Ap) < 9, per un cert
0 > 0 que dependra de AgiI'. 1 5(Aa, Ap) < § a partir d'un cert « proper a
zero si A, convergeix a Aj en sentit generalitzat quan o — 0 (veure definicié
3.13). En particular, haurfem vist que:

dim M'(A,) = dim M'(A,) =m sia~0

Que la dimensi6 de l'espai associat a o/(A,) sigui m en particular vol dir que
en l'interior de la corba I' hi ha un nombre finit de valors propis de A, amb
multiplicitat total m, que és finita. De fet, encara podem afinar més: com que
podem repetir 'argument prenent una corba que inclogui un sol valor propi
en el seu interior, podem concloure que els valors propis pertorbats dins I'
també sén aillats. Aixi, 0’(A,) esta format inicament per valors propis aillats
i de multiplicitat algebraica finita. A més, com que podem escollir una corba
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entorn de cada valor propi tan petita com vulguem, de manera que el valor
propi pertorbat haura de ser també en l'interior d’aquesta corba si a és prou
petit, podem afirmar que qualsevol sistema finit de valors propis de A, varia
continuament en «, si a ~ 0, respecte el sistema finit corresponent de valors
propis de Ay. En quin sentit parlem de continuitat? Doncs que en un entorn
qualsevol d'un tnic valor propi A\ qualsevol de Ay de multiplicitat algebraica
my, (la vora d’aquest entorn fara el paper de corba I') hi haura exactament my,
valors propis de A,, tenint en compte les multiplicitats, si o és prou proper
a zero (el com de petit hagi de ser vindra marcat per ’entorn escollit i pels
operadors). Aquesta continuitat també la tenim en les projeccions, 'operador
resolvent, etc., pero aqui no hi entrarem.

Per tant, I'inic que ens queda per garantir la continuitat de subconjunts
finits de valors propis és que A, convergeix a A, en sentit generalitzat quan
a— 0.

Teorema 3.19. A, convergeiz en sentit generalitzat a Ag quan o — 0.

Demostracio. Per a veure la convergencia en sentit generalitzat aplicarem una
de les propietats equivalents que hem vist en el lema 3.14: com que Ay i A,
son operadors tancats perque son generadors d’un semigrup contractiu i d'un
semigrup analitic, respectivament, el que haurem de veure és que els inversos
existeixen i sén acotats, i que la norma de la diferencia tendeix a zero quan «
va a zero.

1. Vegem que els inversos existeixen i son operadors acotats de H. Ja hem
vist en la demostracio del lema 2.10 de I'apartat 2.2.2 que I'invers de Aq esta

definit per:
()= (i)

(w, w(1))

per a tot ( (=, B) ) € 'H donat, on ug és la solucié del problema:

(UO)J?J} = —=2
(3.2) wo(0) = 0
c(uo)s(1) = B+ e rw(l)

I també hem vist que A;' definit d’aquesta manera és un operador continu de
H en D(Ap). Doncs de manera analoga definirem I'invers de A,:

() = (i)
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per a tot ((Uz’zwﬁ(i))) € 'H donat, on u, és ara la soluci6é del problema:
(Ug — QW) gy = —2
(3.3) ua(0) =0

(tug —eaw),(1) =G +erw(l)

(hem d’agrupar les variables d’aquesta manera perque totes les derivades tin-
guin sentit, tenint en compte els dominis). Observem que tan sols hem afegit
a l'equacid (3.2) els termes multiplicats per a, de manera que quan fem o =0
recuperem 1'expressié per A;'. Es pot comprovar que aquest operador esta
ben definit, que és efectivament 'invers de A, i que és continu.

2. Vegem que ||AZ! — A;'|. — 0 quan @ — 0. Es facil veure que I'operador
diferencia actua de la manera segiient:

- - 1)) (u, u(1))
Aa 1 A 1 <(wa w( ) — ( )
( AN (0,0)
on U = Uy — Us. Sifem un canvi de variables en el problema (3.3) i diem
v = u, — aw, observarem que v i ug sén solucié del mateix problema (3.2).

Aixi, v = ug, d'on u = —aw. Amb aquesta apreciacid, ara és facil acotar la
norma de 'operador diferencia com:
(w, w(1))
(2, 8)

4= a0 (M) jZaQ [l <

on ara si és evident que |[(A, ™' — Ap )]l — 0 si @ — 0. Hem demostrat,
doncs, la convergencia en sentit generalitzat de A, a Ag quan o — 0. O

2

[

Corol.lari 3.20. Els valors propis de A, convergeizen sobre compactes als
valors propis de Agy, quan o — 0, en el sentit que hem descrit.

Observacié 3.21. Parlar de convergencia sobre compactes quan els valors
propis son aillats és una altra manera de dir que ens quedem amb subconjunts
finits de valors propis.

Observacié 3.22. El teorema no ens permet parlar d’una convergencia global
dels espectres: si ens canvien el conjunt finit de valors propis que voldrem
pertorbar (és a dir, la corba tancada T"), ens canviara també l'a prou petit a
partir del qual els espectres s’assemblen alla dins, ja que aquest o depen de
la corba (veure el teorema 3.18). Si ho pensem a la inversa, si ens donen
a > 0, sembla logic pensar en un cert nombre finit maxim de valors propis de
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A, que seran pertorbacio dels valors propis de Ag corresponents, considerant
les multiplicitats. Es a dir, tindrem un compacte maxim de convergencia dels
espectres per aquell o donat.

Podriem tenir, pero, convergéncia per la resta de valors propis? Doncs no,
perqué mentre els valors propis de A, a > 0 estan dins un sector (que dependra
de ), els de Ay s’acosten a ’eix imaginari. De fet, el que s’intueir que passa
€s que aquest sector es va obrint a mida que o s’acosta a zero, arribant a ser
tot el semipla en el cas limit. Aizxi, no podem parlar de continuitat en la resta
de valors propis.

Com a exemple grafic d’aquest fenomen, vegem la figura 3.1. En aquesta
grafica podem observar com els valors propis de A, per un o > 0 fizat cada
cop s’allunyen més dels de Ay.

60

600000°

®2099999999%0, .,

40+

20

—a0

[efeToYe) ®
o lren29990000pe®

—60 L L L L I I
-0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1

=
SE
@

Figura 3.1: Grafica dels 20 primers valors propis de A (dibuixats en '*’ ) i els
de A, per a = 107° (dibuixats en '0’).

Hem vist la relacié dels valors propis de 'operador pertorbat amb els del
no pertorbat, pero no hem considerat que passava amb la resta de ’espectre.
De fet, a diferencia de Ay, A, amb a > 0 tindra espectre essencial.

3.2.3 Espectre essencial de A,.

Ja hem vist que 'espectre essencial estava format per tots aquells punts de
I’espectre que no fossin valors propis aillats i de multiplicitat algebraica finita.
Ho veurem en detall en el capitol 4, concretament en el teorema 4.13, pero
podem avancar que quan « > 0 es té com a espectre essencial:

outin) ={ ]
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Que passa amb I’espectre essencial quan o = 0?7 Hem vist en anteriors apartats
que podiem invertir Ag i que 'invers era un operador compacte, de manera que
no pot tenir espectre essencial. Intuitivament, a mida que « es va acostan
Ay tt t 1. Intuit t, d tant
a zero lespectre essencial (el punt =) es va allunyant cap a —oo fins que, en
/ . . a
el cas limit, desapareix.

3.2.4 Existencia de valors propis dominants quan « és
proper a 0.

Com a conclusié dels dos apartats anteriors es pot formular el segiient teorema:

Teorema 3.23. L’operador A,, amb a,e > 0 admet un subconjunt finit de
valors propis dominants si o és suficientment petit.

Demostracio. Considerem un operador A,, per a > 0 fixada. Com que A,
genera un semigrup analitic, els seu espectre estara contingut en un sector,
que denotarem per S,. També hem vist que l'espectre essencial esta format
per un unic punt —1/a, de manera que és I'inic punt d’acumulacié possible
de I'espectre dins el sector S,. Si qualsevol altre punt de I'espectre és aillat i
estan dins aquest sector, n’hi haura un nombre finit amb part real major que
la resta i que —1/a (si a és prou petit, —1/a estara prou a 'esquerra com
perque aixo passi): aquest és el subconjunt finit de valors propis dominants.
Observem que efectivament hi haura valors propis a la dreta d’aquest espectre
essencial perque quan « s’acosta a zero, els primers valors propis s’acostaran
a l’eix imaginari, tal i com fan els valors propis de Aj. O

Observacio 3.24. Podem observar en el fenomen dels valors propis dominants
dos fets curiosos, que no demostrarem amb detall: la dimensio dels subespais
dominants no és constant per a tots els a > 0; 1 els valors propis dominants
no son necessariament pertorbacions dels mateizos valors propis de Ag. Com
hem dit, no demostrarem aquestes afirmacions, pero intuitivament sembla clar
que a mida que o s’acosta a 0, els compactes on c,(A,) s’assembla a 0,(Ap)
son cada cop més grans. D’altra banda, com més valors propis de Ag agafem,
més a prop estan de l’eix imaginari, de manera que la seva part real és cada
vegada més gran. Com que en decréizer o hi ha més valors propis de A, que
s’assemblen a uns valors propis amb part real cada cop més gran, és logic pen-
sar que els valors propis dominants de A, seran aquests nous que passen a
assemblar-se als de Ay. Dit d’una altra manera, no seran pertorbacions provi-
nents dels mateizos valors propis de Ag, siné que vindran de valors propis no
pertorbats diferents (que potser en I’A, anterior tenien part real menor). Com
a il.lustracio d’aquest fenomen tenim la figura 3.2: en la grafica de ’esquerra,
el subconjunt finit de 0,(A) que és pertorbacio de valors propis de Ay esta
format pels 4 primers valors propis; d’aquests, els dominants son les pertor-
bacions del tercer i quart valors propis de Ag. Per contra, en mirar-nos la
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situacio per una o menor, el subconjunt pertorbat de valors propis esta format
ara per 6 elements, dels quals els dominants son les pertorbacions del cinque
i el sise de Ag: se n'han afegit dos, que abans estaven més enrera, que han
passat a ocupar el lloc de dominants.

30 30
o * o ki
o % o 4
201 o) 1 205 o 4
o + o 4
o % o P
101 : o % 10r : 0¥
O+ O *
& &
o sl o3 |
7| e 3
04 ox*
10 o3 -10 oA
e} * e} H
o * o A
20} ° 1 -20¢ e E
o & o 4
o * o *
0 3 > o 0 N4 03 02 -1 o

Figura 3.2: Comparacié amb els valors propis de Ay (dibuixats en ™*’ )dels
valors propis per @ = 0.01, a 'esquerra, i per « = 0.001 a la dreta (dibuixats
en o’ ).

Si els valors propis que son dominants es van succeint (els de menor part
real son els que després passaran a davant) és de suposar que, per continuitat,
hi hagi un « intermig en que els nous valors propis dominants tinguin la
mateixa part real que els antics valors propis dominants: hi ha un moment,
doncs, que el nombre de valors propis dominants ha canviat. Aquest raonament
mtuitiv té la seva il.lustracio grafica en la figura 3.3, andaloga a l’anterior, on
veiem 2 valors propis dominants en la grafica de l'esquerra , pero se n’intuei-
xen 4 en la de la dreta. Per tant, si pensem que el fet de tenir un nombre finit
de valors propis dominants ens permet escriure l’equacio en derivades parcials
com una equacid diferencial ordinaria (quan t — o0), el que tindriem és que
lordre d’aquesta equacid no és constant (en el nostre exemple, passaria de 2 a

4)-

Observacié 3.25. Per a > 0 fizada, l’equacio en derivades parcials té com a
limit una equacio diferencial ordinaria, ja que acabem de veure en el teorema
Pezisténcia d’un conjunt finit de valors propis dominants en aquest cas. Tot
1 aixo, els dos fenomens anteriors ens fan veure que no €és possible obtenir
iformacio sobre l'equacio diferencial ordinaria limit de manera uniforme per
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30 ; ; ; 30 ; ;
o * ) *
o * o *
20+ g 4 20 o 1
o * o 4
o ¥ o 4
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Figura 3.3: Comparacié amb els valors propis de Ay (dibuixats en ™*’ )dels
valors propis per a = 0.01, a l'esquerra, i per a = 0.0032 a la dreta (dibuixats
en o’ ).

a tots els a > 0: per una banda, l'ordre de ’equacio diferencial ordinaria ens
depen de la dimensio dels espais corresponents als valors propis dominants,
que hem observat que varia quan o — 0; 1, per laltra, els coeficients de [’e-
quacio diferencial ordinaria s’obtindrien a partir de les expressions dels valors
propis dominants de A,, expressions que no podem obtenir de manera general
en termes de o > 0 ja que no vénen dels mateizos valors propis de Ay (de ma-
nera que no podrem escriure els valors propis dominants com a pertorbacions
respecte o d’uns mateizos valors propis de Agy). L’inic que podriem fer, doncs,
és estudiar l’equacio diferencial ordinaria per a cadascun dels o > 0, equacio
que, per exemple, podriem escriure si fossim capacos de trobar el conjunt de
valors propis dominants en cada cas.
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Capitol 4

Dependencia del sistema
respecte € > (

Tot i que en aquest capitol es pretén I'estudi del problema per a valors de ¢
propers a zero, té una especial rellevancia el cas limit, és a dir, el problema per
e = 0, degut al caracter explicit de les solucions i dels valors propis. De fet, el
problema per ¢ petit el pensarem com una pertorbacié del problema limit. Es
per aixo que dediquem un primer apartat a un estudi exhaustiu d’aquest cas.

4.1 Elcase=0

El sentit fisic de fer zero aquest parametre, sense que els altres quedin afectats,
és pensar una massa m infinita (recordem que € és inversament proporcional
a la massa m de l'extrem, veure 'apartat 1.1.2). Aixi, doncs, pensarem en un
amortidor viscoelastic amb una massa a ’extrem infinitament gran. En aquest
cas, el problema a resoldre és el segiient:

Ut — Ugy — A Uggy = 0
(4.1) w(0,8) =0
utt(]_,t) = 0

onu=u(z,t), z € (0,1),t>01ia>0. Tot i que els resultats d’aquest capitol
valdran per a valors de a > 0, es comentaran alguns resultats per a = 0.

4.1.1 Valors propis i funcions propies.

En aquest cas, els valors propis i les funcions propies es poden calcular explicita-
ment. Efectivament, si busquem solucions de la forma u(z,t) = e} u(x) (és a
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dir, A és valor propi i u(z) és funci6 propia) i substituim en (4.1) ens queda
I'equacio:

1+ Xa) Uy — N2u=0

on, ara, u = u(z). Si suposem d’entrada que A # 01 que A # —1/a (que
sén els dos valors critics del problema) obtenim com a resultat el conjunt
u,(z,t) = e*tu, (z), amb:

A, = —ar’n® + \/0‘;”4"4 _4”2"2, n=1,23,..

i up(x)=e""" —e " n=1,2,3, ..

Pero ens haviem deixat dos valors possibles per a A: —1/a i 0 (observem que
aquest tltim cas es podra incloure en l'anterior expressié de A, amb n = 0).
Vegem si sén possibles valors propis. Si ens fixem primerament en A = —1/a,
tenim que u ha de ser solucio de:

u=0 O0<zx<l1

u(0) =0, u(l)=0

és a dir, forcosament la funcié propia corresponent seria u = 0, que no és
funcié propia. Aixi, A = —1/a no és valor propi.

Mirem-nos ara A = 0. En aquest cas veurem que, no només tenim un
valor propi sin6 que té multiplicitat algebraica doble. Efectivament, si A = 0
I’equacio & resoldre és:

Uz =0, O<2x <1

u(0) =0

que té per solucié totes les funcions de la forma u(x) = kx, k € R. Per tant,
A = 0 és valor propi de funcié propia u(z,t) = e x = z. Pero A = 0 també
déna lloc a una solucié no trivial del tipus u(z,t) = eMug(x) + te*u,(x), que
en aquest cas és u(z,t) = ug(x)+tuy (), ja que si ho substituim en (4.1) tenim
que:

up(z) = cox, wui(x)=crx percocg €R

Aixi, tenim aquest valor propi amb multiplicitat algebraica igual a 2 (podem
comprovar que no és superior a 2 veient que les funcions de la forma u(x,t) =
ug(r) + tuy () + t*us(x), amb uy(x) # 0 no sén solucié de (4.1) ).
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Per tant, recopilant, els valors propis i les solucions associades pel cas € = 0
son:

A= —am?n? £ \/a227r4n4 —47r2n2’ n= 0123 .

up(z,t) = eA"t(ei”” — e‘”””““) ,n=123,..

up(z,t) =cox +cyxt sin=0

Observem que el valor de 7 (recordem, la viscositat de I"amortidor) no influeix
en el resultat del problema per € = 0: obviament, ja que r apareixia multipli-
cada per ¢ en les condicions de contorn (veure I'equacié (1.1)). Si ho pensem
des d’un punt de vista fisic, té cert sentit pensar que la friccié que actua en
I’extrem on hi ha la roda deguda a la viscositat de 'amortidor deixa de tenir
rellevancia davant el fet de tenir-hi una massa infinita, pero si en canvi conti-
nua essent important el valor de «, relacionat amb la viscositat interna de la
molla.

4.1.2 Existéencia d’un valor propi dominant doble.

Tot i tenir-los explicitament, és convenient fer un estudi qualitatiu d’aquests
infinits valors propis. Una de les primeres coses que es poden observar és que
A = 0 és valor propi dominant quan € = 0 i o > 0. La manera de veure-ho és
utilitzant energies, tal i com s’ha fet en la seccié 2.2.2. De fet, utilitzarem la
mateixa energia que en aquest apartat, pero sense multiplicar-la per ¢.

Aixi, prenem

I 2 1 [ 2 1 2
E(u(x,t)) = 3 |ug| * dx + 3 |ug| “dx + 3 lug(1)]
0 0

Si ens mirem la derivada d’aquesta energia sobre solucions u(x,t) de (4.1),
després d’integrar per parts tenim:

1

1
%E(u(x,t)) = —a/o e |* de + Re[ﬂxut + aﬂtum} .

Si ens mirem aquesta expressié per a solucions de la forma u(z,t) = e*tu(x),
se’'ns simplifica degut a les condicions de contorn de (4.1), ja que:

u(0,t) =0 < e*u(0) = 0= u(0) =0

i u(1,t) =0 A2 eMu(l) =0=u(l) =0

Observem que d’aquestes condicions es dedueix que:

w (0,1) = AeMu(0) =0 i w(1,t) = XeMu(l) =0
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de manera que la derivada de I’energia queda com:

d 1
—E(u(x,t)) = —a/ |[uge|* dz < 0
dt 0

Mirem-nos ara aquesta energia directament sobre solucions de la forma u(z, t) =
e*u(z). En aquest cas, la derivada és:

d
EE(U(% t)) = ReXe* M E),

on By = < fol |u,| % dx + fol |\u| 2 dz + |)\u(1)|2> > 0. T haviem vist que per
a solucions d’aquest tipus ’energia era decreixent, de manera que 1'inica opcié
és que ReX < 0. De fet, repassant els calculs es pot comprovar com, suposant
que a > 0, tenim que ReA < 0 si A és un valor propi diferent de zero. Per
tant, A = 0 és un valor propi doble dominant si e =01i a > 0.

Si considerem, pero, a = 0 podem reescriure els valors propis calculats en
I’apartat anterior:

Ap =nmi, n € Z

i continuem tenint A = 0 com a valor propi doble. Es a dir, que tots els
valors propis estan situats sobre la mateixa recta vertical ReA = 0. Per tant,
és evident que no tenim cap subconjunt finit de valors propis amb part real
major estrictament que la resta: no tenim, doncs, un subconjunt finit de valors
propis dominants. De fet, en el capitol 2 ja haviem vist aquest resultat, pero
considerant valors estrictament positius de .

I I I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.1: Valors propis per a = 0.
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4.1.3 Valors propis per € = 0.

El fet de tenir explicitament els valors propis en aquest cas permet, per exem-
ple, estudiar quina geometria tenen com a conjunt, sempre en funcié de a > 0.
Si ens mirem els valors propis, el primer que podem observar és que, a priori,
en podem tenir de reals i complexos. Concretament, tindrem tres possibilitats:

1. 0 < n < 2/am. En aquest cas, tindrem \,, complexos. Observem, pero,
que per « fixat tindrem un nombre finit de valors propis no reals, ja que
hi ha un nombre finit de n < 2/am, amb n € N.

2. n = 2/am. Aixo passa si tenim a = 2/mm per algun m € N. En aquest
cas, A\, = —2/a sera també valor propi doble.

3. n > 2/amw. Observem que tenim infinits A, en aquesta situacié (de fet,
segons el valor de o pot arribar a ser la unica situacié possible). En
aquest cas, son valors propis reals.

El que farem és veure la geometria en cadascun d’aquests casos i cap a on
tendeixen els valors propis quan n — oo.

1. 0 < n < 2/ar. Com ja hem comentat, hi ha un nombre finit de valors
propis complexos, si és que n’hi ha algun: observem que si (2/am) < 1 no
tindrem cap n € N menor que aquesta quantitat i, per tant, no tindrem A,
complexos. En particular, com menor sigui «, més valors propis complexos
tindrem. Pero si 0 < n < 2/amw, els valors propis sén:

1
Ap = 5( —amn®+ itnV4— a27r2n2)
Si ens mirem la part real d’aquests valors propis, Re \, = —amr?n?/2, podem

observar que és decreixent en n, de manera que, en particular, els valors propis
complexos compleixen que:

—ar?

2
<0, VOo<n< —
T

Re X, < Re) =

A més, podem comprovar que aquest conjunt de valors propis complexos estan
situats sobre una circumferencia de centre (—1/c, 0) iradi 1/, tal com il.lustra
la figura 4.2.

2. n = 2/an. Ja hem vist que en aquest cas tenim \, = —2/a també com
a valor propi doble. Per veure quina posicié ocuparia en l'espai respecte els
possibles valors propis complexos només cal comprovar que:

-2  —am?n?

2
— < ——— <0, V0<n< —
o 2 T
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20 T T T = T

15[ o 8

sk 4

-10F 4

Figura 4.2: o = 0.05: existencia de valors propis complexos.

per veure que aquest valor propi és menor que les parts reals dels valors propis
complexos anteriors: continua, doncs, la successié decreixent en n (veure la
figura 4.3).

20 T T T T T T
15+ o © ° |
o
© o
10 5 —
o
5 4
Q|
or {o} 4
Q|
o
o
ol ]
° o
o
-15- o o (o4 .
-35 =30 =25 -20 -15 -10 -5 0
Figura 4.3: a = W: existencia d’un segon valor propi doble, A = —10 7.
s

3. n > 2/am. En aquest cas, que inclou els infinits valors propis excepte,
potser, els primers, ens trobem amb els valors propis reals:

—anm?n? + Va2 rint —4r2n? 2
Ay, = , n>—
2 e %8

Distingirem entre A\ i A, segons si ens quedem amb el signe positiu o amb
el negatiu. Observem, pero, que tant si ens quedem amb un signe com amb
I'altre tenim valors propis estrictament negatius: per a A, és evident; i per AT,
només cal recordar que n > 2/am, que és a la condici6 necessaria i suficient a
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la qual s’arriba si s'imposa que A7 < 0. Per tant, quan € = 0 tots els valors
propis verifiquen que Re A\, <0, Vn € N~ {0}.

Els lemes segiients ens donen el comportament asimptotic dels valors propis,
que podem trobar resumit en la figura 4.4.

20 T T T T T [SIAe)

15+

101

51

oro {0} [} fo} [e] o 0o 4

5k

10k

-15F 0.

20 L L L I I
-140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

Figura 4.4: « = 0.05: grafica dels valors propis reals.

Lema 4.1. El subconjunt de valors propis {\}, n > 2/an} té limit fora del
conjunt de valors propis. Concretament,

lim \f = —

n—oo

1 hi tendeixen per [’esquerra.

Observacié 4.2. El limit d’aquesta subsuccessio no és valor propi, tal i com
ja hem comprovat al principi d’aquest capitol. Veurem més endavant que és

["unic punt de l’espectre essencial de l'operador corresponent al problema per
e=0.

Demostracid. Només cal fer els calculs. Escrivim els A" com

4 1 1
2\ = —armin® + ar?n?y )l - —— = —— —|—o(—>
a? 2 n? Q@ n?
d’on ja tenim que A} — —1/a quan n — oo. Per veure que hi tendeixen per
I'esquerra, en tenim prou amb comprovar que A < —1/«a, que es compleix
simplement pel fet que n > 2/amr. O

n

Lema 4.3. El subconjunt de valors propis {\
més, A\, < —2/a i és decreizent en n > 2/am.

n>2/ar} té limit —oo. A

Demostracié. Bs directa utilitzant la definici6 dels A, ]
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4.1.4 Espectre essencial quan ¢ = 0.

Per a facilitar la notacio, en aquest capitol denotarem 1’operador corresponent
com A, (¢). Aixi, 'operador corresponent al problema d’aquest apartat, per al
qual hem trobat i analitzat els valors propis, el denotarem com A,(0).

Volem estudiar 'espectre essencial de A,(0) per a > 0 fixat que, més
endavant, ens permetra trobar Iespectre essencial de A, (¢) per ¢ > 0. Hi ha
diverses definicions d’espectre essencial, cadascuna d’elles amb les propietats
corresponents. Nosaltres utilitzarem la que s’utilitza en [21] i que s’introdueix
en [18].

Definicié 4.4 (Gohberg, Krein [18]). Sigui T un operador lineal en un
espai de Banach X amb domini D(T) C X. Diem que \ € o(T) és un valor
propi normal de l'operador T' si A és un punt aillat de o(T'), de multiplicitat
algebraica finita i el rang de T'— N d és tancat en X.

Diem que X\ € C és un punt normal de l'operador T' si o bé X\ € p(T) o
bé X és un valor propi normal de T'.

Anomenem espectre essencial de T, que denotem per o.s(T), a qual-
sevol X € o(T) que no sigui valor propi normal.

Amb aquesta definicid, 'espectre essencial té la propietat de ser invari-
ant per pertorbacions relativament compactes de l'operador, en el sentit del
segiient teorema.

Teorema 4.5 (Henry [21]). Sigui T+ S una pertorbacio relativament com-
pacta de loperador tancat T, és a dir, S és un operador lineal que compleix que
D(S) D D(T) i que S(T — Xo Id)™! és compacte per algun \g € C. Sigui U un
subconjunt obert connex qualsevol de C format unicament per punts normals
de T. Llavors, o bé U conté unicament punts normals de T 4+ S o bé conté
untcament valors propis de T + S.

Mirem-nos qui sén exactament aquests operadors en el nostre cas. En
primer lloc, 'operador corresponent al problema (4.1), és:

Aa(0) (EZZS))D = (( (u(ﬁo?g})))o))
amb domini
D(A,(0)) = D(A,) = {( (0. v(1) ) € X1 x Xy, (ut+av) e H2} CH

tal i com ja haviem vist en el capitol anterior, quan ens miravem l'operador
respecte el parametre a. Tot i que alla treballavem amb ¢ > 0, els espais per
A, (0) continuen essent els mateixos.
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Un cop definit 'operador, voldrem trobar o.ss(A4(0)). Pero per a fer-ho
no treballarem directament amb aquest operador, siné amb una pertorbacié
d’aquest. Aixi, definim:

(u, u(1)) (v,0(1))

p— 1
(o048 (o) = (0ol )+ (o)
Observem que es tracta de treballar amb el problema pertorbat
(d -1

E(ut—aum):F(ut—aum), O<az<l1, t>0

(4.2) w(0,6) =0, t>0

\ utt(Lt) - 07 t>0
on ja s’intueix el canvi de variables que convindra utilitzar.

Teorema 4.6. L’espectre essencial de l'operador pertorbat és:

o (40 B) = { T2}

(%

Demostracio. Treballar amb el problema pertorbat (4.2) ens déna de forma na-

(f, f(1))
(9,0)

tural un canvi de variables. Siguin < ) les noves variables, obtingudes

de les anteriors mitjangant el canvi:

(u, u(1)) (f F)N _ (u, u(1))
((v,v(l))> €D(a) — ( (9,0) ) N ((U—aum,v(l)))
és a dir, la identitat sobre la primera component (u,u(1)) € X; € H'(0,1)xC
i un canvi on intervenen segones derivades en ’altra component. El problema
d’aquest canvi formal és que no esta clar que u,, estigui definida si partim de
(u,u(1)) € X; € H*(0,1) x C. Usualment, es pensa aquesta segona derivada
en Pespai H~'(0, 1), és a dir, 'espai dual de HJ (0, 1). Aix{, u,, el podem definir
com l'operador sobre elements de H}(0,1) que actua de la manera segiient:

1 1
<uaf:za 90> = _/ Ugy P = / Uy Py VQO € H&(Ov 1)
0 0

on ara totes les derivades si tenen sentit. D’aqui tenim que g = v — @ u,, esta
definit com a element de H~1(0,1).

També teniem una relacié entre u i v que s’haura de traduir per les noves
variables f i g: com que (u+ av) € H*(0,1) caldra que f + a (g + aug,) €
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H?(0,1). Perd f = u, de manera que podem escriure aquesta condicié com
f+a(g+a fu) € H?(0,1). Amb aquestes consideracions, podem donar I'espai
E on viuen aquestes noves variables, definit a partir del domini de les velles:

_ () 4
E_{( (g,b) )? (f,f(l))EXl,gGH (071):

f+alg+af.) € H*0,1), b= g+afmm|w1}

de manera que tenim E C X, on:

;¥:{<%£%»)€ijG{%QUXCLg+aﬂm€L%QD}

amb la norma obtinguda aplicant el canvi de variables a la norma en H:

H ((f,f(l))>
(9,b)
En aquestes noves variables f i g podem escriure A,(0) + B com l'operador

triangular superior:

e (G er (115

(5 B0

Si volem, per a més claredat, podem escriure 'operador anterior de forma
desenvolupada:

1 1
:/ |fx|2d:v+/ 19+ funl? dz + B[
X 0 0

adZ 0 Id 0 f
0 0 0 1]]|f(Q
0 0 —11d 0 g
0 0 0 0 b

on:

2
T, : X, — H ' xC amb le(a(?‘” 8) ,

T, H'xC— H!'xC amb T2:<Iod (1)) i

_1
Ty: H'!xC— H'xC amb T3:( %[d 8)

El que farem és, seguint la idea de [11], relacionar el conjunt resolvent i els
valors propis d'un operador del tipus de 7" amb els de 77,75 i T3. En general,
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. . T
tindrem que A pertany al conjunt resolvent de ( 01 T2
3

7))l ()= ()

amb (ﬁ1> donats. Es facil veure que aquest problema es pot resoldre si i

) si ens permet resoldre

el problema

G2

només si A esta en el conjunt resolvent de T} i en el conjunt resolvent de T3.
Dit d'una altra manera,

I Tx\ T
)\EU(O T3)—(C\p<0 T3><:> ANeCN (p(Th)Np(Ts)) <

AEp(Th) 6 A ¢ p(Ts) & Ae(o(Th)Ua(Ts))

Un senzill calcul ens permet veure que:
2 —1
o(Th) = {0,—k7r k= 1,2,...} , o(T3) =< —,0
o)

i, com que (T; — Ad)™' és un operador compacte, els punts de o(T}) sén
valors propis normals de T3, és a dir, punts aillats de ¢(77), de multiplicitat
algebraica finita i tals que el rang de (T} — AId) és tancat en H~'(0,1) x C
per a tot A € o(T}).

Com que els punts de 'espectre del nostre operador triangular vindran de
o(T1) o de o(T3), vegem si sén valors propis normals o no de 7. Haurem de
distingir els diferents casos. Una primera opcid és que A = —1/a. Si ens el
mirem en l'operador T' = A, (0) + B:

ad? 0 Id 0
0 O 0 1
0 —l[d 0

o

0 0

podem comprovar que tots els vectors de la forma

sén vectors propis de valor propi —1/a de l'operador triangular, per tot s(x)
del domini. Per tant, —1/a té multiplicitat algebraica infinita com a punt
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de l'espectre de T = A,(0) + B. Es a dir, pertany a l’espectre essencial de
A,(0) + B.

L’altra opci6 és que A € o(T), A # —1/a. Si XA € o(T) vol dir que A € o(T})
o A € o(T3). Pero com que o(Ty) i o(T5s) estan formats per punts normals,
que en particular sén valors propis aillats en cada conjunt i de multiplicitat
algebraica finita, també és cert que A sera un punt aillat de o(7) i que la
seva multiplicitat algebraica sera finita. Només queda veure com és el rang de
T — Mden X. En aquest cas tenim dues possibilitats:

1. X #0. Per veure que R(T — A d) és tancat en X suposem que tenim:

ful(z) ()
R(T - \Id) 5 Y, — | 701 | Ly [ /(1)
Gn () g(x)
n b

i demostrarem que Y € R(T'—AId). Com que Y,, € R(T —\Id) aleshores
existeix:

()

X, = (1) c€F
sn()
Cn

tal que:

arl(z) — Arp(x) 4+ sp(z) = fu(x)
= (1) 4+ ¢ = fu(1)
(=1/a=A) sn(2) = gn(z)
—Ac, = b,

i volem veure que existeix X = (r(x),r(1),s(x),c)T € E tal que:

ar’(z) — Mr(z) + s(x) = f(x) (4.3)
—Axr(1) +c=f(1) (4.4)
(=1/a—=A)s(x) = g(z) (4.5)
—Ac=b (4.6)

De les equacions (4.5) i (4.6) tenim:

__—1 -1 .o
s(x).—)\+1/ag(x)€H 0,1) i c= 3 eC.
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Com que (fn(x), fu(1), sn(x), by) T:O(f(a:),f(l),s(x),b) en X (on ja hem

descrit quin era el producte escalar que considerem), es pot veure que:

! (2) = Arn(z) = —sn (@) + ful@) =S —s(2) + f(2)

n—oo

—\ra(1) = —eo + full) ==+ f(1)

I com que A és un valor propi normal de 77, el rang de 77 — AId és tancat
en H71(0,1) x C, de manera que existeix (r(x),r(1)) € X; tal que:

ar’(x) = Ar(z) = —=s(x) + f(z) 1 —Ar(l) =—c+ f(1).

Només queda comprovar que (r(x),r(1), s(x),c) esta en E, és a dir, falta
comprovar que:

(a) r+a(s+ar”) € H*0,1)

(b) s+ ar”|

a::lzc

Comprovar (b) és directe de les equacions (4.3) i (4.4). I per comprovar
la regularitat de r + a(s + ar”) veurem que esta en H'(0,1) i que la
segona derivada esta en L?(0,1).

De l'equacié (4.3) tenim que s + ar” = (Ar + f) € H'(0,1). I com que
r e H'(0,1), ja tenim que r + a(s + ar”) € H*(0,1).

Per veure que la segona derivada és de L?(0, 1), veurem que:
[r+a(s+ar)]" + pu[r+a(s +ar”)] € L*(0,1)

per un cert u € C. Per 'equaci6 (4.3) tenim que:

[r+a(s +ar”)) +ulr +a(s +ar”)] = [r + a(Ar + )] +ur + a(s + ar”)]

I si derivem formalment I'expressié anterior, prenem pu = (—1/a? — \/a)
i utilitzem l'equaci6 (4.5) tenim:

[r+a(r+ )"+ plr+als+ar’)] :g—i—ozf"—f—é (_?1—)\)7“

Com que (f(x), f(1),g9(z),b)T € X, tenim (g + af") € L?(0,1), de ma-
nera que podem concloure que [r + a(s 4+ ar”)]” € L?(0,1) i, per tant, el
rang de T'— A\l d és tancat en X.

Aixi, qualsevol A € o(T), A # 0,—1/a és un valor propi normal de
I'operador T'= A,(0) + B.
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2. X = 0. Aplicarem la mateixa idea que en el cas anterior per veure que el
rang de T' és tancat en X, és a dir, voldrem veure que si:

i) o)

Il lx
RIPY=1 @] Y | o
0 0

aleshores Y € R(T). Per a aixo cal trobar (r(z),r(1),s(z),c)’ € E tal

que:
ar’(z) +s(z) = f(z) (4.7)
c=0 (4.8)
~1/as(z) = g(z) (19)

De les equacions (4.8) i (4.9) tenim s(z) := —ag(x) € H*(0,1) i ¢ := 0.
I, de la mateixa manera que en el cas anterior, com que el rang de 77 —017d
és tancat en H1(0,1) x C, existeix (r(z),r(1)) € X; amb r(z) verificant
I'equacié (4.7).

Veure que (r(z),7(1),s(z),c)T esta en E és exactament el mateix que en
el cas A # 0 (prendrem, en aquest cas, u = —1/a?). Per tant, el rang de
T és tancat en X, cosa que conclou que A = 0 és un valor propi normal
de 'operador T'.

Tot aixo demostra que ’espectre essencial de 'operador pertorbat esta format
per un unic punt, que és —1/« O

Lema 4.7. L’operador A,(0) + B és una pertorbacid relativament compacta

de A, (0).

Demostracio. Prenem un A € p(A,(0)) i considerem l'operador (A,(0) —
AId)™!, que és un operador continu de H en D(A,). I B sobre (A,(0)—AId)™!
actua essencialment com a la inclusié de la segona component, que esta en
H'(0,1), en L?(0,1), que és una inclusié compacta. Per tant, A,(0) + B és
una pertorbacié relativament compacta de A,(0). O

Corol.lari 4.8. L’espectre essencial de 'operador no pertorbat A,(0) és:

Oess (Aa(0)) = {_—1}

(%

Demostracio. Per al nostre argument utilitzarem el teorema 4.5 abans enun-
ciat. Acabem de veure que 0.4 (A4 (0) + B) = {—1/a}. Per tant, la resta de
punts del pla sén punts normals de 'operador (recordem la definici6 4.4). Es a
dir, el conjunt obert Y = C~{—1/a} conté només punts normals de A,(0)+ B.
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D’altra banda, 'operador A, (0) es pot pensar també com una pertorbacié re-
lativament compacta de A,(0) + B (veure lema 4.7). Aixi, aplicant el teorema
4.5, tindrem que el conjunt U esta format o bé només per valors propis de
A (0) 0 bé només per punts normals de A, (0). Obviament només la segona
opcid és valida, ja que hem vist en 'apartat 4.1.1 qui eren els valors propis de
An(0). Per tant, 0¢s5(An(0)) ha d’estar contingut en el complementari de U:

Gen(Aa(0)) C {‘—1}

«

Altre cop, aix0 ens deixa dues opcions: 0 bé 0es(A4(0)) = 0, 0 bé 055 (An(0)) =
{=1/a}. Si suposem la primera, que A,(0) no té espectre essencial, podem
repetir 'argument anterior pensant I'operador A, (0) + B com pertorbacié re-
lativament compacta de A,(0). En aquest cas, 'obert escollit seria U = C,
format només per punts normals de A,(0), de manera que pel teorema 4.5
tindriem o5 (Ao (0) + B) = 0, que dbviament és fals. Per tant, I'inica opci6

possible és que:
-1
UeSS(Aa<O)) = { — }

(0%

4.2 Pertorbacié de ’espectre respecte ¢ > 0.

Ja hem vist que el sentit fisic d’aquest cas és suposar una massa m prou gran
en l'extrem de la molla. Matematicament, pero, pensarem aquest problema
com una pertorbacié del problema per ¢ = 0 i veurem que se’'n mantenen els
resultats principals.

4.2.1 Pertorbacio del valor propi doble A = 0 per ¢ petit.

Per fer notar la dependencia dels valors propis respecte del parametre ¢, es-
criurem A () per a referir-nos al k-éssim valor propi en el problema per ¢ > 0.
Aixi, denotem per A\y(0) = 0 el valor propi doble dominant quan ¢ = 0. Si
pertorbem el problema considerant un € > 0 la intuici6 ens porta a pensar
que els valors propis pertorbats corresponents a Ag(0), que podem denotar per
A (€) 1 Ay (€), haurien de ser també dominants si € és petit. Efectivament, és
el que passara.

Per veure-ho, comencem veient analiticament unes aproximacions de Ai ()
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quan ¢ és prou petit. En aquest cas recuperem el problema de referéncia (1.1):
Uy — Ugy — QAU =0, 0 < x <1
u(0,t) =0
u(1,t) = —& [ux(1,6) + au(1,t) + rul, )]

onu =u(x,t),e>0ica,r>0. Sibusquem solucions de la forma e*u(z), tal
i com feiem en l'apartat 2.2.2, pero ara per o > 0, obtenim com a solucions
associades:

A2

u(gj) — e\/l-i-\%m — 6_\/1+>\a z

i els valors propis A han de complir la segiient relacié o equacié caracteristica:

A (14 Xa) ] P { e(1+ o)
eviTa (N4 L fer| =evitnm [\ - 4.10
V1+ A V1+ Ao (4.10)

En l'apartat 4.2.2 analitzarem amb més detall aquesta equacié, pero de mo-
ment podem pensar aquesta expressié dels valors propis com una funcié de
(g, ) igualada a zero, a la qual aplicarem el teorema de la funcié implicita en
C? en un entorn prou petit del punt (g9, \g) = (0,0), de manera que podrem
expressar € com a funcié de A en un entorn del valor propi doble dominant.
Per tant, tenim £ com a funcié holomorfa de A:

e=¢c¢(\) =co+ e A +e227 +0(N?)

Sabem que I’entorn on aixo és cert és un entorn de (g9, A\g) = (0,0), de manera
que forcosament 5 = 0. A partir d’aqui, si substituim aquesta expressié en
(4.10), on haurem escrit cada terme com la serie de Taylor en A, entorn de
A = 0, obtenim que:

e1=0 1 & =-1

Aixi, podem pensar € com
e(N) = =A2+0(\?)
i, traient factor comud a A%, podem pensar-ho com:
—e(A) = Mp())

on p(A) =1+ O(N). Si fem el canvi de variables § = \y/¢@()\), tenim —e = §?

i A en funci6 de 9. Per tant, podem repetir I'argument i tenim:

A=X(0) =X+ M+ X8 +0(6)
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d’on sabem ja que A\g = 0 pel mateix motiu que abans. Amb aquesta apreciaci
i pensant 'equaci6 (4.10) com a productes de series de Taylor en la variable 9,
els calculs ens porten a trobar el valor, per exemple, dels dos primers coeficients
de A, obtenint les segiients aproximacions d’ordre 1 per a les pertorbacions
respecte d del valor propi doble A\g(0), que és:

a-+r

M) = 6+ =

6%+ 0(6°)

Perd hem vist que —e = 62 o, equivalentment, A = \(&i\/€) ja que € > 0. Per
tant, I’anterior expressié la podem posar en termes de €, obtenint les segiients
aproximacions d’ordre 1 per a les pertorbacions respecte ¢ del valor propi doble
Xo(0), que sén:

443 2
a+r ; + 3(a+ 1) (\/E)3+a+r€2+

Aj(e) =ive——5— e~ 24 6
L 176 + 360(« Z;’go—45(a+r) (\/5)5_ (Z_Z‘_’_%) 834—0((\/5)7)

i el conjugat:

Ao (8) = Ag (e)-
Observem que en fer ¢ = 0 recuperem el valor propi doble (de multiplicitat
algebraica 2), que era \o(0) := AJ(0) = A, (0). Aixi, el valor propi doble
pel cas € = 0 s’ha desdoblat en dos nous valors propis (complexos conjugats)
quan pensem & propera a zero. Ara que sabem com es pertorba el valor propi
Xo(0) = 0, veurem que no perd el fet de ser dominant respecte la resta de
I’espectre.

4.2.2 Analisi de ’equacioé caracteristica.

Un analisi més acurat de I’equacié caracteristica dels valors propis (4.10) ens
permetra, en aquest apartat, deduir algunes propietats dels valors propis quan
e > 0. A diferencia del cas € = 0, en que els valors propis eren explicits, ara
caldra un analisi qualitatiu de I’equacio caracteristica per tenir aquest tipus
de resultats. Veurem, pero, que hi ha certa analogia entre els dos casos.

El primer resultat ens servira per situar els valors propis en el pla en funcié
dels parametres €, r i «, tots ells positius. Per veure-ho, escriurem per una
banda ’equacié caracteristica en una nova variable z i, per 'altra, obtindrem
certes acotacions sobre els termes de 'equacié que ens dividiran el pla en
regions. Si volem que es compleixi 'equacié caracteristica, aquestes acotacions
només seran compatibles en algunes de les regions anteriors i aixo ens permetra
situar els valors propis només en aquestes parts del pla. En un segon resultat
analitzarem el comportament asimptotic dels valors propis.
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Comencem, doncs, introduint una nova variable z que definim com
z=vV1+Aa. (4.11)
Aixi, els valors propis (o solucions de 1'equacié caracteristica (4.10)) els tenim

en funcidé de la nova variable com

2?2 —1

o

A:

Imposem el canvi de variable en 1'equacié caracteristica (4.10) i obtenim:

(22 - 1 ) 221 (22 - 1 ) _ 221
+ezder) ez = —cz+er) e az
«Q «

que de forma abreujada denotarem per

A(2) B(z) = A'(z) B'(2) (4.12)

on

A(z) = (Z _l—l—ez—i—sr), B(z) = e=

22 -1

«

24

—ez+ 87”) , B'(z)=e¢ ==

#) = (
Voldrem dividir el pla en diverses zones:
2) {2 €C: B <1}, {2 €C; [B() = 1}i {2 € C: |B(z)| > 1}
b) {2 €C; |B(2)] <1}, {2 € C; B =1} i {2 € C; [B()] > 1)
&) {2 €C; AR < |4}, {2 € C; |AR)] = |4(2)]}

{zeC; |AR)| > [A(2)]}

i analitzarem després en quines zones aquestes acotacions son compatibles amb
I'equacié caracteristica (4.12).

Comencem amb |B(z)|. Aquest modul sera menor, igual o major que 1
quan la part real de I’exponent sigui menor, igual o major que 0. Per tant, si
escrivim z = x + iy, el que voldrem és estudiar el signe de

re(") = e 419)

segons els valors de z, y. I com que o > 0, el signe de (4.13) és el mateix que
el signe del numerador, z (2% + y? — 1), que depen de la part real de la nova
variable i de la situacio de la variable respecte de la circumferencia de radi 1.
Aixi, de manera immediata, el pla ens queda dividit en les segiients regions:
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a.l) |B(z)] <1si
r>0 i 22+ —1<0
o bé si
r<0 i 224+352—1>0

a.2) |B(z)| =1si
=0 (z imaginaris purs)

0 bé si

2? +y* —1=0 (z pertany a la circumferencia unitat )

a.3) |B(z)] > 1si
r>0 i 22+35°—1>0
o bé si
r<0 i 224+352—1<0

Aix0 queda resumit en la part esquerra de la figura 4.5. Analogament, |B’(z)|
divideix el pla en tres regions, que son les mateixes que en el cas anterior, pero
amb les acotacions al revés:

b.1) |B'(2)| < 1si
>0 i 224+4°—-1>0
o bé si
r<0 i 224+34°-1<0

b.2) |B'(2)] = 1si

=0 (z imaginaris purs)

o bé si

2*+y*—1=0 (zpertany a la circumferéncia unitat )

b.3) |B'(2)] > 1 si
r>0 i 2°4+¢4*-1<0

0 bé si
r<0 i 224+¢4*—1>0

situacié que queda resumida en la grafica de la dreta de la figura 4.5.

Per 1ltim, voliem comparar els moduls de |A(z)| i |A’(z)|. Per fer-ho,
escrivim de nou z = x + 1y en les expressions de A(z) i A’(z), i podem veure
com
ez (2® +y* — 1+ era)

a

[A(2)* = 4'(2)]?

(4.14)
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B@)<1 B@)1 Bzp1 B'(l<1

Bz)<1 B'@)I<1

r=1

B)>1 = B'2)1

Figura 4.5: Regions del pla que ens donen |B(z)| i |B'(z)].

Per tant, comparar |A(z)| amb |A’(z)| és estudiar el signe de (4.14) o, el que
és el mateix, el signe de x (22 + y*> — 1 + era). Aqui haurem de distingir dos
casos:

i) era > 1. En aquest cas, (22 +y*—1+era) és sempre positiu, de manera
que el signe el determina z. Aixi, tindrem que

c.l) |A(z)| < |A'(2)| siinoméssiz <0
c.2) |A(2)] = |A'(#)] siinomés sixz =0
c.3) |A(z)| > |A'(2)| si i només si z > 0
és a dir, les regions determinades pels dos semiplans.

ii) era < 1. En aquest cas, (22 + y* — 1 + era) és I'equacié d’'una circum-
ferencia de centre (0,0) i radi v/1 —era < 1, que ara també intervé en
la determinacio del signe que ens interessa. Aixi,

c.l) |A(2)] < |A'(2)] si
r<0 i 2*4+y*—1+era>0

o bé
x>0 i 2*4+y*—1+era<0

c.2) |A(z)| = |A'(2)]| si
r=20
o bé
2?4y —1+era=0
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c.3) |A(2)] > |A'(2)] si
r<0 i 224+9y*—1+era<0

o bé
r>0 i 2°49y*—1+era>0

Observem que quan € va a zero, la circumferencia anterior tendira a la
circumferencia de radi 1 per 'interior.

Tot aix0 queda resumit en la grafica 4.6.

lA@I<AE)

IA@PIA' @)

@A) A@FA @)

Pl

=1

A@KA @]

Figura 4.6: A l'esquerra el cas era > 1; a la dreta, era < 1.

Per tant, el pla ens ha quedat dividit en diverses regions i hem de veure
quines sén compatibles amb tenir solucions de ’equacié caracteristica. Aixi,
la situacié queda resumida en el segiient teorema:

Teorema 4.9. Els valors propis A de l'operador A,(e) quan a, € > 0 estan
localitzats en les segients regions:

1. si era > 1 només tindrem valors propis tals que

1
A€ (—o0,—1/a] d bé ‘)\+— < —
al

és a dir, en la semirecta A\ € (—oo, —1/a] i en interior (estrictament)
de la circumferéncia centrada en (—1/a,0) i de radi 1/a, tal © com es
2. st era < 1 aquests només es podran trobar en

veu en la figura 4.7.
1 1 1
< _}m{‘ﬂ_ > __gr}
a Q a

és a dir, en la semirecta (—oo, —1/a] i en linterior de la corona circular
determinada per les circumferéncies centrades en (—1/a,0) i de radis
l/a i1/a —er, tal i com s’indica en la figura 4.7.

1
A€ (—o0,—1/a] o0 béen {‘)\—i-—
o
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15 T T T T T T T 15

1t )\EIG(Au (€) , e A Dc(Au €)

05f 4 05

-1/a -1/a

-05 N 051

s 4 b

15 L L L L L L L 15 L L L L L L L
=3 -25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 =3 -25 -2 -15 -1 -05 0 05 1

Figura 4.7: A lesquerra, situacié dels valors propis en el pla pel cas era > 1;
a la dreta, per era < 1.

Observacié 4.10. Quan € s’acosta a 0, els valors propis tendeixen a situar-se
a la circumfereéncia de centre (—1/a,0) i radi 1/, i a la semirecta (—oo, —1/a].
Aixo és coherent amb 'analisi explicit dels valors propis quan € = 0 que hem
fet en Uapartat 4.1.5.

Demostracio. Les uniques regions del pla en z € C que ens han donat les
acotacions per |A(z)], |A'(2)|, |B(2)| i |B'(z)| que, a més, sén compatibles amb
I'equaci6 (4.12) sén les seglients:

1. si era > 1 només tenim z solucions de 'equacié (4.12) si
r=0 6 2*+9y°-1<0

és a dir, sobre Re(z) = 01en 'interior (estrictament) de la circumferéncia
deradi 1. Desfent el canvi de variables (4.11) tenim de manera immediata
on estan localitzats els valors propis A.

2. sl era < 1 només tenim z solucions de 'equaci6 (4.12) si
r=0 6 {P+y*-1<0}n{z®+y*—(1—cra)>0}

és a dir, sobre Re(z) = 0 i en 'interior de la corona circular delimitada
per les circumferéncies centrades en (0,0) i radis 1i+/1 — era. Si desfem
el canvi de variables (4.11) per expressar aquesta condicié en termes dels
valors propis del nostre operador, obtenim les regions de I’enunciat.

O

Vegem ara un altre punt de vista per ’equacio caracteristica que ens permetra
veure on s’acumulen els valors propis.
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Teorema 4.11. Quan o > 0, € > 0 existeix una successio de valors propis de
Poperador A, (g) que s’acumulen en —1/a i una successié de valors propis que
s’acumulen en ['infinit.

Observacié 4.12. En l'apartat 4.2.3 veurem que —1/« és, de fet, [inic punt
de lespectre essencial de 'operador Ay(g) quan € > 0. Per tant, el teorema
4.11 ens diu que Uinfinit i —1/a son els unics llocs on s’acumulen els valors
propis.

Demostracio. Per ¢ = 0 ho haviem vist en 'apartat 4.1.3. Per tant, fixem
e > 0. Essencialment, del que es tracta és de mirar-nos I’equacié caracteristica
dels valors propis com una funcié a la qual aplicarem el Gran Teorema de
Picard (com a referéncia, vegi’s [12]). Recordem que el Gran Teorema de
Picard garanteix que si f és una funcié analitica amb una singularitat essencial
en z = a aleshores, en qualsevol entorn de z = a, f assumeix tots els valors,
amb una possible excepcid, i un nombre infinit de vegades.

A quina funcié ho aplicarem? Per veure que hi ha valors propis que s’acu-
mulen en —1/q, partim de I'equacié caracteristica dels valors propis (4.10) a
la qual apliquem el mateix canvi (4.11), és a dir, z = /1 + Aa. Amb aquest
canvi, podem pensar I'equacié (4.10) com

22 —1

f(z)=1 on f(z):eQ( O‘Z)(Ql“o‘”go”) (4.15)

22 —1—caz+cear

Les solucions {z,} ens donen els A, valors propis de A,(¢). El que volem veure
és que existeix una successioé {z,, } tals que f(z,,) = 11que limy,, oo|2n,| = 0.
Aixi, els corresponents \,, seran una successié de valors propis de A,(¢) que
s’acumularan en —1 /. Fixem-nos en la funcié f(z), que esta formada per una
exponencial i dos polinomis en z de grau dos. Considerem el segiient obert :

EO = Dl/no AN {O}

on Dy, és el disc obert de centre 0 i radi 1/ng, que hem triat de manera que
els polinomis 22 — 1 4+ caz + ear i 22 — 1 — eaz + ear no tinguin cap zero en
Ey. Sigui la successié decreixent d’oberts { E} }i definida per

E, = Dﬁ ~ {0}
Com que Eyyq C Ep C Ey per a tota k > 0, tenim en cadascun d’aquests
oberts que f(z) # 0 si z € Ej i que, per construccid, la tnica singularitat
de f(z) és la singularitat essencial que té I'exponencial en z = 0. Aplicant el

Gran Teorema de Picard, podem afirmar que f pren el valor 1 infinits cops
en cadascun d’aquests entorns Ej. Aixi, podem triar z,, € (E; \ Ej_1) de
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manera que f(z,,) = 11, com que la successié de discs Dy ,, convergeix a {0},
aquests z,, compleixen que

lim z,, =0

ng—00
Si expressem aquests resultats en les variables inicials, podem afirmar que
existeix una successié de A, soluci6 de 'equacié (4.10) tals que
. -1
lim A, = —

nj—00

Esa dir, tenim una successi6 de valors propis A, que s’acumulen en —1/a. Ve-
gem ara que existeix una successié de valors propis que s’acumulen en 'infinit.
Haviem vist que I'equacié caracteristica equivalia a ’equacié (4.15). Afegim un
nou canvi de variables, w = 1/z, i 'equacié caracteristica equival a I’equacié

1 —w?

st =) ()

El mateix raonament anterior val per g(w), que també té una singularitat
essencial en w = 0. Tenim, doncs, una successié {wy,} amb g(wy,) = 1 tals
que limy,; cowy; = 0. Desfent els canvis, tenim una successi6 de valors propis
An, tals que limnj_>oo|)\nj| = 0o. Observem que, com que w,; poden tendir a
zero en totes direccions, hem hagut de considerar el modul de A, O

4.2.3 Espectre essencial de A,(¢) quan ¢ > 0.

Si veiem que A,(g), € > 0, a > 0 és una pertorbacié relativament compacta
de 'operador tancat A,(0), el teorema 4.5 ens permetra veure que l'espectre
essencial no canviara.

Teorema 4.13. L’espectre essencial de l'operador Ay(g), €, > 0, és:

ol = { 2]

Demostracio. L’operador A, () el podem descomposar de la manera segiient:
1)) (u, u(1))
Aa c (U;u( ) — Aa 0 +B€ ( y _
@ ({raiay) = o0 +59 ({7360

(((u (j:csg;l)ii 0)) i (( 0, —¢[(u+ 0(401;)?(1) +ro(1)] ))



Dependéncia del sistema respecte ¢ > ( 97

Observem que B, és un operador de rang finit i que D(A,(0)) C D(B.) C H.
Aixi, la composicié B. (A4(0) — Ao Id) ™" amb A € p(Aa(0)) ens porta a:

H < D(A,) — H

on H — D(A,) inclusié continua perque (Ao(0) — Ao Id)™" € L(H,D(A,))
YV Ao € p(An(0)); i on la segona inclusié és compacta ja que B, és un operador
de rang finit i, en particular, compacte.

Aixi, Poperador B, és una pertorbacié relativament compacta de A, (0), de
manera que seguint el mateix raonament fet en el corol.lari 4.8, podem afirmar
que:

-1

oue(Aa(6)) = o040 = { 1}

o
[

4.2.4 Rang numeric, convergencia generalitzada i valors
propis dominants.

Situarem els valors propis en un sector que no dependra de €. Amb 'ajut de
teoria de pertorbacions, veurem que Aj () i Ay (€), aproximacions que tenen
sentit per € proxim a zero, sén els valors propis més a la dreta de tots. I si
e prou petit, també estaran a la dreta de l’espectre essencial, {—1/a}, ja que
a > 0 esta fixada. De manera que el que seria esperable passa: la pertorbacié
del valor propi dominant per € = 0 és també valor propi dominant per € prou
proper a zero (i veurem amb més exactitud que vol dir aquest prou proper).
En aquest apartat, doncs, sera important ’eina que ens donara el sector
independent de e que, sota certes hipotesis, contindra l'espectre de tots els

Ay(e): el rang numeric. Seguirem la definicié i teoremes del capitol V.3 del
Kato [22].

Definicié 4.14. Sigui T un operador en un espai de Hilbert H. FEl rang
numéric de T' 6 O(T) és el subconjunt del pla complex segiient:

O(T) = {(Tu,u) € C, u € D(T), ||ul| = 1}

Observacié 4.15. Tot i que podriem usar el fet que els operadors generen un
semigrup analitic per € > 0 per a buscar el sector que contindria [’espectre de
cada operador, tindriem el problema que els sectors, possiblement, dependrien
de €.

Definicié 4.16. Sigui I' la clausura de ©(T). Definim el conjunt A com el
complementari de I':
A=C~\T
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Proposicié 4.17 (Kato, [22]). El rang numeéric és un conjunt convex. Per
tant, A €s un conjunt obert o bé connexr o bé amb dues components connexes
Ay i Ay (en el cas en qué ' sigui una banda vertical).

El que ens interessara a nosaltres per a relacionar aquests conjunts amb
I'espectre és el segiient resultat del Kato.

Teorema 4.18 (Kato, [22]). Sigui T un operador tancat en un espai de
Hilbert H. Per a qualsevol £ € A, T — £1d té rang tancat, la dimensio del
nucli de T'— EId és 0 @ la codimensio del rang de T — &Id és constant V& € A
(o bé en cada component de A). Aquest valor constant s’anomena l'index
de deficiencia de T (def(T — €1d)). En el cas que def(T — £Id) = 0
per a algun £ € A llavors A és un subconjunt del conjunt resolvent de T 1
|R(&,T)|| < 1/dist(&, 1) (el resultat és andleg quan A té dues components).

Comencem, doncs, trobant el rang numeric dels nostres operadors ©(A,(¢)),
e > 0. Recordem qui era aquest operador, ja definit en el capitol 3:

B (v,v(1))
Au(e)V = ( (U4 av)ge, —¢ (u + av),(1) — erv(l)) )

amb domini

D(Au(2)) = D(A,) = {( EZ%;; ) € X1 x X1, (u+av) e Xg} cH

En el nostre cas, com que € > 0, el producte escalar que considerem és (, ). i
es pot comprovar que:

1 1
(Au()V, V), = —a/ a2 = rlo(1)]? —2um/ T
0 0

per a tots els V' € D(A.(¢)) tals que ||V]|, = 1. Si ens mirem la part real i la
part imaginaria del producte escalar, que pensarem com un complex p, i les
comparem, usant que ||[V||_ =1, tenim:

1
1 1 3
T 4 :2|[m/ W, | <2 (/ |vx|2>
0 0

i, per tant, tot u € ©(A,(e)) verifica que:

1
~Rep—ro(0P? |
a

[Im p §2‘

Es a dir, el rang numeric esta contingut en el sector parabolic:

Sa:{y:j:%/%,x<0}

No donem exactament qui és aquest rang numeric, pero aquesta localitzacié
sera suficient per a 1'is que en farem.
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Teorema 4.19. L’espectre dels operadors A, (), Ve > 0, a > 0 esta contingut

en el sector parabolic
sgz{yzizwi?m<o}
o

per a tots els € > 0.

Demostracio. Ja hem vist que ©(A,(g)) esta contingut en aquest sector Ve >
0, de manera que només queda veure que ’espectre esta en el rang numeric
comprovant les hipotesis del teorema 4.18: observem que £ = 1 no esta en el
rang numeric, aixi que comprovarem que l'index de deficiencia és 0 veient que

R(Aua(e) —Id) =H.
Si ens mirem com actua aquest nou operador aplicat sobre un element V'
qualsevol de D(A,), tenim:

_ _ (v —wu,v(1) —u(1))
(Aale) RDV_((w+&mm—u—5MJU+a%ﬂf+mﬂﬂ—ww))

que, efectivament, esta en H = X; x Xy. Per a veure que el rang és complet,

(9,b)
de trobar V' = ( (u, u(1)) ) € D(H) tal que (An(e) — Id)V = F. Si escrivim

prenem un element qualsevol de 'espai total, F' = < (£, £(1)) ) € H i hem

(v,v(1))
aquesta igualtat terme a terme, aquesta es tradueix en resoldre el problema
segiient:

(v —u=f

v(1) —u(l) = f(1)

Uge + QUpy — UV = ¢

[ —¢ [uz(1) + avg(1) +rv(1)] —v(1) = b

amb (f, f(1)) € X1, g € L*(0,1), b € C donats i u(0) = v(0) = 0. Mitjancant
dos canvis de variable es pot veure que aquest problema té solucié tnica en
I’espai que volem. Definirem en primer lloc una nova variable w = v + awv.
Amb aquesta notacié, podem expressar v = (w — u)/« i aixi el problema es
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transforma en:

TR
W=y = s

wm—w;uzg

| e [ + L) —uay)] - 2D

i w també verifica que w(0) = 0. Utilitzem ara la primera equacié per a fer el
nou canvi de variable v = (w —« f)/(14 «) 1 expressar el problema en termes
d’una unica incognita, w. Aixi, hem de resoldre:

4 w + f
Wry — = P
1+a 77 1%a
w(0) =0
l+er l+er
—cwg (1) — H=5b 1
| o) - Tl = b+ ()

Com que g + % € L*(0,1), existeix una tinica w € H?(0,1) solucié del
a

problema anterior. Si recuperem les nostres incognites inicials:

V:(u,mn) 1 (w_w;wm—aﬂm)

v, v(1) ] T T+a\ w+f wd)+f(1)

tenim que, efectivament, V' esta en D(A,(¢)). Com que hem vist que el rang
de Voperador A,(¢) — Id és complet, el teorema de Kato 4.18 ens garanteix
que l'espectre de A, (¢) esta contingut en ©(A,(¢)). O

Observacié 4.20. Observem que quan « s’acosta a 0, l’angle del sector que
conté lespectre de A, (€) seria cada cop més gran, arribant a ser tot el semipla
negatiu en el cas limit o« = 0. Aixo és coherent amb els resultats obtinguts
en el capitol 2. L™is del rang numeric ens ha donat, amb uns calculs senzills
en aquest cas, el mateir tipus d’informacio que es podria derivar del fet que
l'operador sigui sectorial.

Tot aixo ho hem fet per a tenir localitzat 1'espectre de A, (g), a, € > 0. Perd
el nostre objectiu continua essent el de demostrar que A, () té un subconjunt
finit de valors propis dominants i que aquests sén A$(g) i Ay (¢). El resultat
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principal que usarem per a demostrar-ho és el teorema 3.18 (al capitol 3), un
teorema de pertorbacié de Kato, i el raonament que hem fet partint d’aquest
teorema en l'apartat 3.2.2 , també seguint [22]. Essencialment, aquest teorema
ens permetia parlar de continuitat respecte un cert parametre de conjunts finits
de valors propis si 'operador pertorbat convergia en sentit generalitzat al no
pertorbat. Per tant, el primer que veurem és aquesta convergencia en sentit
generalitzat dels operadors.

Teorema 4.21. A,(¢) convergeix en sentit generalitzat a A,(0) quan € — 0,
per a > 0 fizat.

Demostracio. Es, essencialment, una demostracié tecnica que consisteix en
acotar la norma d’un operador diferencia per una quantitat que tendira a zero
quan ¢ — 0 (recordem la definici6 3.13 de convergencia generalitzada, al capitol
3, i les propietats equivalents que ens donava el lema 3.14).

El primer problema és, pero, que A, (0) no és un operador invertible. Aixi,
no podrem veure la convergencia en sentit generalitzat de A,(e) a A,(0) di-
rectament; perod que aquesta convergencia és certa és equivalent a comprovar
la convergencia en sentit generalitzat d’uns operadors traslladats, que si seran
invertibles si els traslladem convenientment. En el nostre cas, comprovarem
que:

(Aa(e) = Id) — (Aa(0) — Id)

en sentit generalitzat veient que

Lim |(Aale) = Id)™" — (Aa(0) — fd)_lHqH,H) =0 (4.16)

Com a incis direm que en [22] es pot veure com efectivament, les pertorbaci-
ons acotades dels operadors mantenen la convergencia en sentit generalitzat
d’aquests. Intuitivament, aquesta equivalencia és clara, ja que en restar-los la
identitat 'inic que hem fet és traslladar les grafiques, que és el que ens donava
la mesura de la convergencia generalitzada.

Vegem la convergencia generalitzada dels operadors traslladats. El primer
que cal veure és que els inversos de A,(¢) — Id i A,(0) — Id existeixen i s6n
operadors continus, ja que 1 no pertany ni a o(A,(g)) ni a 0(A,(0)). De
fet, acabem de veure la manera d’invertir-los, pero ho tornarem a escriure per

(f, f(1))
(9,0)

ey () = (et

(ontn) = (G ) )

clarificar les notacions. Per ( ) € Hie > 0 fixats, definim 'operador:

amb
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on w°® és la solucio del problema:

4 wa f
€ —_ =
“ Tia It 11a
we(0) =0
1+4+er 1+er
—cwt, (1) — (1) =1b 1
| cwn ) - ey = T

Aquest problema té solucié tinica en H?(0,1), de manera que (A, (e) — Id) ™"

esta ben definit com a operador de ‘H en D(A,); i es pot comprovar que és
I'invers de A,(e) — Id.
Analogament, definim U'invers de A,(0) — Id com:

(AQGD——Lﬁ_l(Lﬂjxln> _ (QMU(U)) 1 ((uﬁ——af%uﬂ—-afxlD )

(9,0) (v,0(1)) ~ T+a \ @+ f @+ f)(1))
on w? és la solucié del problema:
( 0
o _ v _ f
Ve T i e 9 Tra
(4.17) w°(0) = 0
I 1
- D=b+—f(1
| T +1+af()

També té soluci6 unica en H?(0, 1), de manera que I'operador esta ben definit
i és, efectivament, 'invers.

Vegem ara que podem acotar la norma de l'operador diferencia tal i com
hem indicat. Per acotar la norma de I'operador diferencia dels inversos, vegem
primer com actua aquest operador sobre un element de ‘H qualsevol. Es directe
veure que:

)

(M—wO@F—WXD)
K%@_Myhpum—mﬂMydgvz ($+%(WH£WU

Y

14+« 1+«
Si diem w := w® — w"°, el que tenim és que w és la solucié de:

( 1

(4.18)X w(0)=0
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on w' és la solucié de equacié (4.17). Es pot comprovar que (4.18) té solucié
tinica en H?(0,1). Trobar la norma || - ||3; de P'operador diferéncia dels inversos
és trobar una constant C' > 0 tal que:

m%y (/01 \w$|2+/01 |w|? + |w(1)|2> <C (/01 |fgc|2+/01 91> + |bl2)

De fet, el que veurem és que, per € és prou petit, aquesta constant esta aco-
tada per una altra C(e) que depen de € i que lim._oC(e) = 0. Per tant
lim._oC = 0, amb la qual cosa haurem comprovat la convergencia genera-
litzada dels operadors corresponents. Aquesta demostracié, molt tecnica, la
resumim en els dos passos principals:

a) Veurem que si € és prou petit, tenim

o ([l [+ ) < Sy

on K (w”) serd una constant que dependra de w®

. Observem que com
que w? és solucié de (4.17), on no intervé e, K (w®) és una constant que

no dependra de ¢.

b) Veurem que existeix una constant K tal que

K2 < K H (0“(’;(61))))

2

H

1
Per tant, haurem vist que C' < C(e) = % K. Com que K no
er

depen de € és evident que C(e) — 0 quan € — 0, de manera que

lim ||[(Aa(e) — Id) ™" — (Aa(0) — Id) ] =0

e—0

e

Vegem la primera part:

(a) Multiplicant 'equacié del problema (4.18) per W i integrant per parts,
tenim:

1 1 1
w12+—/ w]* = w, (1) w(l 4.19
[+ [l = ) (4.19)

Pero w,(1) intervé en les condicions de contorn del problema (4.18), d’on:

T 1+er —_
- H—af(l) - mw(l) w(1)

w’(1)



104 Dependéncia del sistema respecte ¢ > ()

A partir d’ara,

Amb aquesta notacié, (4.19) equival a:

1 + ET
[t s [ L < k@] @20
Mirem-nos (4.20) amb deteniment. Si la suma de termes positius és menor
o igual que una quantitat, també sera veritat per cadascun dels termes. En
particular:

1+er 9 0
—|w((1)]* < |K 1
S P < K ) ()
d’on: a )
e(l+«
1) < ——|K(uw°
) £ YK W)
D’aquesta manera, 1'expressié (4.20) implica:
1 —|— er e(l1+a)
o2 4+ —— NP < —— KW (4.21
[t s [ L ap < S5 wor a2

Observem, pero, que:

call ey
/o1 .l + / wl? +— +€7a)\w(l)lz (4.22)

I que, sie < 1:

1
1
( [+ er+ghwnP)

I, si ho ajuntem amb (4 21)7 tenim el que voliem:
1

e ([l [+ o) < S o e <

1+er

Vegem la segona part:

) Per acotar K(w®) = wi(1) + Lwo(l) - Lf(l) per termes de

0] e

haurem de fer diverses acotacions.
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1. Es evident que |f(1)| el podem acotar convenientment. De fet, com que
f(0) =0, és immediata la desigualtat:

lﬂnls(luﬂﬁ); (4.23)

2. Mirem-nos |w?(1)|. La idea és usar que per a qualsevol funcié f, f’ €
12(0,1) es 16 que |f(@o)? < 20f 1% + IfI%: V0 € (0,1). Com que
w® € H%*(0,1), tenim:

we (DI < 20wyl T2 00 + lwaall 200y (4.24)

Per a treballar ||w?]|;2(0,1), usarem un problema auxiliar. Sigui w®* la
solucié de:

¢ ,waux

W = 7 o 0
w™®(0) =0
Cw™ (1) = ~(1+a)b— f(1)

De fet, podem trobar w®* explicitament.

(I1+a)b+ f(1) . x
w*(zr) = — sinh
sinh Vita
V1+a
I treballem ara amb la nova funcié w! = w® — w*™*, que és solucié

del mateix problema que w?; el (4.17), perd amb condicions de contorn
Dirichlet homogenies:

( 1
1w f
=11, 9T T,

wt(0) =0

| w'(1) =0

En aquesta nova equacié podrem fer unes acotacions que ens aniran
bé per aconseguir el nostre objectiu. Multiplicant 'equacié per —w! i

integrant per parts, obtenim la segiient desigualtat per a la nova funcio:

1 1 1 f
[ e s [ <o
0 14+a 1+«

e

1
Lo ||L2(0,1)
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. 1
. Ens quedaria acotar [ |w)

Usant la desigualtat de Cauchy que ja haviem utilitzat en anteriors aco-
tacions:
ab<L c—2b2 Ya, b, ceR
2¢? 2 T
(I'aplicarem sovint, triant la ¢ que més ens convingui cada vegada) tenim
en aquest cas:
P

f P
2

1+« 1.2

C2
+ <,

o+ 55| Mot < g o+ 155

2 : , :
Prenent ¢ = = aconseguim que se'ns anul.lin els termes amb
o

|w!||2,, i ajuntant-ho amb la desigualtat (2) podem arribar a:

[ttt [re 7S [nr az

on C' > 0 és la constant del lema 2.3, del capitol 2. D’altra banda, esta
clar que podem acotar fo |w®®|? en termes que ens interessen, ja que la
tenim explicitament:

1 1
| <k [ 18P (4.20
0 0

on ki, ko > 0 sén constants que no entrarem a determinar. Usant les
d651gualtats (4 25) i (4.26) i recordant que w° = w! + w™® podrem

acotar fo |w?|?:
1 1 1
[t <2 [tz [ <
0

1
o) [+ (15 o) [ 1A 2k
0

Podem resumir aquesta desigualtat prenent k3 com el maxim d’aquestes
constants, de manera que:

1 1 1
/TM&2§k3</!m”+/\ﬁf+%Mﬁ (4.27)
0 0 0

Y_|?, cosa que resulta directa usant el problema

(4.17):

[ <o [ase s [or+ 75 [ine a2

on C' > 0 torna a ser la constant del lema 2.3.
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4. Amb el que hem vist, podem acotar [w?(1)]. Hem vist que
1 1
P <2 [l [t
0 0

Si usem les acotacions (4.27) i (4.28) i escollint k4 com el maxim de totes
les constants que intervenen podem escriure que:

W) < ky ( [ [1ne |b|2) (4.29)

5. Mirem-nos |w’(1)|. De les condicions de contorn del problema (4.17)
veiem que:
W ()] < (1+a) b + |f(1)] (4.30)

Tot el que hem vist era per acotar | K (w?)|. Pero,
r
1
)

que sén termes que ja hem treballat. Per les desigualtats (4.23), (4.29) i (4.30)
podem afirmar que existeix una constant K > 0 tal que:

s ([ L) = (G1)

que és el que voliem veure.
Podem concloure, doncs, que A, (¢) convergeix a A,(0) en sentit generalit-
zat quan £ — 0 en la norma || - ||, per a > 0 fixat. O

K ()] < [l (1)] + 7= (1)] +

2

H

Observaci6 4.22. Hem demostrat el teorema anterior amb una norma inde-
pendent de €, pero és igualment cert que:

[(Aa(e) = Id)™" = (Aa(0) — Id>71H£(H,H;€) =0

on la norma és ara || - ||.. Efectivament, ja que durant la demostracic hem vist

en (4.22) que

o ([t [t L) <

1 1
1 I+er
< [l [P S e
0 IL+aj

c(1+a)
SO

I també és cert que com que

()

£
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st e < 1, de l"iltima de les acotacions es desprén també que

[K(w) < K (/01 9] +/01 | fal? + |b|2) <K H(U(’g{(bl))))

si € < 1. Per tant, de manera andaloga a la demostracio anterior tenim que

e ([ et [ et s o) < S| (45)

sie <1, amb K la mateixa d’abans. Aixi doncs,

[(Aale) = Id)™" = (Aa(0) — Id)~

2

3

2

€

IHL(H,H;a) 0

de manera que tenim la convergencia generalitzada també en la familia de
normes || - ||c. El que cal remarcar d’aquest resultat és que la convergéncia
generalitzada la tenim en una norma que canvia amb el parametre respecte el
qual fem el limit. De fet, si pensem que aquest tipus de convergéncia mesura
la distancia entre les grafiques dels operadors, el que hem obtingut és que la
distancia és petita amb una distancia cada cop més gran. Per tant, les grafiques
dels operadors no només son properes siné que ho son quan les comparem amb
una distancia d’ordre 1/+/c.

Teorema 4.23 (Existéncia d’un conjunt finit de valors propis domi-
nants.). Existeiz un cert ¢g > 0 per al qual l'operador (A.(¢), D(As)), amb
a >0 fizat i e < g, admet {\§ (€), Ay (€)} (pertorbacions del valor propi doble
Xo(0) =0) com a subconjunt finit de valors propis dominants.

Demostracio. Degut a la convergencia generalitzada dels operadors, sabem que
si tanquem un nombre finit de valors propis de A,(0) en una corba I, hi haura
un € prou petit a partir del qual tots els A,(e) tindran alla dins el mateix
nombre de valors propis (amb multiplicitat) que A,(0) (veure el teorema de
semicontinuitat 3.18 i Papartat 3.2.2). Aix{ només caldra escollir la corba
adequada per a concloure el que volem.

Tenim o > 0 fixat. Sigui R, un rectangle de centre (0,0) amb les propie-
tats segiients. L’amplada ha de ser prou petita com perque I'inic valor propi
de A,(0) que contingui aquest rectangle R,, sigui A\g(0) = 0 (que, recordem, té
multiplicitat algebraica igual a 2), i també prou petita com perqueé —1/a ¢ R,,.
Si repassem com sén els valors propis de A,(0), veurem que aixo queda ga-
rantit sempre que triem una amplada menor que 2min {1/a,aw?/2}. Un cop
tenim l'amplada, ens mirem la franja vertical entorn 1’origen que li correspon,
F,: en aquesta franja, el sector parabolic S, té una alcada maxima. Doncs
considerarem un rectangle R, d’al¢ada superior a aquesta (veure la figura 4.8).

Un rectangle R, qualsevol, d’aquestes caracteristiques, ens permet triar I,
com la corba tancada que en defineix la vora. Aquesta sera la corba valida.
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B
2 N o)
LN
° 7(4(0)
S AENE)

Figura 4.8: Esquema per a la demostracié del teorema

El teorema 3.18 de semicontinuitat de Kato (al capitol 3) ens garanteix que
existeix un g9 > 0, que depen de T',, i de A,(0), tal que si e < g¢ llavors A, (e)
té exactament 2 valors propis alla dins, ja que dins I',, I'inic valor propi de
A,(0) és A\o(0) = 0, de multiplicitat 2. Observem que el teorema de la funcié
implicita ens havia permes trobar-los: \j () i A (€), si go és prou petit com
per a poder treballar en ’entorn que ens déna el teorema de la funcié implicita
(si no és aixi, escollim el minim i ja esta).

Podem dir també que en la franja vertical F,, no hi ha més espectre de
An(e), ja que tota la part de F,, que no esta continguda en R, esta fora del
sector S,, on viu aquest espectre (recordem que hem escollit R, amb prou
alcada com perque aix0 sigui aixi). Per tant, garantim que no tenim elements
de l'espectre de A, (¢) amb part real igual o superior a la dels valors propis de
dins R,. I amb l'espectre essencial tampoc tenim problemes, perque hem triat
I, per tal que —1/a n’estigui a l'esquerra.

En resum, Re (\{(g)) = Re(A\;(g)) > Re) per a tot A\ € o(Au(€)) si
e < ep. Esadir, sie < g, Voperador A, (¢) té {\I(g), A; (¢)} com a subconjunt
finit de valors propis dominants. Dit d’una altra manera, si € és prou petit,
les pertorbacions del valor propi doble dominant de A,(0) s6n també valors
propis dominants de I'operador pertorbat A, (¢), de manera que pertorbacions
petites de 'operador A, (0) mantenen el caracter dominant d’aquests conjunts
de valors propis. O

Observacié 4.24. Observem que la corba I',, que hem triat per a fer aquest
argument no ens depén de € i, per tant, sera universal per a tots els A,(e)
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si € < g9. Pero aquesta corba si depén de l'a > 0 fizat i, per tant, també
en depén el g ja que, recordem el teorema 3.18, €9 ens depén de la corba que
escollim.

Observacié 4.25. Si la corba 'y, que escollim admet més valors propis de
A,(0) en el seu interior, a part de M\o(0) = 0, el mateiz argument ens permet
concloure que també hi haura un subconjunt finit de valors propis dominants
en aquest cas, que potser no seran \§ () i Ay ().

El que intuittvament passara és que no caldra un £y tan petit com en el cas
anterior per a tenir valors propis dominants que no siguin les pertorbacions
de A\o(0) = 0. Es a dir, a partir d’un cert g ja podrem garantir l'ezisténcia
d’un subconjunt finit de valors propis dominants i si, a més, ens quedem amb
un € < &g, podrem garantir que els dominants de [’operador pertorbat son
pertorbacions del valor propi dominant doble del cas no pertorbat.

Teorema 4.26 (Equacié limit). El comportament asimptotic (en el sentit
del teorema 1.2) de les solucions del model en derivades parcials (4.1) ve donat,
si € és suficientment petit, per l’equacio diferencial ordinaria lineal d’ordre 2
que, en variables dimensionals, €s:

mw"(t) + ki w'(t) + kow(t) =0 (4.31)

(Ef )_%<%+q> <%> i (j%l*w) <pL>
Phot(ey .t (PL> +<45q;p o) (pL> +]

on ara w = u(L,t) i on els parametres de l’equacié son els parametres dimen-
stonals del sistema molla-massa.

on

ko =

L

Demostracio. Hem vist en el teorema anterior que si € és prou petit, es pot
prendre com a valors propis dominants de A,( {)\+ Ao (& )}, per als
quals hem donat una aproximacié en 'apartat 4 2 1en termes de €:
a+r 4+ 3(a+71)?
p—— Z —_—

Ag () ~ive - 51

176 + 360(a + 7)* — 45(c + 1)* s (2 1T 4
i 5760 Ver—\HE+a)°
Ao (ivE) = Ag (e)
Per tant, podem donar una aproximaci6 de ’equacio diferencial ordinaria que
generen els dos valors propis anteriors, que resulta ser 1’equacio:

w"(t) + kyw' () + ko w(t) = 0 (4.32)

a+r

2
e+
6

(Ve)* +
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on
~ a+r 4o 1
ki = . 2 it o 3
1= ladres—y +<45+15>5 *
- 1 2 16
ko =6 — — 2 e 3
0=eT3ge +<45 945)

Aquesta equaci6 diferencial ordinaria és el limit quan t — oo del model en
derivades parcials (4.1) en el sentit que hem introduit en el capitol 1, si € és
prou petit com perque {A\J(g), A, (¢)} siguin valors propis dominants. Com
que el subespai de valors propis dominants té dimensié 2, 'ordre de I'equacié
diferencial limit també és 2. I, obviament, depen del parametre pertorbador e.

L’equacié (4.32) no té dimensié fisica, tal i com haviem buscat en 'apartat
1.1.2 del capitol 1. Desfent els canvis de variable, funcié i parametres introduits
en aquest apartat, podem recuperar la versié dimensional de ’equaci6 diferen-
cial ordinaria (4.32), que resulta ser 'equaci6 (4.31).

Per interpretar les solucions de ’equacié diferencial ordinaria (4.31), només
cal denotar per v,(z) i v;(z) la part real i la part imaginaria de les funcions
propies associades a {\{ (€), Ay (¢)} en el problema en derivades parcials. Amb
aquesta notacid, el teorema ens diu que per temps grans (i masses prou grans)
les solucions u(z,t) del model en derivades parcials (concretament en la seva
versi6 dimensional, introduida en el capitol 1) es poden aproximar per:

u(x,t) >~ A(t)v.(z) + B(t)vi(x),

on A(t) i B(t) sén les solucions de (4.31). Es per aquest motiu que la solucié
w(t) = A(t)v,.(L) + B(t)v;(L) té sentit com a aproximacié de u(L,t). O

Escrita d’aquesta manera, podem comparar ’equacié diferencial ordinaria
(4.31), limit del model en derivades parcials que haviem proposat, amb el
model classic de I'equacié de la molla amb fregament (recordem l'equacié (1)
de la introduccif). Observarem que el coeficient d’amortiment de la molla
classica ha quedat substituit aqui per una combinacié dels dos parametres que
determinen la viscositat del sistema: F; per a la viscositat interna i r per a
la friccié de I'amortidor en I'extrem. Pel que fa al coeficient de recuperacié
de la molla en el model classic, ens trobem ara amb un terme més extens,
pero on intervenen tots els parametres del nostre sistema molla-massa, cosa
absolutament coherent si pensem el coeficient de recuperacio és, per a la molla
classica, un coeficient indicatiu del sistema.
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Capitol 5

Un model no lineal

5.1 Motivacio i deduccio del model no lineal.

Com en el cas lineal, considerarem el desplacament u(z,t) d'una molla vis-
coelastica de longitud L i coeficients elastic i viscés E i Eq, respectivament,
que en l'extrem z = L esta unida a una massa rigida m sobre la qual ac-
tua una forca dissipativa externa de coeficient viscés q. La diferencia amb el
sistema lineal esta en les condicions que es consideren sobre 'extrem x = 0.
Fins ara, aquest extrem ’haviem pensat fix, pero té sentit imposar que aquest
extrem es mogui amb una acceleracié que depengui de la diferencia de des-
placament i de velocitat de desplacament entre els dos extrems de la molla.
Mitjancant aquesta acceleracio es pretén controlar el desplagcament de la molla,
comprimint-la o estirant-la en funcié del seu estat actual i d’'un desplacament
objectiu (per exemple, una longitud fixada de la molla). Aixi, una acceleracié
positiva implicaria aplicar la forca en el sentit positiu del moviment i, per
tant, estariem comprimint la molla; per contra, una acceleracié negativa 1’esti-
raria (veure la figura 5.1). Per no estirar o comprimir infinitament el sistema,
I’acceleracié que considerem estara acotada.

Des d’un punt de vista fisic, podem pensar que aquesta acceleracio s’aplica
en r = 0 a través d'un motor mobil de massa gran, pero fixada, que actua
sobre aquest extrem de la molla. El fet que la massa del motor sigui gran ens
permet menysprear la forca exercida per la molla i 'amortidor sobre x = 0 en
una primera aproximacio, i per tant només es té en compte la forga exercida
pel motor.

Des d’'un punt de vista del model, ’accié d’aquest motor es tradueix en una
condici6 de contorn en z = 0 que ara analitzarem. Sigui f(z1, 22), 21, 22 € C,
una funcié Lipschitz de constant de Lipschitz Ly, acotada per Ny i prou regular.
Considerem una acceleracié aplicada a la molla en z = 0 de la forma segiient:

u(0) = K™ fr(u(L,t) — u(0,t), us(L,t) — u(0,1)) (5.1)

113
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=0 r=1L
f<0
-‘—

. ]

. _ |
f>0

(sentit positiu del moviment)

Figura 5.1: Model no lineal

on, per raons que es veuran més endavant i que estan relacionades amb el fet
de poder prendre limits quan pL/m — 0, s’agafara de la forma:

fm(ZhZQ) = % (%, \/\/%22)

ion k* > 0 és un parametre que introduim per tal que les dimensions de
(5.1) siguin consistents, ja que f,,(u(L,t) — u(0,t),us(L,t) — u4(0,t)) no té
dimensions fisiques (i recordem que pL/m tampoc). Aixi, les dimensions de k*
sén k* = [L/t?]. Fixem-nos en el sentit fisic de (5.1). Estem pensant en una
acceleracio aplicada sobre x = 0 que depen de la diferencia de desplacament i de
velocitat entre els dos extrems del sistema. Aquesta acceleracié és petita quan
la massa m és molt més gran que la massa del motor. D’altra banda, podem
pensar aquesta acceleracié com un control extern que apliquem al sistema a
través de 'extrem x = 0, 'objectiu del qual sera forcar el sistema per tal que
es desplaci de la manera que ens interessi.
Un exemple senzill el tenim en:

S (u(L; ) = u(0, 1), us (L, ) — ui(0,1))) = % tanh (5 [u(L, t) — u(0,t)])

on § > 0 constant. La condicié de contorn en z = 0 per a una acceleraci
d’aquest tipus només depen de la diferencia de desplacament entre x = L i
x =01 queda com:

u(0,t) = K~ % tanh (5 [u(L,t) — u(0,1)])

En aquest cas l'objectiu del control introduit en z = 0 en la forma de la tanh
seria aconseguir una molla en equilibri u(x,t) = 0 6, el que és el mateix, una
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molla de longitud L per a tot temps. I 3, que és la pendent d’aquesta funcié
no lineal, ens marcaria la velocitat amb la qual retornem a aquest equilibri.

Pero tornem a la formulacié general del model. Si u(x,t) és el desplagament
de la molla en el sistema de referencia estandard, haviem vist en el capitol 1
que:

pug (2,t) — By, (2,t) — By Uggy (x,8) =0, 2€(0,L), t>0 (5.2)
i, de manera analoga a la del capitol 1 es pot veure que:
muy(L,t) + Eug(L,t) + Eyu (L, t) + q [u(L,t) — u(0,£)] =0 (5.3)

Observem que ha canviat lleugerament el terme de la dissipaci6 externa (el que
multiplica ¢) en la condicié de contorn respecte el model lineal de la primera
part de la memoria. Aix0 és degut a que 'amortidor extern també estaria
lligat a x = 0 i, per tant, es mouria amb aquest extrem. Ens interessara, pero,
un sistema de referencia respecte el qual 'extrem x = 0 no es mogui. Amb
aquest objectiu, introduim la segiient funcio:

2(z,t) = u(z,t) — u(0,1) (5.4)

Es a dir, z(z,t) expressaria el desplagament de la molla en un sistema de
referéncia on x = 0 estaria fixat. Amb aquesta nova funcié, la condici6 (5.1)
es pot escriure com

u(0,8) = K* frn(2(L,t), 2 (L, 1)) (5.5)

Aplicant el canvi de sistema de referencia (5.4) (i, per tant, (5.5)) a les equa-
cions (5.2) i (5.3) obtenim les equacions del moviment en el nou sistema de
referéncia, que, fent un abus en la notacié, tornarem a denotar per u(zx,t).
L’equacio del moviment és:

puw(x,t) — Bty (x,t) — By Upge(x,t) + pr* frn(u(L,t),u(L,2)) =0

1 les condicions de contorn:
u(0,t) =0

i [muy + Bug + Eyug + qug) (L, t) + m k™ fr(w(L, t),u (L, 1)) =0

Observem que la no linealitat que apareix en l’equacio i en la condicié en
xr = L és la mateixa en els dos casos. En particular, en I’equacié tenim una no
linealitat no local que depen només del punt en I'extrem x = L.

Tal i com hem fet en el capitol 1 per al model lineal, voldrem mirar-nos les
equacions des d’un punt de vista adimensional. Els canvis en les variables, les
funcions i els parametres sén els mateixos que en el capitol 1 (per a la funcié
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donarem el mateix canvi que donavem en el cas lineal: és a dir, u «— u/L).
Amb aix0, el model no lineal adimensional és:

£

() — Uge (2, 1) — Qe (2, t) + KES (u(l, t), ut\(/l_’t)) =0

(5.6) { u(0,£)=0

| (1) = —e [ + g + 7] (1,8) = wef (u(1,1), 02

€

per x € (0,1), t > 01 on el nou parametre x > 0, que pensarem fixat en tot
el capitol, es defineix com:

_ pK*L

E

Observacié 5.1. El model no lineal (5.6) té com a linealitzacid (f = 0) el
model lineal estudiat en la primera part de la memoria. Per tant, podrem
utilitzar tots els resultats anteriors en l’analisi del model obtingut.

K

De nou, tenim una proposta diferent per a un sistema fins ara estudiat des
del punt de vista de les equacions diferencials ordinaries. I el nostre objectiu
sera veure també quan el model en derivades parcials no lineal (5.6) admet una
equacié diferencial ordinaria no lineal com a limit en algun sentit que caldra
precisar. Veurem en l'apartat 5.3.4 que quan ¢ — 0 l'’equacio limit, amb el
temps convenientment re-escalat, és:

u'+u+kf(u,u’) =0 (5.7)

Aixo voldra dir que les solucions de (5.6) tendeixen a les solucions de (5.7)
quan € — 0it — oo. Es en aquest sentit que, tal i com s’apuntava al principi,
aplicar la forca en © = 0 es pot pensar com un control extern a través d’aquest
extrem, I'objectiu del qual és obtenir un cert desplacament del sistema. Aixo
sera possible si aquest desplagcament objectiu és solucié de I’equacié diferencial
ordinaria no lineal (5.7) i, en aquest cas, la forga que haurem d’aplicar en x = 0
sera la donada per f.

L’existencia d'una equacio limit i la demostracié que es tracta de 'equacio
anterior son dues coses que veurem en l'apartat 5.3, essencialment utilitzant
la teoria de varietats invariants atractores. Pero primer de tot ens hem d’as-
segurar que (5.6) és un problema ben posat.

5.2 Existeéncia i unicitat de solucié de I’equacioé
no lineal.

Per a veure I'existencia i la unicitat de solucié pel problema de valor inicial en
el model no lineal, usarem els resultats classics d’existencia i unicitat. Consi-
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derem la segiient equacié d’evolucié no lineal

d

d—x — Tz =f(t,x), t>t
(5.8) t

ZL'(tQ) =Xy

on T" és un operador sectorial en un espai de Banach X amb Reo(T) < 0. Sigui
a € [0,1), denotem per (—T7)* la potencia fraccionaria o de —7" i definim
X* = D((=T7)*) amb la norma ||z|, = ||(=7)%z|x, que esta definida per
a > 0 ja que T és sectorial en X. Suposem que la no linealitat esta definida
en f:UCRXxX*— X, peralgun 0 < a <1, on U és un obert de R x X*“.
Suposem que f(t,z) és localment Holder continua en ¢ i localment Lipschitz
en z € U. Es a dir, per a cada (t1,21) € U existeix un entorn V' C U del punt
tal que V (t,x2) € ViV (s,y) € V tenim

£t ) = fls.p)ll < L (Jt = s|” + |z = y]la)
per certes L > 0, 6 > 0.

Teorema 5.2 (Pazy [27]). Sota les hipotesis anteriors, per a (to,xo) € U
qualsevol existeiz un T = T(tg,x9) > to tal que Uequacio (5.8) té una tinica
solucié x € C ([tg,7); X) N C ((to,7); X) definida en (ty,7) i amb condicid
inicial x(ty) = xo.

En el nostre cas, l'equacié no lineal (5.6) es pot escriure com l'equacié
d’evolucié:

A
AV =F(V), t>0
59) 7 () (V) >
V(0) =V

on A, () és Poperador lineal que ja haviem definit com:

Au(e)V = ( ( (v, v(1)) )

U+ QV)gz, —€ (U4 @), (1) — erv(l))

on:

V e D(Au(e)) = {( ((g%;)) > € X, x X1, (u+av) € H(0, 1)} CH.

I la no linealitat F. no depen en aquest cas de ¢ i esta definida en tot ‘H de la
manera segient:

(wu() ) 0
() )- ( (et 3 —refuv). ) )

Per tant, la poténcia fraccionaria és @ = 0 en aquest cas perque H = D((—A,(€))?).



118 Un model no lineal

Observacié 5.3. Hi ha un petit abis de notacid en utilitzar o com a poténcia
fraccionaria i com a parametre de viscositat interna del sistema. Tot i aizo, no
hi ha cap moment de conflicte amb aquesta notacio i per aizo [’hem mantingut.

Teorema 5.4 (Existéncia i unicitat de solucid). L’equacid no lineal (5.9)
per a > 0 admet una unica solucio local per a cada condicio inicial Vi € 'H.

Demostracio. Hem vist en el capitol 3 que A,(g) és sectorial si @ > 0. Com
que F. no depen de t, per a veure I'existencia i unicitat de solucié del model
(5.9) només cal veure que F. és localment Lipschitz en V € D((—A.)°) = H,
aixo és trobar Ly > 0 tal que

1F:(Vi) = F-(Vo)lln < Li|[Vi = Valln VVI, Vo €H

Un senzill calcul ens permet veure que Ly = kv2e Ly, on Ly és la constant
de Lipschitz de f. O

5.3 Reduccio a equacions diferencials ordinaries
en el limit.

Per a comparar el model en derivades parcials no lineal amb el model no lineal
en equacions diferencials ordinaries, ’eina que utilitzarem son les wvarietats
mvariants exponencialment atractores.

5.3.1 Varietats invariants exponencialment atractores.

La teoria de les varietats invariants exponencialment atractores que ara veu-
rem es basa en l'estudi fet en [21]. Aquestes varietats permeten representar
els elements principals de la dinamica del sistema que s’esta considerant mit-
jancant una equaci6 diferencial ordinaria limit. Aquesta teoria ha estat ’origen
de molts treballs en els darrers anys. Per a citar-ne només alguns exemples,
esmentem [26] 1 [3].

El punt de vista que utilitzarem aqui és el que en les referencies de A.N.
Carvalho en [5], A.N. Carvalho i G. Lozada-Cruz en [7] i V.L. Carbone en [4], en
el que la forma de I’equacié diferencial limit s’obté d’'una manera molt explicita.
Per a una major claredat, els elements basics d’aquesta teoria (definicions
basiques, teoremes d’existéncia, ...) s’inclouen a continuacio.

Siguin X, Y espais de Banach i T': D(T') C X — X un operador sectorial
amb Reo(T) < 0. Denotem per (—7")* la poteéncia fraccionaria de —7" i per
X el seu domini, com haviem definit abans. Sigui B : D(B) C Y — Y un
generador d'un C%-grup d’operadors lineals continus.
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Definicié 5.5. Considerem h : X* X Y* — X i g: X* xY* =Y funcions
continues localment Lipschitz. Diem que un conjunt S C X X Y% és una
varietat invariant per a [’equacio diferencial

T =Tz + h(z,y)
(5.10) { y=By+g(z,y)

si existeiz o 1 Y — X tal que S = {(z,y) € X* xY* :x = o(y)} i per
a qualsevol (zo,Y0) € S existeix una solucid (z(-),y(-)) de (5.10) ¥t € R amb
z(0) = zo 1 y(0) = yo tal que (x(t),y(t)) € S Vt € R.

Diem que una varietat invariant S és exponencialment atractora si exis-
teizen v i K constants positives tals que

lz(t) — o (y(t)llxe < Ke™[|2(0) — o (y(0)) ][ xo
per a tota solucio (x(t),y(t)) de (5.10).

Teorema 5.6 (Existéncia de varietats invariants limit, [7], [5] i [4]).
Siguin X. i Yz una familia d’espais de Banach, T. : D(T.) C X. — X. una
familia d’operadors sectorials i B. : D(B:) C Y. — Y. una familia de genera-
dors de C°-grups d’operadors lineals continus. Suposem que h. : X*xY* — X_
1 9ot XE X Y> =Y, son funcions que satisfan les segiients propietats:

1. ez, y) — he(a, o)l x. < L ( »)
2. |[he(z, y)|lx. < Np

3. Nge(z,y) — g-(2', ¥ )lyv. <Ly (2 —2'||xe + lly — ¥ llve)
4 Nlge(z, ) |lv.

per a cada (z,y), (',y") de X& x Y. I suposem, a més, que tenim les
sequents acotacions:

| e wl|xe < My e PO |w|xa, t >0
| eT=twl|xe < Myt PE|wlx., t >0

| ePetz]lye < Mpe PO z]|lya, t <0

RS =

| ertZHysa < Mgt=e”® z|ly., t > 0

per a qualsevol w € X 1z € Y. Es considera el sistema debilment acoblat
sequent

(5.11) { t=T.2+ h(z,y)

y=B.y+g-(z,y)
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Si B(e) — p(e) — oo quan € — 0, aleshores per € suficientment petit existeix
una varietat invariant exponencialment atractora per l'equacid (5.11):

Se ={(z,y) 1z =0cly), y € Y}
ono.:Y® — X satisfa

(i) si diem s(e) = sup ||o=(y)| xe, tenim que s(e) — 0 quan € — 0
yeye

(i) lloe(y) = 0=(2) || xe < Ue)lly = z[lye 7 U(e) — 0 quan e — 0

St h. 1 g- son prou regulars aleshores també ho és o 1 la seva derivada Do,
satisfa:

sup [[Doe(y)llLive.xe) < 1e) -

yeyy

Observacioé 5.7. Tal i com passava en el cas lineal quan teniem subconjunts
finits de valors propis dominants, si tenim una varietat invariant exponencial-
ment atractora amb les propietats que s’obtenen en el teorema anterior podem
considerar l'equacié y = By + g-(0-(y),y) com a limit del sistema (5.11) quan
t — oo si e és prou petit. De fet, en el nostre cas aquesta equacio limit es
mourda en un espai Y. que sera de dimensio finita i, per tant, tindrem una
equacid diferencial ordinaria (no lineal) com a limit de l'equacio en derivades
parcials no lineal (5.6). Pero com que sabem, a més, que o. — 0 en norma C!,
en el nostre cas ens sera possible determinar el limit d’aquesta equacio quan
e — 0.

La idea principal d’aquest resultat consisteix en separar l’espai en dues
parts, en una de les quals l'espectre tendira a —oo i, per tant, la part que
dominara el comportament de la solucié sera ’altra. La demostracié d’aquest
teorema, basada en la teoria de [21] la podem trobar en [4].

Voldrem veure 'existencia d’una varietat invariant exponencialment atrac-
tora per a ’equacié no lineal (5.9), pero per a poder aplicar el teorema 5.6 pri-
mer haurem de reescriure 1’equacié com un sistema del tipus (5.11) que haura
de complir les hipotesis del teorema 5.6 amb I’exponent fraccionari = 0 en
el nostre cas (noti’s de nou l’abiis de notacié per «, que ha denotat fins ara
tant I'exponent fraccionari, que a partir d’ara sera zero, com el parametre de
viscositat interna del sistema, que considerem estrictament positiu en tot el
capitol).

Per escriure el nostre problema de manera convenient per aplicar el teorema
5.6, ens interessara en primer lloc aplicar el segiient canvi de temps a 1’equacio
(5.6):

t —— t\/e (5.12)
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Si partim de (5.6) i li apliquem aquest canvi en el temps, obtenim:
€Utt($, t) - uacz(xa t) - a\/Eum(:E, t) + /{Sf (U(l, t)a ut(17 t)) =0
u(0,t) =0

u(1,t) = — [ug + an/eu + rv/ew] (1,t) — v f (u(1,t),ue(1,t))
per z € (0,1) it > 0, i que en termes d’operadors es pot escriure com:

%V—ANV: Fx(V) (5.13)

per a tot V € D(A,), on

(w.(1)) ) _ (v 3ev)
AN( ( ) ) <%(u+av)m,—\/§(u+av)x(l) — \/Erv(1)>

(w,u(l) ) _ (0,0)
Fy ( (v,v(1)) > N < (—H\/Ef (u(l),%) kRS (u(m%)) ) .

El subindex N ens recorda que els operadors estan normalitzats, en el sentit que
intervenen en el problema amb el temps re-escalat. Per a una major claredat
en la notacié, a partir d’ara escriurem A. := A,(e) per € > 0 i, per tant,
Ap := A,(0). El que hem obtingut en (5.13) és l'operador % A, de manera
que és evident que si A € o(A.) aleshores = \/y/c estaen o(Ay) = a(% A).
Essencialment el que hem fet és un canvi de temps per tal de precipitar els
esdeveniments i veure que passa quan € — 0.

Volem descomposar 'equaci6 (5.13) de manera que ens quedi un sistema del
tipus (5.11). Descomposarem l'espai en dos subespais invariants per 'operador
% A, tal i com es fa en [21] i ens mirarem 'equacié d’evolucié restringida a
cadascun d’aquests subespais. Aixi doncs, en la linia de [21], considerem els
conjunts espectrals seglients:

o= i@ le = {2 20 o (L)

que esta acotat, i
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on A\ (g) i g (¢), definides en el capitol 4, sén les pertorbacions de Ao(0) = 0 (el
valor propi doble de Ag) quan ¢ és prou petit. Pel que haviem vist en el capitol
4, 0(% A.) esta separat en o7 i 05 en el sentit de la definicié 3.16, de manera
que les projeccions associades ens donen una descomposicié de 'espai. Aixi,
considerem les projeccions associades a cadascun d’aquests conjunts espectrals,
Pr iP5, idefinim
Hy = Pi(H), H; = P;(H).

En particular, HS és un subespai de dimensié dos generat per les funcions

propies associades a 05:
3 = (v, v?) (5.19)

on, si denotem per C(e) a:

g (e)i

cle) = V1+ A (e)a

(5.15)

i per:

¢L(z) =sinC(e)x , ¢*(z) =sinC(e)x (5.16)

13

aleshores les funcions propies sén:

1_ (= (), 92(1)) 2 _ (¢2(x), $2(1))
Ve ( (Ao 0L(x), Ag #2(1)) ) » W= ( (g 62(2), A ¢%(1)) ) (5.17)

Els resultats de subespais invariants de [21] ens diuen que els anteriors subes-
pais permeten separar l'espai total en dos subespais invariants per % A, és
a dir, H = Hf ® H5 on Hf i H5 sén invariants per % A.. A més, també ens
diuen que l'operador:

1

NG

esta acotat i compleix que o (A§) = 05. Com que o5 esta format per dos valors

propis, tenim dim(HS5) = 2 < oco. També és cert que D(AS) = D(% A.) N Hf

i0f=0(A5), on A = % (Aclm:). A més, com que % A. és sectorial quan

a > 0 perque A. ho és, tenim que Aj també és sectorial quan a > 0 (en HY).
Pels resultats obtinguts per I'espectre de A, en el capitol 4 també sabem que:

o= e = {22 g

i que:

o)

Re(of) < o
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on c(a) = min{l/a, ar?/2} > 0. Aquesta descomposicié de I'espectre també
ens permet descomposar la part no lineal de la manera segiient. Considerem

he : Hf & H; — Hf i g- : Hf & H; — H;

definides per h(V) = P; (Fy(V)) 1 g.(V) = P (Fy(V)) YV € H, que corres-
ponen, efectivament, a la descomposicié de Fy en H; & H5, és a dir:

Fy(V) = (Pf (Fn(V)), P5 (Fn(V))) = (he(V), ge(V))

Amb tots aquests elements, podem dir que I'equacié d’evolucié (5.13) es pot
escriure com el sistema:

d

(5.18)
d
—Vy = (% (As|H5)) Vo + g:(V1, V32)

que és un sistema del tipus que voliem i per al qual comprovarem si son certes
les hipotesis del teorema 5.6. Si és aixi, tindrem garantida I'existéncia d’una
varietat invariant exponencialment atractora que ens permetra dir que (5.18),
en el limit, es comportara essencialment com ’equacié diferencial ordinaria no
lineal sobre la varietat de dimensié finita HS si € és prou petit.

Observacié 5.8. El subespai generat per {\{ /\/€, \g /\/E}, valors propis de
Ay, és el mateix que el generat per {\{, \y }, valors propis de 'operador sense
normalitzar A., si ¢ > 0. Ara bé, en el cas de ¢ = 0, el subespai generat
pel valor propi doble de Ay, N\(0) = 0, esta format per les funcions propies

generalitzades:
m={(G0 ) (60)})

que en aquest cas no es corresponen a funcions propies de Ay pere =0 (entre
d’altres coses, perqué no té sentit aquest operador normalitzat quan € = 0).

Com que A. convergeiz a Ay en sentit generalitzat quan ¢ — 0 amb la
norma ||-||3 (recordem el teorema 4.21), les projeccions corresponents a aquests
dos subespais convergeixen en norma:

Lim || P5 — Bl caury =0

on Py la tenim explicitament sobre els elements de D(A,):

P) :D(A,) CH=H® H) — Hj

(i) = (ot
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A més, la convergencia en sentit generalitzat ens diu també que els espais Hj
i HY son isomorfs si € és prou petit. De fet, trobarem aquest isomorfisme en
l'apartat 5.5.4.

Es evident que el mateix argument val pels subespais HE i HY.

5.3.2 El teorema de varietats invariants amb la norma

-l

Teorema 5.9 (existéncia de varietats invariants). FEl sistema (5.18) ad-
met, si € €s prou petit, una varietat tnvariant exponencialment atractora:

Se={V =(V1,V2) : Vi = 0.(V2), V> € H3}

El fluz: sobre la varietat invariant S. ve donat per V (t) = Va(t) + o.(Va(t)), on
Vo(t) és solucid de:
d

GVa= Ay (Ve) + P[Py (Va+o.(Va))], Vae H (519

A més, o. : H5 — HY satisfa:

(ﬁH@<8wH%OQM)=O
e=0 \ vaeHs

2
(ii) ||oc(Va) — o-(Wa)l|le < (e)||Va — Wl per a tot Vo, Wy € HS i, a més,

lim l(e) =0

e—0

Com que F és reqular, també és cert que

sup || Do-(Va)|| s mz:)10.) < Ue)
Vo€ H

és a dir, o. convergeiz a zero en la topologia de C*(Hs, HS; || - ||-) quan & — 0.

Demostrar aquest teorema és veure que es compleixen cadascuna de les
hipotesis del teorema 5.6 amb la norma || - ||, cosa que veurem en tres lemes
per separat. Hem escrit ja el problema de manera que aquestes hipotesis siguin
el més facil possible de comprovar, pero tot i aixo ens trobarem amb algunes
dificultats de tipus tecnic. La hipotesi que portara més feina és la hipotesi 5
(lema 5.11), per a la qual caldran els resultats d’analisi funcional i convergencia
generalitzada d’operadors que, per a una major claredat, donem separadament
en 'apendix A. El fet que es tracti de resultats valids per a operadors generals
i no només per al nostre problema particular, ha fet convenient considerar-los
en un capitol a part. Passem ja a comprovar que estem en les hipotesis del
teorema de varietats invariants.



Un model no lineal 125

Lema 5.10 (hipotesis 1-4). Si h (V) = Pf (Fn(V)) i g.(V) = P5 (Fy(V)),
V e H, llavors per a tot 0 < € < g9, on g9 > 0 fizat, existeizen constants Ly,
Ny, Ly @ Ny independents de € tals que

L |[he(Vi) = he(Va)|le < Lal[Vi = VAl

2. [lh-(V)lle < N

3. Mge(Vi) = ge(Va)lle < LyllVi = V2l
(

4- Ng(V)lle <
per a tot V, Vi, Vo € H, on la norma || - ||c és la definida en el capitol 2.

Demostracio. Per veure que les projeccions de Fly en cada subespai invariant
sén Lipschitz i acotades en la norma || - ||. independentment de ¢ > 0 si & és
prou petit, cal veure que Fly ho és i que les projeccions sobre elements d’aquest
tipus estan acotades independentment de ¢.
Comencem veient que Fy és Lipschitz en la norma || ||, cosa que és directa
si escrivim qui son les normes de cada cosa. Considerem Vi, V5 € ‘H i tenim:
I1Fn(Vi) — Exn(Va)|I2 =

I2

Hzé'

(0,0)
( (£ (1), =) = Flun(1), 22), Flun (1), 22) = Flun(1), 22)) )

Com que al principi del capitol hem vist que f era Lipschitz (amb constant de
Lipschitz Ly), tenim:

= (1+¢)K?

(5.20)

(5.20) < (1 + ) K212 {\ul(l) C ) 4 _6”2(1” ] (5.21)

I com que u1(0) = uz(0) = 0, podem acotar el valor en z = 1 d’aquestes
funcions pel de la integral de la seva derivada, tal i com tenim a continuacié:

(5.21) < (1 +¢) K*L3 U (1) o — (u2) |dx+|v1(1)_6v2(1)|2} (5.22)

que és immediat veure que
(5.22) < (14¢) 2L} Vi — Valf? (5.23)

Per tant, Fyy és Lipschitz en la norma || - || amb constant de Lipschitz donada
per (5.23). Si fixem €, llavors per a tot £ < £( tenim una constant de Lipschitz

independent de €, Lp, = /1 +¢€9KLy.
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Veure que Fy és acotada en la norma || - ||c és encara més facil:

2

. 0.0)
”Eﬂmm‘ﬂ((—m@ﬂwwﬂ%»—m@ﬂwm%%))

= (1+¢)K?

< (1+ e)mzN]%

ja que f esta acotada per Ny en tot punt. Per tant, si ¢ < g, tenim que Fly
esta uniformement acotada per Np = /1 + €9 kVy.

Pero les hipotesis del teorema de varietats invariants demanen les anteriors
acotacions quan projectem la no linealitat en cadascun dels subespais invari-
ants. En certa manera, el que volem veure és que els operadors P i P; estan
acotats amb la norma || - || independentment de ¢, si € és prou petit, almenys
quan projectem elements del tipus:

on a € C qualsevol (ja que aquesta és la forma que té Fy(V) ). De fet, si
una de les projeccions esta acotada també ho estara l'altra, de manera que
ens ho mirarem per la projeccié sobre els subespai de dimensi6 finita, P, que
compararem amb la projeccié sobre el subespai generat pel valor propi doble
de A,(0), tal i com acabem de veure en 'observacié 5.8. Efectivament, com
que:

D) ma gttt o) )
1)) 7O B0+ badg 62, A1) + oy (1)

tenim que:

(12

")
=31

S

@) - ()]

_ ()l

1/2
[ leP dz + 21
= 75+ (5.24)
[y [2da + L]
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+ 1 —201y_q127 1/2
[f()l (|(61¢;+b2¢§)m!2+ |b1)\(—)i-¢;+b2)\0—¢§_x|2) dr + |b1Ag ¢E(1)+bj)\0 ¢z (1)—1] ]
1 5 1 5 1/2
o 1P dz + L1

Prenent limits quan € — 0, tenim en el primer terme:

1) 2 10112 3
folePdesipp =
e—0 f01|1|2dx+§|1|2 0 %

I com que l'observacié 5.8 ens diu que, en particular:
5 0 (O O)
|- P>(u1>

I

1 _
+ lim Jo 1b1AG ¢! +b22 o 92 —l’|2dl’+li7g b1 \g L (1) +522>\o ¢2(1) — 1)

1
byl + byd?),|? d
m fO |< 1¢5 + 2¢s) | L +

e—0 2

=0

aleshores el segon terme de (5.24) també convergeix a 0, ja que el podem acotar
pels termes anteriors:

Jo (010! + b202).? + AT OL + by 62 — ) dur

lim

e—0 1 —|—%
b OL(L) 4+ beAg 92(1) — 1
+ lim T <
e—0 1 —+ =
< gin o (102 + 5202)a + (DA 6L + b2X 62 — af?) o
T e—0 1

C2AG AH(L) + by @2(1) — 1)
—i—lm& T

=0

Per tant, podem concloure que les projeccions P; i P5 d’elements del tipus

Fn (V) estan acotades amb la norma || - || si € és prou petit. Ajuntant aixo
amb el fet que Fy és Lipschitz i acotada en aquesta norma, tenim ja demostrat
el lema. O]

En la demostracié del seglient lema seran essencials els resultats que es
recullen en 'apendix A. De la mateixa manera, utilitzarem algunes definicions
i notacions d’aquest apendix que, per brevetat, no tornarem a incloure aqui.
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Lema 5.11 (hipotesi 5). L’operador A. amb e > 0 verifica els segiients punts:

(a) A és una pertorbacio relativament acotada de Ay en la norma || - ||,
amb cotes relatives independents de € si € < e, per un cert €, > 0.

(b) Existeizen g, > 0 i un sector ¥ centrat en un cert ¢ > 0 i d’angle w/2+ 0y,
5 € (0,m/2], i existeir una constant M > 0, tot independent de € si
£ < &y, tals que:

Y Cp(A) sie<e i

M s .
IR, A £ie90) < o YAEXY sie<eg

(c) Existeix M’ > 1 independent de € tal que

—c()
e () ty | <A CE VL sie<e (5.25)

per a tot V € Hf, on 0 < c(a) < min{l/a, ar?/2}.

Observacioé 5.12. Ja hem vist que en el nostre cas l’exponent fraccionari era
0, de manera que la hipotesi 5 © 6 del teorema de varietats invariants son,
per nosaltres, la mateiza. A més, noti’s que (a) i (b) estan relacionats amb
loperador sense normalitzar i que en (b) i en (c) els resultats s’obtenen per a
normes diferents.

L’objectiu d’aquest lema és l'acotacio uniforme del semigrup, és a dir, (c).
On estard la dificultat en demostrar (5.25)? Sabem que si el semigrup és
analitic, M’ esta relacionada amb la cota de l'operador resolvent i I’exponent
amb la de la part real de [’espectre. Com que hem wvist que A5|Hf genera un
semagrup analitic en HY, tindriem de forma directa una acotacio de la forma
(5.25), pero amb M = M(e) > 1 i podria ser que M(e) — oo quan € — 0.
D’altra banda, si l’operador fos autoadjunt, automaticament tindriem [’acotacio
amb M = 11, per tant, independent de . De fet, aquest és el cas d’articles com
[17], [5], [7], etc. Pero A. no és autoadjunt, de manera que aquesta acotacio
sera bastant més delicada en el nostre cas.

Per veure aixo utilitzarem fortament en els resultats que, utilitzant la con-
vergencia generalitzada d’operadors i acotacions uniformes de semigrups, es
dedueizen en 'apéndiz A.

Demostracio. L’esquema de la demostracié és veure I'apartat (a), el qual s'u-
tilitza en la prova de (b) que, a la vegada, permet demostrar (c).

(a) Comencem veient que A, és una pertorbacié relativament acotada de Ay
amb cotes relatives independents de ¢ si aquest és prou petit, és a dir:

(e = A Vibe < all Vi + 81V, v = (020) ) e Dia)
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on a,b € C sén independents de ¢ si aquest és prou petit. Si escrivim les
normes anteriors, hem de trobar a,b € C tals que:

e [(u+ aw)y (1) 4+ rv(1)]* < (5.26)

1 1 1 1
a {/ v, |*da +/ |(u+ ow)m|2d:v] +b [/ || ?da —I—/ |v|2dx + |v(1)|1
0 0 0 0

Comencem. Per la desigualtat de Cauchy, tenim:

£ (u+ an)a(t) + ro(Df < 2 (14 e+ ao). P + (142 ) P10

on ¢; > 0 qualsevol. Només ens cal, doncs, trobar 'acotacié adequada per
|(u + av),(1)|>. Utilitzant primer que si f € H'(0,1) aleshores [f(1)|* <
112200y + 201 fll72(0,1) 1 després la desigualtat de Cauchy, tenim:

1 1
\(u+av)x(1)|2§/ |(u+av)m|2daj+2/ (0 + aw)|2dz <
0 0

1 1 1
1
/ \(u+av)m\2d:c—|—2(1+02)/ |u1\2d;v—|—2<1+—) a2/ v, |2 dx
0 0 C2 0

per ¢y > 0 qualsevol. Ajuntant-ho tot en (5.26) tenim
I (As = Ao) VI3, < (ea(a))* | Ao VI3, + (eb(r)* [IV]1%

on

a*(a) = max {2(1 + 1) (1 + i) o, (1+ cl)}

Co

1
b (r) = max {2(1 +c1)(14ca), (1 + —> r2}
(&1
per c1, c2 > 0 qualssevol. Aixi, si fixem ¢, > 0 les cotes relatives sén e, a(«) i
g, b(r) si e < €,, ambdues independents de ¢.

(b) Utilitzarem 'apartat anterior per veure les acotacions de la resolvent en
norma || - |5 i que seran independents de € si aquest és prou petit. Essencial-
ment, aixo es dedueix d’aplicar un resultat de [14] recollit al final de I'apéndix
A, concretament el lema A.16 i la segiient observacié A.17, de manera que
només caldra comprovar que estem dins les hipotesis de I’enunciat de A.16.
Aixi, ens fixem en l'operador Ay que és sectorial, de manera que existeix
do € (0,7/2] 1 My > 1 tals que

Yjzrao N0} = {2z € G, larg(2)] <7/2 + o} {0} C p(Ao)
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1RO A < T2 VO£ € Sopais
(la notacié per als sectors i definicions estan donades en I'apendix A). D’altra
banda, hem vist en 'apartat (a) que A. és una pertorbacié relativament aco-
tada de Ap, amb cota relativa ag = ¢, a(a) si € < €,. També hem vist durant
la demostraci6 que tenim cert marge en triar a(«), de manera que podem triar
g, 1 les constants ¢, ¢y tals que ap = g,a(a) < m Triades g,,¢1 1 ¢
també ha quedat determinat €,b(r). Aixi, el lema A.16 i I'observacié A.17 ens

permeten concloure que

Yrjayay(c) = {2 € C larg(z — ¢)| < m/2 4+ 04} C p(A:) sie <eq

2M —
IR\, A < ITIO YA E T, orglc), sic<e, (5.27)

gqb(r) My
1/2 —eqa(a)(My + 1)

on0<doy<dic=2

(c) Tenim o(Ap) separat en dues parts per la recta {Rez = —c(a)}, on 0 <
c(a) <min{l/a, ar?/2} amb Reo(Ag|yo) < —c(a) < Rea(Ag|yg) < 0.
Sabem també que A, convergeix a Ay en sentit generalitzat en norma
| - |l quan € — 0 (recordem el teorema 4.21) i que, si € < g, el conjunt
resolvent de A, conté un sector independent de ¢, on 'operador resolvent esta
acotat independentment de ¢ de la forma (5.27), tal i com hem vist en l'apartat
anterior. Per tant, el teorema A.12 de 'apendix A ens permet dir que existeix
un cert g, tal que:

eAEletVHH < M@V, YV eH:, V>0, sic<e,

per a una certa M independent de £, de manera que és evident que:

1

—c(a)
eve (bt byl < e L, YV e B Vi 0 (5.28)

H

si € < e.. Pero ens interessa veure aquest tipus d’acotacié amb la norma || - ||.
i, per tant, haurem de treballar una mica més. El que ens ajudara és el fet
que 'operador A, sigui dissipatiu amb la norma || - ||, tal i com haviem vist
en el lema 3.11, cosa que implica que:

||6A€t HE(H,H;E) S 1 vt = 0

En particular, també sera cert que

vz (Aclug) 1y

<|V|. Yt=0,VVeH: (5.29)

£
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D’altra banda, la relaci6 entre les normes || - ||c 1 || - || fa que (5.28) impliqui
que:

1

eve <AE|H§:) ¢ Vv

M =@
< =e VE V|, YV EH:, Vt>0,sic<e.  (5.30)
Ve

3

Ajuntant (5.30) 1 (5.29), tenim la segiient acotacié:

1 —c(a)
< min {—Me Ve t, 1}, Vi >0, sie<e,
L(H,H;e) =

oz (Aclus) ¢

per a tot € < ., d’on és immediat comprovar que

c(a)
eve (el ) e < M) VE>0, sie<e,
L(H,H;e€)

on v
— €

€

M’ — i

&= (%)

Com que l@'rrOL M'(e) = 0, aquesta esta acotada independentment de e per un
E—

cert M’ > 0 si ¢ < &,, de manera que

< € =clo) .
o v (Aelng) t <Me % ' Wit>0, sie<e,
L(H,H;e€)
amb M’ independent de e. O

Lema 5.13 (hipotesis 7 i 8). El semigrup generat per (1/+/2) (Aclug), la
restriccio de 'operador Ayn al subespai de dimensio finita, compleiz que:

HeﬁAsngt‘/”E < 6(2\/5—1-0(\/5)) \t|”vHE
per a tot V€ H5 @ per a tot t € R.
Demostracié. Es facil veure que si T és un operador acotat, aleshores:
HeTtH < Ml e R

on la norma és la mateixa en ambdds costats de la desigualtat. Per tant, la
demostracié es basara en acotar convenientment la norma || - ||. de I'operador
que ens interessa:

2

1
R () Y
L(HHe)  OAYEHS Y12

Aclms < (5.31)

VE
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Si Y € Hs, subespai propi que haviem definit en (5.17), i denotem A\J per A,
aleshores:

B (@Bt be?, ad(1) +be(1)
Y=ol +bl. = < (aX@L +bXGE, arol(1) +bAg(1)) )

per certs a,b € C. Si recordem la definici6 de ¢! i ¢?, tenim:

- 2
(5.31) fol ‘ (% asinC(e)x + % bsin C’(s)x) dx
. = sup L +
(a,b)£(0,0) Y12

- - 2 - _ 2
5 ‘ (% asin C(e)z + 2= b sin C(s)x) ‘ de 1|2 aAsinC(e) + 2 bXsin O(e)

_l’_
IY]2 Y2

1
iz = [
0

N2
(a)\ sin C'(e)x + bAsin C’(g)x) ’ dr + é

on

2
dr+

(a sin C'(e)x + bsin Te)x) )

2

aXsin C(g) + bAsin C(e)

/

Per acotar convenientment aquesta norma, essencialment buscarem equiva-
lents asimptotics dels termes que apareixen en el numerador i el denominador.
Comencarem per acotar inferiorment el denominador si € és prou petit. Usant
aproximacions en series de potencies de les funcions de £ que hi apareixen

/1
0

/1 [a(](e) cos C'(g)x + bC'(e) cos C’(e)x} [6@008 C(e)x +bC(e) cos C’(e)x] dzx =

2

dr =

(a sin C'(e)x + bsin mx> )

= (|a]* + [b]* + @b + ab) & + O(y/2)? (5.32)

/01 ‘ (a)\ sin C(g)z + bAsin C(e)x) ‘2 dx =

/01 [ (a)\ sin C'(g)z + bAsin @x) } [ (EX sin C'(e)z 4 bAsin C(g)m> ] de =

52

= (laf* + |b]* — @b — ab) =+ O(Ve)® (5.33)

é ‘ (a/\sin C(e) + bXsm%) ‘2 = (la]? + [pf2 = @b — ab) = + O(vZ)* (5.34)
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tot aixd usant equivaléncies asimptotiques de A (A ~ iy/e), C(e) (C(e) ~ /),
sin C'(e) i cos C'(g), pensats com a funcions de € entorn de € = 0 (vegi’s (5.15)).
Ajuntant (5.32), (5.33) i (5.34), tenim:

VI =2 (Jaf* + [b]*) € + O(vE)?

Observem que en (5.34) és important 1’e dividint que prové de considerar la
norma || - || en lloc de la norma || - ||3. Com que no sabem el signe dels termes
d’ordre (1/€)3, I'inic que podem dir és que si € és prou petit llavors

HYH? > (]a|2 + ]b|2) e sie<egg (5.35)

Tot aix0 ho utilitzarem per acotar cadascun dels sumands de (5.31) per separat.
En primer lloc, separem en els numeradors els termes amb a dels termes amb

b:

) 2
|Ge) ¥,
[y -
2
2 % [fol |(asin C(g)x),|*dx + fol laXsin C(e)z*dz + L|aAsin C(g)|2]

+

Y12
2 N _ N — [
2 ‘\%‘ [fol |(bsin C(e)x),|dx + [ [bAsin C(e)z|*dz + L[bXsin C(a)ﬂ
Y12

Fixem-nos en els termes amb a (els altres s’acotaran analogament). Observem
que (5.35) ens diu també que

HYH? > clal* sie<e
Per tant, si € < gg:

2 2
Jo lasinC(e)z), 2z | 2| [aP|C(e)? [y | cos C(e)x[*da
Y2 B elal?

A
7

(5.36)

Buscant els desenvolupaments entorn € = 0, tenim de forma immediata que:
(5.36) =1+ 0(e) sie<eg (5.37)

De la mateixa manera,

A
NG

2
|)\\2f01 lasin C(e)z|*dx g (1

Y2 + OWE)) e=0() sie<e (5.38)
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i també )
IAI|al?|sin C(e)|*dx
Y2

I pels termes del numerador amb b tindriem les mateixes acotacions si utilitzem
que (5.35) ens diu també que

1
€

A
Ve

<1+0(e) sie<eg (5.39)

IY]? > elb2 sie < e

Per tant, ajuntant (5.37), (5.38) i (5.39) (i les mateixes acotacions pels termes
amb b), tenim que:

|G ¥
sup ve £ < sup \/4(2+O(\/g))=2\/§+0(\/5) st e < €
04y EH: Y] 0 € Hj
Per tant,

1
H_5 Aclhs <2V/2+0(Ve) sie<e (5.40)

L(H,H;e)
Tot aixo ho voliem per acotar el semigrup generat per aquest operador. Per
tant, (5.40) ens assegura que:

lev=els V||, < e(VEOWRI )y,

per a tot V € HS i per a tot t € R, si € < g, tal i com havia enunciat el
lema. ]

Amb totes les hipotesis demostrades, podem passar ja a la demostracié de
I'existencia d’una varietat invariant exponencialment atractora.

Demostracio del teorema 5.9. Havent vist els lemes 5.10, 5.11 1 5.13, més que
una demostracio el que farem és fer algunes observacions sobre els lemes an-
teriors per acabar d’assegurar-nos que podem aplicar el teorema de varietats
invariants 5.6.

El primer és fixar-nos que la norma que considerem en els subespais inva-
riants és la induida per la de 'espai H, és a dir, || - ||, que és una norma que
va canviant amb el parametre respecte al qual fem el limit.

La segona cosa és recordar que, en el nostre cas, I’exponent fraccionari és
0, tal i com ja haviem vist.

I, per dltim, només queda veure que els exponents de les hipotesis 5-6 i1 7-8
ens van bé, és a dir, si f(g) = c(a)/+/e ('exponent de la hipotesi 5, que ens
ha donat el lema 5.11) i p(e) = 2v/2 + O(y/€) (I'exponent de les hipotesis 7 i
8, que ens ha donat el lema 5.13) és immediat veure que

lim (B(e) — p(e)) = +00

e—0
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Per tant, aplicant el teorema de varietats invariants 5.6 tenim ja demostrada
I'existencia d’una varietat invariant exponencialment atractora o, que conver-
geix a zero quan € — 0 en norma || - ||, tant ella com la seva derivada.

Per tultim, vegem que el flux sobre la varietat invariant ve donat per
V = Va + 0.(Vs), on V, és solucié de (5.19). Recordem que podem escriure
(5.18), el model no lineal, de forma abstracta com:

%V = ANV + Fx(V) , V € D(A,)

En particular, si V € S, I'equacié anterior és:

% (Vo + 0.(Va)) = Ay (Vo + 0:(Va)) + Eiy (Va + 0.(V2))

I com que H5 i Hf sén subespais invariants de Ay:

d d
Vet 0:(Va) = Ay (Vo) + Ax (0:(Va)) + Fiv (Va + 0:(V2))

Aquesta equaci6 es pot desdoblar en dues equacions, una en Hj i l'altra en
Hf, de manera que de forma immediata tenim que V5 és solucio de:

d
g V2= Av (Vo) + By [Fy (Vo +0:(V2))], Vo € H

[

Observacio 5.14. Sera important en els apartats segiients el fet que la norma
amb que la varietat invariant © la seva derivada tendeizin a zero sigui la norma
| - |le- De tota manera, també es pot demostrar el teorema 5.9 amb la norma
| - [l%, de manera que també existiria una varietat invariant exponencialment
atractora tal que ella i la seva derivada convergirien a zero quan € — 0 en la
norma || - ||. Pero aixo resulta no ser suficient a l’hora de demostrar que el
sistema (5.18) convergeiz en norma C' a 'equacid diferencial ordinaria limit
que trobarem en l'apartat 5.5.4 a no ser que f només depengui de la funcio (és
a dir, f = f(u(1))) i no de la funcid i la derivada com és el nostre cas. Pero
en aquesta situacio, ['equacio limit no seria estructuralment estable. Per tant,
ens interessa mirar-nos el teorema anterior amb la norma || - ||-.

5.3.3 Conseqiiéncies del teorema d’existencia de
varietats invariants.
En el teorema anterior hem demostrat existéncia d’una varietat invariant

exponencialment atractora per al nostre model no lineal donada per o, : H —
Hf i que, a més, compleix que:

lim sup o (V). =0 i (5.41)

=0 vyeHs
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=0

lim sup ||Doc(Va)| gems,mp) = lim sup

sup
e—0 Vo€ HS e—0 Vo€ HS

[ Doc(Va)[Wa ||
WacHs [Wal|e
(5.42)
Escrivim amb més detall que significa aixo. En primer lloc, com que H5 és un
espai de dimensi6 2, podem pensar o. com a funcié dels dos parametres de que

depen V, € HS. Aixi, 0. es pot escriure com:

o= (aion) gy ) €7

3

per a,b € C,ion o!?(-,-) = cl'(:,-)],=1 ja que 0. € H.

Justifiquem-ho una mica més. A través de l'isomorfisme entre HS i HY,
que donarem de manera explicita en ’apartat 5.3.4, es pot veure que existeix
una base de H5 on un element de la forma:

(Gt )<

té coordenades (u(1),v(1)) i que aquesta base té com a limit quan ¢ — 0 a la

base de HY:
() (69))

b= () ) <

podem pensar o.(V5) en funcié de les coordenades de V5 en aquesta base, és a
dir, o-(u(1),v(1)).

Pensant 0. en funcié de dos parametres tenim en particular que la norma
|| - || per a elements d’aquest tipus és:

Per tant, si:

1 1
1
@bl = [ 1o ab), Pao+ [ lo e bPde + 2o, b)?

Aixi, la condici6 (5.41) en particular ens diu que:

22
b
tim sup 1220 _ g (5.43)
=0 g peC \/g
pero també que
lim sup |o*(a,b)| =0 (5.44)

=0 4 peC

2

ja que 012 és el valor a l'extrem de o'
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Mirem-nos ara la condicié sobre la diferencial. Si fixem un punt de Hj,
que representarem per les seves coordenades (ag, by)?, la diferencial de o. en
aquest punt és ’aplicacio lineal definida per

Do (a, bo) - ( Cb‘ ) =

(810'511((10, bo) - a+ 820'811(CL0, bo) b y 810'812(CL0, bo) -a+ 820';2<a0, b(]) : b)

(610'31(&0, bo) -a -+ 820'521(@0, bo) -b R ({910'622(0,0, bo) -a+ 620'622((10, bo) . b)
on 0; denota la derivada respecte la i-essima variable. La condici6 (5.42) ens
diu que
lim sup  sup HDUE(%? bo) - (a, b)THa
€70 44,b0€C (a,b)#(0,0) [ (a, 0)T]],

=0 (5.45)

on denotem per ||(a, b)T”E la e-norma de l'element H3 que té coordenades
(a,b)T. Ens interessard escollir unes certes direccions on mirar-nos aques-

tes derivades que més endavant seran molt 1tils. En primer lloc, si prenem
(a,b)T = (1,0)T, es dedueix de (5.45) que

(0102 (ao, bo), dr0:*(ao, bo))
lim sup =0 (5.46)

#7% a0 boeC (81051(%7{)0)7 81052(%,50)) e

ja que el denominador esta acotat inferiorment de manera independent de e
quan € — 0. Només cal escriure la norma anterior, que és:

/0 (8102 (a0, b)), | dx +/0 (9102 (a9, bo)|” da + é |(916%2) (o, bo)|*

i tenim que:

o2 b
lz'm( sup [(10:7) (o, 0)|) =0 (5.47)
€0 \ag,boeC Ve
lim( sup |(810€12)(a0,bo)‘) =0 (5.48)
e—0 ag,bpeC
Si ens mirem ara la norma || - ||. de la diferencial en la direccié (0,1)7, el que
tenim és:
sy “Do-e(CLO’bO) ' (07 1)TH8 _
wiee  NOT =0

Pero observem que:

VE || Do-(ag, bo) - (0,1)7]| _ | Do (ao, bo) - (0,1)7]|.
160, )71}, - 10, .
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de manera que també tenim:

sup ¢ ||[Doz(ao, bo) - (0,1)7]|.—0

ao,bo eC e—0
és a dir,

sup 5/0 !(((92021)(610,190))96‘2 dx+

ag,bpeC

1
1
+ 5/ ‘ (820'31)((10,60)’2 dx + €g } (82032)(%,170) 2 —0
0

e—0

En particular, si ens mirem aquest ultim limit, també és cert que:

lim sup |(0202%)(ag, bo)| =0 (5.49)
e—0 amboG(C
lim sup /£ |(8202%)(ao,bo)| =0 (5.50)
e—0 ag,bpeC

5.3.4 Equacié limit.

Teorema 5.15 (Equacié limit). L’equacid sobre la varietat invariant expo-
nencialment atractora de dimensio 2:

d
GV A+ B [Fx (ot o (W) Ve H]  (551)

convergeiz quan € — 0 en la topologia C* al sistema bidimensional segiient:

% ( Z((?) > B ( —u(1) — :}((112(1),10(1)) ) (5.52)

(on les variables s’anomenaran u(1),w(l)). En particular, si (5.52) és es-
tructuralment estable aleshores, per € suficientment petit, el flux en la varietat
invariant donat per (5.51) és topologicament equivalent al flux de (5.52).

Les implicacions d’aquest enunciat les comentarem en ’apartat 5.3.5.

Observacié 5.16. Podem reescriure el sistema (5.52) com 'equacid diferen-
cial ordinaria no lineal limit:

u’'(1) +u(l) + s f(u(l),4' (1)) =0 (5.53)

Per tant, el teorema anterior ens permet dir que les solucions de [’equacio
en derivades parcials no lineal (5.6) (el nostre model) amb el temps accelerat
convergeizen a les solucions de l'equacio diferencial ordinaria no lineal (5.53)
quan € — 0. Per tant, podem dir que ’equacio en deriwvades parcials no lineal
(5.6) té com a limit l’equacid diferencial ordinaria no lineal (5.53) quan e — 0.
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La idea del teorema 5.6 és que quan el temps es fa gran, les solucions de
I’equacio s’acosten exponencialment a solucions de ’equacio sobre la varietat
invariant o.. Per escriure que significa aixo en el nostre cas, ens cal donar
abans certa notacié i repassar alguns fets que hem vist.

Recordem que en 'observacié 5.8 de 'apartat anterior haviem vist que els
espais Hs i HY sén isomorfs i si € és prou petit les projeccions corresponents
convergien en norma (recordem també les notacions introduides en aquest apar-
tat). De fet, podem donar aquest isomorfisme. Considerem la restriccié de Py
a H5, que denotem per Fy:

Py = P|y; : Hs C'H — HJ

1 sigui
Qs : Hg - HQE
(u(D)z, u(l)) 1 g2
(foge oia) ) — vt +oes
on u(1),v(1) € C sén les coordenades del punt de HY i on a,b € C s6n tals
que Pyo Q. = Id|H3. Per tant, a i b vénen d’imposar que

) ) (u(l)z , u(1))
Py (a¥; +b¥7) = ( (v(1)z , v(1)) )

Utilitzant I'expressié explicita de Py (i per tant de Pp) vista en I'observacié 5.8
i igualant components, trobar a i b es converteix en resoldre un sistema lineal
de dues variables, el resultat del qual és:

Ay ~1

a=u(l) Oo = A sinC(&) + v(1) (A — A7) sinC(z)

b= (1) —— (1)
=u v

(Ag — Ag) sinC(e) (Ao — A7) sinC(e)
Amb aix0, ja tenim definit I'isomorfisme entre H5 i HY per a € > 0. Aquest
isomorfisme ens permet fer un canvi de variables en (5.51) que sera la manera
convenient d’escriure 1’equacié sobre la varietat invariant per tal de poder
trobar ’equacié limit. Efectivament, ja que podem pensar Vo, € HS com
Vo = Q.Vy, amb Vi € HY, de manera que (5.51) es pot escriure com:

Q= An (QVo) + P [P (@Yo + 0-(@W0)] Vo € H

Perd encara podem fer-ho més facil, ja que aplicant Py = Q' a l'anterior
equacié continuem tenint les mateixes solucions:

d
7 Vo = PoAw (QVo) + Po5 [Fiv (Q<Vo + 0<(Q:W))], Vo€ Hy  (5.54)
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L’equacio sobre la varietat invariant és la mateixa, pero sobre els elements de
HY serd més facil d’escriure.

De fet, ens interessara pensar encara un altre canvi de variables en V. En
primer lloc, si pensem que els elements de HY sén de la forma

- (0 b))

per u(1),v(1) € C, podem definir w(1) de manera que v(1) = y/ew(1), o sigui
que podem partir d’elements de HY de la forma

(e ()
= vante Yo ) (5:55)

De la mateixa manera, hem vist en l'apartat anterior que podem pensar
0:(Q:Vo) com a funcié de les coordenades de Q.Vp, que ja hem vist que sén
funcio de les coordenades de Vj. Si a més ho ajuntem amb el canvi de variables
anterior tenim:

0=(QVo) = oc(u(1),v(1)) = o= (u(1), Vew(1))

que és
((Chiett Ve ol vEu(i) ) 550
(02! (u(1), Vew(1)) , o2(u(1), Vew(1)) ) '
Escrivim l'equacié (5.54) en les noves variables i obtenim la segiient equacid,
que és complicada en notacid, pero que estara escrita en les variables conveni-
ents: p

5 Vo = (BANQe) Vo + BBy [Fiy (Q:Vo + 0-(Q:V0))] (5.57)

on 0.(Q:-Vp) := o-(u(1),y/zw(1)) definida en (5.56) si V; ve donat per (5.55).

Pero podem sumar i restar un mateix terme, i pensar ’equacio anterior com:

d
= Vo = (RANQ:) Vot

POPQE [FN (Qs% + OE(QE%)>] - PQOPQO [FN (Qs% + OE(QE%)>] +
PYP) [Fy (Q:Vo + 0:(Q:Vo))] — Py Fn(Vo)+
+Py Fy (Vo) (5.58)

La idea és que els termes diferencia, de fet van cap a zero quan ¢ — 0, de
manera que (5.58) convergeix en algun sentit que ara precisarem a

it (ot ) = (at .oy )
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que és l'equacié limit que haviem enunciat en el teorema 5.15. Per veure que
és I'equacié limit, només cal usar les definicions dels operadors per escriure
les components de cadascuna de les parts de (5.58) i trobar-ne el seu limit en
norma C!, cosa que veurem en els segiients lemes.

Lema 5.17 (Operador lineal). Sigui Vi de la forma donada per (5.55).
Aleshores:

(POANQE) Vb =

(w(D)z, w(1))
( =vEler(e)u() + (cale) + r)vew(D)] z, —ve[er(e)u(l) + (ca(e) + r)vew(1)] )

on, si denotem \§ (e) per A, tenim:

er(e) = (14+aX) A C(e)cosCle) (1+aX) A C(e) cosC(e)
1 (A= A)sinC(e) (A= \)sinC(e)

er(e) = — (14 aX) C(e)cosC(e) N (1+a) C(s)gC(g)

(A —A)sinC(e) (A —\)sinC(e)

A més, es pot veure que

liTrOL c(e)=1

limey(e) =
e—0

Demostracio. La demostracié d’aquest lema no sera res més que escriure amb
detall aquest terme utilitzant les definicions que hem donat fins ara. Si partim

de
(e, u()
o= < (Vew(D)z , VEw(l)) >

per u(1),w(1) € C qualssevol, aleshores, la definicié de Q. ens diu que:

(asinC(e)x + bsin Ce)x , u(l)) )
(aAsinC(e)z + bAsinC(e)x , ew(l))

Qs%:(

on

A —1
(A=) sinC(e) * Veu() (A=) sinC(e)
—A 1

=Gy VY By amow
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Per tant,

By AwOLVe — ( (&HvEu)e, LvEu() ) )
(—VE(d+ vErw(1) o, —y/a(d + veru(1)) )

on

d= % [(1 + Aa)asin C(e)x + (1 + Aa)b sin@x]

r=1

Si desenvolupem d agrupant els termes en u(1) i w(1) tenim que:

d = c1(e)u(l) + Veea(e)w(1)

on ¢1(g) i ea(e) son les definides en 'enunciat del lema, de manera que PyAn Q. Vo
queda tal i com voliem demostrar.

L’altra part de 'enunciat, que és trobar els limits d’aquests dos coeficients,
s’obté després de certs calculs. Observem en primer lloc que

(14 aX) X C(e)cos C(e)

ale) =2 Re e

—(1+aX) C(e)cosC(e)

(A — ) sinC(e)
Desenvolupant cadascuna de les funcions de € entorn de € = 0 es pot concloure
que els limits son els que s’han enunciat. O

c2(e) =2 Re

De la part no lineal, el que ens portara més feina és el que recull el segiient
lema.

Lema 5.18 (Primer terme diferéncia). En la notacid anterior tenim que:

0

tim || Py (P; = P)) G|l 01300 =

quan

St denotem per

. (0,0) _ (W m) , pEEn)) .
& ( (i f(€.m). ~wF(E7) ) - ( (2 () . p2(E)) ) c
llavors tenim que

P()PQ‘S [FN (Qe% + Ua(QaVb))] - P20P20 [FN (QEVO + Ua(Qa%))] =
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(p*(a, ) , pe (a,w))
\f( ([p2?(t, @) + wf(a,w)] x , [p2*(4, W) + x f(a,)]) )

on

1 s0n certs els limits segiients:

1. lim sup |p2(a,w)| | =0
€0\ y(1), w(1)eC

0

lim sup 0
e=0 \ y(1),w(1)ec | OU

lim sup
e—0 u(1),w(1)eC

e=0 \ w(1), w(1)eC

2. lim( sup |p§2(ﬂ,@)+/if(ﬁ,zb)|> =0

0

22/~ ~ ~ -
=0 \ u(1), w(1)eC du(1)

lim

e—0

sup
u(1), w(1)eC Ow(1)

( A [p2 (i, w) + wf (i, )] > _ 0

on u,w son les funcions de u(1) i w(1) anteriors.

Demostracio. La idea essencial és la segiient. Veure que les normes dels ope-
radors PY(P§ — PJ) G i la seva diferencial convergeixen a 0 quan ¢ — 0 sera
conseqiiencia del fet que ||[P5 — P3|z, — 0 en la norma || - [|3. I amb aixo
deduirem els limits de 11 2, ja que sén parts de les expressions de les normes
anteriors i aplicar G o Fly sera, essencialment, un canvi de notacié.

Comencem veient que:

iy VP — F9) Gl =0
en la norma donada per || - [|3. Efectivament, si denotem || - [|coz,2) per || - [les,

tenim:

1P2(P5 = P2) Glleg < [1P2 g, 125 = B2l 1Gley
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L’tnic problema és veure que ||G||.o esta acotat quan € — 0. Pero com que f
H
esta acotada per Ny, només cal escriure un moment les normes per veure que

1Gle, = sup |G(V)lly, < V2N;
VeH
Per tant,
. e 0 _
Lim [ Po(P3 _P2)GHcg; =0
Aixo vol dir que

lim sup ||P5(P; —Py)G (u(l),p) (5.59)

e—0 ( ) ,BG(C ||H =

D’altra banda, podem comprovar facilment que
P)(P; — PB)) Fx (QVo + 0:(Q:Wo)) = VePy (Ps — P)) G (a,0)
on @, w sén les funcions de u(1),w(1) que ens donava l’enunciat:
i =u(1) + o2 (u(1), Vew(1))
o2(u(1), vew(l))

I tenim:

Py (P;—Py) G (u,w) = ( (P2 (@, %) + K f (@, )]

I com que (5.59) ens diu que

sup || P (Ps — P3) G (u, w)

u(1),w(1)eC =0
escrivint el quadrat d’aquesta norma utilitzant la notacié de p¥ tenim que
- 2
sup {|p§ uw| + = ‘p ,w)+/if(u,w)| }—>0
u(1),w(1)eC

En particular,

~ ~\2 ~ o~ ~ ~
sup  |pP(u, )" —0 ,  sup |pP(i, @)+ K f(@,D)]" —0
u(1),w(1)eC e—0 u(1),w(1)eC ¢—0

que son dos dels limits que voliem veure.

Ens queda demostrar el mateix per a la diferencial. Sera més llarg d’es-
criure, pero la idea continua essent la mateixa. Només cal observar que com
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que les projeccions sén continues i f és regular, podem pensar que p¥ (i, w)
sén funcions regulars en (u(1),w(1)).
Comencem veient que

tim sup ||D [Py(P; = P3) G] €0, m0]|| ppg30) = O

e—0 507 7o eC

En primer lloc, com que les projeccions son lineals, és evident que

D s - )l () = 7% - ) ot ()

La diferencial de G en la direccié (£,7n) és Poperador lineal segiient:

(e (0,0)
DG[&o, o] ( 1 ) = ( (O1f(&0,m0)€ + Oof (§0,m0)n 5 OLf (§0,m0)€ + O2.f (§0.m0)1) )

on els subindexos tornen a denotar les derivades respecte la primera o segona
variable. En particular, és un operador acotat independentment de € en la
norma H per a qualsevol (£, 70) ja que f és Lipschitz. Aixi,

lim sup_ D [PP(Ps = P) G] &0, m0)| sipygy = O (5.60)
pel mateix motiu d’abans.

Mirar-nos la diferencial des d’aquest punt de vista i en dues direccions
concretes ens servira per trobar els limits que ens falten en els punts 11 2 de
I’enunciat del lema. Concretament, si escrivim la norma de la diferencial en la
direccié (€,m) = (1,0) i el punt (&, 70) = (@, w), (5.60) ens diu que:

wm( sup |<alp;2><a,w>|>=o

e=0 \ w(1), w(1)eC

i lim( sup \[(3110?2)(11,15)+/<;(81f)(&,w)”) =0 (5.61)

=0 \ y(1), w(1)eC

ja que és una part de 'expressié d’aquesta norma. I escrivint la norma de la
diferencial en la direccié (€,1) = (0,1) i el punt (o, 70) = (@, w), el limit (5.60)
ens permet dir que:

e=0 \ (1), w(1)eC

lim( Sup I(azp?)(ﬁ,@)o =0

=0 \ y(1), w(1)eC

i lim( sup ‘[(32P§2)(~,”LD)—1—5(82]”)('12,@)“) =0 (5.62)

Per tant:
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1. Si @, w s6n les funcions de u(1),w(1) que hem definit abans, aplicant la
regla de la cadena tenim:

du(1) [p?(ﬂ,ﬁ))} = [(31]9;2)(&,7@)} [1 + (310;2)(11(1), \/gw(l))} +

(0102) (u(1), vVEw(1))
Ve

Per (5.61) i (5.62) la part de les projeccions tendeix a zero quan € — 0, i

per (5.47) i (5.48) (que s’obtenien del fet que o. i Do, convergien a zero

en la norma || - ||, tal i com hem vist en l'apartat 5.3.3), la resta esta

acotada quan € — (. Per tant,

lim sup
e=0 \ w(1), w(1)eC

De la mateixa manera,

OpL*(ui, w)
ow(l)

+ [((92]);2)(&7 u?)}

aual) [ ?(WHD =

= [(Owp?) (@, )] [Ve - (920:%) (u(1), VEw(L))] +

+ [(02p2*) (@, @) ] [1 + (9202%) (u(1), VeEw(1))]

Per tant, (5.61), (5.62) i els resultats (5.49) i (5.50) sobre la varietat
invariant de 'apartat 5.3.3 ens permeten dir que

2 (i 10
lim sup gPe \4, W) (4, @) =0
e=0 \ »(1), w(1)eC

ow(1)
2. Fixem-nos ara en els limits que ens queden:

D) 220 ) e ,)

[(01p2) (@, @) + K(0Lf) (@, W)] [1+ (9102 (u(1), Vew(D))] +
+ [(02p2*) (@, W) + #(92f) (@, w) ] [(0102) (u(1), VeEw(1))]
Per (5.61), (5.62) i els resultats (5.47) i (5.48) de 5.3.3 tenim:

0
lim sup 2(t, ) + K f (i, D ‘ =0
e—0 <u(1),w(1)e<c ou(1) e, @) (@)
I, analogament:

9 22/~ - ~
duw(l) [p2 (1, @) + £ f (G, w)] =
[(01p2%) (@, @) + (D1 f) (@, 0)] - (020.%) (u(1), Vew(1))] +

[Ve
[(Dop2?) (@1, ) + k(0o f) (i, )] [1 + (0202%) (u(1), Vew(1))]
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i, per tant:

9 [p? (@, W) + K f (@, 0)] D =0

lim sup
=0 (u(l),w(l)e(c dw(1)

Amb aix0, hem acabat la demostracié del lema. Il

Els resultats dels dos lemes anteriors son la part més delicada de la demos-
tracié del teorema 5.15 i per aixo els hem considerat a part. El que queda, ho
recollim en el lema segiient.

Lema 5.19 (Segon terme diferéncia). El segon terme diferéncia de [’e-
quacié (5.58) és:

P20P20 [FN (QE% + 08(@6%))] - P20FN(‘/0) =

(0,0)
\/E< (=rx[f(a,w) = flu(1),w)], =r [f(a@,w) = f(u(1),w(1))]) )

on:

02 (u(1), vVew(1))

i = u(l) + o(u(1), vVew(1), @ =mw(1)+ % :

A més, son certs els limits seguients:

lim ( oSp |f (@, w) — f(U(1)7w(1))|> =0

e—0

| o . -
i (mfff;ec au(ry 1) = Hu ) D -
im [ s | = (@) — Fu() w<1>>]] 0
=0 \ u(1)w(nyec | Ow(l ’ ’

Demostracio. La primera part del lema és escriure els operadors. Ja hem vist
en el lema anterior que:

PR e (QuVa @V =VE (i b D iy ) )

T, — f ﬂ')
i = u(l) + o2 (u(1), Vew(1)), @ =w(l)+ 032@(1)\,/5\/5@0(1))
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I com que:

(0,0
Fir (Qu¥6) = vE ( (e (), Y20 |~ a(1), Y250 )

de la definicié de P tenim que:

. _ (0,0)
Py [Fy (Q:W)] = \/_( (—=rfu(l),w))z , —rf(u(l),w(1))) )

Per tant, ja tenim l'expressié que voliem per PYPY [Fy (Q-Vo + 0.(Q:-Vp))] —
P Fxn(Vp). Mirem-nos ara els tres limits. Si comencem pel primer, del fet que
f sigui Lipschitz i de la definici6 de u,w tenim que:

(@, @) = f(u(l),wD)] < Ly (@ = u(l),® —w(1))] =
(

) 2 [P Een) 2
1) VEw(L)] 2+

Pels resultats (5.43) i (5.44) de 'apartat 5.3.3 (és a dir, del fet que o. tingui
limit 0 en la norma C, || - ||.) podem deduir que:

Lf ‘O’l
)

lim (u(l)sup |f (@, w) — f(U(1)7w(1))|> = 0.

e—0 w(1)eC

Mirem-nos les derivades. Aplicant la regla de la cadena i recordant les defini-
cions de u,w tenim:

0
Ou(1)

) — Fu(), w(1))] = 0, f (i, @) [1+ (0102 (u(1), VEw(1)] +
@1"32)(“%’“5w<”> Cof()w(1)  (5.63)

Si agrupem adequadament els termes anteriors tenim que:

+0xf (1, w)

(5.63) =

[0
+ [Ouf (@, W)]

(@, W) — O f(u(1),w(1))]+
(21022 (u(1), VEw(1))] + [0af (@, )] [(0102%) (u(1), VEw(1))]

Usant la regularitat de f i que (@, @) i (u(1),w(1)) sén punts propers tenim
que:

of
I

e u(1),w(1)eC

Lim < sup |0 f (@, W) — 01f(U(1),w(1))|> =0
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Si, a més, recordem els limits (5.48) per (9,01%) i (5.47) per (1/4/2)(01022),
que eren conseqiiencia del fet que o. tingués limit 0 en la norma C, || - ||., ja
podem dir que:

0
lim sup Fla, ) — fu(l),w(l 0
=0 (“(lm(l)ec 8u(1)[ (@, w) = f(u(1), w( ))])
De la mateixa manera deduim el limit de la derivada respecte w(1). En primer
lloc,

0

Gw(l) [f(ft,ﬁ)) - f(u(1)>w(1))] = [82f<a7w) - 82f(u(1), w(l))] +

+[0uf (@, @)] [Ve - (8202) (u(1), Vew(1)] +[02f (@, @)] [(9202) (u(1), Vew(1))]
De nou, la regularitat de f, el fet que (@, ) i (u(1),w(1)) sén punts propers, i
dels limits (5.49) per (020%?) i (5.50) per (\/€ - 920%?), també conseqiiencia del
fet que o, tingués limit 0 en la norma C*, || - ||, ja podem dir que:

=0 \ u(1)w(1)ec Ow(1)

zm( sup i[f@,w)—f(u(l),wu))])=o

amb la qual cosa ja hem acabat la demostracio. O

Amb els resultats dels tres lemes anteriors ja tenim practicament demostrat
el teorema de ’equacio limit.

Demostracio del teorema 5.15. Mitjancant un canvi de variables, hem reescrit
(5.51) com (5.58) i veurem que (5.58) convergeix al sistema (5.52) en la topo-
logia C! quan € — 0. En particular, si (5.52) és estructuralment estable, els
fluxos de (5.51) i (5.52) seran topologicament equivalents si € és prou petit.

Comencem escrivint (5.58) per a un Vy € HY de la forma (5.55). Sabem
pel lema 5.17 que:

(PoANQ:) Vo =
(JevEuz . fvEu) )

( —vela(@u(l) + (cale) +r)vew(D)]z , —ve[e(e)u(l) + (ca(e) +7)vEw(1)])
Sabem també pel lema 5.18 que:

PQOPQE [FN (stb + Ua(Qa%))] - P20P20 [FN( 5% + Ja(Qa%))] =
5( (p2(a, @), pl(i,w)) )
([p2 (0, @) + s f (@, @)] « , [p(a, @) + £f(@,d)])
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i, pel lema 5.19:
PyP3 [Fy (Q:-Vo + 0.(Q:V0))] — Py Fn(Vo) =
L (0,0)
B f( (=rx[f(a,w) = flu(l),w) ], =r [f(@,@) = flul),w(1)]) )

on 4 i w son:

i =u(1) + o (u(1), Vew(l)), @ =w(l)+ ”32<“(1>\7/5V5w(1>)

I hem vist també que:

. _ (0,0)
Py [Fy (V)] = \/_< (—rf(u(1),w1))z , —rf(u(l),w(1))) )

Per tant, (5.58) és:

(d 12
pm u(l) = w(l) + /e pl(a,w)
(1) =~ [eehuld) + e + ) VEw(1)] +
(5.64) o o
+VE pP(a,w) + k& f (0, )] +
+VE [—k fli, D) + & fu(l),w(1))] +
\ — ek flu(l),w(1))

Vegem que (5.58) convergeix a 1’equacié limit (5.52) en la topologia de C! per
a les variables (u(1),w(1)) quan € — 0. La part més elaborada I'hem vist en
els lemes anteriors. En efecte, si ens mirem la primera equacié i utilitzem els
limits de 'apartat 1 del lema 5.18, tenim que:

(1) + VEp!2 (i1, @) <= w(1)

e—0

Pel que fa a la segona equacid, podem eliminar els /¢ a banda i banda i tenim
que:

1. del lema 5.17 es té que [c1(e)u(1l) + (ea(e) + 1) Vew(1)] c—1>u(1) ,

2. de l'apartat 2 del lema 5.18 tenim | [p*(a,w) + & f(@,w)]| — 0
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3. i del lema 5.19 tenim |—# f(@, @) + & f(u(1),w(1))] <= 0.

e—0

Per tant, ajuntant-ho tot tenim que

(5.64) < %u(l) =wll)
- %wu) = —u(1) = £ f(u(1), w(1)

que és el sistema (5.52). Si escrivim el sistema limit com una sola equacid,
podem dir que les solucions del nostre model no lineal (5.6) amb el temps
convenientment re-escalat tenen com a limit quan ¢ — 0 les solucions de
I'equacié diferencial ordinaria no lineal (5.53). O

5.3.5 Alguns comentaris sobre I’equacié limit.

El resultat anterior ens diu essencialment que si forcem el model no lineal de
la primera part de la memoria amb una acceleracié en x = 0 donada per una
funcié f, el desplacament del model en derivades parcials no lineal amb el
temps accelerat de la manera que hem vist, s’acostara al desplacament donat
per I'equacié diferencial ordinaria no lineal:

u" +u+kf(u,u’) =0 (5.65)

quan € — 0 it — oo. Pero aixo també ens ho podem mirar al revés, és a
dir, preguntar-nos quin control cal introduir en el sistema per tal d’obtenir un
cert desplacament desitjat. El teorema anterior ens déna la resposta a aquesta
pregunta quan el desplagament objectiu és solucié d'una equacié diferencial
ordinaria no lineal del tipus de (5.65). En aquest cas, el control sera una
acceleracié donada per f, on f és la no linealitat de ’equaci6é anterior, i que
aplicarem en 'extrem x = 0 tal i com hem indicat al principi d’aquest capitol.

Per exemple, imaginem que volem que el sistema molla-massa tingui un
desplagament periodic no constant. Aixo seria trobar un control de manera
que el model en derivades parcials no lineal tingués com a limit, per exemple,
I’equacié diferencial ordinaria no lineal donada per

v+ gu)u +u=0

que es coneix com equacié de Lienard, de la qual sabem que admet una solucié
periodica estable no constant si g satisfa certes condicions. El teorema 5.15 ens
diu que una manera d’obtenir I'’equacié de Lienard com a limit seria controlar
el sistema mitjangant una acceleracié en x = 0 donada per f(z1, 22) = g(z1)z2.

Un altre exemple és el que ja hem introduit al principi del capitol en el
qual la no linealitat ve donada per f(z1,22) = tanh fz;. Aquest tipus de no
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linealitat tindria sentit si busquessim una molla sense desplacament o, el que
és el mateix, d’'una longitud donada. Pero 'equacié diferencial

v +u+ Kktanh fu =0 (5.66)

no és estructuralment estable i, per tant, no podriem parlar de (5.66) com a
equacié diferencial limit en el mateix sentit que en el cas anterior. Tot i aixo,
estudiar I'equacié en derivades parcials que s’obté de considerar aquesta no
linealitat sembla tenir resultats interessants per si sol. Per exemple, estudis
numerics semblen indicar que 3 és un parametre de bifurcacié que pot fins
i tot donar, depenent del valor dels parametres dissipatius, infinits canvis en
I'estabilitat del sistema.



Apendix A

Uniformitat per a acotacions
exponencials de semigrups
analitics en subespais invariants

Tot i que la finalitat d’aquest apartat és demostrar que el semigrup generat
per 'operador Ay definit en el capitol 5 esta acotat d’'una certa manera, els
resultats que donarem en aquesta seccié sobre la convergencia generalitzada
d’operadors i sobre acotacions uniformes de semigrups generats per families
d’operadors tindran un enunciat de caracter general. El que veurem és un
conjunt de lemes tecnics 'objectiu dels quals sera demostrar el resultat prin-
cipal d’aquest apendix, que es recull en el teorema A.12. Aquest teorema
sera |’eina basica per demostrar en el capitol 5 que el nostre model compleix
les hipotesis del teorema de varietats invariants, el teorema 5.6. La dificultat
principal dels resultats que veurem la trobem en el fet que els operadors amb
que tractem no son, necessariament, autoadjunts, situacié que ha esta la més
usual fins ara (veure els treballs de [5],[6],[17] o [30], per exemple). Aquest fet
complicara la manera de demostrar certa uniformitat en les acotacions, tal i
com veurem més endavant.

La convergencia en sentit generalitzat d’operadors és un concepte que ja
hem introduit en el capitol 3 i que es basa, essencialment, en la convergencia
de les grafiques dels operadors en una certa distancia 5. De fet, hem vist que
la podem pensar com una generalitzacié de la convergencia en norma per a
operadors no acotats. Ara sera una de les eines basiques per a demostrar el
teorema A.12, pero caldra introduir alguns resultats de [22] que no haviem vist
fins ara, dels quals en derivarem alguns lemes tecnics que ens seran molt ttils
més endavant. El primer dels resultats que necessitem esta relacionat amb la
continuitat de la resolvent:

Teorema A.1 (Kato, [22]). Sigui T un operador tancat en un espai de Ba-
nach X (T € C(X)) i sigui K un subconjunt compacte de p(T). Aleshores

153
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existeiz 0 > 0 tal que K C p(S) per a qualsevol S € C(X) que compleixi

A

3(S,T) < 6.

La importancia d’aquest darrer resultat és que la distancia maxima entre
S 1T per tal que un punt de la resolvent de T" estigui també en la de S pot
escollir-se independentment del punt si aquest esta en un compacte (Obviament,
la distancia si dependra del compacte). El segiient resultat ens déna una certa
uniformitat en la convergencia dels operadors resolvent quan treballem sobre
compactes.

Teorema A.2 (Kato, [22]). La resolvent R(§,T') és continua en & € p(T) i
T € C(X) en el segiient sentit. Per a qualsevol T € C(X), & € p(T) in > 0,
existeiz un & > 0 tal que £ € p(S) 1 ||R(&,S) — R(&, T)|| <n si | —&| < i

~

3(S,T) < 6.

A partir d’aquests dos teoremes podem obtenir els lemes A.4 i A.3, que
seran necessaris més endavant.

Lema A.3 (uniformitat en la convergéncia de resolvents). Suposem una
familia d’operadors T. € C(X), € > 0, que convergeizen en sentit generalitzat
a Ty € C(X) quan ¢ — 0. Sigut K C p(Ty) un compacte. Aleshores, donat
n > 0 qualsevol, existeiz § = §(n, K,Ty) tal que:

Kcp(T.,) sie<d 1
|IR(N,T:) — RN To)|| < VAEK sie<d

El resultat s’assembla al del teorema A.2, pero n’és subtilment diferent. El
que és important destacar que, com en A.2; § no depen de € ni de A quan estem
en compactes i € és prou petit. Aquest resultat apareix com a comentari en
[22], en la demostracié del teorema de semicontinuitat superior de l'espectre
(teorema 3.18 del capitol 3 d’aquesta memoria), tot i que no es demostra. Es
per aixo que hem inclos la demostracio a continuacié.

Demostracio. Sigui n > 0 qualsevol. Com que K C p(Tp), sabem pel teorema
A.2 que per a cada p € K existeix 0(u) tal que A € p(T%) i

n
1RO L) = Bl Do)l < 5
si|A—pul <d(p)i0<e<d(u). Considerem el segiient recobriment de K:

U Bs(p) O K

pneK
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on B, (1) denota la bola de centre p i radi d(p). Com que K és un compacte

admet un subrecobriment finit, és a dir, que existeixen {1, ..., u,} punts de
K tals que

n

UB oK

i=1

on B; = By, (1), amb 6; = 0(u;), per als quals es compleix
HRMJQ—RWM%W<% si\— <8 i 0<e<d

Definim 8, := min{dy,...,0,} (que també sera independent de A i ) i
prenem 0 < € < 0pin. S1 A € K qualsevol, en particular estara en alguna de
les boles anteriors, és a dir, A € By« per algun i* € {1,...,n}, i sera cert que

IROT) = Ripie )| < 3 (A1)

< §;«. En particular, també sera cert que

jaque 0 < e < dpin < O 1|\ — s

|ROTo) = Rlue Ty)l| < 5 (A.2)

si |A — pyx| < 4. Pero clarament,

12X T2) = RO To)l| < [R(A T2) = R(pis, To)l| + ([ R(pir, To) = RO, To) |
iper (A1) i (A.2), obtenint de forma immediata que:
RN T2) = RO To)l[ < (A.3)

si0 < e < Omin 1per atot X € K, on d,,;, només depen de I'n donat, de
I'operador limit T i del compacte K on estiguem. Il

L’altre resultat que caldra esta recollit en el segiient lema.

Lema A.4 (convergéncia de restriccions d’operadors). Sigui Ty un ope-
rador tancat en X amb [’espectre separat en dues parts o}, o2 per una corba
tancada T' C p(Ty) tal i com haviem definit en el capitol 3, i sigui la des-
composicio associada de lespai X = Xo ® Yy, Sigui T., € > 0, una familia
d’operadors tancats en X que convergeixen en sentit generalitzat a Ty quan
e — 0 en una certa norma || - ||. En particular, la corba I també esta en p(T%)
i separa l'espectre en dues parts, ol i 02, si ¢ < e(T',Ty) (tal i com haviem
vist en el capitol 3). Sigui X = X, @ Y. la descomposicio de l’espai associ-
ada a T, per a cada € < &(T',Ty). Aleshores, (P.|x,) ' T. (P:|x,) convergeizx
a Tolx, en sentit generalitzat quan ¢ — 0, on P.|x, : Xo — X. denota la
restriccio en Xg de P. : X — X_, la projeccio associada a X.. Analogament,
(Py.ly,) " Te (Py.ly,) convergeiz a Tyly, en sentit generalitzat quan & — 0, on
Py denota la projeccio associada a Y.
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Abans de demostrar aquest lema fem algunes observacions importants.

Observacié A.5 (idea del lema). Si tenim en compte que, tret d’un canvi de
variables, l'operador (P.|x,) ' T. (P:|x,) és T:|x., la idea de l'enunciat del lema
és clara. FEl fet que T. convergeizxi a Ty quan € — 0 en sentil generalitzat ens
diu també que P. convergeiz en norma a Py, la projeccid sobre Xy (recordem el
teorema 3.18 del capitol 3). Es a dir, que X. = P.(X) i Xo = Py(X) sdn espais
propers si € és prou petit. Si restringim operadors propers a espais que també
ho son, la intuicio ens diu que les restriccions seran properes, és a dir, que el
limit de T.|x. hauria de ser Ty|x,. El que en realitat veiem és la convergéncia
en sentit generalitzat de (P-|x,) ' T. (P:|x,) a To|x,. Aizo sera suficient per a
demostrar el que ens interessa més endavant.

Observacié A.6 (restriccions de les projeccions). Amb les hipotesis del
lema A.4 i si e és prou petit, ['operador

(PE\XO)_l X, — X,

esta ben definit i estd acotat independentment de €. A més, tant P.|x, com
(P.|x,)"" estan acotats independentment de € si e és prou petit.

Comencem veient la injectivitat de P.|x, prenent ug € Xo i obtenint de
forma immediata que:

1P| xyuol| = || Pewol| > [Juoll — || Pouo — Peuoll = (1 = |Py — Pellzex,x)) lluoll

Com que P. convergeiz en norma a Py, existeiz €1 > 0 tal que si € < g1 llavors
|Po — Prllzix,x) < 14 podem escriure:

1
Py — Prllzx,x

||uo|| < =7 )HPE]XOUOH Yug € Xo sie<e (A.4)

En particular, P.|x, és injectiva sie < 1. Pel que fa a l'exhaustivitat, voldrem
que donat v. € X, existeixi ug € Xog amb:

P.|x uo = e (A.5)

Buscarem g de la forma ug = Pyu. amb u. € X.. Llavors, (A.5) és equivalent
a veure que donat v, € X, existeix u. € X, tal que:

—P.Pyu. + us +v. = u,
o0, el que és el mateix, que:

_P5POUa+Pau5+U5:ua
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Es a dir, que P. — P.Py 4+ v. tingui un punt fiz. Pero, P. — P.Py és una
contraccio si € és prou petit, ja que:

Paua_Pepouazps(ua_POua):Ps(Psus_P0ue):PS(PE_PO)Ua

i, com que |P: — Pyl zcx,x)y — 0 quan € — 0, tenim que existeiz un €5 > 0
tal que si € < eo llavors P. esta acotat independentment de € 1, per tant,
| P: (P: — By) |lex,x) <1 sie <eg. D'aizo deduim que P.|x, €s també exhaus-
tiu, de manera que (P.|x,)”" esta ben definit i, per (A.4):

1
|Po — Pel|z(x,x)

-1
| (Pelxo) " lleexe.x) < ]

En particular, esta acotat independentment de € si e < e3 (per exemple, si
| Po =Pl z(x,x) < 1/2 quan e < e, tenim || (P.lx,)”" llcxx) <2 quane < e3).
També es compleix que || P:lx, — Id|x,|| p— 0. Efectivament, sabem que

lim [|(P. — o).y = 0

En particular,
lsifol 1(Pelxo — Polxo)ll g (xg,x) = 0

Pero Py|x, = Id|x,, de manera que en realitat:
ljﬁg (Pl xy — Id|Xo)||c(Xo,X) =0
Per tant,
tim 12 o) < Il o) + lim (1P, = Zdx,legra o = 1

En particular, ||P:lx,|lcx,x) < 2 st € €s prou petit. En resum, existeix un
g0 > 0 (que és el minim entre £1 i £9) tal que si € < gq aleshores:

1. P.|x, esta acotat (per exemple per 2) independentment de €;

2. existeir (P-|x,)”" i estd acotat independentment de e (també per 2).

El resultat també val per (Py.) |y, i la seva inversa.

Observacié A.7 (equivaléncia de resolvents). Es evident que R(\, T.|x.) =
R\ T.)|x. si A€ p(T.). També és facil veure que

p((Pelxy) ™ T2 (Pelxo) = p(Telx.)

I que si X € p(T.|x.) llavors

RO\, (Pelxo) ™' T2 (Pelx,) = (Pelxo) T RN Tl v, ) (Pl xo)
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Aixi, si tal i com veurem en el lema A.4 es compleix que

[RON, (Pelxo) el x. (Pelxo)) = ROV Tolxo) || oy x) —2 0

e—0

també és és cert que

H<P€|Xo)_1R(/\7TE|Xa) (P€|X0) - R()‘a T0|Xo)||£(xo’x) —0

e—0

Amb aquestes observacions podem passar ja a demostrar el lema A.4.

Demostracio. Sigui 0 < e < e(I',Ty) i fixem p € p(Tp) N p(T%) (per exemple,
qualsevol p € T'). En particular, també sera cert que p € p(Tylx,) 1 que
w € p(T:|x.) i, per I'observacié A.7, també tenim u € p((P:|x,) ' Tt (P:lx,))-

Veure que (P.|x,) "' Tt (P:|x,) convergeix a Tj en sentit generalitzat és equi-
valent a veure que

R, (Pelx) 7 T2 (Pelxo)) = ROt Tolxo) ||y ey =0 (A6)

e—0

(recordem que haviem vist en el capitol 3 que aquesta és una manera de veure
que els operadors convergeixen en sentit generalitzat). Per veure-ho utilitzarem
les observacions anteriors, en particular la convergencia en sentit generalitzat
dels operadors sense restringir i de les projeccions.

Vegem-ho. Per 'observacié A.7 i per 'equivalencia de normes de X i X
tenim de manera directa que

1R (Pela) ™ T2 (Pl o)) = R Tolo) | ) =

(L) (T2 = pId) ™" (Pelxo) = (To = i Id) ™" |xq [lecxo,x) -

Aplicant la desigualtat triangular,

< [(Pelxe) ™ (Lo = pId) ™ (P|x,) — 1d

x. (T — pId)™ <P€’X0)H5(X0’X)

T = pId) (Plx) = (T 11D sl - (AD)
Podem agrupar termes, de manera que

(A7) < [[(Plxo)™" = Idlx.

L(X2,X) H( — pld)” H[;(XX 1Pz x0 | £xo ) +
+ |(Te = pId) ™ Pelx, — (To — pld) ™ %0 | 2 x5 (A.8)

Observem que (T, — pl d)_l és la resolvent de 'operador sense restringir. Té
sentit, doncs, sumar-hi i restar-hi (7y — pl d)fl, que també esta definit en
I’espai total:

(AS) < H(PE|XO)_1 - Id|X€ L(Xe,X) '
(T = pdd) ™ = (Ty — pld)™

HE (X,X)

Pl g0 x)
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+ ||(Pelx) ™" — Id|x.

L(X2,X) ”( — pld)” ”[; X,X) 1P x0 | £oxo.x) +

+ (T = pld) ™ P|xy = (To — pld) ™ (A.9)

| X0 HL(XO,X)
De la mateixa manera, serd convenient sumar i restar (Ty — puld)™" P.|x, a
I'dltim terme de (A.9):
(AQ) < H(P6|Xo)_1 - ]d|Xe L(Xe,X)
T = pld)™ = (Ty — pld)”

HE (x,x)

NPl g0 x)

+ || (Pelx,) ™" = Id|x.

L£(X,X) ||(T0_:u]d)_1||£(X,X) ||P€|XO||L(X0,X) +

+ H(T8 — uld)_l P.x, — (To — M[d)_l Pf’X0H£(X0,X) +

+ |[(To — pId) ™" Pelx, — (To — pld) " Id|x, (A.10)

||£(X0,X)

Si agrupem termes, tenim de forma immediata que:

(AlO) < H(Pz-:‘Xo)il o [d‘XE E(X ,X) '
. H(TE—,uId) — (To — pld)~

Hz: (X,X)

Pl o x)

+ H(PE‘Xo)il - [d‘Xa L£(X

X) ||( :u[d ||£XX HP|XOH£X0X) +
+ H(Te - :ujd)_l - (TO - M1d>_1HL(Xx) ||P€|X0||L(X0,X) +
+ H TO _,ujd H£ X,X) HP ’XO Id‘XOHL(XO,X) (All)

Els termes on no hi ha diferéncies sén normes d’operadors acotats i tots amb
cotes independents de e:

| Pl xo ||l 2ixo,x) <2 sie <ey (observaci A.6)

(T — pId) ™ || eexx) < Ny

perque g € p(Tp). I com que p € p(To) N p(T7), el fet que T, convergeixi en
sentit generalitzat a T} és equivalent a que || (1. — pfd) ™" —(Ty — pId) " || — 0
quan ¢ — 0 (recordem el lema 3.14). Usant aquest fet i també 1'observacié
A.6, les normes de les 3 diferencies que tenim en (A.11) tendeixen a zero quan
e — 0, és a dir, donat n > 0 qualsevol es té que

|(Pelo) ™ = Tdlx.|lcgxxy <min == 1t sic<e
8Ny
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(T, — pId) ™" — (Ty — pld) ™ | exx) < g i e < ey

Ui .
”Pz-:’Xo - Id|XoH£(X07X) < 4—% S1 e < €3

Per tant,
(All) <n9 St € < Epmin = min{&fo,éfl, €2,€3,€(F,T0)}
Resumint, hem vist que V17 > 0 existeix €,,;, > 0 tal que:

||R(M7 (P€|X0)_1 T: (P6|Xo)) - R(M7T0|Xo>||ﬁ(X07X0) <n 81 € < Emin

per un cert p € p(To) N p(T.). Per tant, hem demostrat que l'operador
(P.lx,) ' T. (P.|x,) convergeix en sentit generalitzat a Ty|x, quan ¢ — 0 ja
que

Lim || R(p, (Pelxo) ™" T2 (Pelxo)) = Rlps Tolxo)ll e(xo.x0) = 0

O

Com a aplicaci6é directa dels lemes A.3 i A.4 tenim la segiient acotacio
uniforme per a les resolvents d'una familia d’operadors restringits, acotacié
que utilitzarem en la demostracié del teorema A.12.

Teorema A.8 (acotacié uniforme de la resolvent de la restriccié en
compactes). Sigui T., ¢ > 0, una familia d’operadors tancats en un espai de
Banach X, amb una certa norma || - ||, que convergeizen en sentit generalitzat
a un operador Ty tancat en X. Suposem que T, i Ty estan dins les hipotesis
del lema A.4. Considerem K un compacte contingut en p(To|x,) ¢ en el qual
tenim que ||R(\, Tolx,)|| < Mo/IA —¢| YA € K~ {c} per un cert c € R amb
¢ ¢ int(K). Donat n > 0 qualsevol, existeix e = ex(n, K,Tylx,) > 0 (en
particular, independent de € i \) tal que:

C,
IR\, Tt x| < ﬁ sie<eg, VA€ K~ {c}

on Cy =4 (nr/i\zeo%s|)\—c| —I—M0>.

Demostracio. Com que T, convergeix a Ty quan € — 0 en sentit generalitzat,
el lema A4 ens diu que (P.|x,) ' T. (P.|x,) convergeix a Tp|x, quan ¢ — 0
també en sentit generalitzat. Com que estem en un compacte, hem vist que el
lema A.3 de fet ens deia que K C p(7T:|x.) si € prou petit i que:

RN, (Pelxo) ™" Te (Pelx,)) — RO\ Tolxo) lecxoxy < sie <eg, VA (E K |
A.12
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A partir d’aqui, només es tracta de jugar amb les desigualtats. D’entrada,
I’observacié A.7 ens permet escriure que

IR\, T2l x ) 2(xe,x) = I1Pelxo (Pl xo) ™ ROV T | x.) Pelxo (Pelxo) ™ Hlecxe,x) <

<Pl 2exo, ) IRON, (Pl xo) ™ Tl Pel xo) | 20,30 11 (P lxo) ™ Hl2xe,x) <

< 1P| x|l £(x0,3) -
: HR()‘v (P€|X0>_1T€|X5P6|X0) - R(/\7T0|X0>||5(X07X) ’
(Pl xo) Tl 2o )+

1P o0l 2x0) RN, Tolxo) || 20,30 | (Pel xo) ™ 2(x3) (A.13)

Pero usant (A.12), l'acotacié de l'enunciat per a la resolvent de Tpy|x, 1 que
les restriccions de les projeccions estan uniformement acotades si e < ep (per
exemple per 2) tal i com haviem vist en 'observacié A.6, tenim que

M,
(A13) <2 (77—|— 0 > 2 < si e <min{ep,ex}t i VA€ K

0
A — | A=

(no hi posem gy perque ja esta inclos en ex) on Cj és el que apareix en I'enun-
ciat. ]

A part d’aquests resultats que es dedueixen de la convergencia generalitzada
d’operadors, necessitarem introduir-ne uns altres sobre ’acotacié de semigrups
analitics. El que farem és adaptar un resultat que podem trobar en [14] al cas
d’operadors sectorials en sectors no centrats en el zero.

Definicié A.9. Denotarem per 3s5(c) el segiient sector centrat en ¢ € R i
d’angle &, per un cert § € (0, 7]:

Y5(c) :={reC;larg(A—c)| < d}
Si ¢ = 0 denotarem el sector com Xs.

Definicié A.10. Diem que un operador tancat (T, D(T)) amb domini dens
D(T) C X és sectorial (de sector centrat en ¢ € R i angle §) si existeix
b€ (0,7/2] iceR tal que

Shjaes(c) ~ e} C p(T)

1 existerx Cy > 1 tal que

1RO T < Ve# A€ T (o)

A=
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Y j2+s(c)

Figura A.1: Sector centrat en ¢ i d’angle 7/2 + ¢

En aquest cas, per z € Y5 = %5(0) podem definir e™° := Id i els operadors
Tz .
e'” per:
1
Tz . nz
e =— [ e R(pT)d
omi ) (1, T) dps

on 7y €s una corba reqular a trossos en iﬂ/2+5(0) que va des de oo e ' (T/2+9)
00 e T/249) per algun 8 € (|larg 2|, 6)

Teorema A.11 (Adaptacié del teorema de [14]). Sigui (T,D(T)) un
operador sectorial de sector centrat en ¢ € R i d’angle § € (0,7/2], és a dir,

C _
IR, T)|| < M—jc, Y€ Trjars(€) N {c} C p(T)

amb Cs > 1. Llavors, per a qualsevol t > 0 es compleix que:
HeTtH < Mje®
on Ms només depén de Cs i de d, concretament:

C(S |: e~ sin (6/2)

M=o 125 (5/2)

+e(m+ 5)}
Demostracio. La demostracio és una adaptacio al cas en que el sector no esta
centrat en el zero de la que es fa en el capitol I1.3 del [14] posant de manifest
la dependencia de M en 0.

Volem acotar la integral

et = L/e’“tR(,u,T) du (A.14)

271 .
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per qualsevol ¢ > 0 fixada. Observem que si ¢ > 0 en particular esta en
Y5(0) i per tant, et esta ben definit. Observem també que I'integrand és una
funcié analitica en p € ir/gﬂ;(c), de manera que el valor de la integral sera
independent de la corba. Escollim, doncs, v = v, on v, = ¥.1 U Y2 U Yr3,
definides de la manera segiient:

Yoo i={re" +c; —m/2-6/2<7<7/246/2}
Yos = {pe—i(ﬂ/2+5/2) Lo r<p<oo)

onr = 1/t. Podem veure en la figura A.2 que v, C S, /2:5(c) C p(T). Per aco-

Yj245(c) o/ 2

Figura A.2: Corba 7,

tar P'expressié (A.14), acotarem la integral sobre cadascuna de les tres corbes
que formen 7.

i) Prenem p € 7,5. En aquest cas tenim:

5 | |
— = 7 —c| =
5 f p

oS

arglu—c) = -
ond € (0,7/2] ir < p < oo, de manera que

(t—c)t = |u—c| ¢ ¢t (arg(u—o)+arg(t)) _ i — ¢ rei(5+3)
d’on, de forma immediata, obtenim que

Re (u—c)t = —|pu —c|t sin(6/2)
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Com que |et| = |e(“_c)t e”! = et el (=0t tenim que:

}e,ut| _ ect 6—\/1,—c|t sin (6/2) \V/,LL € Yps

D’aquesta acotacié és immediat veure que:

. C : C
e R D) < et et C et ot Gy e

| — ¢
(A.15)
onr < p<oo.
ii) De manera analoga es comprova que
.’ C
et R(u, T < e et s/ 25y ey (A.16)
p
onr < p<oo.
iii) Prenem ara p € 7,2. Com que
|€,ut‘ — ‘e(ufc)tect‘ _ 6ct €|,ufc\tcos(a7'g(,ufc)) < ect e|,u,fc|t
ien v, tenim |p — ¢| = r = 1/t, aleshores:
"' <e e Ve,
d’on es deriva 'acotacié de l'integrand:
C
lle"t R(p, T)|| < e e’ =te-e?Cs Vo € Yra (A.17)
r

Utilitzant aquestes acotacions de l'integrand en cadascuna de les tres corbes
on integrem, podem acotar cadascuna de les tres integrals.

i) Usant (A.15) tenim:

00 o—p sin (6/2)¢
congy [T,
1/t P

/ "' R(p, T) du

Vr,3

que es calcula facilment, obtenint:

/ M RGLT) d|| < C ) e (A.18)
e R(p, T) dp|| < Cs —==¢ :
o sin (6/2)
ii) Analogament usem (A.16) per obtenir que:
MR T) dp|| < €5 e A19
/%16 (1, T) dpl| < s (o2) ¢ (A.19)
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iii) Acotem ara la integral en 7,5 usant (A.17):

[
Yr,2

Parametritzant la corba com 7,.5(s) = 1/t e, s € [-7/2—0/2,7/2+46/2]
tenim que:

<tCsee

/ e R(u, T) dp

Yr,2

T/2+6/2 T/2+6/2 1 5
[ meelas= [ as= T
—7/2-8/2 —nj2—s/2 t t

i per tant:

<eeCs(m+4) (A.20)

/ "' R(p, T) du

Yr,2

Ajuntant les acotacions (A.18), (A.19) i (A.20) quan ¢ > 0 i recordant que
eT? = Id, tenim ’acotacié pel semigrup que s’havia enunciat en el teorema:

||| < Mset VE>0 (A.21)

on in (5/2)
06 efsln
My= 2198 5
=% 2anpa ter o)

O]

Ara si que tenim les eines per a demostrar el teorema objectiu d’aquest
apartat.

Teorema A.12 (acotacié uniforme dels semigrups generats per les
restriccions). Sigui Ty un operador sectorial en un espai de Banach X amb
Rea(Ty) <0, amb l'espectre separat en dues parts o}, o2 per la recta {Re z =
co}, per un cert cg < 0, i sigui la descomposicid associada de 'espai X =
Xo @Yy amb Reo(To|x,) < co @ Rea(Tyly,) > co. Noti’s que en aquest cas
sabem que Ty|x, genera un semigrup analitic i, per tant, existeiz un sector
centrat en 0, o = Xr/214,(0), 6o € (0,7/2], amb Yo C p(Tolx,) 4 ewisteir
Co > 1 tal que

C _
RN, Tol xo) | 2(x0,x) < ﬁ YO £\ €S,

Sigui {T.}e~0 una familia d’operadors sectorials en X . Suposem que Reo(T.) <
0 per a tot € > 0 1 que:

i) T. convergeiz a Ty en sentit generalitzat quan € — 0
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i) existeix un sector ¥ = X o15(r) (independent de c), § € (0,7/2] ir >0
i ezisteix Cs > 1 (també independent de €) tals que:

Y Cp(T.) sie<e

C = .
RO T cx,x) < ﬁ VAeX, sie<e

per un cert £1 > 0.
Aleshores, existeix eg > 0 tal que si € < gg es té que:

1. L’espectre de T esta separat en dues parts ol, o2 perla recta {Re z = ¢y},
amb descomposicio de l’espai associada X = X, DY, on X. = Xy 1
Y. =Y.

2. Ezisteiz un angle &' € (0,0) i una constant Cy > 1, independents de €,
tals que el sector X' = Y01 5(co) compleix que:

Y\ Ao} Cp(Te|x.) sie < e

Cy

Veg#NEY, sie <eg
|>\—C()’

RO T x) | 2exe,x0) <

3. I finalment, sota aquestes hipotesis es compleir que:
||€T5|X5t||£(X57XE) S Mecot s1 < €o
on M = M(X',Cs) i, per tant, no depén de € si e < .

Observacié A.13. El fet que T.|x. sigui analitic per cada € ens assequra que
les acotacions 21 3 del teorema es tenen de forma immediata pero possiblement
amb Cy = C(e) i M = M(e). L’interés del teorema, doncs, esta en que les
acotacions son uniformes en € si aquest €s prou petit, cosa que no €s evident
quan els operadors no son autoadjunts, com és el cas.

D’altra banda, demanar la hipotesi ii) és necessari, ja que pel fet de tenir
cada T, sectorial el que sabem €és que existeixen un sector ¥, = EF/QJF(;S(TE) )
una constant C. > 1 tals que 3. C p(T:) i

C. _
HR()\,Ts)HE(X,X) < m W Te 7& A€ 25

I el que es demana en la hipotesi ii) és un sector i una constants uniformes si
€ €s prou petit.
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Demostracio. En primer lloc, podem suposar sense perdua de generalitat que

¥ = %r/245(r) C Brja14,(0)

que és el mateix que dir que podem suposar que oy > J i per tant també és
cert que

_ _ Cy L

Yrs2+s(r) C p(Tolxo) 1 [[RA, Tolxo)ll 2xo,x) < o VA €N =55(r)
D’altra banda, com que Ty és analitic, podem suposar també que ¥ C p(Tp)
ja que, si no fos aixi, triarfem un sector que inclogués p(Tp) i p(T%) per € < ;.

Amb aquestes observacions passem ja a demostrar el teorema, el primer

resultat del qual sera conseqiiencia directa de la convergencia generalitzada de
T. a Ty quan € — 0. Per veure-ho, considerem la corba tancada v C p(Tp)
definida com la frontera del triangle format per les branques de ¥ amb la recta
{Rez = ¢y}, tal i com s’il.lustra a la figura A.3. Per construccid, v C p(7p)
i separa (7)) en dues parts: o(Tplx,) C ext(y) i o(Toly,) C int(y). En
aquesta situacid, la convergencia generalitzada de 7. a Ty ens diu que v, que
per construccié també esta en p(7%) si € < &1, també separa 'espectre de T
de la mateixa manera que el de Ty, és a dir, tenim X = X, ® Y, amb X, = X,
Y. 2Yyio(T:x.) C ext(y), o(T]y.) Cint(y) si e és prou petit (direm també
si € < €1). En particular, Reo(T.|y.) > ¢o. Pero com que sabem també que
Y C p(T.) C p(T.|x.) si € < &1, forgosament tenim que Reo(T.|x.) < ¢ si €
és prou petit.

{Re ¢= co}

ok
Co

)
_—] /E;@)

PLo
%o € plTolx) L—"]

1
Y Cp(Ty) sie<e

Figura A.3: Esquema dels sectors ¥y, X i la corba ~.

Demostrem ara els apartats 2 i 3 de enunciat. Com que Reo(Tp|x,) <
¢p < 0, podem construir un sector centrat en cq i d’angle un cert ¢’ € (0,7/2)
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que estigui contingut en p(Tp|x, ) i que intersecti amb les branques de X, jo15(r),
és a dir que ¢’ € (0,9), tal i com es veu en la figura A.4. Per construccid, aquest
nou sector ¥ = ¥, /9,5(co) és independent de ¢ (només depen de l'espectre de
To|x, 1 de Pangle 9) i X/ C p(Tp|x,). D’altra banda, aplicant el lema A.4 tenim

ZO - Z7r/2-i-<50 (0)

¥ =% 21s(co) C p(Tolx,)

Figura A.4: Esquema dels sectors Xo, X i 3/, i de la corba I que formen.

que (P.|x,) ' T. (P:|x,) convergeix a Tp|x, en sentit generalitzat de manera
que els resultats de convergencia generalitzada del [22] ens diuen que existeix
g9 > 0 tal que

Srjars(co) C p(Tr|x.) = p((Pelxo) " 1= (Pelx,)) sie <e

(aixd és evident en la part de Y/ inclosa en %, perd per la resta de ¥/ s’ha
d’utilitzar que estem en un compacte i que, per tant, podem aplicar els resultats
de convergencia generalitzada que hem vist). De fet, voldrem una acotaci6 per
R(\, T.|x.) en aquest sector que sigui independent de €. Per fer aixo, ens fixem
en que la interseccié de X' amb ¥ divideix ¥’ en dues parts. Efectivament, si
anomenem [ la corba I' = (X N ¥') aleshores el sector ¥’ queda dividit en
Y intT iintT. Analitzem cadascuna d’aquestes parts per separat:

i) La primera d’elles esta continguda en el sector anterior ¥, del qual sabiem

que esta contingut en el conjunt resolvent de 77 si € és prou petit (hipotesi (ii)
de lenunciat). Per tant, tenim la segiient cadena d’inclusions:

YN intT C Xpays(r) C p(T2) C p(Ttx.)
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si € és prou petit. En particular, les hipotesis del teorema ens permeten dir
que:

0

C -
||R(>\;TE|X5)||E(XE,X5) S ||R(/\7Ta)||C(X,X) S W \V//\ & Yt s Vé—? < &9

Pero si Rr és el radi de la circumferencia de centre 0 inscrita en int’, és
immediat comprovar que:

[col

A—c < (1
A-al s (142

) I\l VAeX NintT

i, per tant:

C S
HR()‘vTE‘Xs)Hﬁ(Xs,Xs) S m Ve X ~intl s Ve < €9 (A22)

on 01 = C(;/(]_ + |Co|/RF).

ii) L’altra part, K = intT és, de fet, un compacte. En aquesta regié voldrem
comparar R(A, T:|x.) amb R(A, Ty|x,) 1 per aixo ens fixem en queé com que
A€ K CX C p(Tylx,) Navors:

C
1RO Tolxo)lecxo,x) < Gy < 13 —0c0| VAE K, A# ¢ (A.23)

per un cert Cy > 0, pel fet que K sigui un compacte (la diferencia amb
I'acotacié donada en I'enunciat és que tenim |\ — ¢ dividint, que és el que
ens interessara). D’altra banda, com que tenim convergencia generalitzada de
(P:lx,) ' T. (P.]x,) a To|x, i estem en un compacte, el lema A.3 ens diu que:

IR\, (Pelxy) ' Te (Pelx,)) — RO Tolx,)|| <n sie<es VAEK  (A.24)

per un cert €3 > 0. A partir d’aqui, només es tracta de jugar amb les desigual-
tats. D’entrada, I'observacio A.7 ens permet escriure que:

IR\, Telx) |l eex..x) = 1Pl xo (Pelxo) T RN, Telx. ) Pl xo (Pelxo) ™2, x) <

< ||P8|Xo||E(X0,X) ’
: HR()" (P€’X0>_1 T€|Xa (P5’X0>> - R(/\v T0|X0)||£(X07X)'
(P x0) ™l o) +

+ 1P x| 20,3 RO Tol xo) ] 2¢xo,30) 11 (Pel x0) ™l 20, x) (A.25)
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Pero usant (A.24), acotacié (A.23) i que les projeccions estan uniformement
acotades si € < g4 (per exemple per 2) perque convergeixen a la identitat
(recordem l'observacié A.6), tenim que:

(A25) <2 (n+ Co 2 < C: si e < min{es,eqt i Veg #FN €K
‘)\—Co| |)\—Co|

A.26
Ajuntant (A.22) 1 (A.26), i prenent £g = min{ey,eq,63,64} 1 Cy = ma:c{(gl, CQ)},
tenim que:
Y =X ars(co) Cp(Ttlx.) sie <ep i
Cy
A — ol

HR<)\7T€‘X5)H£(X5,X) < VCO # A E ﬁ = iw/2+§/(00>, sie< €0

(A.27)

on el sector i la constant no depenen de €.

Havent vist (A.27), lapartat 3 del teorema és una aplicacié directa de
I'adaptacié del teorema de [14], el teorema A.11, d’on obtenim que

||€TE‘XEt||£(XE,X) S M(S’ 660t Si e < EO (A28)

amb My que depen només de I'angle ¢’ i de I'anterior constant Cs. En parti-
cular, no depen de € > 0 si € < &. O

Aquest és el teorema principal d’aquest apartat, pero per finalitzar in-
clourem dos resultats recollits del capitol II1.2 de [14] i que, convenientment
adaptats, ens seran tutils per tal d’aplicar el teorema anterior en el capitol 5.

Definicié A.14 (Engel-Nagel, [14]). Sigui A : D(A) C X — X un operador
lineal en un espai de Banach X. Diem que B : D(B) C X — X és un operador
relativament A-acotat si D(B) C D(A) i existeizen a,b > 0 tals que:

|Bz|| < al||Az|| + b]||z|]| Ya € D(A) (A.29)
Anomenem cota relativa de B a:
ap = inf{a >0 tals que existeiz b > 0 que verifica (A.29)}

Lema A.15 (Engel-Nagel, [14]). Sigui (A, D(A)) un operador tancat en
un espai de Banach X amb resolvent no buida i suposem que (B,D(B)) esta
relativament acotat per A, amb constants a,b > 0. Sigui \g € p(A) i tal que

c:=al||[ARNo, A)|| +b]|R(No, A)|| <1
Aleshores A+ B és tancat i \g € p(A+ B) amb

1
IR, A+ B)ll < — | R, 4)]
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Aquest lema permet demostrar el segiient, que té un caracter més general
(és per tots els punts del conjunt resolvent) i que és el que realment s’utilitza
en el capitol 5 per a demostrar la hipotesi 5 del teorema de varietats invariants.

Lema A.16 (Engel-Nagel, [14]). Sigui (A,D(A)) un operador tancat tal
que l’operador resolvent existeix per a tot 0 # \ € X5 1 satisfa que

M
IR A < 7
R

per certs § > 0 ¢ M > 1. Suposem que (B,D(B)) és un operador A-acotat

amb cota relativa .

<
S

Aleshores, existeizen unes constants r >0 1 M > 1 tals que

—~

= M
YsN{zeClz| >r} Cp(A+B) i |[RN\A+B)| < o

per a tot A € XsN{z € C;lz| > r}.

Observacié A.17. Revisant les demostracions dels dos lemes anteriors, que
podem trobar en [14], podem ser una mica més precisos amb les constants r i

M. Efectivament, prenent

bM
re=-——
1—a(M+1)
garantim que ¢ = a||ARNA)||+b[|[R(NA)|| <1 si|\ >r, ies pot veure
que es pot prendre:

— M
M=
1—c¢

Aixi és com es demostra en [14]. Pero com que el ¢ anterior depén de cada
A, intentarem ser més precisos i aconsequir una cota uniwersal. Per exemple,
prenent

bM

s—a(M+1)

T =

(A.30)

(amb una cota relativa que compleixi que a < %ﬁl) tenim que ¢ < 1/2 < 1 per
a tot X € p(A) i, per tant, podem prendre
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A més, BsN{z € C;lz| > r} D Xs(2r) si 0 < § <6, amb Uavantatge que
parlem d’un sector, ara centrat en 2r. Per tant, el lema A.16 es pot reescriure
com que, sota les mateizes hipotesis tenim.:

— 2M
Ys(2r) Cp(A+B) i ||[RINA+B)|< W

per a tot X € Sz (2r) on r Uhem definida en (A.30) i on 0 < § <6 qualsevol.



Apendix B

Forca externa aplicada a la
massa i funcions de
transferencia. Solucions
globalment acotades

En la primera part de la memoria hem estudiat el problema lineal homogeni.
Considerem ara una variant d’aquest model obtinguda en aplicar una forca
externa f(t) a la massa m de I'extrem. Concretament, pensarem en una forga
externa del tipus f(t) = Ae™*, on A serd Pamplitud de la for¢a i w en denotara
la freqiiencia, que de fet es pot pensar com una simplificacié del cas general
f(t) € L*(R) (usant la transformada de Fourier de les funcions de L?(R)). Si
recordem la notacié dimensional introduida en el capitol 1, I’equacié correspo-
nent a aquesta versié no homogenia del problema lineal és:

puy = EiUpe + Fug,, 0<z<L,t>0
(B.1) ¢ u(0,1) =0
mug (L, t) = —Bu,(L,t) — Eyug (L, t) — qu(L, t) + Ae™?

que s’obté d’afegir a la versié dimensional del model homogeni (1.5) la forca
f(t) = Ae™* en les condicions de contorn en z = L. L’objectiu sera trobar la
unica solucié globalment acotada que admet el problema no homogeni, cosa
que ens portara a un nou concepte d’equacié diferencial ordinaria aproximada,
diferent de la que en el capitol 1 ens donaven els valors propis dominants.
Per que ens interessem per les solucions globalment acotades? En el cas
de les equacions diferencials ordinaries de segon ordre que modelitzen les os-
cil.lacions, les solucions globalment acotades sén eines ben conegudes, tal i com
veurem en el segiient apartat. De fet, aquest tipus de solucions es coneixen

173
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també com a régim permanent de I'equacié diferencial ja que el seu principal
interes esta en que sén la solucié a la qual tendeixen la resta a mida que el
temps augmenta. En aquest sentit, pot pensar-se com la tinica solucio rellevant
des d’un punt de vista fisic.

B.1 L’equacio diferencial ordinaria i funcié de
transferencia.

Mirem-nos per uns moments I'equacié diferencial ordinaria de segon ordre
ko 2"(t) + Ky 2'(t) + ko 2(t) = Ae™ (B.2)

Sabem que si ko,k1,k2 > 0 la tinica soluci6 globalment acotada (és a dir, acotada
en (—o00,00)) de I'equacié homogenia és z(t) = 0, de manera que 'equacié no
homogenia (B.2) admet una tnica solucié globalment acotada en (—oo, 00).
Aquesta solucié té la forma:

1

%(t) = A Hego(w) €' on Hego(w) = ko —w?ky + kiiw

Definicié B.1. S’anomena funcié de transferencia de [l'equacic diferencial
(B.2) a la funcid Hego(w).

Es ben conegut el comportament del modul d’aquesta funcié de trans-
ferencia segons el valor dels coeficients de ’equacié diferencial, especialment
del coeficient critic k;. El trobem resumit en la figura B.1 on, per exemple, es
veu reflectit el fenomen de la ressonancia quan no tenim dissipacié en I'equacié
diferencial (k; = 0).

Hedo 2

Figura B.1: Funcié de transferencia de ’equacié diferencial (B.2) per a k1 = 0,
ky petit i k; gran, respectivament.
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Analogament, si considerem a ’equacié diferencial ordinaria d’ordre n
b 2 () + kg 2" V() + .+ ko 2(t) = Ae! (B.3)

també té pot tenir sentit buscar la solucié globalment acotada AH.4,(w) et
obtenint aixi la corresponent funcié de transferéencia.

Definicié B.2. S’anomena funcié de transferencia de [’equacic diferencial
d’ordre n (B.3) a la funcid:

1

Hedo(w) = Z?:o kj (Z w)j

B.2 L’equaci6 en derivades parcials.

La idea és que la situacio en el nostre model en derivades parcials no homogeni
(B.1) sera la mateixa.

Lema B.3. Sigui A el generador infinitessimal d’un semigrup Cqy i compleizx
que
e < Me™ V0<t<oo

per uns certsr >0 1 M > 1. Aleshores, ’equacio diferencial
u'(t) = Au(t)

admet una unica solucio globalment acotada en el temps, que és la solucio
up(t) = 0.

Demostracio. Suposem que ug(t) és una solucié globalment acotada de 1'e-
quaci6 diferencial, és a dir:

luo(t)]| < C VteR
Per propietats de semigrup, tenim que
uo(t +s) = e up(s) Vt>0,VseR
Prenent normes,
|ug(t +s)|| < CMe™ Vt>0VseR

Com que val V¢ > 01 Vs, que son independents, podem fer tendir ¢ a oo, de
manera que:

luo(t+s)[| <0 VseR = Jup(t+s)|=0 VseR

ja que r > 0. Per tant, la inica solucié globalment acotada és ug(t) =0. O
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Teorema B.4. L’equacié en derivades parcials (B.1) admet una inica solucio
globalment acotada en el temps si Ey > 0, que és:

A e™t ginh ax

up(x, ) = [~w?msinh(aL) + Eacosh(aL)] + iw [Eyacosh(aL) + gsinh(aL)]
on oy
a? = —1—
E + Eywi

Demostracio. Per veure que el model no homogeni admet una tinica solucié
globalment acotada en el temps, només cal veure que el problema homogeni
esta en les hipotesis del lema B.3. Aix0 es comprova si recordem que I'operador
associat al model homogeni generava un semigrup analitic si a > 0 (és a dir,
si By > 0) i que la part real dels valors propis era estrictament menor que 0 si
e >0, és a dir, si m < oo (recordem els capitols 3 1 4).

Trobem ara aquesta solucié globalment acotada, buscant-la de la forma

uy(z,t) = Be™! sinhax, que és acotada per a tot ¢ € R. Substituint en
I'equacid, trobem que la tdnica solucié globalment acotada del problema no
homogeni és la que enuncia el teorema. O

Definicié B.5. Anomenen la funcio

sinh ax
[—w?msinh(al) + Facosh(aL)] + iw[Eya cosh(aL) + gsinh(aL)]

Heap(z,w) =

funcié de transferencia de [’equacid en derivades parcials (B.1).

Si ens mirem les grafiques del modul de H.4,(x,w), per un z € (0, L) fixat,
per a diversos valors dels parametres F; i ¢ podem observar que, almenys per
freqiiencies petites, les grafiques de la figura B.2 ens recorden a les obtingudes
per a l'equacio diferencial ordinaria en la figura B.1, tot i que ara apareixen
més pics ressonants quan la dissipacié és petita.

La grafica anterior sembla indicar que triant adequadament els coeficients
de l'equacié diferencial ordinaria (B.2) podrem aconseguir que les funcions de
transferencia s’assemblin en un entorn de w = 0. En altres paraules, com que
les solucions globalment acotades de (B.1) i (B.2) vénen donades essencialment
per les corresponents funcions de transferencia, buscarem aquells coeficients
de l'equacio diferencial ordinaria que facin que les funcions de transferencia
s’assemblin per a freqiiencies baixes si fixem x € (0, L). En particular, si ens
mirem les solucions en 'extrem x = L, voldrem que:

up(L,t) = A Hogp(L,w) €' ~ 2,(t) = A Hogo(w) €' quan w =~ 0

de manera que sera suficient trobar els coeficients de 'equacié diferencial (B.2)
tal que
Hegp(L,w) ~ Hego(w) quan w ~ 0
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Figura B.2: Funcié de transferencia de 'EDP per a Ey,q = 0, Ey,q petits i
E4, g grans, respectivament.

Desenvolupant en serie de potencies entorn w = 0 ambdues funcions de trans-
ferencia i igualant coeficients, obtindrem els coeficients de I'equacié diferencial
ordinaria (B.2). Com que en aquest cas tenim tres graus de llibertat sera
suficient desenvolupar les funcions de transferéncia fins a O(w?):

L  L(Ey+qL)

Hedp(L,u}) = E— ZTW—
L(—=3LmFE — L?*FE E? FEiqL 212
(=3Lm p+3E7 +6FE 9L+ 3q )w2+0(w3)
3E3
1
2
1 ik 'Z——(i—)
H.yo _ - ™M AN 2 O3
do(W) e kgw—i— "o w” 4+ O(w?)

Igualant coeficients tindriem 1’equacio diferencial ordinaria aproximada de se-
gon ordre:

(m+ %pL) Z'(t) + (% +q> Z'(t) + (%) 2(t) = Ae™ (B.4)

que aproximaria ’equacié en derivades parcials (B.1) per a qualssevol valors
fixats dels parametres en el sentit que, com que |Hego — Hegy| = O(w?), les cor-
responents solucions globalment acotades compleixen que |uy(L,t) — 2(t)] =
A - O(w?). De fet, en el nostre cas es pot veure que no hi ha termes d’ordre
3, de manera que tenim |uy(L,t) — 2(t)| = A - O(w?). Si volem que la funcié
de transferencia de ’equacié diferencial ordinaria aproximi la de ’equacié en
derivades parcials fins a un ordre més alt (i, per tant, 'aproximacié a la so-
lucié uy (L, t) sigui millor), calen més graus de llibertat i, per tant, partir d'una
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equacié diferencial ordinaria d’ordre superior. Aixi si busquem l'equacié di-
ferencial ordinaria d’ordre 4 tal que la seva funcié de transferéncia aproximi
millor la funcié Heg,(L,w) obtenim:

(%) 2+ (m+ %pL) 2"(t) + (% +q) Z(t) + (%) 2(t) = Ae™

En aquest cas, I'error entre les funcions de transferencia és d’ordre 5. D’aquesta
manera podriem anar trobant els coeficients d’una equacio diferencial ordinaria
d’ordre n, que aproximaria la soluci6 de la nostra equacié en derivades parcials,
igualant cada cop més termes de les series de les funcions de transferencia,
essent 'error de la diferéncia almenys com w1,

Tornem ara a 'equacié (B.4). Si prescindim del terme no homogeni i com-
parem els seus coeficients amb els de ’equacié diferencial ordinaria limit obtin-
guda a partir dels valors propis dominants (veure l'equacié (4.31) del capitol
4) veurem que no tenen massa relacié, fins i tot si reescrivim els coeficients
de (4.31) per tal que el coeficient de w”(t) sigui m + pL/3. Per comengar, els
coeficients de (B.4) no sén aproximats, cosa que si que passa amb els de (4.31).
A més, les solucions del model lineal homogeni s’assemblaven a les de (4.31)
quan € — 0 i per temps grans, pero ara les solucions que s’assemblen només
son les globalment acotades i ho fan en un entorn de w = 0, per a qualsevol
valor dels parametres i per a tot temps.

Veiem, doncs, que fixar-nos en les solucions globalment acotades ens ha
portat un nou concepte d’equacié limit. Si abans una millor aproximacié de
la solucié passava necessariament per augmentar els nombre de valors propis
dominants per tal d’aproximar millor els coeficients de (4.31), equacié dife-
rencial ordinaria limit d’ordre 2, ara ens cal que la diferencia entre les funcions
de transferencia sigui d’ordre més gran, cosa que s’aconsegueix permetent més
graus de llibertat i, per tant, partint d’una equacié diferencial ordinaria d’or-
dre superior. L’aproximacid, doncs, és conceptualment diferent ja que per
a una millor aproximacié del model en derivades parcials cal una equacié or-
dinaria d’ordre més gran (i si la volem d’un ordre determinat, és inica), mentre
que abans una millor aproximacié era una millor aproximacié dels coeficients
d’'una equacié diferencial ordinaria del mateix ordre, que ve donat pel nombre
de valors propis dominants.

Per a veure graficament com funcionen aquestes aproximacions, podem
fixar-nos en les figures B.3 i B.5, on estan representats els moduls de les fun-
cions de transferencia prop de w = 0 per a diferents valors dels parametres
dissipatius F; i g, pero també per a equacions diferencials aproximades d’or-
dres diferents (ordre 2 en B.3 i ordre 4 en B.5). Podem veure com efectivament
I’error es manté baix en un entorn més gran de w = 0 quan augmentem 1’ordre
de I'equacié aproximada (la diferéncia entre els moduls la trobem representada
en les figures B.4 1 B.6). A més, podem veure també altres fenomens, com ara
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els pics ressonants que apareixen en les grafiques, sobretot per a valors petits
dels coeficients dissipatius F; i q. Aquests pics sén també els causants de
les principals diferencies entre ambdues aproximacions. Sembla, doncs, que
es compleix quelcom que fisicament té sentit: introduir més dissipaci6 al sis-
tema suavitza la resposta i, a grans trets, I’equacié en derivades parcials es pot
aproximar millor per una equacié diferencial ordinaria.

Figura B.3: Modul de les funcions de transferencia de 'EDP i TEDO d’ordre
2 per a F1,q =0, Eq,q petits i E7,q grans, respectivament.

0 [ o [ 0
| \ |\
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\7 —

7% o ~ 55 T 5 3 7
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Figura B.4: Modul de la diferencia de les funcions de transferencia de ’'EDP i
I’EDO d’ordre 2 per als mateixos valors dels parametres.

Per acabar, una simulacié de les solucions globalment acotades del model
en derivades parcials i de ’equacio diferencial ordinaria aproximada d’ordre 2
ens permetra comparar visualment aquestes dues modelitzacions d’un mateix
fenomen. Si ho provem per a diferents freqtiencies, podrem comprovar en la
figura B.7 com la posicié de la molla modelitzada per I'equacié en derivades
parcials és, per a cada instant de temps, similar a la de la solucié de I'equacié
diferencial ordinaria si w és petita.

En canvi, per a freqiiencies més grans hi ha diferencia entre ambdues so-
lucions, posant-se de manifest la necessitat de recérrer en alguns casos a les
derivades parcials per a explicar, per exemple, diferencies en la deformacié
interna de la molla, tal i com es veu en la figura B.8.

Aixi, tot i que I'equacié diferencial ordinaria és valida com a primera apro-
ximacié, en alguns casos és necessari el model en derivades parcials per explicar
fenomens que es posen de manifest per a certs valors dels parametres.
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Figura B.5: Modul de les funcions de transferencia de 'EDP i I'EDO d’ordre
4 per als mateixos valors dels parametres.

Figura B.6: Modul de la diferencia de les funcions de transferencia de 'EDP i
I’EDO d’ordre 4 per als mateixos valors dels parametres.

Figura B.7: Simulacié de les solucions globalment acotades de 'EDP (B.1) i
de 'EDO (B.4) per a diferents temps quan f(t) = 5e%1*".

Figura B.8: Simulacié de les solucions globalment acotades de 'EDP (B.1) i
de 'EDO (B.4) per a diferents temps quan f(t) = 7e'".



Bibliografia

1]

H.A. Barnes, J.F. Hutton, K. Walters: An introduction to rheology. Else-
vier (1989).

H. Brézis: Andlisis Funcional. Teoria y aplicaciones. Alianza Editorial
(1984).

A. Calsina, X. Mora, J. Sola-Morales: The dynamical approach to elliptic
problems in cylindrical domains, and a study of their parabolic singular
limit. J. of Differential Equations, 102 (1993), no.2, 244-304.

V.L. Carbone: Problemas parabdlicos em materiais compostos unidimen-

stonais. Propriedade de Morse Smale. Tesi doctoral Universidad de Sao
Paulo (2003).

A.N. Carvalho: Infinite dimensional dynamics described by ordinary dif-
ferential equations. J. Differential Equations, 116, no. 2 (1995), 338-404

A.N. Carvalho: Parabolic problems with nonlinear boundary conditions in
cell tisues. Resenhas 3 (1997), no. 1, 123-138.

A.N. Carvalho, G. Lozada-Cruz: Patterns in parabolic problems with non-
linear boundary conditions. Cadernos de Matematica, 02 (2001), 325-345.

A.N. Carvalho, A.L. Pereira: A scalar parabolic equation whose asymptotic
behavior is dictated by a system of ordinary differential equations. J. of
Differential Equations, 112 (1994), 81-130.

C. Castro, E. Zuazua: Boundary controllability of a hybrid system con-
sisting in two flexible beams connected by a point mass. SIAM J. Control
Optim., 36 (1998), no. 5, 1576-1595.

S. Chen, K. Liu, Z. Liu: Spectrum and stability for elastic systems with

global or local Kelvin-Voigt damping. STAM J. Appl. Math., 59 (1999),
651-668.

181



182 Bibliografia

[11] N. Cénsul, J. Sola-Morales: Stability of local minima and stable noncons-
tant equilibria. J. of Differential Equations, 157 (1999), 61-81.

[12] J.B. Conway: Functions of one complex variable. Springer-Verlag (1978).

[13] J.L. Davis: Mathematics of wave propagation. Princeton University Press
(2000).

[14] K-J. Engel, R. Nagel: One parameter semigroups for linear evolution equa-
tions. Springer-Verlag (2000).

[15] L.C. Evans: Partial differential equations. AMS (1998).

[16] A. Freiria Neves, H. de Souza Ribeiro, O. Lopes: On the spectrum of evo-
lution operators generated by hyperbolic systems. J. of Functional Analysis,
67 (1986), no. 3, 320-344.

[17] G. Fusco: On the explicit construction of an ODE which has the same dy-
namics as a scalar parabolic PDE. J. of Differential Equations, 69 (1987),
no. 1, 85-110.

[18] 1.C. Gohberg, M.G. Krein: Introduction to the theory of linear nonselfad-
joint operators in a Hilbert space. AMS (1969).

[19] M. Grobbelaar-van Dalsen: On fractional powers of a closed pair of ope-
rators and a damped wave equation with dynamic boundary conditions.
Appl. Analysis, 53 (1994), no.1-2, 41-54.

[20] R. Haberman: Mathematical models. Mechanical vibrations, population

dynamics, and traffic flow. An introduction to applied mathematics.
Prentice-Hall (1977).

[21] D. Henry: Geometric theory of semilinear parabolic equations. Springer-
Verlag (1981).

[22] T. Kato: Perturbation theory for linear operators. Springer-Verlag (1995).

[23] K. Liu: Locally distributed control and damping for the conservative sys-
tems. SIAM J. Cont. Optim., 35 (1997), 1574-1590.

[24] K. Liu, Z. Liu: Ezponential decay of energy of the Euler-Bernoulli beam
with locally distributed Kelvin-Voigt damping. SIAM J. Cont. Optim., 36
(1998), 1086-1098.

[25] P. Massat: Limiting behaviour for strongly damped nonlinear wave equa-
tions. J. of Differential Equations, 48 (1983), 334-349.



Bibliografia 183

. Mora, J. Sola-Morales: The singular limit dynamics of semilinear dam-
26] X. M J. Sola-Morales: The singular limit d ' 18 d
ped wave equations. J. of Differential Equations, 78 (1989), no.2, 262-307.

[27] A. Pazy: Semigroups of linear operators and applications to partial diffe-
rential equations. Springer-Verlag (1983).

[28] M. Pellicer: Asymptotic behavior and oscillations in a viscoelastic pro-
blem. Proceedings XVIII CEDYA-VIII CMA (2003).

[29] M. Pellicer, J. Sola-Morales: Analysis of a viscoelastic spring-mass model.
J. Mathem. Analysis and Applications, 294/2 (2004), 687-698.

[30] A.L. Pereira, L.A.F. de Oliveira : Invariant manifolds and limiting equa-
tions for a hyperbolic problem. Dynam. Contin. Discrete Impuls. Systems,
7 (2000), no.4, 503-524.

[31] M. Renardy: On the type of certain Cy-semigroups. Comm. Partial Diff.
Egs., 18 (1993), 1299-1307.

[32] L.I. Sedov: Similarity and dimensional methods in mechanics. CRC Press
(1993).

[33] R.I. Tanner: Engineering rheology. Clarendon Press. Oxford (1988).






