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Introducci 0

L'objectiu global de la tesés contribuir al control descentralitzat d’'una classe de
sistemes interconnectats, que es descriuran en tempauwoatnb una estructura
lineal, on les matrius del sistema i de control inclouen lite=sees que varien amb

el temps. La metodologia que se seguer al disseny dels controladorsaséa

del control robust amb cost garantit, juntament ambéesifjues d’inequacions
lineals matricials (LMI), per tal d’obtenir algorismes dentrol implementables.
Es tractaa tamle la glestd de la fiabilitat en diferents escenaris de fallades totals
o parcials d’alguns dels controladors descentralitzats.

L'interés del control descentralitzat ve motivat pel fet que, adatiza, gran nom-
bre de sistemes de gran escala estan composats per subsigt&gnconnectats.
Per exemple, tenim les centraleelriques, els sistemes eadwnics, la planifi-
cacb del transit, etc. Quan es vol dissenyar un controlador globarakmat, &s
necessari definir la realimentaaiepenent de totes o la majoria de les variables
d’estat. Aquest disseny es torna sovint impossible degtdaent al gran nombre
de variables o & a la gran dimen&id’aquestes. A @s a nés, aquests sistemes
poden tenir parmetres desconeguts, dels quals @sree’n coneix el seu rang.
Aquestes incerteses no némapareixen en els subsistemes locals, sinoé&anb
les connexions entre ells.

En un esquema de control descentralitzat, cada subsigternantrolat de ma-
nera independent, amb urimm intercanvi d’'informad entre subsistemes. En
combinar les solucions, cal asegurar-se que 8'abtrendiment satisfactori en el
sistema global controlat. Les incerteses fan que es pliagltegblema del control
robust: trobar un control que asseguri I'estabilitat delesna malgrat les incerte-
ses. A nés a n&s, en tot disseny del control es demana que aquest néshom
estabilitzi el sistema, sino que tatmlsseguri un cert nivell de rendiment o de
cost. Per a sistemes lineals, el disse@gsic del control amb cost garantit es basa
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en la teoria de Lyapunov i en el concepte de cortiptim lineal i quadatic (LQ),

que na una cota per a la furicte cost. Quan es tenen sistemes amb incerteses,
el controloptim verifica una equagide Riccati algebraica parametritzadajadif

de resoldre. Aquesta dificultat es pot superar usant laateliriequacions lineals
matricials (LMI). L'avantatge de legtniques LMIes que converteixen problemes
de teoria de sistemes i teoria de control en problemesmeéatds d’optimitzadi
convexa o quasiconvexa on apareixen inequacions masritiatjuestes es poden
resoldre de manera eficient pechiques numriques, com ho demostra la quan-
titat de resultats obtinguts en élkims anys.

Un altre aspecte important en un sistema de control desdierdt s la dlestd

de la fiabilitat ¢eliable contro) quan falla algun dels controladors individuals. Es
tracta de poder assegurar en quina mesura esriastabilitat i el rendiment del
sistema global. En aquest treball es plantegen tant el céalldda total Out-
age la llei de control s’anula) com els casos de fallada parcial. En aqustsn
cas, cal predeterminar, quin tant per cent de fallada pta@sada subsistema. Per
aixo, calda definir un model de fallada que tingui I'estructura adequaet tenir
presents tots aquests casos.

Finalment, també tractem sistemes amb pertorbacions externes. En aquest ca
utilitzem la teoriaH,,. Sota la seva forma @s simple, el problem&/, €s un
problema de rebuig de pertorbacions. Es tracta de minimiieiecte prodiit

per una pertorbacisobre el comportament del sistema, i en particular sobre la
sortida. Per ai&, calda sintetitzar una llei de control que esiidimpacte de la
pertorbadd sobre la sortida, tot i mantenint estable el sistema. Adogsacte es
mesura fent-ne el quocient de les seves normes.
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El treball d’aquesta tesi se centra en I'estudi d’'una clagssistemes descom-
posats enV subsistemes interconnectats amb incerteses. La sevapdésge-
neralés de la segent manera:

N
= AA 7+ ABiu;+ Y AGy(xy) i=1,...,N 1)

j=1

J#i
onz; € R™ representa el vector d’estat del sisteinaentre que:; € R* repre-
senta el vector de control del sistein&a matriuA A; € R™*™ representa la ma-
triu d’estat, mentre qUA B; € R"** &s la matriu de control. Les interconnexions
entre els diferents sistemes venen representades petssvaat,; € R™ <",
Totes aquestes matrius tenen incerteses, que depenenat@laesd’estat. Tin-
drem en compte tres models generals d’incerteses:

(i) Normat. Es tracta de descomposar les matrius que camiesencerteses
en un producte de tres matrius, on résmina coré les incerteses. La norma
d’aquesta matri@s acotada.

(ii) Politopic. Aquest model descomposa les matrius d’incerteses@&icam-
binacH convexa d’un conjunt finit de matrius conegudes amlampetres
incerts constants. Aquests paretres es troben definits en umplex uni-
tari.

(iif) Multiconvex. Aquestés un model ras general que I'anterior. Tar@lpre-
senta una descompogiaionvexa de les matrius d’'incerteses pels paa-
metres que defineixen aquesta combiogwden variar en el temps.

Es considera que els actuadors que realimenten el sistetes patir fallades.
Aquestes fallades poden ser totals, provocant una reatmiémulla en el sis-
tema, o parcials. Tangtenim present que cada actuador de cada subsistema pot
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fallar de manera independent. Aquestes fallades ens aordaractar el concepte
de fiabilitat.

L'objectiu principal de la tesés el de dissenyar un conjunt de controladors des-
centralitzats amb realimentacd’estat, que verifiqui certes especificacions, per
a la classe de sistemes interconnectats amb incertesegalesc 6.1 i sota la
preencia de fallades en els actuadors. De fet, ens plantegeifdnesos proble-
mes:

1. El primerés el problema del control descentralitzat que assegatabditat
del sistema global tot i mantenint cert nivell de rendimé&stiint en compte
les fallades dels actuadors. Aquest rendiment ért#finit per una funéi
de cost quadttica. Anomenarem aquest problema de control fiable amb
cost garantit com problema del control RGRe{iable Guaranteed Cost

2. El segon problema tracta lantesi del control descentralitzat per a sistemes
sota la presncia de pertorbacions externes. Peatilitzem la teora
del control H,, per a dissenyar el control robust que mantingui estable el
sistema i que minimitzi I'efecte de les pertorbacions.

Per a resoldre ambdos problemes ens marquem dlgsegobjectius espHics:

1. Obtenir una caracteritzdécgjeneral del conjunt de controladors descentralit-
zats, independent del model d’incerteses. Aquesta caitaatd) resultaa
en forma d’una inequagimatricial no lineal.

2. Traduir les inequacions matricials no lineals antergrsermes de la teoria
LMI, obtenint un problema lineal resoluble anmdxchiques i algorismes ja
existents.

3. Dissenyar, per a cada model d’'incerteses, el conjuntrteatadors descen-
tralitzats.



Estructura de la tesi

La tesi s’estructura en 10 ciapls i 2 annexos. En el primer capl fem una pre-
sentadd dels resultats t@ics principals relacionats amb els models d’'incerteses,
el cost garantit, els sistemes interconnectats, la fiabilia teoriaf.,, que for-
men els quatre pilarsdeics d’aquest treball. Aquest dapl té un complement en
I’Annex A, on s’introdueixen lesiatesi LQ i LQG. En el Cajpol 2 presentem la
teoria de les inequacions lineals matricials (LMI), paréeitzant en el selds en

la teoria de control. Aquest cHpl es troba refocat per 'annex B, que presenta
els metodes nurarics existents per a resoldre les inequacions linealdaizds:

A partir del Cajitol 3, apareixen els resultatsaidits de la tesi. El Cal 3 pre-
senta una reladimatricial entre inequacions lineals i no lineals, querandun
paper fonamental en la dedugael disseny LMI per a controls descentralitzats
i fiables amb cost garantit. El Capl 4 tracta el problema del control descen-
tralitzat i fiable amb cost garantit, per a sistemes intemectats amb incerteses,
sense especificar-ne el tipus.

En els Cafols 5, 6 i 7 presentem largesi del control descentralitzat i fiable amb
cost garantit, per a sistemes interconnectats amb inesm@smades, polipiques

i multiconvexes, respectivament. En el @ap8 donem nétodes per a obtenir
una cota del cosbptima i independent de les condicions inicials. En eli@p
9 tractem el problema del disseny del contifl,, en el cas de control estc.
Finalment, en el Cdfl 10 presentem les conclusions de la tesii edm algunes
de les futuresihies de treball.



Vi

Estructura de la tesi

Notacio

M7 indica la transposta de la matriu.

En matrius simtriques o expressions llargues de matrius, usg®r a de-
notar els termes indis per simetriaés a dir:

S+ (%) * S+ 8T MT

M Q M Q

diag(M,, ..., M) és la matriu diagonal qué,tcom a blocs diagonals, les
matriusM;, i = 1,..., L (no necesariament quadrades).

Usem la negreta per indicar que una matriuategel paametrea:

X=X(a).

Id,, representa la matriu identitat de dimensi

Id representa la matriu identitat de dimenadient.
tr(A) correspon a la traca de la matriu

M < N indica queN — M és definida positiva.

co(V): Conjunt de les combinacions convexesite

Acronims

AQS: Estabilitat quadtica i af (Afine Quadratic Stability
ARE: Equacd algebraica de RiccatA{gebraic Riccati Equation
DME: Desigualtat Matricial Estndard

&(-): Mitjana o esperanca

GCC: Control amb cost garantiG(iaranteed Cost Contrpl
GCCP: Problema del control amb cost garantit

LFT: Transformad lineal fraccional I(inear Fractional Transformation
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LMI: Inequacb lineal matricial
LQR/LQ: Regulador lineal quadtic (Linear Quadratic Regulatgr
LQG: Regulador lineal quadtic gaussi (Linear Quadratic Gaussign

PLMI: Inequacd matricial lineal paramtrica Parametric Linear Matrix
Inequality)

PR: Lema real positiuRositive Redl

RGC: Fiable amb cost quaatic garantit Reliable Guaranteed Cost
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Capitol 1

Marc Teoric

En aquest cdl presentem els fonamentotes utilitzats en aquest treball, aix
com les definicions i els resultats en els quals ens basem. @oterh sistemes
amb incerteses, primer presentem els models d’incertasés nés habitualment
en teoria de control. Degut a que l'objectiu principal qus &Bm marcaés
I'estudi de sistemes interconnectats que es mantinguablesta pesar de les in-
certeses, assegurant un cert nivell de funcionament, paag@esentar la base
tedrica del controloptim. Aquest tipus de llei de control es caracteritza per se
un control que, realimentat per I'estat, mamstable el sistema i assegura cert
nivell de rendiment. Per aix ens caldx la teoria d’estabilitat de Lyapunov. En
el tercer apartat d’aquest dég definim el tipus de sistema que tractem en aquest
treball: sistema format pe¥ subsistemes interconnectats. &mke demanem

al nostre sistema que es mantingui estable erepa de fallades. Endltim
apartat, introdim el concepte de fiabilitat i les seves diferents carazteibns,
diferenciant entre fallada totab(tagg i fallada parcial dels actuadors.

1.1 Models d’incerteses

Existeixen tres grans models d’incerteses. El primer m@ie®menat d’'incerte-
ses normades o0 acotades, es basa en una descomesiaimatriu d’incerteses
com el producte de tres matrius, on resnuna corét les incerteses. Aquesta
matriu d’'incerteses, anomenaddt), ha de ser acotada. Aquest model permet
obtenir molts resultats en la teoria del control (cost gétrarormaH, i H,,, con-

trol robust), ped és rigid en la seva aplicagija que no tots els sistemes reals
es poden caracteritzar per aquest model. Cal dir al seu famlagdescomposi-

1



2 Marc Tedric

cid noéslnica i per tant permet certa llibertat a I'nora d’escolis Imatrius que
defineixen les incerteses. El segon modeli edm el tercer, es basa en una des-
composiod politopica de les matrius d’'incerteses. Aquesta desdripsi molt
general i permet aplicar resultats de la teoria d’optingizaonvexa o de la teoria
de grafs que simplifiquen els resultats. Es basa en expressaratrius com a
combinacd convexa d’'un nombre de matrius constants donades.

Aquests tres models s’apliquen tant a les matrius d’estatdmcontrol. En el cas
de les matrius d’interconnexions, per operativitat i paat#enir controls descen-
tralitzats, les dotem d’'un model especial, independentaelel d'incerteses usat
per les altres matrius. Es tracta de posar les incerteses eector desconegut
gue degn del temps i de la variable d’estat de la resta de subsistéma dir, &
I'estructura segent:

AGy;(xj) = Gij gii(t, x;)
on les matrius d’'interconnexioris;; son conegudes. El vector inceft (¢, z;) ha
de verificar certes especificacions, segons el problemt@trac

1.1.1 Incerteses normades

Les incertesed A; i AB; verifiquen les anomenades condicions equivalents, que
marquen la depemahcia af en les incerteses

Les matriusD;, Ey; i E,; son definides convenientment per a cada problema i
per tant n conegudes. La matriu d’incertesigt) &s desconeguda geha de
verificar

AT(A(t) < Id .

D’aqui ve el nom d’incerteses acotadesarm-boundedAquest tipus de descom-
posicb tamke s’anomena descompogicn forma aditiva, que es pot considerar
de forma n&s general com

AT(A(t) < piId, p; >0,

queés equivalent a I'anterior caracteritzacQuan es verifica aquesta acotaes
diu que les incertese®i admissibles. D’entrada, no hi ha cap resté&mbre les
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matrius constant®;, Ey; i Es; i per tantla descomposithoésinica. L'avantatge
d’aguest modeés que degn del temps. Existeixen moltes raons per a assumir
aquesta estructura per a les incerteses. &mngue la connegilineal entre la
planta i la incertesa\(¢) &s un cas inds en aquest model. Aé&s a nés, els
sistemesikics satisfent les anomenadeatching-conditiong[53], [24]) poden

ser modelats segons aquest model. Aquestes condiciomgiérdgue el vector
de control i les incerteses entren en el sistema via el messial, ja que tots dos
es veuen multiplicats per la matriu de control. L'inconeatiies la rigidesa de la
seva estructura.

1.1.2 Descripcd multiconvexa

Aquestés un model res flexible que el model d’'incerteses normades)’dvan-
tatge que permet obtenir, en teoria de control, resultatemagics menys con-
servadors que en el cas de I'anterior model. Es consideraogielnd’incerteses
parmetric, on les matrius amb incerteses es representen cacourbinad de
matrius constants conegudes amkapagtres que poden variar en el temps. Sigui
doncs el model d’'incerteses paratmc segient

L;

AA; =Ajp+ > o, A,
k=1
L;

AB; = By + > o, B;, ,
k=1

on les matrius4;, i B;, son conegudes i constants, pei & 1,....N, k =
1,...,L;, mentre que el vector paramnic o; € R" depen det i verifica

Qy, € [a' aik}

_1k7

dik € [Qikﬁaik] :

Considerem ara, per a cada: 1,..., N, els \ertexs d'aquests intervals
Vi1
‘/;:{Vi: ) Vike{gik7aik}, k:17...,LZ’}’
vir
Ti1
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1.1.3 Descripob politopica o convexa

Aguestés un cas particular de I'anterior model. Es considerenagsetresy;,
independents del temps i que les matrius amb incerteses regti@sentades per
una combinad convexa de matrius conegudes. Aioncs, les matrius d’incerte-
ses pertanyen al domini paipic d’incertese$; (veure Figura 1.1). En aquest
cas, qualsevol parella matricigd;, B;) € P;,i = 1,..., N, pot ser descrita de la
sedient manera:

L;
k=1

i
L;
k=1

Els paametresy; = (a1, ..., a;n) €S troben en elimplex

L;

k=1

Es pot considerar que les matris4;(-) i AB;(-) son funcions afins d’'un cert
parametrea; € II;, descrites com a combin@cconvexa dels értexs matricials

L;
Aquest model tambs’adaptaal ca8 A, = Ao+ Y a;, A;,, jaque per la condibi
k=1

L
de convexitat) | «;, = 1, tenim que
k=1

7

L; L;
k=1 k=1

La matriuAB;(t) pot rebre la mateixa descomposici

[Ail 1BI1}

(A, Ba) (A, Biz)

Figura 1.1: Politop conve®;
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En aquest treball suposarem quge:= L, peratoti = 1,..., N. Si no aix, es
defineix L := max; L; i es consideren els coeficients per complétaci

1.2 Control optim

Els resultats sobre control garantit de sistemes a grateessdasen en els ob-
tinguts per a un sistema globaV(= 1) amb incerteses. Per @xcomencem
I'estudi veient quins resultats s’han obtingut per a sist®simples amb incerte-
ses, aix com donant les definicionsabiques sobre cost garantit i estabilitbaci
quadatica. El resultat principads el teorema enunciat per Petersen en [42], on
s’assegura que si certa equaniatricial € soluco, aleshores es pot dissenyar un
control amb cost garantit que mantigui estable el sistenc@.est resultat permet
obtenir una caracteritzacper mitp de les inequacions lineals matricials, que a la
seva vegada permatobtenir un resultat molt semblant en el cas de sistemes in-
terconnectats. A #s a nés, la seva demostréciona una certa metodologia que
permet enunciar resultats sobre control amb cost gartiten sistemes simples
com en sistemes interconnectats.

En elslltims 20 anys, han aparegut nombroses maneres d’aborgantdeéma
del disseny del control per a sistemes lineals amb incextes&estabilitzacd
quadatica de sistemes amb incerteses, en el context del problelsantrol amb
cost garantit (GCCP), va ser vista per primer cop per Chang i Pengl972, en
[8], trobant cotes superiors del cost quetdr en sistemes lineals de lla¢ tancat. El
GCCP ha estat revisat per molts autors, entre els quals d€tergen. En [39]—
[40], els autors presenten unichica alternativa per a determinar controladors
estabilitzadors que no necessita la satisfada les condicions donades en [8].
En aquests articles, es dona un procediment per a deterammantrol realimen-
tat per a sistemes amb incerteses d’'un determinat tipuse®sqas en termes de les
variacions dels pametres de la planta. La resolaciel GCCP implica en general
resoldre una equatide Riccati matricial, contenint termes addicionals deguts
les incerteses. Per a sistemes sense incerteses ni peidoh&sé que 'equad

de Riccati @na la matriuP simetrica i definida positiva que permet calcular la
funcib de Lyapunov i per tant assegurar I'estabilitat. D’altrads en aquest cas,
la funcid de cost/ queda determinada péti I'estat inicial zo: J = xl Pzo. Al
tractar sistemes amb incerteses, es perden les iguaats. dir, la igualtat en
'equacb de Lyapunov es transforma en una desigualtat, obtenislh@les una
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cota de la fund de cost. A mds a nés, I'equadd de Riccati aplicada al con-

trol Optim permet construir un étode per a dissenyar un sistema de control que
garanteix estabilitat robusta. En particular, en [42], esenta un @tode per al
disseny del control amb cost garantit que es basa en resoldrequad de Ric-

cati parametritzada. La resoléaie la mateixas molt feixuga, degut justament

a la depenéncia paametrica. A nes a nés, no s'ob# exactament una solacdel
problema del control amb cost garantit,sima aproximaéi de la mateixa. Per
assegura com trobar el control amb cost garantit. Se sapugreeas considera
I'estabilitzacbd quadatica de sistemes amb incerteses en el context del GCCP, la
clau esh en trobar cotes superiors del cost gasidr Donat un sistema d’aquest
estil, un pas importarés representar de manera adecuada la matriu d’incerteses.
En general, aquesta tria @snica i sovint implica un estudi per tria i error, fins
arribar a una descompogiaile les incerteses adequada.

Aixi doncs, en un sistema de control determinat, I'aspecteearditar en primer
lloc és l'estabilitat. Si el sistemas lineal i invariant, existeixen molts criteris
d’estabilitat, entre ells el criteri de Nyquist o de RouthrdPguan el sistema no
és lineal o presenta incerteses, aquests criteris noegpuli En aquests casos,
la teoria d’estabilitat de Lyapuno®s la nés adequada, ja que permet establir
la base pel disseny del contrgptim quadatic. El segon ratode de Lyapunov,
tamke conegut com &tode de Lyapunov directés el netode nés general per a
determinar I'estabilitat d’un sistema qualsevol, encamaspvint cal I'expegncia
del dissenyador per a la seva apliéaci

1.2.1 Estabilitat en sentit Lyapunov

Presentem a continu&ckels resultats dsics sobre la teoria de Lyapunov ([34],
[45]). L'interes dels netodes d’aalisis dits de Lyapuno@s degut a que permeten
estudiar I'estabilitat d'un sistema sense haver d’inte¢ga equacions diferen-
cials que descriuen el seu comportament. Aleksander Mdthel Lyapunov va

ser company de’'n Markov, i & endavant alumne de’'n Chebyshev. Cap a 1890,
va realitzar un estudi sistextic de I'expang local i de les propietats contractives
de la diramica al voltant d’un atractor. Va treballar amb la idea goneonjunt
invariant d’equacions diferenciaés estable en el sentit que atrau totes les solu-
cions, si es pot trobar una fulicacotada inferiorment i que decreix al llarg de les
solucions externes a aquest conjunt invariant. En 1892 vligam la seva tesrhe
General Problem of the Stability of Moti¢g88], on analitza la noéi d’estabilitat
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de sistemes memics. La idea infitiva es basa en usar certa fumdi’, que pot ser
entesa com una furcd’energia. Aleshores, un sistef@aestable €s dissipatiu,
en el sentit que aquesta fuadi’ decreix.

Per tal de simplificar la notatj tractem el ca®/ = 1, ja que els conceptedis els
mateixos per dV subsistemes inteconnectats. En tot aquest apartat coerside
les incerteses descrites de forma generalpén AB.

Definicio 1.1 (Estabilitat en sentit Lyapunov [34]). Sigui el sistema = f(x, 1),
amb punt d’equilibrix, (f(z.,t) = 0, V). Aleshores,

e L'estatx, ésestableen sentit Lyapunov si les trajextes que surten d’'un
entornS(0) dez. no s’allunyen i es queden en un entdift) dex., a mida
que creixt. Es a dir:

Ve >0, 30 > 0tal que||z(to)| <6 = ||lz(t)| >€, YVt > 1.

e L'estatz, €sasimptoticament establesi és estable en sentit Lyapunov i
totes les trajediries que surten dg€(d) hi tornen, sense sortir de(c):

3 > 0 tal quelx(to) | < 6 = lim 2(t) = 0.

e Sizx, €s estable asimpticament i totes les trajemties convergeixen a.,
per a qualsevol estat inicial, es diu que I'estat d’equiisrasimpiticament
estable en sentit generakstable globalment i asimpbticament :

Va(to) , tliglo z(t)=0.

Es a dir, quan I'orige@s globalment asimpticament estable, totes les trajaies
convergeixen a l'origen. L'estabilitat en sentit Lyapungaranteix que la tra-
jectoria es quedaren una bola de radsi el seu punt de sortida pertany a una bola
de radiy, amb centre el punt fix, (veure Figura 1.2). Lestabilitat asimjgica
inclou aquesta propietat, pea mes a nés especifica que tota trajeéat inicia-

da en la bola de radi convergeix cap a.. Per un abs de llenguatge, es parla
d’estabilitat del sistema en lloc d’estabilitat del punt fixn aquest treball, quan
parlem d’estabilitat ens referim sempre al cas d’estab#isimpbtica en general.
Abans de presentar el segotode de Lyapunov, ens calen certes definicions.
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S(5) S(3)
S(e) ) S(e)
(a) Estat d'equilibri x, estable (b) Estat d'equilibri assimptoticament estable

Figura 1.2: Estabilitat en sentit Lyapunov

Definicio 1.2 (Funcb definida positiva [34]). Una funcb escalal (z) és defini-
da positiva, i es denota per > 0, en unaredi 2, siV(z) > 0 per atots els estats
no nuls d2 i V(0) = 0. Es semidefinida positival{ > 0) si &s positiva en?,
excepte en l'origen i en certs estats on s’daul

Semr definida (semidefinida) negativa i es notapér) < 0 si—V (z) és definida
(semidefinida) positiva. Quan la fuldci’ (x) és una forma quadtica, es pot usar
el criteri de Sylvester, que planteja que les condiciongs®des i suficients per
tal que una forma quadtica sigui definida positivas que tots els seus menors
principals successius siguin positius. Ho exposem en laeseglefinicd.

Definici6 1.3 (Funcb quadratica definida positiva [34]). La funci6 quadatica
V(x) = 2T Pz, ambP,,,, matriu sinetrica,és definida positiva si la part real dels
valors propis de la matri#’ son estrictament positius:

Re(X;) > 0, ¥\, valor propi deP.
De la mateixa manera, una fubauadaticaés definida negativa si es verifica
P<0&
& Re(\) <0, Vi
s 2TPr <0, Vo #0
& STPS <0, VS invertible.

Les funcions quadtiques 6n usades sovint en l'afisis de sistemes damics.
En particular, en sistemes n@tcs, I'energia ciética, potencial i total@n fun-
cions quadatiques de l'estat.
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Segon netode de Lyapunov

El segon nétode de Lyapunov es basa en el fet que si un sistenmaéstat d’equi-
libri asimpticament estable, aleshores I'energia emmagatzemadasesteena
es disipa a mida que transcorre el temps, fins que finalmeptaebd seu valor
minim en el punt d’equilibri. Aleshores el sistema hatornat a un estat d’equi-
libri, sent estable. El gtode de Lyapunov es basa en generar una fuestalar
de tipus energia que admeti una derivada temporal neg&&rdal de generalitzar
el concepte de funéienergia, Lyapunov va introduir la furicde Lyapunov, que
depen de I'estatr i del tempst. Aquest fet es tradueix en el et teorema.

Teorema 1.1 (Segon rtode de Lyapunov [34]).Sigui el sistema = f(z,1),
ambf(0,t) = 0, Vt. Siexisteix una funbdiescalarl/(x,t) amb derivades parcials
primeres continues satisfent:

1. V(z,t) és definida positiva,

2. V(x,t) és definida negativa,

la funcidb V(x,t) s’anomena funé de Lyapunov. Aleshores, I'estat d’equili-
bri en I'origen del sistemas uniforme i asimpticament estable. Si aés a
mésV(z,t) — oo quan|z| — oo, aleshores I'estat d’equilibrés uniforme i
asimpbticament estable en general.

Per exemple, per aun sistema lingat Ax, tenim que I'origerés asimpiticament
si i només si els valors propis dé tenen part real negativa. En aquest cas, com a
funcio de Lyapunov considerem la fudajuadaticaV/ (z, t) = z* Px. Aleshores,
pel Teorema 1.1, el sistema degstable si es verifica 'anomenada ineqoats
Lyapunov:

ATP4+ PA<O.

En aquest treball, tractarem sistemes controlats d’equgstieralc = Ax + Bu.
Volem dissenyar el control realimentat per I'estét) = Kuz(t) tal que un cert
index quadatic de funcionament o funtide cost es minimitzi. Aquest tipus de
control s’Tanomenaptim, i el seu disseny es basa enilatssi lineal quaditica,
denominada LQR (veure annex A). En general, I'estabiliéd¢ distemes de con-
trol s’examina un cop dissenyats. No obstant, tagdpossible formular primer
les condicions d’'estabilitat i degg®s dissenyar el sistema dins de les limitacions
establertes. Si s'utilitza el segoretode de Lyapunov per tal d’establir les bases
de disseny del contralptim, es confirma que el sistema funciamgs a dir, la
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sortida del sistema va cap al valor desitjat. Per tant, &drsia dissenyagtuna
configuracd amb caractéstiques d’estabilitat inherents. En latesi dels sis-
temesoptims, s’estableix una reldcdirecta entre les funcions de Lyapunov i els
indexos quadttics de funcionament amb matrius de pesR, que involucra una
equaco tipus Riccati.

Definici6 1.4 (Equaco de Riccati). La matriu singtricaP’ &s soluad de I'equaadd
de Riccati si verifica

AP+ PA—-PBR'B'TP+Q=0.

En I'annex A en presentem la resolaci

1.2.2 Control amb cost quadatic garantit

En aquest apartat generalitzem el concepte de cooptoh al cas de sistemes
amb incerteses. Quan es vol dissenyar un controlador roptist per a sistemes
amb incerteses, el modeladsic que s’usas el d’estabilitzaé quadatica. Es
tracta de trobar una furiwide Lyapunov que garanteixi estabilitat asiotjpa del
sistema amb incerteses en lla¢ tancat, per a totes lesdgeesradmissibles. Cal
tenir present, doncs, que aquests tipus de sistemes ¢arilzat han de ser estables
en sentit Lyapunov. Degut a aquest fet, veurem que es rakties condicions
d’estabilitat quaditica i de cost garantit mitjancant una ineqéatipus Riccati.
Considerem el sistema lineal amb incerteses

(t) = AAx(t) + ABu(t)
(1.2)

I(to) =X,

onz € R™ és la variable d’estath\A € R"*" és la matriu d’estaty € R* és
la variable de control AB € R"™** és la matriu de control. Per simplificar la
notacb, es fa una translazient i es considera qug = 0.

Sigui la funcb de cost

J = /OOO (2" ()Qx(t) + u” (t)Ru(t)) dt (1.2)

amb(@ > 01 R > 0 matrius singtriques.
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Definicid 1.5 (Estabilitat quadratica [44]). El sistema amb incerteses (1.1) amb
la llei de control(t) = 0 s'Tanomena quadticament estable si existeix una matriu
P simetrica definida positivad > 0 constant tals que, per a qualsevol incertesa
A A admissible, la fund de Lyapunow (x) = z” Pz satish:

V =22TPAAz < —alz]?,
per a tot parel(z,t) € R™ x R.

Definici6 1.6 (Estabilitzacb quadratica [44]). El sistema (1.1&s quadaticament
estabilitzable via realimentaxiineal d’estat si existeix un controlt) = Kuz(t)
tal que el sistema en lla¢ tan&d quaditicament estable.

En la sedgient definicd, s’expressa atxmateix en termes d’una inequadcie Lya-
punov matricial (veure [41]).

Definicid 1.7 ([39]). El sistema amb incerteses (1&g quaditicament estable si
existeix una matriu® simetrica definida positiva tal que

(AA)"P + P(AA) <0,

per a tota incertesa admissible.
Redprocament, el sistema (1.43 quadaticament estabilitzable via realimentaci
linealu(t) = Kx(t), si el sistema en lla¢ tancas quadaticament estable.

Definim a continuad el concepte de cost garantit.

Definici6 1.8 (Cost quadatic garantit [36]). Sigui el sistema (1.1), amb la llei
de controlu(t) = Kz(t) que el fa estable. Si existeik > 0 tal que per a tota
matriu de guanyy, J(K) < J,, aleshores/, és el cost garantit.

Per tant, tanés com siguin les incerteses (sempre i quan siguin admasy;ts|
sistema en lla¢ tancét de cost quadtic garantit si el valor de la funtide cost
(1.2) és sempre menor quig.

Definici6 1.9 (Matriu de cost quadratic garantit [36]). Sigui el sistema (1.1)
ambu(t) = Kz(t) i funcid de cost/ (1.2). La matriu definida positiv&,. s’ano-
mena matriu de cost quaxtic garantit si satisf

Q+ K'"RK + [AA+ ABK|"P.+ P.JAA+ABK| <0. (1.3)
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Juntant aquestes dues definicions, tenim d@lgejema. Recordem que el sistema
és estable.

Lema 1.1.Lallei de controlu(t) = Kx(t) defineix un control amb cost quaidic
garantit, amb matriu de cos? definida positiva, per al sistema (1.1) amb funci
de cost (1.2), si per a tat # 0, es verifica

27(Q + K"RK)x + 20" P[AA+ ABK|z < 0. (1.4)

Aixi doncs, el concepte de control quatitament estable requereix que existeixi
una funcod quadatica de LyapunoW (x,t) = z(t)T Pz(t) fixada per a totes les
incerteses admissibles. El smmt teoremaa@ha una condidi per tal que un con-
trol u(t) = Kxz(t) tingui cost quaditic garantit, ajuntant el concepte d’estabilitat
quadatica amb el d’exigtncia de cost garantit. En farem la demostraja que
mostra un procediment emprat al llarg de la tesi i @meure com s’usa a la
practica.

Teorema 1.2 ([42]). Sigui el sistema (1.1) amb la fudcde cost (1.2). Sigui
la llei de controlu(t) = Kux(t) amb cost garantit. Aleshores, el sisteras
quadmaticament estable. A@s a nés:

J <zl Pz, peratotaincertesa admissible. (1.5)

Redprocament, si existeix una llei de contrglt) = Kz(t) tal que el sistema en
lla¢ tancat corresponerés quadaticament estable, aleshores per a tota matriu
@ > 01 R > 0 simetrica, aquest controks de cost quadtic garantit amb certa
matriu de costP > 0.

Demostradd. S'aplica el Lema 1.1 i cal veure si es verifica la desigualeatad
Definicio 1.5 per au(t) = Kz(t). Es considera la fungide Lyapunow/ =
2T Pz, on P és la matriu de cost garantit. Per a simplificar la n@tasieiem la
depenéncia ert. Aleshores,

V =3TPz+ 2T Pi = (AA z+ (AB)Kx)TPx 4 aTP (AA z+ (AB)Kx)
= (:BT(AA)T + :BTKT(AB)T> Px+2TP <AA T+ (AB)KJZ)
= a[(ad+ (AB)K)TP +P(AA+ (AB)K) |z

Com queu(t) defineix una llei de control amb cost garantit, es pot apliaar
desigualtat (1.4)
V<-2"(Q+K"RK)x.
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Cal veure ara quez” (Q + KTRK) z < —alz|?. Es a dir, cal trobaa > 0 tal
que
" (Q+ K"RK) z > alz|*,

obe @+ KTRK > al. Com que les matriu§ i R son donades i definides
positives, sempre es pot trobar un valod ghositiu tal que verifiqui aquesta de-
sigualtat, per a cada matriid. Usant la Definidd 1.5, s’obé que el sistemas
quadaticament estable ja qué < —a|z|?. A més a nés, per estabilitat tenim
quez(oo) = 0. Aleshores, en integrar’ Qz + u” Ru < —V entre 0 ico, S'ob
queJ < V(zy).

Redprocament, si existeix = Kz tal que el sistemas quaditicament estable,
per definico s’obé

3P >0i6 > 0tal que2z” P[AA+ (AB)K]x < —6§|z|? .
Per a tenir la definiéi de cost quadtic garantit, cal que existeidt > 0 tal que
27 (Q + K"RK)x + 20" PIAA+ ABK|z < 0,

per a totr € R™ no nul i tota incertesa admissible. Per veure-ho, consiere
com el valor propi major de la matri + K”RK. Comés definida positiva,
resulta quer > 0. Per tant,

27(Q + K"RK)x < old|z|* .

Com—d|z|* = —20|z|?, es € que
207 P[AA + (AB)K]z < —dlzf* < —éxT(Q + K'RK)z ,
g

27(Q + KTRK )z + 2227 P[AA + (AB)K]z < 0,

)
queés el que voliem veure. Agafaft= $P com a matriu de cost, s el control
amb cost quadtic garantit i matriu de cos®. O

Definici6 1.10 (Solucd estabilitzadora). La matriu P* &s una soluéi estabilit-
zadoraded’'P + PA— PMP + N =0si

1. Verifica I'equacd de Riccati;

2. (A — M P7T) és una matriu estable (tots els seus valors propis cauen en el
semiph esquerre obert complex).
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1.3 Sistemes interconnectats

A la practica, gran nombre de sistemes de gran escala estan fqremata con-
junt de subsistemes interconnectats. En general, no es pocEporar moltes
realimentacions en el disseny del controlador global, dades dimensions del
problema. | quan es pats feixuc d'implementar. Aquestes dificultats fan que es
desenvolupi I'estudi del control descentralitzat, on cadibsistemas controlat

de manera independent usant la informddoral disponible. Per altra banda, so-
vint porta molta feina, quan nes impossible, modelar de manera exacta sistemes
fisics, especialment per a sistemes de gran escala, degsesalaomplexitat.
Per aix és tant pactic el disseny dels controls descentralitzats modedaxd,d,
possibles incerteses. Aquestes incerteses apareixemmasrem els subsistemes
locals, sino tamé en les connexions entre ells.

A partir dels treballs fets per Siljak [48] en 1978, I'estuldi sistemes intercon-
nectats de gran escala no ha parat éeer. En eldiltims anys, s’ha estudiat amb
profunditat el problema del control descentralitzat raliydim per a sistemes de
gran escala paragirics, i s’han estudiat diferentes maneres de solucicnaest
problema. Aqiiens interessa particularmenéi$’ del concepte de cost garantit i
de les &cniques LMI. Per exemple, en [59] es tracta el cas de sistamé in-
certeses en les matrius d’interconnexions i en [60] se’nureuaplicad a una
central ebctrica, mentre que [29] presenta una aplicalsl control descentralitzat
per el tractament d’estructura Benchmark. Larticle [28kta el cost quadtic
per a sistemes no lineals. En [16], es tracta el problema psaimcerteses no
verifiquen les condicions anomenadwgatching-conditions es dbna un control
descentralitzat no lineal usant I'equadlgebraica de Riccati. De fet, tamles
tracta el problema de trobar el contagtim lineal descentralitzat. Evidentment,
el control linealés nés facil d'implementar, ja quettuna estructura @s senzilla.
Quan s’usa I'equabide Riccati i es volen imposar certes condicions addicionals
com ara la minimitzadi de la cota del cost, es compliquen eddcals degut als
parmetres que apareixen en aquesta equaci

Les dues estructuresabigues de controbs el control centralitzat (Figura 1.3) i
el control descentralitzat (Figura 1.4, aipcontrol, P; planta iS; sistema). En

la configuradd centralitzada, un controlador monitorixaplantes separades per
interconnectades, que representenNeparts d’'una mateixa planta. Quan s’usa
I'estructura descentralitzada per a la mateixa planta gistsubsistemes tenen un
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Figura 1.3: Control centralitzat

Lt }
[

Figura 1.4: Control descentralitzat

controlador particular. La subplanta i el seu controladomien un subsistema.
Una pregunta que un es fa de manera nagsalerge usar un control per a cada
subsistema i no un de general per a tot el sistema. La respo&s senzilla i
depen de les dimensions i de 'estructura interna de la plantaidea lasicaés
que I'Gs de controls descentralitzats minva la complexitat deblema, ja que
s’obté una respostapida a problemes locals de la planta. Per exemple, un avan-
tage de lUs de controls descentralitzads el segent. Quan el contrdts central

i té una fallada, falla tot el sistema. Mentre que si el coréégtlescentralizat i
falla un d’aquests controls, n@s deixa de funcionar (o funciona incorrectament)
aguest subsistema. Quan un subsistema es desconnectaasrcehtralitzat el
control general deixa de funcionar, mentre quessilescentralitzat el sistema total
pot continuar funcionant.

En aquest apartat considerem el problema del control deatitzat amb cost
garantit per al cas de sistemes de gran escala amb incedestesles. En el
sedlent apartat tractarem el problema de fiabilitat, en el se@attonservar |'esta-
bilitat a pesar que falli un controlador o part d’'un subsise Els conceptes que
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s’exposen a continuawison trets del llibre de Siljak [48] (concepteadics) i de
I'article [30]. En primer lloc, adaptarem els conceptessulgats presentats en els
dos apartats anteriors.

Sigui el sistema format peY subsistemes, definit per

N
j=1 (1.6)
J#
QTZ'(O):ZEi(), izl,...,N,

onz; € R™ és el vector d’estat del subsistema,; € R* és el control del sub-
sistemai. Les matriusAA4; € R%*" AB; € R"*% son les matrius d'estat i de
control, mentre que la matriu constant Ri*i s |la matriu de conneXientre
el subsistemai la resta de subsistemes (veure Figura 1.5).

0
e

i

P

Figura 1.5: Subsistema interconneciat

El vector d'incerteses en les relacions entre sistemesnatgerg;; (¢, z;) € R",
que suposem continu i suficientment diferenciable: gncontinu a trossos eh
Es necessari imposar certa estructura en les intercomeexier tal de simplificar
la presentadi dels resultats. La primera condidndica quees necessari dotar al
vector d’interconnexionsg;;(¢, z;) de certa estructura lineal.
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Condicb 1.1 Existeixen matrius constantB;; tals quevz; € R™ es verifica que
lgis @&zl < [[Wijz5ll,  Vi,j amb ¢>0. (1.7)

La segient condicd és neceswia per a simplificar la notaii poder assegurar
estabilitat.

.., . N

Condicb 1.2 Peratot, W; =Y ", Wl W > 0.

La funcid de cost que es considega la suma de les funcions de cost de cada
subsistema

J = Z / (1) Qixi(t) + ul (t) Ryuq(t)) dt (1.8)

onQ; = QF € R™*"i i R, = RT € R**% sbn matrius constants semidefinides i
definides positives, respectivament. A continbasdnem la defini@ de control
amb cost garantit (GCC) per a un sistema format/pesubsistemes interconnec-
tats amb incerteses.

Definicio 1.11 (GCC [30]). Els controlsu,(t) = K;z;(t),i = 1,..., N formen
un conjunt de control amb cost quatic garantit/ i matrius de cosP, > 0 per al
sistema (1.6) i fund de cost (1.8) si el sistema en lla¢ taneatquaditicament
estableEs a dir,

N

) (jt i (OPi(t) + 2 () (Qi + K Rik) xi(t)) <0, (L9

i=1

i per a totes les incerteses admissible®ague) < J.

1.4 Fiabilitat

Sempregés interessant dissenyar un control realimentat per t'gsi& garanteixi
cert nivell de funcionament a pesar de fallades locals ddlsadors o contro-
ladors. Un control dissenyat per a tolerar fallades, mes¢reonserven certes
propietats del sistema, s’Tanomena control fiable. &reh del disseny del control
fiable, s’han desenvolupat diferentgtmdes per tal que el sistema resultant en llac
tancat toleri fallades i verifiqui certes imposicions. Lalfii#at és un tema tractat
en un gran ventall de problemes. Per exemple, en [65], emtusant controls
redundants, en [57] en el problema del cost garantit, endt4l cas d’optimit-
zacb de la normaf,. D’altra banda, en [58] I'autor utilitza I'equatialgebraica
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de Riccati per tal de desenvolupar un procediment per a gigsets controls re-
alimentats per I'estat, que poden tolerar la fallada tatatgge en un subconjunt
donat d’actuadors o controladors, mentre es méestabilitat i una cota conegu-
da del cost. Pel cas del disseny del control fiable centadlien [63] els autors
cobreixen els casos de funcionament normal, fallada partalada total. La
fiablitat esh tractada en tot un ventall de sistemes de control. En [19fdors
tracten la fiabilitat per a sistemes sitrics, mentre que en [25] es tracten sistemes
no lineals, ped el model de fiabilitat emprdis el dbutage En l'article [18], els
autors tracten el problema del control fiable amb satéraniels actuadors. Un
article on es presenta una classifiéadels diferents tipus de fallades [52], on
l'autor fa una sistematitzagiforca exhaustiva i clara de I'estudi de la fiabilitat en
el camp de la teoria de control.

Una definicd ampliament acceptada del terme fiabilitadi@bility) és la segent,
treta del IEEE Dictionary of Electrical and Electronic Texm

”Reliability is the probability of a device performing itsrpose ade-
quately for the period of time intended under the operatimgditions
encountered

Es una defini@ donada en termes probdstics, on s'equipara fiabilitat a la pro-
babilitat que tot funcioni segons les condicions estaédertcomplint certes es-
pecificacions imposades pel disseny del sistema. El tpemied of timecorres-
pon a la mitjana de temps abans que es detecti una falladanSideremr'(t)
com la probabilitat que el control funcioni a l'instantla mitjana de temps fins
fallar (MTTF: Mean Time To Failuregs una mesura de fiabilitat

MMTF:/ F(t)dt .
0

En I'Apartat 1.3 hem presentat dues maneres per a controlaistema de gran
escala format per subsistemes. ©ds dissenya uinic control global per a tot

el sistema, o0 & es genera un control esfifacper a cada subsistema de tal man-
era que les interaccions I'afectin el menys possible. Jajbstificat que aquesta
Gltima maneras la que ens semblaasefica¢ quan hi ha incerteses en els subsis-
temes. Ara cal plantejar-se el cas on hi hagin errades aésdlan la planta, o en

la interconnex entre les subplantes o que tingui lloc una descomnetal d'un
subsistema respecte de la resta. Taqpbden haver-hi fallades en el controlador,
ja siguin parcials o total®(tagd. Es a dir, poden fallar algunes connexions entre
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el controlador i la planta és possible que tot el controlador quedi desconectat de
la subplanta (Figura 1.6). Majogitiament, s’eréin per fallada una fallada total,
és a dir, una desconnéxon no funciona el controk(t) = 0). En aquest treball,
considerem tant fallades parcials com totals en I'actuador

Hoc | e i
; ][ N
| ; ¥ !
ATAHRCE SR R
S 5,

Figura 1.6: Fallada del control descentralitzat

Cal resoldre el problema de fer que el sistema en lla¢ targatestable sota les
incerteses admissibles en el sistema i respecte el fumemadel controlador.
Per tant, cal que el sistema sigui asintftament estable no nas quan el con-
trol funciona, sino tamd quan no. Hi ha el cas, gerde subsistemes en els quals
no esh pernes que falli el controlador. Quan aixpassi, caldx tenir una eina
de suport: un altre control que suporti el primari. En aguessos es parla de
redunancia ([49]).

Es necessari fer un estudi de com ha de ser el model de fallazten sed
aleshores el control que mantingui I'estabilitat, obtémiixi controls fiablesgs

a dir, que mantenen estable el sistema sota pertorbacioes$ sentit nés ampli
d’aquest terme. El gtode tradicional noas & en compte el cas de fallada total.
Aquest model assigna un nombre binari a cada controladogrdana estructura
dicotomica al control (veure [26], [50]). Peria=1, ..., N, es considera la fun@i

1, elcontrol ¢ funciona
C;, =
0, elcontrol i falla.
Cal aclarir el concepte de funcionament: s@angue el control;; funciona quan
cap part del subsistemi@ueda sense control@s a dir, es controlen tots els estats
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del subsistema. El vecter= (cy,...,cy)? determina I'estat de tots els contro-
ladors, i per tant la fiabilitat de tot el sistema. S’assunweig els controladors
funcionen o fallen de manera alegt i independent. Lestat; del control: és
una variable aleatia amb llei de probabilitat

P(Clzl):pZ:E<Cz)7 ’L:].,,N

El valor p; s'anomena fiabilitat del controlader Aquesta probabilitat segueix
una llei de Bernouilli de pametrep;. Si es considera que cada component del
controlu; pot fallar de manera independent, obtenim un modesd ocomplex. Per

a cada control,;, considerem

1, lacomponeny del controlu; funciona

Cij =
0, lacomponeng del controlu; falla ,

peracada = 1,...,s;. Considerant la matriu defalladé§ =diagci, - .-, Cis,),
s’adopta el model ségnt
ul (t) = Clu(t) .

El vectoru?! (t) és el control desgss que hagin tingut lloc les fallades. Aleshores,
es considera el sistema (1.6) i es treballa amb

N
i(t) = AAizi(t) + ABjuf (t) + 30 Gy gij(t, 7))
J=1
J#i
Ii(O):ZEim ’L:].,,N

El problema que es plantegs el de dissenyar un control tal que el sistema sigui
estable per a tota matriu alést C,, i per a qualsevol pertorbaxiadmissible.
Peb aquest model noés € en compte el casutage Per tal de considerar tarab
els casos de fallada parcial, presentem un nou model dddaliae & en compte
totes les possibilitats.

Model general de fallada

El model general que adoptem es basa en el donat en 'aGR)edn es considera
tant el cas de fallada total com parcial. Es defineix el coutespés de fallada
com la suma de dos factors. El primer correspon a un escdlaopiol u, que

permet plantejar les fallades parcials. El segon tezmena fun@® desconeguda
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pem acotada, que déep de la variable de contral i fa possible considerar el cas
d’outage

En el nostre cas, com tractem sistemes interconnectais) tpre els actuadors
poden fallar de manera independent. Per tant, consideraestimateix model
per a cada subsistema. Bencara ras: tenim en compte la possibilitat que, per a
un determinat subsistentg, fallin les components de I'actuador de manera inde-
pendent, de manera parcial o total. Per tant, el model piasem [63]és aplicat
per a cada componeyitdel vectoru;;, adaptant-ne les condicions al nostre cas,
tal com mostra la Figura 1.7.

> I Actuador i I »
! Actuador i; | » . .
Controlador § | ! | . Sistema i
Hy I
I Actuador i I .
<

Figura 1.7: Model de fiabilitat

Considerem que el control, degprde fallada, es troba en un entorn de fiabilitat,
al voltant del valor exacte. Per a@ixexpresem el control com un factor demés

un cert error. Pera=1,..., N, sigui doncs:!" el control despgs que I'actuador
del sistemad; hagi fallat:

sent la matriu\;=diag\;1, - . ., Ais;)€ R*** diagonal i definida positiv&s a dir,
)\ij > 0, ijl,...,sl- .

Aquest factor representa el percentatge de fallada deiidotr;j del controlador
del sistemas;, on cada component del contrgl falla independentment. D’atra
banda, cada component de la funoj(w;) = (¢ (wir), - - ., dis, (uis,)) Satish:

¢ij(u)* < %Qj U?j ; (1.11)
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on-,;; > 0. D’aquesta relad obtenim la seigent propietat sobre la fur&i, (u;):
[fs(ua)|* < [Tawil®, i =1,..., N, (1.12)

onl; =diag(y1, - - -, Vs, )€ R%*% &s una matriu semidefinida positiva.

El factor \;; indica el percentatge de fallada persren la realimentagidel con-
trol, considerant que cada component del contygot ser realimentada émia-
ment. Anem a veure que efectivament es contemplen tots stslypes casos de
fallada:

e Si\;; =1i~;; =0, obtenim que I'actuador del sistema no es troba mo-
dificat i per tant correspon al funcionament normdj:: u;;. Si aquest fet
és cert per atot, resulta que\; = I, i ['; = 0, i correspon al funcionament
correcte de tot el controladou! = ;).

¢ El cas de fallada total s'obtsiv;; = \;;, ja que aleshoress possible que
¢ij = —Aijuq; i aleshores,; = 0 i obtenim el cas ddutage La Condicd
(1.11) contempla aquesta possibilitat. En general, ghén) = —A;u;,
s'obte el cas de fallada total{ = 0) per I'actuador.

e Pels altres valors dg;; i 7,5, s'obtenen els casos de fallada parcial, tant a
nivell de cada componeritcom a nivell de tot el canal

En les equacions (1.10)—(1.12), acabem de definir el mod&hiétat o de falla-
da que usarem al llarg d’aquest treball.

1.5 TeoriaH

Sota la seva forma @3 simple, el problem& ., €s un problema de rebuig d'una
pertorbad w. Se suposa que el senyalés d’energia finita. El fet de tractar
aquest tipus de problema, i no el problefig que sembla el &s natural en el
desenvolupament d’aquest treb@k, degut a que el problentd,, tracta amb un
tipus mes general de pertorbaciplantejant-se el pitjor cas. En canvi, el problema
H, tracta el cas de pertorbadciipus soroll blanc, amb covacia coneguda, fet
gue noés prou general. El problenté,, tracta el problema de minimitzar I'efecte
produt per una pertorbaciw sobre el comportament del sistema, i en particular
sobre la sortida. Per aiX, calda sintetitzar una llei de control que esiiudm-
pacte dew sobrez, tot i mantenint estable el sistema. Aquest impacte es medei
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fent-ne el quocient de les seves normes. Peay eal definir aquesta norma, ano-
menada normé/ ., que representa I'incrementaxim en energia, entre I'entrada
i la sortida del sistema.

El control robust ha estat tractat en molt treballs, per @temn [9], [22], [35]. En

[11], es dbna una sistematitzaxidel tractament del control robust soégiques

LMI. Per exemple, en [38], s’apliquen ledaniques LMI per a resoldre un pro-
blema de controF{,, per a una classe determinada de sistemes, mentre que en
[27] es tracten els sistemes de tranformditieal fraccional (LFT). En el Cajol

9 fem una presentatimés extensa d’aquesta teoria.

Aqui acabem el caml introductori, on hem presentat els tres models difesren
d’incerteses que contemplarem, el model de fiabilitat atdpels dos tipus de
problema que considerarem: el problema del control desdgpnat fiable amb
cost quadatic garantit (control RGC) i el problema de comportamiént.
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Capitol 2

Inequacions lineals matricials

En aquest cdol presentem leetniques anomenades en asylinear Matrix In-
equalities(LMI) o inequacions matricials lineals. La utilitat de l&éshiques LMI

és la de convertir problemes de teoria de sistemes i teodarteol en problemes
estindards d’optimitzadi convexa o0 quasiconvexa, on surten inequacions matri-
cials lineals. L'avantatgés que aquests problemes es poden rescdaigrfent

per £cniques numariques, en particular utilitzant el LMI Control Toolbox qeb-
grama Matlab. Aquest fet en fa la seva impamitia en sistemes amb incerteses.
Primer farem una breu ressenya bigta, per passar de§w a presentar els resul-
tats kasics de la teoria LMI i com s’aplica en la teoria de controlparticular en
sistemes interconnectats.

2.1 Introduccio6

L'aparicid de les LMI en l'arlisi de sistemes damics es remonta a finals del
segle XIX. La seva histria comenca en 1890, quan Lyapunov publica el seu tre-
ball on introdueix el que actualment s’anomena la teoriaydg@unov. Se sap que
per a sistemes determinats, Lyapunov va demostrar quealbégdiferencial

d

%l’
és estable en sentit Lyapunov si i nesrsi existeix una matrif, definida positiva,
tal que es verifica la inequaxcde Lyapunov

ATP+PA<O. (2.2)

(t) = Ax(t) (2.1)

Lyapunov tamk va demostrar que aquesta LMI es pot resoldre de manera ex-
plicita. Ho va fer considerant una matriy > 0 simetrica i resolent I'equadi

25
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lineal enP: ATP + PA = —(). Aquesta matriuP sea definida positiva si el
sistema (2.1fs estable. Per tant, la primera LMI usada per a estudiaatigisat
d’'un sistema diamic va ser I'inequa6i de Lyapunov (2.2), que pot ser resolta
analticament mitjancant un conjunt d’equacions lineals.

En 1940 es va produir el ségnt resultat crucial. Lur'e, Postnikov, i altres inves-
tigadors de la Urd Sovetica, van aplicar els atodes de Lyapunov a problemes
practics espdfics de la teoria control en enginyeria. Es van dedicar éajmeent

al problema d’estabilitat en sistemes de control sensalltaeen I'actuador. En-
cara que no van obtenir LMIs de manera &sipdh, els seus criteris d’estabilitat
tenen la forma de LMIs. Aquestes inequacions van seridedua inequacions
polinomials, que van resoldre aanfper a dimensions petites). A pesar de tot,
van entusiasmar-se en veure que es podia aplicar la teotigagheinov a casos
complexos i aplicats a I'enginyeria. Es considera que Lis&u equip van ser els
primers en aplicar els atodes de Lyapunov a problemesgtics de control en
enginyeria. Les LMI resultanta resoltes anglcament, a m, limitant la seva
aplicacb a sistemes d’ordre petit (segon o tercer ordre).

El segient resultat important va sorgir a principis de 1960. Ene#glanys,
Yakubovich, Popov i Kalman van aconseguir reduir la s@uté les LMI del
problema de Lur’e en un criteri gfic, usant el que ara es coneix com el Lema re-
al positiu (PR). Aquest resulta altres noms: criteri de Popov, criteri del cercle,
criteri de Tsypkin. Aquest criteri es pot aplicar a sistemiesdre major, peb no
pot ser ex¢s de maneratil a sistemes que continguin no linealitats. El Lema PR i
corollaris van ser estudiats de manera exhaustiva en la segots deds anys 60.
Se’'n va veure la seva rel@camb el criteri de guany petit (introddyper Zames |
Sandberg) i contradptim quadatic, queés justament el tema d’aquest treball. Va
ser sobretot Yakubovich ([62]) qui va veure la im@otia de lesécniques LMI
en teoria del control. Cap a 1970, se sabia que les LMI quersartel Lema PR
poden ser resoltes no nés gaficament, sino tanéresolent una certa equaci
algebraica de Riccati (ARE). En 1971, Willems presenta urattem estudia la
LMI seguent

ATP+PA+Q PB+CT

>0

— Y

BTP+C R
i apunta que es pot solucionar estudiant les solucionstames de I'ARE:

ATP+PA— (PB+CHR Y B"P+C)+Q =0,
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que, a la seva vegada, es pot resoldre fent una desconipssgins els valors
propis de certa matriu hamiltoniana. Aquesta contigxén, ja va ser trobada en
I'Uni 6 Sovitica anys abans, on I'equadhRE era anomenada equacesolvent
de Lure.

Als voltants de 1971, els investigadors coneixien diverségdes per a resoldre
tipus determinats de LMI: Btodes directes (dimer@spetita), nétodes gafics o

bé resolent les equacions de Lyapunov o de Riccati. Aquestsdes én consi-
derats netodes andtiics o propers a anitgics que es poden usar per a determinades
LMI. En aquest sentit, molts investigadors i enginyers aeren que I'equadi

de Riccati & solucd analtica, ja que els algorismes asdards que la solucionen
sbn robustos. L'esfor¢ per a solucionar Riccati élemuasi per complert de la
dimenso del problema i no tant de les dades particulars del prob&mncret.
Pei si el sistemds de dimenéi5 o major, no pot resoldre’s de manera exacta en
un nombre finit de passos.

El resultat que marca un punt d’infléxen I'ls de les LMIs es pot resumir en la
sedlent observadi les inequacions lineals matricials que apareixen enolaate
de sistemes i de control poden ser formulades com un probdsopémitzaco
convexa, que a la seva vegada pot ser abordaterinament. Molts autors van
observar que aquesta afirm@apiermet resoldre LMIs de les quals no es pot trobar
una soluadd analtica, en el sentit anterior. Pyatnitskii i Srodinskii vaer $0s-
siblement els primers en adonar-se’n. Van reduir el proalenginal de Lur'e
(extes al cas de no linealitatsittiples) a un problema d’optimitzaiconvexa in-
volucrant LMIs, que es poden resoldre aleshores usantlialge elliptic (aquest
problema ja va ser tractat abans, ks solucions involucraven matrius escalars
arbitraries). Pyatniskii i Skorodinskii van ser els primers, gqaesgiga, en for-
mular la cerca de la fungide Lyapunov com un problema d’optimitzacionvexa

i aplicar aleshores un algorisme que garanteixi la resbldel problema. Tan#
s’han de mencionar altres precursors. En 1976, HorisbeBganger ([17]) van
escriure un article on veien que I'exésicia d'una fun@ quadatica de Lyapunov,
que dna l'estabilitat de sistemes lineakss un problema convex on apareixen
LMIs. De fet, la idea de trobar una solaoaiunerica de la fun@ de Lyapunov ja
va ser tractada en 1965 per Schultz.

L' 4ltim cagtol d’aquesta higiria és relativament recent i de gran apliéacel
desenvolupament delsatodes del punt interior per a resoldre LMIs que sorten
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en teoria de sistemes i de control (veure annex B). En 1984m&kar [21] va
introduir un nou algorisme lineal que resolt programesdisecom el metode
elliptic, molt més eficient a la grctica. Essencialment, el seu treball de recerca
se centra en algorismes per a programes lineals i gtiasli(convexos). En 1988,
Nesterov i Nemirovsky [32], van desenvolupar étade del punt interior que van
aplicar directament a problemes convexos on intervenietsLMen particular, a
problemes que treballarem en aquest treball. Van demagigaels netodes del
punt interior per a programdziineal podien ser extesos a problemes d’optimit-
zacb convexa. L'element claés el coneixement de la furicbarrera verificant
la propietat anomenadzelf-concordanceles inequacions lineals matricialsrs
una classe important de restriccions convexes, per a lds ggaestes funcions
son conegudes. El treball de Nesterov i Nemirovsky ofereim@tode simple per

a resoldre forca problemes d’optimitzaa@onvexa (veure [33], [56]).

Aquestsiltims anys, la teoria LMI ha aparegut en molts camp de laidede
control. Per exemple, en [31] es treballen kestiques LMIs en el context de sis-
temes amb retard i pertorbacions en la matriu de guany. Bnq3igen les LMIs
per a resoldre el problema del filtre robust per a sistemesalseamb incerteses.
Finalment, en [61], es fa ubs de les LMIs per a dissenyar el control amb cost
garantit per a sistemes amb retard i incerteses. El probdensast garantit tan&

es tracta en sistemes discretsj axm les écniques LMI ([43], [66], [64]). En els
altims anys, tamé es treballen amigeniques de xarxes neuronals ([20]).

Es pot dir que Yakubovicks el pare d’aquest camp d’investigacmentre que
Lyapunov nés l'avi.

2.2 Definicions

En aquest apartat fem una introducgeneral a la teoria de les inequacions lineals
matricials. Els resultats i definicions exposats a contiitues troben en [7], [13] i
[47]. D’entre les definicions, cal destacar els complemeéatSchur, que permeten
relacionar una equatimatricial quadatica (per exemple, de tipus Riccati) amb
una LMI. Els algorismes usats habitualmednh ls netodes del punt interior, el
metode dual del punt interior i elsétodes no diferenciables (veure annex B). El
software existengs ampli, ped en aquest treball utilitzem el paquet LMI Control
Toolbox del programari Matlab (veure [13]).
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Definicio 2.1 (LMI [47]). Una inequad matricial lineal & la forma segent:
F(z)=Fo+ ) a:F; >0, (2.3)
i=1

onz € R™ és la variable. Per a cada= 1,...,m, F;, € R™™ son matrius
simetriques.

Recordem que la matrii(z) és definida positiva si per atot£ 0, u” F'(z)u > 0,
0 bé si els menors principals dé(x) son positius (veure Definidi1.2). Tamk
es considera LMI si la inequdxi{2.3) noés estricta.

La inequadd (2.3) s’enén com un sistema deinequacions polinomials en El
conjuntF, = {x € R"|F(z) > 0} és convex ja que verifica que, per a qualsevol
z,y € F.,iqualsevol € [0,1], es & quedz + (1 — 0)y € F.. En efecte,

FOx+ (1 —-0)y) =
=Fy+ > (0 + (1 —0)y;)F;
=Fy+ 0 wiF+ (1= 0) 2, i
= 0(Fo+ Y aiFy) + (1= 0)(Fo + X i) > 0,

jaqued >0,1—0>0i Fy=0F,+ (1—0)F.

Definicid 2.2 (Sistema LMI [47]). Un sistema de inequacions matricials lineals
és un conjunt format pegrinequacions lineals matricials:

FY(z)>0,...,FP(z)>0.

De fet, si considerem la matriu digg™")(z), ..., F?)(x)) > 0, s’ob& unalnica
LMI. Un altre tipus de LMIés el format per una combinégparanetrica de LMIs
(PLMIs). Considerem elimplexII definit en I'Apartat 1.1.3:

L
T={) ax=1a,>0 k=1,... L}

k=1

Definim a continuad la combinad politopica de LMIs (PLMI).
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Definicio 2.3 (PLMI [4]). Sigui L, (P) una LMI respecte’. Aleshores,
L
d apli(P) <0, Vaelle Ly(P) <0, k=1,...,L.
k=1

Una propietat important de les inequacions linéslsjue es poden incorporar res-
triccions afins. Considerem el subconjurit@d R™ definit perM = xq + M.
El problema de trobar € M solucb de F(z) > 0, &s equivalent a resoldre

F(z) > 0,0onz = x — z¢. Per tant, en afegir una restriodie tipus afen la LMI,
seguim tenint una LMI.

Una altra propietaés que les inequacions no lineals convexes es convertaixen e
una LMI usant els complements de Schur.

Lema 2.1 (Complements de Schur)Considerem la matriu sigtrica
P P
P=
Pl Py

Si P, és invertible, el complement de Schurideen P ésS = P; — PI P ' P;.
Aleshores,

1. P>0P>0i5>0.
2. SiP, > 0, aleshores? >0 < S > 0.

3. Considerem el complement &g en P, queésS = P, — P2P3‘1P2T, sent
P; invertible. Aleshores, egtqueP >0 < P; > 0i S > 0.

Els complements de Schurscerts per a matrius sitriques definides negatives.
Es a dir, siP; és invertible, aleshorel < 0 siinomés siP; < 0i S < 0.

Demostradd. D’una banda, per a qualsevol matdy la matriuP verifica
p_(1d —F\ (Id F\,(Id F\(1Id—FY_
-\ 0 Id 0 Id 0 Id 0 Id )

T

([ 1d -F P PF + P, Id —F
~\ 0 Id F'Pi+ Pl FTPF+F'P,+ PI'F + P 0 Id )’
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gueés definida positiva si hes la matriu central. Per tant,

P P F4+ P
1 11+ o )>O.

P>0«&
< FTP1+P2T FTP1F+FTP2+P2TF+P3

AgafantF = — P! P, obtenim

P
P>O<:>( ! O>>0,

0o S
que es verifica siinogs siP; > 01 .S > 0. Per tant, hem obtingut gue > 0 <
P, >0iS >0, queés el que vaem demostrar. O

Per tant, una LMI no lineal:
Q(z) — R(x)W ()" R(z)" >0,
es converteix en una de lineal:
Q(z)  R(x)
Rt (z) W(z)

sempre i quanV (z) > 0, ambQ(z) i W(z) simetriques iR(z) una funcd afi en
x. A continuacd presentem tres problemes tipus on s’'usendesitiues LMI.

>0, (2.4)

Exemple 2.1. Suposem que volem calcular els valorsadgue verifiquen que
|Z(x)| < 1, ambZ(z) € RP*9. Aquesta desigualtat secerta si i norés si
Id— Z(x)Z*(z) > 0. ConsiderantV (z) = Q(x) = Id > 0 simétriques en (2.4),
s’obte una LMI equivalent:

Id Z(x)

I Z(x)|| <1< >0.

ZT(x) Id
Exemple 2.2.Una restricad del tipusc(z)” P~!(z)c(x) < 1, amb les condicions
P(x) > 0 simetricaic(z) € R", pot convertir-se en

Pl<()telt=(ecc )Y ' <P&P—c >0,
on per estalvi de notaej hem eliminat la depedcia enc.
Aplicant el complement de Schurla =1 > 0, P, = ci P; = P, s’obi

1 ¢
AP lc<1 e >0
' P
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Exemple 2.3.Per a resoldre la restrigctr(RT P~ R) < 1, on la matriuP > 0
és singtrica, s'introdueix una matriX' simetrica, obtenint aleshores una LMI en
les variablesP i X

X RT
tr(X) <1, >0. (2.5)
R P
En efecte,
X RT P>0
>0<
R P X—-R'P'R>0.

Tenim queP > 0 per hiptesi. D’altra banda, sk — R P~'R > 0, aleshores
R'TPT'R< X =t(R"P'R) <tr(X) <1  (persuposi®).

Per tant, el problema de trob&r> 0 tal quetr(R* P~'R) < 1 es transforma en
trobar X 1 P > 0 tals que verifiquen (2.5).

2.3 Teoria del control i LMI

En aquest apartat presentem dues de les inequaciesdasiques en teoria del
control, que tenen la seva expréssguivalent en termes LMI.

2.3.1 Inequacd de Lyapunov

Considerem la inequatide LyapunovA” P+ PA < 0,onP = PT ¢ R™" ésla
matriu in@gnitaiA € R™*" és coneguda. Per a expressar-la com LMI, construim
una base peP. EscollimP;, ..., P, base de les matrius setriquesn x n, on

n

m = % En aquest cad? = > x; P, onz; son les components idgnites de
=1
P.

Es defineix aleshore’, = 0, F;, = —ATP, — P,A. D'on:
ATP+PA=Y z(A"P+ PA) <0 Fy+ Y xF; >0,
on les matriugF; son sinmetriques

F'=(-A"P,— PA)Y = -P"'A—-A"P,=F, jaque P,=P.

)
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Si a nes a nés de la inequadies & una restricd lineal, per tal d’obtenir I
expres® en LMI s'imposa aquesta restriécen la base de I'espai dé. Per
exemple, suposem que tenim el problema de trébar0 tal queA’P + PA < 0
i tr(P) = 1. Es considera aleshores la bdge. . ., P,, de les matrius sigtriques
n x n.amb traca nula, on aran = @ — 1. Hem de fixar certa matrid,
simetrican x n de traca 1. Cal tenir present que ésllitbertat per a escollir

aquestes matriuB;. Aleshores, sP = """ z;P;, es & que

P 0
E: y i:O,...7m,
0 —A'P—PA

d’on la LMI corresponent sarF'(x) = Fy + Y, z;F; = —A'P — PA > 0. De
fet, es considera LMI a la inequédgunt amb la restricdi.

2.3.2 Inequaco de Riccati

Sigui la inequad matricial de Riccati quadticaA” P + PA+ PBR'BTP +
Q < 0,ambA, B,Q = QTi R = RT > 0 donades iP = P” incognita. Per
Schur, veiem que la LMI equivalegs

~ATP_-PA—-Q PB
F(P) = >0,
BTP R

que sea definida positiva sk > 0i —ATP — PA—-(@Q — PBR'BTP > 0. La
primera condid es € per hiptesi. | la segon&s equivalent a I'equatiinicial.
La LMI F(P) > 0 tamke es pot expressar com

ATP+PA+(Q PB
<0.
B'p R

Aquest resultat indica que els problemes de control basaRiacati es poden
resoldre usant letniques LMI. De fet, tan# permet veure que la inequaci
de Riccaties convexa e. En efecte, anem a veure que la LMI equivalést
convexa. Sigui doncs > 0i P = PTi P = PT tals queF(P) > 0i F(P) > 0.
Aleshores,
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F(aP+ (1 —a)P) =
—AT(aP+ (1 —a)P) = (aP+ (1 —a)P)A—Q (aP+(1—a)P)B
BT(aP + (1 —«)P) R
a(=ATP)+ (1 —a)(=ATP) —aPA+ (1 —a)PA—aQ — (1 —a)Q |
BTaP+ (1 —a)BTP |

| aPB+(1—a)PB
] aR+(1—a)R

Aleshores,

F(aP+ (1 —a)P)=aF(P)+(1-a)F(P)>0.

Per tant, el conjun{F(P) > 0} és convex erP.

2.4 Classes de problemes LMI

Com la inequad lineal matricial F(z) > 0 defineix una restricéi convexa en

x, els problemes d’optimitza@ique involucren la minimitzadio maximitzacd
d’'unafuncd f : S — R, ambS = {z/F(x) > 0}, pertanyen a la classe de pro-
blemes d’optimitzad convexa. Suposem que G, H,V : V — S sbn funcions
afins. Existeixen tres tipus gerics de problemes relacionats amb l'estudi de les
LMis (veure [47], [56]).

1. Viabilitat (feasibility): Correspon al test per a veure si existeix o no séluci
de F(z) > 0. La LMI s'anomena viable si existeix € V que verifica
aquesta inequati En cas contrarif'(z) > 0 no és viable ipfeasiblg.

El problema d’estudiar quan un sistema format peinterconnectat&s
estable, correspon a aquest tipus de problemes LMI.

2. Optimitzaco: Siguif : S — R, onS = {z/F(z) > 0}. El problema
d’optimitzacb amb restricé LMI és el de determinar:

Sopt = ;ggf(m) :
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La resolucd d’aquest problema requereix determitsgy, i, per ae > 0
qualsevol, calcular almenys una sofuoptimax que satisfag € S amb:

Sopt S f<x> S Sopt + €.

El problema de cost garantit correspon a aquesta classebieipa LM,
ja que cal minimitzar la cota del cost respecte totes lescgwig estabilit-
zadores.

Un problema molt habituads el problema de minimitzar una fuadin-
eal subjecte a una inequadineal matricial, que s’anomersemidefinite
programming(SDP):

minimitzarb’y
subjecte &'(y) < 0.

3. Problema generalitzat del valor propi: Cal trobar &im escalar\ € R
verificant les restriccions:

AF(z) — G(z) >0
F(z)>0
H(z)>0.

2.5 Eines per a obtenir LMIs

En aquest apartat presentem els resultats que permetanrdlebgresso LMI
d’'inequacions matricials generals. Ja hem presentat naaelis complements de
Schur, definits en I’Apartat 2.1. Taralbenim els lemes de projeé¢ique permeten
identificar una inequadino lineal amb una LMI.

Lema 2.2 (Lema de projecad [54]). Donada la matriu¥ simetrica i matriusP
I Q, existeixX tal que es verifica la ségent equivancia:

Ng\I/Np <0
U+ PIXTQ+Q"XP<0& (2.6)
./\/g‘lf./\/’Q <0

sent\p i NV bases qualssevol dels subesp@is(), respectivament.

Tamle necessitem aplicar una modificad’'aquest Lema de projeéc(2.2), pel
cas de desigualtat major o igual.
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WIXWp > 0

Si PTXT TXP > 0té soluco = )
v+ Q+Q > { WIXWo > 0

En efecte, conPWp = 0, resulta que:
WEW + PTXTQ + QTXPYWE = WEUWp |

i per tanti2 XWp > 0. De la mateixa manera es veu M/%XWQ > 0, usant
en aguest cas qugivy =.

Lema 2.3 (Lema de projecad reciproc [54]). Per a tota matriuP > 0, tenim
queV + S + ST < 0 siinoneés si existeiXV tal que

U+P—-(W+W"H ST+ Pt
<0. (2.7)
S+ W .y

La variablelV afegeix flexibilitat en la resolu6idel problema, al no trobar-se
multiplicant les dades.

2.5.1 ProcedimentS

El metode anomenat procedimentSRProcedurgtransforma una restriaziqua-
dratica d’un problema resoluble en un problema lineal redeafegint variables
auxiliars. Siguin les matrius sitriques donade§; };—:.. .. Considerem les
funcions quaditiquesF;(z) = x7Q;x. Aleshores, ens plantegem resoldre el
problema de trobar tal queFy(z) < 0 sobreF;(x) <0, ¢ =1,..., L. Aquesta
teoria assegura que aquest probletnadlucd sempre i quan existeixin escalars
s; tals que

o bé, en notad@ LMI:
L
Qo — Z 5:Q; < 0.
i=1
Els escalars; son les noves variables auxiliars.

Considerem, per exemple, les matrius= U7, N i M i suposem que hem de
determinar si, per a tat no nul, es verifica

2" (U + NTATM + MTAN)x < 0,
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per a totA tal que||A|| < 1. Considerenp = ANzx. Aleshores,

T T T AsT T ,T UM Z
Ve +p Me+ax M'p<0&s (z°,p") M0 <0. (2.8)
p

D’altra banda, com|A|| < 1, tenimpTp < 2T NTNz. Per tant, cal que es
verifiqui (2.8) sota la condidip’p — 2T NTNx < 0, per a tot(z, p) # (0,0). Per
tant, aquesés un problema al qual se li pot aplicar la S-procedure, amb

v MT _NTN 0
QO:(M 0>’Q1:( 0 Id>’

d’on obtenim que cal trobar el valor de les variables awslla> 0 tal que

v Mt ) —~NT'N 0 <0
M 0 0 Id ’
(\II+ANTN MT ) 0

M —A\ld

Aquestaés una LMI, queé solucd en \. Aquest tipus deécnica s'usa per a
sistemes amb incerteses normades.

2.5.2 Multiconvexitat

Aquesta teoria permet convertir LMIs que depenen darpatres en un sistema
de LMIs independents paratricamentEs una condié menys restrictiva que la
convexitat i nonds imposa que la diagonal del hésgiuna funod f (a4, ..., ar)
sigui no negativa. S'usa en sistemes que depenempiigment dels pametres
(veure Apartats 1.1.211.1.3). Cadg pertanyen a un interval donat tke

o € [Qk,ak], kzl,,L
Considerem ara el conjunt deléntexs d’aquests intervals:
V={veR:, v c{a,a}, k=1,...,L}.

Ens centrem en el cas en que els pawesa = (ay,...,ar)” son constants
(& = 0). Sigui la se@gent funco de segon ordre em € R”, onay, by, c; son
coeficients reals donats:

L L L

2

f(al,...,aL):a0+E ap oy + E bkjakaj+§ Cr QG
k=1 k=1

k=1, k<j

Aleshores, definim la multiconvexitat de la segt manera.
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Definicio 2.4 (Multiconvexitat [3]). La funcio real f(«), amba € RE, &s multi-
convexa si existeixen les seves derivades parcials segeeeguen

02 f

W(Q)ZQCkZO ,k’:l,...,L.
k

Aleshores, tenim que una fuamulticonvexaés definida negativa si hes en els
seus ertexs. Es a dir, si considerem cB) com el conjunt de les combinacions
convexes sobr¥&, tenim que

fla) <0enco(V) < f(v) <0, YveV.
Sigui el sistema lineal amb incerteses pagtimques
z(t) = A()z(t) , (0) =g, (2.9)
ambA(a) = Ap + 2521 a, Ag. Considerem la funéide Lyapunov polipica
V(z,a) =o' (t)P(a)z(t)

on P(a) = Py + Zle oy P,.. Per tal que sigui funéide Lyapunov, cal que es
verifiqui queV (z,o) > 01 £V (z,a) < 0. De la primera condiéi, treiem que
P(«) > 0, mentre que de la segona condidienim que:

AT (@)P(a) + P(a)A(a) < 0.

D’aquestes condicions, usant la defibide multiconvexitat, obtenim el signt
concepte d’estabilitat quaatica af (AQS).

Definicid 2.5 ([12]). El sistema (2.9fs quadaticament estable i Bbi existeix
V(z, o) funcio de Lyapunov associada al sistema.

Tenint en compte les caracteritzacions anteriors, s’@aleisegent lema.

Lema 2.4 ([12]). Sigui el sistema (2.9). 3, estable i existeixen matrius definides
positivesP,, .. ., Py, tals que

1. Aw)'P(v) + P(v)A(v) <0, veV
2. ATP.+ PbA >0, k=1,...,L,
aleshores el sistemas AQS amb fun@ide Lyapunov

V(z,6) =at)" (P + Y anPp)x(t) .

k=1
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Demostradd. Per tal qué/(x, «) sigui funcb de Lyapunov, cal qu& > 0. Aix0

és cert ja que si, és estable, existeik, = 27 Pz tal quelV, > 0. Per tant,
al voltant deP,, la funcib es maré positiva, tenint qué’(«) > 0. La segona
condicb que ha verificaés: f(a) = A(a)TP(a) + P(a)A(a) < 0. Perla
hipotesi 2 d’aquest lema, comprovem cggemulticonvexa:

0*f

L
o5 =2 (A{ P+ PA) > 0.

k=1

Per tant,f(a) < 0 < f(v) < 0, sentv vertex del politop del pametrea.
La inequadd f(v) < 0 ve donada per la hgiesi 1 del lema. Acaba dija de-
mostracd. O

En aquest apartat no hem tractat el cas darpatres dependents del temps ja que
no I’hem considerat en el nostre problema. Agaoabem el cdpl, on hem fet
una breu ressenya hisica i una presentatidels resultats principals de la teoria
de les inequacions lineals matricials.
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Capitol 3

Caracteritzacio LMI

En aquest cdl presentem el primer resultat central d’aquest treba trac-

ta de donar I'equiv@ncia entre una inequ&cimatricial no lineal i una LMI.
Aix0 s’aconsegueix introdnt certes variables matricials que separen els termes
quadatics. Utilitzarem aquest resultat en els casos d’incestesnvexes i polit-
pigues, ped no en el cas d’incerteses normades, ja que en aquest ctaapno

les cotes de les incerteses. Primer presentem els resukatsellevants exis-
tents a la literatura fins a I'actualitat, per désgppassar a exposar els resultats que
permeten establir una equiealcia entre inequacions lineals i no lineals.

3.1 Introduccio

En aquest apartat presentem els resultats en que ens basdedgeel nostre
teorema. Es tracta dels enunciats de dos teoremes que demaxdiencia entre
determinades inequacions lineals no linedisigties en teoria de control, i in-
equacions matricials. Les demostracions d’aquests tew@&® poden trobar en
els articles [4] i [54], i es basen en l'aplicacdels lemes de projeci2.2 i de
projeccd redproc 2.3. Com veurem, aquests resultarssspecialmernttils quan
les incerteses dels sistemé&sn £onvexes, aixom quan es treballa amb funcions
de Lyapunov parastriques.

Teorema 3.1 ([4]). Per a matriusX i Y simetriques, i matrius qualssevel i V/
matrius, les sei@ents afirmacionst equivalents:

(i) Elsistemai(t) = Ax(t) és estable;

41
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(i) Existeix X simetrica tal que:
ATX + XA 0

<0;
0 -X

(i) ExisteixenY simetrica, W tals que:

Y — (W+WT) Ay + W7

<0;
YAT + W -Y
(iv) ExisteixenX simetrica, V' tals que:
~(V+Vvh) viA+Xx VT
ATV + X -X 0 <0.

V 0 -X

Els avantatges d’aquest teore@mque els termedY i Y AT estan separats per
la matriul¥. Desapareix el termeassicX A + AT X, és a dir, la variabl&X' que
busguem no es troba multiplicada per la matriu d’egtatla resolucd és nes
feixuga ja que s’introdueix una nova variabife peo tot i aixi €s avantafjs ja
gue comporta una reduécdel conservadurisme delatode tradicional. Anem
a veure a continuagila millora que comporta aquesta sepdavadPer aix, ens
fixarem en un cas particular de sistema. Considerem el sidiee@ amb in-
certeses convexes

B(t) = A()a(t) = Y arApa(t) | (3.1)

L
onag > 0, > ap = 1. LamatriuA(«) &s una combinaéiconvexa dd A }x—;

\Volem esttfailar I'estabilitat d’aquest sistema. Etode cassic usa una funzide
LyapunovV (z,t) = = Pz. Peb aquest tipus de fun@ino sempre permet veure
I'estabilitat del sistema. Hi han casos on@®evident com definir la funtide
Lyapunov associada, mentre que si es considera unafpacanetrica

V(z,a)=2(t)’'X Zm Top X (t)

k=1
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aguesta classe de fubcile Lyapunov sque permet demostrar I'estabilitat del
sistema paragtric. Aixi doncs, considerem aquest cas general de futeiLya-
punov pararatrica. Tenim doncs que el sistema (3&k) estable si existeix una
funcié de Lyapunov paragtrical/(x, «) associada al sistema. Usant el Teorema
3.1, tenim que existeixen matriu§(a) simetriques i matriug’ tals que

—(V+VT * *
AT(@)V + X(a) —X(a) * <0. (3.2)
Vv 0 —X(a)

Es important ressaltar que si la fuaale Lyapunowes pararatrica, aquesta in-

equacd és lineal en el paimetrena, aixi com en la variable matriciaX («). Per
L
tant, tenint en compte qug_ o, = 1 i expressantd(a) i X («) respecte el seu

conjunt convex associat, IE?% equivalent al sistema LMI
—(V+VT) o« *
ATV + X, —X,  x <0,k=1,...,L. (3.3)
V 0 —Xi

Fixem-nos que la matri’ €s comuna a totes les LMls.

Per tant, el sistema (3.Bs estable si i noés si existeixen matriux, > 0
simetriqguesk = 1,..., L, i V tals que fan viable (3.3). Separant la matriu (3.3)
com a suma d’una matriu exi, més una matriu conteninf i aplicant desg#s el
Lema de projecéi 2.2, s'obé que (3.3fs equivalent a

AT X 4+ XpAp <0, (3.4)

per a cadak = 1,...,L. Aquestaés la condid que ha de verificar la fun-
cid V(z,a) per a ser de Lyapunov. Normalment s’usa una foru# Lyapunov
V(x) = z(t)T Xz(t), obtenint la condid sedient

ATX + XA, <0.

Que aquesta fungisigui menys conservadora que la fungarangétrica queda
comprovat per exemples némcs, on determinats sistemesnsestables per a
V(z,a), ped no es pot establir estabilitat amb una funde Lyapunov de la
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formaV (x) (veure [4]). Com a consé@ncia de (3.3), en [4], s’obtun resultat
per al problema de control realimentat per I'estat. Sigwisiema paragtric

(t) = A(a)z(t) + B(a)u(t). Busquem el controk(t) = Kz(t) tal que fagi
estable aquest sistema. Intrégiuuna nova variablév := KV, cal trobar les
matriusY; > 0, V' i N que fan viable el sistema LMI

—(V+VvTh % *
ATV 4 Yo+ BN —Ye % | <0,k=1,..,L. (3.5)
Vv 0 -Y,

L
La funcio de Lyapunov edtdefinida pet/ (v, a) = 3 x(t)T oY, 12 (t).

k=1
Abans de generalitzar aquest resultat al cas de sisteneesdnhectats, enunciem
el teorema definit en [54], que presenta una nova edtrizé entre inequacions
matricials.

Teorema 3.2 ([54]).ExisteixX > 0 solucb de

ATX + XA % *

BTX Qll * <0 y (36)
¢ Qfy Q2

siinoneés si existeix un escalar> 0 tal que la segent LMIés resoluble respecte
ViX
-(V+VTh) * ok *

AtV + X —puX % * *

BTV 0 Qll * * <0. (37)
0 C Q{z Q22 *
\%4 0 0 0 —-ix
o

De fet, (3.7)es una generalitzaxie les inequacions del Teorema 3.1. Comparada
amb la inequadi (3.6), I'avantatge de (3.8s que la variable de Lyapund¥ no

es troba multiplicant les matrius donadés B, que contenen la informatidel
sistema. Aquest fet aporta una major llibertat a I'hora afudiferents variables

de Lyapunov segons les especificacions del problema. Laidwéqg(3.7) noés
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lineal eny, queés un paametre de disseny.
L
Si tenim un sistema convex, en virtut d€ o, = 1, la inequad (3.7) es con-
verteix enL inequacions matricials =
—(V+VvT * * * *

AgV—l—Xk —uXy % * *

BkTV 0 Qll * * <O,k:1,...,L. (38)
0 C T Q *
1% 0 0 0 —%Xk

El paametrep permet imposar qu&, > 0. SiC = 0, tenim que (3.8) es
converteix en

—(V+VT) o« * * *

BkTV 0 Qu * * <0,
0 0 T Qo *
V 0 0 0 —-Xi
juntaX, > 0 peratotk = 1,..., L. Tenim certa restricéisobreQ;; i (2, ja

gue cal que siguin definides negatives, encara qunargtrius qualssevol. Quan
se soluciona I'equa6i(3.8) nung&ricament, les matriu®,; i ()2, S'introdueixen
com a variables de la inequéainatricial, optimitzant aiixel resultat.

3.2 Resultats

En aquest apartat enunciem i demostrem dos resultats dtaouesi que perme-
ten linealitzar les inequacions matricials obtingudeslgbagitol 4, aconseguint
sintetitzar el control RGC mitjancant LMIs. Aquest fet petra dissenyar i cal-
cular nunericament aquest control. Aquesta caracteritzasisobretotitil quan

el model d’'incerteses empras el model multiconvex, o en particular el model
politopic. Els resultats que presenteémaina millora dels obtinguts fins ara en el
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sentit que obtenim efectivament una LMI, en treure eapaatreu. Peo aleshores
hem d’afegir una segona LMI, obtenint per a cada un sistema de dues LMIs.
Pe tot i aixXi, el resultaés neés robust, ja que no dep del valor d’un parmetre
sobre el qual no tenim cap informaa priori.

Proposicio 3.1. Siguin les matriusd, B, G, C'i Q = < g“ Q* ) donades.
21 22

Aleshores, les ségnts afirmacionst equivalents:
(i) Existeixen matriusX > 0 simetrica i K tals que

(A+ BEK)TX + (x)  « *
GTX Qll * <0 3 (39)
C QQI QQQ

(i) ExisteixenY” > 0 simetrica, V' i N tals que

—(V+VvT * * * s
AV+Y +BN -Y % * *
0 GT Qu * <0, (3.10)
cv 0 Qa Qa =
V 0 0 0 -Y
=Y % *
GT Qu <0; (3.11)
0 Qau Qo

(iii) Existeix un escalap > 0 i matriusY > 0 simetrica,V i N tals que

—(V+VvT * % * *
AV +Y + BN —upY  x * *
0 G Qu = * <0. (3.12)
cv 0 Q21 Q2 *
\%4 0 0 0 —iY

Per tal que les LMIs (3.10)-(3.12) siguin resolubles, ca gls termes diagonals
de la matriu@ siguin definits negatius.

Demostradd. Per tal de veure I'equivahcia entre (i) i (ii), considerem la variable

N :=KV.



3.2 Resultats 47

Aplicarem els resultats del Lema de projéc2i2 a (3.10). En efecte, considerem
la matriuA = A 4+ BK i fem la descomposioisegient de (3.10)

0 =« * * * —1Id

Y -Y * * A

0 GT Qu = * + 0 V (1d,0,0,0,0) + (%) < 0.
0 0 Q2 Qn * C

0 O 0 0 -Y Id

ConsideremP = (Id,0,0,0,0), Q = (—1d, AT,0,C7, Id) i

0 * * *
Y -Y *
Y= 0 GT Qu  *
0 0 5 Q
0 O 0 0 -Y

EO S

Com a bases dels espais nuls associ#ts &), considerem

0 0 0 O AT 0 OT Id
Id 0 0 0 Id 0 0 0
Ne=| 0 Id 0 0 |, No=]| 0 Id 0 0
0 0 Id 0 0 0 Id 0
0 0 0 Id 0 0 0 Id
En imposatVZyNp < 0, obtenim
-Y x * *
T
GO Quoox e g (3.13)

0 Qa1 Q2 *
0 0 0 -Y

Aplicant-hi el complement de Schur, (3.18) certa si i noms si

-Y *
G Qu <0,
0 Q2 Qn

queés justament I'equai(3.11) i per tant es verifica.



48 Caracteritzacd LMI

De la condicd NNy < 0 treiem

AY + YAT — Y % * *

T
G @u o <0.
cY Qa1 Q22 *

Y 0 0 -Y

Aplicant-hi els complements de Schur, obtenim que es vardguesta inequaxi
Si i NOMés si
AY + Y AT  « *
GT Q1 * <0. (3.14)
cY QQl Q22

Tornant a aplicar el complement de Schur a I'ineqo48i14)

T
AY + Y AT — (G, yChHQ™! ( gy ) <0.

Utilitzant ara queX = Y1, i pre i post-multiplicant peX, obtenim

T
XA+ ATX —(XG,cHQ™! ( GCX ) <0,

que, pels complements de Schas,justament (3.9), am® < 0. Per tant, acabem
de veure (i) i (ii) ®n equivalents.

Per veure que (ii) implica (iii), nogs cal considerai = 1.

Per tal de veure que (iii) implica (i), cal seguir els matsipassos que acabem de
fer per veure I'equivancia entre (i) i (ii). Aleshores, obtenim que (3.E2)certa
si es verifiquen (3.9) i

—pnY  ox *
GT Qll * <0.
0 Qi R

Si i és suficientment petit, es verifica aquesta inequgcique < 0. Per
tant, hem vist que (i¥ (i) = (iii) = (i), acabant aikla demostrad d'aquesta
proposico. O

El sedient teorem&s una generalitzawdel resultat anterior.
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Teorema 3.3.Siguin les matrius4, B, C, E, F i Q = QT < 0 donades.
Aleshores, les ségnts afirmacions equivalents:

(i) Existeixen matriusX > 0 simetrica i K tals que resolen

(A+ BEK)TX + ()

*

ETX Qll * S
<0; (3.15)
C Q21 Q22 *
FK Q31 Q32 @33
(i) Existeixen matriug” > 0 simetrica, V' i IV que verifiquen
_(V + VT) * * * * *
AV +Y + BN —-Y «x * * *
0 ET Qll * * *
<0, (3.16)
cv 0 Qa Qn * *
FT'N 0 Qun @3 s *
% 0 0 0 0 -Y
-Y «
ET Qn
<0; 3.17
0 Qa1 Q@ ( )
0 Qun @3 @3

(i) Cas C = 0. Existeixen matrius( > 0 simetrica i K tals que

(A+ BEK)TX + (x)

ETX

FK

Qll

QQI

Q22

<0,
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si i nones si existeixen matris > 0 simetrica, V' i N tals que
—(V+ VT) * * * *

AV +Y + BN —-Y « * *

0 ET Qll * * <0
FTN 0 Qu Qn *
Vv 0 0 0 -Y
-Y *
ET Qll * <0.
0 Qa1 Q@

Demostradd. Per tal de veure aquesta equésmtia, seguirem els passos de la
demostrad anterior. Per ai, apliquem el Lema de projeécR.2 a (3.16). Con-
sideremA = A + BK, N := KV i fem la segient descomposigide (3.16)

0 * * * * * —1Id
Y -V « * * * A
0 ET Qn = * * 0
+ V(1d,0,0,0,0,0)+(x) <O .
0 0 Q2 Qn * * C ( ) ( )
0 0 @3 @3 Q33 * FTK
0 0 0 0 0 -Y 1d

Sigui P = (1d,0,0,0,0,0), Q = (—Id, AT,0,CT, KTF, Id) i

0 * * * * *
Y -Y x * * *
b= 0 ET Qun * * *
B 0 0 Q2 @Qn * *
0 0 Q@3 @3 Q33 *
0 O 0 0 0 -Y

De NIy Np < 0 treiem que

-Y % * *

ET Qu *
0 Qa Qun *
0 @z @3 @

<0,
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queés justament la condi@i(3.17).

De la condiod N ¢V < 0 obtenim

YAT + AY  « * *
ET Q11 * *
cYy Q2 Qn

FTKY Q31 Q32 @33

<0.

Usant el complement de Schur i substituX —! = Y, es veu &cilment que a-
guesta desigualtat matriciab equivalent a (3.15). En efecte, si fem aquestes
operacions, obtenim

ET
X AT p AX (B, X IO XTI KTR)Q CcX! <0.
FTKX!

Multiplicant per la dreta i per 'esquerra péfr, treiem que

ETX
XA+ ATX — (XE, 0T, KTF)Q™ C <0,
FTK

que pel complement de Sches equivalent a (3.15), andp < 0. Per tant, acabem
de veure que (i) i (i) 8n equivalents. Quan' = 0, obtenim un cas particu-
lar de (i), i per tant acabem de veure I'equiatia de (iii). Conclim aixi la
demostrad d’aquest teorema. O

Hem de fer notar que siébexisteix certa llibertat sobre la matdy cal que sigui
definida negativa per tal de poder tenir aquestes eguigas. Quan se’n fa la
implementad nunerica, cal tenir present aquesta resti¢ga que sovint, per
donar nés llibertat en la resolugj es consideré) com una variable &s. Pep
sempre cal imposar que sigui definida negativa, si no la LMiesponent no sar
resoluble. Fixem-nos que la desigualtat matricial (3&bjlel mateix tipus que la
desigualtat (4.14), que caracteritza el control RGC. Lesvaffricies del teorema
tamkte es verifiquen si tenim inequacions matricials semidefiniesitives s a

dir, quan tenim)M > 0. Utilitzarem aquests resultats en els casos d’incerteses
convexes i polibpiques, par no en el cas d’incerteses normades, ja que en aquest
cas aprofitarem les cotes de les incerteses.
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Acabem aquaquest cafpol, on hem presentat dos dels resultats principals d’'a-
guesta tesi, ja que permeten obtenir condicions linealglgonen el disseny de la

llei de control RGC i del controH, per a sistemes interconnectats amb incerte-
ses.
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Control fiable amb cost garantit

En aquest cdfol presentem el segon eix d’aquest treball. Donem primeat
racteritzadd dels controls descentralitzats fiables i amb cost garajtit anome-
narem control RGCReliable Guaranteed Cost ContjolAquesta caracteritzaxi
ser independent del model d’incerteses. Veurem que obtenataomndicd sufi-
cient d’exiséncia, lligada a la resoluzid’una inequad@ matricial no lineal. Per
tal de poder-la resoldre, ens caldmealitzar-la. Aquesta linealitzacia durem

a terme utilitzant els resultats del ¢y 3, tenint present el model d’incerteses
emprat. El resultat que presentem a continiaeia utilitzat en els caols pos-
teriors per tal de dissenyar el control fiable amb cost gdrant

4.1 Introduccio

En aquest apartat presentem el teorema que permet fer ehgidels controls
descentralitzats fiables i amb cost garantit per a sistemtexonnectats amb in-
certesesien presacia de fallades. Recordem primer els models d’'intercdonex
i de fiabilitat ja definits en el Caml 1.

Condicions sobre les interconnexions

Considerem les condicions 1.1 i 1.2, definides en I'Apartaj 4obre el vector
desconegut d’interconxiong; (¢, z;). La primera condi@ permet donar al vector
g;; certa estructura lineal er:

195 (t, )| < W] . (4.1)

53
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La Condicb 1.2és neceswia per tal de facilitar la presentadiels resultats:

N
W= > WIW;>0. (4.2)

J=1,j#i

Usarem aquest model d’interconn@l llarg de tot el cajpol.

Model de fiabilitat

Reprenem el model general de fallada presentat en I'Apadath dencivem
peru!(t) el control desps de fallada i I'expressrem com una part lineal en(t)
més una part desconeguda acotada (veure les equacionsi((L11®)), tal com
reprodim aqu:

uf (t) = A (t) + i)

@i (ua)ll < [[Tiusl]
ambA; > 01 I'; > 0 matrius diagonals.

(4.3)

Funcio de cost

En I'Apartat 1.3, 'equad (1.8) defineix la fun@ de cost associada a un sistema
format perN subsistemes interconnectats. Désyute fallada, I'expressidel cost
és

J = i / T Q) + (F0) Rl @), (44)

onQ; € R" ™ | R, € R**% sdon matrius simtriques semidefinida i definida
positiva, respectivament.

Definim finalment g&@ entenem per control fiable amb cost qadidrgarantit. Per
aixo, ens remetem a la DefiniclL.11.

Definicio 4.1 (Control RGC). Sigui el sistema format pe¥ sistemes intercon-
nectats despss de fallada definit per

N
{L‘l(t) = AAZmZ(t) + ABzuf(t) + Z Gij gij(t,xj) s (45)
j=1
J#i
on u!'(t) verifica (4.3). Els controls;(t) = K;z;(t), i = 1,..., N formen un

conjunt de controls fiable amb cost quatilt garantit (RGC) amb matriu de cost
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P; > 0 pel sistema (4.5) i amb funzide cost (4.4) si es verifica la degnt de-
sigualtat:

dt

i=1

3 (1 ST Prs(t) + 27 (8) O nlt) + (uF ()" R, u?<t>) <0. (46)

4.2 Disseny del control RGC

L'objectiu d’aquest cajpol és sintetitzar el conjunt de lleis de control fiable des-
centralitzat amb cost quattic garantit, realimentades per I'estaf{t) = K;z;(t),

i =1,...,N, per al sistema format pe¥ subsistemes interconnectats amb in-
certeses. Cal escollir, per a cada subsistgmma matriu de guany; que as-
seguri que el sistema en llag tancat sigui estable i ambammat. El segent
teorema presenta la condicsuficient per a I'exigincia del control realimentat
per I'estat, fiable i de cost garantit, per a subsistemesciot@ectats amb incerte-
ses admissibles, independentment del model escollit.

Teorema 4.1 (Disseny RGC)Sota la condi@ sobre les interconnexions (4.1),
sigui el sistema (4.5), amb el model de fallada (4.3). Supogae existeixen
P, € R™*™ matrius singtriques definides positives i matrii§ € R™*% tals
que es verifica la inequatimatricial

11, * .. %k *
GLp, —-I, ... «x *
M; = : : : : <0, (4.7)
2 0 ... 0 R;—1I

onjM; € RNXN, N = n; + (N — 1)[1 + s;, amb

I, = ATP, + BA, + W, + KIT?K, + R; ,

R, = Qi + KI N RN K

U, = P.B; + KTAR; |
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Aleshores el conjunt de lleis de conttglt) = K,x;(t) és fiable amb cost garantit.
A més a nés, si tenim fixat els valors inicials (0) = x;o, €l valor corresponent
de la funco de cost (4.4) satiafla segient cota:

N
J<J=Y zj Py . (4.8)
=1
Nota4.1l En la matriuM; no existeix el termé’,G,;, perac = 1,..., N.

Nota4.2 Per a cada, la matriuP; depen de les matrius de fiabilitat; i I';, i per
tant la cotaJ en deg@n tami@.

Demostradd. Si utilitzem el control realimentat per I'estaf(t) = K;x;(t), ob-
tenim que el sistema (4.8 de fet el sistema en llac tancat

Fi(t) = AA;(t) zi(t)+
+ABi(t)< AiKiwi(t) + ¢i (Kixi(t)) )

N
+ 2202 Gij gt zg)
JFi

(4.9)

Suposem ara que existeix una matriuéirica definida positivd; > 0 tal que la
LMI (4.7) es verifica per a tota incertesa admissible. Petealemostrar I'estabi-
litat asimpbtica del sistema (4.9), considerem la candidata a fudeiLyapunov

N

V(x(t) =) al () Pai(t) (4.10)

=1

onz”(t) = (z1(t)”,...,zn(t)T). Cal que es verifiqu (z(t)) > 01 4V (z(t)) <
0. A partir d’'ara, per a simplificar la notaciometem la depegdicia en la variable
temps,t. La condicd V' (z) > 0 és certa per hiptesi, ja queP; > 0 per a tot
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i=1,...,N,sempreiquan # 0. D’altra banda, tenim que

N

d _ T Tp.;

EV(m) =) x; Px, +x; P,
i=1

=

N
Il
i

[(AAimi + AB; (M Kz + ¢i) + ]ZV: Gij gij>T-Pixi+

j=1j#i

N
+z] P, (AAisz‘ + ABi(NiKizi +¢i) + 3. Gy gijﬂ

J=1,j#i

= Yol [(Adi+ ABAK) P+ Pi(AA; + ABAK;) |aict

=1

N
+ > ¢/ AB] Px; 4 ] PAB; ¢
=1

N T
+ > ( > Gij gij) Px; +a] P, ( > Gij gij) .
=1 N ji i
(4.11)
Considerem ara el vectef = (27,4}, ..., gk, ¢!), que no coré el termeg;;.

Aquest vector; ens permet expressar I'equa¢#t.11) com una forma bilineal

N
%V - ; % iz + ;95 9i + &1 di s (4.12)
on(); queda definida per

ATP,+ PA;  « . * *

GhLP; —Id;, * ... *
Q=

Gin P 0 ... —Id, =*
BI'P, o ... 0 -—Id,

Per tal de verificar qugv < 0, anem a acotar els termes qu‘m'irszj# gg Gij
i 7 ¢;. Per la Condid 4.1, tenim que

T Tyx;/T
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Per tant, fent-ne la suma respectej,

N N

i=1 j#i i=1 j#i
Si desenvolupem els sumatoris del terme de la dreta, obtlarsegient igualtat:
N
> w WiWi oy =
i=1 j#i
= l’ngnggl'Q + l’?;WlTswlgl’d 4+ ...+ :L*%WITNwaN—I—
+£L'{W271W21£L'1 + ngngWngﬂg + ...+ l'%}WzTNWgNLEN + ...

Ty T Ty T T T

= .1'{ <W211W21 +...F W£1WN1>$1 =+ ...
N
i=1 J#i

Per tant, tenim que els vectors d'interconi@eyj; estan acotats pet;:

N N
ZZQZ Gij — Z%TWz%’z <0.
i=1 j#i i=1

Aquestalltima igualtatés la que ens facilita establir I'estabilitat, ja que permet
incloure aquest terme en la matfiy, ja que finalment s’acota el vector (¢, x;)

per un factor der;. D’aqui la import@ancia d'imposar la Condioil.1 sobre les
interconnexions. Anem a acotar ara el tercer terme de (4Unt el model de
fallada (4.3), obtenim que

o7 (u) i (u;) < uf Tiug .
Comui = Kil’i, tenim
oLy < 2T KIT? K, .

Aleshores,
¢l ¢ — o] KIT? Kix; <0

Per tant, ja tenim el tercer terme de (4.12) acotat per uneetepenent de;.
PosantiV; i KIT?K; en la matriu;, 'equacb (4.12) queda transformada en la
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sedgient equad:

d N - N N N
i=1 i=1  j#i i=1 i=1
on araf); correspon a 'ampliadide la matrilf); i es defineix per:
G1,11PZ _]li * . *
Qi =
BI'P, o ... 0 -

Per tant, si veiem qu@; < 0, aleshores tindrem qugv < 0 ja que els altres
termes 6n negatius i el sistema seasimpbticament estable. Anem a comprovar
que efectivamen®; < 0. En efecte, considerem la semt expresséide la matriu

Q;:
Q= M; — 2] 0 0 x |z.

Tenim per hiptesi quel/; < 0. Per tant, cal comprovar que el segon terme restant
és semidefinit positiu, que ho sesi la matriu interioes definida positiva. Com
R; > 0, podem aplicar-hi els complements de Schur, obtenint

Qi + Kl N RANK; — (KT AR)RTH (RNK;) = Q; > 0.
Per tantés cert qué2; < 0 i els subsistemes en llag tancat (4.6 ssimpbtica-

ment estables.

Falta veure ara que el contres de cost garantit i fiable. Per ajxcal que es
verifiqui I'acotacd (4.6) de la Definid 4.1. Sigui doncs I'expressidel cost
respecte el contral? (¢):

N
T= 30 (ﬁ@ixi + (uf)TRiuf> dt

= i I (szszz + (& + ul Ay) Ri(Aju; + ¢i)>dt -
=1
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Com el control es troba realimentat per I'estes, a diru; = K;x;, 'expressod
anteriorés de fet

N [o@)
J = Z/o <$;‘F(Qz + KN RN K)o + ¢ Rigi+
i—1

Un cop tenim el cost expressat en fundel model de fiabilitat, cal verificar la
inequacd (4.6). Per tant, cal verificar si la sggnt inequad és certa:

N
d
> el Pay) + o] (Ql + KTARA, K):z:l + T Ryt
=1
N
+¢) Ri\iFKiw; + o] K] ARy = Y 2] Mz < 0, (4.13)

queés cert per hiptesi. Encara s, a partir de I'equagi(4.13), es verifica la
sedlent desigualtat:

N N g

T F\T T

i Wiy ;) Riug < — —(x; Pix;) .
;:1 x; Qv + (u;)" Riu ;:1 dt<xz ;)

Integrant ambdues bandes eriirieco, i usant qué/(x(t)) — 0 quant tendeix a
oo per estabilitat asimptica, tenim que el cost ésticotat en la forma

J(zi,u; E szszo

Aix 0 completa la demostrazdel Teorema 4.1. O

Acabem de donar el teorema que ens permet dissenyar el lcR@&® per a sis-
temes interconnectats amb incerteses, que contemplaatiates parcials com
totals en els subsistemes.

Presentem a continud@cuna proposid@ que expressa la desigualtat (4.7) del Teo-
rema 4.1 d’'una maneraésn aplicable, sobretot quan es treballa amb el model
d’incerteses polidpic o convex. Per a dur a terme aquest pas, ens cal suposar que
la matriu de cosR; verifica que

R, —Id, <0,

mentre que&); ha de ser invertible. Per @xsuposarem qu@; > 0.
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Proposicio 4.1. Sota la condid sobre les interconnexions (4.1), sigui el sistema
(4.5), amb el model de fallada (4.3). Siguin les matdys> 01 R; > 0 tal que

R; — Id,, < 0. Si existeixen matriug; simetriques definides positives i matrius
K; verificant la segent desigualtat matricial:

(AA; + AB;(As + (Id — R) 'R\ K;)T Py + (%) *
GiT P —1d *
ABF ! 0 R;—1Id
Id 0
I
A; K; 0
R;A;
k k
* *
-Q1 0 4.14
O _Wfl * < ) ( . )
—Ri_l * *
0 0 —1d *

0 0 R,—1d

aleshores, les matriug; i K; verifiquen la desigualtat (4.7) i el conjunt de con-
B N
trolsu; = K;x;,i =1,..., N, és RGC amb cota del cogt:= > =1 Pxy.
=1

Demostradd. ConsiderenG? = (Gy,...,Gin)T. Aleshores, la matrid/; en
(4.7) s’expressa de la ségnt manera:

(AA; + ABNK) P+ () + Wi + Qi + K (F? + AiRiAi)Ki * *
G?Pj —1Id * <0.
ABI'P, + RN K; 0 R;,—1Id
(4.15)

Usant els complements de Schur, convertirem (4.15) en)4H&m de fer dues
modificacions. Primer descomposem el tetRi&(I'? + A; R;A;) K; de M; de la
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sedlent manera, aplicant els complements de Schur (obviensta dels termes
de (4.15)),

KT (A, 1)
’ 0 —I

I

El segon pags linealitzar el terme mixt& B! P, + R;A; K;, que necessitarmés
manipulacd. Aplicant els complements de Schur a tota la inequétil5), obte-
nim el terme

(PAB; + K] N;R;)(I — R;)"'(AB] P, + R\ K;)
gueés equivalent a
PAB(I — R;)'AB]' P, + K] A;Ri(I — R;) ' RN K+
+PAB(I — R) RN K+ KA Ri(T — R) ' ABIP;. (4.16)

Per Schur, podem afegir aquest terme en la pddiel de (4.15) i obtenir aiXa
inequacd matricial (4.14). En efecte, 'equac{4.16) permet expressar (4.15) de
la segient manera:

4 (AB{(I — R) 'RiNEK)TP 4 (%) % *

Obtenim aix que siP; i K; verifiquen (4.14), tamb verifiquen (4.7). Recordem
gue per poder aplicar els complements Schur, cal que elesadimagonals siguin
definits negatius, fet que es verifica en aquest cad.digda demostrada aquesta
proposico. O

En aquest apartat hem enunciat i demostrat el teorema caetediza el control
RGC realimentat per I'estat, anomenatigixque a rés a nes d’assegurar el cost
del sistema, tantpermet un cert nivell de fallades. En aquest teorema, dcar
teritzacb es basa en suposar que certa inedquagitricial no linealé solucé. Cal
tenir present que obtenim una condisiuficient,és a dir, que poden existir con-
trola fiables amb cost garantit que no verifiquin aquestauae matricial. La
importancia d’aquest resultat radica en donar una coadiciforma de inequati
matricial, independentment del model d’'incerteses escoll



Capitol 5

Incerteses normades

En aquest cdfol desenvolupem metodologies pel disseny del controldiaties-
centralitzat amb cost quaatic garantit, usant la realimentéail’estat, per av
sistemes interconnectats amb incerteses acotades o rexniadctem el proble-
ma de fiabilitat davant d’'una fallada del controlador, junbeel problema del cost
garantit. Investiguem dos problemes que no tenen encaraalumed complerta
per a aquests tipus de sistemes. Els resultats claus ialggim la definicd i de-
mostracd d’una proposid que caracteritza, per mitjde les inequacions lineals
matricials, el control descentralitzat fiable amb cost gatc garantit. Per aix,
recollim tots els resultats obtinguts fins el moment i reierats en els cals
anteriors, aikcom els que hem obtinguts nosaltres, en particular el Temre1.

Ens centrem en el model d’incerteses normades, deixamtdiedels dos altres
models d’'incerteses per a ¢ags posteriors. Aquesta sepai@gier netodeses
deguda a que I'estructura de les incerteses varia forgardadel a I'altre. Per tal
d’aprofitar al naxim aquesta estructura, la metodologia empésidiferent. En
aquest capol, aprofitem I'acotad@ que verifiquen les matrius d’'incertes@st)
per tal d’obtenir una caracteritzacLMI. Primer fem una breu introdudion
definim els sistemes i els models d’incerteses i de fiahilitat passar desps a
enunciar i demostrar la proposictentral d’aquest céajol.

63
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5.1 Introduccio

Considerem el sistema format pErsubsistemes interconnectats d’eqbaci

N
T;(t) = (A + AA(t)) 2i(t) + (B + ABi(1)) wi(t) + > Gij gii(t, xj)
j=1
J#i
z;(0) =z ,i=1,...,N,

(5.1)
onz; € R™ és |'estat del subsistemau; € R% és el control del subsistema
A; € R">" gs la matriu d'estatB; € R"*s es |la matriu de control. El vector
desconeguy;;(t, z;) € R" representa les interconnexions sobre el subsistema
mentre que&s;; € R™ >l gs la matriu constant d’interconnéentre el subsistema
i i el subsistemg. S’assumeix que els vectogs (¢, ;) son continus i suficient-
ment diferenciables en; i continus a trossos en

Model d’interconnexio

Considerem el model d’interconnéxpresentat en I’Apartat 1.3, on hem donat
les Condicions 1.1 i 1.2 que verifica sobre el vector descdr#guerconxions

i (t, ;)

lgii (&, 2)|| < ([Wiga || - (5.2)
N
Wi= > WIW;>0. (5.3)
=1, j#i

Condicions sobre les incerteses

El model d’'incerteses que considerémel definit en I'Apartat 1.1.1.:

AA;(t)) = Di\(t) By
(5.4)
AB;(t)) = DiA;(t) By .

Les matriusD;, Ey; i E5; son matrius donades, constants, reals de dimensions
n; X mg, p; X n; 1 p; X s;, respectivament. Les matrius desconeguligs) <
R™i*Pi satisfanAT (1)A;(t) < Id,,. Degut a aquesta condiciaguest model rep

el nom de model d’incerteses acotades o normades. Cal tesemrque aquesta
descomposié noésunica.
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Model de fiabilitat

Reprenem el model general de fallada presentat en I'’Apadatoh denaivem
perul (t) el control despis de fallada i I'expressrem com una part lineal en(t)
meés una part desconeguda acotada (veure les equacionsi((L1(®)), tal com
reprodim aqu:

uf (t) = Nu(t) + di(wi)

(5.5)

@i (ua) || < [ITiwil]

ambA; >0i1L; > 0.

Funcio de cost

En I'Apartat 1.3, 'equa® (1.8) defineix la fun@ de cost associada a un sistema
format perN subsistemes interconnectats. Désyute fallada, I'expressidel cost
gueda

Had) =3 [ @) Q) + ol @) Rl () dt . (59)

onQ; > 0i R; > 0 sbn matrius siretriques.

5.2 Disseny del control RGC

Presentem a continud@cdiaproximacd LMI que permet construir les lleis de con-
trol descentralitzat fiables amb cost garantit. L'objedtaguest apartas obtenir
una LMI que no depengui de la matriu d’incertege$t) i asseguri cost quadtic.
Veurem, durant la demostraéail’aquest resultat, quess necessari imposar una cer-
ta condico entre la matriu de co$t; i E,;. Aix0 ens implica que si volem obtenir
cert nivell de fiabilitat, perdem llibertat en escollir lanftid de cost, i per tant no
podem considerar qualsevol fuaaile rendiment. Tampoc podrem fer qualsevol
descomposidi de la matriu de contrah B;.

Condicb 5.1 Existeix una constart;, > 0 tal que
0< EQZ(IdSZ — Rz)_lEg; < 5zjdp1 , (57)

on existeix(Id,, — R;)~".

Aix 0 fa certa la condié R; — Id,, < 0. Necessitem tan@una condid extra
sobre les incerteses.
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Condicb 5.2 Les matrius d’incerteses verifiquen, per attot
Ai(AT (1) < Idy, - (5.8)

Per tant, si volem fiabilitat, no noes obtenim restriccions sobre la matiy,
sino taml@ sobre la descomposicde les incerteses de la matriu de contkas;.
Com tenim llibertat per a escollir les matriiis;, aixo no implica nés dificultat
en la resolud del problema, pé&rd que amplia el sistema LMI, ja que afegeix
una LMI. En efecte, la Condioi5.1és equivalent a

>0. (5.9
EL R, —Id,,

Enunciem a continuagila proposicd que caracteritza el RCCControl per raitj
de les &cniques LMls.

Proposicio 5.1. Sigui el sistema (5.1) amb el model de fiabilitat (5.5), lesdio
cions (5.2)—(5.3) sobre les interconnexions, i les cowdisiadicionals (5.7)—
(5.8). Sigui la fund de cost (5.6). Suposem que existeixerapaatres cons-
tants 31; > 0,82 > 0,65 > 0, 34 > 0, matrius sinetriques definides positives
X; € R ™ imatriusy; € R**" tals que peracada=1,..., N, la LMl

Py P
<0 (5.10)
P} Ps

és viable. Els termes d’aquesta LMirs

Py = X, AT+ AiXi + BAAY, +YIAB; + Y Gy GT + BRBT + uD:DY
J#i

amb
R, = (Id,, — R;)™!

B; = Bi(Id,, + R;R;)
Wi = 0; + Bri + Boi + Bs;

Po = (XiEL, Xi, Xi, YihiEL, YTo, VPN, YT MR Y N RGBS, | BiRiEY,)
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— B 0 0
o -w!
_Qfl
—B2;
Pis = —Idg
_R1!
R, — Id,.
— B34 0
0 0 —Bu

Aleshores, el conjunt de controls descentralitzats ligeal

formen un conjunt de controls RGC i es verifica que
N
J(,ul) <>l X g (5.12)
=1

Demostradd. Volem aplicar el Teorema 4.1 per tal de poder afirmar que dgtabn
és RGC. Per aix, a partir de les higtesis de la Propositi5.1, cal obtenir la
inequacd matricial lineal)M; < 0, definida en (4.7). Calculem els complements
de Schur dé\/;:

—Id), ~/Ghp
Si =Tl — (PG, .., PG, W) 5
_Idli G?—iPZ
R; — Id,, o7
Si=M;+ Y PGyGLP — V(R — 1dy,) 0] . (5.13)

J#

Pel Lema de Schur, tenim que; < 0 < S; < 01 els termes diagonals d¥;
son definits negatius. Siveiem que, per lesdgsis del present teoreng, < 0,
aleshores tindrem qu¥/; < 0 i podrem aplicar la tesi del Teorema 4.1. Per veure
coméss; en el nostre cas, hi substito el model d’incerteses normades 5.4. Per
claretat en la notadj ometem la dimenside la matriu identitat:/d,, = Id.
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Aleshores,
Si= (Ai+ DiAi(t)EU)TPi + P4+ D) Er)
+[(Bi+ Dinsi(t) B )i ‘piP [(B:+ D) Bx ) K
FWi+ KIT2EG + Qi+ KTNRNK + P X, GGl ) P

_ [Q(Bi + D;Ai(t)Eo;) + KiTAiRZ} (R; — Id,,)™* [pZ.(Bi + D;Ai(t)Eo;) + KiTAiRi}T
(5.14)
Usant que—(R; — Id,,)"! = (Ids, — R;)~' = R; i desenvolupant els primers
termes de I'equadi(5.14), obtenim

S; =Al P+ PA; + (BiAiKi>TPi + P (Bz’AiKz‘>
T
+ (DiAi(t>E1i> P + P (DiAi<t)E1i>
T
+P; (Dz‘Ai(t)EQiAiKi> + <DiAi(t)E2iAiKi> P
FW+ KIT2EG + Qi+ KTNRNK, + P X, GGl ) P

— T
| P(Bi + Didi(t) B ) + KEAR | R BB+ Didi0) i) + KT AR
(5.15)
Usem ara la desigualtat matricial @stlard (DME):

. 1
VA, Bmatrius, 5> 0= ATB+ BTA < 3ATA+ BBTB .

Aquesta propietat ens permet treure la depewcdh de la inequa@i(5.15) en la
matriu d’incerteses\;(t) i acotar-la. Considerem els termes&f(t) de (5.15) i
anem a acotar-los usant DME.

Siguin els dos primers termes 2n(¢) de (5.15) i siguif;; > 0. Aleshores,
Pi(Didi(t) Evi) + (Dili(t) Ev)" Py = (D P)TA(t) By + (Ai(t) EBv) " D] Py
< BaPiD; D] P, + 5= ELAT () Ai(t) Evi

< BuPD;DI'P, + ﬂ%EﬂEu .
(5.16)
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Considerem ara el ségnt terme en)\,(¢), i tornem a utilitzar la desigualtat
DME per treure’n la deperihcia en l'incertesa. Per @ixconsiderent;, > 0.
Aleshores,

(D; A (1) By N K;) T Py + Pi(D; A (t) Exi i K;) =
(5.17)
< BPiDiD] P+ 5= K] NiEGAT (8)A(t) Eai\i K

< BiePD;D] P, + iKiTAiE%;EQiAiKi .
Considerem aradiltim terme de (5.15) i en fem I'exparisi
P.BiR(PB;)" + KT N RRy(KT A R:) "+
+RBi§i(K?AiRZ-)T + KZ-TAZ-RZ»Ei(PiBi)T
+P. DN (1) Ey Ry(KTAR)T + KTA;R R (P,D;A; (1) Ey)" (5.18)
+PB;Ri(P;D;Ai(t)Ex)T + PyD;Ai(t) Eoi( P B R;) T

+Pz'DiAi(t)E2i_Ri(Pz’DiAi(t)E2i)T .

Anem ara a acotar els termes An(t) de (5.18), per ordre d’aparizi El primer
és doncs:

— — T
< B3 BDiD] P+ g- K] MR RiEg; AT (1) Ai(t) Eoi R RiAK;
< B5iP;DiD]' P; + 5- K[ N, Ri RiES; B RiRAK; (5.19)

per afs; > 0 constant i per a tota incertesa admissible.

Anem a acotar ara el se@ot terme em;(¢) de (5.18). Per aix, considerem
By > 0. Aleshores, tenint en compte qu€ (¢)A,(t) < Id,

PiBiR;(P,D;Ai(t)Ex)T + PiD;Ai(t) B Ri(P,B;) T

_ _ T
= (DTP)T Ay(t)Eo R BT P, + (Ai(t)EQiRiBiTPi> prp, (5.20)

< BuPD;DI'P, + iPz‘BiRiEg; E2R;BI'P; .
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Finalment, IUltim terme de (5.18) a acotés:
P,D;A;(t) By R; [PiDiAi(t)EZi]T .

De les condicions 5.1 i 5.2 sobre les incerteses, treiem gumweacotar de la
sedient manera:
HDiAi(t)EQiREQTiAiT(t)DiH

< 6; DA (t) AT (t) D, P, (5.21)
< 6P,D;DI'P; ,

per a cerd; > 0 donat.

De les inequacions (5.16)-(5.21) que acabem d’estabkuylte que I'equadi
(5.15) verifica, per @&;1, 0,2, Bi3 | 54 positius donats,

Si < AP, + P A; + (BN K;)" P, + Pi(Bi\K;)+
+64P,D; D} P; + ﬁEEEu
+02P;D; D] P; + iKZ‘TAiEg;EQiAiKi
+W, + K TIK; + Qi + K AR K + Pi(Y, 4, GGl P
+03i P D; D} P; + éKiTAiRiRErZ EyRi R\ K; (5.22)
+04 P, D; D} P; + iPiBiEiE%; EyR;BI'P,
—i—PiBiFi(PiBi)T + KiTAZ-RiEi(KZTAiRi)T
+KTNRT:(P,B)T + PBRy(KTAR;)T
+0; P;D; D P; .

Cal imposar ara que I'equdc{5.22)és definida negativa$; < 0. Abans, intro-
duim les matriusX; > 0 simetrica iY; tals que

]Di = Xz'_l 9
K =YX ".
Substituint-les en (5.22), obtenim la $egt inequad matricial, on

i = Bin + Bia + Bis + Bia + 6,
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Wi =Y WiW;
J#i

obtenim
S; <ATX + XA+ (BN XTHTX T 4+ XN (BAAYIXT)

to BLEn + g5 X7 YT ES By Y X

+W; 4+ X YIT2Y, X 4+ Qi+ XY RNY X+ X! ( 3 GijGiTj)Xgl
JFi

+ = XY AR B By RiRAY X!
ﬂ4z 2 2 1

)

+ X 'BR[X BT + X7 WTNRRXWYTAR)

)

+X7WIARRIXTIB) + X7 B R[ XY AR)

)

+u, X 'D;DXT

)

(5.23)
Pre- i post-multiplicant totes dues bandes de la desigyali23) perX;, tenim

S; < XGAT + AiXi + (BAY;)T + BN Yi+
+iXiEZ‘TEiXi + éYiTAiEggEmAin‘
+X W X; + YIT?Y, + X,Q: X, + YN RAY; + ; GG
j#i
+§K~TA1'R¢§¢E§;E2¢§¢R¢A1'K
+5-BiR: B3, By R, B
+B;R;BI + YA, R;R; R;\;Y;

+Y,"A;RR; Bl + B;R;R;\;Y;

+u; D D;
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Reagrupant els termes convenientment, obtenim

Si S XD+ AiXi+ juDiDl 4+ BiRBI + 3 GG
JF

+YTA, (RZF@- + Id) BT + B; (EiRi + Id) AY;

- X B[ B X + XWX + XiQ: X,

+= YN EL Ey Y + YIT2Y, (5.24)
+Y TN RANY; + YA R R R;\.Y;
"‘iYiTAiRiEEQTiEmRRiAi}Q

+5-BiR, B3, Eo R B .

Per Schur, veure que I'equad5.24)és definida negativas equivalent a que es
verifiqui (5.10). Per tant, com tenim per biesi que (5.10)& solucd, resulta que
S; < 0,d'on M; < 0. Pel Teorema 4.1, el conjunt de contraét), i = 1,..., N,
definit en (5.11Fs doncs fiable i de cost quatic garantit i es verifica la cota del
cost (5.12), quedant demostrada la propésici O

Nota5.1 En (5.23), tenim ques; < ATX; ' + ... < 0. Per tal d’'obtenir les
hipotesis del Teorema 5.1, cal fer les pre- i post-multiplioasiperX;. Per tant,
obtenim de fet que(; S; X; < X;(AT +...)X; < 0. Aquestailtima desigualtaés
certa aplicant Schur a les lufesis del teorema. Per tant, obtenim gié&; X; < 0
icomX; > 0, aixd nones poda ser cert sb; < 0, es pot aplicar el Teorema 4.1.

Acabem de dissenyar el control fiable amb cost qa@cigarantit, per a sistemes
interconnectats amb incerteses normades. Aquest dissdmgsa en trobar ma-
trius X; i Y; tal que fan viable certa LMI. Aquest fet facilita la seva fles®
numerica. A continuad@ presentem un exemple ilustratiu de I'afica del nostre
metode.

5.3 Independncia en les condicions inicials

Per tal d'implementar el control descentralitzat que psgpo, hem de resoldre el
seglent problema:
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Y. Donat un valor iniciak;, trobar(X;,Y;, Bi1, B2, Ois, Bis, 6;) tal
que (5.9)—(5.10)@n viables.

La cota (5.12) de la funéide cost depn de les condicions inicials. Per tal de
treure’n la depenghcia, assumim que els valors inicials del vector d'estat s
vectors aleatoris de mitjana zero, amb matriu de cavaiaE(z,, z1) = Id, on
E(-) és I'operador esperanca. Aleshores, es pot escriuredacoat

N

E(J) <> tr(X;").

i=1

Considerem ara la matriu sétricaZ; tal queZ; > X, '. Aquesta matriu permet
transformar el problema anterior en el problemaisedy

Y;: Minimitzar tr(Z;) sobre(X;,Y;, Bi1, Bi2, Bis, Bia, 0i, Z;) Satisfent

(5.9)—(5.10) i
—Z; I,
<0. (5.25)
I, —-X;
Aquest problema s’ha de resoldre per a cada 1,..., N, per tal d'acotar el

cost corresponent a tot el sistema interconnectat. El @nadL; té una variable
addicional i una LMI de rés a resoldre, perel resultat que s’obtes nés general
que l'anterior problema;,.

5.4 Aplicacio numerica

Presentem a continu@cun exemple nugric que demostra I'efacia del nétode.
Sigui el sistema interconnectat amb incerteses (5.1),dbpar tres sistemes 2-
dimensionalsn; = 2,s; = 1,Vi = 1,2,3. Les matrius del sistema i les matrius
d’incerteses@n les sefjents:

(0.1 0 2 0.01 0
51-{141_0 1],31[1],(;12{ 0 },G13{0.1}}

0.1 —1 1 0.04 0
SQ~ {AQ I 0 1 :|7-BQ |: 0.5 :| 7G217 |: 0 :|7G23 |: 0.1 :|}

1 —0.1 1 0 0
53~{A3_1 1 }733{1},67*31[0.2},@32[0.1]}-

Els vectors d’'interconnegig;;(¢, ;) estan acotats pé¥;; = diag(0.1,0.1), per
atoti, j. Les matrius d’incerteses estan definides, per a tada,..., N, de la
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sedlent forma:
0.1 0

D; =
‘ {o 0

:| y Eli = [0 1],E2i = [01] .

Considerem les matrius de ca8t = [0.7],Q; = diag(0.01,0.01), mentre que
segons el model de fallada considerat, tenim que:

Ay =0.7,T; =0.1,
Ay =0.9,Ty=0.1,

A3 =09,T5=0.2.

Aplicant la Proposi@ 5.1 i resolent el problems,;, amb les condicions inicials
r0 = [1,0.5]7, i =1,2,3,
obtenim les segents matrius de guany:

K = [4.5266, —19.9210] ,

K, = [2.4168, —18.7301] , (5.26)
K3 = [51.0367, —88.1536] ,
gue permeten calcular les lleis de control descentralitzagliimentat per I'estat.
La cota del cosés, en aquest cag,= 8.9305.

Si volem obtenir una cota independent de les condiciongisjens cal resoldre
el problemay;, per ai = 1, 2, 3, obtenint:

K, =1[0.4181,—4.2939] ,

Ky = [0.3922, —6.5882] , (5.27)
Ky = [1.2621, —7.6932] .

En aquest cas, la cota del cost Vak 29.5700.

Amb el toolbox LMI del programa Matlab, hem definit la fuddegient, que ens
permet resoldre la Proposich.1.

function [K,J]=resolmi(n,s)
% Definicio de les variables

setlmis([]);

X=lmivar(1,[n,1]); Y=Imivar(2,[s,n]); bl=Imivar(1,[1, 1));
b2=Imivar(1,[1,1]); b3=Imivar(1,[1,1]); deltai=Imivar (1,[2,1]);
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Zi=lmivar(1,[n,1]);
% Fitxers de dades i definicio matrius

dades; ID=eye(s); Rinv=inv(ID-R); B1=LAM*(ID+R*Rinv)*B "
C1=B*Rinv*B'+G1*G1'+G2*G2’;

E2=LAM*E2i"; R1=LAM*R; Q2=-inv(Q); Wi=-inv(W*W); R2=-i nv(R);
Q5=R-ID;
% Imi 1. LMI (5.10) de la proposici 0 5.1
%Primera fila

Imiterm(J1 1 1 X],A,1,’S);

Imiterm(j1 1 1 -Y],1,B1,'s");

Imiterm([1 1 1 0],C1);

Imiterm([1 1 1 deltai],1,D*D’);

Imiterm([1 1 1 b1],1,D*DY);

Imiterm([1 1 1 b2],1,D*D";

Imiterm([1 1 1 b3],1,D*D");

Imiterm([1 1 1 deltai],1,D*D’);
% Segons termes de la fila 1
Imiterm([1 1 2 X],1,E10);

Imiterm([1 1 3 X],1,1);

Imiterm([1 1 4 X],1,1);

Imiterm([1 1 5 -Y],1,E2);
Imiterm([1 1 6 -Y],1,GA);
Imiterm([1 1 7 -Y],1,LAM);
Imiterm([1 1 8 -Y],1,R1);
Imiterm([1 1 9 -Y],1,R1*Rinv*E2(’);

Imiterm([1 1 10 0],B*Rinv*E27’);
%Termes diagonal
Imiterm([1 2 2 bl],-1,1);

Imiterm([1 3 3 0],Wi);
Imiterm([1 4 4 0],Q2);
Imiterm([1 5 5 b1],-1,1);
Imiterm([1 6 6 0],-1);
Imiterm([1 7 7 0],R2);
Imiterm([1 8 8 0],R-ID);
Imiterm([1 9 9 b3],-1,1);

Imiterm(J1 10 10 b2],-1,1);
% Variables positives
Imiterm([-2 1 1 X],1,1);
Imiterm([-3 1 1 b1],1,1);
Imiterm([-4 1 1 b2],1,1);
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Imiterm([-5 1 1 b3],1,1);
Imiterm([-6 1 1 deltai],1,1);
Imiterm([-7 1 1 Zzi],1,1);
Imiterm([8 1 1 deltai],-1,1);
Imiterm([8 1 1 0],M);
Imiterm(]9 1 1 Zi],-1,eye(n));
Imiterm([]9 1 2 0],eye(n));
Imiterm([9 2 2 X],-1,1);

Imil=getimis;
Per a resoldre el problema,, utlitzem les intruccions de viabilitat:

[tmin,xfeas]=feasp(Imil); X1=dec2mat(lmil,xfeas,X);
Y1=dec2mat(Imil,xfeas,Y); K=Y1*inv(X1);

%Valor inicial

x0=[1,0.5];

J=x0"*inv(X1)*x0;

Per a resoldre el problents;, cal utilitzar la instrucé mincx , que minitza la
relacb cx sota condicions LMI:

c=mat2dec(Imi1,0,0,0,0,0,0,eye(n)); options=[1e-5 0 0 O oJ;
[copt,xopt]=mincx(Imil,c,options); X1=dec2mat(Imil,x opt,X);
Y1=dec2mat(Imil,xopt,Y); K=Y1*inv(X1); Z=dec2mat(Imil ,Xopt,Zi);
J=trace(2);

A continuaco, en les figures 5.1, 5.2 i 5.3, presentem la resposta teingelra
sistema amb els control (5.26). Hem escollit elsiseqg valors per a les matrius
d’incerteses, vectors d’interconnéxivector de fiabilitat, respectivament:

A;(t) = sin(t)
9ij = 0.005 Z;
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Figura 5.1: Resposta temporal del sistesha
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Figura 5.2: Resposta temporal del sistesha
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Figura 5.3: Resposta temporal del sistesha
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Incerteses normades




Capitol 6
Model politopic

En aquest cdml tractem sistemes interconnectats, amb incertesepwe fioli-
topic, dependents d’un vector paraimic « (veure Apartat 1.1.3). Enunciem els
resultats que ens permeten dissenyar el control realitesitéiestat, que assegu-
ra estabilitat, fiabilitat i cost quadltic garantit. Aprofitant I'estructura par@tnica
del sistema, utilitzarem funcions de Lyapunov pagamues. El fet d'usar fun-
cions de Lyapunow (t, ) solventa el problema de la rigidesa de I'estabilitat
quadatica en front a petites variacions delsgraetres o a paragtres dependents
del temps.

Donarem un disseny que es basa enéesitjues LMIs. En aquest sentit, usarem
els resultats enunciats en el G@ap 3, on hem presentaétniques per a separar
les variables de Lyapunov de les dades del sistema (Prop@sici Teorema 3.3).
La majoria de formulaé LMI té que la fund de Lyapunov usada per a testar
el comportament del sistema apareix multiplicant les &= del controlador.
Aquest fet porta a restriccions innec&sss en el conjunt de solucions i limita
I s pactic d'aquests gtodes. Aquesta feblega superada usant variables auxi-
liars, tal com hem deduen el Cajtol 3, aixi com reemplacant usant funcions de
Lyapunov pararatriques per tal d’obtenir einesas acurades i redtuel grau de
conservadorisme inherent als problemes de control robust.

L'avantatge de s de les LMIs que obtenim en front de les LMassiquegs que
permeten utilitzar funcions de Lyapunov sense perdre &alitat pararatrica en

a. Habitualment, quan tant les matrius del sistema com la fushe Lyapunov én
parangtriques, s’obtenen equacions quadiues en el pametrea, que obliga a
emprar &cniques d’optimitzaéi convexa que compliquen notablement la resolu-
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cio del problema d’estabilitat.

Al final del captol presentem una aplicacinunerica, que permet-lustrar la
bondat del retode.

6.1 Introduccio

Sigui el conjunt deV sistemes interconnectats

N
g=1 (6.1)
J#i
IZ(O):ZL‘ZO ,Z':]_,‘..,N.
Per les Condicions 1.1-1.2 de I'Apartat 1.3, les intercoiorex verifiquen la
seglent acotadi:

N
lgij (8, )|l < |[Wijzs]| amb Wii= > WiW;>0.  (6.2)
j=1
J#i

El model d’'incerteses queda definit ara en la forma

L
AA; = Ai(a) = >0 o Ay
o (6.3)
ABZ = Bl(Oé) = Z Q. sz .
k=1
El pamametren pertany al enplexII; definit per
L
I ={a€R" Y ap=10,>0k=1,.. L}, (6.4)

k=1

per a cada = 1,...,N. Es pot considerar qud;(a) € co{A;,..., A; } i
Bi(a) € co{B;,, ..., B;, }, conjunt de les combinacions convexes les matfiys
I B;,, respectivament.

El problema que ens plantegem en aquesttob@s el de trobar un control des-
centralitzat realimentat per 'estat, tal que el sistengaiséstable i es garanteixi
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cert rendiment o cost. Per @ixcal calcular la fun@ de Lyapunov associada al
sistema (6.1) i obtenir una condictipus LMI. A partir d’ara i al llarg de tot el
caftol, usem la seigent notadd, que permet distingir quan una matriu dapel
parmetrea:

T:=T(«) .

Abans de caracterizar el control fiable amb cost gaagarantit, presentem
primer el cas d’estabilitat en sistemes interconnectats iacerteses. Desps
hi afegim la fiabilitat, per acabar tractant el problema aegitml RGC. En cada
cas, obtenim el disseny del control realimentat per 'esRdr a claretat en la
notacb, ometem la depegacia en la variable tempsés a dir,

x; = mi(t) , uy = u(t)

i denotem per d la matriu identitat de dimengiadequada.

6.2 Estabilitat

Considerem la fundi paranetrica de Lyapunov
N
V(z,a) = Zx?Xi(a)xi : (6.5)
=1

on X;(a) = Zﬁzl apX;,, o € II;. Per tal de tenir estabilitat, cal que sigui
efectivament una funéide Lyapunov:

1. V(z,a) >0 X, >0,Vk=1,...,L,Vi=1,...,N;
2. 4y (z,a) <O0.

Per tal que es compleixi la CondicR, cal imposar que la furiV (z, ) sigui

decreixent:

N
d

Cal veure ara quina cond@s’ob€. Tenint en compte que realimentem per I'estat,
és adiru; = K;z;, obtenim

N
&V =2 ((Ai + B K) "X + Xi(Ai + BiKi))xiJr

N

i=1 N j#i
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Seguint els passos de la demostalz| Teorema 4.1, acotem el termeggrusant
la Condicb (6.2) i els complements de Schur. Volem obtehlr < 0. Aquesta
inequach és certa si la ségnt desigualtat matricial es verificapera 1,..., N:

GZXZ —Id  * * *
0 —Id x % <0
GTX; 0 0 —Id «
Id o o o -w!

(6.6)
Volem aplicar ara els resultats obtinguts en eli@dj3, per a obtenir una condici
LMI parametrica (PLMI) prou eficient. Per aix reescrivim primer la inequati
(6.6) de forma ras compacta:

i n @

on
Gi - (G7,177G1N)

C;=1d

¢, =diag(—Id,...,—Id)
Q3 = (0,0,0)
Qs = _Wz‘_l :

Usant la Proposi6i 3.1, podem enunciar la ségnt proposi@.

Proposicio 6.1. Sota les condicions (6.2) sobre les interconnexions, anmioel
del d’'incerteses donat per (6.3) i (6.4), el sistema (6.Hlireentat pel conjunt
de controladorsu; = K;z;, i = 1,..., N, és estable amb furttide Lyapunov
V(r,a) = SN, 27 X;(a)z; si existeixen matriugY;, }, simétriques definides
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positives, matriud/; invertibles i N; que verifiquen

—-(Vi+ V) * % * *
0 GF Qi =« * <0, (6.8)
iV 0 b @by *
Vi 0 0 0 -Y,
—Y;, *
' <0 ,k=1,...,L, (6.9)
GI Qu

pertotk=1,...,L,i=1,...,N. En aquest cas:

Ki = Ni‘/iil )

; (6.10)
XZ<04) = kz_:l Oék}/;;l .

Demostradd. La demostrad@ é€s una aplicaéi directa de la Propositi3.1, que
afirma que les inequacions matricials (6.7) i les inequacion
—(V;i+ V1) * * * *

0 G Qi « * <0, (6.11)
% 0 @y Qb =
1% 0 0 0 =Y,
=Y, *
GI Qn = |[<0, (6.12)
0 Q% Qb
L

son equivalents. Con_ o = 1, per les propietats de convexitat i la Defiidici

k=1
2.3 de LMI paramatrica, tenim que (6.118s de fet la inequa@i(6.8). D’altra
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banda, cont),, = 0, tenim que (6.12gs equivalent a (6.9), quedant demostrada
aixi I'estabilitat del sistema en lla¢ tancat. En la demostrael Proposi@ 3.1,

hem vist queN := KV. En el cas present, cal tenir en compte que tenim un
sistema format peN subsistemes, i que les condicions les hem descomposat en
N -L condicions, amb = 1,..., N. Tenimdoncs qué&’; = N;V, ' i X;, =Y, .

Aixi s’acaba la demostrdatd’aquesta proposiai O

6.3 Estabilitat i fiabilitat

Considerem el sémgnt model de fiablitat donat en el Gy 1 per I'equadd
(1.10)—(1.12):
ul’ = Nu; + ¢(w;)

(6.13)
loill < IITsuil] -
En pregncia de fallades, el sistema (6.1) queda expressat per
N
j=1
J#i

Cal estudiar I'estabilitat d'aquest sistema. Pepaoonsiderem la funoi

N
V(z,a) = inTXi(a)a:i :
i=1

En imposar les condicions per tal que sigui de Lyapunov,etmolgue s’ha de
verificar la segent desigualtat matricial, peracada 1,..., N:

GTX, —Id = |<0, (6.15)
B7X; 0 —Id
onG; = (G, ...,G;y) éslamatriu d’interconnexions. Per tal de dur a terme una

linealitzacd que ens permeti calcular tant la fumce Lyapunow (x, «) com la
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matriu de realimenta6ik;, fem les segients consideracions. Siguin les matrius

B, = B,A;

E, = (Gi,Bi>

F; =T,

Ci = Id (6.16)

Q' = diag—Id, —1d)
Qs = —Wi

Qéa =—1Id.
Aleshores, degut al complement de Schur, 'eqdi#8i15)és equivalent a

E’X; Lok %
' <0. (6.17)
CZ' 0 222 *
EKZ 0 0 C233

Aleshores, aplicant el Teorema 3.3 i fent com en I'apartédréor, obtenim una
LMI parametrica, quees certa si es verifica en cadariex del conjunt convex on
estan definides les matrius del sistema. Aquest fet ens pdrssenyar un control
fiable estable realimentat per I'estat. Considerant lesinsationades en (6.16) i
tenint en compte quB;, = A;B;,, establim la segent proposid.

Proposicid 6.2. Sota les condicions (6.2) sobre les interconnexions, amindkl

paranetric (6.3)—(6.4) i el model de fiabilitat (6.13), el siste(@al4) realimentat
pel conjunt de controls; = K;x;, &s fiable i estable amb furicide Lyapunov
V(z,a) = SN, 2T Xi(a)z; si existeixen matriugY;, }, simdtriques definides
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positives, matriud/; i N; que verifiquen

_<Vz + V;T) * * * * *
Aik% + Kk +§isz' —Y;k * * * *
0 EZJ; ok * *
. <0 6.18
CiV; 0 0 Q, * . (6.18)
Fz‘TNz‘ 0 0 0 33 *
Vi o 0 0 0 -Y,
-Y,
, <0, (6.19)
Eik C2111
peratoti=1,...,N,k=1,..., L. Enaquest cas:
K, = Nﬂ/;_l ,
(6.20)

L
Xi(a) =Y apY; "
k=1

Demostradd. La demostrad és semblant a la de la Proposié.1. Sabem que el
sistema (6.14@s estable i fiable si existeixen matrilisi K; tals que la inequaci
(6.17)ées viable. Usant el Teorema 3.3, la desigualtat matricialj@s equivalent
a

— (Vi + VlT) * * * * *

0 ET Lok * *

. <0 6.21

Ci\V; 0 0 b X * ’ ( )
FIN; 0 0 0 Qi
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=Y, * *

L T (6.22)
0 0 by X

0 0 0 @3
Per la propietat de convexitat, tenim q@,ﬁzl ap = 1. Per tant, la inequagi
(6.21) és equivalent a (6.18). D’altra banda, aplicant els comptemde Schur
i aquesta propietat de convexitat, la LMI (6.Z3 equivalent a (6.19). Per tant,

sota les hiptesis de la proposigj el sistema en lla¢ tancat (6.1d3 estable i el
control descentralitzat definit pef = NiVi_lxi és fiable. O

6.4 Estabilitat, fiabilitat i cost garantit

Contemplem ara el problema de cost qaidrgarantit i fiabilitat. Per aix, sigui
el sistema (6.14) amb la furicde cost

N 00
i=1 70

Les matrius constanty; € R"*" i R; € R®*** son sinetriques definides posi-
tives, peratoi=1,..., N.

En aquest cas, usant el Teorema 4.1 i la caracteritzimada per la Proposici

4.1, la condidd que s’ha de verificar per tal de tenir cost garantit i fiabkla
sedgient:

T

GZT —1d *
(Br )% (0" nlu) -
(53) 0 0
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k %
k *
-1
( _Cgi v;—l ) « <0. (6.24)
—Ri_1 * *
0 0 —Id

0 0 R, —1Id

Aqui veiem que cal afegir una restriécsobre la fun@ de costR;, ja que cal que
els termes diagonals siguin definits negatius i invertibEs cas contrari, no es
pot resoldre aquesta desigualtat matricial.

Condicb 6.1 La matriu definida positivak; verifica queR; — Id és invertible i
que

R, —Id<0.

Aquesta condidi treu llibertat sobre la fungide cost, en pro de la fiabilitaEs
a dir, si demanem que el control sigui fiable, perdem lliiestael cost, encara
gue continua sent garantit. Per tant, podem aplicar el Te@i® 3, obtenint un
sistema deV - L inequacions lineals matricials que permeten calcular eirob
descentralizat d’'un sistema format pErsubsistemes interconnectats. Asma
meés, aquests controléis fiables, i s’ob# una cota de la fungicost.

La sedlent proposi@ recull aquests resultats. Considerem les matrius

B, = B, (Id v (Id — Ri)‘lRi>Ai

Fy = (A Ti, Ak
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01
Q22 = ( % —I;/-_l )

1

—R; * *
(33 = 0 —Id *
0 0 R, —1Id

Proposicio 6.3. Sota les condicions (6.2) sobre les interconnexions, la @oind
6.1 sobre la matriu de cost; i el model de fiabilitat (6.13), sigui el sistema (6.14)
amb incerteses convexes (6.3)—(6.4) i la ford® cost (6.23).

Aleshores, el conjunt de controls realimentats per I'estat K;x; és fiable amb
cost quadatic garantit, amb fund de Lyapunow (z,a) = SN | 27 X,(a)z; Si
existeixen matrius sietriques{Y;, },—1. . definides positives, matriug i N;
que fan viables les dues semts LMIs:

-----

—(V; + V1) * * * * *
0 ET i * * *
ok me <0 6.25
FT'N; 0 0 0 Qi *
Vi 0 0 0 0 -V,
-Y;,  * >
; <0, (6.26)
( Elj; 11
peratot:i = 1,...,N, k = 1,..., L. En aquest cas, la matriu de guany i la
funcio de Lyapunov estan definides per
K= NV,
(6.27)

L
Xi(a) =Y ap Y, '
k=1

A més a nés, tenim que per a qualsevol estat inicigl0) = x;, donat, es verifica
la sedgient cota del cost:

N
J < Z rh Xi(a) zip - (6.28)
=1
SiT'; és nulla, la LMI (6.25) continua essent ben definida. Per tant, ekepo
tractar tant els casos de funcionament normal=€ 7, I'; = 0) com els casos de
funcionament parciall{; # 0).
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Demostradd. La demostrad@ é€s una aplicadi directa dels teoremes 4.1 i 3.3,
com en la Proposi6i 6.2. El Teorema 4.1Gha el disseny de la llei de control

RGC, mentre que el Teorema 3.3 é@nd la caracteritzagiLMI. Només cal tenir
L

present que, en tractar-se d’incerteses convexes, esaajifed " o, =1. O
k=1

Cal tenir present que la cota (6.28) del costa&tepe les condions inicials i del
parametrea. Per tal de treure’n la depe@dcia respecte les condicions inicials,
es poden considerar eletodes presentats en el G@ap8. Ped per a obtenir una
cota no paramtrica, s’ha d’aprofitar I'estructura del model pofiic i considerar
tots els possibles estats inicials no nuls, prenent la naitge la cota (6.28):

N L

E(J) < Ztr(Xi(a)) = ZZtT(Xik)O‘k :

i=1 k=1
Aquesta inequabipermet trobar el valasptim de la cota. En efecte, considerant
N L
Zy =Y tr(X;,)iper) o =1, tenim
i=1 k=1

L L
E(J) < ZZkak < Zmaxk(Zk)ak < maxy(Zg).

k=1 k=1

Aleshores, la cota del cost es transforma.r: max,(Z,). En consegencia, el
problema que volem resoldés el segent:

Problema X

Trobar el naxim respecte: de 7, := Zfil tr(X,,), tal que les LMIs (6.25) i
(6.26) $n viables.

6.5 Cas particular: interconnexions paramnetriques

El vector d’'interconnexiong;;(t, z;) no pot desapaixer, ja que la Condi6i1.1

és la que permet obtenir una LMI ben definida iiaenir control descentralitzat,
tal i com hem justificat en el Cépl 1. Si tenim que els termes que defineixen les
interconnexions tanétenen estructura parainica,és a dir,
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s’obtenen les mateixes LMIs &#,;,. En aquest cas, la definicdel termeE;
canvia i cal considerar

E:i - (Gi.Bi) .
on G; correspon a la matriu de les interconnexions:
Gi= (G, - Guv) -

Aleshores, es pot aplicar la Propoéi@.3 considerant aguesta nova defimiger
al termeE;. Aquestes consideracions no impliquen un augment del rewhr
LMIs a resoldre.

6.6 Aplicacio numerica

Per tal de veure l'efié@ncia del netode proposat, presentem a continGan ex-

emple nungric. Sigui el sistema interconnectat amb incerteses Y6iddnat per

tres subsistemes 2-dimensionals:= 2,s;, = 1,Vi = 1,2,3. Las matrius dels
subsistemesi les segents:

—0.5 —0.8 —05 -1 0.1 —0.1
S A”_{ 0.2 —0.2} ’A”_{ 0.2 —0.25] ’AB_{ 01 —0.1

2 0.1 1
Bll_|:1:| a312_|: 0 :| 7Bl3_|:0'1:| )

0 0
~1 —0.5 —05 —1 —-01 —0.1
? o {0.1 —0.3} e { 0.3 —0.5] o { 01 -1 ] ’

|
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Per atoti i j, considerem la cota de les interconnexions

0
Wi = [0.001} ’

i les matrius de cost

R = [07] Qi:{o.m 0 }

0 0.01

Segons el model de fallada, considerém= 0.9 ,I;, = 0.1, i = 1,2, 3.

Tal i com hem comentat, la cota del cost (6.28) eleplel paametrea. Com
considerem gualsevol estat inicial no nul, cal prendre ta sobre tots els possi-
bles estats inicials i resolem el problema Per aix, usant el Toolbox LMI del
programari Matlab, calculem els controls descentrabtiiatals associats a cada
subsistema. Obtenim les matrius de guany

K; = [-0.0457, —0.0334] ,
Ky = [—0.0317, —0.0126] ,
K3 = [—0.0640, —0.0157] .

A continuaco, presentem la fungique ens ha perds calcular aguestes matrius.

function [K,liap]=poliG
%Dades

S3; R=0.7;Q=[0.01 0;0 0.01]; W=[0;0.001]; Lam=0.9; Gam=0. 1;
n=2;s=1,

%

%lnicialitzacio LMI
%

setimis([]);
V1=Imivar(1,[n,1]);
Y1=Imivar(1,[n,1]);
Y2=Imivar(1,[n,1]);

Y 3=Imivar(1,[n,1]);
N1=Imivar(2,[s,n]);

%k=1
B11=B1*(Lam+inv(eye(s)-R)*R*Lam);
Imiterm([1 1 1 V1],-1,1,'s’);
Imiterm([1 2 1 V1],Al1);
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Imiterm(J1 2 1 Y1],1,1);
Imiterm([1 2 1 N1],B11,1);
Imiterm(J1 5 1 V1],1,1);
Imiterm([1 6 1 V1],1,1);
Imiterm([1 7 1 N1],Lam,1);
Imiterm(J1 8 1 N1],Gam,1);
Imiterm(J1 9 1 N1],Lam*R,1);
Imiterm(J1 10 1 V1],1,1);
Imiterm([1 2 2 Y1],-1,1);
Imiterm([1 3 2 0],G);
Imiterm([1 4 2 0],B1Y);
Imiterm([1 3 3 0],-1);
Imiterm([1 4 4 0],R-eye(s));
Imiterm([1 5 5 0],-inv(Q));
Imiterm([1 6 6 O],-inv(W™*W));
Imiterm([1 7 7 0],-inv(R));
Imiterm([1 8 8 0],-1);
Imiterm(J1 9 9 0],R-eye(s));
Imiterm([1 10 10 Y1],-1,1);
%k=2

B22=B2*(Lam+inv(eye(s)-R)*R*Lam);
Imiterm([2 1 1 V1],-1,1,’s");

Imiterm([2 2 1 V1],A2,1);
Imiterm([2 2 1 Y2],1,1);
Imiterm([2 2 1 N1],B22,1);
Imiterm([2 5 1 V1],1,1);
Imiterm([2 6 1 V1],1,1);
Imiterm([2 7 1 N1],Lam,1);
Imiterm([2 8 1 N1],Gam,1);
Imiterm([2 9 1 N1],Lam*R,1);
Imiterm([2 10 1 V1],1,1);
Imiterm([2 2 2 Y2],-1,1);
Imiterm([2 3 2 0],G);
Imiterm([2 4 2 0],B2Y);
Imiterm([2 3 3 0],-1);
Imiterm([2 4 4 0],R-eye(s));
Imiterm([2 5 5 0],-inv(Q));
Imiterm([2 6 6 O0],-inv(W™*W));
Imiterm([2 7 7 0],-inv(R));
Imiterm([2 8 8 0],-1);
Imiterm([2 9 9 0],R-eye(s));
Imiterm([2 10 10 Y2],-1,1);
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%k=3

B33=B3*(Lam+inv(eye(s)-R)*R*Lam);

Imiterm([3 1 1 V1],-1,1,’s’);

Imiterm([3 2 1 V1],A3,1);
Imiterm([3 2 1 Y3],1,1);
Imiterm([3 2 1 N1],B33,1);
Imiterm([3 5 1 V1],1,1);
Imiterm([3 6 1 V1],1,1);
Imiterm([3 7 1 N1J,Lam,1);
Imiterm([3 8 1 N1],Gam,1);
Imiterm([3 9 1 N1],Lam*R,1);
Imiterm([3 10 1 V1],1,1);
Imiterm([3 2 2 Y3],-1,1);
Imiterm([3 3 2 0],G");
Imiterm([3 4 2 0],B3);
Imiterm([3 3 3 0],-1);
Imiterm([3 4 4 0],R-eye(s));
Imiterm([3 5 5 0],-inv(Q));
Imiterm([3 6 6 0],-inv(W™*W));
Imiterm([3 7 7 0],-inv(R));
Imiterm([3 8 8 0],-1);
Imiterm([3 9 9 0],R-eye(s));
Imiterm([3 10 10 Y3],-1,1);

%Definides Positives

Imiterm([-4 1 1 Y1],1,1);
Imiterm([-5 1 1 Y2],1,1);
Imiterm([-6 1 1 Y3],1,1);
Imiterm([-7 1 1 V1],1,1);

%Segona LMI
Imiterm([8 1 1 Y1],-1,1);
Imiterm([8 1 2 0],G12);
Imiterm([8 1 3 0],G13);
Imiterm([8 1 4 0],B1);
Imiterm([8 2 2 0],-1);
Imiterm([8 3 3 0],-1);
Imiterm([8 4 4 0],R-eye(s));
Imiterm([9 1 1 Y2],-1,1);
Imiterm([9 1 2 0],G12);
Imiterm([9 1 3 0],G13);
Imiterm([9 1 4 0],B2);
Imiterm([9 2 2 0],-1);
Imiterm([9 3 3 0],-1);
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Imiterm([9 4 4 0],R-eye(s));

Imiterm(J10 1 1 Y3],-1,1);
Imiterm([10 1 2 0],G12);
Imiterm(J10 1 3 0],G13);
Imiterm([10 1 4 0],B3);
Imiterm([10 2 2 0],-1);
Imiterm([10 2 3 0],-1);
Imiterm([10 4 4 0],R-eye(s));

%

% Resolucio LMI

%

Imil=getlmis; [tmin,xfeas]=feasp(Imil); NN=dec2mat(Im i1,xfeas,N1);
VV=dec2mat(Imil,xfeas,V1); K=NN*inv(VV);

X1=dec2mat(Imil,xfeas,Y1); X2=decZ2mat(Imil,xfeas,Y2) ;
X3=dec2mat(Imil,xfeas,Y3);

liap=[inv(X1) inv(X2) inv(X3)];

Cal resoldre aquest programa per a cada sistema i alesheoddreeel problema
Y. La cota del cosbptimaés aleshoreg = 0.2307.
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Capitol 7

Model multiconvex

En aquest cdfol estudiem el control descentralitzat, fiable amb cosrmfit per

a sistemes interconnectats, amb incerteses multiconv&®exollim els resultats
obtinguts en els Camls 4 i 3, aiXx com la teoria de multiconvexitat presentada
en I'Apartat 2.5.2. Seguim la mateixa estructura que I'eadpren el Caipol

6: primer estudiem 'estabilitat del sistema, per passarumeiar i demostrar el
resultat principal d’aquest cépl, queés una caracteritzacLMI del control RGC
guan les incertese$ multiconvexes.

7.1 Introducci6

Considerem el sistema format p&8rsubsistemes amb incerteses paraigues.
Usem el mateix model que en els dafs anteriors i que hem definit en 1.4. Sigui,
peracada=1,..., N, el subsistem&; definit per 'equad diferencial lineal

N
=1 (7.1)
J#Fi
7;(0) = 0 ,
on u!" indica el control desjs de fallada de I'actuador. El model multiconvex
d’incerteses ens diu que
L
AA; = Ai(ay) = Ao + D o, Ay
k=1
L

k=1

99
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Considerem el pametre constant; = (a;,,...,q;, )7 € RL. Cada una de les
seves components es troba en l'interval

Qi € [Qik7aik] :

Consideremy; com un possible extrem d’aquests intervéis.a dir,; € V;, on
‘/L:{Vz: ) Vzke{gzkyazk}, k:l,,L}

Sigui el sistema en llag tancat realimentat pels contretdntralitzats,; (t) =
K;x;(t). Volem trobar una condioisuficient que ens permeti dissenyar aquests
controls, per a cada= 1,..., N, tal que asseguri fiabilitat i obtinguem certa
cota per a la funéi de cost. Primer ens fixarem en el problema de tenir estbilit
sota fallades parcials o totales a dir, estudiarem el cas de fiabilitat i estabili-
tat. L'estudi d’aquest cas ens perndeteure d’'una maneraés clara com queden
les especificacions del problema del control RGG, quan edrestest descrit
en forma multiconvexa. Si hem decidit estudiar per sepdsanedels convex i
multiconvexés per a aprofitar al axim les estructures de cada model. Tal i com
hem vist en el Cadipol 6, el model d’incerteses convexes permet caracteréza
control RGC per mita de LMIs. Aquestes LMIs depenen del valor de les matrius
gue descomposen les incerteses de les matrius d’estat nttelcd_a propietat
de convexitagéz1 a;, = 1 hijuga un paper molt rellevant. Ara tractem el mod-
el d’'incerteses multiconvexes, que engloba el model diteses convexes. Rer
les condicions que s’obtenen en aquest cas tenen uoa piérticularitzacd. Per
aguesta @ hem decidit tractar tots dos models per separat. El modetette-
ses multiconvexes, definit en I'Apartat 1.1.2, permet abersir la variad dels
paametres respecte el temps. Nosaltres no hem volgut trapiastcas, de mo-
ment. Ho deixem com una possibieia de treball futur. A continuagipresentem
els models de interconnéxi de fiabilitat que hem vingut usant al llarg de tot el
treball.

Model d’interconnexio

Considerem el model d’interconnéxpresentat en I'’Apartat 1.3, on hem donat
les condicions 1.1 1.2 que verifica sobre el vector desaarinterconnexions
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i (t, ;).
19:5(t, )| < [[Wij;]]
N (7.2)
=1, j#i

Model de fiabilitat

Reprenem el model general de fallada presentat en I'Apadaioh dencivem
perul’(t) el control despes de fallada i I'expressrem com una part lineal en(t)
més una part desconeguda acotada, tal com refirodgu:

uf (t) = A (t) + éi(u;)
(7.3)
s (ua)|| < [[Tiual]
ambA; >0iT; > 0.
7.2 Estabilitat i multiconvexitat
Considerem la ségent candidata a fun@ide Lyapunov
N N
@) = Z Vi@, ;) = Z%TXi(Oéi)xi ; (7.4)
=1 =1
on la matriuX; degen del paametre:
Xi(a;) = X0 + Za’k i - (7.5)

Per tal d’assegurar I'estabilitat del sistema, cal impogsr efectivament la fun-
cid V(z, ) sigui funcb de Lyapunov. Per aix cal queV (z, ) sigui definida
positiva i que la seva derivada sigui definida negativa:

1. Funcb definida positiva:

V(z,a) >0< X;(eyy) >0, i=1,...,N . (7.6)

2. Funco decreixent:

N g
“Vi(wi, ) <0 7.7
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Anem a concretar la Condii{(7.6). SiA;, és estable, existei(x;) = 7 Xox;
funcio de Lyapunov associada a aquesta matriu, i alesigges 0. Per tant, al
voltant deX;, la funcib es maré positiva i s’obé queV;(z;, «;) > 0 per a cada
i=1,...,N. DonV(z,a) > 0. Per tant, la Condi6i (7.6) es modifica de la
sedient manera.

Condicb 7.1 (Definida Positiva).Per a cada = 1,..., N, la matriuA;, és es-
table.

En desenvolupar la Cond&({7.7), obtenim
N d

N

=1

J#i

(7.8)
Cal imposar doncs que aquesta desigualtat es verifiqui pevaldo del paametre
a;. Com a0 ens dna infinites inequacions, anem a aplicar la teoria de les fun
cions multiconvexes (veure 2.5.8s a dir, si demostrem Ql%V(x, a) és multi-
convexa, tindrem que &is definida negativa en elénexs del conjunt on es troba
definit el paametre, ho séren els punts interiors. Alixobtindrem una condibi
que assegurarqueV (z,«) és funco de Lyapunov. Seéruna condi@ amb un
nombre finit d’inequacions, ja que I'obtindrem per a un noarfinit de valors (els
extrems dels intervals) i ens permetissegurar que es verifica per a qualsevol
valor del paametre.

Considerem, per acada= 1, ..., N, lafuncid

T
filow) = (A,(ai)xi + Bilaa)uf + > Gij gyt xj)) Xi(ai)zi+ (%) . (7.9)
J#i
Aquesta funa és el sumanide (7.8). Per tal que sigui una fubanulticonvexa,
cal que verifiqui
2 £
i
dog ~
En el nostre cas, s’ha de verificar una desigualtat de tipudaiah Es el que
anunciem en el ségnt lema.

0. (7.10)
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Lema 7.1 (Multiconvexitat). Siguila funcd f;(«a;) definida en (7.9). Si existeixen
matrius X;, simetriques definides positived; donades tals que es verifica la
sedlent desigualtat matricial

(Aip + By, M IG)T Xy, + (%) = K TPK; (%)
>0, (7.11)
Bl X;, Id
la funcio f;(«;) &s multiconvexa.

Demostradd. Cal quef;(«;) verifiqui la Condicd de multiconvexitat (7.10):

of; P\’

aaik
T

+<Ai(ai)$i + Bilow)ui + 324 Gijgis (¢, xj)) Xipmi + (%) ,

P fi

(9osz

Usant el model de fiabilitat donat en (7.3), tenim atie= A;u; + ¢;(u;). Com
realimentem per I'estatf = K;z;), resulta que

uf = N Kz, + ¢i(Kix;)

verificant-se les condicions sobre les funciens Per tant, la derivada segona
(7.12) queda expressada per

% = ((Aikxz' + Bi, (N Kz + ¢:))" Xy x5 + (*))

ik

= 2(a7, ¢})
(7.13)
Usant el model de fiabilitat en (7.13), trobem
Gor- = 2(a], o) +
'k Bg;Xl-k Id O
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Per les condicions sobre el model de fiabilitat, tenim gUu& 2 K;x; — ¢7 ¢; >
0. Per tant,” {l > 0 si es verifica

(Ai + BikAiKi)T X, + (%) — KIT?K; =*
>0

— Y

BT X,, Id

gueés justament la Condizi(7.11) del lema. Acabem de demostrar que si (7.11)
és certa, alehoregfgi > 0ilafuncio f;(«;) és multiconvexa. O
*k

Degut al Lema 7.1, obtenim qy€ " , 4V, (c;) < 0 si es verifica en elsartexs:

N
d
; %V;(Vi) <0.

Anem a veure quina condititreiem d’aquesta desigualtat. Perd@ixalculem
quinaés I'express de ZZ L 4Vi(1;) en el nostre context, usant els models de
interconnexd (7.2) i de fiabilitat (7.3):

N N T
d
Zd_ (1) = Z ( (vi)z; + Bi(vy)ul + Zngw t %)) Xi(vi)zi+ (%) .
=1 i=1 j#i

Considerant! = (27, g% ,..., gk, ¢T), obtenim

X4
;EVi(W) =

N
= Z:l 27T 0 * * Zi
Bi(Vi)TXi(l/i) 0 “e 0 —Id

+ 3 9595 + &) @i -
iz

Segquint els passos de I'’Apartat 6.2 i usant les acotacionad#s pels models
de interconnexi i de fiabilitat, obtenim que si la siagnt desigualtat matricid@s
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viable:
0 * * <0,
Bi(l/i)TXi(l/i) 0 ce 0 —Id

(7.14)
aleshores,

&‘|Q‘

>

Per multiconvexitat, obtenim que si (7.14$ certa, aleshoreg Vilay) < 0.

Per tant, el sistema (7.8} estable si es verifiquen el Lema 7. 1 i (7.14), jaque en
aquest cas la fungiV/ (z, «) definida en (7.4fs una fund de Lyapunov per al
sistema interconnectat amb incerteses (7.1).

7.3 Estabilitat, fiabilitat i cost garantit

Aprofitant els resultats obtinguts en el @ap4, on hem caracteritzat el control
RGC, sabem que per tal de tenir fiabilitat i cost garantit cal egi@erifiqui la
sedlent desigualtat:

N
d
> - Vilwi, o) + 2T Qi + (uTRuf < 0. (7.15)
=1

La sedient condicd ens permet redula comprovad als extrems o értexs dels
intervals de definid del paametrex;.

Condicb 7.2 (Multiconvexitat).La funcio f;(«;), definida per:

d
filas) == E‘/i(xzﬁ ;) + o} Qi + (uf ) Ry
sem multiconvexa si es verifica que

BI X, Id
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En efecte, com els termeg Q,z; + (u/)’ Rju!f no depenen del pametreq;,
només cal que es verifiqui el Lema 7.1. Aquesta coridpggrmet imposar la de-
sigualtat (7.15) en elsartexs del politop paraétric.

La tercera condiéi que s’ha de verificar per a obtenir un control RGC, ve donada
directament per I'equai(7.15). Com volem obtenir una condainatricial, cal-

dra desenvolupar aquesta inequaicaprofitar les condicions sobre les intercon-
nexions i el model de fiabilitat, per tal d’obtenir una desiljat matricial. Ao

és de fet el que hem deiden el Teorema 4.1. La desigualtat que obtenim es pot
convertir en una LMI usant els resultats presentats en at@&p

Degut al Teorema 4.1, tenim la sent condicd que ens caracteritza la llei de
control RGC.

Condicb 7.3 (Control RGC). Existeixen matriusX;(«;) simetriqgues definides
positives iK; tals que

GﬁXi(Vi) —Id * * *
Qilwi) = 0 —Id =« * <0,
GinXi(vi) 0 0 -—Id *
Bl (vi) X;(vi) + RiTi K, 0 0 0 R;—1Id
(7.16)

Fixem-nos que imposem aquesta ineqaam els ertexsy;, ja que per multi-
convexitat tenim que es verifiaper a tot valor di;, < = 1,..., N. Juntant
la Condicd 7.2 de multiconvexitat i la Condigi7.3 de control fiable amb cost
garantit dedida del Teorema 4.1, podem enunciar lalgsg proposi@.

Proposicio 7.1. Sigui el sistema (7.1), sota les condicions del model denles i
terconnexions (7.2) i de fiabilitat (7.3). Siguin les masrginetriques definides
positivesX;y i X;,, imatriusK;,perak =1,...,Lii=1,..., N, que verifiquen
les condicions 7.1, 7.2 7.3.

Aleshores, el conjunt de controls descentralitzats defieitu; = K;x;, i =
1,..., N, és una llei de control fiable amb cost garantit. Encarasnel cost
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es troba acotat:

N

=1

N

Demostradd. Siguila funcd V (z,a) = > 2! V;(z;, a;)z;. La Condicd 7.1 ens
=1

assegura que la fur/ (z, o) és definida positiva. La Condii7.2 ens permet

assegurar que la furicgue apareix en (7.18s multiconvexa i per tant que nés
cal imposar que es verifiqui en elértexs dels intervals de definicilel paametre
«. La Condicd 7.3és la que ens assegura control fiable amb cost garantit]

Aquesta proposi6i presenta condicions no lineals del control fiable amb cost
garantit, quan el sistemé tncerteses multiconvexes. Cal remarcar que, tal i com
passa amb el model padpic, la cota del cost dém tant dels estats inicials,

com dels paaxmetresy;.

7.4 Disseny LMI

Es necessari obtenir una condidineal de poder-ne fer una resolaciunerica.
Per a0, apliquem el Teorema 3.3 i obtenim la caracteritzad¥l per a controls
RGC descentralitzats per a sistemes interconnectats amtieaes multiconvex-
es. Tamk necessitem aplicar una modifiaaciel Lema de projecoi(2.2), pre-
sentada en el Cépl 3:

WIXWp >0

Si PTXT TX P > 0té soluct .
i+ Q+Q >0 esouco:>{WQTQXW(G_220

Primer veiem congés la linealitza® de la Condid 7.3 del control fiable amb cost
garantit. En efecte, pels complements de Schur, tal i comdeér terme en la
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Proposiod 4.1, tenim que (7.16s equivalent a:

GT —1d *
¥ X
(BZ-T(Vz‘)) ' ( 0 Rz‘—fd)
Id 0
I';
A, K; 0
RiA;
* *
* *
—Q 0 (7.17)
0 _WA_l * <U, .
—Ri_1 * *
0 0 —Id *
0 0 R;—1d

sempre i quark; — Id < 0 iinvertible. Fem la se@ent assignabide matrius:

E; = (Gi : BZ'(I/Z')>
C;:=1d
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El Teorema 3.3 ens permet presentar una linealibzdei (7.16). Usant aquest
teorema, tenim que (7.1@5 equivalent a

—(Vi+ VD) * * * * *
0 ET T *
| <0,
CiVi 0 0 Q)% = *
FI'N; 0 0 0 Qi =
v, 0 0 0 0 -Yw)
(7.18)

_Yi(Vi) *
. 0.
( ET Qi ) =

Obtenim aix una condidd LMI que caracteritza el control RGC, equivalent a la
inequacd (7.16).

Enunciem a continuagila caracteritzaé LMI del control amb cost garantit.

Proposicio 7.2 (Caracteritzacb LMI). Sigui el sistema (7.1), sota les condicions
del model de les interconnexions (7.2) i de fiabilitat (7.3iguin les matrius
definides positives siriquesY;y i Y;,, i matriusV;, N;, perak = 1,...,L i
i=1,...,N. Esverifica que:

() La matriu A,y és estable, peracada=1,..., N;

(i) Pera: =1,...,N, k = 1,...,L, es verifica la sagent inequad, que
permet assegurar la multiconvexitat:

-(Vi+ V") x  x  x *

A Vi+ Y, + B, AN =Y, o+ % x
0 BY Id « x |>0, (7.19)

A;N; 0 0 Id x

Vi 0O 0 0 -Y
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(i) Peracadavalordes,; € V;,i =1,..., N, es verifica la inequadimatricial
(7.18).

Aleshores, el conjunt de constrols definit per= N;V, 'z;,i = 1,..., N, és un
control RGC. Encara &s, el cost es troba acotat per

Demostradd. Siguila funcd V (z, «) definida per:

La condicb (i) ens indica que la funéil/ (z, ) és definida positiva, tal i com hem
vist en la Condid 7.1. La condid (ii) ens assegura que la fudci

—V (z, ) Z < TQx; + )TRiuf>

és multiconvexa. En efecte, la inequ@a¢r.19)és equivalent a la Condii7.2 de
multiconvexitat, degut al resultat obtingut en el Teoren®&i8em (iii), aplicat al
cas de desigualtat major o igual. Per tantasdzfinida negativa per a tat si ho

és en els grtexs del conjunt de definitde paametres.

La condicb (iii) és equivalent a la Condixi7.3, que ens assegura que el control
és RGC. E 'avantatge que noés s’ha de verificar en elextexs del conjunt de
definicid dels paametresy;. O

Nota 7.1 Cal anar amb compte a I'hora de fer-ne la resd@uuiinerica, ja que
mentre (ii) € com a variable%;,, ambk = 1,..., L, la inequaad (iii) té a mes

a meés la variableY;,. A més a né&s, els termes de I'estd;(v;) de la inequad
(7.18) cal desenvolupar-los de la 8egt manera:

Ai(v;) = Ay + i

EL: (% o+ v, A )

k=

L 1
Z( ’LO—’_V’Lk )Z

[y

o
—
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Es fa aleshores un canvi convenient d’escala en les matrius
Vi — 1V
N; — %Ni
Yio — %Y;'o
A;, — LA;,
B;, — LB;,

- LQi j=1,2,3.
Obtenim que resoldre (7.18% redueix a resoldre inequacions matricials.

Aquesta proposiéi ens @na una cota del cost que dgptant de les condicions
inicials com del paametreq;. Per tal de treure’n la depeendcia respecte les
condicions inicials, es poden considerar elstades presentats en el Qap 8.
Per obtenir una cota independent delgmaetre, cal resoldre un problema d’opti-
mitzacb. En efecte, caldrcalcular, segons tots els possibles valors déirpatre,

el minim valor de% zl X;(o;) zi0. Peracada=1,..., N, calda resoldre el

=1
sedient problema:

Per ax;, fixat, trobar;néig J(a;), on X; verifica la Proposid 7.2.
Aqui acabem aquest capl, on hem donat una caracteritzager mitp de les
inequacions lineals matricials, del control descentraliamb cost garantit per a
sistemes interconnectats multiconvexos, sota lagmaa de fallades en els ac-
tuadors. Els models de interconn&xide fiabilitat consideratsos els que hem
definit i utilitzats al llarg de tot aquest treball.
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Capitol 8

Optimitzacio de la cota del cost

En els Caftols 5, 6 i 7, hem obtingut la ségnt cota del cost:
N
J = Zx%Xi_lxio . (8.1)
=1

En aquest cdpl tractem dos problemes: el de minimitzad’'aquesta cota i el
problema de la indepepdcia respecte les condicions inicials. Per a resoldre el
problema d’optimitzad, es consideren dues aproximacions, gbe imdepen-
dents del model d’incerteses escollit. La primera tractsolacb a partir d’'una
minimitzacd dels factorse’y, X, 'z;0. Es la presentada en el primer apartat. En
el segon apartat es presenten dues maneassiqgles que es basen en treure la
dependencia d’aquesta cota en les condicions iniciglsi resoldre aleshores el
problema d’optimitzad.

8.1 Minimitzacio de la cota

El problema plantejaés un problema de soldcconvexa respecte les solucions
de les LMIs. Com existeixen diferents algorismes d’optiagia convexa, les
seves solucions es poden parametritzar en el conjunt deotamb cost garan-
tit. Aquesta parametritzaties pot usar per a dissenyar controls que minimitzin el
valor del cost garantit, per a sistemes interconnectatsiaogteses en llag tan-
cat. Per tant, la resoluzidel sedgient problema d’optimitzagj anomenakt,, ens
permet determinar la cotaptima:

Peracada = 1,..., N, de la soludd X; del problema del control

113
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RGC, tal que

<0, (8.2)
Tio —X;

es busca el mim de) . ;.

Aquest problema ens diu que cal trobi@y tal que les LMIs corresponents al
problema de control RGC i (8.2)oB viables, i a rés a nés trobem la cotal
minima: J* = min SN 6;. Aixd mateix s’enuncia en el ségnt lema.

0

Lema 8.1. Si el problema d’optimitza6i ¥}, té soluco, aleshores el conjunt de
controlsu,(t) = K;z;(t), i =1,..., N és una llei de control RGC.

Aquest control assegura la minimitzaael cost garanti/ per a sistemes inter-
connectats amb incerteses.

Demostradd. La inequadd (8.2) equival, per Schur, a

Tig —X;
PertantJ < J < 3.~ §;, 0ond; = min d;. n
X;

En el model polibpic i multiconvex, cal tenir en compte que tindrem aquests
problemes per a cada=1,.. ., L, dimenso dels paametres.

8.2 Independkencia respecte les condicions inicials

En general, esttque la cota del cost dep dezx;,. Per treure’'n la depemdcia,
habitualment s’usen dues vies: la manera esttica (soroll blanc) i la manera
determinista, que desenvolupem a continba&tn tots dos casos 'avantatge
gue es pot obtenir una minimitzaaile la cota del cost.

8.2.1 Soroll blanc

La manera est@stica considera que el vector inicia}, €s un vector aleatori
guassa de mitjana 0. Suposem que el problema de control RGCgasehicionat,
i per tant que tenim les matriu3 que defineixen la funéide Lyapunov associada
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al sistema interconnectat. La matiity designa la matriu de guany i ve definida
convenientment, segons el model d’incertesa. Considéesmpieranca de tots els
estats possibles, obtenim que

N

E(J) < ZS (x%Pixig) )

i=1

Siguiz(t) = (zI(t),...,2%(t)). Sianés angs, la matriu de covaxncia constant
ésC,(to) = Id, aquests estats s'anomenen soroll blanc. En aquest cés es t
el sedient resultat, que permet treure la depamaa enc,, de la cota del cost.
Tenim que per a tota matriu setricalV/ (¢) es verifica que

E{x(t)" W (t)a(t)} = tr(W(t)Calt)) .
Per veure-ho, no@s cal desenvolupar el producte, amb RV:
E{z" (W (t)z(t)} = S{Z Wij(t)a; (1)} = Z% VE{ai (t)z;(t)} .

ComW ()i C, = (E{z] (t)z;(¢)}) = (Cy;) sOn matrius simtriques, esé& que
aguesta equatirepresenta la traca del producte. En efecte, els elerdents
diagonal déV (¢)C(t) son> " | W;;C;;, ambj = 1,...,n. Per tant,

> WiyCiy = tr(W(1)Ca(t)) -
ij=1
SiW(t) =W i C,(t) = Id son constants, tal i com passa en el nostre cag es t

E{xT ()Wax(t)} = tr(W) .

N
Sigui doncs el cosf, del qual se sap qué < Yz P,z,. Considerant el soroll

=1
blanc com estat inicial, identificarf®, amb I/ i agafant el valor esperat de la
funciob de cost, s’ol# que

||Mz

N
rX Pixyg) = Ztr(B—) ) (8.3)

D’aqui s’obte una cota del cost independent del valor inicigl



116 Optimitzacd de la cota del cost

8.2.2 Manera determinista

La manera determinista es basa en considerar un estal iniciarbitrari, ped
dins el conjuntS; = {z;(0) € R"/z;(0) = [pv;, vlv; < 1}. Considerem
Amaz(+) €l valor propi maxim d’una matriu. Aleshores,

N

J <> 2l (0)Pai(0) <) Ao (TP -
% =1
Per tant, com a mesura del rendiment robust i per tant coimamae la cota del
cost, es considera

N
J* = inf{z Amae(MIEPIL)/ P, >0, P, matriu de cost quadtic} .

- 8.4)
En aquest cdpol, hem presentat dues maneres de treure l&midgncia en les
condicions inicials de la cota del cost, obtenint en cadaucasnova inequadi
matricial lineal, permetent afegir-la al nostre probleneacdst garantit i resol-
dre totes les LMIs al mateix temps. Taemhem dut a terme una minimitzaci
d’aquesta cota, sempre en termes LMI.
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En aquest cdml tractem els sistemes interconnectats amb incertesbkallats
al llarg de tota aquesta tesi, petonsiderarem tan&bla pregncia de pertorba-
cions externes en cada subsistema. Sota aquestes coadeiamstre objectiu
és dissenyar un conjunt de controls descentralitzats iipendilitzarem la teoria
H_,. Sota la seva forma @s simple, el problemé&l/,, €s un problema de rebuig
de pertorbadi. El fet de tractar aquest tipus de problema, i no el probléma
que sembla el &s natural en el desenvolupament d’aquest trebaltlegut a que
el problemal, tracta amb un tipus &s general de pertorbéciplantejant-se el
pitjor cas. En canvi, el problemid, tracta el cas de pertorbadipus soroll blanc,
amb covarncia coneguda, fet que s prou general.

En aquest cdpol, primer fem una breu introdudzia la teoriaH ., per passar
despés a caracteritzar el comportaméii, per a sistemes interconnectats amb
incerteses admissibles i fallades en I'actuador, sensiig@ar-ne el model d’in-
certeses. Desps, per a cada model d’incerteses, presentem el disseny &Ml d
control descentralitzat que assegura comportarAgnt

9.1 Introduccio a la teoria H

Sigui el sistema
= Azx + Bu+ Fw

y=FEx+ Hu
z=Cx+ Dw,

117
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on x és la variable d’estat; la variable mediblew la pertorbad externau la
variable de control t la variable de sortida a controlar. La Figura 9.1 representa
aquest problema/, estindard.

Planta

k.

Y

Control

Figura 9.1: Problem&/, estéindard

El problemal , tracta el problema de minimitzar I'efecte prétper una pertor-
bacb w sobre el comportament del sistema, i en particular sobrerteda >. Per
aixo, calda sintetitzar una llei de control que esiiddmpacte dew sobrez, tot i
mantenint estable el sistema. Aquest impacte es medekaéakquocient de les
seves normes. Calaidoncs definir aquesta norma, anomenada ndifimaque
representa l'increment &axim en energia, entre I'entrada i la sortida del sistema.

La connexd entre I'estabilitzad robusta amb incerteses lineals independents del
temps i la teoriaH . va ser establerta per primer cop per Kimura I'any 84 ([23]).
En [10], Francis dna una introducéia la teoriaf ., i conte una llarga refémcia a
I'aproximacb pel domini de fregiencia a I'estabilitazabiquadatica. Una solué

en I'espai d’estat pel problen¥d,,, queés amloga a la resoludid’un problema
LQG (veure annex A), va ser donada per Doyle en [9]. Els rasutjue hi pre-
senten 8n considerats ja comakics en el disseny dels controladéfs . La idea
general es resumeix en resoldre dues equacions algelsaiguRiccati per tal
de verificar I'exisencia d’aquests controladors. Aéma nés, es donerofmules
explicites per a calcular una solacparticular, anomenada controlador central.
Finalment, els controlador®s parametritzats via una transformadiaccional
constriida al voltant del controlador central i involucrant @@uetres. Pér al-
gunes de les restriccions que imposa sobre el sistema xemtigiitar-ne la seva
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aplicacb. El comportamenti,, ha estat tractat sota diferents marcs. En [27],
es tracta el contral/,, per a sistemes de transformatineal fracciorria (LFT),
mentre que [6] tracta el control LQG i busca una cota del catapeentH .. En
[12], els autors tracten el problema de les funcions de Lyapparanetriques per

a caracteritzar el problema del comportamgit afi quadatic. Aquestdiltims
anys, la flexibilitat de lesecniques LMI han pergs replantejar-ne el compor-
tamentH, dins de problemes &bsics. Per exemple, [38] tracta sistemes amb
retard i n’estudia el filtre1,, usant &cniques LMI. En [35] i [37], es treballa el
problema d’optimitzad i cost garantit. En [18] es tracta el cas de fiabilitat local
I control H,,. Cal destacar [2], on els autors presenten una alternatigaca-|
racteritzadd presentada en [9]: usant la formulat¢iMI, s’extén el concepte de
parametritzad@ convexa en I'espai d’estat dels controladats.

La principal difeencia entre la teoria LQG i la teorid.,, €s deguda al tractament

i modelitzacd de les pertorbacions externes incertes. Com s’explicaleal [éis-
seny LQG es basa en pertorbacions esttiques amb covancia fixada, mentre
gue la teoriaH, treballa amb un model deternidtic, que consisteix de senyals
acotats, de quadrat integrable. Acom el disseny LQG utilitza el criteri del cost
quadatic, la teoriaH, tracta de minimitzar la normé, de la resposta al pitjor
cas de pertorbagi Per a sistemes amb un model poc definit de pertorbacioas, qu
poden tenir una pencia significativa en una banda araita, és nes eficagd ..

Per a sistemes on es coneix la densitat de les pertorbaebdisseny LQGEs
menys conservatiu.

9.1.1 Definicions

Considerem el cag(t) = z(t), suposant que tots els estab® snesurables. Sigui
el sistema lineal independent del temps

©(t)y\ (A B x(t)
(0 )=(en)(ne) o
sentz(t) la variable d’estat;(t) la sortida iw(t) la pertorbad en entrada.

Volem estudiar la reladientre la pertorba6iw(t) i la sortidaz(t) del sistemaés

a dir, com afecta la pertorbd@cen el comportament del sistema. Es considera que
el sistemaé un bon comportament si la variaalez(¢) és petita en préscia de

la pertorbad w(¢). Una manera edhdard de quantificar aquest comportament
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del sistemas considerar el guany del sistema:

o mida(z)
.= sgp mida) (9.2
Aquesta definid és equivalent a
[ := sup {mida(z) : mida(w) < 1} . (9.3)

La quantitat® mesura la mida del senyal de sortideom a resposta del pitjor cas
de pertorbad w, amb estat inicial nul. Per tant, quarempetités el guany del
sistema, millor nés el seu comportament. La defidi@nterior noés prou con-
creta, cal especificar com mesurar la talla dels senyals. Existeixen diferents
maneres de fer aquesta medici

Mesura £,

Siwv és un senyal acotat, la seva mida pot ser calculada usant
[0]lz. = sup [[o(@)]] -
t>0

La quantitat||v||.,, s'"anomena norm& ., del senyal.. La mida d’'un senyal-
impulsv(t) = wved(t) pot ser quantificada pélry||, ond(-) és la funcd delta de
Dirac.

Mesura L»

Si v és un senyal integrable, es pot calcular laiseg norma:

o0
lollea = l[o]ls := / Joll? dt
0

on| - || ésla norma eudea. La quantitatv|| -, Slanomena norm&, del senyal
v, i tamke es considera com I'energia del senyal’espai L,(R) indica I'espai
de Hilbert de les funcions delR, aR", amb norma’l, acotada.

Se suposa que el senyal pertorbadoges mesura amb la norm& i té energia
finita (normac, finita). El seu efecte sobre el sistema es mesuraéaantb la
norma/, del vectorz. Quan el sistemas realimentat per I'estat: (= Kx), cal
dissenyar aquesta llei de control tal que minimitzi I'imgadew sobrez. Es
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mesura aguest impacte acotant el quocﬁ%ﬁ@t. Cal que a ras a nés s'asseguri
I'estabilitat interna del sistemas a dir, que la matrid sigui estable.

Es poden considerar les $mmts mesures pel comportament del sistema (9.1), que
definiran el guany del sistema.

e Guany impuls/energia:
Ty == sup {||z||z,} respectan(t) = wod(t) , |jwo| < 1.
El seu nomes degut a que I'entrades una fund §(t), delta de Dirac.
e Guany energia/pic:
Iy :=sup {||z]|c.. } respectéjw| ., <1.
S’anomena aixdegut a que es fa la norna,, de la sortida:.
e Guany energia/energia:
[ee :=sup {||z||z,} respectg|w||z, < 1.

Rep aquest nom ja que es calcula la nofpdant de I'entrada com de la
sortida.

Per tal d’analitzar el comportament del sistema, es caicatpiests guanys del
sistema. Recordem que per al sistema (9.1), la éudei transfegncia entre la
pertorbadd w i la sortidaz ésT(s) := D + C(sld — A)"'B. Si el sistema
és asimpiticament establ€]'(s) és acotada per a tet € C, Re(s) > 0, d’on
Omaz(T(s)) < oco. Els guanyd’;. i I, SOon anomenats normé, de la funcd de
transfeéncial’(s), definida en el domini de frégncia com

Lo . 1/2
Tl = 17l =t (5 [~ TGoTGI)

o be,
1 e 1/2
Tl = tr (% / T(jw)T*(jw)dw) .

El guanyT'.. correpon a la norma/,, de la funco de transfaencia (veure [51]
per mes detalls):
1T 11 == sup [T (iw)]| -

Per veure qué&'.. = ||T||».., S'usa l'identitat de Parseval, tenint en compte que
T(iw) és la transformada de Fourier @e' B. Presentem a continuédies dues
acceptacions per a la defirbaile la normaf ..
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Definicidé 9.1 (Norma H,.). La normaH,, de la funcd de transfe¥nciaés el
suprem del raxim valor propi singular de resposta en fieqcia del sistema:

IT |00 := SUP Opmax(T(iw))

wELg

Si 'operadorT és la funod de transfe¥ncia entre:(¢) i w(t), aleshores la norma

infinit de 7" és 1209
S)li2
IT(s)||oo := sup =<0
wseLs [[W(s)ll2
on s és la variable de Laplace.

Per a sistemes amb pertorbacioés, necessari definir el concepte d’estabilitat
interna.

Definicio 9.2 (Estabilitat interna). El sistema (9.1fs estable de manera interna
si la matriuA és estable.

9.1.2 ComportamentH,, nominal

Es consideren dos tipus de problefdg (veure [1]):

Problema H, optim: minimitzar la normaH, de la funco de trans-
ferenciaT sobre el conjunt d’actuadors que estabilitzin internament
el sistema.

El minim s’indica pery,,; i S'anomena guanyi., optim. El problema suleptim
tamle és important es el que tractarem en aquest treball:

Problema H_, sub-Optim: donaty > 0, trobar un compensaddf
que estabilitzi el sistema de manera interna i assdigufi, < .

Les solucions d’aquest problema s’anomenen controlagstgnptims. Tenim
que la quantital;— defineix la naxima amplitud de les incerteses no estructurades
gue pot aguantar el sistema en lla¢ tancat sense desgztaiske (teorema dels
petits guanys). Per tant, minimitzgfif'|| .., el problemaH ., optim consisteix en
calcular una llei de contrak’ de manera que el sistema en llag tancat siguiéd m
robust possible en prescia d’incerteses.

Lema 9.1 ([51]). Si el sistem&s asimpiticament estable 4 > 0, tenim les
sedlents equivancies:
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() |7)leo < 7, sentT’ la funcid de transfegéncia entrez i w.

(i) Sentx(0) = 0, per a totw:
1]

sup —- <.
wel, |[w]]

(i) Existeix P > 0 simetrica solucod de:

ATP+ PA+CTC * ~ 0 (9.4)
BTpP + DTC —v*+DTD ' '
El segient lema presenta el fipcoc del Lema 9.1. En farem la seva demoséraci

degut a la seva impancia.

Lema 9.2 ([51]). Sigui el sistema (9.1) amix0) = 0. Donaty > 0, si existeix
una matriuP > 0 solucb de

ATP+ PA *
BTP - % <0. (9.5)
C D —Id
Aleshores, el sistenis internament estable i amb norma, menor quey.

Demostradd. Considerem la funéide Lyapunow (z,t) := ¥ Pz. ComP > 0,
tenim queV (z,t) > 0. D’altra banda, el termél, 1) de (9.5) porta ad” P +
PA < 0, assegurant I'estabilitat interna. Recordem que si unaurstnetricaés
definida negativa, aleshores les matrius diagonalsédmb®n. Falta veure que
la normaH,, est acotada superiorment pgr

2|2 <
[w]|2

0 be2wTw — 2Tz > 0. Considerem
d
L:= EV + 20—yt w .
Anem a veure qué < 0.

ATP + PA « x
_ (T T
L_(x’w)( BTP 0)(w)+
+ (Cz + Dw)" (Cx + Dw) — v*w w

r o ATP+PA+CTC * x
) BTP+ DTC —7? r ‘
v+ D' D w
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Per Schur, aquesta matras definida negativa si hes (9.5), que resulta ser la
nostra hiptesi. Per tant, integrarit entre 0 ico, obtenim que

V(2(00)) — V(2(0)) + /OOO o2 /Ooo wlw <0 .

Com tenim estabilitat interna, resulta queoc) — 0 i per tant

oo o0
/ ZTZ—’YQ/ wlw <0,
0 0

gueés equivalent a

||Z||2 <

lwllz ~

Acabem de demostrar que si (9.6)doluco, aleshores tenim comportameifs,
i estabilitat interna, tal i com vam. O

12112 < 7*llwllz = 7= | Towlleo <7

9.2 Caracteritzacb del control fiable robust

Sigui el sistema format pe¥ subsistemes interconnectats amb incerteses

i . (9.6)

amb condicions inicials;(0) = z;, i = 1,..., N. Suposarem que;, = 0, i Si

no és aix, nomes cal considerar una traslaa’origen. El vector:; € R™ és el
vector d’estat, que suposarem mesurabjes R* és el vector de controlw; €

R" representa la pertorbdcijue sofreix el sistema. El vectay;, € R’ representa

les interconnexions entre el subsistef)a la resta de subsistemes. El vector
z; € R™ és la sortida controlable, que ens indica I'efecte del sorpertorbadd

en el subsistema En la Figura 9.2 es presenta I'esquema d’aquest problema
quan hi afegim la possibilitat de fallada en I'actuador,tsgnel control desps

de fallada de I'actuador. A continuégpresentem els models d’interconrekde
fiabilitat que hem vingut usant al llarg de tot el treball.
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Model de interconnexb

Per les condicions 1.1-1.2 de l'Apartat 1.3, les intercaiores verifiquen la
sedient acotad@:

N
lgij (t, )| < Wiz amb W= Y WiW;>0.  (9.7)
J=1
J#i

Model de fiabilitat

Considerem el ségnt model de fiablitat donat en el Gegh 1 per les equacions
(1.10)—(1.12):
uj = Mg + (i)
(9.8)
il < [ITsusl] -

Recordem que la notaciemprada ens indica que depen de les incerteses. El
primer resultat que obteni@s independent del model d’'incerteses] aixe de
moment no el fixem.

Wy 2

iy

Actador i

G

Figura 9.2: Problem@/,, en pregncia de fallades en el sisterfia

Determinar condicions necesges i suficients per al problema de control robust
estitic pel sistema (9.6¢s forca complex. En aquest émb donem condicions
suficients que asseguren estabilitat i comportanidepnticotat per al sistema (9.6)

en llag tancat. Moltesstniques per a verificar la robustesa de sistemes amb in-
certeses usen funcions de Lyapunov i les trobem tractadegxpmple, en [2] i
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[54]. Recollint el que hem definit en els apartats anteriangnaara a caracte-
ritzar el control robust i fiable, amb nornta,, acotada. Suposem que existeixen
funcions de Lyapunov quadtiques i paramtriquesl’ (z) = x7 Xz, tal que per a
gualsevol: no nul i qualsevol entrada, es verifiquen les ségnts condicions, tal

i com es presenta en el lema 9.2:

V(z) >0
(9.9)

LV + 272 =y w < 0.

Veurem que el sistema en llag tancat (9.6), amb- K,x;, és estable i@ norma
H,, acotada, per a tota incertesa admissible. Cal tenir preserttnlé conside-
rem que poden haver-hi fallades en els actuadors, i per ¢afet denimu!"(¢) en
lloc dewu;, onu!(t) ve donat pel model definit en I'Apartat 1.4. Volem estudiar
com afecta la pertorbaziacotadav; en el comportament del subsistersia Per
aix0, comparem les normes, de w; i de la sortidaz;, acotant-les per un cert
valor donaty; > 0. De fet, fem n&s: considerem el pitjor cas de pertorlgeci
busquem el valor dg; que nés s’aproxima a la normé,, del sistema. Cal tenir
present que es tindrcomportament/,, quan existeixik; tal que es mantingu;
acotada en front a,. Es a dir, cal minimitzafi7}|| := ||7% ., (s)|-. Per aiX, ens
plantegem el problema suiptim H.:

Volem trobary; tal que||T;||cc < v < ||zill2 < illwill2 1 que el
sistema (9.6) sigui internament estable.

El pitjor cas el tindrem en considerar el suprem del quodieries normes de la
pertorbaadd i de la sortida:

sup 2|2 <
ez, il
acotat

Com~; > 0, resulta que el quocient anteries equivalent a
i aills = illwllz <0, (9.10)

peracada = 1,..., N. Aquesta condid ens assegura doncs que la norma in-
finit de la funcd de transfe¥nciaés menor que una certa constant- 0. Gracies

a aquest plantejament, el problema que resd@sml de minimitzar aquesta cons-
tant i trobar aikx la matriu de guany tal que que I'efecte de la pertorbaigui
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minim. Finalment, exposarem aquest problema en termes Léltgh de poder
fer-ne una resoludinunerica eficag.

A més de voler acotar la normfd,, de cada subsistema, volem mantenir I'esta-
bilitat asimpbtica interna, malgrat de les fallades del sistema. Aquastepte
d’estabilitat interna es refereix a que el sistema no peatds estable. Per tal
de tenir estabilitat interna, considerem una candidataeidide Lyapunov, per a
cada subsistems;,

Vi(z) = ol Xy, .
Per tal que sigui efectivament una fumae Lyapunov, cal qu&X; > 0 i que
%V; < 0. Anem a veure quina condis’ha de verificar per tal que aquesta
segona condi6i es verifiqui. Cal tenir present que estem en el cas de fidbilita

per tant caldi aplicar el model corresponent. Per tant, per a ¢ada, ..., N,
d P T
%V <0« <Al~ x; + B u; + ZGW gij> Xz + (%) <0. (9.11)
j#i
Per (9.7) 1(9.8), tenint en compte que realimentem perdiest = K;x; i definint
t?:(xiT,...,gg,...,gb?)

giT = (Gil e GiN) )
tenim que (9.11) es verifica si

)

B! X, 0 —Id

Per les condicions sobre la variable de fallacasobre les interconnexions;,
tenim queg; ¢; — f K T7 Kiv; < 013,959 — x] Wiz, < 0. Per tant,
obtenim el segént resultat. La funéi de Lyapunov verificd < 0 si

(A; + BiAK)TX + (%) + W, + KIT Ky % *

BT X, 0 -Id
(9.12)
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El sedgient lema resumeix el que acabem de veure.

Lema 9.3. Sigui el sistema no pertorbat (9.@s a dirF; := 0, ambu; = K;z;
peracadai=1,...,N. SiM; < 0(9.12), el sistema en lla¢ tancat estabilitat
asimpbtica interna. En aquest calm; ., x;(t) = 0.

Ara cal determinar una condé&gue asseguri estabilitat interna, norfia acota-

da i fiabilitat, quan realimentem el sistema per 'estat) = K,x;(t). Per a0,
N

considerem la fundi parangtrica de Lyapunow (z) = ) Vi(z) i imposem la
=1

condicb de comportament.,.

Definici6 9.3 (ComportamentH,.). Sigui el subsistem&; (9.6) amb fund de
LyapunovV;(x) = 27 X,z,;. Aleshores, el subsistenf té normaf,, acotada si
es verifica

d
Vit v el 2 — ywlw; < 0. (9.13)
El sistema globa& comportament/, si, peratot = 1,..., N, el subsistem&;

en €. Anem a transformar la condicdonada en la Definigi9.3 per tal d’obtenir
una condiad tipus LMI. Encara que els passos a segaim smolt semblants als
gue ens han peres definir el Lema 9.3, els tornem a reproddper al cas de
comportament,,, per tal de clarificar I'explicaéi i la deducad dels resultats.
Aixi doncs, desenvolupem (9.13):

%Vi + el z = ] w; =
= il Xox; + Xt + 5 2l 2 — viwlw;
T (9.14)
= (Aﬂ:i + Byl + ]Z#Gij gij + Fiwi> Xz + (%)
+ 77 (Cizs 4+ Daw;) " (Cizi + Dywy) — ywTw; < 0 .
Considerem ara el model de fiabilitat (9.8) i la realimeritaBier tant, tenim que

uj = NG + ¢i(Kix;) - (9.15)

Posant (9.15) en (9.14) i definitt = (=] ,...,g],...,¢;,w]), obtenim que la
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normaf,, estaa acotada pey; si es verifica la sdignt inequad:

(A; + BiAK)TX + (%) + Wi + KIT2K, +v;,'CTCy + * *
G X; —Id *
tT
%
B! X, 0 -Id *
F{ X; +7; ' DI C; 0 0 —vId+~DID;

J#i

Utilitzem ara les condicions imposades sobre les interexions (9.7) i sobre la
variable de fiabilitaty; (9.8). Per tant, la inequati(9.13)és certa si es verifica
que

ATX; + () + Wi+ K[T}K; +7,'CTCi + « *
o G: X, —Id *
MZ' = <0
F7 X, +~, ' DIC, 0 0 —vld+~ D{D,
(9.16)

on Az = A, + BzAsz

Si M; < 0, obtenim queV; + »; 27z — vwlw; < 0, perai = 1,...,N. Si
veiem que aquesta mateixa conditamte implica queM; < 0 (9.12), aleshores
tindrem estabilitat asimptica interna i aleshores, integrant (9.13) entred,i
obtenim

wio Tio + % [zl — willwill; < 0.

Si tenim que les condicions inicialés nutles, z;, = 0, per toti, obtenim que la
normakH,, del subsistemaes troba acotada per:

|2 )
I8 2y gy Nl
il ety o]

<Y .

Per tant, si demostrem qué; < 0 = M, < 0, tindrem estabilitat degut al Lema
9.3, i comportament/,, perM; < 0. Abans de veure aquesta implicdcanem a

tit
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obtenir una altre expressile M ;. Per aiX, considerem la ségnt matriu:

ATX; + (%) + W; + KIT?K, =« * * *
g X; —Id  =* * *
ﬁi = BT X; 0 —Id * *
FI X; 0 0 —yld *
C; 0 0 D, —; Id

Consideremﬁi i apliguem el complement de Schur al terme; /d:

g X, —Id * *
_l’_
BT X, 0 —Id *
CT
0
+ vHC; 0 0 Dy)<O0
0
DT

2

Aquesta operadicorrespon justament ;. Peo el complement de Schur tagb
demana que el primer terme sigui definit negatiu:

ATX; + (%) + W, + KIT?2K; = * *

<0,

d’on tenim queM; < 0, ja que cori M. Per tant, acabem de demostrar lalseyg
proposico.

Proposicio 9.1 (Control fiable robust). Siguin els models de interconn@xp.7) i
de fiabilitat (9.8). Si existeixen matriu§; > 0 simetriques ikK; tals queM; < 0,
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per a cada: = 1,..., N, aleshores el sistema (9.6¥ fiable sota fallades dels
actuadors, & estabilitat asimgitica interna i € normaH.,, acotada pery; > 0.
Es a dir,

M, <0=

Els resultats enunciats en el Qap 3 es poden aplicar a la matrid; i aixi se-
parar les matrius que depenen delsipagtres. Cal tenir present qué; < 0

no és una inequaodimatricial lineal, ja que costfactors quaditics. Els resultats
del Captol 3 permeten linealitzar aquest tipus d’ineq@acisar funcions de Lya-
punov pararatriques i a res a nés caracterizen les matrius de guddy Com
seguim el mateix tipus de raonament que pel cas de contrt# Aatb cost garan-
tit (veure Caijitol 4), ho ometem aduEl sedient lema ens@ha, pel complement
de Schur, la reladientreM; < 0 i una inequad adecuada per a poder aplicar el
Teorema 3.3.

Lema 9.4. ﬁi <0&

ATX; + (%) * * * * *
G X, —Id * * * * *
BT X; 0 —Id * * * *
FT X; 0 0 —vId * * * <0.
of 0 0 D;  —vyild * *
Id 0 0 0 0o W' o
I'K; 0 0 0 0 0 —1Id

Per claretat en la notaxifem les segents assignacions, que usarem en apartats
posteriors:
E; = (QZT B; Fz)
Cl'=(CI' 1Id)
H, =T,
= diag(—Id,—Id,—v; Id)
by = diag(—; Id,~W; ")
Qi3 = —1Id

. (0 0 D,
27V 0 0 0

Q% = Q% :=0.
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En aquesta sedthem caracteritzat el comportamén{, per a sistemes intercon-
nectats amb incerteses admissibles, sense especificemoded, amb fallades en
la realimentad.

9.3 Disseny LMI: Incerteses normades

En aquest apartat considerem el model d’incerteses nosnguesentem la ca-
racteritzadd del control fiable amb normA.,, acotada per mig de lesécniques
LMils.

Sigui doncs, per acada= 1, ..., NV, el subsistem&;

xl(t) = AIIZ@) + Bluf(t) + z Gijgl-j(xj, t) + szl
i (9.17)

Cal remarcar que no considerem que les matrius de pertorisaGio D; tinguin
incerteses. Aquesta supos$icio implica una prdua massa gran de generalitat, ja
gue es considera que se sap de quina maneha &cpertorbaéi. En el segent
apartat, en el cas d’incerteses papiues, ja considerarem aquest casokerel
cas d’incerteses normades es complica el resultat senesseettat. Aikdoncs,
les matrius d’estat, control i sortida tenen expr@ssi

A, = A; + HiA(H)Ey;
B, = B, + Hj;Ai(t)Eo; (9.18)
C,=C;+ HyA(t)Es; .
Les matrius d’incertesed;(t) verifiquen l'acotad
|AT@®A)] < Id. (9.19)

Considerem els models d’interconn@x®.7) i de fiablitat (9.8), definits en I’Apar-
tat 9.2. El resultat principal obtingut en aquest apatata Proposiéi 9.1, que
ens permet dissenyar el control fiable robust. De fet, el gueem a continuadci
€s una adaptatid’aquesta proposigj que éna una caracteritzatLMI d’aquest
control per a sistemes amb incerteses normades. Cal quefepnetes sedients
condicions.
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Condicb 9.1 Peracada=1,..., N, la matriuD, verifica
D;:=(Id—DID;)™'>0.
Condicb 9.2 Existeix un escala#;; > 0 tal que
| By EL|| < 0151d .
Condic 9.3. Existeix un escalady; > 0 tal que
|Hy;D; DI H|| < 951d .

La Condicb 9.1 imposa una restridcisobre el sistema mateix, limitant molt el
tipus de pertorbabi que pot patir la sortida del sistema. Les condicions 9.2 i
9.3 indiquen com escollir les matrius que descomposen ¢testeses del sistema.
Com aquestes matrius norsuniques, aquestes dues condicions @0 &n res-
trictives com l'anterior.

Proposicio 9.2. Sigui el sistema (9.17), amb els models d’incerteses (9d1i&}
terconnexd (9.7) i de fiablitat (9.8). Siguin les condicions 9.1, 9.23.9Sigui
v >0, By > 01 35 > 0 donats.

Si existeixen matriu®;, = P! definides positivesY; que fan viable la segent

LMI:
Pli P2i
: (9.20)
PE Py

peracadai =1,..., N, on

+y;2(FD:DICiP; + RCI DD, FY)
Py = (PEL, Yi\Eg YT, BAEL, F., PES, PCTD,
PCID,DTHY, | REY, PEY, FD.D!Hy)

o -1 2 3 _ %
P = dzag( — By —P2, —Id, =Ps , —vD; , —Buvi, =%, —55

2
) _551'7? ) _71252 ) _;il)
i 2= Bri + Poi + Bai + 014

GT .= (Gil,...,GiN) ,
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aleshores, el control,;(t) = Y; P, 'z;(t) és fiable i la normal,, del sistema es
troba acotada pety;.

Es pot veure que la LMI (9.20) nes lineal eny;, i per tant el que s'olaés el
control fiable robust per a cada > 0 fixada.

Demostradd. Els passos de la demostracbn semblants als efectuats en el Ca-
pitol 5. Estem sota les condicions de la Prop@s:il. Aplicant els complements

de Schur a la desigualtat matricigl; < 0, i usant les acotacions donades pel mo-
del d'incerteses normades i les condicions 9.1-9.3, juatdesigualtat matricial
estindard, obtenim qué&/,; < 0 sila LMI (9.20)és viable. Com aixés justament

la hipotesi de la nostra proposigiaquesta queda demostrada. No presentem els
passos de les diferents acotacions, ja queiguals als fets en la demostracle

la Proposiab 5.1i no aporta cap nova metodologia. O

9.4 Disseny LMI: Model politopic

En aquest apartat, donem per al model d’'incertesesopdlitla caracteritzaoi
per mitja de les inequacions lineals. Aquest disseny permet feragaesolud
numerica mes efectiva, encara que no en presentem, ja que volem vdiale n
icacia comparant-la amb altres dissenys.

En aquesta seaziapliquem el Teorema 3.3 al cas de comportani&pt quan el
model d’incertesess el polibpic. Aquest teorema ens permet obtenir inequacions
matricials lineals i usar funcions de Lyapunov paedmques, tornant I'estudi de
I'estabilitat menys restrictiu. Recordem que en el cas oilit, les incertesesa

del tipus

L L
TCZZO!ka, ameakzl.
k=1 k=1

Sota aquest model, el comportaméht queda assegurat en la §egt proposi-
cio.

Proposicio 9.3. Considerem els models de interconitefd.7) i de fiablitat 9.8).
Sigui el sistema amb incerteses convexes (9.6), realimpatd’estat: u;(t) =
K,;z;(t). Si, per a cadai = 1,..., N, existeixery; > 0, matriusy;, > 0
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simetriques i matrius/;, IV; soluc de

~(Vi+ V") % % k%
A Vi+ Yy + Bi, AN =Y, o« ox % *
0 EzT i11 * * *
- <0, (9.21)
Ciy Vi 0 Qhy Qh *
HE N, 0 Q4 Qh Qi o+
Vi 0 0 0 0 =Y,

aleshores, el sistema en lla¢ tanc fiable, internament estable i amb norma
H., acotada

sup M <. (9.22)

w; €L ||le2

El control realimentat ve definit pek; := NJ/;‘l.

Demostradd. Si es verifica la inequagi(9.21), aplicant el Teorema 3.3 i el Lema
9.4, tenim queM; < 0. Aplicant ara la Proposioi9.1, tenim que el sistenés
fiable, € normal, acotada peft; i &€s internament estable. O

Aquest teorema caracteritza la llei de control que pernfletias en el sistema tot
i conservant-ne 'estabilitat i que assegura I'acdialz la normaH,, del sistema.
Si es considera la cotg com una variable &s del sistema LMI, es pot calcular
el valoroptim, obtenint aikla minima cota de la normé&l ..

No hem desenvolupat el cas del model multiconvex ja que derein que seria
interessant fer un estudi considerant elsapstres dependents del temps. &Aix
comporta un estudi &8s extens i ho deixem com a un possible treball futur.
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9.5 Realimentacd per la sortida

En aquest apartat presentem el disseny del control dealitzair realimentat per
la sortida mesurablg. Considerem el sistema interconnectat d’eqaci

( N
J=1
J#
yi = ACY; x;

Zi = ACQZ T; + AD,‘UJ,‘ .

\

El vectorz; € R™ és el vector d’estat;; € R* és el controly; € R% és la sortida
mesurable k; € R™ és la sortida controlable. Els vectass € R’ representen

la interconnexd entre el sistem4; i la resta de subsistemes. De moment no fixem
el model d'incerteses. Desgg® de fallada, el vector de control segueix el model
definit al llarg d’aquest treball:

uf = Aju; + ¢i(u;) on g < [Ty -

En aquest apartat considerem el control realimentat perfaa. Per tant, caldr
dissenyar la matriu de guary; tal que

U; = Kiyz' s

sigui un control amb comportameiif,,. Per a0, per a cada subsistents,
considerem la funéide Lyapunov

T

Per la Definiod 9.3, cal imposar la conditi(9.13), que ens assegura una aceétaci
de la normaH .:

d

ZVitmz s = e w < 0. (9.23)
En desenvolupar aquesta condijaitilitzant les equacions del subsistema, i con-
siderant el vectot! = (m?,gg, /NS f,wf), obtenim que la desigualtat

(9.23) és certa si es verifica la degnt inequad@ matricial, on hem tingut en
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compte les acotacions que verifiqugn g¢;; (veure Apartat 9.2):

T
<AAi + ABZ'KZ'AClz) Xi+ (%) * * *
<0,
ACT Qy @y *
I KGAC Q% Qb Qb

on els termes d’aquesta inequagenen definits per

AE, = (G AB,, AE) onGi = (G, ..., Giy)

Per tal de trobar una condiciineal, cal considerar els tres models d’incerteses

definits en el Cajpol 1. Ped ens trobem amb la dificultat generada en considerar
que la relad entrex; i y; té incerteses. Per tal de poder usar la teoria desenvolu-
pada en aquest treball, cal imposar que aguestadelaatontingui incerteses:

ACy,; = CY; .

Fer aquesta suposicho comporta unagrdua de generalitat, n@s correspon a

suposar que la meditino comporta errors, o que aquesis slespreciables. En
aguest cas, podem resoldre el problema’irtduos al cas estudiat en I'Apartat
9.2, trobant la matriu<; solucb de la Proposiéi 9.1, amb

Ki = chlz .
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Aleshores, suposant que el rang de la mattiués nmaxim, sempre podem trobar
una matriu inversa per la dreta tal que

C;t e R"™ % tal queCy; - Cf;' = Idyxy, -
Aleshores, la nostra matriu de guassy
Ki = ?Z C;ll .

En aquest cdml hem tractat el control esic amb comportamentl.,, per a
sistemes interconnectats amb incerteses, obtenint uangigsVi, que permet a
I’hora calcular la cotay; de la normaH,, com la matriu de guany que defineix el
control. Hem considerat tant el cas de la realimebtaeir I'estat, com la reali-
mentacd per la sortida.
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Conclusions | treball futur

En aquest cdpol s’analitza I'acompliment dels objectius formulats’iaiti de

la present tesi i es resumeixen les principals aportaciémsla segona part del
caftol es presenten algunes futurgsés de recerca a les que pot donar lloc aquest
treball.

10.1 Conclusions

El principal objectiu d’aquesta tesi, que era dissenyaramjunt de controladors
descentralitzats amb realimentad’estat, verificant certes especificacions, per a
sistemes interconnectats amb incerteses i fallades eataeldars, ha estat assolit.
Aixi, hem presentat una solécper a dos problemes rellevants en la teoria de
control:

e Control RGC:és el problema de sintetitzar el control fiable que &sma
més d’assegurar |'estabilitat, garanteix cert nivell dedierent o de cost
quadatic. De fet, hem trobat una cotamma per a la fundé de cost.

e Control H,.: és el problema de dissenyar el control que assegura estabili
interna sota pertorbacions en el sistema, obtenint unapesta la relad@
entre la pertorbadii la sortida controlable.

Hem considerat tres models diferents d’incerteses: iesest normades o aco-
tades, incerteses definides sobre un politop i incertesesegueixen el model
multiconvex. El model de fiabilitat emprat permet planteartant una fallada
total en I'actuador com una fallada parcial.

139
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A I'hora de dissenyar ambdos controls, hem volgut utilitearecniques donades
per les inequacions lineals matricials (LMI), ja que pemnetina &cil imple-
mentacd nunerica. AiX doncs, en primer lloc hem tractat aquests dos proble-
mes obtenint una caracteritzagjeneral, aixcom un disseny en termes de les
tecniques LMls, que ens han parsdissenyar tant el control RGC com el control
H_,. Despés, hem especificat el disseny en fundel model d’incerteses escollit,
aixi com hem donat un exemple nant que demostra la bondat de lesniques
definides (veure Figura 10.1).

Sistemes ; :
Comportament H.. | {—> tervoatectaty {——) | Cost Garantit
W

o10BQIOLIDJ

I* Normades
| % THAAT s
I* Politopiques

Figura 10.1: Esquema de treball

Dins el contexte dels sistemes interconnectats amb irseexiteota la présicia de
fallades en els actuadors, les principals aportacions @si&n les sefents:

1. Obtenod d’'una reladd general entre inequacions matricials lineals (LMI) i
no lineals. Hem obtingut aquest resultat intridicertes variables matri-
cials que separen els termes quidss. Aquesta reladipermet obtenir ca-
racteritzacions LMI per a un gran ventall de problemes dedet® control,

i no nones en els dos problemes que hem tractat en aquest trebafietear

obtenir implementacions nwmiques efectives, aixxom relaxacions en les
condicions d’estabilitat, ja que aquestes LMIs separeddéegs del proble-
ma i les variables de disseny. Aguesta caractebzpermet, en particular,
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utilitzar funcions de Lyapunov paratriques que asseguren I'estabilitat del
sistema quan una furicho paramtrica no arriba a fer-ho.

Caracteritzaéi general d’'un conjunt de controladors fiables amb cost qua-
dratic garantit. Aquesta caracteritzaa@s basa en suposar que certa in-
equacd matricial no lineal & solucd. Cal tenir present que obtenim una
condicb suficient,és a dir, que poden existir controladors fiables amb cost
garantit que no verifiquin aquesta inequagiatricial. La imporancia d’'a-
quest resultat radica en donar una coraen forma d’inequadi matricial,
independentment del model d’incerteses escollit.

Disseny d’un conjunt de controls descentralitzats fehlab cost garantit.
Aquest disseny es basa en la realimeigtaiestat i en I'obten@ d’un re-
sultat basat en legtniques LMI. Aquest dissergs espéific a cada model
d’incerteses considerat, i s’han considerat falladesigarctotals en els
actuadors.

Minimitzacb de la cota del cost quaatic. Hem presentat dues maneres
que permeten obtenir una cdtptima del cost garantit, dixom treure’n la
depenéncia respecte les condicions inicials

Determinad de condicions de resolucdel problema de control RGC. En
efecte, en tractar aquest problema ens hem adonat que adezangal-
lades en el sistema, el model d’incerteses es velitreducerta manera,
perdent tameé llibertat en la defini@ de la funcd de cost. Per tant, el fet
d’estudiar la fiabilitat junt a les incerteses del sistemaporta una &rie
de restriccions, que ens indiquen que tenir en compte liesléd comporta
una perdua de llibertat a I'hora d’escollir la furicde cost.

Caracteritzaé d’'un conjunt de controladors asics fiables realimentats
per I'estat, amb norma/,, del sistema acotada. Aquesta caracteritzaci
obtingudaés independent del model de incerteses. Eahdm fet un breu
estudi del control robust realimentat per la sortida mesgaran el cas que
no se suposin errors en la medidie la sortida.

Disseny d’'un conjunt de controladafs,, fiables per a sistemes intercon-
nectats amb incerteses, sota la presa de fallades en els actuadors, usant
les £cniques LMI. Hem obtingut condicions suficients que asssgas-
tabilitat i comportamenf{,, acotat per a sistemes interconnectats en lla¢
tancat.
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8. Formulaod de condicions sobre els sistemes interconnectats amibeses
normades i comportamettf.,. Cal imposar restriccions sobre el sistema
mateix, limitant molt el tipus de pertorb@&cgue pot patir la sortida del
sistema. Aquestes condicions ta@rdictuen sobre com escollir les matrius
gue descomposen les incerteses del sistema.

10.2 Linies de treball futur

El treball futur se centra en tres eixos, que es correspamérets dos problemes
tractats al llarg d’aquest treball i a le&chiques LMIs.

El primer eixés el referent al control descentralitzat fiable de costrgiraEs
tractaria de fer-ne I'extensisegient:

1. Estudi de sistemes interconnectats en temps discretrasatigses, en pre-
sencia de fallades dels actuadors. Es consideraran els dasisrd’incerte-

ses: normat, politpic i multiconvex.

2. Estudi de sistemes interconnectats amb incertesesconuéxes, quan els
parametres varien en el temps. En aquest treball hem suposatsjpaa-
metres eren constants, per tal de fer una primera aproxnaaproblema.
Seria convenient estudiar la caracteritvadel control RGC per a aquest

model d’'incerteses.

3. Estudi de sistemes continus de gran esc&s complexos, considerant ca-
ractefstiques com retards en el temps, no linealitats, contemsmdants.
Aquests én casos forca tractats en la teoria de control, i seriagagant
veure com podem extendre els nostres resultats en aqussss ca

El segon eix es refereix al estudi del contfbl,. En aquest treball, hem tractat el
control esatic. Seria opoft realitzar I'estudi del control damic per a sistemes
interconnectats amb incerteses, sota lagreia de fallada en els actuadors. Ens
centrarem tami@ en els tres models d’'incerteses, i esdellit el mateix model de
fallada, que contempla tant la fallada total com la falladecial en els actuadors.
Tamte seria b veure com els resultats que hem presentat es poden teasdliad
cas de sistemes discrets.
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El tercer eix que ens permet extendre el present trésaprofundir en leetni-
ques LMI, per tal d’aprofitar s el seu potencial en problemes de control. Caldria
veure com es poden utilitzar en els problemes presentats daseeixos anteriors.
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Apendix A

Sintesi LQ/LQG

A.1 Sintesi LQ

Sigui el sistema lineal continu, d’estat inicialt,) = z,, definit per

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = (1) : (A1)
z(t) = Dx(t)

onz(t) € R™ és el vector d’'estat(t) € R° és el vector de controli(t) € R™
és el vector de sortida regulat. El vectdt) de sortides observadés el mateix
vector d’estat.

La dintesi lineal quaditica LQR (ineal Quadratic Regulatdr o bé simplement
LQ, consisteix en trobar una matriu de gudiytal que el control realimentat per
I'estatu(t) = — Kx(t) estabilitza el sistema i minimitza el criteri quatic

J = / (27Q1z + u” Ru)dt = / (z"Qx + u' Ru)dt ,
0 0

amb les matrius de ponderady; > 0i R > 0 simetriques, iQ = DTQ,D.
Quan el sistemas en llac tancat, el critesi es reescriu com

J = tr [(Q n KTRK) L] , (A.2)

ambL = [ za” dt. Tenint present que la soldciel sistema (A.1) en llag tancat
0
té per equad i = (A — BK)xz, la solucb és

z(t) = e'zy ,ambA; := A — BK .

145
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Si el sistemas establel. verifica I'equacd de Lyapunov
A;L + LAY = —zox{ (A.3)

Per tant, cal buscar una mat@ique minimitzi el criteri/ definit per (A.2), onL
verifica (A.3). Es considera la furicde Hamilton

Ho=tr [(Q + KTRK) L} + P(AfL +LAT 4 xox;{) ,
i les condicions d’optimitzadi es transformen en

9 —0=Q+K'RK+PA;+ AP =0

(A.4)

8l —0=2RKL-2B"PL=0.

D’aquesta segona igualtat treiem I'exprésdée la matriu de guani’
K=R'BTP,
on la matriu singtricaP > 0 verifica I'equacd de Riccati no lineal
PA+ ATP - PBR'BTP+Q=0.

Aixi doncs, per a calcular la matri cal primer tenir la matriuP, resolent I'e-
quacd de Riccati, tal i com mostrem en 'apartat 8egt. Si volem obtenir un
valor minim del cost/J, cal resoldre el ségent problema

A— [(Q + KTRK) L}
— tr [( — PA; - A;P> L} verificant (A.4).
Comtr(AB) = tr(BA) i per (A.3), s'ob€ queJ, ., = 2l Pxy.
Resolucd de I'equacb de Riccati [1]

Considerem la matriu anomenada hamiltoniana

_ pp-1pT
Z:<A BR™'B

Q AT ) c R2n><2n )

La matriu Z verifica la segent propietat. Els seus valors propis estan formats
pelsn valors valors propis de la matriu del sistema en llac taricat BK i els
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seus oposats. Per veure aguesta afirmacines cal expressar convenientment el
determinant d&Z. En efecte,
A—BR'BTP —BR'BT

det(Z):det( _Q_ATP T ) :

Utilitzant la definicb de la matriu de guani i Riccati, obtenim
A—BK —BR'BT A— BK —BR'BT

Z - e
det(2) det( P(A-BEK)  —AT ) det( 0  —(AT-K"BT") )

Per tant, resulta que
det(M — Z) = det(A\ — (A — BK)) det(\ + A — BK) .

En consegéncia, els valors propis que adahdet(A\I — Z) estan formats pels
valors propis del sistema LQ en llag tancat i els seus opogatisteixen nor@s
n valors propis amb part real negativa. Sigui= diag(A4,...,\,) la matriu
d’aquests valors propis. Aleshores, construim la maXritormada pels vectors
propis associats A. Tenim queZX = XA. Subdividint la matriuX en dues
matriusX; i X,, obtenim:

A —BR'BT Xi\_ (X)),
_Q _AT X2 B X2 ’
que es descomposa en

AXl — BRilBTXQ = XlA
—QX, — ATX, = XA .

Si escollim la matriuP de la forma
P .= XZX;l ,

obtenim queP verifica Riccati, tal i com vaem. A posteriori, es verifica I'esta-
bilitat del sistema en llag tancat tenint en compte §yjé (A — BK)X; = A, on

els valors propis d& son de part real negativa. De la mateixa manera, la positivi-
tat deP ve de I'equad de Lyapunov (A.4), on la matrid; té tots els seus valors
propis estables.
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Relaci6 entre norma H, i LQ

En el control LQ que utilitza el vector d’estat com a mesutayigeri quadatic
de funcionament a minimitzas

J = / (27 Qz + v Ru)dt |
0

que es pot reescriure com

J:/ yTydt,amby:(yl) ,
0 Y2

ony, = QY2x, y, = RY?u. Pel teorema de Parseval, que relaciona el domini
temporal amb el domini de frégncies, tenim que
1 oo

:g N

J Y*(jw)Y (jw) dw .
El termeY (jw) designa la transformada de Laplaceydé). Per definiod de
normak,, tenim aleshores

J=Y]?.

.....

normali, de la matriu de transfencia entre, i y, queés justament el vector que
cont l'estat i el control.

A.2 Sintesi LQG

El metode lineal quaattic (LQ) exigeix el coneixement del vector d’estat, mentre
gue en la majoria de problemes de control Bsraes disposa d’informazparcial
de I'estat, en cada instant. Lantesi lineal quaditica gaussiana (LQG) consisteix
en buscar, a partir d’'una mesura parcial, un regulador quémitzi un criteri
guadatic de caire estastic. Suposem que tenim un sistema lineal d’ordre
d’equacions

i=Ar+ Bu+Tw,

y=Cr+wv,

z= Dz .
Els vectorsw i v representen soroll blanc, de mitjana zero, independentb, a
matrius de covagincialV’ i V, respectivamen€s a dir,

Eww™) =W >0, Ew") =W >0, Ewv’) =0
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A partir de les mesures dg que contenen soroll, volem calcular una llei de
control que minimitzi el criteri

r T T
J = TIEI;OS{/O (z Q1z+u Ru)dt} . (A.5)
La solucd del problema es basa en el principi de separgae estableix que el
controloptim s’obe:

a) buscant I'estimadiz de I'estat usant el filtre de Kalman. Per@jes nec-
essari quéA, I'IW2, C) sigui detectable i estabilitzable.

b) usant aquest estimador com a mesura exacta de 'est#a) gerresoldre el
problema de contraptim lineal LQ.

Ja que el regulador lineal quaiic i el filtre de Kalman, cada un per seperan s
robustos, es podria pensar que els compensadors LQGthmibn. Pebd no
és aiX i normalment la sitesi LQG € marges estrets d’estabilitat. Uretade
per a resoldre aquesta mancam@sasintetitzar un control LQG que recobreixi
asimpbticament les propietats de robustesa deg @lfiltre de Kalman, o®la
sintesi LQG.

Relacio entre norma H, i LQG

Si designem peP(p) la matriu de transféncia que lliga, en llag tancat, les en-
trades(w, v)T al vectorl = (Q'/2x, R'/?u), el criteri (A.5), per Parseval, s’escriu
com

7= 5= [ Pty PGw) dw = |PGIE.

Per tant, els problemes LQ i LQ®1s de fet casos particulars de problemesm
generals, ja que podem minimitzar altres funcions de tesgstia.
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Apendix B
M etodes del punt interior

La introducco dels netodes del punt interior va marcar un abans i un despn
la resolucd nunerica de les inequacions lineals matricials. Aquesttoaies van
ser desenvolupats primer per Kamarkar [21] i van veure la selle\ancia en la
teoria LMI gracies al treball de Nesterov i Nemirovsky [33].

A continuacd n’exposem la idea principal (veure [47]). Sighiuna funco afi
i sigui S := {z||F(z) > 0} el domini de la fund convexaf : S — R a
minimitzar. Es a dir, volem resoldre un problema d’optimitZaconvexa

min f(z) |

sobre tots els valors de la variablejue satisfan la inequaximatricial '(x) > 0.
Aquest tipus de problema tai®ls’anomena problema d’optimitzaagondiciona-
da. La ideaés obtenir un problema no condicionat. Peoaprimerés necessari
introduir una funad barrerap. Aquesta fun@ haug de ser comhua i complir

e Estrictament convexa en l'interior d&
e Alllarg de{z,}, convergent a la frontera d& ¢ ha de tendir a infinit.

Donada una fundi barrerap verificant aquestes dues condicions, el problema
d’optimitzac és reemplacat per un problema d’optimitzatliure, on s’ha de
minimitzar el funcional

f(t,z) =tf(z) + o(x),

ont és un pametre anomenat dastig. Aleshores, cal determinar elmm z(t)
de f i considerarz(t) com una fund depenent del pametre de astigt > 0.
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En la majoria de ratodes del punt interior, aquest problema d’optimitaaidire
es resolt pel mtode chssic de Newton-Raphson, per tal d’aproximar &lim de
f. Sota condicions generals i per a una sucéessipaametres deastigt,, amb
t, — oo, la succes$i {z(t,)}, convergeix cap a un punt queés solud del
problema d’optimitza@ condicionada inicial.

Modificant lleugerament el problema d’optimitzadiiure, s’ob& una solu@
quasi anatica del problema d’optimitzagiconvexa. Substitat el problema ini-
cial pel problema d’extrems lliures

g(t, x) = do(t = f(x)) + ¢(x) , (B.1)

ambt > t, = infp)so f(x) i ¢o una funcd barrera per a la part positiva de
I'eix real. Com abans, la ide@s calcular el imim z(¢) de g(¢, ) i considerar-lo
com una fund del paametret. La corba donada pet(t), ¢ > t,, Slanomena
recorregut dels centres pel problema d’optimitdacsota bones condicions, les
solucionsz(t) son anaitiques i el seuimit quant — ¢, és definit comz,,;. El
puntz,,; €soptim ja quex(t) verifica la LMI i satish f(z(¢)) < t.

Els metodes del punt interior poden ser aplicats a tots tres tipysoblemes LMI
presentats en I'apartat 2.4. Si considerem el problemaathdivat ambF'(x) > 0,
aleshores una candidata a fulndee barrer&s la segent funcé logaitmica

logdet F(x)™!  siz eS8
o(z) =
00 altrament
Sota la suposidi que el conjunt de viabilitaf és acotat i no buit, resulta que
és estrictament convexa i defineix una funbarrera. Per convexitat, tenim que
existeix undnic z,,; € S tal queg(z,,:) €s el mnim global deg. Aquest punt
s’anomena centre antit i s’obté usualment pel Btode d’iterad de Newton

Trpr = o — (¢ (21)) " ¢ () -

Aqui ¢’ 1 ¢” indiquen el gradient i la matriu Hessian derespectivament. La
convergncia d’aquest gtode es veu de la ségnt manera. Com és estrictament
convexa i prou suau, existeixen nombies M tals que, per a tot vectar de
norma 1, es verifica

ul'¢"(x)u > M |

19" (@)u — ¢ (y)ull < Lijz —yl| .
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En aquest cas,

I (@)l < i8I

Per tant, quan la condiziinicial z, verifica 525|¢'(zo)||> < 1, el métode con-
vergeix quaditicament.

El problema d’optimitzad de minimitzarf(x) sota la restricé LMI F'(z) > 0,
pot ser plantejat com un problema de viabilitat si es comaide

Fe= (70 )

ont > t* := infp)so f(z) €s el paametre de astig. Usant la mateixa furicde
barrera anterior, s’obtel problema d’optimitzadide minimitzar

g(t,z) ;= logdet F(t,x) = log + logdet F(x)™",

1
t—f(z)
que & la mateixa estructura que (B.1). Degut a la convexitatotstde la fund
g(t,x), el minim x(t) deg(¢, x) é€slnic per a tot > t*. De fet, la successiz(t)
és viable per a tat > ¢* i aproxima l'infim de f (z) sobreF'(z) > 0.
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