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Introduccion

El nacimiento de la Teorfa de Juegos se remonta a mediados de siglo y se
debe, en gran parte, a J. von Neumann y O. Morgenstern, autores en 1944 del
libro “Theory of Games and Economic Behavior”. Aunque hace cincuenta
anos era practicamente desconocida, e incluso hace treinta anos poco mas de
treinta investigadores se dieron cita en un congreso en Jerusalén para dar a
conocer los avances y resultados obtenidos, en la actualidad esta situacién ha
cambiado substancialmente y la Teorfa de Juegos es hoy un campo dindmico
y en continua expansiéon. Economistas y matemdticos son sus principales
representantes, aunque existen especialistas de las Ciencias Sociales, de la
Biologia y de las Finanzas que se muestran interesados en sus aplicaciones.

Un juego puede definirse como un problema de decisién en el que existe més
de un agente decisor y en donde las decisiones tomadas por un jugador tienen
efectos sobre los demds. Por lo tanto, en todo juego no trivial tiene lugar
un conflicto de intereses. Estd claro que en nuestro mundo podemos obser-
var numerosas situaciones de conflicto, por lo que no resulta extrano que las
aplicaciones de la Teorfa de Juegos ofrezcan un gran nimero de posibilida-
des. Intuitivamente podriamos definirla como la parte de las Mateméticas
que resuelve situaciones conflictivas en las que dos o mds jugadores se ven
involucrados. Dado que existen diferentes tipos de situaciones conflictivas en
las que intervienen diversos agentes, existen también varias clases de juegos,
siendo la primera gran clasificacién la que distingue entre juegos cooperativos
y Juegos no cooperativos.

La Teorfa de Juegos no cooperativos, de la que no nos ocuparemos, estudia
el comportamiento de los agentes en cualquier situacién en donde la elec-
cion de cada jugador estd encaminada a maximizar sus propios intereses, sin
preocuparse de los de los demds. Sin embargo, si en el juego se permite la
comunicacion entre los jugadores, que se establezcan acuerdos y, consecuen-
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temente, que se formen coaliciones entre ellos, entonces estamos hablando de
juegos cooperativos. Dichos juegos vienen caracterizados por el conjunto de
jugadores, N, y por una funcién, llamada funcidn caracteristica, que asigna
a cada coalicién un nmimero real, y que sobre el conjunto vacio vale 0. Para
estos juegos se han propuesto diferentes tipos de solucién siguiendo siempre
criterios de racionalidad: por un lado soluciones univocas, que asignan a ca-
da jugador un cierto pago en unidades de utilidad transferible, y por otro
soluciones multivocas, que asignan al juego todo un conjunto de vectores de

pago.

Ocupando un lugar importante dentro de los juegos cooperativos se encuen-
tran los juegos simples, aquéllos en los que la funcién caracteristica tan solo
toma los valores 0 y 1, y que describen a los sistemas de decisién. Basta
recordar la frase de Shapley (1962) que hace referencia a ellos: ”Muchos de
los sofisticados aparatos analiticos que han sido inventados para resolver o
hacer frente a los juegos numericos mas generales son mas féciles de aplicar
en el contexto de los juegos simples, en los que sélo en raras ocasiones se
reducen a la trivialidad”.

Dichos juegos pueden aplicarse al estudio de situaciones parlamentarias, so-
ciedades de accionistas, modelos de muiltiples alternativas... Existen ademas,
como veremos a lo largo de la memoria, estrechas relaciones entre la Teorfa
de Juegos y campos como la Electrénica y la Fiabilidad de Sistemas. For-
malmente, un juego simple es andlogo a una ”funcion interruptor” o funcién
Booleana si se prescinde de la condicién de que en el vacio tome el valor cero
y a una estructura semi-coherente en términos de Fiabilidad. En estas dos
dreas se identifica IV, el conjunto de jugadores, con el conjunto de compo-
nentes del sistema o de la estructura. Se considera que el estado del sistema
(funcionamiento o fallo) depende exclusivamente del estado de las compo-
nentes (funcionamiento o fallo), lo que implica la existencia de una funcién
Booleana que asigne a cada conjunto de componentes el estado del sistema.
Esta funcién Booleana se denomina funcion estructura y no es més que la
funcién caracterfstica utilizada en términos de Teorfa de Juegos.

Una subclase de los juegos simples la forman los juegos de mayoria ponderada,
definidos asignando un peso a cada jugador y una cuota, que desempenan un
importante papel en esta memoria. También pueden ser interpretados como
funciones interruptor con umbral o como sistemas aditivos, utilizando la ter-
minologia de la Electrénica y de la Fiabilidad de Sistemas, respectivamente.
En ambos casos cada uno de los pesos mide la contribucién de cada compo-
nente al funcionamiento del sistema en el sentido de que el sistema funciona
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mientras la suma de los pesos asociados a cada una de las componentes en
funcionamiento supera el umbral o cuota.

El problema de buscar una condicién sencilla que caracterice a los juegos
de mayorfa ponderada entre los juegos simples ha sido muy estudiado. Esta
cuesti6n ha sido tratada, entre otros, por Elgot (1960), Muroga (1971), Ham-
mer, Ibaraki y Peleg (1981), Einy y Lehrer (1989) y Taylor y Zwicker (1992).
La ideal crucial se encuentra en la relacién de desplazamiento, introducida
por Isbell (1956), y la propiedad de completitud considerada por Winder
(1962), Maschler y Peleg (1966), Carreras (1984) y Einy (1985) y satisfecha
por todo juego de mayoria ponderada. La relacién de desplazamiento dio pie
a Carreras y Freixas (1996) a estudiar los juegos simples completos como una
via natural para la discusion de los juegos de mayorfa ponderada. Podemos
considerar a los juegos completos, en los que el orden inducido por la rela-
cién de desplazamiento es total, como una extensiéon natural de los juegos
de mayoria ponderada. Carreras y Freixas asociaron a cada juego completo
unos invariantes caracteristicos, concretamente un vector y una matriz. Si
esta matriz posee una sola fila, obtenemos los juegos completos con minimo.

Hemos titulado la memoria ” Aportaciones a la representabilidad de juegos
simples y al cédlculo de soluciones de esta clase de juegos” en alusién directa
a las dos partes de las que consta. Ha sido estructurada en cinco capitulos
que, a continuacién, resumimos brevemente.

En el primero de ellos exponemos los conceptos y resultados que hemos creido
indispensable recordar como antecedentes del trabajo. Su contenido no es,
por tanto, original. Cabe senalar que en este capitulo se han uniformizado
notaciones, extraido los resultados mds importantes y recapitulado los temas
que eran de mayor interés para nuestros propésitos.

En el segundo capitulo se inicia la tesis propiamente dicha. Es un hecho co-
nocido que sociedades de accionistas, modelos politicos e incluso modelos de
la Electrénica pueden ser descritos mediante juegos de mayorfa ponderada,
que pueden verse alterados si se experimentan variaciones en los pesos y/o la
cuota que los definen. Gambarelli (1983) estudio los efectos que causaba en
el juego el aumento del peso de un jugador en perjuicio de los otros, asi como
la disminucién del mismo en favor del aumento de los otros. Esta situacion
puede ser generalizada en el caso en que existan variaciones en cada uno de
los pesos y la cuota, que es el caso que nos ocupa. Carreras (1993) estudié
los efectos en el valor de Shapley de un juego de mayoria ponderada en el
que los pesos estdn fijados y es la cuota la que se modifica. Particularmente
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estudio estos efectos en el Parlamento Europeo. Estos articulos estdn rela-
cionados con nuestro capitulo en el sentido de que en ambos se producen
modificaciones, bien de los pesos o de la cuota.

La parte fundamental del capitulo se basa en determinar el médximo porcen-
taje permitido en la variacién de los pesos y la cuota de una representacion
estricta de un juego de mayorfa ponderada que hace que el juego no cambie.
Teniendo como punto de partida los resultados obtenidos por Hu (1965) en
el campo de la Electrénica, estableceremos el paralelismo entre la Teorfa de
Juegos y dreas como Fiabilidad de Sistemas y Teorfa de Circuitos. Se resu-
men y se mejoran los resultados obtenidos por Hu para la tolerancia, a la vez
que se define el concepto de amplitud de representaciones estrictas de juegos
de mayorfa ponderada, que serd el méximo porcentaje de las variaciones de
los pesos y de la cuota que mantienen el juego invariante. Como una conse-
cuencia inmediata deduciremos que este valor mejora la tolerancia. Daremos
también una expresién simplificada de la amplitud para representaciones es-
trictas de juegos de mayoria ponderada monétonos. Determinaremos la cuota
que hace que la amplitud sea méxima cuando los pesos estan fijados. Como
casos particulares de la amplitud, introduciremos el concepto de amplitud
coalicional, en donde las variaciones de los pesos afectardn a un nimero de-
terminado de jugadores, y el concepto de amplitud coalicional con suma de
pesos constante.

La primera seccion del capitulo tercero no es original, ya que estd dedicada
a recordar los conceptos y resultados fundamentales obtenidos por Carreras
y Freixas (1996) sobre los juegos completos. A continuacién definiremos y
estudiaremos los juegos completos con minimo utilizando los invariantes ca-
racteristicos. El nicleo (kernel) y el nucleolo han sido estudiados para ciertas
clases de juegos. El objeto del estudio de dichas clases era en ocasiones pu-
ramente matematico, motivado por el deseo de entender mejor la naturaleza
de las soluciones y comprobar si los resultados teéricos adquirfan sentido. En
otros casos, la motivacién era resultado directo de sus aplicaciones, princi-
palmente a las Ciencias Sociales. Uno de los resultados méds atractivos hace
referencia a los juegos de mayorfa ponderada de suma constante. Si todas las
coaliciones ganadoras minimales tienen el mismo peso segin cierta represen-
tacion, diremos que es una representacion homogénea del juego y, si existe
una tal representacion, el juego se denomina homogeéneo. Von Neumann y
Morgenstern (1953) ya demostraron que no todo juego de mayoria ponderada
tiene pesos homogéneos e Isbell (1959) expresé el deseo de encontrar para
cada juego de mayorfa ponderada de suma constante una tnica representa-
cién (normalizada) que reduzca la representacion homogénea si el juego es
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homogéneo. Este problema permanecié abierto hasta que nueve anos después
Peleg (1968) probé que el nucleolo es siempre un sistema de pesos, y que és-
tos son homogéneos si el juego es homogéneo. De este modo, si estamos de
acuerdo en que el nucleolo tiene un sentido intuitivo, llegamos a la conclusién
de que la condicién deseada por Isbell se cumple..... A partir de la relacién
de desplazamiento y teniendo en cuenta que a jugadores indiferentes les co-
rresponde el mismo vector de pago, podemos definir el vector normalizado
para el nucleolo, cuyas componentes corresponden al jugador perteneciente
a la I-clase Nj, y obtenerlo como solucién de un sistema determinado de
ecuaciones.

El nicleo (kernel) fue introducido por Davis y Maschler (1965) como un con-
cepto auxiliar de solucién cuyo principal papel era revelar ciertas propiedades
del conjunto de negociaciones y computar parte de este conjunto. El niicleo
tiene interesantes propiedades matemaéticas que reflejan de varias maneras
la estructura del juego. Aumann, Peleg y Rabinowitz (1965) y Aumann,
Rabinowitz y Schmeidler (1966) calcularon el micleo para diferentes clases
de juegos simples. Obsevando los resultados de estos computos, Maschler y
Peleg (1966, 1979) analizaron la estructura de los politopos que componen el
nicleo y redujeron considerablemente el nimero de sistemas de inecuaciones
necesario para calcularlo. Kopelowitz (1967) computé el niicleo de todos los
juegos de mayoria ponderada de suma constante de 6 y 7 jugadores y de todos
los juegos superaditivos de 6 jugadores. Recientemente Peleg, Rosenmiiller
y Sudholter (1995) calcularon el nicleo de los juegos homogéneos.

Es un hecho conocido que en un juego completo sin clases triviales el niicleo
y el pre-niicleo coinciden (Peleg, Rosenmuller y Sudholter, 1995). Si ademés
tenemos en cuenta que tanto el niicleo como el pre-niticleo respetan la relacién
de desplazamiento (Isbell, 1956), esta propiedad nos sugerira la definicién de
nacleo maximal de un juego completo. A partir de aqui, caracterizaremos
la maximalidad del niicleo para juegos completos con minimo en funcién del
nimero de jugadores con veto y el de jugadores nulos.

Proporcionaremos un método para calcular los semivalores, entre ellos el
valor de Banzhaf y el valor de Shapley. Este cédlculo es suficiente realizarlo
para cada I-clase puesto que jugadores indiferentes tienen asociado el mismo
semivalor y, a su vez, el semivalor de una /-clase esta definido aditivamente a
partir de los semivalores individuales. La cobertura superaditiva de un juego
fue introducida por Aumann y Dréze (1974) y garantiza el camplimiento de la
superaditividad. En la parte final del capitulo determinaremos la cobertura
superaditiva de un juego simple completo, no necesariamente con minimo,
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también a partir de sus invariantes caracteristicos.

El cuarto capitulo estd dedicado al célculo de la dimensién de ciertos juegos
simples. La definicién de dimensiéon de un juego simple proviene del con-
cepto de dimensién (Dushnik y Miller, 1941) de un conjunto parcialmente
ordenado como el minimo nimero de 6rdenes lineales cuya interseccién es el
orden parcial inicial. El hecho de que un juego simple pueda expresarse como
interseccién de juegos de mayoria ponderada da lugar al concepto de dimen-
sién de un juego simple. En la primera parte del capitulo determinaremos
la dimensién de los juegos completos con minimo utilizando sus invariantes
caracteristicos. Como hemos comentado anteriormente, los juegos completos
son una extensiéon natural de los juegos de mayoria ponderada. Algunos de
los ejemplos que describen situaciones reales (por ejemplo la propuesta para
establecer enmiendas a la Constituciéon del Canadd o el mecanismo de toma
de decisiones del Congreso de los Estados Unidos) tienen dimensién 2, si bien
algunos de ellos no son completos. La primera cuestion que surge es si es posi-
ble construir juegos simples de cualquier dimensién. Taylor y Zwicker (1995)
dieron respuesta a dicho problema y demostraron que para todo nimero na-
tural n > 1 existe un juego simple de dimensién n, es decir, existen familias
de juegos tales que su dimensién aumenta con el nimero de jugadores. Sin
embargo, a rafz de que todos los juegos presentados no eran completos, sur-
ge la segunda pregunta: ;es posible construir juegos completos de cualquier
dimensiéon? La respuesta a esta cuestién la obtenemos como consecuencia
inmediata de la determinacién de la dimensién de los juegos completos con
minimo dada en este capitulo, de donde se deduce que también para todo
natural n > 1 existe un juego completo (con minimo) cuya dimensién es n.
Este resultado amplia y complementa el citado anteriormente, a la vez que
demuestra que la complejidad de la dimensién del juego no esté directamente
relacionada con el hecho de que la relacién de desplazamiento sea total.

En la segunda parte del capitulo, y al igual que en el capitulo II, se es-
tablecerdan conexiones con la Electrénica y con la Fiabilidad de Sistemas.
Determinaremos la dimensién de dos clases de juegos simples que pueden
interpretarse como casos particulares de los llamados juegos simples com-
puestos definidos por Shapley en 1962, y los denominaremos composicion de
juegos individualistas via unanimidad y composicion de juegos de unanimi-
dad via individualismo. Los jugadores pertenecen a una de las m cdmaras
que existen y un acuerdo es previamente aceptado o rechazado en cada una
de ellas, para finalmente aplicar una decisién global que incluya todos los
posibles resultados. Veremos que ambos tipos de juegos generan juegos sim-
ples de cualquier dimensién. La parte final del capitulo estd dedicada a
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determinar la dimensién de juegos simples que son una generalizacion de los
anteriores.

Desde que Shapley introdujo la nocién de valor como una evaluacién a priori
de la expectativa de cada jugador en un juego cooperativo, gran parte de la
Teoria de Juegos se ha centrado en el andlisis de este concepto de solucion,
asi como en la bisqueda y discusion de otras alternativas y generalizaciones.
Con la aparicién del indice de poder de Shapley-Shubik (1954), se abrieron
nuevas posibilidades para la aplicacién de la Teorfa de Juegos al campo de la
politica. La eficiencia es una de las caracteristicas basicas del valor de Shapley
y, sin embargo, su inevitabilidad ha sido cuestionada por varios autores, que
han considerado la posibilidad de eliminarla. Banzhaf (1965) ha sido quizés
el primer autor que ha pasado por alto dicha propiedad al proponer su indice
de poder.

Dos de las més relevantes contribuciones a esta linea de investigacion se deben
a los trabajos de Dubey, Von Neyman y Weber (1981) y Weber (1988). Los
primeros introdujeron la nocién de semivalor, como una amplia familia de
soluciones que incluye al valor de Banzhaf y que tiene al valor de Shapley
como tnico miembro eficiente. En el segundo trabajo se definen los valores
probabilisticos (evaluaciones del juego de caracter individual), que admiten
una reformulacién como evaluaciones de grupo, constituyendo en este caso,
una familia m&s débil y de cardcter méas general que la de los semivalores. Los
valores probabilisticos estdn caracterizados por la linealidad, la positividad
y el axioma del titere. A partir de ellos, los semivalores se caracterizan como
valores probabilisticos de grupo, ademds, por la simetria y, finalmente, el
valor de Shapley es el semivalor caracterizado por la eficiencia.

En la primera parte del capitulo quinto definiremos y caracterizaremos los
semivalores para juegos simples monétonos, basdndonos en la caracterizacion
mediante coeficientes de ponderacién dada por Dubey, Von Neyman y We-
ber (1981). Demostraremos que los semivalores de juegos simples monétonos
generan un subespacio vectorial de dimensién n del espacio de todas las apli-
caciones de S} (conjunto de juegos simples monétonos de n jugadores) en R”™
que verifican el axioma de transferencia. Estos coeficientes nos permitirdn
definir los semivalores binomiales y dar un método para calcularlos a par-
tir de la extensién multilineal de la funcién caracterfstica. Determinaremos
una base del subespacio generado por los semivalores de S} formada por
n semivalores binomiales, lo que nos permitird calcular cualquier semivalor
como combinacion lineal de ellos y, como consecuencia del resultado anterior,
todo semivalor podra calcularse a partir de la extensién multilineal. Estos
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resultados son extrapolables a los juegos cooperativos en general.

Ampliamos el concepto de semivalor (que tan solo estd definido para un
juego con un nimero determinado de jugadores n) al de polisemivalor, que
lo extiende al conjunto de todos los juegos simples, es decir, semivalores
definidos para cualquier n.

Los coeficientes de ponderacién nos permitirdn ademads destacar tres familias
que apareceran a lo largo del capitulo: los semivalores regulares, los semiva-
lores V-regulares y los polisemivalores hereditarios, a las que pertenecen los
conocidos valores de Shapley y de Banzhaf. Felsenthal y Machover (1995)
estudiaron el comportamiento de los cuatro principales indices de poder (Sha-
pley, 1954, Banzhaf 1965, Deegan-Packel, 1978 y Johnston, 1978) ante una
serie de postulados. Teniendo como punto de partida este trabajo y consi-
derando el estudio de nuevas propiedades, ampliaremos dichos resultados al
aplicarlos a la familia de los semivalores y de los polisemivalores, en donde
jugardn un papel importante las tres familias anteriores.

En la parte final del capitulo presentaremos una serie de aplicaciones de los
semivalores a la Fiabilidad de Sistemas basadas inicialmente en la propiedad
de ”versatilidad” definida por Carreras y Freixas (1999), para a continuacién
introducir una interpretacién probabilistica de los coeficientes de ponderacién
que definen al semivalor y que podréd extenderse al estudio de los valores
probabilisticos.

Para medir la importancia de una componente podemos dar una versiéon pro-
babilistica, segiin la cual dicha importancia viene dada por la probabilidad de
que el funcionamiento o fallo de esa componente provoque el funcionamien-
to o el fallo del sistema. Si suponemos ademéds que cada componente tiene
una probabilidad p; de estar en funcionamiento y una probabilidad comple-
mentaria ¢; = 1 — p; de estar en estado de fallo, y que las componentes son
independientes, la fiabilidad del sistema no es més que la probabilidad de
que el sistema funcione, y se deduce que coincide con la extensiéon multilineal
de la funcién estructura. En términos de Teorfa de Juegos, se refiere a la
extensiéon multilineal de la funcién caracteristica del juego dada por Owen
(1972). Birnbaum (1969) y Barlow y Proschan (1975), al tratar de cuanti-
ficar la importancia estructural relativa de las componentes de un sistema,
redescubrieron el indice de Banzhaf y el indice de Shapley-Shubik, respecti-
vamente.

Teniendo en cuenta estos resultados veremos que es posible interpretar la
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distribucién dada por los coeficientes de ponderacién que definen un semivalor
binomial como la probabilidad de que unas ciertas componentes funcionen o
no y calcular el semivalor a partir de la funcién de fiabilidad del sistema. Este
resultado podra extenderse a los valores probabilisticos si las probabilidades
de funcionamiento de las componentes del sistema no coinciden.

La motivacién y uno de los objetivos de este trabajo, que se centra, como ya
hemos comentado, en los juegos simples, es contribuir en la medida de lo po-
sible al desarrollo de la Teorfa de Juegos y sus aplicaciones, haciendo especial
énfasis en las que pueden ser trasladadas a la Electrénica y a la Investigacién
Operativa, sin por ello dejar de lado las cldsicas aplicaciones a la Economia
v a la Politica. Queremos destacar que, a pesar de las analogfas existentes
entre la Teorfa de Juegos y estos dos campos, los resultados que aparecen
son originales y no trasladados a la Teorfa de Juegos desde la Electrénica o
desde Fiabilidad de Sistemas. Ademds, pretendemos aportar resultados que
solucionen los siguientes problemas:

(a) Determinar el méximo porcentaje permitido en la variacién de los
pesos y la cuota de representaciones estrictas de juegos de mayoria
ponderada que hace que el juego permanezca invariante. Estudiar
casos particulares cuando dichas variaciones afecten tan solo a un
nimero determinado de jugadores.

(b) Caracterizar los juegos completos con minimo y calcular su niime-
ro. A partir de sus invariantes caracteristicos obtener métodos
que nos permitan calcular, de forma mads simplificada, diferentes
tipos de soluciones, como el nucleolo y los semivalores, asi como
determinar la maximalidad del nicleo (kernel), la cobertura su-
peraditiva y la dimension del juego.

(c) Determinar la dimensién de los siguientes tipos de juegos simples:

e Juegos completos con minimo.
e Composicién de juegos individualistas via unanimidad.
e Composicién de juegos de unanimidad via individualismo.

e Una generalizacién de los dos ltimos.

(d) Definir, caracterizar y estudiar una serie de propiedades de los se-
mivalores sobre juegos simples monétonos. Calcularlos a partir de
la extensién multilineal de juego sobre el que se aplican. Caracte-
rizar al valor de Banzhaf como el tinico polisemivalor hereditario
que verifica los axiomas de superaditividad y de subaditividad.
Presentar una serie de aplicaciones de los semivalores y los valores
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probabilisticos a la Fiabilidad de Sistemas. Definir una medida
de la importancia de una componente de un sistema, ampliando
asi los resultados existentes en este campo, como pueden ser los
indices de Birnbaum y de Barlow y Proschan.

Por 1ltimo, tres breves comentarios. Primero, la mayoria de los ejemplos
presentados intentan ajustarse a situaciones reales, ya sean econémicas, po-
liticas o del campo de la Electrénica. Segundo, cuando un resultado no es
original, aparece por primera vez en el texto, va acompanado de su corres-
pondiente referencia bibliogréfica (excepto en esta introduccién). Tercero y
iltimo, la bibliograffa contiene también otras referencias de trabajos que han
dido consultados durante la elaboracién y redaccién de la memoria, aunque
en ella no se citen de forma explicita.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo recordamos de forma concisa una serie de conceptos
y resultados para que sirvan como antecedentes de los resultados que irédn
apareciendo a lo largo de la memoria. Se trata de una exposicién a modo
de pequeno resumen en el que también se estableceran la notaciones que
apareceran en los capitulos posteriores.

1.1 Juegos cooperativos

Definicion 1.1 Un juego cooperativo es un par (/V,v) formado por un con-
junto finito N = {1,2,...,n} y una funcién v : 2% — R que asigna a cada
subconjunto S de N un numero real v(S), con la condicion de que v(()) = 0.

Los elementos del conjunto N son los jugadores, y cada subconjunto de N
es una coalicion. La funcién v se denomina funcién caracteristica del juego.
Cuando no existe ambigiiedad acerca del conjunto de jugadores N al que nos
referimos, es frecuente denotar el juego simplemente por v.

El conjunto de los juegos cooperativos de n jugadores es un espacio vectorial
sobre R de dimensién 2™ — 1. Una base estd formada, por ejemplo, por los
llamados juegos de unanimidad, ug , definidos para cada S # () por:

1 siSCT
“S(T):{ 0 siS*>T

19
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Un juego cooperativo (N,v) de n jugadores se expresa como combinacién
lineal de los juegos de unanimidad como:

v = Z Cs(v)ug

P£SCN

donde Cs(v) = > (=1)*"v(R), siendo s = |S|, r = |R|.

RCS

Teniendo en cuenta ciertas propiedades de la funcién caracteristica podemos
dar distintos calificativos al juego cooperativo. Asf:

e Un juego cooperativo (IV, v) es monotono si v(S) < v(T") cuando S C T.

e Un juego cooperativo (N, v) es superaditivo si v(SUT) > v(S) + v(T)
cuando SNT = (.

e Un juego cooperativo (N, v) es de suma constante si v(S)+v(N —95) =
v(N), para toda S C N.

Debemos destacar que si el juego es monéto, | S| < |T'| no implica necesaria-
mente que v(S) < v(T), siendo |S| el cardinal de S.

Definicion 1.2 Dado un juego cooperativo (NNV,v) definimos el juego dual
(N,v*) tomando para toda coalicion S C N

v*(S) =v(N) —v(N —S).

En el presente trabajo nos ocuparemos de un tipo especial de juegos coope-
rativos, los juegos simples, y que a continuacién pasamos a describir.

1.2 Juegos simples

Definicion 1.3 Un juego cooperativo (N, v) es simple si v(S) =0 6 1 para
toda S C N.
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Una coalicién S es ganadora si v(S) = 1y perdedora si v(S) = 0. El conjunto
de coaliciones ganadoras lo representaremos por W y el de las coaliciones
perdedoras por L.

Teniendo en cuenta la definicién de juego cooperativo monétono dada an-
teriormente, podemos decir que un juego simple es monétono si todas las
subcoaliciones de coaliciones perdedoras son también perdedoras o, equiva-
lentemente, si todas las supracoaliciones de coaliciones ganadoras son tam-
bién ganadoras. A lo largo de la memoria nos restringiremos a juegos simples
mondétonos no nulos.

Si cada subcoalicién de una coalicién ganadora es perdedora, diremos que
esta coalicién es minimal. El conjunto de coaliciones ganadoras minimales lo
denotaremos por W™. Es decir

Wm={SeW:TcS=T¢gW}

Diremos que una coalicién es perdedora maximal si toda coalicién que la
contiene es ganadora. El conjunto de coaliciones perdedoras maximales lo
representaremos por £M. Es decir

LM={SeL:ScT=TecW}.

Podemos definir también un juego simple monétono no nulo a partir de sus
coaliciones ganadoras, como un par (N, W) donde W C 2V verifica:

0 ¢ W, NeWy
S e W, SCT=TeW.

Se dice que W es un filtro de orden. En este tipo de juegos simples el conjunto
de las coaliciones ganadoras minimales determinan el juego (y se denomina
base del filtro), ya que, debido a que N es finito, W™ es no vacio y podemos
obtener las coaliciones ganadoras como sigue:

W={SCN:RCS paraalguna R € W™}.

Las coaliciones ganadoras minimales verifican:

o D gWm W™ #£0,
o T £S VT,SecWm.
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A partir de este momento, si un juego (IV,v) es simple escribiremos (N, W).

Daremos a continuacién una clasificaciéon exhaustiva de los diferentes tipos
de coaliciones y destacaremos ciertos tipos especiales de jugadores.

Una coalicién S es ganadora decisiva si S € Wy N — S ¢ W.

Una coalicién S es ganadora conflictiva siSe W y N —S e W.

Una coalicién S es de bloqueo si S ¢ Wy N —S & W.

Una coalicién S es perdedora estricta si S¢ Wy N — S € W.

Representaremos a estas cuatro familias por D, C, B y P respectivamente.
Se verifica:

W = DUC,
L = BUP.

Como una aplicacion de estos conceptos consideremos el significado de coali-
ciones electorales en cuerpos electorales. N es aqui el conjunto de personas
que forman un cuerpo que toma decisiones. Por ejemplo podria ser el con-
junto de miembros de un comité, el pleno del ayuntamiento de un municipio,
el de una convencién o el de un parlamento. Cada miembro puede dar un
cierto niimero de votos. La decisién de si una medida se aprueba o no puede
tomarse por mayoria simple, por 2/3 del quérum, etc.

Supongamos que un subconjunto de los miembros de un cuerpo forma una
coaliciéon para hacer aprobar una medida. La cuestién es si dispone o no de
votos para garantizar la aprobacion de la misma. Si tienen suficientes votos
para lograr su propésito, decimos entonces que forman una coalicién gana-
dora. Si los miembros que pertenecen a la coalicién no pueden hacer aprobar
una medida suya, decimos entonces que la coalicién es una coaliciéon perdedo-
ra. Finalmente, si los miembros de la coalicién no pueden hacer prosperar su
propuesta y los miembros que no pertenecen a la coalicién tampoco pueden
aprobar la suya, entonces la coalicién es de bloqueo.

Partiendo de la clasificacién dada anteriormente para coaliciones, podemos
definir los siguientes tipos de jugadores:

e Un jugador i € N es dictador si {i} € D.
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Un jugador ¢ € N es capaz si {i} € C.

Un jugador ¢ € N tiene veto si N — {i} ¢ W.

Un jugador ¢ € N es nulo si {i} ¢ S, VS € W™.

Un jugador ¢ € N es ganador si {i} € W.

Observemos, a partir de estas definiciones, que es imposible que en un mismo
juego exista un jugador ¢ con veto y un jugador j capaz.

Teniendo en cuenta ciertas relaciones entre las coaliciones complementarias
de un juego simple (N, W), distinguiremos diferentes tipos de juegos:

e Un juego simple (N, W) es propio si N\ S ¢ W cuando S € W. Es
decir, el juego es propio si C' = ().

e Un juego simple (N, W) es fuerte si N\ S € W cuando S ¢ W. Es
decir, el juego es fuerte si Q = ().

Por lo tanto, teniendo en cuenta las definiciones anteriores, un juego simple

se denomina impropio si C' # () y débil si Q # 0.

Ejemplos de juegos propios son los juegos con veto y las dictaduras, e impro-
pios aquéllos en los que existe algtin jugador capaz. Ejemplos de juegos fuer-
tes son las dictaduras y los juegos con jugadores capaces, y débiles aquéllos
con jugadores con veto.

El conjunto de los juegos simples de n jugadores es un reticulo distributivo
y completo con las operaciones U y M. Para ello, basta definir la unién y la
interseccién de juegos simples de la forma

(N, W)U (N, Wy) = (N, W, UW,)
(N, W) N (N, Wa) = (N, W;NWs).

Si (N, W) es un juego simple no nulo tal que W™ = {5}, Ss, ..., S, }, entonces
(N, W) = (N,ugs,) U(N,ug,) U...U(N,ug,),

donde (N, ug,), i =1,...,7 son los juegos de unanimidad.
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De manera andloga podrian considerarse las operaciones de supremo e infimo
con las funciones caracteristicas

(uVo)(S) = max{u(S),v(S5)}
(uAv)(S) = min{u(S),v(S)}

que conducen a la misma estructura de reticulo.

Dado un juego simple (N, W), diremos que (M, W (M)) es el juego inducido
en M por el juego simple (N,W)si M C Ny W(M)={SNM:S5eW}.

Diremos que (M, W)) es un subjuego del juego simple (N,W) si M C N
y Wy ={SeW:85 C M}. En realidad, (M, W)) equivale a restringir
la funcién caracteristica, y las coaliciones ganadoras del subjuego son las de
Wy =Wn2M,

Si los jugadores de N — M son todos nulos diremos que el subjuego (M, W)
es denso.

A un juego simple (N,W) podemos asociarle el juego dual, que también

es simple, y que se denota por (N,W*), en donde, teniendo en cuenta la
Definicién 1.2, W* ={SCN: N —-S & W}

Definimos a continuacién el concepto de juego compuesto.

Definicion 1.4 (Shapley, 1962) Sean I'; = (N;,W;), para ¢ = 1,....m, m
juegos simples tales que N; N N; = () para i # j, y I'y = (M,u) un juego
cooperativo tal que M = {1,2,...,m}. El juego compuesto I" = T'y(T'y, ..., T',)
se define sobre el conjunto N = N;UN,U...UN,, y su funcién caracteristica
v viene dada por

v(S)=u({ie M:SNN,; € W;}) paracada S C N.

Los juegos simples son de gran utilidad porque sirven, como hemos comentado
ya, como modelos para ciertos organismos de decisiéon que se rigen mediante
votaciones.

Presentamos a continuacion como ejemplos de juegos simples el sistema de
enmiendas a la Constitucién del Canadd, que aparecerd en diversos capitulos
de la memoria, y el Congreso de los Estados Unidos.
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Ejemplo 1.1 Consideremos el sistema de enmiendas a la Constitucion del
Canadéa (Kilgour, 1983). Desde 1982 una ley es aprobada si:

(a) es aprobada, como minimo por 7 de las 10 provincias; y

(b) el porcentaje de poblacién de la suma de las 7 provincias debe ser
mayor o igual que el 50% de la poblacién total.

Los porcentajes de poblaciéon de cada provincia son: Prince Edward Island
(1%), Newfoundland (3%), New Brunswick (3%), Nova Scotia (4%), Manito-
ba (5%), Saskatchewan (5%), Alberta (7%), British Columbia (9%), Quebec
(29%) y Ontario (34%).

Se trata de un juego simple en el que las 10 provincias son los 10 jugadores
y las 112 coaliciones ganadoras minimales son de estas formas:

{Ontario + 6 prov.}, {Quebec + 6 prov.}, {Ontario + Quebec + 5 prov.}.

Ejemplo 1.2 (Congreso de los Estados Unidos). Esta formado por 537
miembros: 435 de la Camara de representantes, 100 del Senado, el vicepre-
sidente y el presidente. El vicepresidente tiene voto de calidad en el Senado,
y el presidente tiene veto que puede ser anulado por los 2/3 de los votos de
la Camara de representantes y del Senado. Para que un proyecto de ley sea
aceptado debe ser aprobado por:

1. 218 6 mas miembros de la Camara de representantes y 51 6 mas sena-
dores (con o sin el vicepresidente) y el presidente, 0

2. 218 6 més miembros de la Camara de representantes y 50 senadores y
el vicepresidente y el presidente, o

3. 290 6 méas miembros de la Camara de representantes y 67 6 mas sena-
dores (con o sin el vicepresidente y el presidente).

Se trata de un juego simple de 537 jugadores cuyas coaliciones ganadoras
minimales y coaliciones perdedoras maximales son, respectivamente:

W™ = {p+ 51sen. +218rep., p+ vp + 50sen. + 218 rep., 67 sen. + 290 rep. },

LY = {p + 50sen. + 435rep., p + vp + 49sen. + 435 rep., vp + 66 sen. +
+435rep., p + vp + 100 sen. + 217 rep., vp + 100 sen. + 289 rep. }.
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1.2.1 Juegos de mayoria ponderada

Pasamos a comentar a continuacién una clase importante de juegos simples,
los llamados juegos de mayoria ponderada (J.M.P.), que tienen especial pro-
tagonismo en esta memoria.

Definicion 1.5 Un juego simple (N, W) es de mayoria ponderada si y solo
si existen numeros reales, wy, wo, ..., w,,q, cON g > 0, tales que v(S) = 1 si
w(S) > qyv(S)=0siw(S) < q, donde w(S) = > w;.

€S

Diremos entonces que [q; wy, ws, ..., w,| es una representacion del juego de
mayoria ponderada (N, W) y escribiremos (N, W) = [q; wy, ws, ..., w,|. En
este caso, la familia de coaliciones ganadoras es W = {S C N : w(S) > ¢}.

Si g es tal que v(S) = 1 si w(S) > ¢y v(S) = 0 si w(S) < g, entonces
[q; w1, wa, ..., w,] es una representacion estricta de (N, ).

Suele interpretarse w como una distribucién de pesos (acciones, votos,...)
entre los elementos de N, que hacen el papel de accionistas o representantes
de grupos parlamentarios con disciplina de voto, mientras que ¢ simboliza la
mayoria exigida para tomar decisiones.

No todo juego simple puede representarse mediante un juego de mayorfa pon-
derada. En particular, un juego simple débil e impropio no es representable
como juego de mayorfa ponderada.

Ejemplo 1.3 El juego simple asociado al sistema de enmiendas a la Cons-
titucion del Canada no es representable como juego de mayoria ponderada.

Para ello consideremos cada una de las provincias como uno de los 10 jugado-
res: Prince Edward Island (10), Newfoundland (9), New Brunswick (8), Nova
Scotia (7), Manitoba (6), Saskatchewan (5), Alberta (4), British Columbia
(3), Quebec (2) y Ontario (1).

Supongamos que existen wy, ws, ..., Wy, ¢, como en la definicién. Veremos
que llegamos a una contradiccion.
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Consideremos las coaliciones ganadoras siguientes:
S={2,3,4,5,6,9,10} T =1{1,3,4,5,6,7,8}.
Entonces

S = {1,2,3,4,5,6} ¢ W
T = {3,4,5,6,7,8,9,10} ¢ W,

ya que S’ contiene tan solo 6 provincias y 7" estd formada por 8 provincias,
pero no contiene ni a 1 ni a 2.

Comparando S y S’ obtenemos que wy +wyg > wy. Si comparamos Ty 1", la
desigualdad es ahora wg + w19 < w;. Ambas condiciones son incompatibles.

Ejemplo 1.4 EIl juego simple asociado al Congreso de los Estados Unidos
no es representable como juego de mayoria ponderada.

Como hemos comentado anteriormente, el conjunto de coaliciones ganadoras
minimales es:

{p + 51sen. + 218 rep., vp + p + 50sen. + 218 rep., 67 sen. 4+ 290 rep. }.

Si existiese una representaciéon como juego de mayoria ponderada con pesos
Wpy Wep, Wey s ooy Weyo0s Wry s -+ Wryss Y CUOLA ¢ como en la definicién, teniendo en
cuenta que la coalicién formada por el presidente, los 51 primeros senadores y
por los 218 primeros representantes (excepto el primero) es ganadora y que la
coalicién formada por el presidente, los 50 senadores anteriores (distintos del
primero) y los 219 primeros representantes es perdedora, debera verificarse

WptWe; +Wsy ... FWegy TWry+ oo F Wiy > Wy Wyt FWegy F+Wey + Wiy =+ Wiy,

y de aqui deducimos que ws, > w,,.

Sin embargo, si consideramos la coalicién ganadora formada por el presi-
dente, los 51 primeros senadores (distintos del primero) y los 218 primeros
representantes y la coalicién perdedora formada por el presidente, los 52 pri-
meros senadores y los 217 primeros representantes (distintos del primero), la
desigualdad que obtenemos es ahora:

Wp+Wept .. FWsgy T Wey F o FWryyg > Wyt Wey Wy +oo +Wegy +Wey + oo Wiy,
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y de aquf se deduce que w,, > ws,, que contradice la desigualdad anterior.

Veamos a continuacién que el juego que describe el Parlamento FEuropeo
constituye un claro ejemplo de juego de mayoria ponderada.

Ejemplo 1.5 (El Parlamento Europeo, 1999) El Parlamento Europeo esta
formado por 626 representantes de los 15 paises, elegidos internamente en ca-
da uno de ellos. Existe una particion transversal en grupos parlamentarios,
que se constituyen segun afinidades y homologaciones politicas y reflejan con
fidelidad las estructuras ideolodgicas internas de las diferentes naciones. Am-
bas divisiones, por paises y grupos, influyen poderosamente en las actitudes
de los representantes, y en cierta forma esta bidimensionalidad favorece la
disensién en lugar del consenso, por lo que no es sorprendente que el Parla-
mento tome sus decisiones habitualmente por mayoria simple.

Aunque la nacionalidad no sea el distintivo excluyente de cada miembro de
la Camara, a efectos de comparar la posicién estratégica de cada pais en ésta
y en las otras instituciones comunitarias debemos computar el poder como
si el Parlamento fuese un grupo de mayoria ponderada jugado por las 15
naciones. Los resultados obtenidos en las pasadas elecciones del 13—V I —99
se recogen en la siguiente tabla.

Pais Escafnos
Alemania 99
Francia 87
Italia 87
Gran Bretana | 87
Espana 64
Holanda 31
Bélgica 25
Grecia 25
Portugal 25
Suecia, 22
Austria 21
Dinamarca 16
Finlandia 16
Irlanda 15
Luxemburgo | 6
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Una representacion como juego de mayorfa ponderada es la dada por:

[314;99, 87,87,87, 64, 31, 25,25, 25, 22, 21, 16, 16, 15, 6]

Si un juego simple es de mayoria ponderada existen infinitas representaciones
del mismo, sin embargo, es un hecho conocido que siempre es posible utilizar
representaciones naturales, aquéllas en las que todos los pesos son enteros no
negativos y con cuota natural.

Una clase especial y reducida de juegos de mayorfa ponderada la constituyen
los llamados juegos homogéneos, aquéllos para los cuales existe una represen-
tacién en la que todas las coaliciones ganadoras minimales tienen el mismo
peso. Dicha representacién se denomina representaciéon homogénea.

Con respecto al juego dual de un juego de mayoria ponderada, resulta que un
juego (N, W) es un juego de mayoria ponderada si y sélo si su dual (N, W*)
lo es. Basta tener en cuenta que si [q; wy, wy, ..., w,| es una representacion
natural de (N, W), entonces [w(N) — ¢ + 1;wy, wa, ..., w,] es también una
representacion natural de (N, W*).

Otros resultados interesantes que afectan a la representabilidad de un sub-
juego de un juego simple se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.1 (a) Si (N,WW) es un juego de mayoria ponderada, entonces
todo subjuego (M, W),) también lo es.

(b) Sea (M, W,,) un subjuego denso de mayoria ponderada del juego simple
(N, W). Entonces (N, W) también es de mayoria ponderada.

Demostracion:

(a) Por hipétesis (N, W) = [q; w1, ws,...,w,]. Si M = {1,2,....m} C N,
consideramos (M, W') = [q; wy, w2, ..., Wy,

Veamos que (M, W') = (M, Wy).

SeW & SCMy>Yw>qgeSCMySeWeSeWy.

€S
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(b) Sea M = {1,2,....,m} C N. Por hipétesis, (M, Wy) = [q; w1, w2, ..., Wy,].
Teniendo en cuenta que los jugadores de N — M son nulos, basta considerar
(N, W) = [q; w1, wa, ..., Wi, 0, ..., 0]. 2

1.2.2 Dimension de un juego simple

Es un hecho conocido que todo juego simple puede ser representado como
la interseccion de juegos de mayorfa ponderada; sin embargo es conveniente
preguntarnos por la eficiencia de dicha representacion, es decir, parece 16gico
intentar expresar el juego simple como interseccién del minimo nimero de
juegos de mayoria ponderada. Esta pregunta da lugar a la aparicién del
concepto de dimension de un juego. Un juego simple (N, W) diremos que
es de dimensién k si y sélo si puede ser representado como interseccién de k
juegos de mayorfa ponderada, pero no como la interseccién de k — 1 de ellos.
Observemos, por ejemplo, que un juego simple es de dimensién 1 si y sélo si
es de mayorfa ponderada.

La dimensién de un juego es como mdaximo el nimero de coaliciones perde-
doras maximales (Taylor y Zwicker, 1992), pero esta representacién tiende a
ser enormemente ineficiente pues, por ejemplo, si consideramos el Congreso
de los Estados Unidos como un juego simple de 537 jugadores observamos
que tiene mas de 10%5 coaliciones perdedoras maximales y, consecuentemente,
necesitarfamos méas de 10*® juegos de mayorfa ponderada para representarlo.

Definicion 1.6 La dimension de un juego simple (N, W) es el minimo £ tal
que existen juegos de mayoria ponderada (N, W), ..., (N, W) tales que

W=win..NW.

Teorema 1.2 (Taylor y Zwicker 1992) Todo juego simple tiene dimensién,
y ésta estd acotada superiormente por el numero de coaliciones perdedoras
maximales.

Ejemplo 1.6 (Taylor y Zwicker, 1992) El procedimiento de enmiendas a
la Constitucion de Canada y el Congreso de los Estados Unidos son dos
interesantes ejemplos de juegos simples de dimensién 2.
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Veamos en primer lugar que el procedimiento de enmiendas a la Constitucion
de Canadé tiene dimensién 2. Recordemos que el conjunto de jugadores, N,
estaba formado por las diez provincias. A partir de aqui podemos considerar
dos juegos simples (N,W;) y (N,Ws), donde el primer juego tiene como
coaliciones ganadoras aquéllas formadas como minimo por 7 provincias y el
segundo juego tiene como coaliciones ganadoras las que representan como
minimo el 50% de la poblacion.

(N, 1) es un juego de mayoria ponderada: para ello es suficiente asignar
peso 1 a todas las provincias y fijar la cuota en 7. Andlogamente, el segundo
juego (IV, W3) también es un juego de mayoria ponderada, en donde ahora los
pesos asignados a cada provincia no son mas que los porcentajes de poblacion
que representan y la cuota es 50.

A partir de aqui, para describir el sistema de enmiendas a la Constitucién
del Canadd podriamos decir que una coalicién es ganadora si y sélo si lo es
en los dos sistemas anteriores. Es decir, si identificamos W como el conjunto
de coaliciones ganadoras en el sistema de enmiendas a la Constitucién del
Canad4, entonces una coalicién es de W si y sélo si lo es de Wy y Ws. Este
hecho nos permite decir que W = W; N Ws.

Como hemos visto anteriormente, el sistema de enmiendas a la Constitucién
del Canadéd no era un juego de mayorfa ponderada, y teniendo en cuenta que
W = Wi N W, podemos asegurar que es un juego simple de dimensién 2.

Ya hemos visto que el Congreso de los Estados Unidos tampoco es un juego
de mayoria ponderada; por lo tanto, para demostrar que tiene dimension 2 es
suficiente comprobar que puede expresarse como interseccién de 2 juegos de
mayorfa ponderada. Recordemos que en este caso el conjunto de jugadores,
N, estaba formado por el presidente, el vicepresidente, 100 senadores y 435
miembros de la Cdmara de representantes.

A partir de aqui podemos considerar los dos juegos de mayoria ponderada
(N,W1) y (N,W,). El primero asigna peso 0 a los representantes, peso 1
a los senadores, peso 0.5 al vicepresidente y peso 16.5 al presidente, siendo
q = 67. En el segundo juego los pesos son: 1 para los representantes, 0
para los senadores y el vicepresidente y 72 para el presidente, y ¢ = 290.
Se comprueba que, efectivamente, W = W; N W5, en donde W representa el
conjunto de coaliciones ganadoras en el Congreso.
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1.2.3 Juegos completos

El problema de encontrar alguna condicién ”atractiva” que caracterice a los
juegos de mayorfa ponderada se remonta, como minimo a Isbell (1956). Es-
ta cuestion ha sido tratada, entre otros, por Elgot (1960), Muroga (1971),
Hammer, Ibaraki y Peled (1981), Einy y Lehrer (1989) y Taylor y Zwicker
(1992). La ideal crucial se encuentra en la relacion de desplazamiento, in-
troducida por Isbell (1956), y la propiedad de completitud considerada por
Winder (1962), Maschler y Peleg (1966), Carreras (1984) y Einy (1985) y
satisfecha por todo juego de mayoria ponderada.

Aunque la relaciéon de desplazamiento y la propiedad de completitud son
extensibles a los juegos cooperativos (Carreras y Owen, 1997), creemos que
es en los juegos simples donde la relacién de indiferencia -la relaciéon de
equivalencia asociada al desplazamiento- es mds efectiva, en el sentido de
simplificar realmente el estudio del juego.

Definicion 1.7 Sea (N, W) un juego simple. Definimos la relacion binaria
de desplazamiento D en N por

iDje (YSCN—{i,j}, SU{j}eW =SUi}eW)).

Diremos que 7 desplaza a j, es decir, i es, como minimo tan deseable como j
como companero de coalicién.

Es facil comprobar que D es reflexiva y transitiva, es decir, un preorden. La
ausencia de antisimetria obliga a definir la relacién de equivalencia asociada,
I, dada por

1ljeiDy y jDi
y, asi, ¢ I j significa que 7 y j son jugadores indiferentes. D induce un orden
> en el conjunto de las I —clases

N/I ={Ny, No, ..., N; }.
De este modo, N, > N, siy sélo si 37 € N, 35 € IV, tales que ¢ D j.

El problema bésico de la relacién de desplazamiento es que no siempre es
total.
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Definicion 1.8 Un juego simple (IV, W) es completo si la relacion de des-
plazamiento es completa, es decir, si dos jugadores cualesquiera siempre son
comparables por D.

Es decir, Vi,5 € N 1D j o j Di. Equivalentemente, la relacion > es total:
VN,,N, € N/I, N, > N, 6 N, > N,

En este caso las I —clases estdn linealmente ordenadas. Consideraremos siem-
pre que Ny > Ny > ... > N,.

Los jugadores nulos de un juego, si los hay, forman una [—clase, que es la
minima para la relacién de orden >, mientras que los jugadores con veto, si
los hay, constituyen la I —clase méxima para la misma relacién. Ademés los
jugadores ganadores, si los hay, también forman la /—clase maxima. Si un
juego completo tiene jugadores con veto y jugadores ganadores, entonces las
dos [—clases coinciden, su cardinal es uno y los demds jugadores, si los hay,
son nulos.

Como consecuencia inmediata de la definicién de juego completo se deduce
que todo juego de mayoria ponderada es completo, ya que los pesos siempre
se pueden comparar, y, por lo tanto, los jugadores también. Sin embargo, el
reciproco no es cierto. Asi pues, una condicién necesaria para que un juego
simple sea de mayorfa ponderada es que sea completo.

Ejemplo 1.7 Consideremos el 4-juego simple tal que W™ = {{1, 2}, {3,4}}.
Este es el juego no completo mas sencillo.

Observemos que N1 = {1,2} y Ny = {3, 4}, pero N; y N5 no son comparables.
Por ejemplo veamos que 1 D3 y 3D 1, es decir:

1DP3 : 35 CN—{1,3} talque S;U{l} ¢ Wy S;U{3} e W,
3P1 : IS CN-—{1,3}talque SaU{3} ¢ Wy SoU{l} € W.

Basta considerar S; = {4} y S» = {2}.

Por lo tanto > no es total y el juego no es completo. A partir de este resultado
podemos asegurar que tampoco serd de mayorfa ponderada.

El primer juego completo que no es de mayoria ponderada lo encontramos
para n = 6.
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Ejemplo 1.8 Veamos a continuacion que el 6—juego simple (N, W) definido
por

wm = {{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},{1,4,6},{3,4,5},{1,5,6},{3,5,6},
{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6},{3,4,6},{2,5,6},{4,5,6}}

es un juego completo pero no es un juego de mayoria ponderada.

Es fécil comprobar que Ny = {5,6}, Ny = {3,4}, N3 = {1,2} y ademds
N; > Ny > Nj. Por lo tanto, (N, W) es completo.

Sin embargo, no es de mayorfa ponderada ya que se trata de un juego débil (la
coalicién {5,6} es de bloqueo) e impropio (la coalicién {1,4,5} es ganadora
conflictiva).

Ejemplo 1.9 El sistema de enmiendas a la Constitucion del Canada no es
un J.M.P. y si es un juego completo.

Ya hemos comentado anteriormente que no era representable como juego de
mayorfa ponderada; sin embargo, se trata de un juego completo en el que

Ny ={1,2}, Ny ={3,4,5,6,7,8,9,10} y Ni > Ny,

Ejemplo 1.10 El juego asociado al Congreso de los Estados Unidos no es
un juego completo.

Las cuatro clases de indiferencia son: Ny = {p}, Ny = {vp}, N3 = {s1, ..., S100}
y Ny ={r1,...1435}, en donde s;, para ¢ = 1, ...100 son los senadores y r;, para
j =1,...,435 son los miembros de la Cadmara de representantes. Sin embargo,
por ejemplo, N3 y N4 no son comparables. Veamos que s; D 1435 ¥ 7435 D $1,
es decir:

S1 lDr435 . 351 g N — {81,7”435} tal que Sl U {51} ¢ W y Sl U {7’435} € W
7”435@81 : 352 QN—{sl,r435} tal que SQU{T435} g_ﬁ WySQU{Sl} GW
Basta considerar S; como la coalicién formada por el presidente, los 51 l-

timos senadores y los 217 tltimos representantes y Sy la formada por el
presidente, los 50 primeros senadores y los 218 primeros representantes.
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1.3 Conceptos de solucidon para juegos coope-
rativos

Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores. Un concepto de solucién
para esta clase de juegos es, en general, una regla que asigna a cada juego
un subconjunto de R™ siguiendo unas normas predeterminadas.

Hay conceptos de solucién que asignan todo un conjunto de vectores para
cada juego, como por ejemplo los conjuntos estables de von Neumann y
Morgenstern (1944) o el core (Gillies, 1953). Otros, sin embargo, seleccionan
un tnico vector de pagos, como el valor de Shapley (Shapley, 1953), el valor
de Banzhaf (Banzhaf, 1965), los semivalores (Dubey, 1981) o el nucleolo
(Schmeidler, 1969).

En particular, en Ciencias Politicas uno de los problemas bésicos a tener en
cuenta lo constituye el andlisis del poder. En general es dificil definir la idea
de poder, pero para el caso especial de poder de votacion, existen indices de
poder que han sido frecuentemente utilizados. El primero de estos indices
fue propuesto por Shapley y Shubik (1954) que aplican el valor de Shapley
(1953) a los juegos simples. Otro concepto para medir el poder de votacién
fue introducido por Banzhaf (1965).

Un concepto de solucién que incluye a los dos anteriores esta formado por los
semivalores que, al igual que ellos, se obtienen, como veremos a continuacion,
a partir de las contribuciones marginales de cada jugador a las coaliciones a
las que pertenece.

1.3.1 EIl valor de Shapley

Es el primer concepto de soluciéon que asigna a cada juego cooperativo un
tnico vector de pago y es uno de los mds estudiados.

Definicién 1.9 Un jugador i es titere en v si v(SU{i}) = v(S)+v({i}), para
toda S C N — {i}.

Definicién 1.10 Un jugador i es nulo en v si v(S U {i}) = v(S), para toda
S CN—{i}.
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Definicion 1.11 Si (N, W) es un juego simple y S C N es una coalicion,
diremos que el jugador i es pivoteen Ssi Se Wy S—{i} ¢ W.

Definicion 1.12 Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores y 7 una
permutacion sobre N. El juego (N, wv) estd definido para cada coalicion S

por
(10)(S) = v(7~}(S)).

Definicion 1.13 Un conjunto K C N es un soporte del juego (N,v) si
v(S) =v(SN K) para toda coalicion S C N.

Sea Gy el espacio vectorial de los juegos cooperativos de n jugadores. El
valor de Shapley es una aplicacién

d:Gy — R"”

que asigna a cada juego cooperativo v un vector ®[v] = (P4[v], ..., P,[v]) ¥y
cumple las siguientes propiedades:

1. Eficiencia: Para todo soporte K del juego v

> &ifv] = o(K).

€K
2. Simetria: Para todo juego v y toda permutacién = de N
Q;[v] = Dy [m0].
3. Aditividad: Si u,v € Gy, entonces
Qu + v] = Qfu| + P[v).

Teorema 1.3 (Shapley, 1953). Existe una uUnica funcion ®: Gy — R™ que
satisface las propiedades anteriores, y es la dada por

Y (s = DM =96y u(s — {i})], para cada i € N,

n!
SCN
ies

donde n = |N|y s =|9].
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Este valor es una media de las contribuciones marginales v(S) — v(S — {i})
del jugador 7 en todas las coaliciones S que lo contienen.

Definicién 1.14 Una solucién ¥ satisface el axioma del jugador nulo si
U, [v] = 0 para todo juego v en el que i es nulo.

A partir de esta definicién, el primer axioma del valor de Shapley es equiva-

lente a exigir eficiencia para N, es decir ) ®;[v] = v(N), y que se verifique
iEN

el axioma del jugador nulo. Teniendo en cuenta esta observaciéon, podemos

decir que el valor de Shapley es la tinica funcién que verifica los axiomas de

eficiencia en N, jugador nulo, simetria y aditividad.

En el caso concreto de los juegos simples el axioma de aditividad no tiene
sentido, ya que la suma de juegos simples no es, en general, un juego simple.

Dubey (1975) modificé dicho axioma y lo adecué a los juegos simples. Para
ello defini6 las siguientes operaciones entre juegos simples:

(uVo)(S) = max{u(S),v(S5)}

(uAv)(S) = min{u(S),v(5)},

con las cuales, como ya hemos comentado anteriormente, el conjunto de los
juegos simples es un reticulo distributivo.

El axioma de aditividad puede ser substituido en Sy (conjunto de juegos sim-
ples de n jugadores) por el posteriormente llamado axioma de transferencia
(Feltkamp, 1995):

Olu Vo] + luAv] = ®lu] + ®lv] Vu,v € S.

Teorema 1.4 (Dubey, 1975) Existe una unica funcion ®:Sy — R™ que sa-
tisface las propiedades de eficiencia, simetria y transferencia, y es el indice
de Shapley-Shubik.

En este caso

Bifu] = Z (s —1)l(n —s)!

n!

icS
SEW,S—{i}ew
es el nimero de permutaciones en las que 7 es pivote dividido entre el niimero
total de permutaciones de V.
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1.3.2 El valor de Banzhaf

El valor de Banzhaf es otro de los conceptos de solucién para juegos coope-
rativos que asigna un tnico vector de pagos. Inicialmente fue propuesto por
Banzhaf (1965), e independientemente por Coleman (1971), como indice de
poder, es decir, s6lo para juegos simples. Owen (1975) extendi6 su dominio
a la clase de los juegos cooperativos. Ha sido caracterizado axiométicamente
por Owen (1978), Lehrer (1988), Haller (1994) o Feltkamp (1995). Mientras
que el valor de Shapley se preocupa del orden en el que se puede formar una
coalicién ganadora, el de Banzhaf no tiene en consideracién este orden de
formacién.

Si v es un juego con n jugadores, consideremos

7] = 5 3 S [0(8) — oS — (i)

i€EN SCN
ies

Teorema 1.5 (Feltkamp, 1995). Existe una Unica funcion ¥ : Gy — R™ que
satisface las propiedades de simetria, jugador nulo, aditividad y >  ¥;[v] =
1EN

7[v], y es la dada por:

W] = > ! [v(S) — v(S — {i})] para cada i € N.

2n71

Si nos restringimos a juegos simples monétonos no nulos podemos definir
para cada jugador ¢ el conjunto 7;[v] como el nimero de coaliciones en las
que % es pivote . Es decir:

ni] ={SCEN—{i}: S¢WySufi} e W},
o equivalentemente
) = [{SCN:SeWys—{i}¢ W}|.

El indice de Banzhaf normalizado (;[v] se define como resultado de norma-
lizar el anterior de manera que sea proporcional a 7;[v], es decir:

J; 1, [v]
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El indice de Banzhaf absoluto (Owen, 1975), que no es normalizado, se ob-
tiene substituyendo el denominador anterior por 2"~!, y se define como:

o] =

o on—1 :

Ejemplo 1.11 Consideremos de nuevo el ejemplo del Parlamento Europeo
y calculemos el indice de Shapley-Shubik y el indice de Banzhaf para cada
uno de los paises miembros.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

i ?; Bi
1 0.168379 | 0.4046
2,3,4 1 0.144952 | 0.3509
5 0.100813 | 0.2589
6 0.044938 | 0.1080
7,8,9 | 0.037404 | 0.0903
10 | 0.032146 | 0.0788
11 ] 0.030395 | 0.0748
12,13 | 0.023438 | 0.0577
14 | 0.021137 | 0.0530
15 0.008247 | 0.0209

1.3.3 Semivalores

Desde que Shapley introdujo la nocién de valor como una evaluacién a priori
de la expectativa de cada jugador en un juego cooperativo, gran parte de la
Teorfa de Juegos se ha centrado en el andlisis de este concepto de solucién,
asi como en la bisqueda y discusion de otras alternativas y generalizaciones.
Como ya hemos comentado, con la aparicién del indice de Shapley-Shubik
se abrieron nuevas posibilidades para la aplicacién de la Teorfa de Juegos al
campo de la politica.

Siguiendo esta misma linea de investigacién, Dubey, Von Neyman y Weber
(1981) introdujeron la nocién de semivalor, como una amplia familia de solu-
ciones que incluye al valor de Banzhaf y que tiene al valor de Shapley como
tnico miembro eficiente.
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Definicién 1.15 (Dubey, Von Neyman y Weber, 1981). Una solucién ¥ :
Gn — R™ es un semivalor si satisface los siguientes axiomas:

1. Linealidad.
2. Simetria.
3. Positividad: si v es monétono, entonces ¥;[v] > 0 para todo i € N.

4. Titere: si i es un titere en el juego v, entonces V;[v] = v({i}).

El siguiente resultado establece una caracterizacién de los semivalores me-
diante coeficientes que utilizaremos en capitulos posteriores.

Teorema 1.6 (Dubey, Von Neyman y Weber, 1981).

n—1
(a) Dados (px);—; tales que > pi(".') =1y pp > 0 para todo k,
k=0
entonces
il = ) pu(SUi)—v(S)] VieN, VoeGy (s=|S))
SCN—{i}
define un semivalor V.

(b) Reciprocamente, todo semivalor puede obtenerse de esta forma.
(c) La correspondencia dada por (px) — ¥ es biyectiva.

En particular, los coeficientes p, = r{l) definen el valor de Shapley, mien-
k

tras que tomando p, = o1 para todo k se obtiene el valor de Banzhaf ab-

soluto, (3. Los indices dictatorial y marginal, introducidos por Owen (1978)
estdn definidos, respectivamente, por

bilo] = w({i}),
pilv] = v(N) —o(N —{i}).

En el primer caso, tenemos que pg = 1 y pr = 0 para todo k£ # 0. En el
segundo caso, p,_1 = 1 y pr = 0 para todo k # n — 1.
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1.3.4 Valores probabilisticos

Definidos por Weber (1988), proporcionan inicialmente evaluaciones del juego
de cardcter individual, aunque admiten una reformulacién como evaluacio-
nes de grupo que permiten considerarlos como un concepto de solucién de
cardcter mds general que la de semivalor, pudiendo decir que los semivalores
se caracterizan a partir de ellos por la simetria.

Definicion 1.16 (Weber, 1988).Fijado i € N, ¢, es un valor probabilistico
en Gy si verifica los axiomas de :

1. Linealidad: ¢,[u+v] = @;[u] +¢;[v] Y @;[\v] = Ag;[v] para cualesquiera
u,v € Gy Yy A €R.

2. Positividad: Si v es mon6tono, entonces ¢;[v] > 0.

3. Titere: si ¢ es un titere en el juego v, entonces o,[v] = v({i}).

Teorema 1.7 (Weber, 1988). Fijado : € N y dados {p : S C N — {i}}

tales, que para toda S C N — {i}, > p4s =1y pL >0 entonces,
SCN—{i}

ol = > psl(SUi)—u(9),
SCN—{i}

define un valor probabilistico en Gy, y viceversa.

1.3.5 Nucleolo

Este concepto de solucién ha sido utilizado en muchos problemas relacionados
con las Ciencias Sociales. Antes de pasar a su descripcién necesitamos una
serie de definiciones previas.

Definicion 1.17 Fijado un juego cooperativo (N,v) definimos el conjunto
de pre-imputaciones del juego como

IT*(v) ={z € R": > x; =v(N)}.

1EN
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En este caso decimos que los vectores = € R™ son vectores de pago eficientes,
interpretando el valor x; como la cantidad que recibe el jugador i teniendo
en cuenta la distribucién de pagos z, y v(IN) como la cantidad global que
tienen que repartirse entre todos los jugadores.

Definicién 1.18 Analogamente, definimos el conjunto de imputaciones del
juego (N, v) por

Z(v)={ze€I*(v): z; >v(i) Vi € N}.

En el concepto de imputacion estamos exigiendo ademés que los vectores de
pago verifiquen el principio de racionalidad individual, segiin el cual cada
jugador debe recibir un pago al menos igual a lo que podria conseguir por si
solo en el juego (N, v). Este conjunto puede ser ().

Definicion 1.19 Dado un juego cooperativo (IN,v) definimos la funcion ex-
Ceso como

e(S,z) =v(S) —z(S) =v(S) = > a,

€S

para toda coalicion S C N y para todo = € Z*(v).

Si (N, v) es un juego cooperativoy = € Z*(v) definimos el 2" —vector (foe)(x)
como aquél cuyas componentes son los excesos de las 2" coaliciones S C N
ordenados de forma decreciente, es decir,

(0 0 e)r(x) = e(Sk, z),
donde 57, 95, ..., Son son los subconjuntos de N ordenados por
@(Sk,$> > e(Sk:+17‘r>7 k= ]-7 72n -1

Ejemplo 1.12 El 3-juego simple definido por W™ = {{1,2},{1,3},{2,3}}
y el vector de pagos =z = (0.3,0.5,0.2) € Z*(v) dan lugar a los siguientes
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€XCesos

S |e(S )

0 0
{1} | —02
{2} | 0.3
(3} | =05

1,25 [ 02

(1,35 | 05

(2,35 | 0.3

N 0

A partir de aqui

(foe)(z) =(0.5,0.3,0.2,0,0,—0.2,—0.3, —0.5).

Definicién 1.20 Dados z,y € R™ definimos el orden lexicografico <;.., como

X =<1ex y Sl x =y 0 existe un indice k <n tal que z; = y; para i < k Yy xx < y.

El orden lexicografico <.,es un orden total en R™.

Definicién 1.21 Si restringimos la funcion exceso a las coaliciones S C N,
S # 0, el nucleolo N (v) de un juego cooperativo (N, v), se define como

Nw)={z€Z(v): (oe)(r) < (oe)(y) para todo y € Z(v)}.

Es decir, el nucleolo estd formado por las imputaciones z que minimizan la
funcién (6 o €) (en el orden lexicografico).

Si reemplazamos Z(v) por Z*(v) en la definicién anterior obtenemos el pre-
nucleolo del juego, N*(v).

N* es positivo: si (N,v) es mondtono, entonces N;* > 0 para todo i € N. Si
Z(v) # 0, el nucleolo y el prenucleolo de un juego esta formado por un sélo
punto, y N'(v) = N*(v) si y sélo si N*(v) € Z(v) (Schmeidler, 1969; Sobolev,
1975; Potters y Tijs, 1990).
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Un método que permite su calculo, propuesto por Owen (1974), viene dado
por el siguiente problema de programacién lineal:

minimo «

tal que >z +a>v(S), 0 £ASCN
i€s
z €Z(v).

Sea a; el minimo de este programa. Si se alcanza en un unico punto, z,
entonces N (v) = z. Generalmente, sin embargo, este minimo es alcanzado
sobre un cierto conjunto Z' y existe una coleccién de coaliciones B; tal que
para toda S € B; y para x € I*

B(S ) .CI?) = q.
Ante esta situacién debemos resolver el siguiente programa lineal

minimo «
tal que > z;+a>wv(S), S ¢ B
i€s
rell
La solucién del mismo nos proporcionard un segundo exceso as y un nuevo
conjunto de coaliciones By como en el caso anterior. Repitiendo este pro-
cedimiento obtendremos finalmente un tnico punto que es la solucién de la
secuencia de programas lineales descritos. Este punto es el nucleolo.

Ejemplo 1.13 Consideremos el 4—juego cooperativo (N, v) tal que

v(N) = 100,
v({1,2,3}) =95, U({1,2,4}) = 85, v({1,3,4}) = &0, v({2,3,4}) = 59,
v({i,j}) =50,sii#jy
v({i}) = 0 para todo i.
Veamos cual es su nucleolo.

El primer programa lineal que tenemos que resolver es:

minimo «

tal que x4+ 22+ 23+ a > 95
1‘1+$2+1‘4+Oé285
$1+$3+l‘4+0&280
$2+$3+l‘4+0&255
.’Ei+$j+()é250
z;+a >0
l‘1+$2+l‘3+l‘4:100
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La solucién es oy = 10 y se alcanza sobre el conjunto
T = {(z1, 72,23, 24) : 71 + 29 = 60, 21 > 30, 29 > 25, 23 =25, 24 = 15},

siendo
By ={{1,2,3},{1,2,4},{3,4}}.

Fl segundo problema de programacién lineal que se nos plantea es:

minimo «

tal que x1 4+ 23+ 24+ >80
.’L‘2+.I'3+$4—|—04255
.T1+.’E3+04250
1+ x4 + o > 50
m2+x3+a250
$2+l‘4+0&250
z;, +a >0
x €Tt

Utilizando la definicién de 7!, el problema queda reducido a

minimo «

tal que x; 4+ a > 40
To+a > 15
T +a > 25
T+ o> 35
To+ > 25
To+ a > 35
$1+$2:60
.’171230
Tg 2> 25,

y, mas simplificado todavia,

minimo «

tal que x4+ a > 40
To+ a > 35
T+ T = 60
I Z 30
To > 25.

La solucién es ay = 7.5, con 1 = 32.5, 5 = 27.5y By = {{1,3,4},{2,3,4}}.
Por lo tanto
N(v) = (32.5,27.5, 25, 15).
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Si nos restringimos a juegos simples monétonos resulta que Z = () si (N, W)
tiene dos o més jugadores ganadores. En otro caso resulta que N' = N*, a
menos que (N, W) tenga un tinico jugador ganador y no todos los jugadores
restantes sean nulos. Finalmente, el prenucleolo y el nucleolo respetan la
relacién de desplazamiento, es decir, si i D j entonces N; > N y N > N}

1.3.6 Nducleo (Kernel)

El nicleo (kernel) fue introducido por Davis y Maschler (1965) como un con-
cepto auxiliar de solucién cuyo principal papel era revelar ciertas propiedades
del conjunto de negociaciones y computar parte de este conjunto. El niicleo
tiene interesantes propiedades matematicas que reflejan de varias maneras la
estructura del juego y estd basado principalmente en dos ideas: la de exceso,
ya definida, y la de excedente o superavit de ¢ contra j.

Definicion 1.22 Sea (V,v) un juego cooperativoy sean i # jen Ny x €
Z*(v). Definimos el excedente de ¢ contra j como

sij(x) = maxe(S, x),

donde el méaximo se refiere a las coaliciones S talesque i€ Sy j ¢ S.

Es decir, s;;(z) representa lo maximo que el jugador i espera ganar sin la
cooperacién del jugador 7, en las mejores circunstancias.

Definicion 1.23 Dado un juego cooperativo (N, v), el nacleo K(v) de v es
el conjunto de puntos x € Z(v) para los que si

sij (1) > s;i(x)
entonces
z; =v(j).
Es decir, no existen jugadores ¢,j € N tales que s;;(x) > s;i(x) y x; > v(j).

El prendcleo de v viene dado por

{x €T": sij(x) = sj(zx) si i,j €N, e i#j}
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Ejemplo 1.14 Dado el 3-juego simple definido por W™ = {{1,2},{1, 3}, {2, 3}},

111
veamos que K(v) = (5’ 3 5).

Construimos la tabla de los excesos:

S e(S,x)
0 0
{1} —X1
{2} —T9
{3} —13
{1, 2} 1-— 1 — X2
{1, 3} 1-— 1 — T3
{2,3} |1 — 29 — x5
N 0

Imponiendo que x € Z(v), es decir, que

T +retaz=1
>0, i=1,2,3,

calculamos s;;(z) y s;i(x) parai,j € N, i # j.

s12(z) = max{—-xy,1 — 1 — 23} =9
So1(x) = max{—mzg, 1 —zy — 23} =1
si3(x) = max{—z,1 —x1 — 22} = 23
s31(z) = max{—x3,1— 2y — 23} =1
So3(x) = max{—wy, 1 — 1 — 22} = 23
sgo(x) = max{—x3,1— 121 —x3} =29

1
y obtenemos que x; = x5 = xr3 = —, tal y como queriamos.

3

1.4 La extension multilineal de un juego

En un juego cooperativo (N, v), v es una funcién real cuyo dominio es 2%,
es decir, el conjunto formado por todos los subconjuntos de N. Este dominio
puede interpretarse como el conjunto de vectores

{(z1,...,xn) €ER" 12, =061, parai=1,2,...,n},
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puesto que cada subconjunto S C N se corresponde con el vector de R”
cuyas componentes son x; = 1 sii € Sy z; =0sii ¢ S. Es decir, podemos
identificar 2 con {0,1}", que no es més que el conjunto de los vértices
del cubo unidad en el espacio n-dimensional, y podemos pensar que v es
una funcién definida en este conjunto. A partir de esta idea, Owen (1972)
extiende dicha funcién a todo el cubo unidad

0,1]" = {(z1,...,xp) ER":0<z; <1, parai=1,2 ..., n},

de manera que la funcién resultante es lineal respecto a cada variable.

Definicion 1.24 Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores. La exten-
sion multilineal (EML) de v es la funcion real de n variables

fz1, 20, .y xn) = Z{H x; [T(1 —z;) }o(S).

SCn €S igs

Teniendo en cuenta la identificacién anterior entre subconjuntos de N y vec-
tores de {0, 1}" no es dificil ver que f coincide con v en los vértices de [0, 1]™.
De esta forma queda justificada la afirmacién de que f es una extensién de
v. Ademads, como f es afin respecto de cada variable z; se trata de una ex-
tension “multilineal” de v. Es més, se demuestra que f es la tinica aplicacién
multilineal definida en [0, 1]™ que coincide con v en los vértices de [0, 1]™.

La EML admite una interesante interpretacién probabilistica. Si X es una
coalicién aleatoria (un subconjunto de N que debe formarse aleatoriamente),
x; es la probabilidad de que el jugador j pertenezca a X paraj =1,2,...,n,y
se supone que dichas probabilidades son independientes, entonces para cada
S C N se tiene
i€S ¢S
Por lo tanto,
f(z1, 29, ..., x,) = Ev(X)],

donde FE representa la esperanza matematica.

Veamos a continuaciéon como se pueden calcular los valores de Shapley y de
Banzhaf a partir de la EML.

Teorema 1.8 (Owen, 1975). Sean (NN, v) un juego cooperativo de n jugado-
resy f(xi1,xo,...,z,) SUEML. Entonces:
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(a) el valor de Shapley de un jugador i € N es

f

al’i
0

o, [v] (t,t,....t) dt;

(b) el valor de Banzhaf de un jugador i € N es

Caf11 1

ﬁz[v] - 8_1131(57 57 ) 5)

1.5 Fiabilidad de Sistemas y Teoria de Juegos

Teniendo en cuenta que en los capitulos segundo, cuarto y quinto de la tesis
se establecen paralelismos entre la Teorfa de Juegos, la Electrénica y la Fia-
bilidad de Sistemas, en esta seccién pasamos a comentar brevemente ciertos
conceptos que afectan a dichos campos y que seran estudiados con precision
en dichos capitulos.

Sea N # () un conjunto finito y sea P una coleccién de subconjuntos de N
tal que:

(a) 0 ¢ P.
(b) Ne P,
(c) SCTySeP=TecP

La estructura anterior ha sido estudiada por los mateméticos durante mu-
chos anos para distintas aplicaciones y bajo una gran variedad de nombres.
Asi por ejemplo, incluye a las funciones Booleanas monétonas, a las estruc-
turas coherentes y a los juegos simples. No debe sorprendernos que ciertos
resultados conocidos por personas que trabajan en un drea determinada sean
completamente desconocidos para otras que trabajan en un drea distinta.
Como ejemplo podemos citar el indice de Shapley-Shubik, que fue intoduci-
do, como ya hemos comentado, en el contexto de juegos simples, y que fue
redescubierto por Barlow y Proschan 20 anos después para un tipo similar
de aplicacién en Fiabilidad de Sistemas.

En Fiabilidad de Sistemas o en Electrénica, se identifica N con el conjunto
de componentes de un cierto sistema o estructura. Supongamos que P es
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el conjunto de componentes que estdn en funcionamiento. Diremos que P
es un conjunto camino cuando el sistema también funciona. Una estructura
cuya colecciéon de conjuntos camino satisface las tres propiedades anteriores
diremos que es una estructura semi-coherente. Esto es equivalente a que se
verifique : (a) la estructura no funciona cuando ninguna de las componentes
funciona, (b) la estructura funciona cuando todas las componentes funcionan
y (¢) una mejora del funcionamiento de las componentes implica una mejora
del funcionamiento de la estructura.

La descripcién anterior puede trasladarse a la Teorfa de Juegos, y en particu-
lar a los juegos simples monétonos que, como ya hemos visto, corresponden
a modelos de votacion. Aqui se identifica N con el conjunto de jugadores, un
grupo de individuos que tiene que decidir la aceptacién o el rechazo de cierta
propuesta. Una coalicién no es més que un subconjunto de N. Cada jugador
vota ”sf” o "no”. Si P es el conjunto de jugadores que vota ”si”’, diremos
que P es una coalicién ganadora si la propuesta es aceptada. En el contexto
de juegos simples, las coaliciones ganadoras también verifican las tres pro-
piedades anteriores, que en este caso tienen la siguiente interpretacién: (a)
la coalicién () nunca gana, (b) la gran coalicién, es decir, N, siempre gana y
(¢) coaliciones perdedoras no contienen coaliciones ganadoras.

Después de estos comentarios resulta obvio que los conceptos de estructura
semi-coherente y juego simple son equivalentes.

Como hemos comentado, un sistema o estructura estd formado por n compo-
nentes y, sin pérdida de generalidad se utiliza N = {1, 2,...,n} para designar
el conjunto de dichas componentes. Consideramos que el estado del sistema
depende tan solo del estado de las componentes, que puede ser estado de
funcionamiento o estado de fallo. Para ello se asigna una variable binaria
x; a cada componente 2, que es 1 si funciona y 0 si falla. Andlogamente, la
variable binaria y indica el estado del sistema, es decir, 1 si funciona y 0 si
falla.

La suposicién de que el estado del sistema esté completamente determina-
do por el estado de sus componentes implica la existencia de una funcién
Booleana f : {0,1}" — {0,1} tal que y = f(X), donde X = (z1,...,2,). A
esta funcion se la denomina funcién estructura, que no es més que la funcion
caracteristica utilizada en términos de Teoria de Juegos.



Capitulo 2

Amplitud de representaciones
estrictas de J.M.P.

Es un resultado conocido que sociedades de accionistas, modelos politicos e
incluso aplicaciones de la Electrénica pueden ser descritos mediante juegos
de mayoria ponderada, que pueden verse alterados si los pesos y/o la cuota
que los definen se modifican. En este capitulo determinaremos inicialmente
el méaximo porcentaje permitido en la variaciéon de los pesos y la cuota que
hace que el juego no cambie. Para ello utilizaremos representaciones estrictas
de J.M.P.

Por ejemplo, el aumento del capital de una sociedad de accionistas provoca en
los inversores un aumento o un descenso de sus acciones, al mismo tiempo que
provoca una readaptacién, previo consenso, de la cuota para adaptarse a la
nueva situacién. Para poder asegurar que la nueva distribucién no interfiere
en la lucha por el control de la compania es necesario estimar el maximo
porcentaje en las variaciones de los pesos y en la cuota que dejan invariante
el juego asociado a la situacion inicial.

Andlogamente, en la realizacién de una funcién umbral por medio de un me-
canismo electrénico, las componentes usadas para fijar los pesos y el umbral
no pueden ser calculadas con plena exactitud. Por lo tanto, es necesario esti-
mar el maximo porcentaje de error permitido en los pesos y en el umbral que
hace posible conseguir que dicho mecanismo se corresponda con la funcién.

En Fiabilidad de Sistemas es interesante saber qué subconjuntos de com-

51
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ponentes hacen que un sistema aditivo funcione cuando estos subconjuntos
funcionan, y qué subconjuntos hacen que el sistema falle cuando ellos fallan.
Los sistemas aditivos estdn caracterizados por los pesos de cada componen-
te y el umbral de fallo. Naturalmente, este problema puede ser trasladado
a la Teorfa de Juegos. Para ello tan solo es necesario considerar, como ya
hemos comentado, las componentes como jugadores y los subconjuntos de
componentes como coaliciones.

Este capitulo tiene como punto de partida la tolerancia, solucién obtenida
por Hu en la resolucién de este problema en el campo de la Electrénica. Este
resultado serd mejorado por lo que denominaremos amplitud, que se obtiene
al trasladar dicho problema a la Teorfa de Juegos.

2.1 Notaciones basicas y definiciones

Sea @ = {0, 1}. Para cada natural n, consideremos el producto cartesiano

RQI=0Q x..xQ.

Los elementos de Q™ son las 2"-tuplas (z1, ..., z,).

Definicién 2.1 Una funcién f : Q™ — Qes una funcion interruptor de n
variables.

Definicidén 2.2 Una funcién interruptor f : Q" — @ es linealmente separa-
ble si admite un sistema
[T w1, ..., wy]

tal que para un punto arbitrario (z1, ..., x,) del n-cubo Q™ tenemos

w1y + . Fwpz, > T sif(z) =1,
w1y + . +wpz, < T sif(z)=0.
Diremos que f es una funcion umbral de n variables.

Siempre es posible modificar la cuota de manera que las definiciones pueden
ser reescritas utilizando desigualdades estrictas. En este caso el sistema se



2.2. TOLERANCIA 93

denomina un sistema separador estricto de la funcién linealmente separable
f. Los n nimeros reales wy, ..., w, se denominan pesos, y el primer nimero
real T se refiere al umbral o cuota. Formalmente una funcién interruptor f tal
que f(0,...,0) = 0 es equivalente a un juego simple, y un sistema separador
estricto es equivalente a una representacién estricta de un J.M.P. anadiendo
la condicion T" > 0.

2.2 Tolerancia

En esta seccién aparecen resumidos los principales resultados obtenidos por
Hu sobre la tolerancia, a la vez que se verdn mejorados al ser interpretados
en el contexto de la Teorfa de Juegos.

A lo largo de esta seccidn, sea f : Q" — () una funcién umbral de n variables,
y sea [T;wy, ..., w,] un sistema separador estricto de la funcién f.
Para cada punto x = (z1, ..., z,) de Q" sea
w(x) = wixy + .. + WpTy.
A partir de la definicién de un sistema separador estricto podemos decir
w(x) > T sif(x)=1,
w(z) < T sif(z)=0.

Sea A el méximo de la funcién w(z) para todo x € f~1(0), y sea B el minimo
de la funcién w(z) para todo x € f~1(1). Si f~1(0) es vacio tomamos A = oo;
si f71(1) es vacio, entonces B = co. A partir de aqui tenemos A < T < B.

Adaptando estas definiciones a representaciones estrictas de J.M.P. tenemos
los siguientes resultados.

Sea A el méximo de w(S) para toda S € L y sea B el minimo de w(S) para
toda S € W. Entonces tenemos A <T < By A >0 (ya que w(0) = 0).

Consideremos ahora m =min{T' — A, B—T} y M =T + |wy| + ... + |w,] .

Sean Aq, ..., A\, y A n + 1 mimeros reales arbitrarios y definamos

w, = (I1+XN)w, i=1,..,n
T = (1+A)T.
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Los nimeros A, ..., \,, A representan las variaciones relativas si utilizamos
los niimeros w’l, - w; y T" en lugar de los originales wq, ..., w,, T como pesos
y cuota, respectivamente. En este capitulo pretendemos encontrar el maximo
real positivo ¢, tal que si

Al <6, |Nl<d i=1,..,n

’ ’ ., ., . . ..
entonces [T"; wy, ..., w,] es también una representacién estricta del juego ini-
cial.

Este nimero real positivo § fue dado por Hu (1965) para sistemas separadores
m
estrictos. Defini6 el nimero U ( tomando |T'| en M en lugar de T' ), que esta

completamente determinado por el conjunto de nimeros reales T', wy, ..., wy,.

Teorema 2.1 (Hu, 1965) Sea f : Q™ — @ una funcién umbral de n variables
y sea [T;wy, ..., w,] un sistema separador estricto de f. Si |\;| < ¥ para
cadai =1,..,n Yy si |[A| < 2, entonces [1";wy, ..., w,] €s también un sistema
separador estricto de f.

Hu denominé a este valor tolerancia del sistema y la representé por

T[T wy, ..y wy) = —.

Teorema 2.2 (Hu, 1965) Sea f : Q™ — @ una funcién umbral de n variables
y sea [T; wy, ..., w,] Un sistema separador estricto de f. Entonces:

@ 7[T5wn, ] < 1.

(b) 7[T;w,...,w,] < 7[C5w1,...,w,] donde C' = AJ“TB. SiT#C la
desigualdad es estricta.

Adaptando los resultados de Hu para representaciones estrictas de J.M.P.
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea [T';wy, ..., w,| UNa representacion estricta de un J.M.P.
Entonces:

(a) T[Ta wla“'7wn] <L



2.2. TOLERANCIA 5]

(b) 7[T;wn,...,w,| < 7[C5w,...,w,] donde C' = AJFTB. SiT #C la
desigualdad es estricta.

Nuestro principal objetivo es encontrar el maximo valor ¢ > 0 tal que si
Al <6, |N|<d i=1,..,n

’ ’ ., ., . o e e
entonces [T"; wy, ..., w,| es también una representacion del juego inicial. Para
ello distinguiremos entre el caso en que el juego sea monétono y el caso en
que no lo sea.

Sin embargo veamos, en primer lugar, como la cota dada por Hu para la
tolerancia puede ser mejorada si nos restringimos a representaciones estrictas

de J.M.P.

Teorema 2.4 Sea [T;ws,...,w,] Una representacion estricta de un J.M.P.
Entonces,

w| =

T[T wy, .oy wy] <

Demostracion:

Por el Teorema 2.3, la tolerancia alcanza su méaximo cuando 7' = ‘”TB. A
partir de este hecho tenemos que m = £524 y M = 458  |wy| + ... + |w,|.
Dado que v no es idénticamente igual a cero, existe una coalicién S tal que
w(S) > By, consecuentemente, |wi|+ ... + |w,| > B.

Por lo tanto:

TTiwy, . w,] = — < - <A< 7
P Ly M T B w4+ |w,| T A+ B+2B - A+3B

IN

N

1
El siguiente resultado demuestra que el valor = es alcanzado y caracteriza a

las representaciones estrictas de J.M.P. monétonos que lo alcanzan.

Proposicién 2.1 El conjunto de representaciones estrictas de un J.M.P.
. .1
monotono con tolerancia 3 es

[T;2T,0, ...,0].

1
3
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Demostracion:

Sea [T'; wy, ..., w,] una representacién estricta de un J.M.P. Su tolerancia es

T[T wy, .y wy) = %,

donde m =min{T — A, B—T}y M =T+ |wi| + ... + |wy] .

Queremos determinar cémo son las representaciones estrictas de un J.M.P.

1
mondtono con tolerancia —.

Por el Teorema 2.3 debemos considerar T = MTB. Entonces:

B-A 1
— :—<:>B—2A: +...+ nl -
A+B+2-(Jw|+ ...+ |wy]) 3 o] [l

T[T w1, ...y wy)

Como |wy| + ... + |w,| > By A >0, deducimos que
A=0y |w|+ ...+ |w,| = B.

A partir de A =0, B=2Ty |wy| + ... + |w,| = 2T podemos deducir que el
juego es, efectivamente, de la forma

(T;wy,...,w,] = [T; 27,0, ...,0].

2

Veamos a continuacién que para el caso de juegos no monétonos este méximo
€s menor.

Teorema 2.5 Sea [T;wy, ..., w,] una representacion estricta de un J.M.P.
no monoétono. Entonces,

o] =

7T w1, oy wy) <

Demostracion:

. A partir de aqui m = 24

A+B
2 2

La tolerancia alcanza su méximo cuando 1T’ =
_ A+B
y M =252 + |wi| + .. 4 [wy]
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Dado que el juego es no mondtono, existen coaliciones R C S tal que v(R) = 1
yo(S)=0yw; <0 VieS— R. Por lo tanto:

ZwiZB y ZwiSA,

i€R icS
con lo cual
S il =Y hwil + 3 jwil = B+ (B A)=2B - A.
icS i€R i€S—R

A partir de aqui obtenemos que

B-A B—A
T[T wy, ... w]:E < 2 < —
T M T A |+t w| T A+ B2 w| T
i€s
B—-A B-—A 1
< = < < 2
A+B+202B—A) 5B—A "5

Proposicién 2.2 El conjunto de representaciones estrictas de J.M.P. no
. .1
monotonos con tolerancia R es

[T;2T,0, ..., 0, —2T].

Demostracion:

A partir del Teorema 2.3 debemos considerar T = ‘”TB. Entonces,

T[T;wy, ...

1
B—A
 Wnl = D ETE Ay — 5 & 28 — 34 =[wil 4. 4wl

Por la demostracién del Teorema 2.5 sabemos que |wy| + ... + |w,| > 2B — A
y como A > 0 obtenemos que A =0y |wi| + ... + |w,| = 2B.

A partir de que A =0, B = 2T y |wy| + ... + |w,| = 4T podemos deducir
que, efectivamente,

T wy, ..., w,] = [T52T,0,...,0, —2T.
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2.3 Amplitud de representaciones estrictas de
J.M.P.

Nuestro principal objetivo es, como ya hemos comentado anteriormente, en-
contrar, para representaciones estrictas de J.M.P.; el maximo real positivo 6
tal que si

Al <6, |Nl<d i=1,..,n

’ / .
entonces [1"; wy, ..., w, ]| es equivalente a [T; w1, ..., wy).

Denominaremos a esta constante amplitud de la representacién y veremos
que es el maximo error relativo permitido en las variaciones de los pesos y
la cuota que hacen que el juego permanezca invariante. Como la tolerancia
da una cota que garantiza que el juego no varie, de aqui se deduce que la
tolerancia debe ser menor o igual que la amplitud.

Dada una representacién estricta de un J.M.P., [T;wy, ..., w,|, para cada
coalicién S C N definimos

a(S) = |w(S) -1,
b(S) = T+ |wil.

€S

Observemos que ambos valores son positivos.

Definicion 2.3 Sea [T; wy, ..., w,] una representacion estricta de un J.M.P.

a(S)

Definimos la amplitud de la representacion como P :ggﬁ m y lo desig-
naremos por -
u[T;5we, ..., wy,] = P.

El minimo P es alcanzado por, como minimo, una coalicién, a la que deno-
minaremos a partir de ahora Sj.

Teorema 2.6 Si |\;|] < P para cada i = 1,...,n Yy |A| < P, entonces
[T";wy, ..., w,] es equivalente a [T;wy,...,w,] y P es la maxima cota supe-

n

rior para las constantes Aq, ..., \,, A.
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Demostracion:

Observemos, en primer lugar, que 77 = (1 + A)T > 0. Esto es consecuencia
de que, a partir de la definicién, P < 1 y como estamos suponiendo que
|A| < P, entonces se deduce que, efectivamente 7" > 0.

Para cada coalicién S C N, sea

w'(S) = Zw; :

€S

Para la primera parte de la demostracion es suficiente probar que w'(S) > T"
para toda coalicién S € W y que w'(S) < T" para toda coalicién S € L.

Supongamos en primer lugar que S € W. Entonces,
a(S)=w(S)-T.

Por la definicién de w'(.S) tenemos:

W (8)=T" =Y w=T = (1+A\)wi—(1+A)T = [w(S)-T|+

i€S €S €S
Como w(S) —T =a(S) y
> hiw; = AT <Y Il Jw| +A| T < P wg|+T) = “(SO)bw) < a(9),
icS icS icS b(So)

deducimos que w'(S) — 1" > 0 y de aqui que w'(S) > T".
Supongamos ahora que S € L. Entonces,

a(S) =T —w(S).
Andlogamente al caso anterior, tenemos:

T —w'(S)=(14+MNT - Z(l + XN)w; = [T —w(S)] + [AT — Z/\iwi]

€S €S
Como T — w(S) =a(S) y
AT =" M| < IAT+> N [wi < PIT+Y " fwi] = “(50)b<5) < a(9),
i€S i€S i€S b(So)




60CAPITULO 2. AMPLITUD DE REPRESENTACIONES ESTRICTAS DE J.M.P.

deducimos que 7" — w'(S) > 0 y de aqui que w'(S) < T".

Para la segunda parte de la demostracién supongamos que existe ) > Py
veremos que, en este caso, el juego dado por

no es equivalente al juego inicial [T;wy, ..., w,] para todo A y \; tales que

Al < Qy |\ <@Qparai=1,..,n.

Sea Sy C N tal que Z((E:O; = P. Si Sy € W, tomando
0

—e siw; >0
€ stw; <0

A=e vy )\i:{

con P < e < (@), veamos que llegamos a una contradiccién sobre Sy.

w'(So)—T" = [w(So)—T]—e[T—f-Z \w;|] = a(Sp)—eb(Sp) < a(So)—%b(Sg) =0

y, por lo tanto, Sy ¢ W.

De manera andloga, si Sy € L, tomando

€ siw; >0
—€ siw; <0

A=—€ y )\i:{

con P < € < @, veamos que llegamos también a una contradiccién sobre Sy.

a(So)
b(So)

T'—w'(S0) = [T—w(So)]—€[T+ > _ |w;]] = a(So)—eb(So) < a(So)—

1€S0

b(So) =0

y, por lo tanto, Sy ¢ L. 2

Corolario 2.1 Dada una representacion estricta de un J.M.P., [T; wy, ..., w,],
la tolerancia es menor o igual que la amplitud.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de que la amplitud es la maxima cota que garan-
tiza que el juego permanezca invariante. 2
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2.4  Amplitud de representaciones estrictas de
J.M.P. mondtonos

Si nos restingimos al caso de representaciones estrictas de J.M.P. monétonos,
el peso de cada uno de los jugadores no nulos es positivo (tan solo tenemos
que comparar una coalicién ganadora minimal, que contenga a este jugador
no nulo, con la misma coalicién sin él, que serd una coalicién perdedora. La
desigualdad resultante nos demuestra que el peso de dicho jugador debe ser
positivo). Por lo tanto, un peso sélo podra ser no positivo si corresponde a
un jugador nulo. En este caso, definimos D como el conjunto de jugadores
nulos con peso negativo (si los hay). Teniendo en cuenta estos comentarios,
para juegos monétonos veremos que la expresién de la amplitud hallada en
la seccién anterior puede simplificarse.

Teorema 2.7 Si [T;wy, ..., w,] €S una representacion estricta de un J.M.P.
monotono de amplitud P, entonces

P:min{ BT T_A}.

B+T—-2w(D) T+ A

Demostracion:

Demostremos en primer lugar que

B-T T—-A
szin{ }

B+T—-2w(D)T+ A

) ooal(S .
Teniendo en cuenta que P =min Q, es suficiente demostrar que
C

N b(S)

a(S) < T—-A
b(S) — T+ A

Es decir, tenemos que ver que

2AT + A (Z |w;| — w<5)> T (Z |w;| + w(5)> > 0.

ieS €S

1. Si S € L, entonces
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Como > |w;| — w(S) = —2w(S N D), Y |w;| + w(S) = 2w(S — D)
ies i€s

y teniendo en cuenta la definicién de jugador nulo, w(S — D) < A,

obtenemos que, efectivamente

2[T(A — w(S — D)) — Aw(S N D)] > 0.

. a($) . B-T
2. Si § € W, entonces 05 = B T = 2u(D)’
Como > |w;| — w(S) = —2w(S N D), > |w;| + w(S) = 2w(S — D),
ieS €S

tenemos que ver que
2~ BT + Tw(D) — w(D)w(S) + Bw(S N D) + Tw(S — D)] > 0.
Reagrupando términos queda reducido a comprobar que
2[T(w(D) + w(S — D) — B) —w(D)w(S) + Bw(S N D)] > 0.
Teniendo en cuenta que w(S) > B, es suficiente demostrar que
2[T(w(D) + w(S — D) — B) + B(w(SN D) —w(D)] > 0.

El primer sumando es positivo porque si S es ganadora, entonces la
coalicién (S — D)U D es también ganadora. El segundo sumando es no
negativo porque w(S N D) > w(D). Asi pues,

O[T (w(D) +w(S — D) — B) + B(w(S N D) —w(D)] > 0.

Por lo tanto,

szin{ B-T T_A}.

B+T-2w(D) T+ A

Demostremos a continuacién la segunda desigualdad, es decir,

B-T T—-A
B+T-2w(D)T+AJ

Pgmin{

Para ello distinguiremos dos casos:

1. Sea Sy € W tal que w(Sy) = B. Entonces DN Sy =Dy

a($) _a(S) __ B-T
P95 S 05y ~ BLT —20(D)
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2. Sea Sy € L tal que w(Sp) = A. Entonces DN Sy =0y

_alS) _alSy) _T-A
SEND(S) S B(S,) T+ A

Por lo tanto,

B-T T—-A
Pgmin{ }

B+T-2w(D)' T+ A

2

Sociedades de accionistas y la mayorfa de modelos politicos pueden ser des-
critos asignando pesos no negativos a los jugadores. Esta situacién da lugar
al siguiente corolario.

Corolario 2.2 Si [T;wy, ..., w,] €S una representacion estricta de un J.M.P.
mona6tono de amplitud P, en la que w; > 0, para todo i = 1, ..., n, entonces,
B-T T-A

B+T ' T+A[

P:min{

Demostracion:

Es consecuencia inmediata del teorema anterior, aplicado al caso particular
en que D = (). 2

Observemos, a partir de la definicién de P, que la amplitud verifica 0 < p < 1,
y para cada x € (0,1) existe un 2-juego

Lt (1+a)\"
l—a2'\1—-2)

cuya amplitud es x.

Ejemplo 2.1 Una ciudad ha firmado un acuerdo bianual con 3 compafiias
de gas, X, Y y Z de manera que el suministro de gas de la ciudad esté
garantizado con la colaboracién, como minimo, de dos de ellas. El primer afio
las necesidades de la ciudad fueron de 75 K'm3, y cada una de las compafiias
ofrecié una cantidad fija de 60 K'm3, 30 Km?3 y 60 Km?, respectivamente.
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Esta situacion puede ser descrita mediante el J.M.P.
[75; 60, 30, 60].

Toda coalicién formada por dos o més de las firmas es suficiente para satis-
facer las necesidades de la ciudad, es decir:

wm™ ={{1,2},{1,3},{2,3}}.

Teniendo en cuenta que A = max w(S) y B = min w(S), en este caso tene-
SeL Sew

mos que A =60y B = 90.

La amplitud de esta representacién es

T—AB-T 1
1[75; 60, 30, 60] = min{ } =

T+AB+T) 11U
La situacion en el segundo ano, teniendo en cuenta que tanto las necesidades

de la ciudad como las disponibilidades de las companias se veran modificadas
sensiblemente, podemos describirla de la forma siguiente:

[75(1 4+ A);60(1 + A1), 30(1 4 Ag), 60(1 + As)].

A partir de la ampitud obtenida podemos asegurar que el maximo porcentaje
de dichas variaciones que garantice el cumplimiento del acuerdo debe ser de
un 9.09 %.

Sin embargo, si hubiésemos utilizado como referencia la tolerancia tendriamos

. - min{T-A,B-T} 1
7[75; 60, 30, 60] = T+lol+ o 15

y por lo tanto, el méximo porcentaje en las variaciones deberfa ser de tan
solo un 6.66%.

Ejemplo 2.2 Supongamos que una sociedad de accionistas estd constituida
por tres socios mayoritarios, cada uno de los cuales posee 50.000, 25.000 y
25.000 acciones respectivamente, y un océano de pequefios accionistas que po-
seen un total de 5.000 acciones. Una propuesta es aprobada por la compafiia
si la suma de las acciones pertenecientes a los inversores que la apoyan es
superior a 60.000 acciones.
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Esta situacién se corresponde con el siguiente J.M.P. :
[60000; 50000, 25000, 25000, wy, ..., wy,], A = 55000, B = 75000,

en donde los subindices 4, ..., n representan a los pequenos accionistas, tales
n

que Y w; = 5000 y w; > 0 para i =4,...,n.
i=4

Se puede preveer que al final del ano se producird una variacién del capital
que afectard a la distribucién, tanto de las acciones, como de la cuota. Si
exclufmos la posibilidad de que se produzca la entrada de nuevos socios, la
situacién puede ser descrita mediante la siguiente representacién:

[60000(14-A); 50000(1+A1), 25000(14-As), 25000(1+A5), wa(1+Ae), .., wa(1+A)].

Si calculamos su amplitud, obtenemos

T—-A B-T 1
;475x1x30,6m::1nn1{ } =

T+A B+T 23"

1
Por lo tanto toda variacién tal que |A| < 7’ INi| < =, parai =1,..,n

23
asegura que el control de la compania no se vera alterado por dichas modifi-
caciones.
Asi, por ejemplo, la distribucién

[62500; 47916, 26041, 23958, w4(1 4+ A\y), ..., wr (1 + Ay)]

representa la misma situacién que la que definia la primera representacion.

2.5 Amplitud maxima

En esta seccién determinamos el méximo valor que puede alcanzar la am-
plitud de una representacion estricta de un J.M.P. cuando los pesos de los
jugadores no varfan.

Como hemos comentado anteriormente, la cuota de una representacién estric-
ta de un J.M.P. es un nimero real comprendido entre A y B. Supondremos
a lo largo de esta seccién que A > 0, con lo cual la situacién serd la siguiente

0 <max w(S) = A < T < B =min w(S).
SeL Sew
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Definimos la funcion

a(S,T
b(S, T

~—

f(5,T) =

para SCN y T € (A, B),

~—"

donde a(S,T) = |w(S) = T|, b(S,T) =T + > |wi|, y sean
i€s
F(T) = min f(5,T),

G(T) = min f(S,T).

Tenemos que f(S,7) <1y como A > 0, se deduce que F(T) < 1.

Teorema 2.8 Para cada representacion estricta de un J.M.P. [T wy, ..., wy,]
con 0 < A < T < B tenemos que

M[Ta Wiy eeey wn] S M[T*a Wiy eeey w’n]u

donde 7™ es el Unico valor tal que F(T') = G(T). Si T # T*, la desigualdad
es estricta.

Demostracion:

Para cada coalicién S, la funcién f(S,T') es continua y derivable respecto
a T en (A, B), y consecuentemente, F(T') y G(T) son también continuas.
Fijando S, la derivada de f(S,T) respecto a T es:

€S

5 =
(7+ 5 )

€S
€S

— 5 < 0 siSeWw.
(T+2|wi|)

€S

0 siSeL,

Por lo tanto, F'(T') es una funcién no decreciente, y G(T) es estrictamente
decreciente. Para obtener el valor de T' € (A, B) que defina la amplitud
méxima para la representacién dada del juego, consideramos la funcién

P(T) =min{F(T),G(T)} para A<T < B
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y veremos que existe un inico 7* que alcanza el max P(T).
Te(A,B)

La unicidad es consecuencia del no decrecimiento de F' y del decrecimiento
de G.

La existencia se demuestra a partir del Teorema de Bolzano:

lim F(T) - G(T) = lim F(T)>0

T—B— T—B—

y, teniendo en cuenta que A > 0, resulta que lim F(7') = 0. Con lo cual,

T—A*
lim F(T) = G(T) = lim ~G(T) <0.
Por lo tanto, existe T* € (A, B) solucién de F(T') = G(T). 2

Corolario 2.3 Si [T;wy, ..., w,] €S una representacion estricta de un J.M.P.
monotono con 0 < A < T < B, entonces

plTswy, .o wy] < p[T* 5w, .. wy),

w(D) ++/(w(D))? + 4AB — 4Aw(D)
: .

donde T* =

Demostracion:

Teniendo en cuenta el teorema anterior, la amplitud de una representacién

estricta de un J.M.P. monétono, P = min{ +:,?:2{U( Dy g;ﬁ , alcanza su maxi-
B-T T—-A

B+T—-2w(D) T+ A

mo cuando y de aquif se obtiene

_ w(D) ++/(w(D))* +4AB — 4Aw(D).

T*
2

Corolario 2.4 Si [T;wy, ..., wy], w; > 0, para i = 1,...,n, €S una represen-
tacion estricta de un J.M.P. monétono con 0 < A < T < B, entonces

p[Ts5wy, .oy wy] < p[T*5wy, ..., wy,
donde T* = v AB.
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Demostracion:

El hecho de que w; > 0, para ¢ = 1,...,n, como hemos comentado anterior-
mente nos indica que D = (), y consecuentemente, w(D) = 0. Por lo tanto,
el resultado es consecuencia inmediata del corolario anterior.

Observemos que en este caso el valor que maximiza la amplitud, 7™ no es
otro que la media geométrica entre A y B, mientras que en el Teorema 2.3 Hu
demuestra que la tolerancia alcanza su méaximo cuando T = ’”TB, es decir,

la media aritmética entre A y B. 2

2.6 Amplitud coalicional

Dada [T;ws, ..., w,] una representacién estricta de un J.M.P., sea R una
coalicién, ) # R C {0} U N tal que i € R si y sélo si \; # 0. Identificaremos
a lo largo de esta seccién Ay con A. Teniendo en cuenta la construcciéon de
R, Mo = 0 si la cuota no ha sido modificada, es decir si 0 ¢ R; mientras que
Ao # 0 en caso contrario, es decir, si 0 € R. Pretendemos encontrar, para
representaciones estrictas de juegos de mayorfa ponderada, el maximo real
positivo 4 tal que si

|Ai| < 6, para cada i € R,

entonces [T"; wy, ..., w,], donde

w. =
: w; sii¢ R

T — (1+)\0)T si0e R
T si0¢ R

es una representacion equivalente a la inicial [T wy, ..., wy).

Este problema no es mds que un caso particular del tratado en la Seccién
2.3 en el sentido de que estamos suponiendo que las variaciones de los pesos
afectan tan solo a un determinado nidmero de jugadores. Observemos que en
esta nueva situacion queda también contemplada la posibilidad de modificar
o no la cuota del juego.
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Para cada coaliciéon S C N definimos

a(S) = w(S) = T|

0 siRNS =0,

T+ > |w| si0e Ry RNS #0,
CR(S): i€ERNS

S Jwy si0¢ Ry RNS # 0.

i€RNS

Definicién 2.4 Sea [T'; wy, ..., w,] Uuna representacion estricta de un juego de
mayoria ponderada. Definimos la R-amplitud coalicional de la representacion

S
como P(R) =min a(S)

B i

y la designaremos por

pr(T;wi, ...;w,] = P(R).

a($5)
cr(S)
como minimo, una coalicién a la que denominaremos Sy. Observemos que si
R = {0} U N obtenemos la amplitud del juego, ya calculada en la Seccién
2.3.

Si cg(S) = 0, entonces = oo. El minimo P(R) es alcanzado por,

Teorema 2.9 Para cada R C {0} UN, si |\] < P(R) para todo ¢ € R,
entonces [T"; wi, ..., w!,] es equivalente a [T;wy,...,w,] Yy P(R) es la maxima
cota superior para las constantes \;, i € R.

Demostracion:

Observemos en primer lugar que 77 > 0, ya que 7" =T > 0si 0 ¢ R, o bien
T"= (14 Xo)T si 0 € R. Este ultimo caso es consecuencia inmediata de que
|Xo| < P(R) < 1.

Para cada coalicién S C N, sea
w'(S) = Zw;
€S

Para la primera parte de la demostracion es suficiente probar que w'(S) > T"
para toda coalicién S € W'y que w'(S) < T" para toda coalicién S € L. Para
ello distinguiremos dos casos:
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- a(S)
1. Si0 € R, entonces cg(S) =T+ > |w;]y P(R) =min ——————
i€RNS SN T+ Ze%%s jwi|

Supongamos en primer lugar que S € W. Entonces

a(S) = w(S) - T.

€S i€RNS i€S—R
= [w(S) =TI+ > Aiw; — AT
i€ERNS

Como w(S)—T =a(S)y

Z /\le — )\0T

i€RNS

< Y Pl + ol T < PR Y |wi| +T] =

i€ERNS i€ERNS

_a(So)
— CR(SO)CR(S)ﬁa(S),

deducimos que w'(S) —T" > 0, y de aqui w'(S) > T".

Supongamos ahora que S € £. Entonces
a(S) =T —w(S).

Andlogamente al caso anterior tenemos que

T —w(S) = T'=) wi=(1+X)T— > I+ w— Y w=

€S i€RNS 1€S—R

= [T —w(S)]+ N - > lwl.

i€ERNS

Como T'— w(S) =a(S) y

)\0T— Z )\sz

1€ERNS

< Pl T+ D Nl wil < PRIT+ Y ] =

1€ERNS 1€ERNS

_ A5 sy < a(s),

deducimos que 7" — w'(S) > 0, y de aqui que w'(S) < T".
Para la segunda parte de la demostracion supongamos que 3 Q) > P(R)

y veremos que, en este caso, el juego dado por [T;wi,...,w)] no es
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equivalente al juego inicial [T'; wy, ..., w,], para todo A;, i € R tal que
il < Q.

Sea Sy C N tal que P(R) = Ca(é;o)). Si Sy € W, tomando
R(20

N \ - —€ siw; >0,7€ R
0=€¢ Y A= € siw; <0,i€ R

con P(R) < € < @, veamos que llegamos a una contradiccion sobre Sy.

w(So) =T = [w(So) =TI+ [ D Awi— T =a(So) —e[T+ Y |wl =
1€ RNSp 1€ RNSp

_ a(So) B

= a(S()) — 603(50) < CL(S()) — CR(SO)CR(SO) = 0,

y, por lo tanto, Sy ¢ W.
De manera andloga, si Sy € £, tomando
e siw; >0,1€ R
Ao =€y Ai_{ —¢ siw;<0,i€R

con P(R) < € < ), veamos que también llegamos a una contradiccién

sobre Sy.
T —w'(So) = [T—w(So)+ Ml — > Awl=a(S)—€[T+ > |wlf]=
i€ RNSo i€ RNSo
S
= CL(SO) — GCR(S()) < CL(S()) — MCR(S()) =0,
cr(50)

y, por lo tanto, Sy ¢ L.

2. Si0¢ R, entonces T" =T, cg(S) = >, |w;| y P(R) =min _aS)

' , o RS Y SEN |wi

ROS#0 ;RS
Supongamos en primer lugar que S € W. Entonces

a(S) = w(S) —T.
W (S)=T" = wj-T'= Y (1+N)wi+ > w;=T

i€S i€RNS i€S—R i€RNS
Como w(S) —T =a(S) y
CL(SQ)
ie%;S ie%r;S cr(So)
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deducimos que w'(S) — 1" > 0, y de aqui que w'(S) > T".

Supongamos ahora que S € L. Entonces
a(S) =T —w(S).

Andlogamente al caso anterior tenemos que

T —w/(S) = T'=Y w,=T— > (1+X)wi— Y w=

€S i€eRNS 1€ES—R

= [T—w(S) - Y Auws

i€ERNS

Como T'—w(S) =a(S) y

i€ERNS

<P(R) Y |ul =

1€ERNS

a(So)
CR(SO)CR(S) < a(9),

deducimos que 7" — w'(S) > 0, y de aqui que w'(S) < T".

Para la segunda parte de la demostraciéon supongamos que 3 Q) > P(R)
y veremos que en este caso, el juego dado por [T";wi,...,w)] no es
equivalente al juego inicial [T';wy, ..., w,|, para todo \;, i € R tal que

Al < Q.

Sea Sgp C N tal que P(R) = alS)

CR( 0)

. Si .Sy € W, tomando

\ - —€ siw; >0,1€ R
o e siw; <0,i€ R

con P(R) < € < @, veamos que llegamos a una contradiccién sobre Sy.
w/(S()) — T, = [w(SO) - T] + Z )\ZQUZ = [’LU(S()) — T] — € Z ]wl| =
i€ RNSo 1€ RNSp

= CL(S()) — ECR<S()) < CL(S()) — Cc;(fs(')o)) CR(S()) =0,

y, por lo tanto, Sy ¢ W.

De manera andloga, si Sy € L, tomando

\— e stw; >0,1€ R
Ul —e stw; <0,i€R
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con P(R) < e < ), veamos que también llegamos a una contradiccién

sobre Sy.
T —w'(So) = [T—w(So)— Y Awi=a(S)—e > |w|=
1€ RNSp 1€ RNSp
_ a(So) _
= a(éh) ECR(E%) <ia(5b) CR(Sb)CR<E%) —-0,
y, por lo tanto, Sy ¢ L. 2

Observemos que si 0 ¢ R, es decir, si no se modifica la cuota del juego, no es
necesario exigir que la representacion inicial sea estricta. Basta imponer la
condicién de que si existen coaliciones cuyo peso sea T', entonces éstas deben
tener interseccién vacia con R, es decir,

IJSCN:w(S)=T=SNR=10.

De aqui se deduce, aplicando la definicién de w’, que estas coaliciones verifican
que w'(S) = w(S) = T, y la demostracién seria andloga a la realizada para
el caso 1.

Al igual que en la Seccién 2.4, si nos restringimos a representaciones de juegos
de mayorfa ponderada mondétonos el peso de cada uno de los jugadores no
nulos es positivo, y un peso sélo puede ser no positivo si corresponde a un
jugador nulo. Supondremos a partir de este momento que D = ().

Teorema 2.10 Si [T; wy, ..., w,] €S una representacion estricta de un J.M.P.
monétono con D = (), de R-amplitud coalicional P(R), siendo ) # R C
{0} U N tal que i € R siy solo si \; # 0, entonces

. a(S) :
PR =win 7 rng S10€F

RNS#0

. a(S) :
}3<}%)<—-2%9% ;;Z}%?ﬁjg; st 0 ¢ R

RNS#0

Demostracion:

Es inmediata, ya que, teniendo en cuenta que D = (), se deduce que

> |wi| =w(RNS).

i€RNS
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Ejemplo 2.3 Calculemos la amplitud coalicional para R = {1,2} de la re-
presentacion [3;2,2, 3].

Observemos que no se trata de una representacién estricta, ya que ws = T
sin embargo,

{SCN:w(®) =T} ={{3}} y {8} NE=0.
1 1
Aplicando la definicién obtenemos que pp = —, por lo tanto, si |\ < 7

para i = 1, 2, entonces toda representacion de la forma
3;2(1+ M), 2(1 + Ng), 3]

es equivalente a la inicial.

Ejemplo 2.4 Supongamos gque una sociedad de accionistas estd constituida
por cuatro socios, cada uno de los cuales posee 50.000, 25.000, 25.000 y
5.000 acciones respectivamente. Una propuesta es aprobada por la compafiia
si la suma de las acciones pertenecientes a los inversores que la apoyan es
superior a 60.000 acciones.

Esta situacion se corresponde con la representacion estricta :
[60000; 50000, 25000, 25000, 5000], A = 55000, B = 75000.

Se puede preveer que al final del ano se producird una variacién del capi-
tal que afectard a la distribucién, tanto de las acciones de los tres primeros
accionistas, como de la cuota. Si excluimos la posibilidad de que se produz-
ca la entrada de nuevos socios, la situacién puede ser descrita mediante la
siguiente representacion:

[60000(1 + Ag); 50000(1 + Ap), 25000(1 + Az), 25000(1 + Ag), 5000].

Si calculamos su amplitud coalicional para R = {0} U {1, 2,3} obtenemos

1

,URZE'

1
Este tltimo resultado nos permite asegurar que si |\;| < 57 1 =0,1,2,3,

entonces toda representacion de la forma anterior es equivalente a la inicial.

Asi, por ejemplo, la representacion [62143;48214, 25893, 24107, 5000] seria
una de ellas.
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2.6.1 Amplitud coalicional con suma de pesos constan-
te

A continuacion pasamos a estudiar un caso particular del descrito para la am-
plitud coalicional en la que las modificaciones de los pesos tan solo afectardn
a dos jugadores, mientras que la cuota de la representacién se mantiene cons-
tante, al igual que la suma de los pesos de los n jugadores del juego. Teniendo
en cuenta esta nueva situacién, no serd necesario considerar representaciones
estrictas de J.M.P.

El hecho de suponer que la suma de los pesos de los jugadores permanezca
constante nos permite interpretar a los jugadores implicados como donante
y receptor del juego (o viceversa), pues la disminucién que afecta al peso de
uno coincide con el incremento que experimenta el peso del otro.

Esta nueva versién de la amplitud coalicional podra aplicarse en el estudio
de situaciones en las que se produzca un intercambio de acciones entre dos
accionistas, sin que ello afecte al control de la companfia.

Dada [T; wy, ..., wy,] una representacién de un J.M.P. monétono consideremos,
sin pérdida de generalidad, que la coalicién de 2 jugadores es la formada por
R ={1,2} y que

ASCN:w(S)=T=Sn{1,2} =0,

es decir, las coaliciones que tienen peso 7' no contienen ni al jugador 1 ni al
2.

En este caso, pretendemos encontrar, para representaciones de juegos de
mayoria ponderada, el méximo real positivo ¢, tal que si

|)\1| <6

entonces
[T wh, wy, wy, ..., w!],
en donde
T =T
/

wi=w; sii#1,2

(3

es una representacion equivalente a la inicial [T wy, ..., w,], con la condicién
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adicional de que la suma de los pesos de los jugadores de ambas representa-

ciones sea constante, es decir, > w; = > w}.
i=1 i=1

Definicion 2.5 Sea [T;wy, ..., w,] una representacion de un juego de mayo-
ria ponderada monétono tal que w; > wy, R = {1,2} y si 3.5 C N tal que
w(S) =T, entonces SN{1,2} = (. Definimos la R-amplitud coalicional con
suma de pesos constante de la representacién como

a(S) . a(S)

Po(R) = min { min min
c(R) {SQN o Wn - H
SNR={1} SNR={2}

y la designaremos por

Mg[T, wr, 7wn] = PC(R)

El minimo P¢(R) es alcanzado por, como minimo, una coalicién, a la que
denominaremos Sj.

Teorema 2.11 Para R = {1,2}, si |\i| < Po(R), w1 > wy y si 35 C
N tal que w(S) = T, entonces S N {1,2} = (), entonces la representacion
[T; (1 4+ A\)wy, (1 + Ao)wa, ws, ..., w,] €S equivalente a [T; wy, ..., w,] Y Po(R)
es la maxima cota superior para la constante ;.

Demostracion:

La condicién de que la suma de los pesos sea constante nos permite deducir
que
)\1w1 + )\ng =0.

Observemos en primer lugar que si 35 C N tal que w(S) = T, entonces
por hipétesis debe verificarse que S N {1,2} = ) y de aqui se deduce que
w(S) = w'(S) =T. A partir de este momento excluiremos este caso.

Teniendo en cuenta la observacion anterior, para la primera parte de la de-
mostracién es suficiente probar que w'(S) > T para toda coaliciéon S € W'y
que w'(S) < T para toda coalicién S € L.
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Teniendo en cuenta que

w'(S) =T = [w(S) = T]+ Y Ay,

i€RNS

siRNS =06 RNS = {1,2} = R, entonces w'(S) = w(S), y estd claro
que si S € W entonces w'(S) > T, y, andlogamente, si S € L, tenemos que
w'(S) < T.

Si excluimos estos dos casos, supongamos en primer lugar que S € W. En-
tonces w(S) > Ty
a(S) =w(S)—-T.
e Si RN S = {1}, entonces
w'(S) =T = [w(S) = T] + Mws.

Como a(S) = w(S) =T y |\w1| < Po(R) - wy < a(S), deducimos que
w'(S) =T > 0, y de aqui que w'(S) > T.

e Si RN S = {2}, entonces
w'(S) =T = [w(S) — T] + Aawq = [w(S) — T| — Awy,

y aplicando el mismo razonamiento deducimos que w’(S) > T.

Supongamos ahora que S € L. Entonces

a(S) =T — w(S)

e Si RN S = {1}, entonces
T —w'(S) =T —w(S)] — Mwy

Como a(S) =T —w(9) y |[Mwi| < Po(R) - wy < a(S), deducimos que
T —w'(S) >0,y deaqui w(S) <T.

e Si RN S = {2}, entonces
T — w’(S) = [T — w(S)] — )\2’[1)2 = [T - ’U)(S)] + )\1U}1,

y al igual que antes obtenemos que w'(S) < T
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Para la segunda parte de la demostracién supongamos que 3Q > Po(R) y
veamos que el juego [T'; (1 + Ap)wy, (1 + Ag)ws, ws, ..., w,| NO es equivalente
al inicial [T wy, ..., w,], para |A\1]| < Q.

Sea Sy C N tal que Po(R) = a(80>.
w1
Si Sg € Wyle Sy, tomando \; = —¢, con Po(R) < € < @, veamos que

llegamos a una contradiccién sobre Sp.
w'(So) = T = [w(So) — T + Mwy = a(So) — ew;y < a(Sy) — Po(R) wy =0,
y por lo tanto, Sy ¢ W.

SiSp € Wy2e€ Sy, tomando A\ = €, con Po(R) < € < @, veamos que
también llegamos a una contradiccién sobre .

w'(So)—T = a(Sy)+Aawz = a(Sy)—Aw; = a(Sy)—ew; < a(Sy)—Po(R) wy =0,
y al igual que antes, Sy ¢ W.
De manera andloga, si Sy € Ly 1 € Sy, tomando A; = ¢, con Po(R) < € < Q,
veamos que llegamos a una contradiccién sobre Sj.

T —w'(Sy) = [T — w(So)] — Mw1 = a(Sy) — ewy < a(So) — Po(R)w; =0,
y por lo tanto, Sy ¢ L.

Finalmente, si Sy € Ly 2 € Sy, tomando A\; = —¢, con Po(R) < € < Q,
veamos que también llegamos a una contradiccién sobre Sy.

T—w’(SO) = G(So)—)\gwg = G(S0)+/\1w1 = G(So)—G wr < CL(S())—P0<R) wp = O,

y de aqui tendriamos que Sy ¢ L. 2

Ejemplo 2.5 Calculemos la tolerancia, la amplitud y la R-amplitud coalicio-
nal de un J.M.P. mond6tono definido por la siguiente representacion estricta:
[75; 40, 40, 10, 10, 10].

En este caso la unica coalicién ganadora minimal es {1,2} y

A = maxw(S) = 70,
SeL
B = min w(S) = 80,

Sew
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por lo tanto

. T—A B-T 1
7 = min{ — , — }:§,
T+ 3 fusl T+ 3 o
i=1 i=1
LA BT,
po= MM e B! T g

Si ahora consideramos la R-amplitud coalicional de la representacién con
R = {1,2} obtenemos

g 2O =T 1
HRZGEN w@®NS) 16
RNS#0

1
Este tltimo resultado nos permite asegurar que si |\;| < 6 1 = 1,2, entonces
toda representacion de la forma

[75;40(1 + A1),40(1 + Ag), 10, 10, 10]
es equivalente a la inicial. Asi, por ejemplo, la representacion
[75; 38, 38, 10, 10, 10,

seria una de ellas.

Finalmente, si imponemos la condicién de que la suma de pesos sea constante
obtenemos

o | =

15,

1
Asf pues, si [A] < R 40X\ 4+ 40Xy = 0, entonces toda representacién del
tipo

[75;40(1 + A1),40(1 + A2), 10, 10, 10]

es equivalente a la inicial. Por ejemplo, si tomamos \; = o’ la representacion
[75;44, 36, 10, 10, 10] seria una de ellas.

1
Sin embargo, si consideramos \; = 3= 1%, la representacién que se obtiene
es
[75; 45, 35,10, 10, 10],

que ya no es equivalente a la inicial, puesto que en esta nueva situacién

W™ = {{1,2},{1,3,4,5}}.
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Ejemplo 2.6 Calculemos a continuacion la R-amplitud coalicional con su-
ma de pesos constante de la representacion: [7;15,6.5,6,0.5] para R = {1, 3}.

Observemos que no se trata de una representacion estricta, pues wo +w4 = 7,
pero sin embargo se verifica que

{SCSN:w(S) =T} ={{2,4}} y {24} n {{1,3}} =0.
Aplicando la definicién obtenemos que

S S 1
£S =min{ min al ), min al )} = —,
SCN wq SCN wn 30
SNR={1} SNR={3}

1
por lo tanto, si [A;| < 0 y 15\; + 63 = 0, entonces toda representacién del
tipo

[7:15(1 + A1), 6.5, 6(1 + A3), 0.5]

es equivalente a la inicial.

Ejemplo 2.7 Los resultados de las elecciones del 19-X-1997 al Parlamento
gallego fueron: 41 escafios para el PP, 19 para el BNG y 15 para el PSOE.
Calculemos la R-amplitud coalicional y la R-amplitud coalicional con suma
de pesos constante para R = {1, 2}.

Observemos que dichos resultados pueden ser interpretados como un J.M.P.,
siendo una de sus representaciones estrictas la dada por

[38; 41, 19, 15].

A partir de aqui se deduce que W™ = {{1}}, es decir, se trata del juego de
unanimidad del PP.

Calculemos a continuacién la R-amplitud coalicional con suma de pesos cons-
tante. El resultado es

) . a(S) . a(S) 3
Hg =min{ gnglﬁ wr g&r\} _w1 } = TR
SNR={1} SNR={2}
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3
y por lo tanto, si [\] < 1 y 41\ + 19)\; = 0, entonces toda representacién

del tipo
[38;41(1 + A1), 19(1 + X2), 15]

es equivalente a la inicial.
Este valor nos proporciona el nfmero méximo de escanos que se pueden in-

tercambiar el PP y el BNG, de manera que la nueva distribucién no afecte
al resultado obtenido inicialmente en las elecciones.

. 3 3 .
Si tomamos A\ = I entonces Ay = oY obtenemos la representacion
[38; 38, 22, 15],

que deja de ser estricta, aunque define el mismo juego.

4 4
Si consideramos A\ = I entonces Ay = T y la representaciéon que se
obtiene,

[38;37,23,15],

tampoco es equivalente a la inicial, puesto que ahora

wm™ ={{1,2},{1,3},{2,3}}.

Ejemplo 2.8 Los resultados de las pasadas elecciones municipales del 13-
VI1-99 en el ayuntamiento de Sevilla fueron los siguientes: el PP obtuvo 13
regidores, el PSOE 12, el Partido Andalucista 6 e 1U 2 regidores.

Observemos en primer lugar que esta situaciéon puede definirse mediante la
siguiente representacion estricta del juego de mayorfa ponderada

[17;13,12,6,2].
El conjunto de coaliciones ganadoras minimales viene dado por

wm™ ={{1,2},{1,3},{2,3}}.

Calculemos a continuacién la R-amplitud coalicional con suma de pesos cons-
tante para R = {2,4}. El resultado es

S S 1
pS =min{ min al ), min al$) =—,
SCN wy SCN 1wy 12
SNR={2} SNR={4}
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1
y por lo tanto, si |Ag| < T2 y 12)s + 24 = 0, entonces toda representacién

del tipo
[17;13,12(1 + A2),6,2(1 + Ay)]

es equivalente a la inicial.
Este valor nos proporciona el nimero maximo de regidores que se pueden

intercambiar el PSOE e U, de manera que la nueva distribucién no afecte al
resultado obtenido inicialmente en las elecciones.

1
Si tomamos Ay = —3 entonces Ay = 2 y la representacién que se obtiene

[17;13,8,6,6],
no es equivalente a la inicial, puesto que ahora

W™ = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3,4}}.

Anslogamente podriamos repetir el proceso para R = {2,3} y calcular u$§
para saber el niimero méximo de regidores que pueden intercambiar el PSOE
y el PA sin que se altere el resultado electoral.

1
En este caso la amplitud coalicional con suma de pesos constante es u§ = 5’

con lo cual toda representacién del tipo

[17;13,12(1 + A2), 6(1 4 A3), 2]

1
es equivalente a la inicial si |[\| < 5V 2Xs + A3 = 0.

. 1 2 . .
Si tomamos Ay = 3 entonces A3 = —3Y la representaciéon que se obtiene
17;13,16,2, 2,
no es equivalente a la inicial, puesto que ahora
W™ ={{1,2},{2,3},{2,4},{1,3,4}}
: 5 5 . .
Si Ay = 13’ entonces \3 = 57 la representacién que se obtiene

[17:13,17,1,2],
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no es equivalente a la inicial, puesto que ahora

W= {{2}}

y por lo tanto, quedaria reducido a una dictadura, es decir, el PSOE tendria
mayorfa absoluta.

Finalmente, consideremos a continuacién un ejemplo sencillo que nos per-
mita interpretar graficamente los conceptos de R-amplitud coalicional y R-
amplitud coalicional con suma de pesos constante.

Ejemplo 2.9 Dada la representacion estricta de un J.M.P [7; 15, 6], calcu-
lemos, para R = {1,2} ambas amplitudes coalicionales.

Observemos, en primer lugar, que W™ = {{1}}. Si consideramos cada juego
de la forma [7;wy, ws] como un punto del plano wyws, el conjunto de repre-
sentaciones equivalentes a la inicial, suponiendo que tan solo se modifican los
pesos de los 2 jugadores, viene dado por

{(wy,wg) s wy > Ty we <7}

Es decir, graficamente es

1 1
El valor de la R-amplitud coalicional es pup = 5 mientras que u§ = T En

este caso tenemos que u$ < pup.
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Gréficamente tenemos la siguiente situacién:

W,y

o o=l
L1

en donde el rectangulo

{(wl,wg) 125 <w; < 175, 5 <y < 7}

1
se obtiene a partir de la R-amplitud coalicional pp = 6 y el segmento

{(wy,we) :wy +we =21, 14 <wy <16}

se obtiene como consecuencia de & = 5

En ambas zonas tenemos garantizado que el juego no cambia.

Finalmente, si inclufmos todos los resultados presentados, la grafica es

Wy
Wt w, =21

& oam =l
L1

(16,5)

[§ 12.5 15 17.5 | w



Capitulo 3

Juegos completos con minimo

Una extension natural de los juegos de mayoria ponderada son los juegos
completos. Carreras y Freixas (1996) asociaron a cada juego completo unos
invariantes caracteristicos y establecieron sus propiedades béasicas. Demos-
traron, en realidad, que dichos invariantes determinan el juego (unicidad),
vy que todo sistema admisible formado por estos invariantes estd asociado a
algin juego simple completo.

En este capitulo estudiaremos diferentes conceptos de solucién utilizando los
invariantes caracteristicos, restringiéndonos al caso de los juegos completos
con minimo. Para un nimero de jugadores arbitrario obtendremos el nu-
cleolo por medio de un sistema compatible determinado de ecuaciones, a la
vez que caracterizaremos la maximalidad del nicleo (kernel) y proporciona-
remos un método para calcular semivalores que es vélido para todo juego
completo. Finalmente calcularemos la cobertura superaditiva de un juego
completo. Recordemos en primer lugar, los principales resultados obtenidos
por Carreras y Freixas.

3.1 EI reticulo asociado a un juego simple
completo

Sea (N, W) un juego simple completo de I—clases N; > Ny > ... > N,.

85
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Consideremos N el conjunto de los niimeros naturales. Si m € N?, definimos
Am) ={5e€ (NU{0})" :m >3},

donde > representa el orden ordinario entre componentes, es decir, 3 > 7

si y s6lo si s > 1, para k = 1,...,t. Por lo tanto, si m = (ny,...,n¢), A(7)
es el conjunto de todos los vectores 5 = (sq,...,$;) cuyas componentes son
naturales y satisfacen 0 < s < ny para todo k.

Necesitamos considerar no sélo la relaciéon de orden >, sino también el orden
mas débil, 6, dado por comparacion de las sumas parciales, esto es,

56T & s1+...+sg>ri+...+rpparak =1,..,t.
Si 567 diremos que 3 domina 7. A partir de ahora escribiremos

Yu8)=s1+..+spparak=1,..1

>_(5) = (2241(5), -, 224(5)).
Por lo tanto,
56T < > .(5) > >.(7).
El par (A(m),6) es un reticulo porque A(7) contiene el supremo 7 V 5 y el
infimo 7 A 3 (respecto ) de dos elementos cualesquiera 7,5 € A(T), que
vienen dados por

(T V3): = max{ry,s}
(VS = max{},(7),> ()} —max{d>, (), > (5} k=2,...1,

y de manera andloga tendriamos las expresiones para el infimo, utilizando
min en lugar de max.

El reticulo es distributivo y posee un elemento méximo, 7 = (ng,...,n;) y un
minimo, 0 = (0, ...,0).

El siguiente resultado es el teorema de caracterizaciéon dado por Carreras y
Freixas en 1996.

Teorema 3.1 (Carreras y Freixas, 1996) Dado un vector m € N’y una
matriz M cuyas filas m, = (mp,...,my) para 1 < p < r satisfacen las
siguientes propiedades:
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1. 0<m,<mparal<p<r,
2. m, y m, NO son é—comparables si p # gq,

3. sit =1 entonces my; > 0; si t > 1 entonces para cada k& < t existe
algun p tal que
Mpk >0, Mpgy1) < Mg,

4. M esta ordenada lexicograficamente por sumas parciales: si p < ¢
existe algin £ tal que

Yonmy) =3 ,(m,) para h < ky >, (m,) > . (M,);

entonces existe un juego simple completo (IV, W) asociado a (72, M).

Teorema 3.2 (Carreras y Freixas, 1996) Dos juegos simples completos (N, W)
y (N, W') son isomorfos siy sélosim=7n"y M = M.

Mostramos a continuacién como se obtienen los invariantes caracteristicos
(m, M) a partir de las coaliciones ganadoras y reciprocamente.

Para cada coalicién S consideramos el vector de indices 5 definido como
S=(|SNNy|,..., |S N N).

En particular existen Crz = (’;11)(’;:) coaliciones con el mismo vector de
indices. Las filas de M son vectores de indices ordenados lexicograficamente
por sumas parciales y corresponden a las coaliciones ganadoras minimales

del orden ¢ en el reticulo A(7).

Reciprocamente, dados (7, M) verificando las condiciones del teorema, el
juego (N, W) puede construirse, salvo isomorfismos, a partir de los r vectores
(filas de M), junto con la secuencia de tamanos de las clases de indiferencia.
El cardinal es n = > ,(7) y N = {1,2,...,n} estd definido siendo Ny, ..., NV,
subconjuntos de N formados, respectivamente por nq, ..., n; elementos, que
deben ser elegidos en el orden natural. Para cada coalicién S C N con
vector de indices 5 = (|S N Ny|,...,|S N Ny|), obtenemos v(S) teniendo en
cuenta que
W ={S C N :356m, para algtn p}.
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En particular, las coaliciones ganadoras §—minimales son aquellas cuyo vec-
tor de indices es una fila de la matriz M, es decir,

W = {S C N :3 = m, para algin p}.

De manera andloga podemos definir los representantes de las coaliciones per-
dedoras 6—maximales

LY ={SCN:3 fm,, VpyTds = Rec W}

Cada uno de los modelos de £ admite un vector de indices, @, que se
ubica en la k-ésima fila de la matriz £, que satisface:

1. @ y @; no son 6—comparables si k # [.

2. Param =1,...(m < tsit > 1), existe k tal que pm < Nmy Apgni1) > 0.

Ejemplo 3.1 Consideremos el juego simple (N,W) con n = 6 y definido
por

W™= {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5}, {1, 2,6},
{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6}, {1,4,5},{1,4,6},{1,5,6},
{2,3,4},{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6},{2,5,6} }.

Este es un juego completo en el que Ny, = {1,2} > Ny, = {3,4,5,6}.

Fl reticulo asociado a este juego es:
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en donde los pares enmarcados corresponden a las coaliciones ganadoras.

Los invariantes caracteristicos asociados al juego son

n=(2,4)yM=(1 2).

2 20

1 31
0 4 2

mos construir el Unico juego simple completo definido por dichos invariantes.

Ejemplo 3.2 Dados @ = (3,4,2) y M = veamos como pode-

Consideremos el conjunto de jugadores N = {1,2,3,...,9} que forman las
I-clases:
Ny ={1,2,3} > Ny ={4,5,6,7} > N3 = {8,9}.

Las coaliciones 6-minimales vienen dadas por los modelos
(2,2,0), (1,3,1) v (0,4,2),
y el resto de las coaliciones ganadoras minimales por los modelos
(3,1,0) y (1,4,0).

En la tabla siguiente determinamos cuantas coaliciones estdn asociadas a
cada modelo.

modelo nidmero coaliciones ganadoras minimales
(2,2,0) 18 {1,2,4,5},{1,2,4,6}, ...

(1,3, 1) 24 {1,4,5,6,8},{1,4,5,6,9}, ...

(0,4,2) 1 {4,5,6,7,8,9}

(3,1,0) 4 {1,2,3,4},{1,2,3,5}, ...

(1,4,0) 3 {1,4,5,6,7},{2,4,5,6,7},{3,4,5,6,7}

Por lo tanto se necesitarfan 50 coaliciones ganadoras minimales para describir
el juego (N, W) en la forma clésica.

3.2 Nucleolo de un juego completo

Sea (N, W) un juego completo (sin jugadores ganadores) con I-clases Ny >
Ny > ... > N; e invariantes caracteristicos (7, M). A partir de la relacién
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de desplazamiento podemos definir el vector normalizado para el nucleolo
N, cuyas componentes N'*, 1 < k < t, corresponden al nucleolo del jugador
perteneciente a la I-clase Ni, es decir,

t
N = ZNkeNk,

k=1
siendo ey, el vector caracteristico de la coalicion Ny, es decir,
(eNk),- = 1siie N,
(eNk)i = 0sit % Nk
Teniendo en cuenta que a jugadores indiferentes les corresponde el mismo

pago, podemos definir, andlogamente a como se definié el conjunto de pre-
imputaciones, el conjunto

J={zeR:z-n=1}.

Entonces, la primera etapa del método descrito por Peleg (ver Kopelowitz,
1967) para encontrar el nucleolo para juegos simples completos utilizando
programacion lineal es:

minimo «

talque T-54+a>1 sisém, para algin p
T-5+a>0 sis fm, para todo p
TcJ.

Sea a1 el minimo de este programa. Si éste es alcanzado por un inico punto
Z, entonces, T = N. Generalmente, sin embargo, este minimo es alcanzado
sobre un cierto conjunto, J*. Existird, por lo tanto, una cierta coleccién B;
de vectores 5 en A(T) tal que, para todos € B, yZ € J*

1—-5-7= aq.
Tenemos entonces que resolver el siguiente problema:

minimo
tal que

Q

T-S+a>1 sisém, paraalginp, 5¢ B;
T-5+a>0 sis $m,, para todo p, 5 ¢ B,
zeJ.!

La solucién nos proporcionard el segundo exceso, ap y una nueva coleccion
de vectores By, como en el caso anterior. Si continuamos este proceso, obten-
dremos un tnico punto que es la solucién de la secuencia de los programas
lineales descritos. Esta solucién es AV.
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Utilizando este procedimiento, Kopelowitz (1967) proporcioné un solo pro-
grama lineal, la solucién del cual es el nucleolo. El inconveniente de este
método es que necesitaba 2"! restricciones, un mimero demasiado elevado
para calcular el nucleolo de un juego de més de 4 jugadores. Owen (1974)
redujo el método a la utilizacién de 4™ restricciones a cambio de introducir
més variables y complicar la funcién objetivo.

La situacién puede verse mejorada si se tiene en cuenta propiedades especiales
que pueda poseer un determinado juego.

3.3 Juegos completos con minimo

Definicion 3.1 Un juego simple completo (N, W) cuyos invariantes son
(m, M) tiene minimo si M se reduce a una fila.

En este caso el juego se define, usando las tres primeras condiciones del
Teorema 3.1, mediante un par (7, ) tal que:

1 < m<my
1 S mkgnk—1512§k‘§t—1
0 S mtgnt—l.

Observemos que si m; = 0 el juego tiene n; jugadores nulos. Si n; = my
el juego tiene n; jugadores con veto. Sim; = 1yt = 1 el juego tiene n,
jugadores ganadores. Finalmente, si m; = 1, ¢t = 2 y my = 0 el juego tiene
ny jugadores ganadores y ns jugadores nulos.

Si suponemos que el juego no tiene clases triviales, la matriz de representantes
de coaliciones perdedoras 6 —maximales es:

11 N9 ny ... Ny
Qg1 Qg N3 ... Ty
Q31 i3z Qg ... Ty
Q1 Q2 Qg3 ... Oy

siendo ;; = max{0, min{my + ... +m; — 1 —ny — ... = nj_1,n;}}.
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Ejemplo 3.3 Consideremos de nuevo el procedimiento de enmiendas a la
Constitucion del Canada (Ejemplo 1.1). Recordemos que una enmienda era
aprobada si era aceptada, como minimo, por 7 de las 10 provincias del Ca-
nada, siempre y cuando la suma de sus poblaciones fuera, como minimo el
50% de la poblacion total del Canada. Los porcentajes de dichas provincias
son (censo 1961) :

Prince Edward Island (1%) Saskatchewan (5%)

Newfoundland (3%) Alberta (7%)
NewBrunswick (3%) British Columbia (9%)
Nova Scotia (4%) Quebec (29%)
Manitoba (5%) Ontario (34%)

Este sistema es un juego completo con minimo, con /—clases
Ny ={1,2} > N, = {3,4,5,6,7,8,9,10},
y cuyos invariantes caracteristicos son

7=(28), m=(16).

Veamos a continuacion que la nueva ley de la Propiedad Horizontal, aprobada
el 6 de abril de 1999, nos ofrece claros ejemplos de juegos con minimo.

Ejemplo 3.4 Una comunidad de vecinos esta constituida por 9 propietarios,
cuyas cuotas de participacion son del 23.3% para tres de ellos, del 9% para
otros tres y del 1 % para los tres restantes. Para la instalacién o adaptacién
de infraestructuras comunes de acceso a los servicios de telecomunicacion o
suministros energéticos colectivos es necesaria la aprobacion por una tercera
parte de los propietarios que a su vez representen la tercera parte de las cuotas
de participacion.

Veamos que este sistema es un juego completo con minimo.
En primer lugar observemos que esta situacion puede ser descrita mediante un

juego simple (N, W), en donde N es el conjunto de propietarios del inmueble
y el conjunto de coaliciones ganadoras viene definido por:

1 1
W={SCN:> v>-|S>35|N|},
ics 3 3
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siendo v;, 1 = 1, ..., 9, los porcentajes de participacién asignados a cada vecino
y tales que
Z V; = 17

i€s

VL > Uy > ... > Uy
Teniendo en cuenta las cuotas de participacién se deduce que (N, W) es un
juego completo con tres I —clases de indiferencia, formada cada una de ellas
por tres vecinos, es decir, m = (3,3, 3).

La matriz de coaliciones ganadoras -minimales asociada, utilizando tan solo

dichos porcentajes es :
2 00
M= ( 111 )

Sin embargo, si tenemos en cuenta que las coaliciones ganadoras deben veri-
ficar también que |S| > 3 |N| = 3, veremos que la matriz queda reducida a
una fila, lo que demostrarfa que se trata de un juego completo con minimo,
es decir, M =m = (1,1,1). Veamos a continuacién que, efectivamente se
verifica

(N, W) = (m,m),

(C) Supongamos, por contradiccién, que S ¢ (7, ).

Es suficiente suponer que S es una coalicién perdedora é-maximal, es de-
cir, 3 = (0,3,3), s = (1,0,3) 0 5 = (2,0,0). Veamos que dichos modelos
corresponden a coaliciones perdedoras de (IV, ). Para ello observemos que
sis=(0,3,3), entonces Y v; = %0 +% = % < %,
i€s
sis=(1,0,3), entonces > v; = o + 155 = ao& < 3,
i€S

sis=(2,0,0), entonces |S| =2 < 3.

(D) Es suficiente comprobar que S € W, siendo 5 = m. Para ello basta tener

7 9 1 1
encuentaqueZm:—qL—qL—:—yque |S| = 3.
P 30 100 100 3

Teorema 3.3 El numero de juegos simples completos con minimo de n ju-
gadores es p(n) = 2" — 1.

Demostracion:

Procederemos por induccion.
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e Sin = 1, existe un tinico juego completo con minimo, cuyos invariantes

son
n= (1)’ m = (1)7

y por lo tanto, en este caso se verifica p(1) =2 —1 = 1.

Supongamos a continuaciéon que n > 1. Veamos en primer lugar que

podemos establecer la siguiente relacién entre el nimero de juegos com-

pletos con minimo de n jugadores y el mimero de juegos completos con
minimo de n + 1 jugadores

p(n+1) =1+ 2p(n).

Para ello, definimos P,, como el conjunto de descomposiciones del ntiime-
ro n como suma de nimeros naturales.

Para cada elemento (nq,na, ...,n;) € P, pueden obtenerse, teniendo en
cuenta la definicién,

ni(ng — 1)...(ny—1 — )y
juegos completos con minimo. Por lo tanto,
p(n) = Z ny(ng — 1)...(ng—g — 1)ny.
(nl,nz,...,nt)GPn

Si el juego tiene n + 1 jugadores, definimos P,,.; de manera andloga a
la anterior.

Sea Q el subconjunto de P, 1 formado por las descomposiciones cuya
primera componente es 1. Entonces,

Q] = [Pas1 — Ql = |Pal,

y las biyecciones

P Pn - Q
(TLl,TLQ,...,nt) — (17n17n27"'7nt)
¢ : Pn - 7jn—&—l - Q

(nl,ng,...,nt) — (nl—l—l,ng,...,nt)

permiten obtener que, efectivamente,

pln+1)= 1+ > 1-(ny—1)(ng —1)...(ng_1 — 1)ny+
(1,m1,m2,...,nt)EQ
+ > (n1+1)(ng —1)...(ng—y — 1)ny =
(nl,nz,...,nt)epn+1—Q
=1+ > 1-(ng—1)(ng —1)...(ny—1 — D)ny+
(nl,nz,...,nt)epn

+(ny + 1)(ng — 1)...(ng—1 — D)ny = 1 4 2p(n).
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El 1 que aparece en el primer sumando se debe a que en el caso en que
ni = n existen n; juegos con vector (1,m1), y no n; — 1 como indica el
primer miembro del sumatorio.

Finalmente, veamos que si p(n) = 2" — 1, entonces, p(n+1) = 271 —1.
Utilizando el resultado anterior, sabemos que

p(n+1) =1+ 2p(n),
y por hipétesis de induccién sabemos que p(n) = 2" — 1, con lo cual,

p(n+1)=1+2(2" —1) =2 —1.

3.3.1 Nucleolo

El siguiente teorema muestra cémo se puede obtener el nucleolo como solucién
de un sistema compatible determinado de ecuaciones, simplificando el método
existente.

Teorema 3.4 Sea (N,W) un Juego completo con minimo cuyos invariantes

son (m,m). Sea K 112132( Zi y ki1 < ko < ... < k,, los indices que alcanzan
t

el maximo K. Entonces, el vector A/ correspondiente al nucleolo es la Gnica
solucion del sistema

ki =(r—Il+zk si1<i<r-1

xd =gk Si k1>1, j<k’1

xd = g Stk 1 <j<k,2<I<r
x’ =0 si k, <t,j>k,,

t

Soxin; =1

j=1

Demostracion:

Resolviendo el primer problema de programacién lineal descrito para juegos
completos y adaptado a los juegos completos con minimo

minimo «

talque T-54+a>1 siséom
ZT-5+a>0 sis fm
TeJ,
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se deduce que

a; = ]_—K,
B = (587, (5) = X (). 1< 1<),
J' = envoltura convexa {@',..., "},
donde
_ 1
u = 0,0, 1<,

1
Ta) T, )

t—k

ky

Sir =1, J" sereduce a un punto y N' = a'.

Si r > 1, resolviendo el segundo problema de programacién lineal:

minimo «
talque T-S+a>1 sisém,sé¢ B
T-S+a>0 sis fm,5¢ B
TeJ,
obtenemos que
1 —
ay = 1-K—— . (Oo,(m) =0),

LODSNNDED DN D)

By, = {sém: Z(Zk. (3) — Zk. (m)) =1}.

De la eficiencia, igualando los excesos de los modelos pertenecientes a By y
usando sélo las variables kq, ..., k. obtenemos el sistema:

ok gk =20k =1 -2
xhr-1 = 2k

es decir, (

aft 4 ghs = ke
xh2 4 ke = ks
xke 4 ghs = ke

I»krfz + xkr — kar+1
ahr-1 = 2k,
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Es sencillo comprobar que este sistema es equivalente a
M = (r -1+ D2k si1t<i<r—1,

que no son mas que las r — 1 primeras ecuaciones del sistema propuesto
inicialmente en el teorema.

Finalmente, el sistema inicial

ki =(r—I1+1rk sil<i<r-1

x) =gk si ]{71>1, ]<l€1

xl = M sikii<j<k,2<I<r
xl = sik, <t,j>k,

t .

Yoain; =1.

j=1

es compatible determinado, y por lo tanto J? tiene una unica imputacién
que coincide con N. 2

Corolario 3.1 Si (IV, W) es un juego simple completo con minimo con juga-
dores con veto, entonces N = {(;-,0,...,0)}, es decir, el nucleolo es 0 para
los jugadores que no tienen veto y es igual al pago para los jugadores con
veto.

Demostracion:

Como el juego tiene jugadores con veto, entonces m; = ny, y a partir de este
hecho, el valor

m

K =max Zk(_)

2 )

=1,

se alcanza en el indice k; = 1. Aplicando el teorema anterior obtenemos que
el nucleolo del juego es la solucién del siguiente sistema:

2 =0, sil=k >t, j>1
t .
Yoaing =1,
j=1
es decir,
1
xl = —,
-
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Si el juego tiene una unica I-clase, entonces m = (ny) y m = (my). Como
estamos suponiendo que el juego tiene jugadores con veto, tenemos que m; =

my m
K=—=1
ny
Este valor se alcanza en el indice k; = 1, y aplicando el teorema anterior, el
nucleolo es la solucién de

ring =1,
es decir, ! = —. 2

ni

Ejemplo 3.5 Consideremos N = {1,2,...,10} y pensemos que los jugadores
de N; = {1,2} son blancos, los de N, = {3,4,5,6} son azules y los de
N3 ={7,8,9,10} rojos. Diremos que una coalicién S es ganadora si satisface:

1. S tiene como minimo 5 miembros,
2. S tiene como minimo 2 miembros que no son rojos, y

3. S tiene como minimo 1 miembro blanco.

Claramente este juego es completo con minimo con 3 clases de indiferencia:
dos jugadores del mismo color son igualmente deseables y el rojo es menos
deseado que el azul, que es menos deseable que el blanco. Es decir,

Ny > Ny >N3.

No es dificil ver que una coalicién S que tenga asociado el vector (1,1,3)
es una coalicién ganadora é-minimal, y el resto de coaliciones ganadoras
minimales viene dado por los modelos:

(1,2,2), (1,3,1),(1,4,0),(2,0,3), (2,1,2), (2,2,1) y (2,3,0).
Utilizando los invariantes caracteristicos el juego viene determinado por:

(234a4)a
= (1,1,3),

3 3

mientras que para describirlo mediante el método clédsico serfan necesarias
194 coaliciones ganadoras minimales.
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Utilizando el Teorema 3.4 obtenemos que
1 2 1
K = max —,—,E =-.
2°6 10 2
Este méximo es alcanzado por los indices (ki, k2) = (1,3). A partir de aquf

obtenemos el (pre)nucleolo del juego resolviendo el sistema compatible de-

terminado siguiente:
b = 228
2 = g8
20l +42% + 423 = 1.
La solucion del cual es
N ( 2 1 1 )
S M127 127127

2 1
es decir, asigna Th cada miembro de color blanco, y asigna T3 al resto de

miembros.

Ejemplo 3.6 En el sistema de enmiendas a la Constitucion del Canada,
como ya hemos comentado, el juego esta definido por @ = (2,8) y m = (1, 6).

K = max 1,1 :l,
2°10 10

y es alcanzado por el indice k; = 2. Utilizando el Teorema 3.4, obtenemos
que el nucleolo es la solucién del sistema compatible determinado siguiente:

En este caso

I‘lz 2

x
22t + 822 = 1,
es decir,
1 1
= (_7 _)
10710
Para constatar la eficiencia y economia del método presentamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.7 Consideremos ahora un juego simple completo con minimo de
100 jugadores definido por

= (10,6,12,7,13,22,9,2,10,9)

= (3,5,6,2,5,14,3,1,6,5).

3 3
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El cardinal del conjunto de las coaliciones ganadoras minimales es

Sm

som
> ¢(3)=50

1
Veamos cual es su nucleolo. En este caso K = 5 Este méximo es alcanzado
por los indices
(K1, ko, ks, ka) = (2, 3,6, 10).

A partir de aqui obtenemos el (pre)nucleolo del juego resolviendo el sistema
compatible determinado siguiente

ki =(r—I1+1)zk si1<1<3
r! = gh
x’ = gh siki1<j<k,2<l<A4
t
> r'n; =1,
J=1
es decir,
1? = 4210
r3 = 310
2% = 2710
r! = 22
24— P — 6
2T — 8 — 9 — 410
Z ¥’n; =1,

cuya solucién es

N =311 512 712’ 314’ 714’ 214" 714 214" 214° 214"

3.3.2 Nucleo (Kernel)

El nicleo fue introducido por Davis y Maschler como un concepto auxiliar de
solucion cuyo principal objetivo era desvelar ciertas propiedades del conjunto
de negociaciones y computar parte de este conjunto.

Si (N, W) es un juego completo sin clases triviales, entonces el nicleo y el
prentcleo coinciden (Peleg, Rosenmuller y Sudhélter, 1995). Si z € K(v) y
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© D j entonces x; > x;, es decir, el micleo y el prentcleo respetan la relacién
de desplazamiento (Isbell, 1956). Esta propiedad desencadena la siguiente
definicién.

Definicion 3.2 El nucleo de un juego completo (N, W)es maximal si co-
incide con el conjunto de todas las imputaciones y si respeta la relaciéon de
desplazamiento.

En esta seccién pretendemos determinar bajo qué condiciones el niicleo de
un juego simple completo con minimo es maximal. Consideremos en primer
lugar el siguiente lema que hace referencia a los juegos simples completos en
general.

Lema 3.1 Sea (N, W) un juego simple completo cuyos invariantes (7, M)
son tales que 0 < m,, < n, para todo p,q, 1 <p <r, 1 < g < t. Entonces,
K(v) es maximal.

Demostracion:

Demostraremos en primer lugar que el méximo exceso, s;;(z), para z € K(v)
es alcanzado por las coaliciones ganadoras é-minimales.

Consideremos S € W, i € S, j ¢ S, y sea 5 su vector de indices. Entonces
50m, para algtin p. Como 0 < m,, < n, para todo p, g, existe una coalicién
R cuyo vector de indices es ™, y que verifica i € R, j ¢ R. Debido a que
respeta la relacién de desplazamiento, resulta que x(S) > z(R). A partir de
aqui

e(S,x) < e(R,z) para toda S tal quei € S, j ¢ S,

es decir,
sij(x) = e(R, x),

donde R es una coalicién ganadora ¢-minimal.

Veamos a continuacién que si x € Z(v) y x respeta la relacién de desplaza-
miento, entonces z € KC(v).

Como 0 < my, < n, para todo p, g, existirdn coaliciones Ry T" con el mismo
vector de indices que verifican i € R, j ¢ R, i ¢ T, j € T. Ademds,
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v(R) =v(T), z(R) = z(T), y por lo tanto,

e(R,z) =e(T,x) y sij(x) = sji(x),
con lo cual x € K(v).

Concretamente, si IC es el micleo normalizado, resulta que

K = envoltura convexa {u', %>, ..., 7"},
donde
1 1
—k
u” = — . —.,0,...,0 | , para todo k.
\Zk(”) > k(M )j ‘T_fk-’

k

Teorema 3.5 Sea (N, W) un juego simple completo con minimo tal que Z(v)
contiene méas de un punto. Entonces

K (v) es maximal < (N, W) no tiene ni jugadores con veto ni jugadores nulos.

Demostracion:

(=) Si (N, W) tiene jugadores con veto es sabido que el niicleo estd formado
por un solo punto, y como Z(v) contiene mds de un punto y el micleo respeta
la relacién de desplazamiento, podemos afirmar que el niicleo no es maximal.

Si (N, W) tiene n; jugadores nulos, debido a que el nicleo es razonable en
el sentido de Milnor (Maschler, Peleg y Shapley, 1979), tenemos que z; = 0
para todo j € Ny, y de aqui se deduce que el niicleo no es maximal.

(<) Supongamos que (N, W) no tiene jugadores con veto ni jugadores nulos;
entonces m; # ny y my # 0. Es decir, nos encontramos en la siguiente
situacion:

lgmkgnk—1<nk, 1<k <t

Utilizando el lema anterior, obtenemos que el niicleo es maximal. 2

Observemos, sin embargo, que un hecho conocido es que todos los juegos
simples completos con una tnica I-clase y todos los juegos simples completos
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con minimo con un jugador ganador tienen niicleo maximal. En ambos casos
el conjunto de imputaciones queda reducido a un tdnico punto, con lo cual,
estos dos casos particulares no contradicen los resultados presentados.

Ejemplo 3.8 Estudiemos la maximalidad del nucleo del Ejemplo 3.5.

Utilizando el teorema anterior, como el juego no tiene jugadores con veto
(m; =1 < 2 = ny) ni jugadores nulos (mg = 3 # 0), entonces el nicleo es
maximal.

Ejemplo 3.9 Tratemos a continuacion el caso del sistema de enmiendas a
la Constitucion del Canada (Ejemplo 3.3).

Al igual que en el ejemplo anterior el juego carece de jugadores con veto
(m; = 1 < 2) y de jugadores nulos (my = 7 # 0), y, por el Teorema 3.5,
podemos asegurar que el niicleo es maximal.

3.3.3 Semivalores

En esta seccién pretendemos adaptar las férmulas ya existentes para el célcu-
lo de semivalores al caso en que el juego sea completo con minimo y venga
definido a través de los invariantes caracteristicos en lugar de por las coali-
ciones ganadoras minimales. La ventaja de definir el juego de esta forma,
tal y como mostraron Carreras y Freixas, es que puede ser generado con la
utilizaciéon de un pequeno nimero de digitos, y por lo tanto, desde el punto
de vista computacional, es conveniente readaptar dichas férmulas.

Remarcamos el hecho de que, cuando el nicleo es maximal, los semivalores
pueden ser elementos del niicleo, siempre y cuando sean imputaciones.

Los resultados obtenidos en esta seccién son extrapolables a los juegos com-
pletos en general.

Lema 3.2 Sea (N,v) un juego cooperativo y ¥ un semivalor, entonces

ilj= W;lv] = ;v
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Demostracion:

Consideremos la permutaciéon = = ¢;;. Como ¢ [ j, entonces se verifica que
VS C N —{i,j} v(SUi) =v(SUj), por lo tanto mv = v y, aplicando el
axioma de simetria se deduce que

2

Si (V, W) es un juego simple completo con minimo con invariantes (7, ),
entonces el semivalor de una I —clase esta definido aditivamente a partir de
los semivalores individuales y, como jugadores indiferentes tienen el mismo
semivalor, es suficiente calcularlo para cada I-clase.

Teorema 3.6 Sea (NV,WW) un juego simple completo con minimo definido
por sus invariantes (7,7m), y ¥ un semivalor. Entonces:

\I/(NJ = szt(E)Cﬁ,E(ni — Si), 1< <t

SEA;

donde A;, ={s5€ A(m):5 fm ,nés+eoém}y{e},i=1,..1tes labase
candnica de R?, es decir, e;; = 1sii=jye; =0sii#j (A es el conjunto
de todos los modelos de coalicion, 5 € A(m), en los que los jugadores de la
clase ¢ son pivotes).

Demostracion:

Como (N, W) es un juego simple, v(S U {j}) — v(S) serd nulo excepto en el
caso en que SU{j} € Wy S ¢ W, es decir, excepto en las coaliciones en
las que j es pivote. Teniendo esto en cuenta, el semivalor del jugador j en el
juego es
U;v] = Z ps, donde s = |5
SCN—{j}
SEW, Su{j}ew

Para deducir la férmula dada en el teorema es suficiente tener en cuenta que el
juego es completo, y un jugador j € N;, j ¢ S satisface v(SU{j})—v(S) =1
cuando el modelo s de S pertenece a A;. Ademds, para cada una de estas
coaliciones S de A;, hay Cg3 coaliciones con el mismo vector de indices 5,
y, finalmente, existen n; — s; jugadores en N; — S que son pivotes en S .
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Por tltimo, observemos que ) ,(5) es el cardinal de cada coalicién que tiene
modelo s y por lo tanto, ps = py- (s)- 2

En particular, los coeficientes

Qo GN'Q,m) —3.,() = 1!

sis e Az
n!

Py ) =
definen el valor de Shapley, mientras que los coeficientes
1 1

PY® = 55 @—-1 ~ gn-1 515 € A

definen el valor de Banzhaf.

En general, para calcular los semivalores de un juego simple son necesarias
todas las coaliciones ganadoras minimales. Utilizando invariantes caracterfs-
ticos este cédlculo se reduce enormemente, excepto, claro estd, en el caso en
que cada I-clase esté formada por un solo jugador, pero esta situacién no se
da si el juego tiene minimo y n > 2.

Ejemplo 3.10 Utilizando el teorema anterior calcularemos el valor de Sha-
pley y el valor de Banzhaf para el juego definido en el ejemplo 3.5.

En este caso

A= {(0,1,3),(0,1,4),(0,2,2),(0,2,3),(0,2,4),(0,3,1), (0,3, 2),
(0,3,3),(0,3,4),(0,4,0),(0,4,1),(0,4,2), (0,4, 3), (0,4, 4),
(1,0,3),(1,0,4),(1,1,2),(1,2,1),(1,3,0) }

Ay = {(1,0,3),(1,0,4),(1,1,2),(1,2,1),(1,3,0),(2,0,2),(2,1,1)
(2,2 O)}

y, utilizando el teorema anterior obtenemos:

By, = 0.8554
By, = 0.6952

y por lo tanto,

By = [By=04277
By = By =05=0¢=0.1816
Br = Bg =0y =P =0.1738.
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De forma andloga, los resultados para el valor de Shapley de cada [-clase
son:

Oy, = 0.4222
®y, = 0.2952
®y, = 0.2824,

y los valores correspondientes a cada uno de los jugadores,

O3 = Py =P5 =P =0.0738
q)7 - cI)g — (I)g — q)IO — 00706

Ejemplo 3.11 En el caso del sistema de enmiendas de la Constitucion del
Canada, a partir de los invariantes caracteristicos,

n=(228), m=(1,6)

y del Teorema 3.6, sin necesidad de definir el juego mediante sus 112 coalicio-
nes ganadoras minimales, veamos como podemos calcular el valor de Shapley
y el valor de Banzhaf de cada jugador.

En este caso

A = {(076)7<077)7(078)7(175)}7
Ay = {(1,5),(2,4)},

y, a partir de aqui, podemos deducir que

61(10 —6 —1)! /2 /8\.  6!(10—6—1)! /2 /8
D — 4 =0. .
N 10! (1) (5) 3t 10! 2)\4 07333

Aplicando la eficiencia del valor de Shapley obtenemos que

®y, = 0.2666,
y, por lo tanto, el valor de Shapley de cada jugador es:

d, = &, =0.1333
®;, = 0.0916, i #1,2.
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Anslogamente, para el valor de Banzhaf tenemos que

bv. = 5 (OO2+ B2+ Q) Q2+ ()()1] = 03632

B = 3 [Q)O3+ Q)4 = 1208125

y, por lo tanto, para cada jugador,

B, = 0.1504, i £1,2.

3.4 La cobertura superaditiva de un juego
completo

En algunos juegos cooperativos se supone la existencia de un bien que debe ser
distribuido entre los jugadores, que puede ser cuantificado numéricamente y
dividido tantas veces como sea necesario, y respecto del cual las preferencias
de los agentes del juego son equiparables. Los posibles repartos de dicho
bien entre los jugadores son los que dan lugar a incrementos y disminuciones
de la utilidad de los mismos y, por esta razon, estos juegos cooperativos
se denominan juegos con utilidad transferible o juegos TU. En estos casos se
considera la utilidad minima que cada coalicién puede conseguir y se describe
mediante un tnico mimero real.

Sin embargo, si el juego no es superaditivo, los jugadores podrian organizarse
en subcoaliciones y alcanzar una ganancia superior a la que les corresponderia
si se produjese una cooperacién entre todos ellos. Una forma de modificar
el juego para que se garantice el cumplimiento de la superaditividad es la
propuesta por Aumann y Dréze y que a continuacién pasamos a definir.

Definicion 3.3 Un juego simple (N, v) es superaditivo < v(SUT) > v(S)+
v(T) cuando SNT = 0.

Definicién 3.4 (Aumann y Dréze, 1974) La cobertura superaditiva de un
juego v es el juego v definido por

0(S) = max{zp: v(S%) : (S, ..., SP) es una particion de S}.
=1
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Naturalmente, la cobertura superaditiva de un juego simple no superaditivo
da lugar a un juego cooperativo que no es simple.

En esta 1ltima seccién determinaremos la cobertura superaditiva de un juego
simple completo, no necesariamente con minimo.

Teorema 3.7 Dado un juego simple completo definido por los invariantes
(m, M), la cobertura superaditiva (IV,v) es la solucion del programa lineal

max A+ A
tal que SO\ + ... + N,
Ai € NU{0}.

para cada coalicién S cuyo modelo es s.

Demostracion:

Veamos que efectivamente, para cada coalicién S cuyo modelo es 5, v(S) es
la solucién del programa anterior.

e Si S ¢ W, entonces 5 My, para 1 < k < r. De aqui se deduce que
la solucién del programa anterior es A\ + ... + A, = 0, (A = ... =
A = 0), que coincide con el valor v(S) = 0 que obtenemos aplicando
la definicién.

e Si S € W seal el nimero méximo de coaliciones ganadoras disjuntas
cuya union estd contenida en S. Entonces

5(S) = L.

Sea {S*, 52, ..., S'} un conjunto de coaliciones que verifican la propiedad
anterior y cuyos modelos son, respectivamente, m*, m?, ..., m'. Entonces

l
5> E ™.
=1

Para cada modelo T’ existe un minimo valor k, tal que m'§my (en
donde Ty, es la k-ésima fila de M). Para cada 1 < k < r consideramos
el subconjunto Fj de {S?, 52, ..., S'} definido por

Fr={S":m émy, m Sm;sij <k}
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Si tomamos A, = |Fg|, resulta que
I
3> Zmz SN + ... + N\,
i=1

y por lo tanto,
=M+ ...+ A\

Ejemplo 3.12 Calculemos la cobertura superaditiva del juego simple com-
pleto cuyos invariantes son :

ﬁ:(2,2)y/\/l:((1) g)

A partir de estos invariantes podemos deducir que
N =1{1,2,3,4} y Ny ={1,2} > Ny = {3,4}.
Ademas, las coaliciones é—minimales vienen dadas por los modelos

(1,0) y (0,2),

y el resto de las coaliciones ganadoras por los modelos

(2,0), (1,1), (1,2), (2,1) y (2,2).

Veamos en primer lugar que no se trata de un juego superaditivo. Para ello
es suficiente observar que

v({1,2}) = 1 <o({1}) +v({2}) = 2.

Para construir la cobertura superaditiva del juego tenemos que resolver el
siguiente programa lineal

max AL+ Ao
tal que SO A\ + AT
Ai € NU {0},

para cada coalicién S cuyo modelo es 5, en donde m; = (1,0) y M2 = (0, 2).
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Esté claro que para toda coaliciéon perdedora S, la solucién de este programa
serd v(S) = 0.

Para cada modelo de coaliciéon ganadora los resultados son los siguientes:

v((1,0)) = 1
0((0,2)) = 1
v((2,0)) = 2
u((L,1)) =1
v((1,2)) 2
v((2,1)) = 2
v((2,2)) = 3.

Finalmente, el valor de v(S) para toda S C N es:

B({0}) = 0({3}) = B({4}) =0,
o({1h) =a({2) = 1, A A

0({1,2}) =2, 5({1,3}) = 9({1,4)) = 9({2,3}) = ({2, 4}) = ({3, 4}) = 1,
v({1,2,3}) =v({1,2,4}) =v({1,3,4}) =0v({2,3,4}) = 2,

v({1,2,3,4}) = 3.

Corolario 3.2 Dado un juego simple completo definido por los invariantes
(m, M), entonces

(m, M) es superaditivo <7 S+ Si 1 <k <I<r.

Demostracion:

(<) Supongamos, por contradiccién que (72, M) no es superaditivo, es decir,
38, T € W tales que SNT = (.

De aquf se deduce que, por ejemplo, 7' C N — S y como T € W, podemos
asegurar que N — S € W. Utilizando la condicién de que el juego es completo
y, suponiendo que la coalicién S tiene como modelo 5, tenemos que

J1<Ek<I<rtalesquesdém,yn—3s0dm.
A partir de aqui obtenemos, tal y como queriamos, que

41 <k <1 <rtales que md my +my.
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(=) Supongamos, por contradiccién que existen 1 < k < [ < r tales que
nomy +my. Sea S € W tal que 5 = . Entonces, la coalicion N — S es
también ganadora ya que m — 356 7m;. A partir de aqui se deduce que el juego
no es superaditivo pues

v(N)=1<v(S)+v(N-5)=2.
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Capitulo 4

Dimension de ciertos juegos
simples

Este capitulo estd estructurado en dos grandes bloques: en el primero de ellos
determinaremos la dimensién de juegos completos con minimo a partir de sus
invariantes caracterfsticos, y en el segundo estudiaremos en primer lugar la
dimension de juegos simples que son composicion de juegos individualistas
via unanimidad y de juegos simples que son composicién de juegos de unani-
midad via individualismo, para a continuaciéon dar una generalizacién de la
dimensién de la clase de juegos simples que pueden expresarse como inter-
seccion de m juegos cuyos juegos inducidos son composicion de k; juegos de
unanimidad via individualismo.

Recordemos en primer lugar la definicién de dimensién de un juego simple
dada en el capitulo de preliminares.

Definicion 4.1 La dimension de un juego (N, W) es el minimo k tal que
existen juegos de mayoria ponderada (N, W), ..., (N, W) tales que

W =W n..NW.

Como ya hemos comentado, los juegos que describen el Congreso de los Es-
tados Unidos y el procedimiento de enmiendas a la Constitucién de Canadé
son dos interesantes ejemplos de juegos simples de dimensién 2.

113
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Teorema 4.1 Todo juego simple tiene dimensidn, y ésta estd acotada supe-
riormente por el numero de coaliciones perdedoras maximales.

Veremos a lo largo del capitulo como esta cota de la dimensién de un juego
puede verse mejorada en ciertos casos.

4.1 Juegos completos con minimo

Esta primera seccién estd dedicada a determinar la dimension de juegos com-
pletos con minimo a partir de sus invariantes caracteristicos, (7,7), que ya
han sido definidos en el capitulo anterior. Inicialmente nos restringiremos a
aquéllos que no tienen clases triviales, es decir,

= (ny,...,ny)
(mq,...,my) tal que 1 <my <ngp— 1, k=1,..., ¢t

3 3
Il

En primer lugar veamos como podemos mejorar la cota de su dimensién con
respecto a la dada en el Teorema 4.1 en funcién de los modelos de coaliciones
perdedoras 6—maximales, cuyo niimero coincide con el de I-clases.

Proposicion 4.1 Si (=,m) es un juego completo con minimo sin clases tri-
viales, entonces

dim(7m,m) <t = n° de I-clases.
Demostracion:

Los modelos de coaliciones perdedoras é—maximales son:

11 N9 ny ... Ty
Q91 Qg2 N3 ... Ty
Q31 (i3 (g3 ... Ty

Q1 Oy g3 Qg
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donde
a;; = max{0, min{my + ...+ m; — 1 —ny — ... —nj_1,n;}}.
Como consecuencia de su definiciéon de deduce que
ap+...+ta;=my+..+m;—1paral <i <t

Paral <k <t,sean@; = (g1, ..., Ok, N1 1, ---, ¢ ) 10s modelos de coaliciones
perdedoras é—maximales y consideramos los juegos de mayoria ponderada

(N> Wk) = [qka w]fa ) wk]

n

definidos por:

1 sijeEN, I>k+1
wh = ¢ .
J >o(ng—my)+1 sijeN, 1<k
i=k+1
t
T (m1+...+mk)-(Z(ni—mi)qu)+mk+1+...+mt,
i=k+1

que tienen como modelo de coalicién perdedora d-maximal a @j,.

Veamos que

t
WzﬂWk.

k=1

(C) Si S € W, es suficiente considerar el modelo de coaliciéon ganadora
t

d—minimal ™ = (my, ..., m;) y comprobar que m € (| Wj.
k=1

t

1=k+1

¢
y por lo tanto, S € [ W.
k=1

(2) Supongamos, por contradiccién, que S ¢ W,y veamos que 3 k=1, ..., ¢
tal que S ¢ W.
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Es suficiente considerar modelos de coaliciones perdedoras 6 —maximales. Sea
S ¢ W tal que @ = (g1, ---s Okky Nkt 1, ---, Ng) = S, veamos que S & W.

t

wk(ak) = (Oékl + ...+ Oékk) . < Z (TL, — mz) + 1) + N1+ .o N =
i=k+1

t

= (myi+...+my—1)- (Z(ni—mi)—i—l) + N1 oy =

i=k+1
= ql’C —1< qk.

2

Lema 4.1 Sea (m,7) un juego completo con minimo sin clases triviales tal
que 3 k = 2,....t tal que m; = 1. Entonces existe un juego de mayoria
ponderada [q;wy,...,w,] en el que las coaliciones representadas por 7 son
ganadoras y las coaliciones cuyos modelos son @1 Y @, son perdedoras.

Demostracion:
Supongamos, en primer lugar que k # t.

Sea [q; wy, ..., wy] el juego de mayoria ponderada definido por:

t
{14‘ Z (n,—mz)]nk SijENl, 1§l§]€—1

i=k+1
J 1 + Z (nz — mz) S1 j € Nk,
i=k+1
1 sijeN,k+1<I<t
k—1 t ¢
qg = G'Zmi+ Z n; + 1, donde a = [1 + Z (n; —my)] - ny.
i=1 i=k+1 i=h+1

Tenemos que comprobar que:

k-1

w(m) = a Zml—l— 1—1—2 n; —m; —I—Zm,
=1 i=k+1 i=k+1
k-1
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2. w(a@g) < ¢, en donde @, = (g1, -es A f—1,0, Mg 1, -

k k-1 k k—1
que Y agp; =y, ap; =y m;—1=> m,.
i=1 i=1 i=1

=1

.,ng) y se verifica

w(a@g) =a- Zam—l— Z n,=a- Zmﬁ— Z n;,=q—1.

i=k+1 i=k+1

3. w(@k-1) < q, en donde Wy—1 = (W11 -+, Vh—1 k1, Tk, .-, Tt) ¥ SE€ Veri-
k—1

1
fica que > ap_1;= >, m; — 1.
i=1

=1

t
w(@-1) = a- Zak 1, T Nk - 1+Z i —my)] + Zni:

i=k+1 i=k+1
t
Zmz—l—i—avLZnZ—a z:mZ Zni:
i=k+1 i=k+1

= q—l.

Por tltimo, si k = ¢, consideramos el juego de mayoria ponderada [q; wy, ..., wy,]
definido por:

v — ng sijeN,I<t—1
7o 1 sijenN

t—1
q = nyg- Zmi + 1.
i=1

Al igual que en el caso anterior tenemos que demostrar que:
1. w(m) > q, siendo ™ = (myq, ..., my_1, 1).
t—1
w(m):nt-Zmi—i—l:q.
i=1

2. w(@;) < g, siendo @ = (a1,...,44-1,0) y se verifica ademds que

t t—1 t t—1
Do =y =y my— 1= m
=1 =1 =1 =1

t—1 t—1
w(&t):nt‘g am:nt-g m; =q— 1.
i=1 =1
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3. w(@—1) < ¢, siendo @1 = (Qy—11,...,04—14-1,7) y se verifica que

t—1 t—1
Z Qp_14 = Z m; — 1.
=1 i=1

t—1 t—1

w(atfl) :nt‘zatq,ri-nt:nt-[Zmi—l]—i‘nt:q—l-

i=1 =1

Lema 4.2 Sea (m,7) un juego completo con minimo sin clases triviales tal
que 3 k = 2,...,t tal que n;, —m;, = 1. Entonces existe un juego de mayoria
ponderada [q;wy, ..., w,] en el que las coaliciones representadas por 7 son
ganadoras Yy las coaliciones cuyos modelos son @,_; Y @, son perdedoras.

Demostracion:
En primer lugar supongamos que k # t.

Sea [q; wy, ..., wy] el juego de mayoria ponderada definido por:

t
(1+mk—are)[l+ > (ng—my)]=a sijeN,1<I<k-1

i—kt1
. — t
Wi (mi —agr)[l+ > (n;—my)]=0b sij € Ny
i=k+1
1 sijeEN, k+1<I<t
k—1 ¢
¢ = wim) =a)y mi+b-mp+ Y m
i1 i=k+1

Tenemos que comprobar que:

k k
1. w(@y) < q, donde @, = (g1, oy Aoy Moty - ) Y D Qe = My — L.
i=1 i=1

k-1 ¢
w(ay) = azak,i +b- o+ Z ng,
=1

i=k+1
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Teniendo en cuenta que

k—1 k k—1
E Qg = E m; — 1 —ag, = E m; +mg — 1 — oy
=1 =1 =1

y reagrupando términos, obtenemos que

k—1 ¢
w(ay) :aZmi—Hrmk—i- Z m;—1=q—1
i=1 i=k+1

2. w(@g-1) < ¢, endonde @x—1 = (Wp—1.1, s Qk—1,k—1, Nk, ---, ) Y SADEMOS

k=1 k=1
que Y og_1;= >, m; — L.
=1 i=1

k-1 t
w(@y_1) =a g Qp_1;+b-ny + g n;.
i=1 i=k+1
k-1 -1
Si tenemos en cuenta que > agp_1; = »_ m; — 1, que ny —my =1, es
i=1 i=1
decir, ny = 1 + m;, y agrupando términos, obtenemos que

k-1 ¢
w(ag_1) :aZmi+b-mk+ Z m; —1=q—1.
i—1 i=k+1

Finalmente, si k = ¢, definimos el siguiente juego de mayorfa ponderada
[q; w1, ..., Wy

{1+mt—04t,t sijeN, I <t—-1

'LUj = ..

My — Ot Sl j S Nt
t—1

q = 'lU(m) = (1 +mt — Oét,t) . Zm@ +mt . (mt — Oét’t)
=1

Como en el caso anterior, veamos que

t t
1. w(ay) < q, donde &y = (1, .oy p) ¥ D = >, m; — 1.
—1 i=1

)
t—1

w(&t) = (]. +my — at,t) Z (07X} -+ (mt — Oét’t) c Ot
=1
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t—1 ¢ t—1
Utilizando que Y oy = > mi— 1 — gy = > omy +my — 1 — ayy
=1 i=1 i=1
obtenemos que

t—1

w(@t) = (]_ —f—mt — at,t) Zmz +mt . (mt — at,t) —1= q— ]_
i=1

2. w(@-1) < ¢, siendo @1 = (1.1, ..., ¥—14-1,1¢) y verificdindose que

t—1 t—1
Y=y my— 1L
=1 =1

t—1

w(@—1) = (1 +my — auy) Zatfl,i + (me — Q) - Mgt
i—1

Teniendo en cuenta que n; — m; = 1, es decir, n; = m; + 1, se deduce
que
w(@1) =q— 1.

Proposicion 4.2 Sea (m,7) un juego completo con minimo sin clases tri-
viales y @;, @j, ¢ < j, j = 2,...,t, dos modelos de coaliciones perdedoras
d—maximales. Entonces,

Existe un juego de mayoria ponderada [q; wy, ..., w,] en el que las coaliciones
representadas por 7 son ganadoras y las coaliciones cuyos modelos son @; vy
a; son perdedoras < j=i+1, mj=10j=i+1,n; —m; =1.
Demostracion:

(<)Sij=i+1ymi =1, por el Lema 4.1 sabemos que existe un juego
de mayorfa ponderada en el que las coaliciones representadas por m son

ganadoras y las coaliciones cuyos modelos son @; y @;; son perdedoras.

Anélogamente, si j =i+ 1y n;.1 —m;1 = 1, la implicacién es consecuencia
inmediata del Lema 4.2.

(=) Procederemos por reduccién al absurdo y distinguiremos dos casos:
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1. Supongamos que existe un juego de mayoria ponderada [g;ws, ..., wy]
en el que las coaliciones representadas por m son ganadoras y las coali-
ciones cuyos modelos son@; y @;,con j=1i+1,m; >1yn;—m; > 1
son perdedoras.

Sean a; = ((]12‘71, ey OG5y T 1y +eny nt) y Ej = (Oéj71, vy OG5, T4 1, ...,nt),
con j =i+ 1, dichos modelos.

Como m; = m;41 > 1 deducimos que

Qiy1i+1 = maX{O, min{m1+...—l—mi+1—1—n1—...—ni, ni+1}} S mi+1—2,
i+l i+1
y, teniendo en cuenta que ) ayy1, = », mi — 1, esto es equivalente a
=1 k=1
que
it1
Qif1i41 = E mp —1— i1 — o — Qi1 <My — 2,
k=1
es decir,

Q411 + ...+ Q14 2 mi—+...+m; + 1.

Teniendo esto en cuenta y que n;11—m;11 > 1, es decir, n; 1 > 24+m;q,
podemos definir los siguientes modelos de coaliciones:

Ti = —{p,q} U{l},
T =a; —{l}U{p,q},
p,q € Nizq, I € N, k <.

Ambos modelos corresponden a coaliciones ganadoras ya que

Zz(ﬂ) = Triqg+..+trip=my+...+my
Zj(Tj) = rp+..+r;=m+..+m,

y por lo tanto,

Si comparamos los modelos @; y 7; obtenemos
2wy < wy,

mientras que si comparamos @; y 7; obtenemos
2 Wit1 > Wi

Ambas desigualdades contradicen el hecho de que pertenezcan a un
mismo juego de mayorfa ponderada.
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2. Supongamos que existe un juego de mayoria ponderada [q;wy, ..., w,]
en el que las coaliciones representadas por m son ganadoras y las co-
aliciones cuyos modelos son @; y @;, j > ¢ + 1,son perdedoras.

Por definicién, n;y 3 —1 > m; 1 y ngio — 1 > myio. Ademds también se
verifica que
Qg it1 + Qg2 2 < Migy + Mg — 2.

1+2
Como Qiyg 41 + Qg2 ite =y, My — 1 — Z Qiit2 k, Obtenemos que
k=1 k=1

1
Z%‘H,k >my+ ... +m; +1,
k=1

y a partir de aqui podemos asegurar que
a1+ ... +aj; >my+ ... +m; + 1 para todo j > ¢+ 1.

Teniendo estos resultados en cuenta podemos definir los siguientes mo-
delos de coaliciones

i =a; — {p,q} U{l},
T =a; —{l} U{p,q},
pe NZ+17q € NZ+27 l e Nk7 k S T

Ambos modelos corresponden a coaliciones ganadoras ya que

ZZ(?Z) = 7“11+—|—7“u:m1+—|—mz
Zj(Fj) = rj1+...+rjj:m1+...+mj,

y por lo tanto,
Fi (5 m y Tj 5 m.
Si comparamos los modelos @; y 7; obtenemos
wy + wy < wy,
mientras que si comparamos @; y T; obtenemos

Wy + Wy > Wy.

Ambas desigualdades contradicen el hecho de que pertenezcan a un
mismo juego de mayoria ponderada. 2
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A continuacién pasamos a enunciar el teorema que nos permite calcular la
dimensién de un juego completo con minimo sin clases triviales. La idea
del mismo se basa en considerar inicialmente el vector @ = (ay, ..., a;) cuyas
componentes son

a; = min{m;,n; — m;}, i =1,....,t,

y, teniendo en cuenta la Proposicién 4.2, ver que la dimensién del juego,
que es siempre menor o igual que ¢, disminuye si alguna de las ¢ — 1 dlti-
mas componentes es 1. A continuacién pasamos a describir las variables que
apareceran en dicho teorema.

Si{j>1:a; =1} #0, Sea_j = max{j > 1:a; = 1}. A partir de aqui
construimos el vector binario b = (b, ...y {)\t) que viene definido por: b; = 0,

by =1y, sij <t entonces b; = 0 sij > j. El resto de sus componentes las

definimos recurrentemente desde 5— 1 hasta 2 en funcién de a; y b4 de la
siguiente forma:

b 0 siaj>1o0bj1; =1
I 1 Siij:O,aj:l.

A partir de este momento podemos introducir la variable p definida como:
0 si{j>1:a;=1} =10,

— t
P > b; en caso contrario,
i=1

y enunciar el teorema.

Teorema 4.2 Si (7, m) es un juego completo con minimo sin clases triviales
Y a; = min{m;,n; —m;}, i = 1,...,t, entonces

dim(m,m) =t —p.
Demostracion:

Veamos en primer lugar que dim(7,m) < t—p, es decir, que (N, W) se puede
expresar como intersecciéon de ¢t — p juegos de mayoria ponderada.

Sean ji, ..., jp, las p componentes del vector b que son 1.

Para k = 1, ..., p definimos los juegos de mayoria ponderada (N, W}) que con-
tienen, cada uno de ellos, a los modelos de coaliciones perdedoras 6-maximales
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{@).—1,@; } v en los que T corresponde a coaliciones ganadoras, tal y como
hemos visto en el Lema 4.1 y en el Lema 4.2.

Para k = p+1, ..., t—p consideramos los juegos de mayoria ponderada (N, Wy,)
que contienen al modelo de coalicién perdedora é-maximal @y, k # j,., k #
Jr— 1, Vr=1,....,pyen los que m corresponde a coaliciones ganadoras, tal
y como hemos visto en la Proposicién 4.1.

A partir de aqui, quedara claro que

t—p
W = ﬂ W

k=1
(C) Si S € W es suficiente considerar el modelo de coalicién ganadora 6-
minimal § = (my,...,m;), y aplicando los lemas y la proposicién anterior-
mente citados se deduce que S € Wy, para todo k =1,...,t — p.

(2) Supongamos, por contradiccién que S ¢ W,y veremos que 3k = 1, ..., t—
p tal que S ¢ W.

Para ello es suficiente considerar los modelos de coaliciones perdedoras 6-
maximales, es decir, s =0y, k=1, ...,t.

e Sidr=1,..,p tal que @, = @,,, entonces S ¢ W,.

e SiVr=1,..,p, ar # @, Yy O # Qj,—1, entonces 3k =p+1,...,t —p
tal que S ¢ W.

Veamos a continuacién que dim(7,m) =t — p.

Supongamos, por contradiccién que dim(7,m) =t — p — 1, es decir,
t—p—1
W= () Wi (N,W,) JM.P..
k=1

Si consideramos los t — p modelos de coaliciones perdedoras maximales si-
guientes

{ay, ..o} —{@;-1, .., @1}
existirfa un juego de mayoria ponderada (N,Wy), k = 1,....t —p — 1 que
contendria a dos de estos modelos, y por lo visto en la proposicién anterior,
esto es imposible. 2
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Ejemplo 4.1 El juego completo con minimo definido por 7 = (4,4,5,6,7) y
m = (2,1,3,5,3) tiene dimension 3.

Calculemos en primer lugar los modelos de coaliciones perdedoras d-maximales.

14567
205 67
L=]141067
4 4207
4 45 00

e Utilizando la Proposicién 4.1 se deduce que dim(m,m) < t = 5.

e Teniendo en cuenta el Lema 4.1 podemos asegurar que existe un juego
de mayorfa ponderada en el que las coaliciones representadas por m son
ganadoras y las coaliciones cuyos modelos son @; y @; son perdedoras.

Teniendo en cuenta el Lema 4.2 podemos asegurar que existe un juego
de mayorfa ponderada en el que las coaliciones representadas por m son
ganadoras y las coaliciones cuyos modelos son &3 y @4 son perdedoras.

Como consecuencia de estos dos resultados la dimensién del juego es
menor o igual que 3.

e Si suponemos que dim(7,m) = 2, es decir,

2
W = () Wk, (N, W) JM.P,

k=1

aplicando el teorema anterior tenemos que a; = min{m;,n; — m;},
t=1,...,5 y podemos construir los vectores

= (2,1,2,1,3)
= (0,1,0,1,0)

S EES]

y a partir de este iltimo deducir que

J1=2
o = 4.

Si consideramos los modelos de coaliciones perdedoras é-maximales

{ala '“765} - {ajlfbajzfl} = {62764765}7
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entonces existirfa un juego de mayoria ponderada (N, Wy), k = 1,2,
que contendrfa a dos de estos modelos, y esto es imposible teniendo en
cuenta los resultados obtenidos en la Proposicién 4.2.

Como hemos comentado anteriormente, los juegos completos son una exten-
sién natural de los juegos de mayoria ponderada. Algunos de los ejemplos
de juegos simples que describen situaciones reales, como pueden ser el pro-
cedimiento de enmiendas a la Constitucién del Canadé o el Congreso de los
Estados Unidos, hemos visto que tienen dimensién 2, si bien el segundo de
ellos no es completo.

Ante esta situaciéon nos hemos planteado la siguiente pregunta: jes posible
construir familias de juegos completos cuya dimensién aumente con el niimero
de jugadores?, es decir, ;para todo natural n > 1, existe un juego simple
completo de dimensién n? Taylor y Zwicker (1995) demostraron que era
posible construir juegos simples de cualquier dimension, es decir, para todo
natural n > 1, existe un juego simple de dimensién n. Sin embargo, los
juegos presentados no eran completos. Veremos que la respuesta a la pregunta
planteada la obtenemos como consecuencia inmediata de la determinacién de
la dimensién de los juegos completos con minimo dada en el teorema anterior,
de donde se deduce que si es posible construir juegos completos (con minimo)
de cualquier dimensién. Este resultado deja patente que la complejidad de
la dimensién del juego no estd directamente relacionada con el hecho de que
la relacion de desplazamiento sea total, a la vez que amplia los resultados
obtenidos por Taylor y Zwicker (1995) citados anteriormente.

Veamos a continuacién como es posible generar para todo natural n > 1
juegos completos con minimo de dimensién n.

Corolario 4.1 Para todo natural n > 1 existe un juego completo con minimo
de dimension n.

Demostracion:

Teniendo en cuenta el teorema anterior es suficiente considerar juegos com-
pletos con minimo con n I-clases de indiferencia no triviales y de manera que
min{n; —m;, m;} > 1, para todo i = 2, ..., n. 2
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El siguiente resultado determina la dimensién de juegos completos con mini-
mo en los que el vector @ = (ay, ..., a;) tiene las ¢ — 1 tltimas componentes 1,
es decir, @ = (aq, 1, ..., 1).

N——

t—1

Corolario 4.2 Si (7, ) es un juego completo con minimo sin clases triviales
tal que min{m;,n; — m;} = 1, para todo i = 2, ..., ¢, entonces

t :

3 si t es par

dim(m,m) =
t+1 i i
—— sitesimpar.

Demostracion:

e Supongamos en primer lugar que t es par, es decir, t = 2k, k > 1.
Obtenemos los siguientes resultados:

J1 =2
Jo =4
Jp—1 = 2k — 2
Jp = 2k
en donde p = k. Si aplicamos el teorema anterior deducimos que
t
dim(ﬁ,m):t—p:2k—k:k:§.

e Supongamos que t es impar, es decir, t = 2k + 1, kK > 1. Los resultados
obtenidos en esta situacién son los siguientes:

=3
J2 =19
Jp—1 =2k —1
Jp = 2k + 1,
en donde p = k. Por lo tanto,
t+1
dim(ﬁ,m):t—p:2k+1—k:k+1:%.
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Una interesante aplicacién real de este resultado la volvemos a encontrar, al
igual que en el capitulo anterior, al estudiar la recientemente aprobada ley
de la Propiedad Horizontal.

Ejemplo 4.2 Una comunidad de vecinos esta constituida por 9 propietarios,
cuyas cuotas de participacién son del 23.3% para tres de ellos, del 9% para
otros tres y del 1 % para los tres restantes. Para la instalacién o adaptacién
de infraestructuras comunes de acceso a los servicios de telecomunicacion o
suministros energéticos colectivos es necesaria la aprobacion por una tercera
parte de los propietarios que a su vez representen la tercera parte de las cuotas
de participacion.

Veamos que se trata de un juego completo con minimo de dimension 2.

Como ya hemos comentado en el Ejemplo 3.4, se trata del juego completo
con minimo cuyos invariantes caracteristicos son 7 = (3,3,3) ym = (1,1, 1).

=2

Utilizando el corolario anterior se deduce que su dimensién es

Utilizando el Corolario 4.2 y el Teorema 4.2 podemos obtener juegos comple-
tos con minimo de cualquier dimensién con un mimero reducido de jugadores.
Concretamente, es posible construir juegos completos con minimo cuya di-
mensiéon sea n utilizando 4n — 2 jugadores. Por ejemplo, para obtener un
juego completo con minimo de dimensién 2 necesitarfamos 6 jugadores, para
obtener uno de dimensién 3, serfan necesarios 10 jugadores...

Corolario 4.3 Si (7, 7) es un juego completo con minimo sin clases trivia-
les, entonces

~

3 < dim(m,m) <t si t es par

t+1 ) . )
5 < dim(m,m) <t Ssitesimpar.
Demostracion:

Es consecuencia de la Proposicién 4.1 y del corolario anterior. 2
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Ejemplo 4.3 Dado el juego completo con minimo cuyos invariantes carac-
teristicos son m = (4,5,6,7,3,2) y m = (2,1,5,1,2,1), veamos que tiene
dim(m,m) = 3.

Teniendo en cuenta que a; = min{m;, n;,—m;}, i = 1, ..., 6, podemos construir
el vector
a=1(2,1,1,1,1,1)
Aplicando el Corolario 4.2 para el caso t par, tenemos que:
t

Determinaremos a continuacién la dimensién de juegos completos con mini-
mo con clases triviales y veremos que la presencia de jugadores nulos o de
jugadores con veto no afecta a la dimensién del juego, pero para ello necesi-
tamos el siguiente lema previo que serd utilizado a lo largo del capitulo.

Lema 4.3 Si (M, W,,) es un subjuego denso de dimension kde un juego
(N, W), entonces la dimension de (N, W) también es k.

Demostracion:
Demostremos en primer lugar que dim(N, W) < k.

Como (M, W) tiene dimensién k sabemos que

k
W = (\(Wi)a, donde (M, (W;) 1) son J.M.P.
i=1
Es decir, (M, (W;)x) = [¢;wi, ..., w! ], para i = 1,....k. Como (M, W) es
denso, es decir, los jugadores de N — M son nulos, si (M, (W;)y) es J.M.P.,

entonces, segtin el Teorema 1.1 del primer capitulo, (N, W;) también lo es,
para i = 1,..., k. Por lo tanto, podemos considerar

(N,W;) = [¢";wt, ..., w" ,0,...,0] parai=1,..,k.

A partir de aquif es facil comprobar que

k
W = ﬂ W;, donde (N, W;) son los J.M.P. anteriores.

=1
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() Sewm, como los jugadores deN Msonnulos=SCMySeW=
SeWM:Seﬂ( )M:>SeﬂW

k

(D) Se N Wi= > wi>g paratodoi=1,...,k=S=RUT,RC My
i=1 jes

T C N — M. Por lo tanto, Y w} = > w} > ¢’ paratodoi=1,...k = R €

j€s jeR
Wy=SeW.
Demostremos finalmente que dim(N, W) = k.

Supongamos, por contradiccién, que dim(N, W) = k — 1. Entonces

k-1
W = ﬂ W;, donde (N, W;) = [¢";wt, ..., w'].

i=1

Como (N, W;) son J.M.P., parai = 1, ..., k—1, utilizando el Teorema 1.1 sabe-
mos que los correspondientes juegos (M, (W;) ) también son J.M.P. Veamos
que entonces la dim(M, Wy,) = k— 1, con lo cual llegaremos a contradiccion.
Para ello es suficiente comprobar que

k—1

Wy = m(m)M, donde (M, (Wi)u) = [¢;wi, ..., w)].

=1

k—1 k—1
(Q)SeWy=SCMySeW=SCMySe N\W,=5Se Wiu
=1

i=1
(D) S € ﬂ( v =SCMySe W)uVi=1,.,.k—1=SC My
SeVViparatodoz: L,.,k—1=SCMySeW=5¢cWy. 2
En la siguiente proposicién veremos como la dimensién de un juego completo

con jugadores nulos coincide con la dimensién del juego completo con una
I-clase menos (la de los jugadores nulos).

Proposicion 4.3 Si (m,7m) es un juego completo con jugadores nulos, en-
tonces
dim(m,m) =t —1—p.
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Demostracion:

Es decir, estamos en la siguiente situacién
n=(ny,..,n)ym=(mq,....,my_1,0).
Consideramos el juego completo con minimo sin jugadores nulos definido por
T = (N1, ooy My1) Y T = (Mg, ooy 1),
cuya dimensién es, a partir del Teorema 4.2, es
dim(m,,m,) =t — 1 —p.

Ahora bien, (7., 7,) es un subjuego denso del juego (7, ) y, utilizando el
lema anterior, tenemos que

dim (7, m) = dim(7,,m,) =t — 1 — p.
2

El siguiente resultado nos garantiza que la dimensién de un juego no varfa si
se anaden jugadores con veto.

Lema 4.4 Si (N, W) es un juego simple de dimensién &, entonces la dimen-
sion del juego (N', W’) es también k, en donde N' = N U {i}, i ¢ N es un
jugador con veto en el juego (N', W’)

Demostracion:

Como i € N’ es un jugador con veto en el juego (N',W’) las coaliciones
ganadoras de este juego serdn:

W ={SCN:S=Tu{i}, Te W}.
Demostremos en primer lugar que dim(N’, W’) < k.

Como (N, W) tiene dimensién k sabemos que

k
W = ﬂ W;, donde (N, W,) = [¢7;wy, ..., Wi, ..., wy).

j=1
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Veamos que entonces

ﬂW’ donde (N’ W’) = [ + Wi W,y e, Wiy ooy Wy Y W = S W,
r#i
Q) SeW & S=TU{i}, TeW=wT)>¢,Vji=1,..,k = w(S) >

k
¢ +w,Vj=1,...k=Se N W.

Jj=1

k
D) S e NW & wld) > ¢ +w, Vj=1,.,kycomow = w, se

j=1 r#i
deduce que i € S, es decir, S =T U {i}, w(T) > ¢’, Vj = 1,....,k. A partir
de aqui tenemos que S =T U {i}, T € W, con lo cual S € W'.

Veamos finalmente que dim(N', W’) = k.

Supongamos, por contradicciéon que dim(N', W') =k — 1, es decir
ﬂ Wj, donde (N', W) = (75w, ..., wi, ..., Wy

Veamos que (N, W) puede expresarse como interseccién de k — 1 juegos de
mayorfa ponderada, lo que contradice el hecho de que tenga dimension k.

k—1
W = m W;, donde (N, W,) = [¢7 — wi;wy, ..., Wy, ..., W)
j=1
(Q)SeW=SU{i} e W s w(SU{i}) > ¢, paratodog-l Zk—1=

w(S) > ¢ —w;, paratodo j=1,...k—1= S5 ¢€ ﬂ W;.
=

k-1

D) Se NW;ew(S)>¢ —w;,paratodo j =1,...k—1=w(SU{i}) >
j=1

¢,paratodo j=1,..k—1=SU{i}eW =SeW 2

Proposicion 4.4 Si (m,m) es un juego completo con jugadores con veto,
entonces dim(m,m) =t —1—p

Demostracion:
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Es decir, estamos en la siguiente situacién
= (n1,ng,....,n) y M = (ng, M, ..., my).

Consideramos el juego completo con minimo sin jugadores con veto definido
por
e = (N2, ...,ny) Y My = (Ma, ..., my),

cuya dimensién es, a partir del Terorema 4.2,
dim(7,,m,) =t —1—p.
Utilizando el lema anterior, tenemos que
dim(m, m) = dim(7,, M) =t — 1 — p.
2

La anterior proposicién muestra como la dimensiéon de un juego completo
con jugadores con veto coincide con la dimensién del juego completo con una
I-clase menos (la de los jugadores con veto)

Ejemplo 4.4 La dimension del juego completo con minimo 7 = (4,4, 6,5),
m=(4,1,2,2) es 3.

Consideremos el juego completo con minimo y sin jugadores con veto cuyos
invariantes son 7, = (4,6,5) y M. = (1,2,2). En este caso @ = (1,2,2), y
aplicando el Teorema 4.2 tenemos que p = 0 y dim(7,, 7. ) = 3. Finalmente,
aplicando la proposicién anterior deducimos que dim(7,m) = 3.

Las dos clases de juegos simples que abordaremos en las secciones 4.2 y
4.3 pueden ser considerados como un caso particular de los llamados juegos
simples compuestos, definidos por Shapley en 1962. Los jugadores pertenecen
a una de las m cdmaras que existen y un acuerdo es previamente aceptado o
rechazado en cada una de ellas, para, finalmente, aplicar una decisién global
que incluya todos los posibles resultados.

Veremos que ambos tipos de juegos generan juegos simples de cualquier di-
mensién, es decir, para cada natural n > 1 existen composiciones de juegos
individualistas via unanimidad y composiciones de juegos de unanimidad via
individualismo de dimensién n.
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Una interesante interpretacién de estas dos clases de juegos simples la pode-
mos encontrar tanto en el campo de Fiabilidad de Sistemas como en el de
Teorfa de Circuitos, en donde las llamadas funciones umbral y los sistemas
aditivos se corresponden con los juegos de mayoria ponderada. Para entender
este paralelismo es necesario tan solo considerar, tal y como ya hemos co-
mentado en el Capitulo I, las componentes del sistema como jugadores, y los
subconjuntos de componentes como coaliciones. Desde este nuevo punto de
vista, los juegos que acabamos de presentar corresponden, respectivamente,
con los sistemas serie-paralelo y paralelo-serie o con los circuitos serie-paralelo
y paralelo-serie.

4.2 Composicion de juegos individualistas via
unanimidad.

En esta seccién determinamos la dimensién de juegos cuyo conjunto de ju-
gadores N = {1,2,...,n} admite una particiéon Ny, ..., N,, tal que

W={SCN:|SNN|>1Vi=1,..,m}.

Sea n; = |N;| , i = 1,...,m y supongamos a lo largo de toda la seccién que
1 <n < .. < ny Observemos que si n, = 1, entonces m = n y el
juego queda reducido al juego de unanimidad, en el que la tinica coalicién
ganadora es la coalicién total, N. Este juego es de mayoria ponderada, y por
lo tanto, de dimensién 1. Admite la representacion [n; 1, ..., 1] . A partir de

este momento, excluiremos este caso.

En este tipo de juegos la aprobacién de un acuerdo requiere un total, de
como minimo, m de los n posibles votos, y como consecuencia, requiere
que, como minimo un voto debe ser obtenido en cada una de las cdmaras
Ni; 1= 1, cey 1

Estos juegos pueden ser interpretados como un caso particular de los juegos
compuestos que pueden expresarse de la forma v([uy, ..., u,,]|, donde

v:{l,..,m} — {0,1},
es el juego de unanimidad jugado por las m cdmaras, y cada uno de los

U,LNZ—>{O,1} izl,...,m,
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es un juego individualista jugado en cada una de las cdmaras. Por lo tanto,
en este primer caso que trataremos, el juego es individualista en cada una
de las cdmaras, es decir, un acuerdo es aceptado en una cdmara arbitraria si
uno o mas de sus miembros vota a favor, mientras que la decisién final debe
ser dada por unanimidad en el juego jugado por todas las cdmaras. En este
caso diremos que el juego es composicion de m juegos individualistas (N, u;)
via unanimidad.

Como consecuencia inmediata de la definicién se deduce que:

wm ={SCN:|SNN;|=1Vi=1,....,m},
L ={SCN:|SNN,;| =0, para algin i = 1, ...,m},
LM = {N—N,..,N - Np}.

Lema 4.5 Sea (N, W) una composicion de m juegos individualistas (V, u;) ,
i = 1,...,m via unanimidad. Entonces la dimensién de (N, W) es menor o
igual que m.

Demostracion:

A partir de la dltima definicién tenemos que LM = {N — Ny,..., N — N,,} v,
utilizando el Teorema 4.1, la demostracién es inmediata. 2

Veamos a continuacién que si, como minimo, una de las cidmaras estd cons-
tituida por un tnico jugador, el resultado anterior puede ser mejorado.

Proposicion 4.5 Sea (N, W) una composicion de m juegos individualistas
(N,u;),i=1,...,m, viaunanimidad tal que 1 <n; < ... <mn,,, yseap<m
tal que n, =1, n,11 > 1,0 p = 0sin; > 1. Entonces la dimension de (N, W)
es menor o igual que m — p.

Demostracion:

Es suficiente demostrar que (N, W) puede ser expresado como interseccién
de m — p J.M.P., es decir:

m—p
W = ﬂ W; donde (N,W;),j=1,...,m—pesun J.M.P.
j=1
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Definamos en primer lugar el J.M.P. (N, W;) = [¢*; wi, ..., w}] donde,

0 si €Ny, k>p+2
w; = < 1 si i€ Npy
Npy1 Si 1€ N, k<p

¢ = p-w+1.

Sabemos que |LY| =m y LY = {Ry, Ry, ..., Ry}, donde R; = N — N;, para
1=1,....,m.

Observemos que en este primer J.M.P. (N, W), las coaliciones perdedoras
maximales son:

Ei\l - {Rl, ceey Rp, Rp+1}
va que w(R;) =q' — 1, parai=1,....,p+ 1.

El resto de los J.M.P (N, W;) = [¢/;w], ...,w)] para cada j = 2,...,m — p
vienen definidos por:

i _ J 0 st jeENy, k#Fp+j
1 si jeN,,

¢ = 1

En cada uno de ellos, las coaliciones perdedoras maximales son Lé” ={R,+;},
j=2,..,m—p,yaquew(R, ;) =¢ — 1, para todo j = 2,...,m — p.

Consecuentemente, el conjunto de coaliciones perdedoras maximales de W'y

m—p
() W; coincide. 2

Jj=1

Teorema 4.3 Sea (N, W) una composicion de m juegos individualistas (N, u;),
¢ =1,...,m, via unanimidad tal que 1 < n; < ... <n,, y sea p < m tal que
n, =1, n,y1 > 10p=0sin; > 1. Entonces, la dimension de (N, W) es
m —p.

Demostracion:
Utilizando el resultado obtenido en la proposicién anterior es suficiente de-

mostrar que (N, W) no puede ser definido como interseccién de m —p — 1
J.M.P.
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Supongamos, por contradiccion, que

m—p—1
W= (] W: donde (N,W;),i=1,..,m—p—1esunJMP

=1

Parat = p+1,...,m,sea R; = N—N;. Como R; no es una coalicién ganadora,
podemos elegir uno de los m —p — 1 J.M.P en los que R; tiene peso menor
que la cuota de este juego. Entonces, con una reordenacién sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que existe un J.M.P, (N, W,), en el que las
coaliciones R,, 1 y R,, son perdedoras.

Veamos que ocurre si R, 1 y R,, intercambian un jugador. Consideremos
las coaliciones T}, 1 y T, definidas como:

Tt = Ry1 — {5} U {k},
Ty = Ry — {kYU{j}, donde j € Ny, k € Npp_1.

Estas dos nuevas coaliciones son ganadoras en (N, W)y su peso debe ser,
como minimo, igual a la cuota del J.M.P en el que R,,_1 y R,, son ambas
perdedoras. Sin embargo, esto es imposible, puesto que si comparamos las
coaliciones R,, 1 y T,,_1 obtenemos que

wy, > wj,
mientras que si comparamos R,, v 1;,, obtenemos que:
wy, < wj.
Ambas desigualdades contradicen el hecho que (N, W,.) sea un J.M.P. 2

La dimension de este tipo de juegos puede ser interpretada como el niimero
de clases de jugadores equivalentes en el juego menos el niimero de jugadores
con veto.

Es interesante hacer notar el hecho de que esta clase de juegos genera juegos
simples de cualquier dimensién, es decir, para todo natural n > 1 existe una
composicion de juegos individualistas via unanimidad de dimensién n, y es
necesario considerar un minimo de 2n jugadores.

Es importante tener en cuenta que una descripcion de estos juegos mediante
sus coaliciones ganadoras minimales necesita un total de ny - ny - ... - ny,
coaliciones, cada una de las cuales formada por m jugadores, y por lo tanto,
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serfan necesarios m - ni - ng - ... - N, digitos para definirlo. Sin embargo,
utilizando el concepto de dimension, necesitamos la interseccion de m — p
J.M.P. de n jugadores cada uno, y el nimero de digitos es en este caso de
(n+1) - (m — p), que generalmente es mucho menor que el anterior.

Ejemplo 4.5 Sea (N, W) un juego simple de 30 jugadores, composicion de
3 juegos individualistas via unanimidad, en los que n; = ny, = ng = 10.

En este caso m = 3, p = 0. El juego tiene 1000 coaliciones ganadoras mini-
males, y cada una de ellas estd constituida por 3 jugadores. Si utilizamos
las coaliciones ganadoras minimales para describirlo serfan necesarios 3000
digitos. Si tenemos en cuenta que la dimensién del juego es 3, el nimero de
digitos requeridos para definirlo como intersecciéon de 3 J.M.P. es ahora de
93.

4.3 Composicion de juegos de unanimidad via
individualismo

En esta seccién determinaremos la dimensién de juegos simples cuyo conjunto
de jugadores N = {1,...,n} admite una particién Ny, ..., Ny, tal que:

W ={S CN: 3 N,tal que N; C S}.

En esta clase de juegos la aprobaciéon de un acuerdo requiere, como minimo,
todos los votos de alguna cdmara N;, i =1,...,m.

Estos juegos pueden ser interpretados como un caso particular de los juegos
compuestos, en los que ahora

v:{l,..m} —{0,1}
es el juego individualista jugado por las m cdmaras, y cada uno de los juegos
wi: Ny — {0,1} i=1,...,m,

es el juego de unanimidad jugado en la cdmara N; .En este caso tenemos la
situacion dual, es decir, el juego en cada una de las cdmaras es de unanimidad,



4.3. COMPOSICION DE JUEGOS DE UNANIMIDAD VIA INDIVIDUALISMO139

mientras que la decision global es un juego individualista jugado por todas
las cdmaras. En este caso diremos que el juego es composicion de m juegos
de unanimidad, (V,u;) via individualismo.

A partir de su definicién obtenemos que las coaliciones ganadoras minimales
son

Wm - {Nl, ceey Nm}
Sea n; = |N;| , i = 1,...,m y supongamos que a lo largo de esta seccién se

verifica que 1 < n; < ... < n,,.

Las coaliciones maximales son:
LMY ={SCN:|SNN;|=n;—1,paratodoi=1,.. m}.

Sim = 1, entonces N = N; y W™ = {N}, con lo cual el juego queda reducido
al de unanimidad, que ya hemos comentado en la seccién anterior que es de
mayoria ponderada.

Sim>1yn,_ 1 =1, el juego es

wm = {{1},....,{m — 1}, {m, ..., n}},

que claramente es de mayorfa ponderada, y por lo tanto, de dimensién 1,
admitiendo como representacién

[n—m+1;n—m—i—1,...,n—m+11,1,...,1.

~
m—1 n—m-+1

A partir de este momento excluiremos ambos casos.

Lema 4.6 Sea (N, W) una composicion de m juegos de unanimidad (N, w;),
para i = 1,...,m via individualismo. Entonces la dimension de (N, W) es
menor o igual que nq - ngy - ... - Ny,

Demostracion:

A partir de la definicién se deduce que }EM ‘ ="ny-Ny- ... Ny Yy, utilizando
el Teorema 4.1, se demuestra la desigualdad. 2

Si suponemos que, como minimo, una de las cdmaras estd constituida por
més de un jugador, el resultado anterior puede mejorarse.
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Proposicion 4.6 Sea (N, W) una composicion de m juegos de unanimidad
(N,u;), i =1,...,m via individualismo tal que 1 < n; < ... <n,, . Entonces,
la dimensién de (IV, W) es menor o igual que ng - ng - ... - Ny 1.

Demostracion:

Sim = 1on,,_; = 1 yahemos visto que el juego es de dimensién 1. Sin,, 1 >
1 es suficiente demostrar que (N, W) puede ser definido como interseccién de
Ny e Ny JMP (N, W), donde j =1,...,n9 - ... - Npp1.

En cada uno de estos J.M.P. la cuota es ¢ = n,,, y existe un tnico jugador de
cada camara N;, i = 1,...,m — 1, cuyo peso coincide con la cuota ¢, mientras
que el resto de jugadores pertenecientes a estas cdmaras tienen peso 0. Por
iltimo, los jugadores pertenecientes a IV, tienen peso 1.

Veamos que, efectivamente

n1n2-....Nm—1

w= (1 W
j=1

n1n2-....Nm

—1
(C) Observemos, en primer lugar, que N; € N W;, para todo i =

j=1
1,...,m, yaque parat = 1,...,m — 1 existe un jugador ganador que pertenece
a N; en cada (N,W;), j=1,..,n1 ... - ny_1, y la suma de los pesos de los

jugadores de N,, es q. Ademas, N;, ¢ = 1, ..., m son las coaliciones ganadoras
minimales de (N, W) ya que cualquier coalicién estrictamente contenida en
N;,1=1,...,m—1 es perdedora. Para ello es suficiente darse cuenta de que
hay juegos en la interseccién que dan peso 0 a cada uno de los jugadores de
dicha coalicién. Finalmente, cada coalicién estrictamente contenida en N,
tiene peso menor que q en todos los juegos de la interseccion.

(D) Para demostrar esta inclusién, supongamos, por contrarreciproco que
S & W (basta suponer que S € LM), y veamos que 35 = 1,...,01 + ... - N1
tal que S ¢ W;.

SeLMe|SNN;|=n; — 1 paratodoi=1,..,m.

Sea k; el inico elemento de N; — .S, para ¢ = 1, ..., m. Entonces S es perdedora
en el J.M.P. W; tal que los jugadores k; € N; — S, 4 = 1,...,m — 1 tienen
peso q = n,,, los jugadores de N,,, tienen peso 1 y el resto de los jugadores
tienen peso 0. 2
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Lema 4.7 Sea (N, W) una composicion de m juegos de unanimidad (V, u;) ,
para i = 1,...,m via individualismo tal que 1 <n; < ... <n,,. Entre 1 +n,,
coaliciones perdedoras maximales de (IV, W) existen dos de ellas, Ry T, tales
que

Ji € R-T, i€N,

EI.] S T_R7 jeNQ7Q7ép'

Demostracion:

Sean Ry, ..., Ry, coaliciones perdedoras maximales distintas del juego (IV, V).
Consideremos R; y Rs. Si estas coaliciones no cumplen la propiedad anterior,
entonces existird 1 < p < m tal que

RiNN, # RyNN,
RiNN, = RyNNgsiq#p.

Ahora, el conjunto
bo={5e€LM:SNN,=N,—{k} Vke N, SNN, =R NN, siq#p}

cumple
Ry, Ry € Ay, y | AR | =n

Como 1 + n,, > n,p, existird, como minimo, R;, [ = 3,...,1 + n,, tal que
R ¢ Ay y
RiNN,# Ri NN, 6 R NN, # Ry NN,.

Si definimos

R — RQSiRlﬂNp:leNp
R, en caso contrario
T = Rl7
entonces R y T verifican la propiedad del lema. 2

Teorema 4.4 Sea (N, W) una composicion de m juegos de unanimidad (V, u;),
¢ = 1,...,m via individualismo tal que 1 < n; < ... < n,,. Entonces, la di-
mension de (N, W) esny-ng-... Ny1.
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Demostracion:

Si n,—1 > 1, utilizando la dltima proposicién, es suficiente comprobar que
(N, W) no puede definirse como interseccién de ny - ... - ny,—1 — 1 J.M.P.

Supongamos, por contradiccién que

n1-n2-...nm—1—1

W = ﬂ W;, donde (N,W;) ,i=1,...,n1-....typ_1—1 es un J.M.P.
i=1
Como ‘£M| =N1-No . Npp ¥
1 M2 n > N,
N N9+ oo N1 — 1

existirfan, como minimo 1 + n,, coaliciones perdedoras maximales en un
mismo J.M.P. (N, Wy) . Entre estas 1+n,, coaliciones perdedoras maximales,
utilizando el lema anterior, siempre es posible encontrar dos coaliciones R, T'
tal que

Ji € R-T, i€eN,
EI] S T_R7 jEN(J7p7éQ'

A partir de este hecho observamos que:

R ¢ W,
R—{i}U{j} € W4,

ya que N, C R — {i} U{j}. Comparando los pesos de ambas coaliciones en
el juego (N, W;) resulta que w¥ > w}.

Por otra parte,
T ¢ Wy
T—{jru{i} € Wi,

ya que N, C T — {j} U {i}. Si comparamos los pesos de ambas coaliciones
en el juego (N, W}) resulta que wf < wf.

Esta desigualdad junto con la anterior contradicen el hecho de que (N, W)
sea un J.M.P. 2

Este ltimo teorema nos permite generar juegos simples monétonos de di-
mensién exponencial, quedando patente que la complejidad del juego no estd
causada necesariamente por la no monotonia del mismo.
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Corolario 4.4 Sean m y k enteros positivos, y sea (N, W) una composicion
de m juegos de unanimidad (N, u;), ¢ = 1,...,m, via individualismo tal que
k =n, = ... = n,,. Entonces, la dimensién de (N, W) es k™ 1.

Si un juego es de dimension q , es decir, es interseccién de ¢ J.M.P., entonces,
intersecando p < q de estos J.M.P, se obtiene un juego de dimensién p.

Utilizando este resultado y el Teorema 4.4, podemos obtener juegos de cual-
quier dimensién con un nimero reducido de jugadores. La siguiente tabla
muestra para diferentes dimensiones, p, una cota superior del minimo niimero
de jugadores requeridos n para conseguir dicha dimension.

P n P n
2 1 65<p<8l |15
3<p<4 | 6 82<p<128 |16
F<p<8 | 8 120<p<162 |17
9 9 163< p <256 |18

10<p<16]10 257 < p <324 |19
IT<p<I8]|11 325 <p <512 |20
19<p<32|12 FI3<p<720 |21
33<p<36|13| | 730 <p<1024 | 22
3T<p<64|14| | 1025 <p < 1458 | 23

Estos resultados, para el caso de n impar, mejoran los obtenidos por Taylor
y Zwicker (1995), quienes demostraron la existencia de juegos simples mo-
nétonos, con un nimero par de jugadores, de dimensién mayor o igual que
27 — 1.

4.4 Ejemplos

Ejemplo 4.6 Consideremos el juego simple (N,W) de 9 jugadores cuyas
coaliciones ganadoras minimales son:

wm = {{1,2,3,5,7},{1,2,3,5,8},{1,2,3,5,9},
{1,2,3,6,7},{1,2,3,6,8},{1,2,3,6,9},
{1,2,4,5,7},{1,2,4,5,8},{1,2,4,5,9},
{1,2,4,6,7},{1,2,4,6,8},{1,2,4,6,9}}.
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Es un juego compuesto
vug, ..., us] — {0,1},

donde
v:{l,...,5} —{0,1}

es el juego de unanimidad jugado por las 5 cdmaras, y cada uno de los juegos
Uj; - ]\/vZ — {O, 1}, 1= ]., ,5

es un juego individualista jugado en N;, ¢ = 1,...,5, siendo en este caso las
cdmaras, N1 = {1}, Ny = {2}, N3 = {3,4}, N, = {5,6}, N5 = {7,8,9}.

Es decir, (N, W) es composicién de 5 juegos individualistas via unanimidad.
Utilizando los resultados de la Seccién 4.2 podemos deducir que la dimensién
del juegopesm —p=5—2=3.

Una de las representaciones de este juego mediante la interseccién de J.M.P.
ha sido dada en la proposicién 4.5, y por lo tanto

W =[5:2,2,1,1,0,0,0,0,0]N[1:0,0,0,0,1,1,0,0,0]N[1;0,0,0,0,0,0,1,1, 1].

Como hemos comentado en la introduccién del capitulo, existen diversos cam-
pos, ademds del de Teorfa de Juegos, en los que se utiliza la representacion
de diferentes modelos mediante funciones booleanas (Fiabilidad de Sistemas,
Teoria de Circuitos,...) y en los que resulta interesante expresar dichas fun-
ciones booleanas como interseccién de funciones umbral (J.M.P), asignando
un peso a cada componente (jugador) de la funcién booleana. Estas analo-
gfas entre Estructuras Coherentes y los Juegos Simples han sido mostradas
por Ramamurthy (1990).

Para indicar el estado de la i-ésima componente, en Fiabilidad de Sistemas
se asigna un indicador binario x; a la componente ¢, de manera que

1 sila componente ¢ funciona
xr; = . . .
! 0 sila componente ¢ no funciona

Andlogamente, la variable binaria y indica el estado de la estructura. Es

decir
y = { 1 si el sistema funciona

0 si el sistema no funciona
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La suposicion de que el estado del sistema estd completamente determinado
por el estado de sus componentes implica la existencia de una funcién Bo-
oleana tal que y = f(X), donde X = (1, ..., ). Esta funcién, en términos de
Fiabilidad de Sistemas se denomina funcion de estructura.

A continuacién mostramos dos ejemplos tipicos de Fiabilidad de Sistemas
que estdan descritos por la misma funcién de estructura.

Ejemplo 4.7 Un sistema stereo hi-fi est4 formado por las siguientes 5 com-
ponentes: (1) Amplificador, (2) Sintetizador, (3) Compact-disc, (4) Altavoz
Ay (5) Altavoz B. Consideramos que el sistema funciona cuando es posible
escuchar masica (mono o stereo), a través de FM o discos.

Ejemplo 4.8 El vuelo de un avién puede ser también interpretado como un
sistema constituido por 3 sub-sistemas: avion (sub-sistema N; 0 componente
1), piloto (sub-sistema N,) y aeropuerto (sub-sistema N3). EIl sub-sistema
N, puede considerarse un sistema paralelo, formado por el piloto (compo-
nente 2) y el copliloto (componente 3). EIl sub-sistema N3 es también un
sistema paralelo cuyas componentes son el aeropuerto (componente 4) y un
aeropuerto alternativo (componente 5).

La funcién estructura viene dada en ambos casos por:
f(X) =z1[1 — (1 — 29)(1 — 23)][1 — (1 — 24)(1 — 25)] para todo X € {0,1}°.

Los dos ejemplos constituyen el mismo sistema serie-paralelo de dimension 2
y su diagrama es

—~2 ~3
1 h L
_D_ I
—3 ]
L LA

La representacién dada en la Proposicién 4.5, teniendo en cuenta que:

N = NUNyUN;={1}U{2,3}U{4,5}
p = lym=3
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es en este caso:
(N, W) = [3;2, 1, 1,0,0] N [1;0,0,0, 1, 1].

Su correspondencia en el campo de Teorfa de juegos la encontrariamos en un
juego simple de 5 jugadores tal que sus coaliciones ganadoras minimales son

W™ = {{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4}, {1,3,5}}.

Ejemplo 4.9 Consideremos el juego simple (N, W) de 7 jugadores, compo-
sicion de 3 juegos de unanimidad via individualismo definido por:

W™ = {{1,2}, 13,4}, {5,6,7}}.

Veamos que tiene dimension 4.

Observemos que:
W™ = {Ny, No, N3} = {{1,2},{3,4},{5,6,7}}.
Aplicando el Teorema 4.4, la dimensién de (N, W) es:
n-ng=2-2=4

y la representacién mediante la interseccion de 4 J.M.P. dada en la Proposi-
cion 4.6 es:

(N,W) = [3:3,0,3,0,1,1,1]n[3;0,3,3,0,1,1,1] N [3;3,0,0,3,1,1,1] N
n[3;0,3,0,3,1,1,1].

Si interpretamos el juego como un sistema paralelo-serie, su diagrama es

Cir

1
i
p—

Oes
L
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4.5 Generalizacion

A continuacién daremos una generalizaciéon de la dimensién de la clase de
juegos simples que pueden expresarse como interseccion de m juegos cuyos

juegos inducidos son composicién de k; juegos de unanimidad via individua-
lismo.

Con el fin de facilitar el entendimiento de la notacién utilizada en esta seccién
hemos creido conveniente iniciarla con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.10 Consideremos el 16—juego simple tal que sus coaliciones ga-
nadoras minimales son

wm = {{1,2,5,6,11},{1,2,5,6,12,13},{1,2,5,6, 14,15, 16},
{1,2,7,8,11},{1,2,7,8,12,13},{1,2,7,8, 14, 15, 16},
{1,2,9,10,11},{1,2,9,10,12,13},{1,2,9, 10, 14, 15, 16},
{3,4,5,6,11}, {3,4,5,6,12,13}, {3,4, 5,6, 14, 15, 16},
{3,4,7,8,11}, {3,4,7,8,12,13}, {3,4,7,8, 14, 15, 16},
{3,4,9,10,11}, {3,4,9,10,12,13},{3,4,9,10, 14,15, 16} }.

Su diagrama viene dado por la figura

1 2 5 [ 1
L L L L
i & 12 13
| Y s
3 4 9 10 14 15 16
) ) ) e ) ) )

La notacién que utilizaremos es la siguiente:
N=NUNUN;=1{1,2,3,4} U{5,6,7,8,9,10} U {11,12,13,14,15,16},
donde

Ny = N UNp={1,2}U{3,4}
N2 - N21 U N22 U N23 - {5,6} U {7, 8} U {9, 10}
N3 = Naj UNs; UNsgs = {11} U {12,13} U {14,15, 16}
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Designamos por n;; = |N;j|, para todo i = 1,2,3 y para todo j = 1,...,k; y
supondremos siempre que

1 S ni1 S Mo S S Nik; , para todo 1

En nuestro caso tenemos que ky = 2, ky = k3 = 3 y efectivamente se verifica

1 < npp<ngp
< ngp < nog < Ngg
1 < ngi < ngp < ns3

Observamos que las coaliciones ganadoras minimales del juego podemos es-
cribirlas de la forma

W™ = {N11 U Nay U Nsy, Niy U Ny U N3g, Nip U Nog U N33
Ni1 U Ngg U N3i, Nip U Nog U N3p, Nip U Nog U N,
Ni1 U Naz U N3i, Nip U Nog U N3p, Nip U Nog U N,
N1z U Ny U N3q, Nig U Noy U N3a, Nig U Noy U N33,
Ni2 U Noy U N31, Nig U Nog U N3p, Nig U Nog U Nig,
N1z U Nag U N31, Nig U Nog U N3g, Nio U Nag U N33}

Es decir,
wm = {Nlil U Ngiz U N32'3, il = 1,2, ig = 1,2,37 i3 = 1,2,3}
Las coaliciones perdedoras del juego son:

EM — {{{1, 3} U N2 U Ng}, {{1,4} U NQ U Ng}, {{2, 3} U N2 U Ng},
{{2,4} UN, U N3}, {N, U {5,7,9} U N3}, {N, U {5,7,10} U N3},
{N1U{5,8,9} UN3},{N; U{5,8,10} U N3},{N, U{6,7,9} U N3},
{N,U{6,7,10} U N3},{N, U{6,8,9} U N3}, {N, U{6,8,10} U N5},
{N;UN,U{12,14,15}}, {N; U N, U {12,14,16}}
{N; UN,U{12,15,16}},{N; U N, U {13,14,15}},
{N1 UN,U{13,14,16}},{ N, U No U {13,15,16}}.

Las representaremos de la forma:
,CM - {R1UN2UN3,N1UR2UN3,N1 UNQUR?,},

donde R; € Ni, Ry € Ny vy R3 € N3 son las familias de coaliciones que
verifican

IR1 N Nyj| = ny;—1paratodoj=1,...k
IR2 N Nyj| = ngj—1paratodoj=1,.. k
|IR3 N N3j| = ng; —1 paratodo j =1,..., ks.
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En nuestro caso

R, = {{1a3}7{174}7{273}7{2a4}}

Ry, = {{5,7,9},{5, 7, 10},{5,8,9},{5,8, 10},
{6,7,9},{6,7,10},{6,8,9},{6,8,10}}

Rs = {{12,14,15},{12,14,16},{12, 15,16},
{13,14,15},{13,14,16}, {13,15,16}}.

A partir de esta representacion es facil deducir que

|LM] = nyy - nag + no - ngg - Mg + Mgy - ngz - mgs =4+ 846 = 18,

Una vez establecida la notacién que utilizaremos, pasamos a presentar for-
malmente el tipo de juego que pretendemos estudiar.

En esta seccién determinaremos la dimensién de juegos simples (N, W) cuyo
conjunto de jugadores N = {1,2,...,n} admite una particion Ny, ..., Ny,
de manera que, a su vez, cada N;,7 = 1,...,m, admite una subparticion,
Nit, ..., Nig; tal que, si ng; = |N;;|, i =1,...,m, j=1,..,k;, entonces:

wm = {SQNS:NhlUUNmZm, il:1,...,]€1,...,im:1,...,k’m},
EM = {SQN S:NIUNZ_1URZUNZ+1UUNm,
Ri Q Ni, ’RZ ﬂNijl = N4j; — 1, VJ = 1, ...,]{Ii7 1= 1, ,m}

Supondremos a lo largo de esta seccién que 1 < n;; < ... < ngy,, para todo

1=1,....,m.

Lema 4.8 La dimension de (N, W) es menor o igual que ny; - nya - ...k, +
v N1 M2 e M-

Demostracion:

De la definicién de £M obtenemos que
M
‘;C | =MN11 M2 oo " Nk + N1 M2 v et Nmkm

y la demostracion, a partir de Teorema 4.1, es inmediata. 2

Ejemplo 4.11 La dimensién del 16-juego simple anterior, es, por lo tanto,
menor o igual que 18.
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Ya hemos comentado anteriormente que
‘ﬁM} =11 - M2 + No1 - Ngg - Nz + Mgy - N3z - gz = 4+ 8+ 6 =18,

y a partir de aqui el resultado es inmediato.

Proposicion 4.7 Esta clase de juegos puede ser interpretada como intersec-
cion de m juegos simples, (N, W;), i = 1,...,m, donde

I/I/im = {N’L'17Ni2,"'7Niki}

y tal que los respectivos juegos inducidos, (N;, W;), ¢ = 1,...,m, son compo-
sicion de k; juegos de unanimidad via individualismo.

Demostracion:

Tenemos que ver en primer lugar que W = (| W;, donde

i=1

VVim = {Ni17N’L'2,'“7N’L'ki}-

(Q)SiSeWm=3i =1,..k;.;3iy = 1,..., k, tales que S = Ny;, U
U Nmim = Nlil - S,---meim CS=S5¢e€ ﬂ W;.

i=1
D)SiSeN\W,=SeW,Vi=1,.m=Vi=1,..m,3j=1..k

i=1

tal que N;; CS = SeW.
En segundo lugar, esta claro que los juegos (N;, W;), i = 1,...,m son compo-

sicién de k; juegos de unanimidad via individualismo, pues se corresponden
con la definicién dada en la Seccién 4.3. 2

Ejemplo 4.12 Veamos como podemos expresar el ejemplo anterior como
interseccion de 3 juegos simples.

En nuestro caso, recordemos que N = N; U Ny U N3, y a partir de la propo-
sicién anterior, tenemos que

(N, W) = (N, Wy) N (N, Wy) N (N, W3),
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donde

Wit = {{132}3 {3,4}} = {Nll,le}
W2m = {{576}7{77 8}7{97 10}} = {N217N227N23}
W{n - {{11}7{127 13}7{147 15716}} = {N31>N327N33}7
y ademds, (N1, W7) es composicién de 2 juegos de unanimidad via individua-

lismo, (N2, Ws) y (N3, W3) son composicién de 3 juegos de unanimidad via
individualismo.

Lema 4.9 La dimension de (N, W;) €S n; - ngg « ... s N1, 1= 1,...,m.

Demostracion:

Este resultado es consecuencia, en primer lugar, de que (N;,W;), i =1,...,m
es composicién de k; juegos de unanimidad via individualismo, y por lo visto
en la Seccion 4.3, tiene dimension n;; - N2 - ... - Njg—1-

Ademss, (N;, W;) es un subjuego denso del juego (N, W;), parai =1,...,m,
y utilizando el lema 4.3, deducimos que tienen la misma dimension. 2

Proposicion 4.8 La dimension de (N, W) es menor o igual que

ni1-ni2- ...n1k1_1+...+nm1 M2 oo NMmkm—1 = dlm(N, W1)++d1m(N, Wm)

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la Proposicién 4.7, segin la cual (N, W) es
interseccién de m juegos simples (N, W;), i = 1,...,m, de dimensién n;; - n;s -
<. " My—1, tal y como hemos visto en el lema anterior. 2

Ejemplo 4.13 Veamos a continuacion que la dimension del 16-juego simple
inicial es menor o igual que ny; + noy - Mg + 13y cnze =2+4+2=28.

Sabemos que
(N, W) = (N, Wy) N (N, Wy) N (N, W3),



152 CAPITULO 4. DIMENSION DE CIERTOS JUEGOS SIMPLES

y aplicando el Lema 4.9 y los resultados vistos en la seccién anterior para
composicion de juegos de unanimidad via individualismo podemos asegurar
que

dlm(N, W1> = dlm(Nl, Wl) = N1 = 2
dlm(N, WQ) == dlm(N2, Wg) = N91 " Nga = 4
dlm(N, Wg) = dlm(Ng, Wl) = N31 N3z = 2,
y a partir de aqui, esta claro que
dim(N, W) <8.

La representacién como interseccién de 8 juegos de mayorfa ponderada se
obtiene utilizando la Proposicién 4.6, el Lema 4.3 y el Lema 4.9.

(N1, W3) = [2;2,0,1,1] N [2;0,2,1,1]
Si asignamos peso 0 a los jugadores de N — Ny, tenemos que
(N, W) =[2;2,0,1,1,0,...,00 N [2;0,2,1,1,0, ...,0] .
N——
14 14
Anslogamente, para (N, Ws) tenemos en primer lugar que
(N2, Wa) = [2;2,0,2,0,1,1]N[2:2,0,0,2,1,1]N[2;0,2,2,0,1,1]n[2;0,2,0,2, 1, 1],
y asignando peso 0 a los jugadores de N — Ny deducimos que
(N,W2) = [20,..,0,2,0,2,0,1,1,0,...,0] N [2;0,...,0,2,0,0,2,1,1,0,...,0 N
4 6 4 6
2;0,...,0,0,2,2,0,1,1,0,...,0] N [2;0,...,0,0,2,0,2,1, 1,0, ..., 0].
| 4 6 | 4 6

Por 1ltimo, para (IV, W3) tenemos inicialmente que
(N3, W3) =[3;3,3,0,1,1,1] N [3;3,0,3,1,1, 1],
y asignando peso 0 a los jugadores de N — N3 deducimos que

(N, W3) = [3;0,...,0,3,3,0,1,1,1] N [3;0, ...,0,3,0,3, 1,1, 1].
S—— S——

10 10

Ejemplo 4.14 Consideremos el juego simple (N, W) de 9 jugadores tal.que
wm = {{1,4,5},{1,6,7},{1,8,9},{2,3,4,5},{2,3,6,7},{2,3,8,9}. Veamos
que la dimensién de (NN, W) es menor o igual que

N1 + Mo * Nog = dlm(N, Wl) + dlm(N, Wg) =35.



45. GENERALIZACION 153

En primer lugar observamos que
N=NUN,=1{1,2,3} U{5,6,7,8,9},

siendo

Ny ={1,2,3} = N;; U N, = {1} U {2,3}
Ny ={4,5,6,7,8,9} = Nay; U Noo U Nog = {4,5} U {6,7} U {8,9}.

Fl diagrama correspondiente al juego es:

1
Bl - |EO_O?|

Lo

2 3 &8 9

Es facil comprobar que (N, W) = (N, W;) N (N, W3), donde:
Wit = {{1},{2,3}}
Wit = {{4,5},{6,7},{8,9}}
Veamos que cada uno de estos juegos verifica que:
dlm(N, Wl) = Ni1 = 1
dlm(N, Wg) = MN91 - MNgy = 4.
Para ello es suficiente observar que el juego

N= {1,2,3}
Wit = {{1},{2,3}} = {Nu, Nia}

es composicion de 2 juegos de unanimidad via individualismo, y por lo visto
en la secciéon anterior tiene dimensién

(N1, W) tal que {

ni1 = 1.
Utilizando la Proposicién 4.6 podemos decir que:
(N1, Wh) = [2;2,1,1]

A partir de este resultado y el Lema 4.9, considerando como nulos a los
jugadores 4,5,6,7,8,9 en el juego (N, W), y asigndndoles peso cero, podemos
deducir que:

(N, W) =1[2;2,1,1,0,0,0,0,0,0],
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es decir, dim(N, W) = 1.

De manera anéloga tenemos que el juego

Ny = {4,5,6,7,8,9}
Wém: {{475}7{677}7{879}} = {N217N22>N23}

es composicién de 3 juegos de unanimidad via individualismo, y por lo tanto,
su dimension es

(NQ, Wg) tal que {

To1 - Nog = 4.

Utilizando la Proposicién 4.6 podemos decir que:
(N2, Wo) = [2;2,0,2,0,1,1]N[2;2,0,0,2,1,1]N[2;0,2,2,0,1,1]N[2;0,2,0, 2,1, 1].

A partir de este resultado y del Lema 4.9, considerando como nulos a los ju-
gadores 1,2, 3 en el juego (N, W), y asignandoles peso cero, podemos deducir
que dim(N, W) =4y

(N,W,) = [2:0,0,0,2,0,2,0,1,1]N[2;0,0,0,2,0,0,2,1,1] N
2;0,0,0,0,2,2,0,1,1] N [2;0,0,0,0,2,0,2, 1, 1].

Finalmente, aplicando estos resultados a (N, W) = (N, W) N (N, W3), obte-

nemos que:

(N,W) = [22,1,1,0,0,0,0,0,0] N [2;0,0,0,2,0,2,0,1,1] N
2;0,0,0,2,0,0,2,1,1]N[2;0,0,0,0,2,2,0,1,1] N
2;0,0,0,0,2,0,2,1, 1].

Es decir, la dimensién de (N, W) es menor o igual que 5.

La siguiente proposicién nos muestra como la dimensién del juego puede
reducirse si existe algiin subconjunto NV; formado por un solo elemento. Su-
pondremos, sin pérdida de generalidad, que todos estos subconjuntos, si los
hay, son los primeros.

Proposicién 4.9 Sea (N,W) el juego definido anteriormente, y sea p <
m tal que ‘Np‘ = 1, ‘Np+1| >10 P = 0 si |N1| > 1, 1 S Tl S S UZITE
1 =p+1,...,m. Entonces,

dim(N, W) < > " nj1 oo nigy 1 = dim(N, Wipp1) + ... + dim(N, W;,).

i=p+1
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Demostracion:

Es suficiente demostrar que (N, W) puede expresarse como interseccién de

m
A= > ny-...-n-1 juegos de mayoria ponderada. Es decir,
i=p+1

A
W = ﬂﬁ/fl donde (N,I//[v/i), 1=1,...,A esun J.M.P.,
i=1
Definimos en primer lugar 1os 1,411 * ... * Npy1ky,, -1 J.M.P. tales que la cuota
es ¢ y de manera que existe un jugador en N, ; para i =1,...,k,41 — 1 que
tiene peso a = npy1k,,,, mientras que el resto de los jugadores de esta clase
tienen peso 0, y los jugadores de Npy1x,,, tienen peso b = 1.

El peso de los jugadores de Ny,...,N, es (k,11 — 1)a + 1. El peso de los
jugadores de N,., parar # 1,...,p,p+ 1 es 0. La cuota es ¢ = pw; + a.

En estos J.M.P. las coaliciones ganadoras minimales, para ¢ = 1,...,n,411 -
et np+1kp+1*17 son

(W)™ = {N;U..UN,U{ir}, NyU...UN, U {ip},...,
N1 U . UN, U{igg—1}t, NiU . UN, U Npggg s
2] c Np-‘rlj? j - ]_, ...7kp+1 — ]_}

A continuacién, para j = p + 2,...,m definimos los nj; - ... - njp; 1 J.M.P.
tales que la cuota es ¢ = nj; y de manera que existe un jugador en cada
clase Nj; i = 1,...,k; — 1 que tiene peso ¢ y el resto de los jugadores de esta
clase tienen peso 0, mientras que los jugadores de Nj, tienen peso 1. Los
jugadores de N,., r # j tienen peso 0.

En esta segunda serie de J.M.P. las coaliciones ganadoras minimales, para
J=p+2,...,myparai=1,...,n5 .. Njg_1, SO

(W™ = {{ir}, ..., {ig 1}, Nja; donde iy € Ny, 1 =1,..,k; — 1}.
Veamos que
A
W =W
i=1
(g) S eEWm s Elip—kl = ]_7 ...,kp+17 ceny El’Lm = 1, ,km tal que

S - Nl U...u Np U Np+1ip+1 U...u Nmim
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N A

y de aqui se deduce, teniendo en cuenta la definicién W, que S € (| W;.
i=1

(D) Supongamos, por contrarreciproco que S € LM, y veremos que S es
perdedora en, como minimo, uno de los J.M.P. definidos anteriormente.

SefMeIFi=1,...,mtalque S=N,U...UN,_1 UR;UN; ;1 U...UN,,,

donde RZ Q Nia |RZ N Nzg| = Ny — 1, para todo j = 1, 7kz

A partir de aqui distinguiremos 2 casos:

1. Si4 < p, entonces S es perdedora en 1os 1,411 * ... - Npyikgy—1 J.M.P.
iniciales.

2. Sii > p+1, entonces S es perdedora en el J.M.P. tal que el peso de los
jugadores de N;; — R; sea ng;, para j = 1,...,k; — 1, y el peso del resto
de los jugadores, de acuerdo con la definicién dada anteriormente. 2

Ejemplo 4.15 Consideremos el juego simple (N, W) de 7 jugadores tal que
wm=1{{1,2,3,8,9},{1,2,3,10,11},{1,4,5,8,9},{1,4,5,10,11},{1,6,7, 8,9},
{1,6,7,10,11}}.\Veamos que

dlm(N, W) < Mot Nog + N3 = dlm(N, Wg) + dlm(N, W3) =44+2=06.

El diagrama asociado a este juego es

==}
=]

-

=
LN NS
SRS
()
) ()

110 1"

En este caso, p = 1.
N = N1 UN, U N3

donde

N, = {1}
Ny ={2,3,4,5,6,7} = Nay U Noo U Nog = {2,3} U {4,5} U{6,7}
N3 ={8,9,10,11} = N3; U N33 = {8,9} U {10, 11}
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En primer lugar observemos que
(N, W) = (N, W) N (N,W3) N (N, Ws)
donde
Wit = {1}, W5" = {{2,3},{4,5}, {6, T}}, W5" = {{8,9},{10, 11} }.

Por el Lema 4.9 y la Proposicién 4.6 sabemos que

dim(N, W;) =
(N,W3) = [1:1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0].
dim(N, Ws) = 4
(N,W2) = [2;0,2,0,2,0,1,1,0,0,0,0] N[2;0,2,0,0,2,1,1,0,0,0,0] N
n[2;0,0,2,2,0,1,1,0,0,0,0] N [2;0,0,2,0,2,1,1,0,0,0,0].
dim(N, Ws) =

(N, W3) =1[2;0,0,0,0,0,0,0,2,0,1,1] N [2;0,0,0,0,0,0,0,0,2,1,1].
Por lo tanto,
dim(N, W) < dim(N, Wy) + dim(N, W) + dim(N, W3) =14+4+2=17.

Aplicando ahora la Proposicién 4.9 , veremos que, en realidad, la.dimension
de (N, W) es menor o igual que 6. Para ello definamos los 4 J.M.P. en los
que

a = TNg3 =2
b =1
q = p-w+ta=7

tal que W™ = {{1,2},{1,4},{1,6,7}}

N,
N, =[7,5,2,0,2,0,1,1,0,0,0,0]

==

2

W)

W)

)tal que Wi = {{1,2},{1,5},{1,6,7}}
N, Ws) = [7:5,2,0,0,2,1,1,0,0,0,0]

W)

W) =

N, W.
N, W.

tal que VV3 ={{1,3},{1,4},{1,6,7}}
7:5,0,2,2,0,1,1,0,0,0, 0]

~—~~ N N
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o (N, W) tal que Wy = {{1,3},{1,5},{1,6,7}}
(N, W,) = [7:5,0,2,0,2,1,1,0,0,0, 0]

A continuacién definimos los 2 J.M.P. restantes:

Ws) tal que W = {{8},{10,11}}
5) = [2:0,0,0,0,0,0,0,2,0,1,1]
W)
6) =

tal que Wi = {{9},{10,11}}
2;0,0,0,0,0,0,0,0,2,1, 1]

W=(\W. , (N,W;) JMP.i=1,.,6.

Lema 4.10 Sea (N, W) una composicion de m juegos de unanimidad (N, u;),
para i = 1,...,m, via individualismo tal que 1 < n; < ... <mn,, . Entonces,
si n,,_1 > 1, existe una familia, A, de n; - ... - n,,,_1 coaliciones perdedoras
maximales tal que VR, S € A,

3i € R—S,i€N,
Elj € S_RvjEN(b Q%p

Demostracion:

Las coaliciones R € A, como deben ser perdedoras maximales, deben verificar
que
|RﬂNZ’ =nN; — 1, Vi = 1,...,m

Sea B la familia de coaliciones formadas con 1 jugador de cada cdmara N;, i =
1,...,m, es decir,

B = {{ilkl} U..u {’imkm}, donde ijkj S Nj, l{j =1,..,n5,7=1, ,m}

A partir de la definicién es facil comprobar que |B| =n;g - ... - n,, ¥y que B no
es més que el complementario de £M.
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Nuestro problema equivale a demostrar que existe una familia de coaliciones,
C™ C B, de cardinal ‘C(m)| =Ny Ny, tal que VR, S € C™ tienen,
como minimo, 2 jugadores diferentes.

Procederemos por induccién sobre m.

e Para m = 2 veamos que existe una familia de coaliciones, C'? C B,
ICP| = ny tal que VR, S € C? tienen, como minimo, 2 jugadores
diferentes.

Como n; < no, puedo definir

{11} U{ian}
c@ {irn} U {is2}
{ilnl} U {i2n1}
que verifica las condiciones exigidas.

e Para m = 3 veamos que existe C® C B, |C(3)} = ny - ny tal que
VR, S €C® tienen, como minimo, 2 jugadores diferentes.

A partir de C® construimos n, conjuntos, C](-2), J =1,...,n9, del mismo
cardinal que C®, resultado de hacer una biyeccién entre los elementos
de Ns. Asi obtenemos:

{in} U {iar }
c — {ir2} U {is2}

{i1ma} U iz, }

{inn} U {inn}
CéZ) _ {i12} U {ias}

{itm } U {izmsn}

i1} U {ign, }
c@ — {i12} U {ia1}

n2
{i1n, } U {i2n, 1}
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Tenemos que ‘CJ@)’ =mny, para j = 1,..,no.

Observemos que si 35 = 1,...,ns tal que R, S € C](.Q), entonces tienen
2 jugadores distintos, y si 35,k j # k, tal que R € C](-2) y S € C,(f),
entonces tienen, como minimo, 1 jugador distinto.

Construimos, para j = 1,...,n9, las familias ¢t completando cada

yi )
coalicién de CJ(-z) con 1 jugador de N3 de la siguiente forma:

{11} U {iz} U {1}
c® — {i12} U {doa} U {izi}

{i1ny} U {iny } U {iza}

{in} U {ing} U {i32}
c® _ {i12} U {i2s} U {iz}

{i1ms} U {izmsr} U {ise}

i1} U {ign, } U {i?mz}
c® {ir2} U {ia1} U {izn, }

n2
{ilnl} U {i2n1*1} U {i3n2}
Podemos hacer este proceso porque ny < ns.

Por lo tanto, para j =1, ..., no
Re () & R=R;U{iy}, donde R; € C?.

A partir de aqui definimos

n2
(3) _ ®3)
c®=Jc
j=1

3 . .
y como C]( )‘ =mny, j = 1,..,n9, tenemos que, tal y como queriamos

‘C(g)‘ =N - MNo.

Veamos que V R, S € C® tienen, como minimo, 2 jugadores diferentes.
Para ello distinguiremos dos casos:
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1. dj5=1,...,nytalque R, S € Cj(-?’). Entonces
R = R;U{iy}, RjeC?
S = 8;U{iy}, S;ec?

y por hipétesis de induccién, R; y S; tienen dos elementos distin-
tos.

2. Re C](-g) yS € C,(:’), k # j. Entonces
R = Rj U {7:33'}, Rj c Cj(2)
S = Sk U {i3k}, Sk S C,(f)

i3j 7 i3x y como R; € Cj(-z) y Sk € C,EQ), sabemos que R; y Sy
tienen, como minimo un elemento distinto. Por lo tanto, Ry S,
tendrdan dos elementos distintos.

e Supongamos finalmente que el razonamiento es valido para m — 1, es
decir, existe una familia C™~Y C B de cardinal

m—1
|C( )‘:nl-ng-...-nm_g

tal que VR, S € C Y tienen dos elementos distintos.

Queremos ver que también lo es para m, es decir, existe una familia
C™ c B de cardinal

‘C(m)| =MN1 N2 ...  Nyp—1

tal que VR, S € C"™ tienen dos elementos distintos.

A partir de CY construimos las n,,_; familias de su mismo cardinal,

Ny - Mg - ... - Nyy_o, resultado de hacer una biyeccién entre los elementos
de Nmfl.
Obtenemos las familias
9 1 Mmmo1
cuyo cardinal es C](mfl)‘ =Ny Ng- ... Np_g, paraj=1,.. 1y 1.

A partir de ellas construimos las correspondientes familias CJ(-m),para

j =1,...,n,_1, completando cada coalicién de CJ(-m_l)

imj € Ny Es decir, para j =1,...,np_1

con el jugador

R e C’](m) = R = Rj U {imj}, donde Rj c C.y(mfl).
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Esto es posible puesto que n,,_1 < ny,.

Finalmente definimos

Nm-1
(m) _ (m)
cm =™,
j=1
y como CJ(-m)‘ =M1 Ng+... N9, para j = 1,....,n,,_1, tenemos, tal y
como querfamos, que
‘C(m)} = MN1-N2 " ... *Myp—2*Nyp—1.

Comprobemos que VYR, S € C™ tienen dos jugadores distintos. Dis-
tinguiremos dos casos:

1. 3j=1,...,nm_ tal queR, S € C](m). Entonces
R = Rj U {imj}, Rj S CJ(-mil)
S = S;U{im}, Sjeci™ Y

y por hipétesis de induccién, R; y S; tienen dos elementos distin-
tos, con lo cual, R y S también.

2. Re Cj(.m) ySe C,(gm), k # j. Entonces

R = Rj U {imj}, Rj € CJ(-m_l)
S = Sk U {ka}, Sk € Clgmil)
imj 7 tmk y cOmo R; € CJ(-m_l) y S, € C™ Y sabemos que R; y

Sk tienen, como minimo un elemento distinto. Por lo tanto, R y
S, tendran dos elementos distintos.

Definimos la familia A(C £™,|A| = ny - ... - np_1,) que estamos buscando
como el complementario de la familia C™.

Est4 claro que |A| =ny - ... - np_y v A C LY.

Sean R,S € C™. A partir de la definicién, estas coaliciones, tendréan, como
minimo 2 jugadores diferentes. Queremos ver que sus complementarios, Ry
S verifican que

i€ N,
,J €Ny, ¢ #p.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad que

R = {ill} U {igl} U {igl} U...u {iml}; 111, 121 € R-—S
S = i} U{in}U{isi}U...U{im}, t12,i20 € S— R

Veamos que los complementarios de estas coaliciones, R y S son de A.

Ny —{inn} UNy — {ign} U N3 — {ig1} U ... U Ny, — {ipn }
= Ny —{i12} UNy — {ing} UN3 — {iz1} U ... U Ny, — {1 }

| =

En primer lugar, R y S son coaliciones perdedoras maximales, y en segundo
lugar, podemos asegurar que

Teorema 4.5 Sea (N, W) el juego definido en el inicio de esta seccion, y
sea p < m tal que |[N,| =1,|Nps1| >10p=0si [NV >1,1<mn; <...<
nig; » © = p+1,...,m. Entonces:

dim(N, W) = 3 it oo nagy = dim(N, Wyp1) + ... + dim(N, W)

i=p+1

Demostracion:

Por la proposicién 4.9 es suficiente demostrar que (N, W) no puede definirse
como interseccion de 7y 11+ ..  Npy1kpg—1 + oo+ Mnt * oe* Ny —1 — 1 J.MLP.

Supongamos, en primer lugar, que n;, , > 1,paratodoi=p+1,...,m.

Consideremos, en primer lugar, los juegos (N;,W;),i = p + 1,...,m, que,
como ya hemos visto, son composicién de k; juegos de unanimidad via indi-
vidualismo, y aplicando el lema anterior, podemos deducir que

JA; C LM |Ail =ny ... -ngy1 tal que VR, S € A;
E”{I € R—S, kEN’LT
dj5 € S—R, ke Ny, q#r
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A partir de estas familias A;, teniendo en cuenta la definicién de £, cons-
truimos las siguientes coaliciones perdedoras maximales de (N, W) :

BZ:N1UUNZ,1UR1UNZ+1UUNWL, z:p—l—l,,m
donde R; € A,.

Observemos que |B;| = n;1 -...-nx, 1. Finalmente consideramos el conjunto de

m
coaliciones perdedoras maximales B = |J B;. El cardinal de este conjunto
i=p+1
es
m
’B| = E NG oo s Mkgi—1,
i=p+1

y se verifica VR, S € B

dk € R—-05, k€ Ny
Elj € S_RJ.]'ENiq7Q#T

o bien,

dk € R—-S, ke N
dj € S—R, j€ Ny t+#s.

Supongamos, por contradiccién que (N, W) puede expresarse como intersec-

m
cionde > ng ... N1 — 1 =a J.M.P., es decir,
i=p+1
(07
W = () W;, donde (N, W;) son J.M.P.
j=1
m
Si consideramos las > my1 - ... - ny, -1 coaliciones perdedoras maximales de
et
i=p -
B, entonces existirfa un (N, W;), JM.P.,l =1,...; > ng-...-ng_1—1, que

i=p+1
contendria a 2 de estas coaliciones perdedoras maximales. Sean Ry S estas
coaliciones. Veamos que este hecho nos lleva a contradiccién. Distinguiremos

2 casos:

1. 3dke R-S, ke N;,, 35€ S —R, j € Ny, q# r. Entonces:

R¢W,
R—{ktu{jtew,
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Ya que R — {k} U {]} == N1 u..uJ Nifl U Niq U Ni+1 U..u Nm

Comparando los pesos de ambas coaliciones en el juego (N, W;) resulta
que wh < wé.

Por otra parte,

S¢W

S—{iyu{krew
Ya que S — {j} U {k’} = N1 U...u Ni,1 U Nir U Ni+1 u..uJ Nm
Comparando los pesos de ambas coaliciones en el juego (N, W;) resulta
que wh < wj,.

Esta igualdad, junto con la anterior, contradicen el hecho de que (N, W)
sea un J.M.P.

2. dke R—S, ke N,, € S—R, j € Ny, t # s.

R¢W,
R—{kyU{j}eW,

Comparando los pesos de ambas coaliciones en el juego (N, W) resulta
que wh < wé-.

Por otra parte,
S¢W
S—{iyu{krew

Comparando los pesos de ambas coaliciones en el juego (N, W) resulta
que wé < wt.

Esta igualdad, junto con la anterior, contradicen el hecho de que (N, W)
sea un J.M.P.

Supongamos a continuacién que 37 = p+1,...,m tal que n;, 1 = 1. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad que 1,4 1x,,,-1 = 1. En este caso queremos
demostrar que

dlm(N, W) =1+ Z NG oo Mgk—1-
i=p+2
Sea R,11 C Npi1 tal que ‘Rp-f—l N Np+1kp+l‘ = Npi1ky,, — 1. A partir de ella
construimos la siguiente coalicién perdedora maximal de (N, W) :

Byii=NiU..UN,URy,  U...UN,,.
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Para ¢ = p+2,...,m repetimos el razonamiento del inicio de la demostracién
y construimos la siguientes familias de coaliciones perdedoras maximales

Bi :N1UUN171UR,LUNZ+1UUNm, z:p—l—Q,,m
donde R; € A;. El cardinal de cada una de estas familias es
|BZ‘ =MN451 0 oo Nkg—1-

Finalmente consideramos el conjunto de coaliciones perdedoras maximales

B = |J B, El cardinal de esta familia es
i=p+1

m
|B| =1+ Z N1 s oot Niki—1,
i=p+2
y se verifica, al igual que en el caso anterior, VR, S € B

dk € R-S, k€ N,
dj € S—R, €Ny, q#r

o bien,
dk € R-—S, ke N
dj € S—R, j€ Ny t#s.
A partir de aqui, la demostracién es andloga a la ya realizada. 2

Corolario 4.5 Si (N,W) es composicion de m juegos individualistas via
unanimidad, con 1 < n; < ny < ... < n, yseap < m tal que n, = 1,
npt1 > 1 0 p =0 sin; > 1, entonces,

dim(N, W) =m — p.

Demostracion:

Aplicamos el teorema anterior al caso particular de que :

Npt+1: = 1, 1= 1, ...,kp+1
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Entonces:
m m—p
dim(N, W) = Z Ni1 * oo Njfy—1 = 1+ 7"+l =m—p
i=p+1

Corolario 4.6 Sea (N,W) una composicién de & juegos de unanimidad
(N,u;) ¢ = 1,...,k via individualismo tal que 1 < n; < ... < n; . Enton-
ces, la dimension de (IV, W) es igual que ny - ng - ... - ng_;.

Demostracion:

Aplicamos el Teorema 4.5 al caso particular en que

m=1y p=0
ki=k
ni; = Ny, 1= ]_, ceey k
Entonces:
m
dim(N, W) = Z M1+ eee Myl = M1+ eee * Mg —1 = N+ oo * N
i=p+1

Ejemplo 4.16 La dimension del juego del Ejemplo 4.11 es 8.

En este caso p = 0, y utilizando el Teorema 4.5 sabemos que
dim(N, W) = nyy + no1 - g + ngy - nge = 8.

La representacién como interseccién de 8 juegos de mayoria ponderada ya la
hemos dado en el Ejemplo 4.14.

Ejemplo 4.17 Consideremos el juego simple (N, W) de 7 jugadores tal que
wm ={{1,2,3,4,5},{1,2,3,6,7}}. Veamos que

dlm(N, W) = Ny = dlm(N, W4) = 2.
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El diagrama asociado al juego es

En este caso p = 3,
N:N1UN2UN3UN4

donde
= {1}
= {2}
= {3}
Ny ={4,5,6,7} = Ny U Ny ={4,5} U{6,7}

En primer lugar observemos que
(N, W) = (N,Wy) N (N, Wy) N (N, Ws) N (N, Wy)
donde
Wit = {1}, W5" = {2}, Wi" = {3}, Wi" = {{4,5},{6,7}}.

Por el lema 4.9 y la Proposicién 4.6 tenemos que

dim(N,W;) =1 (N,W;) = [1;1,0,0,0,0,0,0]
dim(N,Wy) =1 (N, W,) = [1;0,1,0,0,0,0,0]
dim(N,W3) =1 (N, W;) = [1;0,0,1,0,0,0,0]
dim(N, W) =2 (N, W,) = [2:0,0,0,2,0,1,1] N [2;0,0,0,0,2,1, 1].

Por lo tanto,
dim(N, W) <1+1+1+2=5.

Aplicando ahora la Proposicién 4.9, veremos que dim(N, W) < 2. Para ello
defino los 2 J.M.P. siguientes:

a = n42:2

b =1

wp = w2:w3:(k:4—1)-a—|—b=3
q = p-uw+a=3-3+2=11

o (N, W) tal que W = {{1,2,3,4},{1,2,3,6,7}}

(N,W;) =[11;3,3,3,2,0,1,1]
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o (N, Ws) tal que W = {{1,2,3,5},{1,2,3,6,7}}
(N, W,) = [11;3,3,3,0,2,1,1]

A partir de aqui tenemos que :

2

W=(\W: . (N,W;) JMP,i=1,..,2

=1

Veamos ahora que dim (N, W) = 2. Si suponemos que dim(N,W) = 1, en-
tonces (N, W) serfa un J.M.P. Consideremos las 2 coaliciones perdedoras
maximales siguientes:

R, = {1,2,3,4,6}¢ W
Ry = {1,2,3,5,7}¢ W

Sin embargo,

Ty = R —{6}U{5}={1,2,3,4,5}, e W
T, = Ry—{5}U{6}={1,2,3,6,7} €W
Si comparamos Ry y 11, deducimos que wg < ws, mientras que si comparamos

Ry y Ty obtenemos que ws < wg , lo cual contradice el hecho de que (N, W)
sea un J.M.P.

Ejemplo 4.18 Consideremos el juego simple (N, W) de 9 jugadores tal que
wm = {{1,4,5},{1,6,7},{1,8,9},{2,3,4,5},{2,3,6,7},{2,3,8,9}}. Vea-
mos que

dlm(N, W) =N11 + No1 " Ngg = 1 + 4=5= dlm(N, W1> + dlm(N, Wg)

Fl diagrama asociado al juego es

1 4 5
) |—O—O—|
3 3: Ea 9?

En este caso p = 0.
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Ny ={1,2,3} ={1}U{2,3} = N;; U DNy,
Ny ={4,5,6,7,8,9} = {4,5} U{6,7} U{8,9} = Noy U Nay U No3

Aplicando el Teorema 4.5 vemos que dim(N, W) = ny; + ng; - ngg = 5. Para
ello definimos los 5 J.M.P. siguientes:

o (N, W) tal que W™ = {{1},{2,3}}
(N,W1) =[2;2,1,1,0,0,0,0,0,0]

o (N,W,) tal que W3" = {{4},{6},{8,9}}
(N, W) = [2;0,0,0,2,0,2,0,1, 1]

o (N,Ws) tal que Wi" = {{4},{7},{8,9}}
(N, W) = [2;0,0,0,2,0,0,2,1, 1]

o (N,W,) tal que Wi" = {{5},{6},{8,9}}
(N, Ws) = [2;0,0,0,0,2,2,0,1, 1]

o (N,Ws) tal que Wi = {{5},{7},{8,9}}
( ) =

N,W5 [2;0,0,0,0,2,0,2,1,1]

A partir de aqui tenemos que:

5
:ﬂvﬁ , (N, W;) J.M.P.
i=1

Supongamos que la dimensién del juego es 4, es decir, W es interseccién de 4
juegos de mayoria ponderada. Si consideramos las ny; +mno1-n9 =14+4=25
coaliciones perdedoras maximales siguientes

{{2,4,5,6,7,8,9},{1,2,3,4,6,8},{1,2,3,4,7,9},{1,2,3,5,6,9},
{1,2,3,5,7,8}},
como estamos suponiendo que la dimensién es 4, entonces existirfa uno de

estos 4 J.M.P. que contendria a 2 de estas 5 coaliciones perdedoras maximales,
y esto es imposible, puesto que VR, T € A

di € R-T, 3jeT—Rtalquei € No, y j € Noy, q# 76
di € R-T, 3jeT —Rtalquei € N, yj €Ny, q#.



Capitulo 5

Semivalores sobre juegos
simples monotonos

Una parte importante de la Teoria de Juegos se centra en el estudio del
valor, entendiendo el concepto de valor como una evaluacién a priori de
la expectativa de cada jugador en un juego cooperativo. Shapley inici6 el
camino y a partir de él se han introducido nuevas posibilidades. Dos de las
maés relevantes contribuciones a esta linea de investigacién hacen referencia
a los semivalores y los valores probabilisticos, introducidos por Dubey, Von
Neyman y Weber; y Weber, respectivamente.

En este capitulo pretendemos, en primer lugar, adaptar el concepto de se-
mivalor dado en el capitulo inicial al caso concreto de los juegos simples
monétonos, caracterizandolo mediante coeficientes de ponderacién de ma-
nera andloga a la presentada para los juegos cooperativos. A continuacion
estudiaremos una serie de propiedades que afectardn a determinadas subfa-
milias de semivalores, entre las que se encontraran los ya conocidos valores de
Shapley y de Banzhaf. Finalmente, presentaremos una serie de aplicaciones
de los semivalores y los valores probabilisticos a la Fiabilidad de Sistemas.
Dado que la tesis se enmarca en el contexto de los juegos simples, hemos
creido conveniente centrar el capitulo en esta clase de juegos, aunque los re-
sultados obtenidos en la Seccién 5.2 y algunas de las propiedades estudiadas
en la Seccién 5.3 pueden extenderse a los juegos cooperativos en general.

Recordaremos en primer lugar la definicién de semivalor sobre juegos coope-
rativos dada en el capitulo de preliminares.

171
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Definicion 5.1 Una soluciéon ¥ : Gy — R™ es un semivalor si satisface los
siguientes axiomas:

1. Linealidad: ¥[u + v] = ¥[u] + ¥[v] y ¥[\v] = AV [v] para cualesquiera
u,v € Gy y A € R.

2. Simetria: ¥.;[mv] = ¥;[v] para toda permutacién = de N, para cual-
quier ¢ de N y cualquier v de Gy.

3. Positividad: si v es monétono, entonces ¥;[v] > 0 para todo i € N.

4. Titere: si i es un titere en el juego v, entonces V;[v] = v({i}).

5.1 AXxiomatica para juegos simples monoto-
Nnos

Al restringirnos a los juegos simples, el axioma de linealidad carece de sentido,
pues, como es sabido, la suma de dos juegos simples no es, en general, un
juego simple. Para solucionar este inconveniente, recordemos que Sy C Gy
es un reticulo con las operaciones unién e interseccién

(uV)(S) = max{u(S),v(9)}
uAv)(S) = min{u(S),v(S)},

y a partir de aqui podemos considerar el siguiente axioma.
Definicion 5.2 Una soluciéon, ¥ : Sy — R”™ verifica el axioma de transfe-

rencia si
Ulu Vo] =Vul + V] = YluAv] Yu,veSy

Teniendo en cuenta este nuevo axioma, la siguiente proposicién nos sugiere
como definir el concepto de semivalor para juegos simples.

Proposicion 5.1 Dado un semivalor ¥ en Gy, su restriccion a Sy satisface
los axiomas de transferencia, simetria, positividad y titere.
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Demostracion:

U satisface los axiomas de simetria, positividad y titere. Ademds
u+v=(uVv)+ (uAv)Vu, v e Sy,
y aplicando el axioma de linealidad de ¥ obtenemos que
Ulu] + Vv = Vu+v] = ¥Yu Vo] + UuAv),

y por lo tanto
Ulu Vo] = Ulu| + Vo] — ¥lu A vl

es decir, ¥ también satisface el axioma de transferencia. 2

A partir de este momento interpretaremos Sy como el conjunto de juegos
simples monétonos de n jugadores.

Teniendo en cuenta este resultado, podemos dar la siguiente definicién.

Definicion 5.3 Un semivalor sobre Sy, es una aplicacion
v:Sy—R"

gue asigna a cada v € S} un vector ¥[v] = (V¥y[v],..., ¥,[v]) y que verifica
los axiomas siguientes:

1. Transferencia: ¥[u V v] = Y[u] + ¥[v] — ¥[u A v] para cualesquiera
u,v € Sy.

2. Simetria: VU, ;[wv] = ¥;[v] para toda permutacion = de N, para cual-
quier ¢ de N y cualquier v € Sy,.

3. Positividad: ¥;[v] > 0 para todo 1.

4. Titere: si i es un titere en el juego v, entonces ¥;[v] = v({i}).

n—1

Teorema 5.1 (a) Dados (py);—, tales que > pp(",') =1y pp > 0 para
k=0

todo &, entonces

U;[v] = Z ps ,Vi € N, Vv € Sy (s=|95])

SCN—{i}
SZEW
sU{itew
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define un semivalor ¥ en Sy.
(b) Reciprocamente, todo semivalor en Sy puede obtenerse de esta forma.

(c) La correspondencia dada por (p,) — W es biyectiva.

Demostracion:

(a) Teniendo en cuenta la caracterizacién dada por Dubey para los semi-
valores de juegos cooperativos que aparece en el capitulo de preliminares,
sabemos que

il = Y po(SUi)—v(S)], Vi € N, Vo € Gy (s =19])
SCN—{i}

define un semivalor en Gy .

Como estamos suponiendo que v € Sy, entonces v(S U i) — v(S) serd cero
excepto en el caso en que S ¢ Wy SUi € W, y de aqui se deduce que

Tl = > pa= Y .

SCN—{i} SeC(iw)
SEW
su{itew

en donde C(i,v) es el conjunto de coaliciones en las que el jugador i es pivote
en el juego v. Utilizaremos también la notacién equivalente W;[IV], siendo W
el conjunto de las coaliciones ganadoras del juego.

Como consecuencia de la Proposicién 5.1, ¥ verifica los 4 axiomas de la
Definicién 5.3.

(b) Sea S el subespacio generado por todos los semivalores de juegos simples
monotonos dentro del espacio vectorial de las aplicaciones de S} en R™ que
verifican el axioma de transferencia. Veamos en primer lugar que dim(.S) = n.
Todo ¥ € S es de la forma

U =Xy + ... + Ay,

en donde ¢y, ..., o, son semivalores.
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Entonces U satisface los axiomas de transferencia y simetria. El axioma de
titere lo satisface en el caso concreto en que el jugador sea nulo.

Veamos que ¥ estd determinado por su accién sobre los juegos de unanimi-
dad. Teniendo en cuenta que todo juego simple no nulo v se puede expresar
de la forma v = ug, V ... V ug,, en donde W™ = {5, ..., S,.}, procederemos
por induccién sobre el nimero de coaliciones ganadoras minimales.

Sir =1, entonces v = ug, y efectivamente V[v] = Ulug,].
Supongamos que es cierto para r — 1 y veamos que también lo es para 7.
En este caso

v=ug, V..Vus, =uVu,

en donde

us, V..V Us,_1

v = ug

Aplicando el axioma de transferencia y que ug A ur = ugur, V.S, T, tenemos
que:

U] = VuVvu]=Tu+ VY] —Purd]=

Finalmente, aplicando el proceso de induccién en cada uno de los tres su-
mandos tenemos que ¥ queda determinado por su accién sobre los juegos de
unanimidad.

El axioma del titere implica que ¥;[ur] = 0 para i ¢ T y el axioma de
simetria implica que V;[ur] = U,[ur] para todo i,7 € T. Ademsds, sii € T,
j €Sy |S|=|T|, aplicando de nuevo el axioma de simetria se deduce que
VU, [ur] = V,;[ug]. Por lo tanto, ¥ estd completamente determinado por n
nimeros, es decir,

a1 = ‘Ifl[ul], Gy = ‘Ifl[u{l,z}], a3 = ‘Ifl[u{l,z,3}] g ooy Oy = q’l[UN],

y de aqui se deduce que dim(S) < n.
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Consideremos a continuacién los semivalores W0, W', . ¥"~! en donde cada
U7 estd definido a partir de los coeficientes de ponderacién {p;} dados por

1
1

7=
0.

=

Veamos que estos semivalores son linealmente independientes.

Si AP0+ N\ W+ .+ )\, U™ =0, aplicando sucesivamente esta combina-
cién lineal a los juegos un, Un—_{n}, UN—fnn—1}; ---, U1 y estudiando siempre el
poder del jugador 1 obtenemos que

A1 =Apa=...= A1 =X =0.

Por lo tanto, dim(S) = n, {¥° ¥! .. ¥"1} es una base de S y todo semi-
valor ¥ en S} puede expresarse de manera tnica como combinacién lineal
de U0 Wl . Wnl es decir

n—1
U= M\
=0

Veamos a partir de este resultado que todo semivalor puede definirse mediante
coeficientes de ponderacién.

n—1

Sea U = > ;¥ un semivalor en S}. Si lo aplicamos a v € S}, para todo
7=0

1 € N, teniendo en cuenta la definicién de los coeficientes de ponderacion de

los semivalores ¥/, obtenemos:

[asry

n—

n—1 ' . )\S
ZOESBNTED SED DR/ ED DR UL D =)
Jj=0 Jj= S|€SC\(=lJ’v) SeC(i,v) SeC(i,v) s

Finalmente tenemos que comprobar que:

1. Ay >0, Vs.

Para un valor k£ dado, consideramos el juego simple monétono definido

por:
1 st T >k
”(T>_{ 0 si|T|<k.
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Utilizando el axioma de positividad se deduce que

o= Y 2 3 Ay
SeC(1,v) ( ) SCN-{1} ( k )
|S|=k

n—1
2. Y A =1
s=0
Teniendo en cuenta que el jugador 1 es titere en el juego u; y aplicando
el axioma de titere obtenemos:

L=U ] = ) ﬁ S ("1 (,fi) = ZA

SeC(l,w) \ s

(c) En el apartado anterior ya hemos demostrado que esta aplicacién es
exhaustiva. Para ver que también es inyectiva es suficiente observar que los
coeficientes de ponderacién p, pueden generarse a partir de las A's como

A
PE = n—fl para todo k. 2
(")
En particular, recordemos que el valor de Shapley estaba definido por los

mientras que tomando p, = ——, para todo k, se

coeficientes p = o1’

n—1\"’

obtiene el valor de Banzhaf, (.

5.2 Calculo de semivalores mediante la ex-
tension multilineal

En esta seccion introduciremos el concepto de semivalor binomial y veremos
como es posible calcular esta clase de semivalores a partir de la extension
multilineal del juego al que lo aplicamos. Como consecuencia inmediata de
que el espacio generado por los semivalores de S} tiene dimensién n veremos
que este cdlculo puede extenderse a cualquier semivalor. Para ello serd sufi-
ciente demostrar que todo semivalor puede expresarse de manera tinica como
combinacién lineal de n semivalores binomiales linealmente independientes.

Todos los resultados obtenidos en esta seccién continian siendo validos si nos
referimos a los juegos cooperativos.
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Recordemos que la extensién multilineal de un juego cooperativo v € Gy fue
introducida por Owen como la funcién de n variables

f@y,own) =Y [Tz JJ(1 = 2)0(S).
SCNkeS  j¢Ss

A partir de ella obtuvo las siguientes relaciones para el valor de Shapley y el
valor de Banzhaf: para todo 7 € N,

1
o] = giy(t,...,t)dt,
0 K3
of 1 1
Bl = 5 Gy

Veremos una forma de extender estas férmulas para el resto de los semivalo-
res.

Si nos restringimos a juegos simples, la E.M.L queda reducida a:

flz1, ., zn) = Z H{Ek H(l — ;).

SeW keS ¢S

Proposicion 5.2 Sea 0 < p < 1y sea ¢ = 1 — p. Entonces los coeficien-
tes p, = pFq" 1%, para k = 0,...,n — 1, definen un semivalor, ¥?, al que
denominaremos semivalor binomial.

Demostracion:

Tenemos que comprobar que:

1. pr >0, para k =0, ...,n — 1. Es inmediato a partir de la definicién.

n—1
2. 5 (" )pe=1.
k=0
n—1 n—1
S (=8 e g -1 2

Este resultado nos permite generar semivalores a partir de cualquier valor de
ptal que 0 < p < 1.
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Es facil comprobar que el valor de Banzhaf es un semivalor binomial. Para
1
ello es suficiente tener en cuenta que si p = 5 entonces q = 5 los coeficientes

de ponderacién que se obtienen son

pr=ptq" T =

1 para todo k =0,...,n — 1,

que son los que definen el valor de Banzhaf.

La siguiente proposicién nos muestra como es posible calcular también los
semivalores binomiales a partir de la E.M.L. de cada juego.

Proposicion 5.3 Si ¥? es un semivalor binomial definido por los coeficien-
tes p, = pF¢" ' F, parak =0,...,n—1,y f es la E.M.L. de un juego simple
monotono v, entonces

af

W] = o2

(p,p,...,p), para todo i.

Demostracion:

Recordemos que

f@y, an) = {kgsmk 1;15(1 —xj)}.

A partir de aqui, es facil observar que

0f

Y rr= Y (Il -2)
i ScN—{iy k€S 7gS
SEW 7
Su{itew
y, por lo tanto,
af S n—l1l—s
oo (Ppp)= X p(l-p)t
T SCN—{i}
S¢ZW
SU{i}ew

Teniendo en cuenta la caracterizacién de los semivalores de un juego simple
mondtono dada en la seccién inicial del capitulo sabemos que si ¥ es un
semivalor entonces

Yol = > ps,

SCN—{i}
SZEW
su{itew
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y en nuestro caso, utilizando los coeficientes de ponderacién que definen a
PP y los célculos anteriores, se deduce que

S n—1—s af
V)= X p(1=p)" =35m0 ).
SCN—{i} T

SZW

SuU{itew

2

1
El valor de Banzhaf se obtiene tomando p = 3 ¥ utilizando la proposicion

anterior, se deduce el resultado que hemos comentado anteriormente, es decir,

of 11 1

62[,0] = a_xz(§7 57 ey 5)

A partir de la Proposicién 5.3 veremos cémo es posible calcular cualquier
semivalor a partir de la E.M.L. Para ello, teniendo en cuenta que el subespacio
generado por los semivalores es un espacio vectorial de dimensién n dentro
del espacio vectorial de las aplicaciones de Sy en R™ que verifican el axioma
de transferencia, es suficiente expresar cualquier semivalor como combinacién
lineal de n semivalores binomiales linealmente independientes.

Veamos en primer lugar la actuacién de un semivalor binomial en un juego

de unanimidad.

Lema 5.1 Si ¥P es un semivalor binomial, entonces ¥¥[us] = p*~!, para
todo i € Sy para toda coalicion S C N, S # (), siendo s = |S]|.
Demostracion:

\ij[us] = DPs—1 + (n;s)ps + (n;s)szrl + .+ (Z:z)pnfl

Teniendo en cuenta la definicién de semivalor binomial sabemos que WP viene

definido por los coeficientes de ponderacién py = p*(1 — p)"~1=* para todo
k=0,...,n—11y, por lo tanto,
Vilus] = p~'(1—p)"" ( V(L =p)" T L () =
— s 1[(1 p) (n s)p 1 p>n s—1 o+ (Z:Z)pn—s] —
= plp+A-p"=pt
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Proposicion 5.4 Dados p;, 0 < p; < 1,7 =1,...,n, tales que p;, # p,; para
i # j, entonces los semivalores binomiales asociados W#1, ..., WPn son lineal-
mente independientes.

Demostracion:

Teniendo en cuenta la definicién de semivalor binomial sabemos que WP
viene definido por los coeficientes de ponderacién py; = pF(1 — p;)" 1% para
t1=1,...nyparak=0,..,n—1.

Si A UPL 4 .+ \,UPr = (), aplicando sucesivamente esta combinacion lineal
a los juegos un, UN—{n}, UN—{nn—1},---, U1 ¥ estudiando siempre el poder del
jugador 1, obtenemos, como consecuencia inmediata del lema anterior, el
sistema lineal homogéneo de n ecuaciones y n incégnitas

APt Hdeph Tt A At =0
APl +depy Tt et Ap? =0

)\1])1 +)\2p2 —+...+ )\npn =0

A +o +.4+ A, =0
cuyo determinante
ot

n—2

pr? opy oLl

es no nulo porque estamos suponiendo que p; # p; para ¢ # j. Por lo tanto,
la solucién de dicho sistema es

AM=X=..=),=0,
lo que demuestra que los semivalores son linealmente independientes. 2
Corolario 5.1 Todo semivalor es combinacion lineal de n semivalores bi-

nomiales W» tales que p; # p;,Si @« # j Yy puede calcularse a partir de la
extension multilineal del juego al que vamos a aplicarlo.
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Demostracion:

La proposicién anterior nos asegura que n semivalores binomiales WPi | tales
que p; # pj, si @ # j, forman una base del subespacio generado por los semi-
valores, y por lo tanto, todo semivalor ¥ puede expresarse como combinacién
lineal de ellos, es decir,

U = WP+ Mo UP2 4\, 0P,

Si tenemos en cuenta que ¥ viene definido por n coeficientes de ponderacion,
Dos P1s -+ Pp_y Y @plicando el mismo procedimiento que en la Proposicién 5.4,
entonces las \'s son la solucién del siguiente sistema lineal de n ecuaciones,
n incognitas y rango n

Mptl ey e AT =Dy

AP Xy At A2 =D, 0+ Duy

Mpr Hdepe At Apn =D+ ()Pt e+ ()P
A1 + A9 +.+ A =1.

Utilizando de nuevo la Proposicién 5.3 podemos asegurar que

0 0
\I}z[v] = Ala_g(pbpla "'7p1) + ...+ )\n%(pnapna "'7pn)7

en donde f es la E.M.L. de v, 2

Para finalizar esta seccién, remarcar que los resultados aqui presentados pue-
den extenderse de forma natural a los juegos cooperativos.

5.3 Propiedades complementarias de los se-
mivalores

Algunas de las propiedades que aparecen en este apartado fueron estudiadas
por Felsenthal y Machover (1995) sobre los cuatro principales indices de poder
(Shapley; Banzhaf; Deegan-Packel, 1978; Johnston, 1978). Nuestro objetivo
es considerar éstas y nuevas propiedades y ampliar asi dichos resultados al
aplicarlos a la familia de semivalores sobre juegos simples mondétonos. Para
ello serd necesario definir tres importantes familias de semivalores que irdn
apareciendo a lo largo de esta seccion.
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A partir de ahora y para facilitar el entendimiento de las propiedades que
estudiaremos a continuacién, utilizaremos una notacién ligeramente diferente
de la empleada hasta el momento en la que se consideraba siempre el concepto
de semivalor definido en S} o en Gy, en donde el nimero de jugadores era
un valor n = |N|, determinado.

Definicién 5.4 Para m = 1,2,3,..., sea N™ = {1,...,m} el conjunto de
jugadores y Sym el conjunto de juegos simples monotonos de N™ jugadores.
Diremos que ¥ = (U4, ..., ¥,,,...) es un polisemivalor si ¥™ : Sxm — R™ ,
U™ = (U ..., ¥") es un semivalor para todo m > 1.

Definicion 5.5 Un polisemivalor ¥ es regular < pi* >0,V k=0,...m—1,
para todo m > 1.

Definicion 5.6 Un polisemivalor ¥ es V-regular < p7* + pi’.; > 0, para
todo £ =0,...,m — 2, para todo m > 2.

El valor de Shapley y el valor de Banzhaf constituyen dos claros ejemplos de
estas dos subfamilias de polisemivalores.

Proposicion 5.5 Supongamos m > 2. Si (p{)7, tal que p* > 0, para
m—1

k=0,.,m—1y Y pp(™ ') =1 definen un semivalor en Sim entonces,
k=0

(p M)y tales que pi* ' = pit +piy, k= 0,...,m — 2 definen un semivalor
en Sym-1.

Demostracion:
Tenemos que comprobar:
Lpp'>0,k=0,.,m-2.

Es inmediato, a partir de su definicién y teniendo en cuenta que p;* > 0,
para todo k£ =0,....m — 1.

2. Y pp (™) =1
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m—2 m—2

kz::opz%l(mkﬂ) - (7 +2i%) ("07) = g + 1) (75 7) + -t

+ (P2 + o) (o) = w6+ 0 [(707) + (")) + 8 [(77) + (")) +

ot om S [+ )] + o =+ (") e (7 ) +

P 2(m 2)+pm 1= Zpk (m 1) =1
2

Sin embargo, veamos a continuacién que la implicacién contraria no es cierta,
es decir, la relacién anterior entre los coeficientes de ponderacién no permite
establecer siempre una conexién entre un semivalor de Sym-1 y un semivalor
de Sym.

Observacion: Supongamos m > 2. Si (PP 7 tal que pt > 0, para
k=0,...,m—2y Z Dy (m 2) = 1 definen un semivalor en Sxm_1, entonces,

(P, solumon del sistema p;' " = pi' +pi 1, K =0,...,m — 2 no definen,
en general, un semivalor en Sxm.

El sistema planteado

m

pk’1 =pi + i, k=0,...,m—2

es un sistema lineal de m — 1 ecuaciones y m incégnitas, pj*, k = 0,...,m — 1.
Veamos que tiene rango m — 1. Para ello escribimos la matriz asociada, M,
de m columnas y m — 1 filas.

(@]
—
—
o
(e
(e
(e

Observemos que det(M) # 0, en donde M es la submatriz de M formada por
las m — 1 primeras columnas y las m — 1 filas de M. Por lo tanto, el sistema
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es compatible indeterminado con un grado de libertad y es equivalente a:

[ pi+ P = p{{“i
i+ Py =
ps' + g’ =Dy
R
( Pm—2 =Pm-2— Pm—1
Las soluciones de dicho sistema, p}*, k =0, ..., m — 1, son:
pr_, =pr_, (grado de libertad)
P2 = pﬁié — Pm—1
P =pi =y
' =pr  — P
es decir,
P, =pr_, (grado de libertad)
Py =P o A ()R T+ ()R k=0, m = 2

y verifican
m—1 m—1
>or(" )=t
k=0

La demostracién es andloga a la de la proposicién anterior pero, sin embargo,
no podemos asegurar que py' > 0, para k=0,...,m — 1.

Por ejemplo, si consideramos un semivalor de Sy, es decir, en el que

N® ={1,2,3}
definido por

py = 0,

Pl = %

Py = 0,
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veamos como la solucidon del sistema
Py +pi = 0
pi+ps = 3
py+ps=0

no define un semivalor en Sy..

Es un sistema lineal de 3 ecuaciones, 4 incégnitas y rango 3. La solucién del
mismo es :

1

4 - 4
by = 9 D3
1
pi = §+p§l

Py = —pj

ps = p; (grado de libertad)

Observemos que se verifica
NG
> i <k> — po+3p1 +3p5 + 15 = 1,
k=0

pero, para que definan un semivalor, debe cumplirse también que p; > 0,
para k=0, ..., 3, y esto es imposible. Para ello basta tener en cuenta que al
imponer que pi > 0y p3 > 0 se obtiene que pi = 0 y de aqui se deduce que

1 = =, pero pg = ——. 2
Py 27p Po 5

Mostramos a continuaciéon dos casos particulares del paso de semivalores de
Sym-1 a semivalores de Sym.

Ejemplo 5.1 Si pj = 1 define un semivalor en %, entonces, las soluciones,
pe Y pi de la ecuacion, pj = p3+p? definen un semivalor en S3, si 0 < pi < 1.

Dichas soluciones son:
p; = p; (grado de libertad)
Py = po— Pl

Para asegurarnos que definen un semivalor en S} es suficiente comprobar
que p? > 0y pz > 0. Para que esto ocurra debe verificarse que

0<pi<py=1.
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Ejemplo 5.2 Si p3, p definen un semivalor en S%., entonces, p3, pi y p3,
soluciones del sistema

s = ph+pi
. = p+pi,

definen un semivalor en S%; si max{0, p} — p3} < p3 < pi.

Resolviendo el sistema obtenemos

ps = ps (grado de libertad)
pio= pi-p
Po = Py—Pi+p;

y para que pi >0, k = 0,1,2 debe verificarse que
max{0, p; — pg} < p3 < pi.

Estos comentarios nos sugiere considerar una nueva familia de polisemivalo-
res.

Definicién 5.7 Un polisemivalor W es hereditario < p;*~' = Dy P, para
todo £ =0,...,m — 2, para todo m > 2.

Ejemplo 5.3 El valor de Shapley y los semivalores binomiales (en particular
el valor de Banzhaf) son polisemivalores hereditarios.

Recordemos que ambos valores venian definidos por los siguientes coeficientes
de ponderacion:

1
Py = —, k=0,...,m — 1, para el valor de Shapley
m("")
P = p*(1—p)™ % k=0,..,m —1, para los binomiales.

Veamos, en primer lugar, que el valor de Shapley es hereditario:

o = 1 N 1 _kKlm—-k-2)! 1 _ et
T ) Iy B T | S e T R
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Anslogamente, para los semivalores binomiales tenemos:

P AP = PP =) T (L) =
= p"1—p)" M (A =p)+p)=p"

Comentario: Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la Proposicion
5.5 parece l6gico utilizar polisemivalores hereditarios al estudiar subjuegos y
juegos inducidos de un determinado juego.

Es interesante observar que las tres subfamilias de polisemivalores, definidas
en el contexto de los juegos simples, pueden extenderse de forma natural a
los juegos cooperativos.

La elecciéon de un polisemivalor o de un semivalor para medir el poder de
un jugador en un determinado juego implica el cumplimiento de unas ciertas
propiedades “bésicas”. Es decir, seria conveniente que verificase los axiomas
del jugador nulo, del jugador no nulo, de exclusién de un jugador nulo, del
bloque, de monotonia y de monotonia estricta, de dominancia y de dominan-
cia estricta y de donacién. Es por esta razén que a continuacién pasamos a
estudiar el comportamiento de los polisemivalores y de los semivalores ante
una serie de axiomas que aparecen enunciados para una medida arbitraria,
K;[W], del poder del jugador i en el juego simple monétono (N, W). Con-
cretamente, si en los axiomas intervienen juegos con distinto niimero de ju-
gadores (axioma de superaditividad, axioma de exclusién de un jugador nulo
y axioma del bloque), se estudiara el comportamiento de los polisemivalores,
mientras que si los juegos tienen igual nimero de jugadores (axioma del juga-
dor no nulo, axioma de monotonia, axioma de dominancia y de dominancia
estricta, axioma de donacién y axioma de redistribucién), nos centraremos en
el comportamiento de los semivalores, que como ya hemos comentado, estdan
definidos para un valor determinado del niimero de jugadores.

5.3.1 Axiomas de superaditividad y de subaditividad.

Observemos que ambos axiomas no aparecen en la lista de propiedades “bdsi-
cas” que hemos citado anteriormente puesto que, como veremos en esta sub-
seccién, son mucho maés restrictivas que las anteriores.

Necesitamos definir formalmente qué significa que dos jugadores i, j de un
juego simple (N, W) formen un bloque y actien como un solo jugador. Clara-
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mente, esto dard lugar a la aparicién de un nuevo juego en el que el conjunto
de jugadores se obtendra eliminando a los jugadores i, j de N y anadiendo
un nuevo jugador, que serd el representante del bloque, al que denotaremos
como i&7. Si el juego es de mayoria ponderada, es obvio que el nuevo juego
también lo serd, y el peso del jugador i&j serd la suma de los pesos de los
jugadores 7 y j en el juego inicial.

Definicion 5.8 Dado (N, W) un juego simple, ¢, j € N, tomando i&; como
un nuevo jugador, definimos el nuevo juego simple (N', W{i&j]), en el que
N' =N —{i,j}U{i&j} tiene un jugador menos y W|i&j] estd formado por
todas las coaliciones S que satisfacen una de las dos condiciones siguientes:

1. SCN—{i,j}ySew

2. S=TU{i&j} paraalgin T tal que T C N — {i,j} y TU{i,j} € W.

A partir de aqui, nos preguntamos qué relacién puede existir entre el poder
del bloque &7 en el nuevo juego y los poderes de los dos jugadores 7, j en el
juego inicial.

Para simplificar la notacién, para referirnos a Kig;[W/[i&j]] escribiremos
Kigli&g].

Axioma de superaditividad: K ;[i&j] > K;[W]+ K;[W].

Es decir, cuando dos jugadores forman un bloque, el poder del bloque (en el
nuevo juego) es como minimo la suma de los poderes de los dos jugadores en
el juego inicial.

Axioma de subaditividad: Ky [i&j] < K;[W]+ K;[W].

En este caso el poder del bloque (en el nuevo juego) es como maximo la suma
de los poderes de los dos jugadores en el juego inicial.

Como es natural, el objetivo de una fusién entre dos jugadores es que sea be-
neficiosa, es decir, que se verifique el axioma de superaditividad, sin embargo
veremos que este hecho no puede ser siempre garantizado.
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Fl siguiente resultado nos permite caracterizar al valor de Banzhaf como el
tnico polisemivalor hereditario que verifica el axioma de superaditividad y
el axioma de subaditividad.

Teorema 5.2 Sea ¥ un polisemivalor hereditario.

(a) V¥ verifica el axioma de superaditividad < ¥ = (3, valor de Banz-
haf.

(b) W verifica el axioma de subaditividad < ¥ = 3, valor de Banzhaf.

Demostracion:

(a)

(<) Veamos que 3 verifica el axioma (en realidad verifica la igualdad). Para
ello definimos los siguientes conjuntos:

B = {SCN™—{i,j}:S¢W, SUli}eW,SU{j}¢W}
C = {SCN"—{i,j}:S¢W, Su{i} ¢ W, SuU{j} e W}
D = {SCN"—{i,j}:S¢ W, SU{i}eW, SU{j} € W}
E = {SCN"—{i,j}: SU{i} ¢ W, SU{j} ¢ W, SU{i}U{j} € W}

A partir de ellos obtenemos que:
Big;likej] = (1B + |C| + [D] + |E]) - p~*
BilW]+ B;IW] = [B] - (p¢" + piy) + 2| D] - p" + 2| E] - iy + O] - (7" + 1)

1 1
SmoT ¥ due prl = Smg S deduce

: m o __ M —
y, teniendo en cuenta que pJ* = pl; =
que

ﬁi&j [Z&J] = ﬁz [W] + ﬁj [W]

(=) Supongamos que ¥ # (3, es decir, 3m > 2, 3s = 0,...,m — 2 tal que
Py # Dy, Veamos que ¥ no verifica el axioma de superaditividad, es decir
existe un juego tal que

Wi likej] < W;[W] + ;W)
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e Supongamos, en primer lugar que py; < pJ*.

Sea S C N™ —{i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple mo-
nétono que tiene por coaliciones ganadoras minimales

Wwm={SuU{k}: ke N*" - S}.
A partir de aqui obtenemos el nuevo juego
W™i&j] = {SuU{k}, SU {i&j}, k€ N™ ' - S}.
Si comparamos los semivalores correspondientes, vemos que

i[W] = ;W] = p,

S

mientras que
Wig;li&eg] = pi ™ = p' 4+ P,

y, por lo tanto,

Wig;i&g] = py' + ity < 205 = V(W] + W;[W].

e Supongamos ahora que pJ; > pi.

Sea S C N™ —{i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple mo-
nétono que tiene por coaliciones ganadoras minimales

Wm={SU{k}U{i}: ke N™— S}

Si calculamos los semivalores correspondientes utilizando los conjuntos
B, C, D y E definidos anteriormente obtenemos que

Uigjli&g] = > prt 4+ S prt+ 3 pt 4 > pt
SeB SeC SeD SeckE

UiW+ W] = [0 (08 +0) + >0 o+ 20 P+
SeB SeD SEE

Do (T +0T) + > e+ >0 pial
SeC SeD SeFE

En este caso D = (), E = S y, como p™~! = p™ + piiy, por ser W
hereditario, tenemos que:

Wi [i&g] — W [W] — U, [W] = pt — 2p0 =P — Py <0,

es decir,
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(b)

(<) [ verifica el axioma (en realidad verifica la igualdad, como hemos visto
en el apartado (a)).

(=) Supongamos que ¥ # (3, es decir, 3m > 2, 3s = 0,...,m — 2 tal que
Py # pyi,. Veamos que ¥ no verifica el axioma de subaditividad, es decir
existe un juego tal que

Wigili&j] > U, [W] + U;[W].

e Supongamos, en primer lugar que p7\, > p7'.
Sea S C N™ — {i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple mo-
noétono que tiene por coaliciones ganadoras minimales
wm={SuU{k}: ke N*" - S}.
A partir de aqui obtenemos el nuevo juego
W™i&j] = {SU{k}, SU{i&j}, ke N™ ! - S}.
Si comparamos los semivalores correspondientes, vemos que
Wi[W] = ;W] = p,
mientras que
Wig;li&eg] = i~ = i + P,
y, por lo tanto,

Wigji&eg] = pi" + piiy > 2p7 = W [W] + W, [W].

e Supongamos ahora que p7; < pi.
Sea S C N™ — {i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple mo-
nétono que tiene por coaliciones ganadoras minimales

Wm={SU{klU{i}: ke N"— S}

Si calculamos los semivalores correspondientes utilizando los conjuntos
B, C, D y E definidos anteriormente obtenemos que

Uigjli&g) = > prt4+ S prt 4+ Y prt 4+ Y prt
SeB SeC SeD SeE

UiW+ W] =[50 (07 +08) + 20 o+ 20 pi]+
SeB SeD SEE

D0 P )+ D P+ DD piyl.
SeC SeD SeE
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En este caso D = 0, E = S y, como p™ ! = p™ + p™ | por ser ¥
hereditario, tenemos que:

Wigji&eg]) — W [W] — W [W] = pl " = 2p7y = pl* — plty > 0,

es decir,
2

Haller (1994) demostré de una forma alternativa que [ es el tinico polise-
mivalor aditivo (superaditivo y subaditivo), dejando abiertas las siguientes
cuestiones: ;Existen polisemivalores superaditivos distintos del de Banzhaf?
JExisten polisemivalores subaditivos distintos del de Banzhaf? Las respues-
tas a ambas preguntas se deducen del Teorema anterior que nos asegura que
cualquier fusién entre dos jugadores arbitrarios es neutral si utilizamos Banz-
haf, mientras que para cualquier otro polisemivalor siempre existen juegos y
jugadores en los que dicha fusién puede ser positiva o negativa.

5.3.2 Axiomas del jugador nulo y del bloque

Axioma del jugador nulo: Si ¢ es un jugador nulo en (N, W), entonces
K[W] = 0.

Es obvio que todo semivalor verifica este axioma (no es m&s que un caso
particular del axioma del titere).

En la anterior secciéon hemos discutido la relacién entre los semivalores de
dos jugadores, i, j en un juego W y el semivalor del bloque i&;j en el juego
Wi&j]. Para tratar los siguientes axiomas necesitamos introducir la siguiente
definicién.

Definicion 5.9 Si i es un jugador nulo en el juego (N,W), entonces, el
juego obtenido a partir de (N, W) por exclusion de i es (N’, W’), en donde,
N=N-{i}yW={SeW:i¢S}

Axioma de exclusién de un jugador nulo: Si (N’, ') se obtiene por
exclusién de un nulo en el juego (N, W), entonces K;[W’'| = K;[W], para
todo j € N'.
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La clara justificacién de este postulado es que la exclusién de un jugador nulo
de un juego no afecta al resto de los jugadores, es decir, garantiza el mismo
poder a aquellos jugadores que no son nulos.

Proposicion 5.6 Sea ¥ un polisemivalor.

U verifica el axioma de exclusion de un jugador nulo < W es hereditario.

Demostracion:

(<) Supongamos que i € N™ es un jugador nulo en el juego (N™, W),
entonces:

(SCN™—{i,j}:S¢W, SU{j}eW}={SCN™—{ij}:SU{i}¢
W, Su{it u{j} e W}

Calculemos en primer lugar ¥;[W] :

UWi= Y opr= > Y o= Y ).

SCN™—{j} SCN™—{j,i} SCN™—{j,i} SCN™—{j,i}
SEW SEW su{i}ew SEW
Su{itew Su{jtew su{jyu{itew Su{j}ew

Calculemos a continuacién V;[W’'] teniendo en cuenta que (N', W’) tiene un
jugador menos:

vwl= Y oprt= >y !

SCN'—{j} SCN™—{j,i}
sew’ Sew
su{irew’ Su{itew

Teniendo en cuenta que ¥ es un polisemivalor hereditario obtenemos que,
efectivamente,

U [W] =0, [W'] Vi #i.
(=) Supongamos que ¥ no es un polisemivalor hereditario, es decir,
Im >2,35=0,...,m— 2 tal que p™ ! # p™ +pm,

Sea S C N™ — {i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple mondtono
(N™ W) que tiene las siguientes coaliciones ganadoras minimales:

W ={5Uj:j#i}
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Observemos que en este juego el jugador ¢ es nulo. El juego (N’, W’) obtenido
por exclusion de ¢ tiene como coaliciones ganadoras minimales

(W™ ={SUj:j#i}
Veamos que no se verifica el axioma de exclusién de un nulo.
v (W] =pd+ Psiq
v W] = pgn_la
y como estamos suponiendo que ¥ no es hereditario, tenemos que
U, [W] # vy (W]
2

Corolario 5.2 El valor de Shapley y el valor de Banzhaf verifican este axio-
ma.

Basta tener en cuenta que ambos valores, tal y como ya hemos comentado,
constituyen dos claros ejemplos de polisemivalores hereditarios.

Al igual que hemos hecho anteriormente, escribiremos Kjg;[i& ]| para refe-
rirnos a K ;[W[i&y]].

Teorema 5.3 Si ¢ es un jugador nulo y j es otro jugador de (NN, W), enton-
ces
Wig;[1&eg] = U3 [W] .
U [i&j] = Wi[W] para todo k € N — {i,j} U {i&j} < W hereditario

Demostracion:

(<) Sea (N',W’) el juego obtenido a partir de (N, W) por exclusién del
jugador nulo i. Definimos una funcién entre el conjunto de jugadores de
Wli&jl, N —{i,5} U{i&j}, y N' = N — {i}, de manera que f(i&j) =jy
f(k) = k para todo k # i, j. Es fécil ver que f es un isomorfismo entre los
juegos Wli&j| y W'. Por lo tanto,

‘I’z‘&j [i&j ] = ‘I’j [Wl]

W [1dej] = Wi[W7],
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y, utilizando el axioma de exclusién de un jugador nulo, ¥;[W’'| = ¥;[W], y
U [W'] = Wy [W], con lo cual

Vig;[idej] = ;[W]

Wylidej] = Wi[W].

(=) Supongamos que i es un jugador nulo, es decir, B= D = E = (), y por
lo tanto,

VW)= > (0" +pi)
SeC

‘I’i&j[i&j] = Z p:’sn_l-
Sec

Supongamos también, por contradiccién, que ¥ no es hereditario, es decir,
Im >2,35=0,..,m— 2 tal que pI" " # p* + p,.

Veremos que V;[W] # ;g ;[i&5].

Sea S C N™ — {i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple monétono
(N™ W) tal que
Wm={SUk:k#1i, k¢ S}

En este juego i es nulo, y sin embargo, teniendo en cuenta que
(Wlikes])™ = {S U{i&ej}},
obtenemos que
U5[W] = p +pls # 07 = Wiggli&e].
2

Axioma del bloque: Sii,j € (N,W) y j no es un jugador nulo, entonces

. Cudl es la justificacién de este axioma? El bloque i&; puede ser interpre-
tado como el resultado de una fusién voluntaria entre los jugadores i y 7,
pero puede ser también vista como el resultado de un relevo o compra, en
el que 7, habiendo anadido los derechos de votacién de j, ahora actia bajo
el nuevo nombre ’i&;’. La suposicién de que el jugador ¢ debe ganar po-
der por ’absorcién’ de otro jugador j que no es nulo, parece intuitivamente
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comprensible. Una fusién voluntaria lo verificard sélo si como resultado de
ella ambas partes son, como minimo, tan buenas después como lo eran antes.
Formalmente, esto abrié el camino a la condicién de superaditividad, que co-
mo hemos visto, tan solo era verificada por el valor de Banzhaf. Sin embargo,
en un relevo o compra, no es necesario que salgan beneficiadas ambas partes.
Intuitivamente, parece inconcebible que un jugador no se beneficie si anade
a sus derechos de votacion los de otro jugador que no es nulo, y el axioma
anterior es la expresion formal de esta intuicién. Veamos qué ocurre cuando
la aplicamos a polisemivalores.

Proposicién 5.7 Sea ¥ un polisemivalor hereditario.

¥ verifica el axioma del bloque < ¥ es regular.

Demostracion:

(<) Si ¥ es regular, entonces p* > 0 para todo s =0, ..., — 1, y para todo
m > 1.

Utilizando los conjuntos B, C, D y E definidos anteriormente, tenemos que:

Uigj[i&eg] = Do plt 4+ S pi ot 4+ Y p 4 > pt

SeB SeC SeD SeFE
U[W= > (p +p50) + Do o+ > vy
SeB SeD Sek

Queremos ver que V¢ ;[i&j] > ¥;[W]. Sin embargo, teniendo en cuenta que
U es hereditario, es suficiente comprobar que

Wigilides] — WW] = (07 +0040) + > Pl + ) _pl > 0.
SeC SeD SeFE

Como j no es un jugador nulo, entonces C' # 0, D # () o £ # () y como ¥ es
regular, la desigualdad anterior es cierta.

(=) Supongamos que ¥ no es regular, es decir, 3m > 2, 3s =0,...,m — 2
tal que p7" = 0.

Sea S C N™ — {i,j} tal que |S| = s. Definimos el juego simple monétono
(N™ W), que tiene las siguientes coaliciones ganadoras minimales:

Wm = {SU{i}U{k}:Vk#i, k¢ S}
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Observemos que en este juego j no es nulo. EnestecasoC =D =0y E =S
y por lo tanto,

Wigli&ef] — WW] =) (07 +p0) + > pla+ Y i =pp =0.
SeC SeD SerE

Corolario 5.3 El valor de Shapley y el valor de Banzhaf verifican el axioma
del bloque.

Los axiomas que presentamos a continuaciéon hacen referencia a juegos con
el mismo nimero de jugadores (n = |N|), por lo tanto, teniendo en cuenta lo
expuesto anteriormente, nos centraremos en el estudio del comportamiento
de los semivalores ante ellos.

Axioma del jugador no nulo: Si i es un jugador no nulo en (N, W),
entonces K;[W] > 0.
Proposicion 5.8 Sea ¥ un semivalor.

U verifica el axioma del jugador no nulo < W es regular.

Demostracion:

(<) Si i no es nulo en el juego (N, W), entonces 3.5 C N — {i} tal que
S¢WySu{i} € W, es decir, C(i, W) # 0, y teniendo en cuenta que ¥ es
regular podemos deducir que

U= Y p.=p.>0.
Sec(i,W)

(=) Supongamos que ¥ no es regular, es decir, 3s = 0,...,n — 1 tal que
Ds = 0.

Sea S C N —{i} tal que |S| = s. Definimos el juego simple monétono (N, W)
tal que
Wm={Suj:jeN-S}
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En este juego el jugador ¢ no es nulo, y sin embargo, ¥;[W] = p, = 0. 2

Los axiomas que citamos a continuacién, aunque ya han sido estudiados,
hemos creido conveniente citarlos en la siguiente subseccion.

5.3.3 Axiomas de monotonia y de dominancia

Si nos restringimos a juegos de mayoria ponderada (N, W) = [q; w1, ..., wy)],
intuitivamente parece razonable que si w; < w;, entonces el jugador j tenga,
como minimo, el mismo poder que el jugador 7, ya que toda contribucién que
el jugador ¢ pueda hacer para que se apruebe una determinada resolucion
puede ser igualada o superada por el jugador j. Esto sugiere el siguiente
axioma.

Axioma de monotonia: Si (N,W) = [g;w1,...,w,] ¥y w; < w;, entonces
Ki[W] < K;[W].

El mismo razonamiento puede generalizarse para cualquier juego simple. Pa-
ra ello es necesario explicar el significado de que un jugador sea 'mejor com-
panero de coalicién’ que otro, y esto nos lleva a la relacién de desplazamiento
ya comentada en el primer capitulo. Asi pues, el axioma anterior, adaptado
a juegos simples sera:

Axioma de monotonia: Dado (N, W) un juego simple, si i D j, entonces
Ki[W] = K;[W].

La justificacién de este axioma es similar a la dada para el caso de juegos de
mayoria ponderada: si ¢ desplaza j, entonces toda contribucién que j pueda
hacer para conseguir que una coalicién gane puede ser igualada o mejorada
por ¢. Por lo tanto, intuitivamente, ¢ es como minimo tan poderoso como j.

Es un hecho conocido que todo semivalor verifica este axioma.

Axioma de dominancia o0 monotonia estricta: Dado (IV, W) un juego
simple monétono, si i D j y j [P i, entonces K;[W] > K;[W].

En este caso existe al menos una coalicién en la que la contribucién de 7 a la
victoria no puede ser igualada por j, por lo tanto, ¢ debe ser més poderoso

que j.



200CAPITULO5. SEMIVALORES SOBRE JUEGOS SIMPLES MONOTONOS

FEl cumplimiento de este axioma queda asegurado si y sélo si ¥ es V-regular,
por lo tanto, el valor de Shapley y el valor de Banzhaf verifican este axioma.

5.3.4 Axiomas de donacion y de redistribucién

A lo largo de esta seccién consideraremos juegos de mayorfa ponderada
(N, W) = [gwi, ooy wn] y (N, W) = [g;w), ..., w;] tales que Y w; = Y wy.
i i=1

=1

Definicion 5.10 En la situacién anterior, diremos que un jugador i es do-
nante si w; > w; y un jugador i es receptor si w; < w;.

La idea intuitiva es que (N, W) representa la distribucién inicial de los pesos y
(N, W) se obtiene a partir de (N, W) tras producirse una nueva distribucién
de los pesos como consecuencia de la donacién y recepciéon de pesos entre
los jugadores, de manera que cada donante pierde peso y cada receptor lo
aumenta, mientras que la suma total de los pesos permanece constante.

Axioma de donacién: Dados 2 juegos de mayoria ponderada con las carac-
terfsticas citadas en el inicio de la seccion y tales que existe un inico donante
i y un tinico receptor, j, entonces, K;[W] > K;[W'].

Es decir, la situacién actual podrfamos resumirla de la siguiente forma:

(Na W) = [Q;w1/7 7wn/]
(N, W') = [q;wy, ..., w,)]
n n ,

dowi= Y w;

i=1 | i=1

w; > w;, © es el donante
wj < w;/-, J es el receptor
wy =wy,, k#i,]j

En particular, se deduce que
/ /
w; + w; = w,; +w.

La siguiente proposicién nos asegura que todos los semivalores verifican este
axioma.
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Proposicién 5.9 Todo semivalor, ¥, verifica este axioma.

Demostracion:

.« . . ! .
Queremos ver que en las condiciones anteriores, ¥;[W] > W,[W'], es decir

Y o= > p.

SeC(i,W) Sec(i,w")
Para ello es suficiente demostrar que
C(i, W) cci,w).
Supongamos que S € C(i,W'). Entonces:
SCN-{i}, S¢ W ySU{i}eW o w(S)<qyw(S)+w>q.

Tenemos que comprobar que S € C(i, W), es decir, w(S) < ¢y w(S)+w; > gq.
Para ello distinguiremos dos casos:

1. Si j € S, entonces:
w(S) = w; +w(S = {j}) = w; + (S = {j}) <w; +w'(S - {j}) =w(S) <q

w(S) +w; = w; +w(S —{j}) +w; :w;-—f—w'(S—{j})—I—w;:w'(5)+w; >q

2. Sij ¢ S, entonces:

w(S) +w; = w' (S) +w; > w () +w; > q.
2
Axioma de donacion estricto: Dados 2 juegos de mayoria ponderada con
las caracteristicas citadas en el inicio de la seccién y tales que existe un tinico
donante i y un tinico receptor, j, entonces, K;[W] > K;[W'].

Proposicién 5.10 Sea ¥ un semivalor.

U verifica el axioma de donacion estricto < W es regular.
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Demostracion:

(<) Veamos que la inclusién demostrada en la proposiciéon anterior siempre
. . . . . . . !
es estricta si los juegos son distintos. Es decir, si W # W, entonces

C(i, W)ACHW).

’ .o, . . . .
Como W # W' se producird una de las siguientes situaciones:

1.ISCN,icS,j¢ 8 tal que w(S)>qyw(S)<q
Veamos que en este caso S — {i} € C(i, W)y S — {i} ¢ C(i, W').
Comprobemos en primer lugar que S — {i} € C(i, W) :

w(S —{i}) =w'(S —{i}) <
w(S) > q

Sin embargo, S — {i} ¢ C(i,W'), ya que w'(S — {i}) < ¢ y w'(S) < q.
2. 3SC N,i¢ S, je S tal que w(S) <qyw(S)>q.

Veamos que es este caso S € C(i, W)y S ¢ C(i,W').
Comprobemos en primer lugar que S € C(i, W) :

w(S) < q
w(SU{i}) = w(S) +w; = w (SUi) >q.

Sin embargo, S ¢ C(i, W), ya que w'(S) > q.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que p, > 0 para todo s,

= > pe> Y, ps= W

SeC(i,W) Sec(i,w')

(=) Supongamos que ¥ no es regular, es decir, 3s = 0,...,n — 1 tal que
ps = 0. Sea S C N —{i} tal que |S| = s. Veremos que V;[W] = ¥;[IW']. Para
ello definimos los juegos de mayoria ponderada siguientes:

(NNW)=[2s+2;8+2,8,1,1,...,1
(NNWH=[2s+2;s+1,s+1,1,1,...,1

S
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en donde el jugador ¢ = 1 es el donante, el jugador 5 = 2 es el receptor y

S ={3,4,5,....,n}.
Teniendo en cuenta que ps = 0 y que

'={{1,2},{1,3,4,...,n}}
(W™ ={{1,2}},

deducimos que

= > p= Y. pAp= Y, p=W[W]

TeC(1,W) TeC(1,W') TeC(1,W')

2

Dos ejemplos de semivalores que verifiquen el axioma anterior son los valores
de Shapley y de Banzhaf.

Axioma de redistribucion: Dados dos juegos de mayoria ponderada como

los considerados al inicio de la seccidn, si existe ¢ donante, entonces K;[IW] >
K [W').

En este caso no se exige la existencia de un tnico donante y un tnico receptor
como ocurria en el axioma anterior. Veamos, con un contraejemplo, que este
axioma no se verifica en general para los semivalores.

Ejemplo 5.4 Consideremos (N, W) = [8;3,3,3] y (N,W') = [8;2,1,6] y
calculemos W, [W]y ¥, [W’], donde ¥ es un semivalor regular.

Es facil observar que los jugadores 1 y 2 son donantes, mientras que el jugador
3 es receptor, sin embargo,

es decir,
U [Wl=p<pi+p= \1’1[W/]-

Fl jugador 1 ha dado una unidad de su peso, pero, paradéjicamente, ha visto
aumentado su semivalor.
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5.4 Aplicaciones de los semivalores a la Fia-
bilidad de Sistemas

El objetivo de esta seccién es el de continuar en la misma linea seguida en la
de otros capitulos de la memoria estableciendo ciertos paralelismos entre la
Teorfa de Juegos y la Fiabilidad de Sistemas, restringiéndonos en este caso
al estudio de la importancia de una componente de un determinado sistema.

Presentamos una serie de aplicaciones de los semivalores basadas inicialmen-
te en la propiedad de ”versatilidad” definida por Carreras y Freixas (1998)
y que en ciertos casos refleja mejor la importancia estructural de una de-
terminada componente, para a continuacion, suponiendo que se conocen las
probabilidades de funcionamiento de cada una de las componentes en un
cierto intervalo de tiempo, introducir una interpretacién probabilistica de los
coeficientes de ponderaciéon que definen al semivalor y que podré extenderse
al estudio de los valores probabilisticos. Dicha interpretacién probabilistica
nos permitird proporcionar una medida a priori de la importancia de una
componente de un sistema, complementando asi los resultados ya existentes
en este campo como pueden ser los indices de Birnbaum (1969) y Barlow y
Proschan (1975), que no son més que los indices de Banzhaf y de Shapley-
Shubik, respectivamente, tan conocidos en la Teorfa de Juegos.

Recordemos el paralelismo existente entre campos como la Electrénica y la
Fiabilidad de Sistemas y la Teorfa de Juegos, en el sentido de que podiamos
identificar las componentes del sistema como jugadores, y los conjuntos de
componentes como coaliciones. Ahora bien, jqué interpretacién podemos dar
en estas dreas al concepto de semivalor de una componente? Nuestro interés
se centra, a partir de ahora, en evaluar la importancia relativa de cada una
de las componentes de un sistema para lograr una alta fiabilidad del mismo.
Este problema es equivalente al que se presenta en la Teorfa de Juegos a la
hora de evaluar la influencia que tiene un jugador en el resultado de un juego
simple. En este contexto se identifica un juego simple como un modelo de
votacién, en donde un grupo de personas (el conjunto de jugadores) debe
aceptar o rechazar una determinada propuesta. Cada uno de ellos vota ”si”
o0 "no”, y las coaliciones ganadoras son aquéllas que aseguran la aceptacion
de la propuesta. Si nos trasladamos al lenguaje de Fiabilidad de Sistemas, el
funcionamiento (fallo) de una componente es equivalente al voto ”si” ("no”)
de un jugador. Andlogamente, el funcionamiento (fallo) de un sistema es
equivalente a la aceptacién (rechazo) de la propuesta.
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Intuitivamente, el poder de un jugador es su habilidad para cambiar el resul-
tado de un juego mediante el cambio de su voto. Para medir la importancia
(poder) de una componente (jugador) podemos dar una versiéon probabilisti-
ca, segin la cual dicha importancia viene dada por la probabilidad de que el
funcionamiento o fallo de una componente ( un voto ”si” o "no” de un juga-
dor) provoque el funcionamiento o el fallo del sistema (aceptacién o rechazo
de la propuesta).

A partir de ahora supondremos que N = {1,2,...,n} es el conjunto de com-
ponentes del sistema. Para indicar el estado de cada componente, tal y como
yva hemos comentado en el segundo capitulo, asignamos a cada componente
1 la variable binaria x;:

o 1 si ¢ funciona
TiT Y 0 siifalla

Anslogamente, la variable binaria y indica el estado del sistema

| 1 siel sistema funciona
Y=Y 0 siel sistema falla

Suponemos que el estado del sistema estd completamente determinado por
el estado de sus componentes, es decir, existe una funcién Booleana

f:40,1}" — {0,1}

tal que y = f(X), donde X = (z1,...,2,). A esta funcién se la denomina
funcion estructura, que no es mas que la funcién caracteristica utilizada en
Teorfa de Juegos.

Birnbaum y Barlow y Proschan en el estudio de cuantificar la importancia
estructural relativa de las componentes de un sistema redescubrieron el indice
de Banzhaf y el indice de Shapley-Shubik, respectivamente.

5.4.1 \/ersatilidad de los semivalores

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la primera seccién del capitulo
podemos identificar a los semivalores, para un valor de n fijo, como los puntos
de un simplex de dimensién (n — 1), que es la interseccién de un hiperplano
con el ortante positivo. Esto da lugar a n — 1 grados de libertad, y nos
hace pensar que cada semivalor nos puede permitir introducir alguna clase
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de informacién adicional con el fin de obtener el maximo provecho de las
contribuciones marginales de las coaliciones en funcién de su tamano.

De este modo, el valor de Banzhaf, para el que los coeficientes de ponde-
racién que lo definen son constantes, no discrimina segin el tamano de las
coaliciones, mientras que el valor de Shapley favorece a las coaliciones ex-
tremas, es decir, las de menor y mayor tamano. Podemos también definir,
por ejemplo, semivalores ”centralizados”, como aquéllos que favorecen a las
contribuciones marginales de las coaliciones de tamano intermedio; semiva-
lores ”individualistas”, para los que pr = 0 para valores grandes de k, o
semivalores ”solidarios”, aquellos en los que p, = 0 para valores pequenos de

Siguiendo estas pautas, Carreras y Freixas consideraron modificaciones del
valor de Banzhaf y del valor de Shapley, que a continuacién pasamos a co-
mentar.

Dados 0 < m; < my < n — 1, se define el semivalor 3, mediante los
coeficientes ponderados

0 si k ¢ [my, ma,
Pr = mZ;nfl Sike [ml,mQ].
oz, ()

Como es obvio, 3,2 es una generalizacién del valor de Banzhaf, en el senti-
do que sus coeficientes ponderados discriminan tan sélo entre dos clases de
tamanos, pero permanecen constantes en cada una de estas clases.

Si m; = mgy = h, obtenemos 62 (en particular, 68 = 0, el indice dictatorial
definido por 6;[v] = v({i}), y B.-1 = p, el indice marginal definido por
w;[v] = v(N) —v(N —{i})). Sim; =0y ms < n— 1 obtenemos un valor
individualista, mientras que para 0 < m; y my = n—1 se obtiene un semivalor
solidario. Si 0 < my; < mg < n — 1 se trata de un semivalor centralizado.

Finalmente, si 0 = m; y mo = n—1 se obtiene (3 el valor de Banzhaf original.

Respecto al valor de Shapley, dados 0 < m; < my < n — 1, se define el
semivalor @72, mediante los coeficientes ponderados

B { 0 si k& [mqy, ma),
Pr = (

W S1 k € [ml,mg].

Andlogamente al caso anterior, ®72 es una generalizacién del valor de Shapley
en el sentido que si m; = 0y my < n—1 descrimina a favor de las coaliciones
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de menor tamano y si m; > 0y my < n — 1 entonces descrimina a favor
de las coaliciones de mayor tamano. La discusién es andloga a la utilizada
en los casos particulares de 2. En particular, si 0 = m; y mg =n — 1 se
deduce que ®)~* = ®, el valor de Shapley cldsico.

Cuando consideramos juegos asociados a situaciones politicas (por ejemplo
resultados electorales) observamos que es poco probable que se formen coali-
ciones de gran tamaro, y esto sugiere que quizéas la utilizacién de semivalores
individualistas reflejan mejor la distribucién de poder que los semivalores
clésicos. En cambio, en juegos asociados a situaciones econémicas (por ejem-
plo, sociedades de accionistas), existen pequefios grupos de jugadores que
carecen del poder suficiente para influir en la toma de decisiones; en este
caso quizds serfan los semivalores solidarios los que describirfan mejor la si-
tuacion.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos en los que las variaciones del
valor de Banzhaf y del valor de Shapley se pueden aplicar a la Fiabilidad de
Sistemas y que, en nuestra opinién, reflejan adecuadamente la importancia
de una componente de un sistema.

Ejemplo 5.5 Supongamos que tenemos el sistema

1 3

o
, TG

en el que se estima (el fabricante lo certifica mediante la normativa 1SO-
9000) que la probabilidad de fallo de una componente arbitraria es muy pe-
quefia. Veamos a continuacion los resultados que obtenemos para medir la
importancia de las componentes utilizando distintos indices.

En términos de Teorfa de Juegos se trataria de un juego simple de 5 jugadores
cuyo conjunto de coaliciones ganadoras minimales viene dado por:

W = {{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}}

e Semivalor arbitrario

W; = 3p; + 3p2 + p3, para i = 1,2
U, = 2p; + po, para ¢ = 3,4, 5.
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1
e Banzhaf (Birnbaum), en donde p, = —, k =1, ..

)
167 )
7
B8, = 16’ para i =1,2
8, = i rat=3,4,5
T 167 pa’ a1l = ? 7 *
es decir, la proporcién es 7:7:3:3: 3.
1
e Shapley (Barlow y Proschan), en donde py, = m, k=1,..,5.
k
P, , para1=1,2

"~ 30

4
P, = 30° para ¢ = 3,4, 5.

es decir, la proporcién es 9:9:4:4: 4.

e Semivalores centralizados 3] y ®%

Dado que es imposible que el sistema funcione con una componente,
parece légico utilizar los semivalores modificados 3] y ®3.

Si consideramos (7, definido por:
po=0

1 1
pi = = —parai=1,2,3,4

s

obtenemos

7
(B1)i = 77 parai =1,2

3
(81)i = T parai=3,4,5.

En este caso las proporciones son 7:7:3:3: 3.

Si consideramos ®%, definido por:

po=10

pi = = parat=1,2,3,4
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obtenemos ]
(@) = 5, para i = 1,2

2
(®1); = g bara i=3,4,5.
En este caso las proporciones son 9:9:4:4 : 4.

Teniendo en cuenta que en el sistema descrito se observa que no hay
contribuciones marginales de tamano 0 ni de tamano 4, es decir, los
unicos coeficientes relevantes son py, ps ¥ p3, no es de extranar que las
proporciones sean las mismas que las obtenidas al estudiar Banzhaf y
Shapley respectivamente.

e Banzhaf modificado ﬁ%

Bajo las hipétesis mencionadas (probabilidad de fallo de cada compo-
nente muy pequena) es altamente improbable que el sistema funcione
y a su vez tres componentes no lo hagan (o equivalentemente, que un
sistema funcione con solo dos componentes).

Por ejemplo, si el fabricante precisa que 1 —p = 0.01 es la probabilidad
de fallo de cada componente, la probabilidad anterior es

6p*(1 —p)* = 6(1 —p)° =6-107°,

cantidad practicamente despreciable en comparacién con la probabili-
dad de que el sistema funcione y funcionen tres o cuatro componentes,
que es

9p*(1 — p)? + 5p*(1 — p) = 9(1 — p)® + 5(1 — p) = 0.0509.

Por esta razén parece razonable no tener en cuenta las contribuciones
marginales a coaliciones de tamano uno, es decir, considerar p; = 0 y
a partir de aqui utilizar el semivalor 3 definido por:

Los resultados son:

4
(83); = T parai=1,2

1
3 ; — —— ) =
(83)i 10’ para i = 3,4, 5.

La proporcién es ahora 4 : 4 :1:1:1.
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e Shapley modificado ®3

Utilizando el semivalor anterior, ﬂg, no se discrimina entre las contribu-
ciones marginales de coaliciones de tamano 2 y las de tamano 3, siendo
mucho més probable, como acabamos de ver, que si el sistema funciona
sea debido a que cuatro de sus componentes lo hagan y no a que sélo
lo hagan tres de ellas. Estas probabilidades son, respectivamente

5pt(1 —p) ~5-1072,
93 (1 —p)?~9-1074

Por esta razén parece légico aplicar un semivalor que discrimine a favor
de las contribuciones marginales de las coaliciones de tamano 3 frente
a las de tamarno 2, tal y como hace ®3.

En este caso ®3 viene definido por:

p0:p1:p4_210 B
(") (i)
bi =

_mg—m1+1: 2

para i = 2,3,

y obtenemos

(®); = 2, para i =1,2

1
(@3); = T30 Para i=3,4,5.

La proporcién es 9:9:2:2: 2.
e Shapley modificado ®3

Teniendo en cuenta el razonamiento anterior podemos considerar la
discriminacién hasta el caso extremo en que p, = 0, lo que nos lleva al
valor ®3 definido por:

pi =0 parat=0,1,2,4

(" 1
p3_m2—m1+1 _Z
y obtenemos

1
(q)g)z = Z, para 1= ]_, 2

(®3); =0, para i = 3,4, 5.
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Comentarios

1. Si el juego (sistema) es conocido de antemano y se tiene informacién
exégena del mismo (como pueden ser las probabilidades de funciona-
miento de las componentes de un sistema) parece 16gico aplicar modi-
ficaciones de los indices de Shapley y de Banzhaf.

2. Si las probabilidades de funcionamiento son desconocidas y no existe
ninguna razén que nos permita suponer que sean grandes o pequenas
nos decantamos por aplicar el indice de Banzhaf.

3. En el ejemplo anterior nos inclinamos por aplicar ®3 o ®3, si bien,
como veremos en la siguiente seccion, serfa mds apropiado considerar
un semivalor que "respete” las probabilidades, si éstas son conocidas.

4. Si nos restringimos a la Teorfa de Juegos, la utilizacién de los semi-
valores ”versatiles” en situaciones puramente politicas, como pueden
ser los resultados de unas elecciones, es del todo realista puesto que la
probabilidad de que se formen coaliciones de gran tamano es pequena
ya que existe un trasfondo ideolégico que juega un papel fundamental
en dichas posibles uniones.

5.4.2 Importancia relativa de una componente de un
sistema a partir de las probabilidades de funcio-
namiento de cada una de ellas

Supongamos ademds en esta secciéon que cada componente tiene una proba-
bilidad p; de estar en funcionamiento durante un determinado intervalo de
tiempo y una probabilidad complementaria ¢; = 1 — p; de estar en estado de
fallo. Sea X = (X3, ..., X,,) la variable aleatoria que representa el estado de
cada componente

Y, — 1 sila componente ¢ funciona
! 0 si la componente ¢ no funciona

Supondremos que las componentes son independientes. El estado del sistema
viene dado por la variable f(X), definida por

fX) =

1 si el sistema funciona
0 si el sistema no funciona
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La fiabilidad del sistema no es mas que la probabilidad de que el sistema
funcione, es decir,

Pr{f(X) =1}.

Definicion 5.11 La funcion de fiabilidad de una funcion estructura con
componentes independientes, f, dada en N es la funcion f : [0,1]" — [0, 1]
definida por

f(p) =Pr{f(X) =1} = {Hﬁj H(l—ﬁj)},

sew J€5 ¢S

en donde p = (p1, ..., Pn)-

Observemos que f no es mas que la extensién multilineal de f. En térmi-
nos de Teorfa de Juegos, se refiere a la extensién multilineal de la funcién
caracteristica del juego dada por Owen.

Ejemplo 5.6 La siguiente figura representa un sistema en serie de n com-
ponentes. Estos sistemas funcionan si y solo si funcionan todas sus compo-
nentes.

1 2 n
) )

-

Su funcién estructura viene dada por:

n

f(X)=]]z; paraxe{0,1}",

=1

y su funcién de fiabilidad sera:

~

f(P) =p1-p2- ... pn para todo p € [0, 1]".

Ejemplo 5.7 Un sistema en paralelo funciona si y sélo si como minimo
alguna de sus componentes funciona. Su diagrama aparece en la siguiente
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figura:

-

SN

0

Su funcién estructura viene dada por:

n

fxX)=1-J](1 —=;) paraxe{0,1}",

=1

y su funcién de fiabilidad sera:

fP)=1—(1—=p)(1 =p2)...(1 = p,) para todo p € [0,1]".

En este contexto podemos formularnos la siguiente pregunta: ;Cuél es la
probabilidad de que el sistema funcione con la componente ¢ en posicién
"ON” y no funcione con la componente ¢ en posicién ”OFF”?

Para dar respuesta a esta cuestion es necesario definir una distribucién de
probabilidad para las pg, kK = 1,...,n. Aunque existen muchas formas de
definir esta funcién de probabilidad, a continuacién pasamos a definir dos
posibles casos que son utilizados en términos de Teorfa de Juegos.

Suposicion de independencia: Cada py, es elegido independientemente a partir
de la distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Suposicion de homogeneidad: Un nimero p es elegido a partir de la distribu-
ci6n uniforme en [0, 1] y pr, = p para todo k.

La respuesta a la pregunta anterior bajo la suposicién de independencia la
encontramos en el indice de Banzhaf (Birnbaum). Sin embargo, bajo la
suposiciéon de homogeneidad, la respuesta nos la da el indice de Shapley-
Shubik (Barlow y Proschan), obteniendose en este caso el conocido resultado:
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La expresion anterior del indice de Barlow y Proschan nos permite afirmar,
por lo tanto, que ®; es la probabilidad de que la componente ¢ cause el fallo
del sistema bajo la suposicién de que la vida de las componentes es una
variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida.

Si nos restringimos exclusivamente al caso que nos ocupa y dejamos de lado
los razonamientos que son utilizados en la Teorfa de Juegos, podemos anadir
una tercera posibilidad basada en el hecho de que las probabilidades de fun-
cionamiento de cada una de las componentes del sistema sean conocidas en
un intervalo de tiempo determinado. Bajo esta nueva hipétesis veremos co-
mo es posible dar respuesta a la pregunta formulada inicialmente a través de
los semivalores binomiales (ya definidos en la Seccién 5.2 y que ahora recu-
peran parte de su protagonismo) y una clase de valores probabilisticos que
apareceran en la parte final del capitulo.

En este contexto podemos dar una nueva interpretacién a los coeficientes de
ponderaciéon que definen a un semivalor binomial y a partir de él medir la
importancia relativa de las componentes de un sistema conocidas sus proba-
bilidades de funcionamiento, que serdn precisamente el valor p (0 < p < 1)
que define al semivalor binomial WP. Es decir, p serd ahora la probabilidad
de cada una de las componentes de un sistema funcione en un intervalo de
tiempo determinado y WP vendra definido por los coeficientes de ponderacién
pe=p"1—p)" F k=0,...,n—1.

Ejemplo 5.8 Consideremos el sistema serie-paralelo formado por dos sub-
sistemas cuyo diagrama viene dado por

Para un semivalor arbitrario, ¥, los resultados son:

W1 = 2p1 + ps.
W, = p1, para ¢ = 2, 3.

Utilizando el razonamiento anterior sabemos que p es la probabilidad de que
cada una de las 3 componentes de las que consta el sistema funcione. A partir
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de aqui construimos el semivalor binomial WP, cuyos coeficientes ponderados,
tal y como hemos definido en la Seccién 5.2, son:

po=(1-p)°=¢’
p1=p-q=p(l-p)
p2 = .
Asi pues, para un semivalor binomial arbitrario, los resultados serian:
P =2p—p?,
VP =p —p? parai=2,3.
La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos con WP, para p = 0.99, y
para los indices de Shapley-Shubik y de Banzhaf:

i (o8] v
1 [ 2] 2710.9999
2,3 | < | 1 ]0.0099

Las proporciones son, respectivamente, 4:1:1,3:1:1y 100:1: 1.

Ejemplo 5.9 Consideremos el sistema cuyo diagrama viene dado por
1 ~5
R
3 B

Si se traslada a la Teorfa de Juegos se trata de un 6-juego simple en el que
sus coaliciones ganadoras minimales son

W ={{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5}, {1, 3,6} }.
Para un semivalor arbitrario, ¥, los resultados son:

Wy = 6p2 + 9ps + 5pa + ps.
W, = 3ps + 3p3 + p4, para i = 2, 3.
W, = 2ps + ps3, para i = 4,5, 6.

La siguiente tabla muestra los diferentes resultados obtenidos en funcién de
los semivalores utilizados:

i (lg)i (BDi | (B3)i | @
RAIEAE A EE T
L) 32 16 60
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En este caso el semivalor WP viene definido por los coeficientes de pondera-

cion:
5

bPo=4q
p=p-q
pe=p*-¢
ps=p°- ¢
pr=p*-q
p5:p5

Para p = 0.99 los resultados son:
i v
1 0.99989899

2,3 | 0.009899987
4,5,6 | 0.000098989

La proporcién es en este caso 10.100 : 100 : 1

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos por Owen para el cdlculo, tanto
del valor de Shapley como el de Banzhaf, a partir de la extensiéon multilineal,
los indices respectivos de Barlow y Proschan y Birnbaum pueden calcularse
andlogamente a partir de la funcién de fiabilidad como:
L aa
af
Q= [ ==(»p, ....p)dp
0 0 Di

.
FLl L

ﬁi - 8_@(2’ Ea D)
Los resultados obtenidos en la Seccién 5.2 son extrapolables a la Fiabilidad de
Sistemas, para ello es suficiente tan solo substituir el concepto de extension
multilineal por el de funcién de fiabilidad. Concretamente, recordemos que
la Proposicién 5.3 nos permitia obtener los semivalores binomiales a partir
de la E.M.L del juego. El siguiente resultado no es méas que su interpretacion
en términos de Fiabilidad de Sistemas:

Proposicion 5.11 Si ¥? es un semivalor binomial definido por los coefi-
cientes p, = p*¢" 1%, para k = 0,...,n— 1, en donde p (0 < p < 1) es la
probabilidad (conocida) de que funcionen cada una de las componentes de un
sistema en un intervalo de tiempo determinado,entonces
of
\ij —_ == sy eeey V',
P = g PP ) i

(3
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en donde fes la funcion de fiabilidad del sistema.

1
El indice Birnbaum (Banzhaf) se obtiene tomando p = RL utilizando la

proposicién anterior, se deduce el resultado que hemos comentado anterior-
mente, es decir,
of 11 1
Gi===(=,=,....,=).
0p;°2° 2772

Corolario 5.4 Si ¥? es un semivalor binomial enelquep (0 <p <1)esla
probabilidad (conocida) de funcionamiento de cada una de las componentes
del sistema, entonces ¥? puede interpretarse como la probabilidad de que el
sistema funcione con la componente 7 en posicion "ON” y no funcione con
la componente ¢ en posicion "OFF”.

Demostracion:

La probabilidad de que el sistema funcione con la componente ¢ en posicién
"ON” y no funcione con la componente i en posicion ”OFF” viene dada en
general por

~

of . _ _ _ _
55 (P1.P2, - Dn) = > {IIn I1( -5}
pi SCN—{i} €5 €S
Sew e
su{ilew

En nuestro caso, teniendo en cuenta que la probabilidad de funcionamiento
de cada una de las componentes es conocida y vale p, la expresiéon anterior

0
queda reducida a a—j(p, D, ..., p) que, utilizando la proposicién anterior, no

K3
es més que V2. 2

Ejemplo 5.10 Consideremos de nuevo el sistema

2

y calculemos, aplicando la proposicion anterior, el semivalor binomial de cada
componente.
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La funcién de fiabilidad es

~

f(p1,D2,03) = p1p2(1 — p3) + p1(1 — p2)ps + D1D2Ps = p1P2 + P1Ps — P1D2Ds

Calculemos las derivadas parciales respectivas:

~

of . _ _ -~
5rmmmm=m+m—mm
D1

oFf I
8—172(17171727173) =P1— P1p3

~

0L 51,5 0) = 1~ BiF

a3~ W1, P2,P3) = P1 — P1P2-

O ps
Si ahora evaluamos estas parciales en (p, p,p) obtenemos los semivalores bi-
nomiales de cada componente.

~

af

\ij:_,v s s :2 J— 2

] am@pp) p— D
of

5 a@mnm pP—Dp
of

3 8%@%m pP—Dp

En particular, si evaluamos las parciales anteriores en p = 3 obtenemos el

valor de Banzhaf

3
b= 7
3
52 — /63 - 17
y si las integramos entre 0 y 1 obtenemos el valor de Shapley:
2
q)l — g
1
(I)g - q)g - 6

Teniendo en cuenta el razonamiento utilizado en los ejemplos precedentes,
parece légico preguntarnos qué ocurrirfa si las probabilidades de funciona-
miento de cada una de las componentes del sistema no fueran las mismas.
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La respuesta a esta pregunta nos lleva a considerar valores probabilisticos.
Recordemos, para un mejor entendimiento del problema, cual es su caracte-
rizacion.

Teorema 5.4 (Weber, 1988) Fijado i € N y dados {p : S C N — {i}}

tales, que para toda S C N — {i}, > p4s =1y pL >0 entonces,
SCN—{i}

pilvl = >0 pslu(SU) —u(S)],

SCN—{i}

define un valor probabilistico en Gy, y viceversa.

Observemos que en este caso los coeficientes asociados a coaliciones del mismo
tamano no tienen por qué ser iguales, como ocurria en el estudio de los
semivalores. De aquf se intuye que los valores probabilisticos de grupo que
verifican el axioma de simetria son precisamente los semivalores.

La caracterizacién para el caso concreto de los juegos simples (monétonos)
la obtenemos en el siguiente teorema:

Teorema 5.5 (Weber, 1988) Fijado : € N y dados {p% : S C N —{i}} tales
que paratoda S C N — {i}, > pL=1y ps >0 entonces,

SCN—{i}
el = X s
SCN—{i}
SZEW
sU{itew

define un valor probabilistico en Sy, y viceversa.

Hecho este pequeno paréntesis, veamos cémo podemos generar valores pro-
babilisticos en funcién de las probabilidades de funcionamiento de las com-
ponentes de un determinado sistema.

Proposicion 5.12 Sea 0 < p; < 1, la probabilidad (conocida) de que la
componente j de un sistema funcione, para j = 1,...,n, y sea ¢; = 1 — p;.
Entonces los coeficientes pi, = [ p; [] ¢;, para S C N — {i}, definen un
jes  j¢s
J#i
valor probabilistico, al que denominaremos ;. (Si N = {1} se toma p; = 1).
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Demostracion:

Tenemos que comprobar que:

1. p& >0, para S C N — {i}. Es inmediato a partir de la definicién.

2. > ph=1.
SCN—{i}

Demostraremos que

> o= > (Islle) =11 +a) =1

SCN—{i} SCN—{i} jeS  j¢sS J#i
i#i

Procederemos por induccion sobre el niimero de jugadores n.

e n—1

Tenemos que py = 1.
e n = 2. Para i # j tenemos que
ph=Gj
Py = Pi
y se verifica pj, +p?{j} =q;+p; =1
e n=23. Parai # j, ky j # k tenemos que

)

p@:aj'ak
pi{j}:ﬁj'ak
pi{k}:a}'"ﬁk

p?{jﬂﬂ} = ]73 Dk
y se verifica que

> k=G G+ Gt De+DsDe= 0+ 3) Pk +q%) =1
SCN—{i}



5.4. APLICACIONES DE LOS SEMIVALORES A LA FIABILIDAD DE SISTEMAS221

e Supongamos que es cierto para n — 1 y veamos que también se verifica

para n.
>ovs= > (Imlle =1 d. (I II @)@+,
SCN—{i} SCN—{i} jes ]Jgé#:q SCN—{i;n} j€S j;zi%_s#n

aplicando la hipétesis de induccién sabemos que

> (Iw 11 &) =11®+a) =1

SCN—{im} j€S  jgs i
JF#Li#EN i#n

con lo cual

S ps=1lE+4) @ +a) =] +3) =1
SCN—{i} izi J#i

Ejemplo 5.11 Consideremos el sistema serie-paralelo formado por dos sub-
sistemas del Ejemplo 5.9, y cuyo diagrama venia dado por

2

T

Para un valor probabilistico arbitrario, los resultados son:

P1 = Doy T Plgy T Plagy
Yo = p%l}

Y3 = ngfl}'
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El semivalor probabilistico ; viene definido, teniendo en cuenta la proposi-
cién anterior, por los coeficientes
p%g} = D2 Q3
1 o o~ o~
D3y = P32
T~ o~
Piogy = P2 P3
2 o ~ o~
Py =DP1 43
3 _ ~ o~
Py = P12
Por lo tanto,
%1 252 : Z];3 +IZ3'E]V2~+Z73 “P3=Dp2+DP3— D2 D3
$Yo=P1"43=DP1—DP1°DP3
PY3=DP1q2=DP1—P1°P2

Tomando p; = 0.9, p, = 0.5y p3 = 0.1, los resultados que se obtienen son:

5, = 0.55

Tomando p; = 0.5, p, = 0.9 y p3 = 0.99, los resultados que se obtienen son:

3, = 0.999
By = 0.005

Observemos, tal y como comentdbamos anteriormente, que se pierde la sime-
tria, puesto que 213, y sin embargo ¢, # ;.

De manera andloga a lo realizado para el célculo de semivalores binomiales,
procedemos a continuacién a presentar una manera de calcular esta clase de
valores probabilisticos a partir de la funcién de fiabilidad.

Proposicion 5.13 Fijado i € N, si @, es un valor probabilistico definido

por los coeficientes pis = [] p; [[ &, para S € N — {i}, siendo g; = 1 — pj,
JES k¢S
ki
entonces

~

~ of . - ~ ‘
Y; = a_j(pbp%“'apn) VZ,

1



5.4. APLICACIONES DE LOS SEMIVALORES A LA FIABILIDAD DE SISTEMAS223

en donde fes la funcion de fiabilidad del sistema.

Demostracion:

La funcién de fiabilidad viene dada por

JjeS  j¢S

Fu.paBn) = > {Hﬁj [1a —1’9})}

y, tal y como hemos comentado anteriormente,

of - _ -
?(pbp%'“apn) = Z {Hp] H(l_pj)}
pi SCN—{i} J€5 ¢S
SEw iz
SU{itew

Teniendo en cuenta la caracterizacién de los valores probabilisticos de un
juego simple dada en Teorema 5.5 sabemos que si ¢, es un valor probabilistico,

entonces
©;= D, Ds-

SCN—{i}
SEW
Su{itew

En nuestro caso tenemos

~

= Y Inlai= ¥ {HﬁjH(l—@)}z%(ﬁl,ﬁg,...,ﬁn)-

SCN—{iy 75 329 SCN—{iy 15 329
SZW SZW
Su{itew Su{itew

Corolario 5.5 Fijado i € N, si ¢, es un valor probabilistico definido por los
coeficientes piy, = [ p; ] @, para S C N —{i}, siendo ¢; = 1—p;, entonces

jeS k&S
J kgei

©; puede interpretarse como la probabilidad de que el sistema funcione con
la componente : en posicién “ON” y no funcione con la componente i en
posicion "OFF”.
Demostracion:

Anidloga a la del Corolario 5.4. 2
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Ejemplo 5.12 Apliguemos este resultado al ejemplo anterior.

La funcién de fiabilidad es

~

[ (D1, P2,p3) = p1b2(1 — P3) + p1(1 — P2)Ps + P1P2P3 = P1b2 + D1P3s — P1D2ps

Calculemos las derivadas parciales respectivas:

~

of - - -, - -~ < <
a—~(p1,p2,p3)=p2+p3—p2'p3
P1

O (51,52, B) = B1 — B - B
0]72 1, M2, M3 1 1 3

af Gobofs) =1 —Br -5

a3~ \P1;,P2,P3) =P1 — P1"P2

dps
y vemos que efectivamente coinciden con ¢, ¢, y @3, calculados anterior-
mente.

Finalmente, si nos restringimos a Teoria de Juegos, comentar que estos tl-
timos resultados son extrapolables a juegos cooperativos, no necesariamente

simples.



Conclusiones

La motivacion y uno de los objetivos del trabajo es, como ya hemos comen-
tado anteriormente, contribuir en la medida de lo posible al desarrollo de la
Teorfa de Juegos y de sus aplicaciones, dando especial importancia a aquéllas
que la acercan a campos, en principio tan distintos, como la Electrénica, la
Teoria de Circuitos o la Fiabilidad de Sistemas, sin por ello dejar de lado las
clésicas aplicaciones a la Economia y a la Politica. El paralelismo entre las
dreas anteriormente citadas y la Teorfa de Juegos queda patente a lo largo de
la memoria, concretamente en los capitulos segundo, cuarto y quinto. Debe-
mos aclarar, sin embargo, que los resultados que se obtienen son originales,
y en ningin caso han sido trasladados de la Electrénica, de la Teorfa de Cir-
cuitos o de la Fiabilidad de Sistemas a la Teorfa de Juegos. A continuacion,
pasamos a resumir los principales resultados obtenidos.

El primer capitulo es un compendio de los conceptos y resultados conocidos
que constituyen el punto de partida de esta memoria.

El segundo capitulo hace referencia exclusivamente a los juegos de mayoria
ponderada, concretamente a las representaciones estrictas de esta clase de
juegos. Nuestro principal resultado es la determinacién del méximo porcen-
taje permitido en la variacion de los pesos y de la cuota de una representacion
estricta de un juego de mayoria ponderada que hace posible que el juego no
varfe, al que denominamos amplitud de la representacién. Este problema
tiene sentido en términos de Fiabilidad de Sistemas o de la Electrénica, en
donde, como ya hemos comentado, los juegos de mayorfa ponderada se iden-
tifican con los sistemas aditivos y con las funciones interruptor con umbral,
respectivamente. Como casos particulares estudiamos situaciones en las que
las modificaciones afectan tan solo a un determinado mimero de jugadores
y/o a la cuota, obteniendo asf la que hemos denominado amplitud coalicio-
nal de la representacion, y situaciones todavia més concretas en las que tan
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solo se modifican los pesos de dos jugadores, pero se exige que la suma de
pesos de ambas representaciones sea constante. En este tltimo caso estamos
refiriéndonos a la amplitud coalicional con suma de pesos constante.

En el tercer capitulo aparece ya el concepto de solucién de un juego simple,
mds concretamente, de los que denominamos juegos simples completos con
minimo. Realizamos un estudio exhaustivo de esta clase de juegos a partir de
sus invariantes caracteristicos. Concretamente, calculamos el nucleolo como
la solucién de un sistema lineal de ecuaciones, reduciendo de esta manera
el programa lineal necesario para su cdlculo. Vemos también como es posi-
ble determinar la maximalidad del nicleo teniendo en cuenta el nimero de
jugadores con veto y de jugadores nulos del juego. El tltimo concepto de
solucion que tratamos es el de semivalor, y que volverd a aparecer en el tlti-
mo capitulo de la tesis. El método que proporcionamos para calcularlos estéd
basado en el hecho de que jugadores indiferentes tienen el mismo semivalor y
reduce substancialmente los cédlculos requeridos en la utilizacién del método
tradicional. Por 1ltimo, y como consecuencia de la determinacién de la co-
bertura superaditiva de un juego completo, deducimos bajo que condiciones
un juego completo es superaditivo.

El cuarto capitulo estd dedicado al cédlculo de la dimensién de ciertos jue-
gos simples, para lo cual es indispensable retomar de nuevo el concepto de
juego de mayoria ponderada para, a partir de él, definir el concepto de di-
mension de un juego simple. En la primera parte determinamos la dimension
de los juegos completos con minimo a partir de sus invariantes caracteristi-
cos. Como consecuencia inmediata de este resultado se prueba que es posible
construir juegos de este tipo de cualquier dimensién. En la segunda parte del
capitulo determinamos la dimensién de juegos que son composicién de juegos
individualistas via unanimidad y de composiciones de juegos de unanimidad
via individualismo. En Fiabilidad de Sistemas ambos tipos de juegos son
interpretados como sistemas serie-paralelo y sistemas paralelo-serie, respec-
tivamente, pudiéndose, por lo tanto, extrapolar los resultados obtenidos en
esta parte del capitulo a este campo. Al igual que en el caso de los juegos
completos con minimo, se demuestra que estos tipos de juegos generan juegos
simples de cualquier dimensién. Finalmente determinamos la dimensién de
juegos simples que son una generalizacion de los dos tltimos.

El 1ltimo capitulo estd dedicado principalmente al estudio y caracterizacién
de los semivalores sobre juegos simples monétonos, aunque en la parte final
del mismo se haga una breve mencién de los valores probabilisticos. De
la caracterizacién mediante coeficientes de ponderaciéon se deduce que los
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semivalores sobre juegos simples monétonos generan un subespacio vectorial
de dimensién n en el espacio de las aplicaciones de S en R™ que verifican el
axioma de transferencia. Teniendo en cuenta que podemos determinar una
base de este subespacio formada por los llamados semivalores binomiales y
que éstos pueden calcularse a partir de la E.M.L. del juego sobre el que
se aplican, se deduce que todo semivalor también puede calcularse de esta
forma.

Los coeficientes de ponderacion nos permiten definir también los que hemos
denominado polisemivalores hereditarios y que creemos mas adecuados para
establecer comparaciones entre el poder de determinados jugadores en juegos
con distinto nimero de jugadores (por ejemplo, entre un juego y un subjuego
o un juego y un juego inducido). Entre las propiedades que se estudian en el
capitulo cabe destacar la caracterizaciéon del valor de Banzhaf como el 1inico
polisemivalor hereditario que verifica los axiomas de superaditividad y de
subaditividad, ampliando asi los resultados existentes en este tema. En la
parte final del capitulo se presentan diversas aplicaciones de los semivalores
y los valores probabilisticos a la Fiabilidad de Sistemas, utilizando parte de
los resultado obtenidos en la primera parte.

Ademas de los resultados particulares que se han obtenido y que acabamos
de resumir brevemente, exponemos a continuacién otros aspectos globales de
la memoria que deseamos destacar como conclusiones mas relevantes.

Los desarrollos tedricos que hemos realizado en los diferentes capitulos han
sido ilustrados posteriormente mediante ejemplos, utilizando, siempre que ha
sido posible, situaciones reales, a los que les han aplicado las nuevas técnicas
y resultados obtenidos.

Aunque en la memoria aparecen dos partes temdticas bien diferenciadas,
existen diversos elementos que sirven de nexo entre ellas y que son utilizados
recurrentemente en ambas, proporciondndole homogeneidad de estilo y de
metodologia. Esta dicotomia tematica no impide que el objetivo perseguido
sea comun.

Mientras que en una de estas partes se hace referencia exclusivamente a
juegos de mayoria ponderada y a la representabilidad de determinados juegos
simples como interseccion de ellos (Capitulo IT y Capitulo IV), en la otra se
aborda el concepto de solucién de un juego simple. Concretamente, en el
Capitulo IIT se estudian y calculan diferentes conceptos de solucién de los
juegos completos con minimo y en el Capitulo V el estudio se centra en los
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semivalores sobre juegos simples monoétonos.

Por 1ltimo comentar que alguno de los resultados que aparecen en la tesis
han sido publicados y presentados en diferentes congresos y seminarios.

Articulos publicados:

(a) J. Freixas y A. Puente (1998): ” Amplitude of weighted majority
games: strict representations”. Qiiestii6 23, 1, 43-60

(b) J. Freixas y A. Puente (1999): ”Complete games with minimum”.
Annals of Operations Research 84, 97-109.

Participacion en congresos, cursos y seminarios:

(a) J. Freixas y A. Puente: ”Complete games with minimum”. In-
ternational Workshop on Game Theory and Politics & Spanish
Meeting on Game Theory, Santiago de Compostela, julio 1996.

(b) J. Freixas y A. Puente: ”Tolerancia”. XXIIII Congreso Nacional
de Estadistica e Investigaciéon Operativa, Valencia, marzo 1997.

(c) J. Freixas y A. Puente: participaciéon en el seminario ”Juegos
de mayorfa ponderada”, organizado por el Departamento de Es-
tadistica e Investigacién Operativa de la Universidad Piiblica de
Navarra del 11 al 13 de febrero de 1998.

(d) J. Freixas y A. Puente: ”Postulados para indices de poder basados
en contribuciones marginales”. Third Spanish Meeting on Game
Theory and Applications, Barcelona, junio 1998.

(e) J. Freixas, S. Gémez, F. Mallor y A. Puente: ”Dimensién de com-
posicién de juegos individualistas via unanimidad y composicion
de juegos de unanimidad via individualismo”. XXIV Congreso
Nacional de Estadistica e Investigaciéon Operativa, Almerfa, octu-
bre 1998.

Conferencias, cursos y seminarios impartidos:

(a) A. Puente: conferencia titulada ”Tolerancia y amplitud de juegos
de mayoria ponderada estrictos” en el Departamento de Estadisti-
ca e Investigacién Operativa de la Universidad Piblica de Navarra
el 13-02-98.
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