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Introduccio

El problema parabolic no lineal

w = Au+ f(u), aQ,
w, = 0, a 09, (1)
u(z,0) = uo(x),

en un domini acotat {2 C R” representa I’evolucié en el temps de la concentracid
u d’una determinada substancia en un contenidor isolat, el qual esta sotmés
als efectes d’una reaccié no lineal representada per la funcié f i d’una difusio

lineal homogenia.

Es facil comprovar que els zeros de la funcié f sén solucions d’equilibri
constants per al problema (1). L’existéncia de solucions d’equilibri estables
no constants per al problema (1) i amb n > 2 és un fenomen important, que

sovint s’anomena “morfogenesi” o formacié de patrons.

Motivats per aquest problema amb condicions de contorn de Neumann
homogenies, el que anem a presentar en aquesta memoria pretén contribuir
a l’estudi de solucions d’equilibri estables no constants per a una equaci6 de
difusié amb condicions de contorn de Neumann no lineals. El problema que

considerarem és el segiient:

u, = f(u), aodfd. 2

{ w = Au, afl,
Suposem que el domini Q C R", n > 2, és acotat i amb frontera 0€) regular.

. 0 . . .
En la condicié de contorn, — denota la derivada normal en sentit exterior a

ov



la frontera. La solucié u = u(z,t) és una funcié de Q x R en R i la funcié
f(u): 002 — R.

De manera semblant a alld que deéiem per al problema (1), podem inter-
pretar (2) com l'equacié que modela 'evolucié d’una concentracié sota els
efectes conjunts d’una difusi6 lineal homogenia a l'interior d’un contenidor i
una reaccio no lineal que succeeix tinicament a la frontera i que ve representada

per f. Per exemple, per la presencia d’un catalitzador.

L’observacié de fenomens fisics, quimics, biologics i d’enginyeria que es
poden modelar amb aquest tipus d’equacions presenten sovint condicions de
contorn no lineals. Aquest fet fa augmentar l'interés en ’estudi de problemes

com el (2).

Tal com passa per al problema (1), els zeros de la funcié f sén solucions
d’equilibri constants del problema (2). Ens preguntem, pero, per Iexistencia

o no de solucions d’equilibri estables no constants.

Observem, per exemple, que si el domini €2 és no connex es poden construir
de manera trivial equilibris estables no constants assignant a cada component
connexa diferents valors constants oy, tals que f(a;) =01 f'(o;) < 0. (Lesta-
bilitat d’aquests equilibris no és immediata i se seguira d'un principi d’esta-
bilitat per linealitzacié per al problema (2), tal com es veura en el capitol 2

d’aquesta memoria.)

Com ja es pot deduir del que acabem de dir, en el moment que varem
decidir estudiar equilibris estables, es feia necessari tenir criteris per tal de
determinar l’estabilitat de les solucions d’equilibri. Per exemple, un principi

d’estabilitat per linealitzacio.

Amb aquest objectiu se’ns va fer necessari un estudi més profund del prob-
lema de valor inicial per a (2). Es per aixd que alld que varem qiiestionar-nos
en un primer moment era en quins espais de funcions estava ben plantejat el
problema i quines condicions calia imposar sobre f per tal de tenir existéncia i
unicitat de solucié. Una vegada resolta aquesta qiiestié intentariem obtenir un
principi d’estabilitat per linealitzacié. En el primer capitol d’aquesta memoria

respondrem a les quiestions d’existencia i unicitat i dedicarem el capitol 2 a les



d’estabilitat dels equilibris.

Es conegut que la formulacié abstracta de problemes de valor inicial per a

equacions de reaccid-difusié com
U,t—AU, = g(U), aQa

ou

5 = f(u), aodQ, (3)
u(zr,0) = wup(z) .

en un domini acotat 2 C R, com un problema d’evolucié en un espai de

funcions s’acostuma a fer, quan les condicions de frontera sén lineals, incorpo-

rant les esmentades condicions en la definicié de I'espai de fases. Destaquem

algunes referencies: [20], [30],

Ara bé, els problemes amb condicions de contorn no lineals sén quelcom més
dificil, com es pot veure a [3], [4], [5], [7] 1 [12]. La incorporaci6 en aquest cas
de les condicions de contorn a l'espai de funcions no déna un espai vectorial,
per la qual cosa I'is de les técniques de 1’Analisi Funcional sembla, en una

primera aproximacié al problema, no massa senzill.

Existeix un cami, suggerit per H. Amann, per tal de poder superar aque-
sta dificultat. Aquest punt de vista ha estat usat per ell mateix en I'estudi
de problemes parabolics quasilineals i de sistemes amb condicions de contorn
no lineals, com es pot veure a [3], [5]. Igualment, altres autors, com per ex-
emple [12], [34], estudien problemes diversos amb condicions de contorn no
lineals usant les tecniques i els resultats de H. Amann. En aquesta memoria
desenvoluparem en una primera part el punt de vista de H. Amann per al
cas d’equacions paraboliques semilineals amb condicions de contorn de tipus

Neumann no lineals, com a (3),

Abans, pero, d’iniciar 'estudi del problema (2), ens va semblar natural
comencar pel cas més senzill d’un interval, és a dir, per a dimensié n = 1. Els
resultats obtinguts ens semblen prou interessants com per reservar un espai,
Papendix A, on exposar-los. Cal dir que aquest va ésser el primer contacte
amb el problema (2) i que el que s’obté per als equilibris resulta il-lustratiu

per a alguns casos de dimensié major, com els que presentarem al capitol 4.

Tornem novament al problema (2), per a dimensié n > 2. De fet, els



resultats d’existencia i unicitat de solucio i el principi d’estabilitat que donarem
en els dos primers capitols de la memoria seran per al problema més general (3).
Amb els resultats que veurem als capitols 1 i 2 ja es tenen les eines necessaries
per tal d’estudiar el nostre objectiu principal: ’existencia o no d’equilibris

estables no constants per al problema (2).

Els tres darrers capitols d’aquesta memoria estaran dedicats a aquestes
questions de la morfogenesi. Concretament, en el capitol 3 veurem alguns
casos on no és possible que existeixin equilibris estables no constants i en
els dos ultims, és a dir, en els capitols 4 i 5, es veuran alguns exemples on
si es tindra existencia d’equilibris estables no constants. En el capitol 4 es
consideraran dominis a R®, n > 2, connexos amb vora disconnexa i en el

capitol 5 dominis amb vora connexa.

Finalment, després de I’apendix A que citavem abans, acabarem la memoria
amb un segon apendix on es fan calculs explicits de solucions com aquelles de

les quals s’haura provat I’existencia en el capitol 5.

Descripcié dels resultats

Tal com deiem abans hem utilitzat en el plantejament funcional del nostre
problema el punt de vista que déna H. Amann ([3], seccié 12) per a aquest
tipus de problemes. Aquest punt de vista consisteix, essencialment, en consid-
erar espais de funcions prou grans i veure com, amb una bona eleccié d’aquests
espais, anomenats espais de fase, i dels operadors lineals involucrats, s’acon-
segueix incorporar les condicions de contorn en una equacié semilineal com

una nova no linealitat.

Aixi doncs, en el capitol 1 es mostrara com es pot formular de manera

semilineal el problema (3), és a dir, en la forma

u = Au+ F(u),
{u(()) = wug, (4)

on A sera un operador lineal i F' contindra tant la part no lineal de I'equacio,

g, com la no linealitat de la frontera, f. Per tal d’arribar a la formulacié



semilineal (4) considerarem una col-leccié d’espais de funcions obtinguts per
interpolacié entre els espais de Banach W7 ;(Q) i LP(Q2), on W 5(Q) denota
Pespai de les funcions de W72(Q) tals que du/0v = 0 a 0f2. La interpolaci6 ens
donara una col-leccié d’espais de Banach ordenats entre I’espai menor W2 5(€2)
i el més gran LP(Q2), entre els quals triarem els espais de fases. A més, sobre
els espais extrems es poden triar de manera natural uns operadors lineals A,
1Ay, Aoy : WI)Z,B = LPi A, P — (WI)Z,B)’ tals que A_;, restringit a
WpZ,B coincideixi amb Aj, i de manera que, sobre els espais intermitjos, les

restriccions de A_; , siguin igualment operadors lineals continus.

Veurem que nosaltres considerarem com a espai de fases 1’espai Wpl(Q),
amb p > n (2 C R*). El que farem, pero, és mirar-nos-el com un espai
d’interpolacio i aprofitar-ne les propietats que aixo ofereix. Aquesta forma
d’escollir I’espai de fases, ens permetra prendre I'espai d’arribada de ’operador
no lineal F més petit que 'espai d’arribada de la part lineal A. Aquesta és una
diferencia notable amb la formulacié que fan alguns autors, com per exemple
D. Henry i A. Pazy, a LP. En aquells casos es té que F' s’aplica d’un subespai

dens d’un espai de Banach en I’espai de Banach.

Per a la formulacié (4) es podra admetre una férmula de variacié de les

constants que donara una equaci6 integral per a la solucid, és a dir,

u(t) = Mg+ | L= A=D) P(y(7)) dr (5)

En la proposici6é 1.1 veurem que si f i g sén funcions de Lipschitz sobre
acotats o bé sén de classe C'(R,R), aleshores F és igualment de Lipschitz
sobre acotats o de classe C', respectivament, de W, en (W;,_Q’B_l/p’)', amb
1/2<p<1/241/2p.

Seguidament, en la seccié 1.3 provarem, en el teorema 1.1, que si F' és de
Lipschitz sobre acotats existeix una tnica solucié per al problema (3) per a
t €10,T) i valor inicial ug € W, donat.

Finalment, a la seccié 1.4 veurem que el sistema dinamic T'(¢) que defineix
(4) a W, i que ve donat per T'(t)ug = u(t) segons (5) és compacte per a tota

t > 0. També ens preguntarem per la regularitat que presenta la solucié. En



la proposicié 1.2 es provara que la solucié de (4) u és derivable respecte de ¢ a
valors a Wpl, cosa que usarem per tal de provar en el teorema 1.3 que la solucié
u(z,t) de (4) és de classe C! en t a valors a C*(2) i de classe C>T*(2) per a

t > 0, per a alguna a > 0. A més, u(x,t) és solucié classica del problema (3).

Una vegada vistos aquests resultats d’existencia, unicitat i regularitat de
la solucid, en el capitol 2 tractarem les qiiestions de ’estabilitat dels equilibris.
Aquest segon capitol esta dividit en dues seccions. En la primera donarem
un principi d’estabilitat i inestabilitat per linealitzacié per al problema (3).
Aquest és el resultat que es recull en el teorema 2.1 i que ens ddna el caracter
estable o inestable d'un equilibri en funcié del signe de ’espectre de 'operador

lineal que apareixera en la linealitzacio.

En la segona seccié donarem una caracteritzaciéo més assequible que la que
oferira el principi d’estabilitat de la seccié anterior per al valor propi maxim de
I’operador linealitzat. El que farem en aquesta seccio és donar un quocient de
Rayleigh per al primer valor propi, és a dir, veurem que aquest es pot trobar
com el suprem d’un quocient sobre funcions a W,. Com s’ha dit anteriorment,
nosaltres considerarem que l’espai de fases és Wpl, amb p > n. Aleshores,
I'obtencié del quocient de Rayleigh a Wy no sera suficient sind que caldra
veure que el valor propi trobat amb el quocient donat caracteritza, de fet,
el valor propi maxim de l'operador a Wpl. El teorema 2.2 és el que recull el

quocient del qual parlem.

El tercer capitol 'hem dedicat a la no existencia d’equilibris estables no
constants per al problema (2), és a dir, a I’estudi en funcié de f i de Q2 d’aquells

casos on només poden tenir-se solucions d’equilibri estables constants.

El capitol esta dividit en tres seccions. A la primera es déna una acotacid
a priori de la solucié si se suposa que la funcié f és tal que existeixen a i b,
amb a < b, tals que f(u)u < 0siu < aowu>b Aleshores, tota solucié u de
(2) satisfa a < u(z) < b, per a tota x € Q.

La segona seccié parlara de condicions sobre f per tal que tot equilibri
estable sigui una solucié constant. El primer resultat el donarem en el teorema
3.2 1 diu que si f és una funcié com la de la secci6 anterior i és, a més, de

Lipschitz a [a,b] o bé globalment Lipschitz a R, amb constant de Lipschitz



petita, llavors tota soluci6 d’equilibri és constant. Cal notar que no només els

equilibris estables s’obtenen constants, siné que també ho seran els inestables.

El segon resultat, en la mateixa linia anterior, que es donara és un resul-
tat que ja era conegut per a problemes de reaccié-difusié amb condicions de
Neumann homogenies, com el problema (1). R.G. Casten i C.J. Holland a [11]
consideren el problema (1) i proven que si f és una funcié de classe C? amb
f" > 0o f" < 0, aleshores, tota solucié d’equilibri estable és constant. En
el nostre cas, per al problema (2) provarem en el teorema 3.3 que si f és una
funcié concava o convexa en el rang de valors que pren la solucid, aleshores

tota solucié d’equilibri estable és constant.

Finalment, dedicarem la tercera i ultima seccié d’aquest capitol a donar
alguna condici6 sobre el domini per a la qual, com abans, només es tinguin
equilibris estables constants. Per exemple, per al problema (1) R.G. Casten i
C.J. Holland a [11] i H. Matano a [27] proven que si el domini 2 és convex i u
és una soluci6 d’equilibri no constant de classe C*(Q), aleshores, u és inestable.
Per al problema (2) alldo que nosaltres provarem és que si €2 és una bola a R™,
n > 2, aleshores les tiniques solucions d’equilibri estables sén les constants. Si
bé no presentarem un resultat sobre convexos, volem destacar que les tecniques
utilitzades per tal de provar el nostre resultat séon molt diferents d’aquelles que
usen els autors anteriors per als convexos. Aixi doncs, necessitarem provar
que si A = 0 és el primer valor propi de 'operador lineal que s’obté en la
linealitzacié del problema amb funcié propia u, aleshores A és un valor propi

(algebraicament i geometricament) simple i u(z) > 0 per a tota z € €.

Els dos capitols finals de la memoria estan dedicats a la morfogenesi o
formacié de patrons. Aixi doncs, el capitol 4 recollira un resultat d’existencia
d’equilibris estables no constants en dominis amb vora disconnexa. En aquest
capitol i dividit en tres seccions es veura com és possible trobar equilibris
estables no constants si el domini €2 és connex i té la vora disconnexa. Veurem
que en aquest cas s’obté una solucié d’equilibri no constant molt propera a la
solucié de Au = 0 a 2 amb valors constants a cada una de les components de
0L), que hauran d’ésser diferents com a minim a dues d’aquestes components.
Sera ’obtencié de subsolucions i supersolucions la que permetra provar-ho i la

que ens donara “a priori” solucions estables. De fet, en el teorema 4.2 veurem



que la solucié trobada amb aquest metode és no constant i no tan sols estable

sind que resultara asimptoticament estable.

En el darrer i ultim capitol, dedicat com deiem abans també a la mor-
fogenesi, es consideraran, a diferencia del capitol 4, dominis amb vora connexa.
En aquest capitol veurem que existeixen equilibris estables no constants per
a dominis tipus halter (“dumbbell” a la literatura habitual en angles). Nova-
ment, comparant el nostre problema amb (1), es coneixen per a aquest darrer
problema i sota determinades condicions sobre f, resultats que proven l’ex-
istencia d’equilibris estables no constants per a aquests dominis halter. Cal
citar el treball [27] en aquesta linia. Aquest treball de H. Matano va ésser

I'origen de I’estudi del nostre problema en aquest tipus de dominis.

Volem fer notar, pero, que si bé s’obtindran resultats paral-lels a aquells
de [27], les técniques que nosaltres usarem seran molt diferents. Aixi doncs,
mentre Matano basa ’existencia dels equilibris estables no constants en el lema
de Zorn i aprofita la monotonia del flux, nosaltres arribem a provar I'existencia
d’equilibris estables no constants per a (2) basant-nos en la u-dimensionalitat

d’una varietat central.

Els resultats principals d’aquest capitol es donaran en els teoremes 5.2 i
5.3. Els primers d’aquests teoremes donara les condicions que s’han de satisfer
per tal que existeixi algun equilibri estable no constant. En el segon, i sempre
suposant que la funcié f satisfa alguna hipotesi ad-dicional a les dels capitols
anteriors, es veura l’existencia per a tota f d’un domini D per al qual valgui
el teorema primer, és a dir, existeixin equilibris estables no constants. FEl
domini que s’obté té una forma semblant a un halter ja que resulta unié de dos
subdominis disjunts a través d’un tercer subdomini “petit” comparativament

als primers.

Acabarem la memoria amb dos apendixos referents, com ja hem dit abans,
el primer al problema (2) en dimensié n = 1 i el segon a qiiestions numeriques

relacionades amb el darrer capitol.

Com acabem de dir, en relacié al cinque capitol neix ’apendix B. Una
vegada obtinguts els resultats per a dominis de tipus halter ens va semblar

interessant intentar calcular numericament alguns d’aquests equilibris estables



no constants per a un domini fixat d’aquests a R?. Per tal de simplificar
els calculs varem considerar D un domini unié de tres rectangles, dos d’ells

disjunts i grans comparativament a un tercer més estret i petit que els uneix.

Després d’un primer intent usant series de Fourier varem optar per la via
dels elements finits. Aquest cami i els resultats que ens va proporcionar és el
que es recull en I'apéndix B d’aquesta memoria. En aquell es justificara en
primer lloc perque es tria D d’una determinada forma i quina funcié f ens
convindra triar. Una vegada fixats D i f cercarem un conjunt de valors per
a un parametre k£ que haurem afegit davant de la f, de forma que ens situem
sota les hipotesis del capitol 5 i es pugui intentar calcular alguns equilibris

estables no constants, dels quals es va provar ’existencia en aquell capitol.

Finalment, amb un domini fixat i una funcié f donada presentarem en
la darrera seccido com s’ha usat el metode dels elements finits. I per acabar,
donarem alguns grafics que representin algunes solucions d’equilibri estables

no constants.
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Capitol 1

Plantejament funcional

En aquest capitol estudiarem alguns resultats analitics per al problema evolutiu

de reacci6 difusid

w = Au+g(u), aQ,
u, = f(u), a 0 , (1.1)
u(z,0) = wup(z).

Suposem que €2 és un domini acotat amb vora 02 prou regular. Suposem que
f:R—Rig:R — R sén dues funcions amb el grau de regularitat que es
precisara més endavant. Denotem per f(u) = f(u(zx,t)), per a x € 9Q i per
g(u) = g(u(z,t)), peraz € Qonu: AxR—-Ri0<t<oo. Aqui u, denota

la derivada normal exterior i la condici6 inicial uy la suposem coneguda.

Els resultats analitics dels quals parlem donen resposta a diverses de les
preguntes, en torn del problema (1.1), que ens plantejavem a la introduccié an-
terior. Aixi doncs, veurem que (1.1) admet una formulaci6 semilineal a W, (€2)
i que es pot usar, a partir d’aixo, una férmula de variacié de les constants.
També veurem quines condicions caldra imposar sobre la part no lineal per
tal de tenir existencia i unicitat de solucié del problema i acabarem el capitol
amb una seccié dedicada a la regularitat de la solucié i a la compacitat del

semigrup definit pel problema.
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12 1. Plantejament funcional

1.1 Formulacié semilineal

En la primera seccié d’aquest capitol introduirem alguns espais i operadors
per tal que el problema (1.1) es pugui escriure en forma semilineal i admeti
la utilitzacié d’una férmula de variacié de les constants. Per fer-ho, usarem el
punt de vista de H. Amann ([3], secci6 12 i [7]).

La idea de H. Amann és considerar certs espais, definits per interpolacio,
com a espais de fase i uns operadors sobre ells que siguin generadors de semi-
grups no lineals. Aquesta formulacié permet posar problemes més generals
que el que aqui considerem, en forma semilineal i s’aplica també a problemes
quasilineals. En els treballs de H. Amann dels quals parlem, un cop s’acon-
segueix posar en forma semilineal el problema, apareix una férmula de variacio

de constants que permet mirar-se la solucié com una equacié integral.

Altres autors, com per exemple D. Henry a [20] i A. Pazy a [30], estudien

equacions semilineals del tipus

d“_(t) + Au(t) = f(t,u(t)), t>t

dt (1.2)

u(t)) = wo
per als quals —A és el generador infinitessimal d’un semigrup analitic en un
espai de Banach X. Per a aquests operadors A es poden considerar, per a
0 < a < 1, les potencies fraccionaries A* (vegi’s [30], seccid 2.6) i el domini
D(A%) de les quals resulta un espai de Banach amb la norma del graf. En
aquests casos suposen que la funcié f : U — X, U C Rt x D(A%) un obert,

és localment Hlder continua en ¢ i localment Lipschitz en z, a U.

En aquests treballs, pero, es consideren condicions de contorn o bé ho-
mogenies o bé lineals. A més, la formulacié de H. Amann s’aplica a una
col-leccié més amplia de problemes i déna més regularitat en la solucié que
altres formulacions que, també valides, requereixen més restriccions en les

hipotesis del problema.

Els espais que considerarem seran espais de Banach obtinguts per metodes
d’interpolacié i que, com veurem més endavant, es poden caracteritzar total-

ment, obtenint basicament espais de Sobolev.
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Abans de donar els espais que volem usar, anem a recordar breument que

fa la interpolacié entre espais de Banach.

Siguin Ay i Ay dos espais de Banach encabits en un espai lineal de Haussdorf
A. Anomenem {Ay, A;} una parella d’interpolacié. Suposem que tenim dues
parelles d’interpolaci6 {Ag, A1} i {By, B1}, amb By i By a B com abans. Sigui
T un operador lineal de A en B, tal que les restriccions T4,, ¢ = 0,1, sén
lineals continues d’A; en B;. El que busca la interpolacid sén espais de Banach
A C Ai B C B, tals que la restricci6 Tj4 sigui un operador lineal continu d’A

en B. En aquest cas es diu que A i B tenen la propietat d’interpolacié.

La teoria de la interpolacid, introduida per J.L. Lions, A.P. Calderon,
E. Gagliardo i S.G. Krejn entre 1958 i 1961, es centra en dues qiiestions
basicament: d’una banda, trobar “construccions”, F, tals que A = F({A4p, A1})
i B = F({Bo, B1}) tinguin la propietat d’interpolaci6 i, per altra banda, la de-

scripcié tant d’aquests espais A i B com de les construccions F'.

La primera qliestié troba resposta, entre d’altres, a [8] i [36], on es donen

els metodes d’interpolacié de tipus real i complex.

Notem que si es prenen parelles d’espais de Banach ordenats, és a dir,
Ay C Ay, la interpolacié ens déna una familia d’espais de Banach intermitjos
i ordenats entre Ay i A;. Els espais que nosaltres usarem aqui s’obtenen
d’aplicar interpolaci6 algunes vegades real i altres complexa a parelles d’espais
de Sobolev, cosa que déna espais intermitjos que, com es veura més endavant,

també sén espais de Sobolev.

Finalment, recordem que la notacié usual és la segiient: donada una parella
d’interpolacié {Ag, A1}, (Ao, A1)a,p denota Uespai d’interpolacié relatiu a ella
usant el metode real,on 0 < o < 1i1 <p < ooi[Ag, A1]q 'espai d’'interpolacié
relatiu a ella usant el metode complex, on 0 < o < 1. Si a = 0 s’obté Ag i si
a =1 s’obté A; en ambdds casos. ¢ Sigui {2 C R” un domini acotat amb vora
regular 9€). Per tal de simplificar la notaci6, denotarem per LP i W els espais
LP(£2) i els espais de Sobolev W (€2), respectivament, sempre que no hi pugui

haver confusié. Sigui W2 I'espai de les funcions de W7 tals que u, = 0 a 0.

Considerem ara alguns espais obtinguts per metodes d’interpolacié real,
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que denotarem per E, i F, 1, definits per

o = (I Wiiay
E,, = ((Lp’, 112',8)1*“”’,)

peral0<a<1lia#1/2iperaa=1/2, considerem els espais que s’obtenen

de la interpolacié complexa

By = [LP, W2 gl
E .y = ([LP',Wp?,ﬁ]l/Q)’.

Aqui p i p' sén exponents conjugats, és a dir, 1/p+1/p’ = 1.

Estem interessats en que els nostres espais de fase siguin aquests espais
d’interpolacié i voldriem, si f6s possible, donar una millor i més senzilla carac-
teritzacio d’aquests. Es quan volem caracteritzar els espais F, que ens apareix
una “singularitat” per al cas o = 1/2. Usant la interpolaci6 real es poden
identificar els espais obtinguts amb espais de Besov, que resulten ser espais
de Sobolev si o # 1/2. Per tal que per a o = 1/2 s’obtingui també un espai
de Sobolev convé usar la interpolacié complexa, que déna espais de Bessel,
identificables amb W) quan oo =1/2.

Per al primer cas, P. Grisvard, a [17] (teorema 7.5), d6na una caracteritzacié
dels E, ens termes d’espais de Besov que per a « # 1/2 resulten ser els espais

de Sobolev segiients

P Wre, si 0<20<1+4+1/p,
Tl W s 1+1/p<2a<2,

p!
i per als espais duals

B, - (W22, si 0<2-2a<1+1/p,
o (Wag™)', si 1+1/p<2-2a<2.

Per a o = 1/2, R. Seeley, a [33] (teorema 4.1), caracteritza en termes
d’espais de Bessel alguns espais obtinguts usant interpolacié complexa i que

en el nostre cas resulten ser els espais: Fy, = Wp1 1E 1) = (Wpl,)’.

Veurem que els espais E,, per a 1/2 < a < 1/2+1/2pip > n, seran els

espais de fase del nostre semigrup no lineal.
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Sabem que es satisfan les inclusions W2z C W) C LP i (LP) C (W) C
(W7 5)', les quals sén denses i continues. D’ara endavant identificarem els
espais (L?) i L’ 1/p + 1/p' = 1. Recordem que E_y = (W2 5)', Eo = L i

FE, = WP%B en la notacié dels espais d’interpolacié6.

Considerem els operadors lineals continus Ao, i A_;,, definits per

AO,p: E, — E i A—l,p: Ey — FE_4
u — —Au+tu U — Py

on ¢, ¢s la forma lineal continua
Oy WpZ,’B — R
v — /(—uAv + uv)dx .
Q

Observem que A_;, = (Ag,), és a dir, A, és 'operador dual d’Aj:

certament, si w € (L?)’, per a operador dual d’Ag, tenim
((Aop)'w)v =< w, Agpr v >= / (—Avw+vw)de = (A pw)v
Q
per a tota v € LP, cosa que prova que (Agy) = A_1,.

Observem també que la restriccio A_yp, = Agp. Aquesta propietat és
una aplicaci6 de la férmula de Green i de la identificacié de L? i (L?')', que ens
déna una relacié u a u entre Ag,u € LP = (L)' i —Au + u € LP, per a tota

2
ue Wyg.

Els espais d’interpolacié F, i E,_1, 0 < a < 1, sén espais intermitjos
ordenats entre E i Eyientre Eyi E_q, respectivament, és a dir, By C E, C E
i By C F,q C E_1. A més, acabem de definir un operador lineal continu
A_;, de manera que Fy i E_; tenen la propietat d’interpolacié. Per tant, per
la propietat d’interpolacid, és permes considerar els operadors lineals continus
A,_1 definits de l'espai E, en l'espai F,_; per A,_1 = A—LplEa' Podem

representar la situacié amb el segiient esquema

W2y <~ E, — LP
l AO,p l Aafl l Afl,p
Lp —> Eafl — (W}J%,B)I
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en el qual hem usat novament que (LP') = L?.

En el cas particular que oo = 1/2, A_ /5 esta definit per

A_l/gi I/Vp1 — (Wpl/),
u — A,l/gu,

on A_j/;u és la forma lineal continua definida per

A_1/2 u : Wpll — R
v o— / (VuVv +w) dr .
Q

Considerem « € [1/2,1/2 + 1/2p). En aquest cas els espais d’interpolaci6
E., que s’obtenen no contenen la condicié de contorn u, = 0 a 02, cosa que si
passa si es pren o < 1/2. Sigui u una solucié classica de (1.1). En particular,
u(-,t) € W2 C Eqiu(-,t) € LP = Ey. Considerem v € W),. Usant el producte
de dualitat entre L? i I” i la férmula de Green, del problema (1.1) s’obté

/Qutv dx+/Q(Vqu+uv) dr = /Q(g(u)+u)v dx+/mf(7pu)7p/v de, (1.3)

on v, i v, denoten els operadors traca sobre 02, és a dir,

Upn = Ypl,  Vp ' me — me_l/p(aQ)

Vjga = YU, V- sz,iza — Wp272a71/p (89) .

Prenem o = 1/2. Si denotem per < -,- > i per < -,- >5q els productes de
dualitat entre (W,,)' i W,, usant que L? = (L*')' C (W},)' i entre (WL (90))

p
i Wplfl/p (092), respectivament, (1.3) s’escriu

<up,v >+ <A jpu,v>=< g(u) +u,v >+ < f(pu), v >a0 - (1.4)

Notem que estem fent un abis quan suposem que la funcié f és tal que

f(ypu), per exemple, és de LP(02) C (Wj‘“‘l/”'(aQ))'. Precisarem més

endavant la regularitat d’aquesta funcio tenint en compte, entre d’altres, aquest
fet.



1.1. Formulacié6 semilineal 17

Observaci6 1.1 H. Amann prova a [3] que es satisfa també una igualtat com
(1.4) per a o > 1/2, és a dir, per a A,_y, en lloc de A_y5, i per als espais E,
i Ea—la en lloc de E1/2 i E71/2-

Observacié 1.2 En els resultats futurs ens convindra restringir ’estudi del
problema (1.1) a l’espai Wpl, és a dir, al cas o = 1/2. Es per aixdo que,
per qiiestions practiques i de simplicitat, d’ara endavant, considerarem o =
1/2. No obstant aixo, els resultats que es veuran a les seccions 1.2i 1.3 sén
igualment valids canviant Ey, = W, per E, i E_yj = (W)’ per Eq_; amb
a€[1/2,1/2 +1/2p).

En la identitat (1.4) observem que apareixen dos productes de dualitat
diferents. Ens interessaria, per tal de poder arribar a una formulacié semilineal
del problema (1.1), tenir un tnic producte. Per exemple, poder traduir el
producte de dualitat entre espais a la frontera en producte de dualitat entre

espais a l’interior.

Per tal d’aconseguir aquest proposit considerem I'operador adjunt de v, i el
denotem per 7/,. Es por veure que 7/, aplica L?(99) en (W, (99))". Aleshores,
si donat que estem suposant que f(y,u) € LP(09), per dualitat tenim

< flypu), v >a0=< 7;'f(7p“)av > .
Per tant, a (1.4) ens queda
<upv >+ < Aypu,v>=< g(u) +u,v >+ <y, f(pu),v >,
per a tota v € W),

Denotem A = A_,/; i denotem per F' I'operador no lineal

F(u) = g(u) +u+ v, f(u) .

Amb aquesta notaci6é arribem a veure que el problema (1.1) pot posar-se

en la forma semilineal
u+Au = F(u),

u(0) = up. (1.5)
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a Wpl, amb p > 2, tot i que veurem en la seccié segiient que convé prendre

p>n.

Veurem en la propera seccié amb més precisio com és ’operador no lineal
F. De fet, F' aplica E,, no tan sols en E, ; sin6 en un subespai més petit
Eg_y, amb f > a. A més, veurem quines sén les condicions per tal que F
estigui ben definit i de quina manera es reflexen les hipotesis de regularitat de

les funcions f i g sobre la part no lineal F'.

Cal remarcar una diferencia notable en la formulacié que hem fet aqui re-
specte d’aquella usada quan les condicions de contorn sén homogenies. Mentre
que I': E, — Eg_; C E,_; en aquest cas, tal i com deiem al principi d’aquesta
seccid, en el punt de vista de D. Henry i A. Pazy a L? es té que 'operador no
lineal F' aplica un subespai dens d’un espai de Banach en 'espai de Banach. Es
a dir, en aquell cas I’espai d’arribada de la part lineal i de la part no lineal sé6n
el mateix. No és aixi, pero, com acabem de dir, per a la formulacié semilineal

(1.5) obtinguda per al problema (1.1) usant espais d’interpolacid.

1.2 Condicions sobre els termes no lineals

L’objectiu de la seccié segiient és donar condicions sobre les dues funcions no
lineals f i g per tal que 'operador no lineal F' que en resulta a la formulaci6
semilineal (1.5) satisfaci les condicions que es necessiten per poder obtenir
I’existencia de solucié a Wpl. Veurem que si F' és una funcié de Lipschitz sobre
acotats podem provar existencia i unicitat de solucié i que per a les qiiestions
referents a l’estabilitat caldra demanar una mica més, caldra que F sigui de

classe C'.

En funcié de la regularitat que presentin les funcions f i g veurem que
F' esta definit de Wpl, no tan sols en E_;/5, sind que l'espai d’arribada pot
prendre’s més petit, Fg_1 C E_1/5, amb 3 > 1/2.

Recordem que f i g s6n funcions reals de variable real i que per f(u) i g(u)
entenem f(u(z,t)), per a x € 09, i g(u(z,t)), per a x € Q, respectivament,
it e R Suposem, a més, que u € W} i que yu € Wi /7(8Q), on v, :
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W) — W =1/P(9Q) denota, com a la seccié anterior, 'operador traga sobre la
vora 0€). Recordem també que F'(u) = u+ g(u) + 7, f(pu), on 7, és Iadjunt
de Poperador traca 7y : Wy — Wpl,_l/p’(c')Q). Aleshores, tenim la segiient

pProposicio :

Proposicio 1.1 Sigui Q un domini satisfent la propietat del con. Suposem que
f i g son funcions reals de variable real i que 3 és tal que 1/2 < B < 1/2+1/2p
i p>n. Aleshores

(i) Si f i g son funcions de Lipschitz sobre acotats, llavors F és una funcio

de Lipschitz sobre acotats de Eyj5 en Eg_y.

(ii) Si f i g son funcions de classe C' (R, R), llavors F és una funcid de classe
C' (en el sentit de Fréchet) de Eyy en Fg_;.

Observacio 1.3 Estem suposant en aquesta proposicio que el domini sobre el
qual considerem el problema (1.1) és tal que satisfa la propietat del con. Fins el
moment no haviem fixat en cap moment la regularitat que ha de tenir {2, només
haviem dit que el suposariem prou regular. L’objecte d’aquesta restriccio és
que es satisfacin aquells encabiments de Sobolev necessaris en la prova d’aquest
resultat. Ara bé, com veurem més endavant, aixo no sera cap restriccio per a
nosaltres, ja que els dominis que considerarem seran prou regulars per a que

satisfacin I'esmentada propietat.
Anem a recordar que vol dir que un domini satisfaci la propietat del con:

Definicié 1.1 Es diu que un domini € satisfa la propietat del con si existeiz
un con finit C' tal que tot punt x € 1 és el vertex d’un con finit C, contingut

a §2 @ congruent amb C'.

Per exemple, el domini de R?, {(x,y): 0 <y < 2?, 0 < z < 1} no satisfa
la propietat del con. Notem, pero, que els dominis amb vora regular sempre
satisfan aquesta propietat. Es per aixo que deiem abans que no resultara una

hipotesi restrictiva en els resultats posteriors.
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DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 1.1. Considerem F(u) com la suma
Fi(u) + Fyu), on

Fi(u)=g(u)+u 1 Fy(u)="7,f(ypu).

Si som capagcos de veure que F} i F5 son funcions de Lipschitz sobre acotats
de W, en Es_; ja haurem provat que F' és de Lipschitz sobre acotats de W,
en Eﬁ,l.

La funcié F; és de Lipschitz sobre acotats si sobre qualsevol acotat B C Wpl,
F; és una funcié de Lipchitz, + = 1, 2. Equivalentment, per a totes les u,v € B,

existeixen C7 i Cy constants, tals que només depenen de B i es satisfa

1Fi(u) = Fi()llgy_, < Cillu = vllwy  perai=1,2.

Comencarem per Fy. Siguin B, u i v les que acabem de dir.

I Fi(u) = Fi(v) [[s_, = sup

lell,, 220 = =1

{[ o) = g0)] |80|dfv+/|u—v| s} . (1)

| () = g0+ (u = v)g) dr

IN

IILPH 2- 2B =1

Estem suposant que g és una funcié de Lipschitz sobre acotats, és a dir,

que per a qualsevol compacte J C R existeix una constant C' = C(.J) tal que

l9(z) —g(y)| < C'|z -y

per a qualssevol z,y € J.

Donat que Q satisfa la propietat del con, el teorema 5.4 de [1] ens diu que
sil < p< ooiconsiderem s > 0,sin < (s— j)p per a algun enter no negatiu
7, es satisfa la inclusié

Wy(Q) = C)(Q)

p

i és continua, on C}(Q) és el conjunt de funcions u € C(Q)amb D®u acotada

aQsi|al <j.
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En el nostre cas s = 1 i considerem j = 0. Aleshores, com p > n, és
cert encabiment W) C CJ(Q). Per tant, com u,v € Wy, u i v sén funcions
continues i acotades sobre 2. Com u,v € B C Cp(f2), existeix una constant
M = M(B) tal que w(z) € [-M, M| per a tota € Qi per a tota w € B. Per

tant, usant ara que g és Lipschitz sobre acotats, a (1.6), ens queda
| Fi(u) = Fi(v) g, < sup / (Culu— vl ol + Ju—v|[p]) dz
HLPHszzﬁ:l Q
»',B
< Cu+Dlu—vllr  sup ol < E(Car+1) [lu—vllw;
¢l 2—28=1

»',B

cosa que prova que Fj és Lipschitz sobre B, prenent C; = k(Cjs + 1).

Considerem ara l'altra funcio, és a dir, F5. Donades u, v i B com abans

tenim

| Fo(u) = F5(v) [[p;_, = sup

||<P\|W272g:1
p'.B

| (i £ Giw) = 3y F o)) o

Estem suposant que 3 < 1/2 4 1/2p, cosa que implica que 2 — 25 > 1/p'.
Per tant, té sentit prendre la traga sobre 02 de la funci6 ¢ € WPZ,TBM. Aixi

doncs,

| Fo(u) = F3(v) [[p;_, < sup /BQ |[F () = F(p0)] - Iywpl d

HLPHWz;zﬁ =1
p',B

Usant ara arguments analegs als usats per a Fy, Pencabiment W} 1/7(6Q) C

CP(09), ja que p > n, i la continuitat dels operadors traga 7, i 7, ens donen

| Fo(u) = Fo(v) e, < O sup {|l @ [ly2-20t C" (| u— v [lw
ol 228 =1 ’
p'.B

< CQ ||U—U||Wp1

tal i com voliem. Ara, la desigualtat triangular prova que F' és Lipschitz sobre

acotats, amb la qual cosa acabem la demostracié de apartat (i).

Anem a provar la diferenciabilitat de F', provant que F; i F5 sén diferen-

ciables. Comencem per Fi. Primer de tot veurem que 'operador diferencial
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de Fréchet de Fj
DFl(’LL) L S Eﬁ_l

p

esta definit per

DFy(u)h: W;3" — R
v —>/ u)h + h)v) dz .

Cal veure que

| Fi(u+h) — Fi(u) - DEy(u)h [|g,_,
17 [l

quan || & [[w1— 0. Comencem per acotar el numerador

— 0

| Fi(u+h) - Fi(u) - DF,(wh |15, ,
< s {/|gu+h>—g<>g'<u>h|-|so|dx}

HLPH 2= 25 =1

{[19@) = g'w)- 1] ol da}
HLPII 2 26 =1

ja que estem suposant g € C'(R,R). Com a I'apartat (i), donat que p > n,
es satisfa encabiment W, C CJ(Q). Aleshores podem considerar la constant

M := sup 19'(¥(x)) — ¢'(u(z))], la qual tendeix a 0 quan ||hllw; — 0, ja que

IN

(z) esta entre u(z) i u(x) 4+ h(x) i ¢’ és uniformement continua sobre com-
pactes. Usant la desigualtat de Hlder s’obté

| Fi(u+h) = Fi(u) = DFy(u)h || g,_,

< M [ bl sup el

el 2-28=1

p'.B

< M{h|z,

amb la qual cosa veiem que l'operador diferencial de Fi és DFj.

Queda veure que DF} és continu. Suposem £ > 0 donat. Volem veure que
existeix § = 0(¢) tal que si [|u — v[lwy <, aleshores

|| DFl(u) - DFl(v) ||E(WPI,EB_1)S €.
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Comencem acotant

| DFi(u) = DF(v) |leowi,ms_y)
= sup || DFi(u)h — DFi(v)h ||EB_1

h =1
||Hw%

< sup  sup {/Q(Ig'(U)—g'(v)l|h||90|+|u—v||h||<ﬁl)dfr}

1ollw 1 =1 llgllyy 228 =1
p',B

< s s {an [ nlleldo+ M, [ [h]]el do

|W”wg=1\wnwg_23=1
»'.B
on My = sup|g'(u(z)) — ¢'(v(x))|i Mz = sup |u(x) — v(z)|iestan ben definides
z€N 2eQ
per ser u,v € CP(Q) i ¢’ continua, per hipotesi. Usant ara la desigualtat de

Hlder s’arriba a

| DFi(u) — DF1(v) |leowy,ms_y < My + M.

Del fet que ¢’ és uniformement continua sobre un interval adequat i, nova-
ment, que T/V]D1 C CP(R2), és possible triar § prou petit de manera que M; < /2
i My < ¢/2, cosa que prova la continuitat de DF}.

Cal provar el mateix per a Fy. En aquest cas i de manera analoga es prova

que
DFy(u): W, —  Ez,
h — DFy(u)h

definit per

DFy(u)h: W, 3% — R
v — /39 (f' (vpu) - ph - ypv) dl
és 'operador diferencial de Fréchet de F,. Usem, com abans, la continuitat de
¢', la inclusié de W) =1/7(6Q) C C{(99) i la continuitat dels operadors traca 7,
1Yy
Per tal de veure la continuitat de 'operador DF, s’usa novament ’encabi-

ment W) ~1/7(0Q) C CP(09), la continuitat uniforme de ¢’ i la continuitat de
Yp 1 vy, a més de la desigualtat de Hlder.

Per tant, F' és una funcié C* de W, en Eg_;, com voliem veure a I'apartat
(ii). [ |



24 1. Plantejament funcional

1.3 Existencia i unicitat de solucio

En aquest moment tenim a punt les eines necessaries per tal de provar que

el problema (1.5), és a dir, el problema en forma semilineal corresponent al

......

donada. Primer de tot, anem a veure que s’entén per solucié de (1.5).
Definicié 1.2 Una funcid u : [0,T] — W, és una solucié de (1.5) si satisfa:

(i) u és continua a [0,T].
(ZZ) u € Cl((O,T),Efl/Q).

(111) w satisfa (1.5) sit € (0,T).

Usant resultats d’interpolacié i, novament, el punt de vista de H. Amann
es pot provar (vegi’s [4] (apendix), [3] i [7]) que, per a tota u tal que 1/2 <
p < 1/2+1/2p, —A és el generador infinitessimal d’un semigrup analitic
{e ™ t>0}aE, .

Aleshores, és valida una férmula de variacié de les constants per al problema,

(1.5) que ens déna 'equaci6 integral segiient per a la soluci6 u,
t
u(t) = ¢ Mg+ [ e AR (u(r)) dr, (1.7)
0

per a tota t € [0,T]. (Pot consultar-se [4], [7] i [12] per tal de veure I'obtenci6

d’aquesta equacid).

Observem que 'equacié integral (1.7) es dedueix de I'equacié (1.5) en el
sentit que tota solucié de (1.5) és solucid de (1.7): efectivament, si u és soluci6
de (1.5), considerem

Dy(e A u(s)) = e Ay, (s) + e A7) Au(s)
= e IF(u(s))

i integrem a (0,7"), obtenim (1.7).
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Ara bé, del fet que el semigrup generat per 'operador — A sigui un semigrup
analitic, es dedueix que tota solucié de (1.7) és soluci6 de (1.5). Per tant, hi
ha una equivalencia entre les solucions de (1.5) i les de (1.7). (Vegi’s [7] i [12]

per a més detalls).

Amb tot aix0, anem a veure l’existencia de solucié per al problema (1.5)
situant-nos, si és possible, sota les hipotesis d’algun teorema del punt fix o, per
ésser més precisos, provarem de tenir condicions suficients per tal d’aplicar un
teorema de contraccid. Aquesta és la rad per la qual ens interessaria tenir per
al semigrup {e~*4, ¢t > 0} una desigualtat com la que satisfan els semigrups
que H. Amann obté per als seus problemes (teorema 10, [4]) i que donem tot

seguit:

Observacié 1.4 Sigui {¢4} el semigrup analitic sobre I’espai E,_; generat
per l'operador A = A, 1,1/2 < a < 1/2+1/2p, com a la secci6 1.1. Sio > w,
es satisfa

le "M emy_y,my < M1 £>0 (1.8)

on w > 0 és tal que

lle " zgpa_y) < me*

i la constant M = M («, 3).

Recordem que en el nostre cas a = 1/2.

Veurem que la desigualtat (1.8) és essencial en la demostraci6 del segiient

teorema.

Teorema 1.1 Suposem que F : W) — Eg_y, amb 1/2 < 8 < 1/2+1/2p, és
una funcio de Lipschitz sobre acotats. Aleshores, per a tot acotat B C Wp1 1
per a qualsevol ug € B, existeiz T = T(B) > 0 tal que el problema (1.5) té una
unica solucid a [0,T], amb valor inicial ug. A més, la solucié u(t) és continua

respecte de la condicid inicial uyg.

DEMOSTRACIO. Suposem que F' és una funcié de Lipschitz sobre acotats.
Donat B C W, sigui L = L(B) la constant de Lipschitz de la funcié F' sobre
B, és a dir, per a tota v,w € B es satisfa ||[F'(v) — F(w)||g,_, < Llv—w||wz .
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Sigui B una bola a T/V]D1 de radi R que contingui B, és a dir, B C By per
a una R fixada.
Siguin K > 017 =T(B) > 0 tals que
R+ K

2 )
T _ R+ K
M(L(Brys) (R +K) + [ Flun)ls, ) [ 7" V2 ds < ==

si0<t<T

lle™ o[y <

Considerem, a més, el conjunt
S={vew, : vcontinma, v(0) = uo i [[v(t)|lwy < R+ K site0,T]}.
No és dificil veure que S és un espai metric complet amb la distancia

dist (v,w) = sup ||[v(t) — w(t)||w: -
0<t<T P

Donat v € S, considerem
Gw): [0,T] — W!
definit per

G)(t) = e Mug+ | e N IF(v(s))ds .

Veurem que G aplica S en S i és una transformacié continua i contractiva.

Aixi doncs,

1G(0) (@)l

t
N L P
R+ K t o(t—s -
< ' +/0 Met=9)(t — )83/ (||F(v(3)) — F(v(0))||,_,

+ P @O)l,_,) ds
R+ K

2
< R+K.

T
+ M(L(Bryx)(R+ K) + ||F(uo) | ,_,) /0 e75583/2 4

IN
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Es a dir, G(v) € Bryg. A més, és clar que G(v) € W, i G(v)(0) = ug per
construccié. Es comprova també que G(v) és continua a [0, 7], amb la qual
cosa, G: S5 — S.

Siguin ara v,w € S i calculem
|G (w)(1) = G(w) () llw;
t
< /0 le™ Moty |1 F (0(5)) = F(w(s))l| g5, ds
t
< ML(Brsx) sup ||o(t) — w(®)||w: / 755532 s |
0<t<T P Jo
desigualtat certa per a tota t € [0,T]. Per tant, de la definicié de T', deduim
1
dist (G(v), G(w)) < 5 dist (v,w) .
Es a dir, G és una transformacio contractiva i, per tant, continua.

Aleshores, del teorema del punt fix deduim que existeix una unica funcié
u € S que és un punt fix per a G, és a dir, u(t) = G(u)(t), t € [0,T], la qual
cosa equival a dir que existeix una tnica solucié de I'equacié (1.7) i aixo acaba
la demostraci6 de la primera part del teorema, ja que, com hem dit abans, per
a semigrups analitics aixo equival a dir que u és solucié tinica del problema en

forma semilineal (1.5), com voliem. |

Amb aquest resultat, de I'equivaléncia entre solucié del problema (1.7) i
del (1.5), deduim D'existéncia d’una tinica solucié local per al problema original
(1.1). La condicié que F sigui una funcié de Lipschitz sobre acotats, si p > n,
es tradueix sobre les funcions f i g de (1.1) en que, segons es prova en la

proposicié 1.1, també siguin funcions de Lipschitz sobre acotats a R.

Observacié 1.5 Segons hem provat al teorema 1.1, si F' és una funci6 de
Lipschitz sobre acotats, el problema (1.5) té una tnica solucié, donats ug € B
i B C W, acotat, a [0,T) amb T > T = T(B) > 0. Diem que T és maximal
si deixa d’haver solucié del problema a [0,7}) si T} > T.

En les hipotesis del teorema 1.1, es pot veure que si ||U(t)||Wpl < K, per

a alguna constant K > 0 i per a tota t < T, aleshores T = co. Es a dir, si
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la solucié es manté acotada per a tot temps d’existencia es pot continuar la

solucio per a tot temps ¢ > 0.

Certament, suposem que ||u(t)||W1} < K per a alguna K > 0, és a dir, que
la solucié es manté dins d’una bola By a W, de radi K i per a tota t < T(B).
Triem ara ¢ prou petita. Si apliquem ara el teorema 1.1 a 'acotat By, amb
condicié6 inicial u(T(B) —¢€), existeix un temps T'(Bg) > 0 tal que existeix una
tinica solucié del problema (1.5), uy(¢), sit < T(Bg), amb u;(0) = u(T(B)—¢).
Si s’ha triat ¢ prou petita, és clar que T} = T(B) — e + T(Bg) > T(B). A

més, es veu que la funcié v(t) definida
t)y, 0<
'U(t) = { U/( ) ’ -

és soluci6 de (1.5) a [0,T}). Es clar que la reiteracié d’aquest argument de

continuacio de la solucié ens déna 'exitencia de solucié per a tota ¢ > 0.

1.4 Regularitat i compacitat

Fins el moment hem vist que donada p > n el problema (1.1) pot escriure’s
com un problema de valor inicial semilineal abstracte a (W,)’, de la forma
(1.5), amb espai de fases (és a dir, el domini de 'operador lineal A i del no
lineal F') Wpl. Hem vist també que es pot reduir a una equaci6 integral usant
la férmula de variacié de constants. Igualment, por trobar-se que defineix un

sistema dinamic regular 7T'(¢),
t
T(t)up = e~ g + / = A=) B (T (7)ug) dr (1.9)
0

a W). La mateixa demostracié del teorema 1.1 ens assegura que T'(t)ug és

continua respecte de la condici6 inicial ug, mentre que estigui definit.

En aquesta seccié anem a donar alguns resultats referents a la compacitat
del sistema dinamic T'(¢) i a la regularitat que es pot assegurar per a la soluci6

de (1.1), donada una condicié inicial ug a Wpl. Per a les qliestions de compacitat
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suposarem que la funcié F' és una funcié de Lispchitz sobre acotats, mentre

que en els temes de la regularitat caldra que suposem que F' és una funcié
C' (B2, Ep).

Comengarem veient que T(t) és condicionalment compacte, és a dir, que
si B C W, és acotat i el conjunt {T'(s)u : u € Bi0 < s < t} també ho és,

aleshores T'(t) B és compacte.

Teorema 1.2 Suposem que F' és una funcidé de Lipschitz sobre acotats. Per a
t >0, el sistema dinamic T(t) : W) — W, definit a (1.9), és condicionalment

compacte.

Per tal de provar aquest resultat seguirem el mateix esquema que una
demostracié de compacitat feta per J. Hale a [19] per a sistemes dinamics

d’equacions d’evolucié sectorials.

Abans de veure la demostracié d’aquest teorema, necessitem introduir la
mesura de no compacitat de Kuratowski d’un subconjunt d’un espai de Banach,
aixi com un resultat previ que donarem en el lema 1.1. Comencem per la

definicio:
Definicié 1.3 Donat un espai de Banach X, sigut B C X un subconjunt. La
mesura de no compacitat de Kuratowski de B, o(B), es defineiz per

a(B) =inf{d : ewxisteiz un recobriment finit de B

amb boles de diametre < d} .

La funcié « satisfa les segiients propietats, de les quals només n’usarem

dues a la demostraci6 del teorema 1.2 :

(i) @(B) =0 per a B C X siinomés si B és relativament compacte.
(ii) (AU B) = max(a(A),a(B)),on A, B C X.

(iii) a(A+ B) < a(A)+ «(B),on A,B C X.
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(iv) a(coB) = a(B), on B C X i ¢o denota ’envolvent convexa tancada.

El lema del qual parlavem és el segiient:

tA

Lema 1.1 Per a tota t > 0, l'operador e~** és compacte de Wp1 en E_i/3.

DEMOSTRACIO. Fixat ¢t > 0, e 4

és continu de W en W), Ara bé, sabem

que la inclusi6 Wp1 C E_y2 és compacta. Per tant, et és compacte de T/V]D1

en E_l/g. [ |

Passem ara a la demostracid del teorema 1.2.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 1.2. Sigui B un conjunt acotat a Wpl.

Considerem ara el conjunt

B, = {/OteATF(T(t—T)U)dT DU € B} :

Fixat ¢t > 0, considerem, a més, el conjunt
C={Tt—71)u:ueBi0<T1<t}.
Per hipotesi, C' és acotat a WW,.

Triem € > 0 tal que 0 < ¢ < t i considerem

/t e VTF(T(t — 7)u) dr

0
€ t

= / e ATF(T(t — 7)u) dr + / e e AT (T (t — 7)u) dr
0 €

= 1(0,e) + e I(s,1).

Considerem primer I(e,t) i veurem que esta acotat a Wpl.

M(t —g)f-1/2
W) B—1/2
B-1/2

s M55

IN

t
/ e AT P(T(t — 7)u) dr
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on M = M(C). Per tant, és acotat. En el lema 1.1 hem vist que e=4¢ és

compacte, amb la qual cosa, es dedueix que e~ I (¢, t) és compacte. Aleshores,

la mesura de Kuratowski a(e 4 I(g,t)) = 0.

Per altra banda

cB-1/2
<m

10,0l = | [ e T~ ryu)dr ST

Aleshores, per les propietats de la mesura de Kuratowski, s’obté «(B;) <
a(1(0,¢)) + ale < I(e,t)) = a(I(0,¢)), és a dir,

2B-1/2

B)<m-———

aB)sme—p
per a tota ¢ > 0. D'aqui a(B;) = 0. Es a dir, B, és relativament com-
pacte i, aplicant el lema 1.1 al primer sumand de T'(t)ug, deduim que T'(t) és

condicionalment compacte. [ |

Passem ara a veure quina regularitat es pot assegurar per a la soluci6 de

(1.5), donada una condicié inicial uy a W,.

Teorema 1.3 Suposem que f i g son funcions de classe C'(R,R). Donada
uy € W, eristeir o > 0 tal que la solucid u(x,t) = T(t)ug de (1.5) és de
classe C' en t a valors en C*(Q) i de classe C***(Q) per a cada t > 0. A més,

u(z,t) és solucid classica del problema (1.1).

Abans de provar aquest teorema anem a donar el segiient resultat de reg-

ularitat de u respecte de t.

Proposicio 1.2 Suposem que F és una funcid de classe CI(EI/Q,Eﬁ,I) amb
1/2 < < 1/2+41/2p. Donada uy € Wy, la solucid u(x,t) = T(t)ug de (1.5)

és de classe Ct ent > 0 a valors a Wpl.

DEMOSTRACIO. Considerem el problema d’evolucié

v+ pAv = pF(v), a ()
v(0) = wg, a 082 .

(1.10)
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on el parametre p > 0.

Si v és solucié de (1.10), per a tota 0 < t < T es prova que v és un punt

fix de 'aplicacié

definida per

¢
G (v, p) = e "y + / e P L (u(T)) dr
0

Com a la demostracié del teorema 1.1 es veu que G(u) és una contraccid
uniforme a C([0,T], W, ). Sabem que es satisfa (1.8) per al semigrup generat
per —A. Procedint de manera analoga a la demostracié del teorema 1.1 i

definim 7', K, i S com alla, es comprova que G aplica S en S i també que

1G (1) (v) = G () (w) [

t
_ B—=3/2|y _ |6-3/2
pIML g [o(0) = u(0)] [ |l =77 dr

<
< p|fY2 ML dist (u, v)

on dist (-,-) és la del teorema 1.1. Aleshores, podem triar T = T'(;1) de man-
era que |u|f3_1/2ML < 1, amb la qual cosa provem que G és una contraccid
uniforme a S C C([0,T],W,). Per tant, existeix un tnic punt fix per a G,

depenent de la p, que anomenarem v = v(p) = v(t; ug, ).

Anem a veure que l'aplicacié
e — v(t; uo, 1)

és de classe C'(I,W,)), I C (0,00). Si veiem que G € C'(C([0,T],W,) x
1,C([0,T],W,})) ja ho tindrem. T aixo és equivalent a veure que existeixen
les derivades parcials 0G/0v 1 0G/0p 1 que sén continues. Del fet que F €
CH(W,, Es_1) es dedueix el que voliem.

Per a tota p > 0, considerem v(t) = v(t;ug, ). Sigui u(t) = u(t;ug) la
soluci6 de (1.5). Aleshores, és clar que u(t;ug) = v(t/p;ug, p). Per at > 0,
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considerem p = ¢, amb la qual cosa obtenim wu(t; uy) = v(1; ug,t). Acabem de
veure que v és derivable amb continuitat respecte del parametre p, a valors a
W, i per tant ho és respecte de t. [ |

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 1.3. La primera part del teorema és con-

seqiiencia de la proposicié 1.2: donat que p > n, existeix alguna «, amb
0 <a<1-n/p,tal que W) C C*(Q). Ara, com u és de classe C' en t a valors

a W, també ho sera a valors a C*(Q).

Deduim d’aqui, a més, que fixat xy € 2, existeix la funcié e u(zg,t) per a

t > 01 és continua.

Anem a veure ara que u € C2*%(Q0) per a cada t > 0. Recordem que per la
proposicié 1.2 sabem que u; € Wpl. Per tal de veure-ho considerem el segiient

problema auxiliar

Aw = Q
{ voT Aty (1.11)

w,+w = ¥, adld.

on p = —u+g(u) i = f(yu) + ypu, amb u la solucié del problema (1.1).
Donat que estem suposant que f,g € C'(R,R) i u € Wp1 es pot veure que
peWLiy e W /r(oQ).

Anem a veure en primer lloc que la solucié w de (1.11) és de classe C27*(Q)
per a alguna 0 < a < 1. Com p > n, existeix a, amb 0 < o« < 1 —n/p, per a
la qual els encabiments W) C C*(Q) i W, ~"/?(99) C C*(09) sén certs.

Veurem tot seguit que la funcié ¢ € C'™*(9): usant la densitat de la
inclusié C'**(9Q) € W, /7(9Q), considerem una successi6 de funcions (¢,)n,
Y, € C1(0Q), tals que ¥, — 1 a Wpl. Per a cada 1, considerem el problema,

_Awn = ¥, a () ) (1 12)
(wn)u+wn = wna aaQa .

on ¢ € W]D1 és la d’abans. A [15] es prova que existeixen i sén tniques les
solucions dels problemes (1.12), per a n > 1. A més, w, € C?>**(Q), per a
n > 1.
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Ara, I'encabiment C?*%(Q2) C T/V]D2 ens permet aplicar el teorema 15.2 de [2]

a les diferencies w, — wy,, si n # m, d’on en resulta
[wn = wmllwz < C (o= @llee +1¥n = bmllyyr-170 50y + [0n = winllze) - (1.13)

Es clar que [|¢, — wm“W;fl/p(aQ) — 0 si n,m — oo. Veurem més endavant
que ||wy, — Wy||» — 0 si n,m — oo, amb la qual cosa el terme de la dreta de
la desigualtat (1.13) tendeix a 0 quan n,m — oo. Aixi doncs, la successié de
solucions (wy), és una successié de Cauchy a W7 i, per tant, w, — w a W?
quan n — 0o, essent w solucié de (1.11). Per tant, la solucié del problema
(1.11) és una funcié de classe C'**(Q) ja que W) C C'**(Q).

Passem a veure que ||w,, —wy,||r» — 0 si n,m — co. Per a aix0 considerem

el problema (1.12) per a w, i per a w,, i els restem. S’obté

—A(wy, —wp) = 0, afl, (1.14)
(W — W)y + (Wy, — W) = Yy — Yy, a . '

Per tant, la diferencia w,, — w,, és una funcié harmonica i pel principi del

maxim de Hopf ([31]) obtenim

92}
=
=
S
3
S
<
N

sup(¢n, — V)
13J9)

=
=
S
S

S
e
\Y

d’on acabem deduint

sup Wy — W] < S;Qp [V — Ym| = [|tbn — '@Z}mHCO(aQ) < K |[thy — ,I’Z}mHW;_l/p(aQ) .
Q

Per tant, ||w, — wy||» — 0 quan n, m — oo.

Aleshores, hem obtingut que la solucié w del problema (1.11) és de classe
C'*(Q). A més, sablem que p € W} i ¢ € W)} H/?(09Q). Per tant, aplicant
les estimacions de Schauder es veu, com fan D.Gilbarg i N.S. Trudinger a [15],

que, de fet, la solucié de (1.11) és més regular, és a dir, que w € C?+%(Q).

Anem a veure tot seguit que, de fet, u = w, cosa que prova la regularitat

desitjada per a la solucié u de (1.5).
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Donada v € W, la soluci6 del problema (1.1) satisfa

/utvd:ﬂ+/ Vqudx:/g(u)vd:E+/ f(vpu)ypvdl
Q Q Q o9

com haviem vist a (1.3). De la mateixa forma es pot veure que la solucié w
del problema (1.11) satisfa

/utvdx+/ VwVvdx:/g(u)vdx+/ f(vpu)ypv dl
Q Q Q a0
— wdl .
+/BQ('YpU 'pr)%’ v

Ara, restant les dues igualtats ens queda

/Q(Vu — Vw)Vudr + /m(*ypu — W) Yyvdl =0

per a tota v € W,,. Considerem v = u —w € W, C W, ja que p < p si
p > n > 2. Aleshores,

/QV(u —w)?*dx + /m(vpz(u —w))?dl =0,

d’on es dedueix que u = w. Per tant, la solucié u del problema (1.1) en forma
feble és de classe C2%(Q). Ara bé, si u és solucié tnica de (1.3) i u € C?T*(Q),
aleshores u és solucié de (1.1), amb la qual cosa acabem la demostracié del

teorema. [ ]
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Capitol 2

Estabilitat 1 inestabilitat
d’equilibris

D’ara endavant el nostre interes es centrara en l'estudi de solucions d’equilibri
per al problema d’evolucié (1.1) que varem considerar al capitol 1, és a dir, en

les solucions del problema

{Au+g(u) = 0, a ), (2.1)

u, = f(u), aodQ,
on {2 C R” és un domini acotat amb frontera 02 regular.

En el capitol anterior varem veure que el problema (1.1) pot posar-se en
forma semilineal, és a dir, en la forma (1.5). Anem a donar, en primer lloc,

algunes definicions sobre estabilitat d’equilibris.

Definicié 2.1 Sigui
up + Au = F(u) (2.2)

una equacid semilineal. Diem que u(t) = ug és un punt d’equilibri si és una
solucid de (2.2),és a dir, si ug € D(A) i Aug = F(up).

37
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Definicié 2.2 (Definicions d’estabilitat)

Un punt d’equilibri uy és estable a Wp1 s, per a tota € > 0, existeix § > 0
tal que tota solucid v € W, amb |[v(0) — uollwy < 0 ewisteiz a t € [0,+00) i

satisfa [[v(t) — uollwy < per a totat > 0.

El punt d’equilibri ug és uniformement asimptoticament estable si és estable
i hi ha un entorn
V={veW, :|v- uollwy <1}

tal que [[v(t) — uollwy — 0 quan t — +o0, uniformement per a v € V.

Un punt d’equilibri ug és inestable si no és estable.

En la primera secci6 veurem que la linealitzacié del problema (1.1) al
voltant d’un punt d’equilibri ug, ens déna un principi d’estabilitat i inesta-
bilitat lligat al signe del valor propi maxim de ’operador lineal que en resulta,

com passa en general en els problemes semilineals.

En la seccié 2.2 donarem una caracteritzacio d’aquest valor propi maxim de
I’operador linealitzat. Aquesta caracteritzacié ve donada per un quocient de
Rayleigh, és a dir, el valor propi maxim ve donat pel suprem (2.13) en ’espai
Hilbert W,. Ara bé, el problema (2.1) estem considerant a Wpl, per la qual
cosa cal provar que el valor propi aixi trobat i la funcié propia associada a ell
a Wy, sén el valor propi maxim amb igual funcié propia a W, cosa no trivial

d’entrada.

2.1 Estabilitat i inestabilitat per linealitzacio

Suposem que f i g sén funcions C'(R,R) i que ug és un punt d’equilibri de

{ut—i-Au = F(u)

uw(0) = up. (2:3)

Hem vist a la proposicié 1.1 de la seccié 1.2 que si f i g sén funcions de
classe C'(R,R) aleshores 'operador no lineal F' és de classe C* (W), Es_1), per
a qualsevol 8 tal que 1/2 < < 1/2+41/2p i per a tota p > n.
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Sota aquestes hipotesis tenim
F(uo +v) = F(u) + DF (ug)v + G(v)

amb ||G(v)||g;_, = o(|| v [[w2) quan || v [Jw1— 0. Aquesta descomposicié ens

suggereix considerar la linealitzacié del problema (2.3), és a dir,
Uy + Av = DF(UU) v (24)

i relacionar I’estabilitat de ’equilibri uy amb el signe del valor propi maxim de

I'operador lineal que apareix a (2.4).

Tal i com deiem a la introduccié del capitol, el que anem a donar en primer
lloc és un principi d’estabilitat i inestabilitat que recollim en el segiient teo-

remas:

Teorema 2.1 Sigui uy un punt d’equilibri de (2.3) i sigui o(B) ['espectre de
loperador B = DF (ug) — A. Aleshores

(i) Sio(B) C {Re A < a} per a alguna a < 0, aleshores ug és uniformement

astmptoticament estable a Wpl.

(i1) Sio(B)N{Re A > 0} és un conjunt espectral no buit, aleshores ug és un

punt d’equilibri inestable a Wpl.

[apartat (i) és el mateix que dir que si la linealitzaci6 (2.4) és uniforme-
ment asimptoticament estable aleshores ug és uniformement asimptoticament

estable a Wpl. De fet, el que veurem és que existeix p > 01 M > 1 tals que si

P
| uo — w1 flwp< oY
aleshores existeix una unica solucié de
u+ Au = F(u), sit>0
! () = (2.5)
u(0) = w

definida a [0, +00) tal que satisfa, per a tota t > 0

| u—ug flwy < 2Me™ || ur —ug [|wy -
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De manera semblant, per a apartat (ii) el que veurem és que existeix
go > 01 {up,n > 1}, amb ||u, — U()“Wpl — 0 quan n — 400, que per a tota n
satisfa

sup [|u(t; un) — uollwy > €9 >0 (2.6)
£>0
on el suprem es pren sobre l'interval maximal d’existencia.

Per a la demostracié d’aquests dos resultats és essencial la desigualtat (1.8)

vista al capitol anterior.

DEMOSTRACIO. Anem a veure l'apartat (i): Sigui o(B) l’espectre de I'-

operador B = DF(uy) — A. Analogament a 'operador A, 'operador B sat-
isfa una desigualtat com (1.8) amb w = —a, és a dir, que si o’ és tal que
Re 0(B) < a' < a < 0, existeix una constant M > 1 tal que

B fly < M3 || 0 [l
per a tota t > 0.

Triem p > 0 suficientment petita de manera que

Mg [l gy < )
0

i p> 0 tal que si [[v[[y1 < p, es tingui

1 G@) g <l o llwg -

Considerem v(t) = u(t;u;) — ug. Si es pren u; tal que

p
| wo — us [lwp < oM
la solucié de (2.5) existira i satisfara la desigualtat [[v(?)[[w: < p en algun

interval de temps.

Com uy satisfa ’equacié
A’LLO = F(Uo)
i u I'equacio
u+Au = F(u) = F(up+v)
= F(ug) + DF(up)v + G(v),
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restant les dues igualtats es comprova que v satisfa I’equacié segiient:
v+ Bv = G(v). (2.7)

A més, mentre [|v(t)[lwy < p, la desigualtat

t
I o g =l €™ s = o) + [ P96 w(5)) ds vy
p 0 p
t ’
<M e [y =g llwy +Mp [ (8= )72 || u(s) y ds

2+Mp,u/ t—sﬁ 2" ds < p

és certa, és a dir, és de fet una desigualtat estricta.

Sigui t; el valor més gran de temps per al qual és certa la desigualtat
| v(t) lwy< p per a0 <t <t Aleshores, o bé ¢; = o0, 0 bé || v(t1) |lwy= p,
(vegi’s I'observacié 1.5). Aixi doncs, donat que || v(t1) |lwi= p contradiu

I’dltima desigualtat, existeix solucié per a tota ¢ > 0 satisfent

o) llwp=Il u(®) = uo(®) lwp<p-

Sigui

o(t) = sup {[| v(s) [lwp e™*°}.
0<s<t

Aleshores, es satisfa:

Fot) llwy e

t
= e € =) + [ IG5 ds g
0 P

< efatMea,t || Uy — Ug ||W1

—l—/ M(t— )’ 2e” O v(s) lwy e ds
<M [ uy — up [lwy

3

t !
+M po(t) / (t — 5)P 5l == g
0
1
<M [ uy — up [lwy +5 o(t)
per a tota ¢t > 0. D’aqui,

1
v(t) < M || ur — uo [l +3 o(t),
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és a dir,
o(t) <2M || ur — ug ||y,

com voliem provar.

Per a I’apartat (ii), siguin oy = o(B)N{Re A > 0} i 0 = 0(B) —o07. Siguin
Py 1 Py les projeccions sobre 'espai E_; /3 associades a 0y i 09, respectivament,
i denotem per X; = P;(E;/3) aquestes projeccions, si j = 1,2. Aleshores,
E_1 = X1 ® X3, X; s6n invariants per B i, a més, si denotem per B; les
restriccions de B sobre X, es té o(B;) = 0, per a j = 1,2. (Vegi’s [20] i [14],
per als detalls).

Es prova que existeixen dues constants n > 01 M > 1 tals que son certes

les segiients estimacions: per a t > 0
3
1% By ullwy < Me™t7"% ||up,_,

iperat <0,

e By ullwy < Me*™[ul|g,_, .

Donada w € Wp1 N Xy, considerem 'equacio integral segiient
t t
o(t) = P T / P PG (w(s)) ds + / P PG (u(s)) ds, (2.8)
T —00
perat<T.

Sabem que [|G(v)l[g;_, < k(p)llvllwy si|lvllwy < piamb k(p) — 0 quan
p — 0. Aleshores, podem triar p > 0 prou petita de manera que

P S 1
M k(p) [u + ||P2||/ $PEe ™ ds| < =
Ui 0 2

Veurem tot seguit que si @ € W, és tal que [dllw: < p/2M, 'equacié

integral (2.8) té una tnica soluci6 v(t) a —oo < t < T que satisfa

lo(®)llw, < pe™® 1.

Per tal de veure-ho, considerem el conjunt

S={v : vi(-00,T] = VV]D1 continua, Piv(T) =17 i
lo()llwy < pe® =" perat <T}.
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Fixada v € S considerem 1'operador

Hw) : (—o0,T] — W}
t — H(()

definit per I'equacié integral (2.8). Es comprova que S és un espai metric

complet amb la distancia

dist (u, v) = sup{{|u(t) — v(t)[lw; } .
t<T
A més, H és una transformacié que aplica S en S, continua i contractiva.
Vegem-ho: per definicié H(v) és continua i P;(H(v(T))) =a. A més,
[[1H (v) ()|l

t
< ||€Bl(t_T)ﬂ||W,;+/T||€Bl(t_s)||c(w;mX1,Eg_1)||P1G(U(8))||Eg_1ds

b [ 1P e NGO, ds

IN

t
M iy + [ M k()| Prowy ds

t
+ [ M=) R k()| Pyl ds

Megn(tiT) ||ﬂ||W1

P [e%9)
v Mkl (S g [ 2 as
< MHEHWI}@ n(t—T) + 56277(t—T)
< peQn(t_T) )

Aixi doncs, H : S — S. Vegem ara que H és una contraccid: per a tota
t <T es té,

1H (v(t)) — H(u(t))|lw;
< Mk(p) dist (u, v) [/T 1P |e?) ds+/0°°||P2||sﬁ%e"s ds

% dist (u,v) .

Es a dir,
1
dist (H(u), H(v)) < 3 dist (u,v),
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deduint que H és una contraccio i és, per tant, continua.

Estem, doncs en condicions d’aplicar el teorema del punt fix, que ens diu
que existeix un unic punt fix v(t), és a dir, H(v(t)) = v(t) per a tota t €
(—o0,T], solucié de I'equacié integral (2.8). Denotarem aquesta solucié per
v(t) = v(t; T,w). Donat que v(t) satisfa

le@)llwy < 2Me* Dy, t<T,

deduim

T
=11 [_emtIPyGlu(s))) dllw;
T _ 3 p(— _
< [ 22k IR [allwy (2 = 5)P~ 3020 dis
L.
< 5 lullwy
si triem p > 0 prou petita. Per tant,
L,
o) > S [y
A més, a partir de ’equaci6 integral (2.8) es pot observar directament que
v també és solucié de
w=Bv+Gw), t<T.
Amb tot aix0, anem a construir una successié {u,}, que satisfaci (2.6).
Siguin
up = v(0;n,7) .
Aleshores, la solucié u(t; u,,) satisfa u(t; u,) = v(t;n, @), pera0 <t <ni

sup |lu(t;un)|l = [[u(T; )]
0<t<T

[o(T5n,u)|

v

Dl > o
— U
2
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mentre que, per altra banda
[[n| = [J0(0; 7, T) | < pe™™ — 0,

quan n — —+00.

Per tant deduim que u is inestable, tal i com voliem provar. [ |

El teorema que acabem de provar ens déna una caracteritzacié de I'esta-
bilitat i la inestabilitat d’'un equilibri encara que, a la practica, no és facil
utilitzar el teorema aixi enunciat per tal de determinar ’estabilitat d’un de-
terminat equilibri. En la propera seccié6 donarem un quocient de Rayleigh que

caracteritzi el valor propi maxim de 'operador linealitzat B.

2.2 El quocient de Rayleigh

Per tal d’aconseguir una caracteritzacié més assequible del valor propi maxim
hauriem de conéixer quelcom més de I'espectre de l'operador B. Veurem que,
usant que B genera un semigrup analitic, es pot provar que, per a alguna
K € R prou gran, 'operador (KT + B) és invertible amb inversa compacta.
Aleshores es veura que o(B) consta unicament dels valors propis de B. A més,
si A € o(B) observarem que les funcions propies associades a ell sén solucions

debils del problema lineal

{ Au+ ¢ (up)u = Au, a ), (2.9)

u, = f'(ug)u, adQ,
a L*(Q), és a dir, sén solucié de I'equacié (2.11).

Gracies a aix0 podrem provar que el primer valor propi de 'operador B, és
a dir, el valor propi maxim de o(B), es pot trobar com el suprem d’un quocient

sobre les funcions no nul-les a W), és a dir, en un espai de Hilbert.

Primer de tot anem a veure que l'operador B = DF'(up) — A té resolvent

compacta i, conseqiientment, 1’espectre és un espectre puntual (vegi’s [23]).
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Tenim
A I/Vp1 — E_1/2 = (Wpll),

que és un operador lineal acotat i
DF(U,()) : Wpl — E5,1 C E_1/2
que és també lineal i acotat.

Com —A és el generador infinitessimal d’un semigrup analitic, aleshores es

satisfan les segiients propietats

(i) A és tancat amb D(A) =W}

P
(ii) El conjunt resolvent, p(A), conté (w,+o0) i es satisfa la desigualtat

M

10T =271 < =0

peratota A>win=1,2,...

on M i w sén constants, M > 11w > 0, tals que
1T < Me!
t >0, si T(t) és el semigrup generat per —A. (Vegi’s [30]).

Aixi doncs, (A — A) és un operador invertible si A > w. Anem a veure que
(uI + B) és també invertible, per a p prou gran. Podem, per a aixd, consid-
erar que l'operador lineal DF'(ug) és una pertorbacié relativament acotada del
generador infinitessimal d’un semigrup analitic. Aleshores, a [23] i a [30] es
prova que DF(ug) — A = B és també el generador infinitessimal d’un semigrup

analitic.

Pels mateixos arguments d’abans tenim que p(B) conté (w,+o0o) per a

alguna w € R i, a més, la desigualtat
[(wl +B)™"|| <

éscertaperatotapu>win=1,2,...
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Aleshores, (I + B) és un operador invertible.

Podem considerar K prou gran de manera que K > max{w,w}. Llavors,
existeixen (KT — A)~'i (KI+ B)~'. A més tenim el segiient resultat

Lema 2.1 (KI+ B)™! és un operador compacte.

DEMOSTRACIO. Observem que (KI — A)™' és un operador compacte de

E_i3 en E_y/5 ja que és un operador acotat de E_;/; en E/, com a con-

seqiiencia del teorema de la grafica tancada i de la compacitat de ’encabiment
d’El/Q en E_1/2.

Denotarem per T 'operador KT — A i per S l'operador DF (ug). Aleshores

(KI+B)™ = (T+S)™'=T+sr7'1)™"
= [(I+STHYT)'=T Y IT+ST Y

Hem vist abans que 7! és un operador compacte. Vegem ara que ’oper-
ador (I + ST1)~! és continu. Es satisfa

(I+ST Y '=T(KI+B)!

on T és continu de W en E_y5 i, pel teorema de la grafica tancada, (K1+B)™"
també és continu d’E_y /3 en W,. Es dedueix, per tant, que (I + ST7")7! és
continu de E71/2 en E71/2-

Hem vist, doncs, que (KT + B)~! és composicié d’un operador continu
seguit d’un operador compacte, cosa que ens prova que (KI + B)™' és un

operador compacte com voliem demostrar. [ |

Considerem ara el segiient resultat de [23].

Proposicié 2.1 Sigui A un operador tancat en un espai de Banach E tal que
la resolvent (KI — A)™' existeiz i és compacta per a alguna K. Aleshores
l’espectre d’A consisteix totalment de valors propis isolats amb multiplicitats

algebraiques finites, i (N — A)~t és un operador compacte per a tota X € p(A).
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De l'aplicacio del lema 2.1 i la proposicié 2.1 es veu que B té un espectre
puntual, és a dir, que o(B) consta tinicament dels valors propis de B. Per

tant, si A € o(B), A és un valor propi de B, és a dir,
Bv=)\v
per a alguna v € Wp1 0, equivalentment
DF(up)v — Av = Av. (2.10)
Si ara multipliquen (2.10) per una ¢ € W, usant el producte de dualitat
entre L i L¥ | tenim
—/ (VoVp+vp)de + / (uo vg0+v<pdx+/ (up)vep dx

= )\/vgodx. (2.11)
Q

Sive T/V]D2 podem aplicar la formula de Green, d’on s’obté

/Avgodx — / v,,cpd€+/g'(u0)vcpdx
Q 20 Q

/asz [ (uo)vodl = X /Qvapdx :

Observem, doncs, que v és una solucié debil del problema lineal de valor
propi

{ Av+ ¢ (ug)v = v, a Q, (2.12)

v, = f(ug)v, a 00,
a L?(Q).
En el segiient teorema anem a veure com es pot trobar el més gran dels

valors propis de I'espectre o(B).

Teorema 2.2 El primer valor propi de [’espectre de [’operador B és
/( (Vu)? + ¢'(up)u® dx) +/ (up)u? df
Ao = sup 2

(2.13)
uF#0 Q
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Observem que el valor propi queda determinat per un suprem que es calcula
a W3 pero no a l'espai on tenim definit el problema, és a dir, a W, amb p > n.
Per tant, a més de provar que el quocient anterior ens doéna el valor propi
buscat haurem de veure que la funcié propia associada, que sera de I'espai Wy

en principi, pertany de fet a W, .

Per tal de demostrar el teorema 2.2 usarem el segiient resultat general per

a espais de Hilbert.

Proposicié 2.2 Sigui E un espai de Hilbert i sigui j : E — E' una inclusio
densa i continua que suposarem simétrica, és a dir, j(u)[v] = j(v)u]. Sigui
S : E — E' un operador bicontinu tal que la forma quadratica S(u)[v] sigui
simétrica i coerciva, és a dir, S(u)[v] = S(v)[u] i S(u)[u] > al|ul|% per a a > 0,

respectivament.

Aleshores, existeiz un producte escalar equivalent, < -,- >g, tal que Sj=*
és un operador autoadjunt en el producte escalar dual associat a < -,- >pr. A
més, el primer valor del seu espectre és
S(u)u
T ((u>) [[u1] '
use J

(2.14)

Per tal de provar aquest resultat necessitem el lema segiient.

Lema 2.2 Sigui E un espai de Hilbert i S : D(S) — E un operador autoad-
gunt, positiu i invertible. Aleshores, el primer punt de [’espectre pot calcular-se

indistintament per una de les dues formules segiients

< Su,u > < u,u >
Ap = sup ———— =SuWp——o5 -
wen(s) < U, U > wer < ST u, u >
uF#0 u7#0

DEMOSTRACIO. La primera férmula és el classic quocient de Rayleigh.

Considerem I'operador S'/2 : D(S'/?) — E que també és autoadjunt i invert-

ible. Aleshores tenim

< Su,u > < SY2y, S1%y >
Ssu _— = Ssu
uEDES‘) <u,u > ueDES‘) < S*I/ZSI/ZU, S—1/281/29, >
uF#0 uF#0

< SY2y, S'%y >
= sup .
wen(s) < 81812y, S1/2q >

u#0
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Sigui ara v = S'/?u. Llavors en el quocient anterior ens queda

A\ <v,v >
0= Ssup ————.
vep(sl/2y < S—tv,v >
v#0

Sabem que D(S'?) ¢ E de manera densa i que < v,v > i < S~™'v,v > s6n

continus, fets dels quals deduim que

A\ <v,v >
0=8SuUp —(F7
ver < ST, v >
v#0
com voliem veure. [ ]

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 2.2. Definim

< u,v >p=S(u)v]

que és un producte escalar equivalent a ’original. Donats u* € E'iv € E es
té

uwv] =< STt v >p .

Sabent aixo, anem a veure com és el producte escalar dual associat. Siguin

u*,v* € E', aleshores

<u* vt >p=< S7'* ST > p=u* ST "],

Hem de veure ara que Sj~! és autoadjunt en el producte dual que acabem
de determinar. Primer, pero, veurem que Sj ! és simetric. Per a aixd consid-
erem u*,v* € j(E). Sabem que u* = j(u) i v* = j(v) per a certes u,v € E.

Per definicid
< STt s = < Si(u),j(v) >p=<u,S7(v) >p
= <S7iw),u>p= jv)u]

que estem suposant per hipotesi que és simetric, cosa que ens dona la simetria

per a Sj7L.

Per altra banda, I'operador Sj71: j(E) C E' — E' és un operador densa-

ment definit, ja que, per hipotesi, la inclusié j : E < E' és densa. Observem,
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1 ¢s exhaustiu ja que, per a tota ¢ € E’, només cal pren-

a més, que Sj~
dre u* = j(u), amb u = S 'y, i ja tindrem Sjlu* = ¢. I pel teorema de

Lax-Milgram existeix aquesta v € E tal que Su = ¢.

Per tant, com Sj~! és un operador densament definit, exhaustiu i simetric

es conclou que Sj~! és autoadjunt.

Només queda veure que el primer punt de I’espectre ve donat pel quocient

(2.14). Per a aix0 anem a usar la segona férmula del lema 2.2, segons la qual

) <u*,u* >p < S, STt >p
0= Su ; = su - .
uei%’ < jS7lu*, ur > uei%r < S7S—lux, S—lu* >p

Posant ara v = S~ 'u* tenim

Ao = sup < v,V >pg sup S(v)[v]
0= — = -
vep < S—ljv,v >g vek J(v)[v]
tal com voliem veure. [ |

Finalment, abans de demostrar el teorema 2.2, anem a provar el segiient

lema.

Lema 2.3 Siu € Wpl, amb p > 2, la solucio del problema

Ap—¢p = u, afl, (2.15)
o, = 0, a0, .

pertany a Uespai W

DEMOSTRACIO. Sigui 0 < « < 1. Considerem una successié (uy), de

funcions de C'*%(Q) tals que u,, — u, quan n — o0, a Wpl. Sabem que aquesta

successié existeix per densitat.

Donada (ty),, considerem per a cada u, € C'**(Q) C W, el problema

(2.15) i denotem per ¢, la solucié, és a dir,

{ASOn_(Pn = Up, aQa

(Qpn)u = 0, a 0f) . (2.16)
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Es conegut que les solucions d’aquest problema satisfan que ¢, € C3*%(Q), és

a dir, que les solucions ¢,, pertanyen a l'espai W;’, per a tota p > 2.

Veurem que la successié (¢,), és una successié de Cauchy a W;’. Per a
aixo considerem la funcié ¢, — ¢,,, per a n # m, i restant els problemes que

cada una d’elles satisfa s’obté que la diferencia satisfa el problema

{A(Qpn_wm)_(@n_@m) = (un—um), aQ,

2.17
(SOn—SOm)u — 0, a 0f) . ( )

Com ¢, — ¢, € W;’, podem aplicar el teorema 15.2 de [2] i obtenim la

segiient acotaci6 per a la norma a W;’ de la diferencia:

1o = Pmllws < C (It — umllwy + llen — mllzs) - (2.18)

Veurem ara que de fet en el segon membre de la desigualtat (2.18) és el
terme important a I'hora de veure que |l¢, — ©mllws — 0 és [Jun — upmlw; - Es
a dir, que la norma a LP de ¢, — ¢, és un terme sense massa rellevancia en
el moment de veure que el segon membre d’aquesta desigualtat tendeix a zero

quan n i m tendeixen a infinit.

Farem un raonament de reduccié a I'absurd. Es a dir, com queé (u,), és
una successié de Cauchy a W, per hipotesi, sabem que ||ty =ty [lwz — 0 quan

n, m — 0o, i suposarem que ||¢, — gpm||Wg no tendeix a zero, quan n, m — oo.

Existira, doncs, una parcial de (¢, — ©m)n.m, que fent un abids de notacié
la denotarem de la mateixa manera, tal que [|¢, — ¢mllwz > € per a tota
n,m > N. Aixi doncs tenim una successié acotada a W' amb [|¢on —pmllwz > €
i sabem que W;’ C W]D1 de manera compacta. Per tant, existira una parcial

que denotarem per (1), convergent a Wpl. Sigui ¢ € Wp1 aquest limit.

Sigui ara v una funci6 de Wpl,, amb p' 'exponent conjugat de p > 2. Les
funcions v, i les funcions uy, corresponents a la parcial de (w, =, )n,m associada
a (ug)g, son funcions de espai Wpl. Si multipliquem la primera equacié de
(2.17) per v, integrem a 2 i apliquen la férmula de Green usant la segona

equacio, obtenim

—/Q(VkaU + o) do = /Qukv dz .
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Prenent ara limit quan £ — oo en aquesta ultima igualtat obtenim per a la
funcié limit ¢

—/Q(V1/)Vv+¢v) de =0

Com p > 2 l'exponent conjugat p’ < 2. Per tant, T/Vp1 C Wpl’ i podem

prendre v = @, amb la qual cosa en la darrera igualtat s’obté
—/ (V) +¢?) dz=0.
0
Es a dir, ¢ = 0, o equivalentment ¢, — ¢, — 0 a W;’. [ aixo contradiu que
lon — @mllws > €.

Deduim, doncs, que si ||u, —U/mHWpl — 0, aleshores ||@, — cpm||W5, — 0. Per
tant, la successié de solucions dels problemes (2.16) formen una successi6 de
Cauchy a W). Sigui 3 € W} el seu limit.

Acabarem la demostracié veient que @ és la soluci6 del problema (2.15).

Per a aixd suposem que ¢ € Wy és la solucié debil del problema (2.15) i

que @ € W} és la d’abans.
Donada w € W), la solucié ¢ de (2.15) satisfa

—/ (VeVw + pw) do = / ww dz . (2.19)
Q 0

Ara, multiplicant la primera equacié de (2.16) per w € W, integrant a €,
aplicant la férmula de Green i usant la segona equacié obtenim per a les ¢,

una equacié integral com la que satisfa ¢, és a dir,

—/Q(V%Vw + ppw) dx = /Qunw dx . (2.20)

Restant ara (2.19) i (2.20) s’obté per a la diferéncia

| (Ve — o)Vt (o —pw) do= [ (u—wwdz.  (221)

on u—u, € Wy, |lu—u,llws — 0 quan n — oo, p, € W) C W, ip € Wj.
Com ¢ — ¢, € W) podem posar a (2.21) w = ¢ — ¢,. Obtenim en aquest cas

— [ (Vo= o)+ (0= 0u)?) do = [ (u—uwn) (0 — ) do
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Prenent limits quan n — oo en aquesta darrera igualtat es té
— [ (Ve =2+ (¢ —9)?) dz=0.

Es a dir, ¢ — » = 0. Per tant, la solucié ¢ del problema (2.15) satisfa que

¢ =@ € W2, com voliem provar. u

Observacié 2.1 Si p = 2, la demostracié anterior és més senzilla ja que en

aquest cas
lellze < lullz2

cosa que s’obté directament multiplicant la primera equaci6 del problema per ¢
i, després d’aplicar la formula de Green, acotant per la desigualtat de Cauchy-

Schwarz.

Aleshores, en la desigualtat (2.18) podem acotar directament el terme de
la dreta i s’obté

HQOn - QOmHW?’ < Ol“un - Um“Wl .
p p

Per tant, com per hipotesi ||u, — um[lwy — 0 quan n,m — oo, deduim que

la successi6 (¢n,)n és una successié de Cauchy a W7.

La resta de la demostracié s’acabaria de la mateixa manera.

Aplicarem tot seguit aquests darrers resultats a la prova del teorema 2.2.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 2.2. Sigui T I'operador lineal

T : W) — (W,
u — T(u)

definit per

T(u) : Wy — R
v — Jo(=VuVv — Kuv + ¢'(up)uv) dz + [y f'(uo)uv dl

on K és la mateixa del lema 2.1. Sigui j la inclusié habitual de Wy en (.},

Wy C L? = (L*) c (Wy4)'". D’ara endavant, usant aquesta inclusié i sempre i
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quan no hi pugui haver confusié, usarem u en lloc de ju i T en lloc de Tj7!.
Notem que 7' és una extensi6 a W, de Poperador B = B + K1 definit a W},
amb p > n.

De la proposicié 2.2 anterior obtenim que el primer valor propi de 1" és

_ o T
fo = é) j(w)[u]

/ ((=Vu)? — Ku® + ¢'(up)u®) dz + / £ (up)u? df
— sup 22 090
u€W21 / U,2 diU
uF#0 Q

Sabem que si A és un valor propi de B, llavors A + K és valor propi de B.
Aleshores, allo que volem demostrar es redueix ara a provar que pg + K = Ag,
on Ay denota com a l’enunciat del teorema el primer valor propi de B. Es a
dir, caldra veure que jg és també el primer valor propi de B, d’on es deduira
que el primer valor propi de I'espectre de B, Ay, ve donat per (2.13). Per veure
aixo el que farem és demostrar que 'espectre de T, o(T), i I'espectre de B,

o(B), s6n iguals tot i estar definits en espais diferents.

Observem que tant o(B) com o(7') consten unicament de valors propis.
Per a l'espectre de B ho varem veure en la proposicié 2.1 i per a I'espectre de

T podem usar els mateixos arguments.

A T’hora de veure que o(T') = o(B), observem que la inclusié o(B) C o(T)
és immediata: si A és un valor propi de B a W), com W) C W; ja que

p>n> 2, \és també un valor propi de T a W, .

La resta de la demostracié la dedicarem a veure la inclusié contraria:
o(T) C o(B). Sigui A un valor propi de T' amb funcié propia v € W.). El
que farem en tot el que ens queda és veure que, de fet, u € Wp1 per a tota
p > 2. Amb aixo tindrem que té sentit Bu i, a més, Bu = Tu = Au, amb
la qual cosa haurem vist que A és també valor propi de B amb funcié propia

u € W). Per tant, o(T) C o(B), cosa que acabara la demostracio.

El pas de provar que una funcié propia u de W3} és, de fet, una funcié propia

a Wpl, amb p > n, no és una cosa trivial. El que farem és donar un procés
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iteratiu, comencant a p, = 2, que consistira en trobar una successié creixent
d’indexos pr > 2 i que no s’acumulin mai, de manera que en cada pas de la
iteracié s’aconseguira provar que u € Wpl, per a tota p < pg. Veurem que el

nombre de passos que caldra depén de la dimensié n fixada.

Amb més precisié, comengarem amb py = 2 i veurem que si v € Wy és una
funcié propia de T, aleshores u € W) per a tota p > 2sin < 4iue W,
per a tota p € [py, p1] si n > 4. Per tant, veurem que p; depen de n. Llavors,
suposant que u € W, amb ¢ € [py_1,px], amb k > 1, veurem que u € W,
per a tota p > pp sin < 2p; i que u € W]D1 per a p € [pk,Prr1] si n > 2py.
Observem, doncs, que el procés inductiu que farem s’acabara en el moment que
la successié d’indexos trobada satisfaci que 2p, > n, fixada n i per a alguna
k> 1.

Anem a veure com es poden obtenir els indexos de la successié anterior, és

a dir, donada u € W}, com es pot anar avangant I'index p per tal que u € Wpl.

Sigui B, : W, — (W,)', amb ¢ > 2, la restricci6 de I'operador T a
W} C Wj. Sabem que aquests B, sén invertibles i que, per les mateixes
raons que per a B, l'espectre o(B,) consta tinicament de valors propis. Su-
posem, seguint la notacié del principi de la demostracio, que som capacgos de
provar que j(W,,) C (Wpl,kﬂ)', pera k =0,1,2,..., amb pj,, Iexponent con-

jugat de pry1 1 pry1r > pr.- En aquest cas, si u € Wplk és funcié propia de

B,,j ! amb valor propi A, s'obté que u € W,,,, ¢és funcié propia de By J !

amb valor propi A. Certament, com j(W, ) C (Wpl;c ), si u € W, , tenim
_ +1

j(u) € (Wpl;c ). Aleshores, com B
+

.. . IR 1
pos €8 invertible, existira alguna v € W/,

Pr+1

1—
tal que XBZ,,M

propi A.

v=_j(u). Daqui, u = v a Wplk-+1 i és funcié propia de valor

Per tant, en cada una de les iteracions que farem per anar trobant els
indexos pg, k > 0, el que es buscara és acoseguir que sigui cert I’encabiment
jw,.) C (W1,+1)', ambp,=2ik=0,1,2,...

Py,

Comencem, doncs amb el procés inductiu que hem estat explicant fins ara.
El que farem és donar amb detall un pas general i després construirem la

successié d’indexos (pg)r de la qual parlavem abans. Finalment veurem que
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sortint de py = 2 podem arribar a tota p > n, fixada n.

Sigui p > 2i g > p. Com ja hem explicat abans, ens preguntem per a quins

valors de ¢ sera certa la inclusi6 j(W,}) C (W,)".
Sigui v € W,. Si per a tota v es satisfa
/ vwdr < Cllwllys per a tota w € Wy,
Q a

amb C' = C(v), la inclusié j(W,) C (W) sera certa.

Donada v € T/V]D1 considerem el problema auxiliar segiient

(2.22)

Ap—¢p = v, afl,
o, = 0, aod.

Suposem que existeix ¢ > p tal que la solucié ¢ de (2.22) pertanyi a l'espai
W, . Aleshores considerant una funcié w € W, C W, multipliquant la primera

equaci6 de (2.22) per w, integrant a €2 i apliquant la formula de Green, queda

/ vwdr = / (Ap — plwdr = — / (VoVw + pw) dz < C'||o|lw:|w|lwr
Q Q Q e a
usant la desigualtat de Hlder a 1'dltima integral.

Es a dir, prenent C' = C'llpllw, tenim j(W,)) C (W), amb ¢ > p, com es

volia, sempre i quan la solucié ¢ de (2.22) pertanyi a qu.

Ara bé, donat el problema (2.22) amb v € Wpl, hem vist en el lema 2.3, que

la solucié ¢ pertany a W. Els encabiments de Sobolev (vegi’s [1]), ens donen

5 T = sin < 2p,
W, CcW, si p<q< np
n—2p

sin>2p.

Per tant, la solucié ¢ € qu per a ¢ les de la inclusié anterior, que veiem que

depenen de n.

Aleshores, si n < 2p s’obté que u € qu per a tota ¢ > p. Es a dir,

o(T) C o(B) i haurem acabat la demostracié. En canvi, si n > 2p només hem

aconseguit provar que o(T) C o(B,) per a tota q € [p, np2 ].
n—=zp
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Aixi doncs, si n > 2p hem avancat una mica més enlla de p, pero en principi
no tenim perque haver assolit ’espai que voliem. Anem a veure que un procés
iteratiu, comencant a py = 2 i usant el que acabem de fer per a p < ¢, ens déna
una successié d’'indexos pi que resulta ésser creixent i que ens permet assolir

T/V]D1 per a qualsevol p > 2, avancant mica en mica segons l’'esquema anterior.

Anem a definir, per tant, la successié (pg)r, amb k£ > 0, de la qual estem

parlant. Sigui py = 2. Aleshores, si n < 4 tenim u € Wp1 per a tota p > 2.
nPo

Definim,
n — 2po

En canvi, si n > 4, tenim u € W, només per a p € (2,

n
doncs, p; = LQO. Suposem ara que u € Wpll. Aleshores, si n < 2p; tenim
n— 2po
u € W) per atota p > py isin > 2p tenim u € W) per a tota p € [py, pa],
np1

2—np
n < 2p; es té u € W) per a tota p > pg isin > 2pg es té u € W) per a tota
NPk

on py = . Per tant, després de k passos, partint de p;, trobem que si

P € [Pks Pt1], amb pyyy =

Per tant, la successié que estavem buscant acabem de veure que és la
segiient:

Po = 2 )
npr—
Pk

=————,perak>0.

n—2pg1

Aturarem la iteracié quan pj sigui tal que, fixada n, pr > n/2, ja que
aleshores tindrem u € Wp1 per a tota p > 2. Cal veure, per tant, que fixada la
dimensio6 n, les p, formen una successié creixent i que no s’acumula. Llavors,

en un nombre finit de passos, superarem n/2.

Sigui f(z) = - ﬁgx amb z > 2. Es pot veure que mentre 2 < x < n/2,

5 ©. Per tant, mentre py < n/2 tenim

2

n
Pr > mpk_l, peratotakz 1.

Aleshores,

n o\ 2k
Pr = (n—4> bo-
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2

n
(n —4)?
progressié geometrica amb raé més gran que 1. De tot aixo es dedueix que

Observem que > 1 Es a dir, la successié (pg)r és més gran que una

(k) és estrictament creixent i no s’acumula mai. Amb aixd deduim que
existeix alguna kg < oo tal que py, < n/2 per a la qual pg, 1 > n/2, és a
dir, que s’assoleix n/2 en ko + 1 passos. Amb aixo s’acaba la demostracié ja
que, segons hem vist abans, per a aquest ultim index s’aconsegueix provar que

u € Wpl, per a tota p > 2 tal i com es volia. [ |

Amb la demostracio del teorema 2.2 obtenim una caracteritzacié de 1’esta-
bilitat de ’equilibri ug més “natural” que la donada al teorema 2.1. Aleshores,
I’estabilitat de 1’equilibri uy queda reduida a comprovar el signe del numerador

del quocient que apareix a (2.13) i que denotarem per I(u).

Aix{ doncs, si I(u) és negatiu per a tota u € W), tenim ug estable. En
canvi, si existeix alguna u € Wy tal que I(u) sigui positiu, ug és inestable.
En aquells casos que només es pugui provar que I(u) < 0 per a tota u € W},

caldra quelcom més per tal de determinar I'estabilitat de wuy.
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Capitol 3

Sobre la no existencia
d’equilibris estables no

constants

En aquesta secci6 anem a tornar al problema d’evoluci6 de difusié

u = Au, a2,
u, = f(u), aod, (3.1)

uw(z,0) = wup(z),

per a un domini 2 C R” acotat amb vora 0f) regular, f : R — R una funcié
regular (ja determinarem més endavant de quina regularitat parlem) i f(u) =
f(u(x,t)) per atotax € 90 it € R amb u:Q x R — R Noti’s que respecte

dels capitols anteriors anem a prendre g = 0.

De fet, nosaltres anem a buscar solucions del problema d’equilibri associat

a (3.1), és a dir,
Au = 0, a,
(3.2)

u, = f(u), aodQ.
Aquest problema té algunes solucions trivials: les solucions constants corre-
sponents als zeros de la funcié f. En aquesta seccié volem donar condicions,
tant sobre el domini €2, com sobre la no linealitat de la condicié de contorn f,

de manera que els tnics equilibris estables (vegi’s capitol 2) del problema (3.1)

61
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siguin solucions constants. Es a dir, sota determinades suposicions sobre f i),
veurem que el problema (3.2) només podra tenir solucions estables constants

que, com és clar, seran alguns dels zeros de f,

En el cas de les equacions de reaccié-difusié amb condicions de contorn de

Neumann homogenies

w = Au+ f(u), aQ,
u, = 0, a 0f , (3.3)
u(z,0) = wup(z),

es coneixen alguns resultats sobre la no existencia d’equilibris estables no con-
stants per a determinats tipus de dominis i de funcions f (vegi’s [11], [25],
[27]). Per exemple, R.G. Casten i C.J. Holland, a [11], i H. Matano, a [27],
proven en el cas de dominis convexos que tota solucié d’equilibri no constant del
problema (3.3) és inestable, és a dir, només solucions d’equilibri constants po-
den ésser equilibris estables. També a [11], R.G. Casten i C.J. Holland proven

el mateix resultat en el cas que f sigui una funcié amb f” > 0o f"” < 0.

Donarem en aquesta part del treball alguns resultats, semblants als coneguts
per al problema (3.3), per al problema (3.1).

En la primera seccié anem a donar una acotacié “a priori” de la solucié sota
algunes hipotesis sobre el signe de la funcié f. En la seccié segiient veurem
que si f és una funcié de Lipschitz amb constant de Lipschitz prou petita,
aleshores els tnics equilibris (estables i inestables) per a (3.1) sén les solucions
constants. Per altra banda, també veurem que només les solucions d’equilibri
constants poden ésser estables per a (3.1) si f és una funcié céncava o convexa.
Finalment, a la tercera i ultima seccid, veurem que aquest mateix resultat pot

provar-se per a una f arbitraria si €2 és una bola a R", n > 2.

3.1 Una acotacié a priori.

En aquesta seccié anem a veure que tota solucié de (3.2) esta acotada per sota

i per sobre si suposem que per a la funcié f existeixen a i b, amb a < b, tals que
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fu) >0siu<aif(u) <0siu>b Notem que el que estem demanant-li
a f és que tingui una forma que resulta molt freqiient en els problemes de

reaccié-difusio.
L’acotacié de la solucié de la qual parlavem fa un moment la recollim en

el segiient lema:

Lema 3.1 (Acotacid a priori) Sigui f una funcid tal que existeizen a i b amb
a <btals que f(u) >0 siu<aif(u) <0 siu>b. Aleshores, tota solucié u
del problema (3.2) satisfa a < u(z) < b, per a qualsevol x € .

Abans de provar aquest resultat anem a recordar ’anomenat principi del

maxim de Hopf (vegi’s [31], pag. 65).

Teorema 3.1 Suposem que u satisfa la desigualtat

n 0%u " Ou
[U] Mzzlajaxiﬁxj + 2221 8%

en un domini D en el qual L és uniformement el-liptic. Suposem que u < M a
D i que u = M en un punt de la vora P. Suposem que P estd a la vora d’una

bola continguda a D. Si u és continua a D U P 1 existeix la derivada normal

ou
exterior Em a P, aleshores
v

ou

— >0 P
al/> a

a menys que u = M.

DEMOSTRACIO DEL LEMA 3.1. La solucié u del problema (3.2) és una
funcié harmonica a ). Pel principi del maxim per a funcions harmoniques
sabem que u assoleix el seu maxim, que denotarem per M, i el seu minim,
que denotarem per m, a la vora del domini. Siguin P, Q) € 02 dos punts de la

frontera on s’assoleixen M i m respectivament, és a dir, u(P) = M i u(Q) = m.

Estem sota les hipotesis necessaries per tal d’aplicar el principi del maxim
de Hopf que acabem d’enunciar, amb la qual cosa deduim que wu,(P) > 0 i
u,(Q) < 0 o, equivalentment, f(u(P)) >01i f(u(Q)) <0.
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Per hipotesi, aixo implica que u(P) € (—00,b] i u(Q) € [a,00). Ara bé,
u(Q) < u(P), cosa que forca que u(P) > a i u(Q) < b. Per tant, com
uw(Q) < u(x) < u(P), per a totax € Qi a < b deduim que a < u(z) < b, per
a tota z € Q. |

3.2 Condicions sobre f.

Anem a veure algunes condicions sobre la funcié f que fan que no existeixin

equilibris estables no constants per a (3.1).

Suposarem per comencar que f és una funcié de Lipschitz. En primer lloc
anem a suposar que f és una funcié de Lipschitz a [a,b]. Les constants a i b
son les mateixes constants de la seccié anterior, si les condicions sobre f sén
les del lema 3.1. Suposem que la constant de Lipschitz de f a [a,b] és prou
petita. Aleshores, els tnics equilibris son les solucions constants. Veurem que
podem provar el mateix resultat si f és una funcié globalment Lipschitz a R
amb constant de Lipschitz a R, com abans, prou petita. En el segiient teorema

recollim el que acabem de dir.

Teorema 3.2 Sigui f una funcié que compleix una de les dues hipotesis se-

guents:

(i) f és globalment Lipschitz a R i Lip (f) = ¢.

(ii) Ezisteizen a i b amb a < b tals que f(u) > 0 si u < a i f(u) < 0 si
u>b, i f és de Lipschitz a [a,b] amb Lip (f) =€ (a [a,b]).

FExisteiz ¢g > 0, que depén unicament del domini 2 tal que si ¢ < &g,

aleshores tota solucid d’equilibri de (3.1) és constant.

Observem que no només els equilibris estables han d’ésser solucions con-
stants, sin que també els inestables ho seran, és a dir, tota solucié de (3.2) ha

d’ésser constant.
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Abans de demostrar el teorema anem a enunciar i provar un lema previ,

necessari per a la prova d’aquell.

Lema 3.2 Siw e Wy i / wdl =0, aleshores
o9

1
/ w2d€§—/ \Vw|*dr |
o0 P2 JQ2

on py €s el segon valor propi del problema de Stekloff

AV = 0, a2,

3.4
ov = p¥U, adfd. (3:4)
v

DEMOSTRACIO. Siguin p;, i = 1,2,... els valors propis del problema de

Stekloff (3.4). Sabem que 0 = p; < py < p3 < ... 1 que el segon valor propi es

troba mitjancant el quocient

/|Vw|2d:17
: Q
pp= min = ———
Sy =0 / W2 dl
o0N

(vegi’s [22]). Per tant, deduim que py / wdl < / |Vw|? dx si / wdl=0
20 Q 20

tal 1 com voliem.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 3.2. Donada u, sigui u = ﬁ mudﬂ.
Considerem v = u — u. Observem que 7 = 0.
Si considerem el problema (3.2) es veu que per a aquesta v satisfa:
Av = 0, a (),
% = f(u), adQ. (3:5)

Si multipliquem ara la primera igualtat de (3.5) per v, integrem a 2 i usem la
formula de Green obtenim

/Q|Vv|2 dx:/ fu)vdl .

onN
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Ja que suposem que Lip (f) =¢ a R en el primer cas i que Lip (f) = ¢ a [a, ]

i hem vist al lema 3.1 que a < u < b a Q en el segon i com ¥ = 0, tenim

/|Vv|2 dmﬁs/ uv dl
Q a0

Una altra vegada, usant que 7 = 0, si substituim u per v+7% en aquesta darrera

/|V1}|2 dmﬁs/ v?dl.
0 )

I novament, del fet que 7 = 0, el lema 3.2 ens serveix per acotar I'dltima

desigualtat obtenim

desigualtat de la manera segiient
/ Vol? di < 3/ IVol?de .
Q P2 JQ

D’aqui, si suposem que u és no constant, v és també no constant i, per tant,

— > 1, és a dir, ¢ > po. Llavors, si € és prou petit arribem a contradiccio,
P2
ja que po només depen de €2 i py > 0. Per tant, en aquest cas, inicament les

solucions constants poden ser solucions d’equilibri, tant les estables com les

inestables. [ ]

Anem a veure ara que, com en el cas del problema (3.3) ([11], teorema 3),
es pot provar un resultat similar per als equilibris estables de (3.1) en el cas

que f sigui una funcié céncava o convexa.

Teorema 3.3 Sigui u una solucidé de (3.2) que pren valors a un cert interval
J. Si f és una funcid concava o convexa per a tota x € J i u és una solucio

d’equilibri estable, aleshores u és constant.

Per tal de demostrar aquest resultat recordem que a la seccio6 2.1 del capitol
2 varem donar un principi d’estabilitat i inestabilitat en el teorema 2.1 que
determinava el caracter estable o inestable d'un equilibri en termes del signe
del valor propi maxim de I'operador lineal que resultava de la linealitzacié del
problema. Ara bé, varem veure que aquest es podia determinar, de manera més
natural, del que anomenavem quocient de Rayleigh (teorema 2.2). En aquesta

demostracié veurem que, si se suposa u una solucié no constant, aleshores som
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capagos de trobar alguna funcié de W, per a la qual el quocient de Rayleigh
és positiu, cosa que prova que no pot ésser estable, o, equivalentment, que u

és inestable.

Observacié 3.1 Donat 2 C R® un domini qualsevol, observem que si ug és

una solucié6 de (3.2) tal que satisfa

/m Fluo(z)) dz > 0,

aleshores, uq és inestable.

Per a veure-ho, només cal prendre en el quocient de Rayleigh (2.13) donat

en el capitol anterior la funcié v = 1, per a la qual s’obté que el numerador

I(u) = /Q—(Vu)m+/m Fluo)u?dl >0, (3.6)

és a dir, ug és inestable.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 3.3. Suposem que u és una solucié d’equi-

libri no constant de (3.1), és a dir, és una soluci6 de (3.2) no constant. Volem

veure que u és inestable.

Suposem que f és convexa per a tota x € [a,b]. Denotem per I(v) el
numerador del quocient de Rayleigh obtingut al teorema 2.2, que en el nostre

cas és

I(v) = /Q—|Vv|2dac—|—/l99 f'(u)v* de.

Sigui m = min u(z) i considerem I(u —m). Pel principi del maxim de Hopf
e
(teorema 3.1, en aquest mateix capitol) sabem que m = u(P) per a alguna

PeoQiu,(P)<0,ésadir, f(m) < 0. Aleshores
I(u—m) = /m F(u) (u — m)2de — /Q Vul? de
- /m (/) (= m)” = f(uyu) de.

Donat que u satisfa (3.2), es segueix que / f(u) = 0. Llavors
B

Iw—m)= [ (f()m=uw)+F(w) m—ud.
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Com, per hipotesi, estem suposant que f és convexa sabem que la recta f(u)-+

f'(u)(m — u) esta per sota de f(m), és a dir,

fu)+ f'(u)(m—u) < f(m) <0.

Sabem que m—u < 0. De fet, m—u(z) < 0 en un conjunt de valors x € 0f)

de mesura positiva, ja que en cas contrari u seria una solucié constant.

Per tant, la convexitat de la funcié juntament amb aquest darrer fet, déna

que I(u —m) > 0, cosa que prova que u és inestable.

Per al cas que f sigui céncava es pot fer el mateix pero considerant I(u— M),

amb M = maxu(x). |
zEN

3.3 Condicions sobre el domini.

Anem a veure en aquesta seccié com la geometria del domini pot influir en
la no existencia d’equilibris estables no constants. En el cas del problema
de reaccié-difusié (3.3) amb condicié de contorn homegenia és conegut que
totes les solucions d’equilibri estables per a dominis convexos son solucions
constants. Es pot veure [11] i [27]. En particular R.G. Casten i C.J. Holland

a [11] proven el segiient resultat

Teorema 3.4 Sigui 2 un domini convex de R" i u una solucié d’equilibri de

(3.3) no constant de classe C3(Q). Aleshores, u és inestable.

Per tal de provar aquest resultat els autors troben una funcié w tal que
I(w) > 0, on I(w) és el numerador del quocient de Rayleigh que s’obté per al
problema (3.3). En la cerca d’aquesta funci6é juga un paper molt important
que la condicié de contorn sigui homogenia. El que fan és un canvi de sistema

de coordenades capag d’aprofitar la convexitat de 0f).

Cal esmentar que H. Matano prova, de manera independent, a [27], el
mateix resultat usant arguments analegs a aquells de R.G. Casten i C.J. Hol-
land.
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En el cas de condicions de contorn no lineals, la cosa no resulta tan senzilla

i arguments semblants als usats per al cas homogeni no ens condueixen en lloc.

El resultat podria ser igualment cert per a problemes de difusié amb condi-
cions de contorn no lineals com el que estem estudiant. Ara bé, els intents
realitzats en aquesta direccié no han estat profitosos. No obstant aixo, el que
si hem obtingut és un resultat analeg en el cas que f sigui una funcié arbitraria

i €2 sigui una bola a R*, n > 2.

Teorema 3.5 Sigui Q la bola de radi R a R", n > 2. Aleshores les tiniques

solucions d’equilibri estables per al problema (3.1) sén les constants.

Observacio 3.2 El cas n = 1 és molt diferent. Quan {2 és un interval, tal i
com veiem en 'apendix A, és possible tenir equilibris estables no constants.
De fet, el cas u-dimensional esta més proper als casos de dimensions més grans
amb dominis connexos amb vora disconnexa, que tractarem més endavant en

el capitol 4.

Per a la demostracié del teorema 3.5 es necessita un resultat auxiliar ref-
erent a la simplicitat del valor propi zero de l'operador B = DF(uy) — A, en
el cas que el zero sigui el primer valor propi i on ug és una solucié d’equilibri
per a (3.1). Recollim aquest resultat en la proposicié segiient, basada en el

teorema de Krein Rutman.

Proposicio 3.1 Suposem que A = 0 és el primer valor propi de l’operador B
amb funcio propia associada u. Aleshores, \ és un valor propi algebraicament

i geometricament simple i u(x) > 0, per a tota x € Q.

La demostracié d’aquesta proposicié sera una aplicacié del teorema de
Krein-Rutman (vegi’s [13]), que recordarem seguidament, després de donar

un parell de definicions.

Definicié 3.1 Diem que un conjunt tancat K en un espai de Banach X és un

con a X si satisfa les tres propietats seguents:
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(i) 0 € K,
(i1) Siu,v € K, aleshores au+ fv € K, per a qualssevol a, f € R,

(iii) Siv e K i —v € K, aleshores v = 0.

Un con K C X s’anomena reproductor s1 X = K — K.

Definicié 3.2 Sigui B € L(X) i K un con a X, amb X un espai de Banach.
Es diu que B és un operador fortament positiu si per a tota v € K, v # 0, es
tée Bv € K.

Teorema 3.6 (Teorema de Krein-Rutman).

Sigui K un con reproductor, amb interior [% + (0, 1 sigui B un operador

compacte fortament positiu sobre K.

Aleshores, el radi espectral de B, p(B), és un valor propi (algebraicament
i geométricament) simple de B i els seus respectius vectors propis associats

pertanyen a K.

A més, tots els altres valors propis son estrictament menors en valor absolut

que p(B).

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 3.1. Cosiderem 'operador

i1 1-1
T : W, 'P(0Q) — W, H7(69)
definit per T'w = yv on v és la solucié del problema

Av = 0, a2,

{ v, + (K — f'(ug))v = ¢, add, (3.7)

amb K una constant tal que K — f'(ug(x)) > 0 per a tota x € 992. Aqui yv

denota la traca de la funcié v sobre 0.
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Sigui
C={pe WI}_I/”(GQ) tal que ¢(z) > 0 per a tota z € 00} .

Es facil veure que C és un con reproductor, és a dir, que C' és un con tal
que W;_l/p(aﬂ) = (C — C' amb interior no buit, ja que, com p > n, és cert
Pencabiment W)='/7(9Q) c C*(9Q) per a0 < a < 1—n/p. Igualment, és facil
veure que 1" és un operador lineal. A més, pel principi del maxim i, donat que

K — f'(up) > 0, podem veure que T és un operador fortament positiu.

Anem a veure que T' és un operador compacte. Sigui £ C W} 1/7(09) un
subconjunt acotat i sigui ¢ € E. Considerem per a aquesta ¢ la imatge per T,
és a dir, Ty = yv. De la densitat de I'encabiment C'*(9Q) c W,='/7(50Q),
amb 0 < a < 1 — n/p com abans, podem considerar una successié de fun-
cions (¢n)n, ©n € C*T(0) amb limit ¢ a W, /7(9Q). Ara, per a cada n

considerem

Av, = 0, a (),

(vn)y + (K = f'(wo))on = n, 200, (38)

Un resultat de [6] afirma que la solucié v, existeix i v, € C***(Q). A
més, pel teorema 15.2 de [2] i utilitzant arguments analegs a aquells usats
en la demostracié del lema 2.3, es pot assegurar que (v,), és una successié
de Cauchy a W7 amb limit v, essent v una solucié de (3.7) i, novament els

mateixos arguments i resultats de [2], ens donen
|| v ||VV]92§ C || ¥ ||W1}71/p(8Q)§ o )

C' constant, ja que v € C*(9Q) i ¢ € E. Aixi doncs, T(E) C W2 1/7(9Q) és
acotat. Per acabar, la compacitat de Pencabiment W2 /7(0Q) C W} /7(09)
implica que T(E) és relativament compacte a W, /?(99). Per tant, T és un

operador compacte.

Estem ara en condicions d’aplicar el teorema de Krein-Rutman a ’operador
T, que diu que el radi espectral de T, p(T), és un valor propi algebraicament

i geometricament simple.

Considerem ara els dos problemes de valor propi segiients

Au = Au, a,
u, = f'(ug)u, adQ,
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Aw = 0, a (),
w, + (K — f'(w))w = pw, ad.

Per al problema (3.9) sabem que els valors propis sén tots reals i com per

(3.10)

hipotesi estem suposant que el primer valor propi de B és el zero, aquests
satisfan 0 = Ay > Ay > A3 > .... Denotarem per uj, us,us,... les seves

funcions propies. Observem que per a (3.10), u = K és un valor propi amb

funcié propia associada u;. Es pot veure que 7, = — son valors propis de T'.
n

1
Aleshores, n = 7 és un valor propi de 1" amb funcié propia associada ;.

Si integrem (7T'¢)p sobre OS2, usant (3.7) s’obté

/(,)Q(TSO)QO dt = /mv(v,, + (I = f'(uo))v) dl =
= Aﬂvvyd6+/l90(K_f’(uo))UZdﬁz

= Vov)2d +/ K—f’ 2de>0.
/Q( v) o aQ( (uo))v
Igualment, del problema (3.9) obtenim

_ _ [ _ 2 ' 2
/QAU udx /Q (Vu) dx+/mf(u0)u dr <0

per a tota u, ja que \; < 0 per a tota ¢ > 1. De les dues darreres desigualtats

es dedueix
/ (To)pdl > K/ v dl = K/ (T)2dl
onN onN oN

per a tota .

Considerem ara n; i @;, valors propis i funcions propies, respectivament, de

T, és a dir, Typ; = n;p;. Aleshores,

/ niso?dfzK/ G
o0 o0

Si suposem que 7; # 0, obtenim 7; > Kn?, o equivalentment, 7; < 1/K per a
tota ¢ > 1.

Per tant, n = 1/K és el valor propi de T' més gran, és a dir, p(T) = 1/K.

D’aqui que n = 1/K és un valor propi algebraicament i geometricament simple.
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[gualment, p = K sera el valor propi més petit per a (3.10) i sera també un

valor propi simple, aixi com A = 0 per a (3.9).

Ara bé, (3.9) és el problema lineal de valor propi associat a la linealitzacié
del nostre problema, com varem veure a la secci6é 2.1. Aixi doncs, si A =0 €
o(B) hem vist que A = 0 és un valor propi geometricament simple de B. Cal
veure, pero, que és algebraicament simple. Per a aix0 suposem que no ho és, és
a dir, que existeixen u,v € W), u,v # 01 u # v, tals que (DF (ug) — A)u =0
i (DF(ug) — A)v = u. De I'iltima igualtat s’obté

/—VvVudx+/ f’(uo)vudéz/zfdx.
Q 20 Q

Ara bé, usant ara la férmula de Green i sabent que (DF (up) —A)u = 0, deduim
que u = 0, és a dir, arribem a contradiccié. Per tant, A = 0 ha d’ésser un valor

propi algebraicament simple.

Finalment, per tal de veure que u(z) > 0 per a tota z € {2 usem el principi
del maxim i novament el teorema de Krein-Rutman, que ens diu que la funcié
propia u € CO’, és a dir, u(x) > 0 per a tota x € 9Q. Com, per hipotesi,
K — f'(ug) > 0 el principi del maxim ens porta a concloure que u(x) > 0 per

a tota x € Q. Per tant, la funcié propia associada a A = 0 és positivaa Q. W

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 3.5. Si{ ésla bola de radi R a R", n > 2,

la derivada normal exterior és, de fet, la derivada radial exterior i (3.2) pot

escriure’s

(3.11)

Au = 0, a Q,
u = f(u), sir=R.

Anem a veure primer el teorema en el cas que n = 2 i després per al cas
general n > 3. Sigui u un punt d’equilibri no constant, és a dir, una solucié
de (3.11) no constant.

Cas n = 2. Suposem primer que u depen unicament de r, és a dir, que
u = u(r). Aleshores, com Au = 0, sabem que u = alnr + b. Si imposem
que u estigui acotada quan r = 0, només les solucions constants poden ésser
solucions de (3.11). De la condicié de contorn veiem que les iniques constants

possibles son els zeros de la funcié f.
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Suposem ara que u = u(r,f) és solucié de (3.11) i suposem que uy # 0.
Pot provar-se que u(r, + ¢) és igualment solucié. Aleshores, deduim que u,

és solucioé del problema

Av = 0, a
. (3.12)
v, = f'(u)v, sir=R,
és a dir, uy és una funcié propia de valor propi 0 per al problema
Av = A Q
! v @ (3.13)
v, = fllu)v, sir=R.

Aleshores, A = 0 és valor propi de 'operador B. Tal com s’ha vist en la
proposicié 3.1, si A = 0 és el primer valor propi és simple i amb funcié propia uy
positiva. Ara bé, uy > 0 contradiu la periodicitat de u respecte de la variable
f. Per tant, A = 0 no pot ésser el primer valor propi de B, cosa que implica

que existeix algun valor propi positiu, és a dir, que u és inestable.

Cas n > 3. Considerem en primer lloc com feiem abans que la solucié u
depen unicament de r, la laplaciana en polars confirma que només sén possibles
solucions constants. Sigui u una solucié de (3.11) no constant que no depen
tinicament de r. Es segur que en aquest cas existiran com a minim dos punts P,
i P,, amb la mateixa coordenada r, pero tals que u(P;) # u(P,). Considerem
ara el pla descrit per P;, P iel centre de la bola. Fixat aquest pla, considerem
coordenades polars sobre ell i les completem per tal que formin un sistema
de coordenades ortogonals (per exemple, amb n — 2 coordenades cartesianes
ortogonals al pla fixat). Amb aquesta eleccié de coordenades tenim uy # 0
i, usant el mateix argument que en el cas n = 2, provem que tota soluci6

d’equilibri no constant és inestable. [ |



Capitol 4

Sobre ’existencia d’equilibris
estables no constants en dominis

amb vora disconnexa

En els propers dos capitols anem a veure, basicament, dues families d’exemples
d’existencia de solucions d’equilibri estables no constants per al problema (3.1),
afegint un parametre a la condicié de contorn. La posicié d’aquest parametre
en la condiciéo de contorn canvia en cada exemple i és en funcié de la seva
grandaria que provem l'existencia. L’estudi de I'existencia d’equilibris estables
no constants, per a n > 2, és un fenomen molt important que s’ha anomenat
sovint morfogenesi o formacié de patrons. Separarem l'estudi d’aquests dos
casos ja que, tot i que el resultat que s’obté és el mateix, les eines emprades

en cada un d’ells sén molt diferents.

En aquest primer capitol anem a veure que existeixen funcions f tals que,
si el domini, que denotarem per €2, és un domini connex amb vora no connexa,

és possible veure I'existencia d’equilibris estables no constants.

En aquest cas, de dominis amb forats, usarem metodes monotons, és a
dir, trobarem algunes subsolucions i algunes supersolucions que ens permetin
provar l'existencia d’un equilibri entre aquelles, que resultara, més endavant,

estable i no constant.

75
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En la primera seccié d’aquest capitol introduirem el problema tot descrivint
amb detall el domini i la funci6. Després, en una segona seccid, donarem
algunes definicions i alguns resultats coneguts necessaris per tal de, a la tercera
i ultima secci6 d’aquest capitol, exposar els resultats que hem obtingut per a
dominis amb vora disconnexa. També donarem, és clar, les demostracions

d’aquests resultats.

4.1 Plantejament del problema

El problema que anem a estudiar aquest capitol és el segiient

u = Au, a
eu, = f(u), aodfd, (4.1)
u(0,7) = u(z),

amb ¢ > ( un parametre que triarem segons ens convingui més endavant.

Suposem que 2 C R*, n > 2, és un domini acotat, connex, tal que la seva
vora Of) és regular i no connexa, pero amb un nombre finit de components

connexes que denotarem per I'1, I, ..., 'y, amb N > 2.

Suposem que f € C'*%(R), 0 < a < 1. Siguin a;, per a 1 < i < M, els
zeros de la funcié f tals que f'(a;) < 0 per a tota i. Suposem que com a minim
n’hi ha dos, és a dir, M > 2. Basicament, el que anem a provar és l'existencia

d’alguna soluci6 estable no constant del problema estacionari

(4.2)

Au = 0, a ),
eu, = f(u), aodQ,

si ¢ és prou petita, molt propera a la soluci6 de Au = 0 a 2 amb valors
constants a cada I';, j = 1,..., N, iguals a alguna «;, suposant que com a

minim en dues components de la frontera hi ha dues constants diferents.

Observem que quan la frontera del domini que considerem és disconnexa,
tal i com passa en el cas u-dimensional quan €2 és un interval, el resultat que

acabem d’avancar és molt semblant al que s’obté en el cas n = 1. Com ja s’ha
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dit en algun moment anterior, 'apendix A recull els resultats que s’obtenen

per al cas de 'interval.

Tal com hem dit a la introduccié del capitol, usarem metodes monotons,
és a dir, anem a utilitzar la teoria desenvolupada en torn dels conceptes de
subsolucié i supersolucid, que permeten provar l'existencia d’equilibris esta-
bles. En el nostre cas, la forma de la subsolucio i la supersolucié trobades ens
portara a provar que l’equilibri estable que ens proporciona aquest metode és

no constant.

Abans de passar a donar els resultats que s’obtenen, anem a veure en
la seccio segiient algunes definicions i resultats previs que necessitarem més

endavant.

4.2 Sub i supersolucions: definicions i resul-

tats previs

Els conceptes de subsolucio i supersolucio van ésser introduits per H.B. Keller,
en [24], i H. Amann, en [6], per tal d’estudiar problemes el-liptics amb difusi6
no lineal, el primer, i I'existencia de solucions positives per a problemes de
valor a la frontera el-liptics no lineals, el segon. Poc després, D.H. Sattinger
usara a [32] les mateixes tecniques dels treballs de H.B. Keller i H. Amann per
tal de provar l'existencia i ’estabilitat de solucions de problemes de valor a la
frontera parabolics i el-liptics usant metodes monotons. Cal remarcar que tota

solucié trobada per aquest metode és “a priori” estable.

Primerament, anem a veure com es defineixen subsolucid i supersolucio per
al problema (4.2).

Definicié 4.1 wg és una supersolucié de (4.2) si satisfa

Aug < 0, aQ,
- 4.3
{ N (4.3)

e(up)y — f(uo) 0, ad),
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i vy €s una subsolucié de (4.2) si satisfa
Avg > 0, a2,
< 0,

£(vo)y — f(vo) a 0N . (44)

Observi’s que les supersolucions sén funcions superharmoniques i les sub-
solucions sén subharmoniques. Si prescindissim de les condidions de contorn
i fixéssim un valor a la vora, la subsolucié estaria per sota de la soluci6 del
problema de Dirichlet amb aquest valor frontera i la supersoluci6 estaria per
sobre. Ara bé, amb les condicions de contorn que apareixen a (4.3) i a (4.4) no
té per que existir aquesta ordenacid. El cas, pero, on si es poden trobar una
subsolucié vy i una supersolucié ug tals que vy < ug és especialment interessant

i és el que anem a considerar tot seguit.

En el segiient resultat es veu sota quines condicions de regularitat, donades
una subsolucié i una supersolucid, existeix una solucié entre ambdues. El
teorema que ara enunciem fou provat primer per H. Amann a [6] i més tard,

D.H. Sattinger va donar, a [32], una demostracié per completitud.

Teorema 4.1 Siguin ug una supersolucié i vy una subsolucio del problema

(4.2) tals que ug > vy i suposem que f € C'

< [r%gizn Vo, AX uo] ) . Aleshores,
existeir una solucié w del problema (4.2) que satisfa vo(x) < w(zx) < ug(x),

per a tota x € .

A més, pot veure’s, directament de la demostracié d’aquest teorema, que
existeixen solucions @ i v, que es poden construir a partir de ug i de vg, que
son solucions maximal i minimal a vg < u < ug, respectivament, en el sentit

que si w és una solucié de (4.2) tal que vy < w < uy, aleshores ¥ < u < 4.
4.3 Existencia d’equilibris estables no constants
en dominis amb vora no connexa

El que pretenem en aquesta seccid, per tal de provar que per al problema

(4.1) existeix alguna solucié d’equilibri estable i no constant, és trobar una
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subsolucié i una supersolucié per al problema estacionari (4.2). Si féssim
capacos de trobar-les, aplicant el teorema 4.1, podriem afirmar que existeix
una solucié de (4.2) entre la subsoluci6 i la supersolucié. Finalment veurem,
usant la caracteritzacio de ’estabilitat dels equilibris que ens déna el quocient
de Rayleigh associat a aquest problema, que la solucié aixi trobada és no només

estable sin6 asimptoticament estable.

Proposicio 4.1 Sigui @ la solucid del problema

{Au = 0, a2, (4.5)

ur, = g, 1<i<N,

on f(ojm) = 0 amb f'(oje)) < 0, N > 24 j(k) # (), per a alguna k i l.
Aleshores, existeizen 9 > 0 7 una constant s > 0 tals que, si ¢ < gq, llavors

U — se €s una subsolucid 1 U+ se és una supersolucid de (4.2).

Observacié 4.1 La funcié u existeix i és no constant ja que és solucié de
Au =0 a  amb condicions de contorn de Dirichlet que pren valors constants

diferents al menys en dues de les N components de la frontera.

DEMOSTRACIO. Siguin

— U 1 M — !
m = max [, (@) i M =max ['(@),
N
on Us = |J[aji)—0, ajiy+0]16 > 0 és pren de manera que M < 0. Considerem,
i=1
en funcié d’aquestes constants m, M i 9, la segiient constant

M
80:——5.
m

Sigui v =u + 0. Es comprova que u satisfa el problema

{ Au = 0, a (), (4.6)

euy — f(u) = ety — f'(aje +n(z))d, aly,
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peratotai=1,...,N, jaque, com f € C'T® per hipotesi, podem escriure
fa+06) = f@@) + f'(@+n())d = feya +n(x))d
a la vora, on n(z) € [=4,d] i x € ON.

Aleshores, per a tota ¢ < gy, sobre 0L es té

eu, — f(u) = eu, — f'(aju +n(z))d
> —efi| = f'(aj6 + (@)
Z —Epm — f’(Oéj(i) + 77(!1)))5
= [M - f'(aj@ +n(z))]0 > 0.
Prenent ara s = —% hem vist que @ + se és una supersolucié de (4.2).

Analogament, considerem ara v = u — d. Es comprova que u satisfa el

problema
Au = 0 Q
K - At (4.7)
cu, — f(u) = <ty + f'(oye) +n(x))d, aly,
per a totat=1,..., N, ja que, com abans,

f(@—26) = f@@) = f'(@+n(x))d = — (e + n(x))s
a la vora, on n(zx) € [=4,d] i x € ON.

Aleshores, per a tota ¢ < gy sobre 0f) es té

eu, — f(u) = eu, + f'(aju) +n(z))d
< efw | + f(aj@ +n(x)d
< eom+ f(aya) + ()0
= [=M+ f(aji) +n(x))]d < 0.
Igual que en el cas anterior, si es pren s = —% deduim que @ — s¢ és una
subsolucié de (4.2). |

Ara, com una aplicacié immediata del teorema 4.1, obtenim el corol-lari

segiient,.
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Corol-lari 4.1 Ezisteiz una solucié v de (4.2) tal que tw—se < v <Tu+se. A
més, v =v(e) — u quan ¢ — 0 a C°(Q).

DEMOSTRACIO. L’existéncia de v és una aplicacié directa del teorema, 4.1.

Es obvi que v(¢) — @ quan ¢ — 0 a C%(Q) per la forma que tenen la

subsolucié i la supersolucio. [ |

Finalment, es pot veure que la soluci6é trobada és una solucié d’equilibri

estable i és no constant.

Teorema 4.2 La solucié v(g) és una solucié d’equilibri asimptoticament es-

table i no constant per al problema (4.1).

DEMOSTRACIO. Sigui v = v(e) la solucié d’equilibri de la qual parlem. El

problema lineal de valor propi associat a (4.1) és

{Au = Au, a (4.8)

eu, = fl(v)u, aod.

El quocient de Rayleigh que en resulta en aquest cas és

o — /Q—(Vu)2dx+/m gf’(v)UZ i

/ u? dx
Q

Hem pres ¢ prou petita de manera que el signe de f'(v) és el mateix que el

de f'(u). Estem suposant que U, = ;i amb f'(aji)) < 0 per a tota i.
Aleshores, J(u) < r per a tota u € Wp1 i per a alguna r < 0.

Per tant, v és una solucié d’equilibri asimptoticament estable com a con-
seqiiencia del teorema 2.2 anterior. A més, donat que @ és no constant, v(s),

amb € < gy, és també no constant. [ |
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Capitol 5

Sobre I’existencia d’equilibris
estables no constants en dominis

amb vora connexa

Seguint amb les qiiestions del capitol 4, en aquest cinque capitol anem a veure
que també existeixen solucions d’equilibri estables no constants si considerem
determinades condicions sobre f i dominis tipus “halter”, és a dir, dominis
resultants de la uni6 de dos dominis connexos disjunts a través d’'un “ petit
pont”, anomenats en la literatura dominis de tipus “dumbbell”. Cal esmentar
que les hipotesis sobre f necessaries en aquest cas son lleugerament diferents
a les que es necessitaren en el capitol anterior per als dominis amb vora dis-

connexa.

[’existencia d’equilibris estables no constants per al cas dels dominis halter
veurem que és una extensié dels metodes d’un treball de H. Matano (vegi’s
[27]) per a una equacié de reaccié difusié en un domini D del mateix tipus i

condicions de contorn de Neumann homogenies a la frontera 0D.

83
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5.1 Plantejament del problema

El problema que d’ara endavant anem a considerar és el segiient

u = Au, abD,
u, = kf(u), aodD, (5.1)
u(0,7) = wug(z),

on anomenem D C R un domini del tipus anterior i que precisarem més
endavant i on ara considerem el parametre a l'altre costat de la condicié de

contorn i I’anomenem £k, en lloc de £ com en la seccié anterior.

L’origen de l'estudi d’aquest problema en aquest tipus de domini es troba,
com hem assenyalat abans, en el treball de H. Matano (vegi’s [27]), on es

considera el problema parabolic no lineal

u = Au+kf(u), aD,
u, = 0, a oD , (5.2)
u(0,2) = uo(x),

en un domini acotat D C R". Aquest problema descriu I'evolucio en el temps
d’una concentracié u d’una substancia en un contenidor isolat que es troba
sota els efectes d’una reaccié no lineal, representada pel coeficient £ > 01 la
funci6 f, i una difusi6 lineal homogenia. Obviament, els zeros de la funcié f

son solucions d’equilibri constants.

El resultat de H. Matano del qual parlem es refereix a I’estudi de I'existencia
d’equilibris estables no constants per a (5.2), per a n > 2 i que recollirem en

el teorema 5.1. Abans, pero, considerem la segiient hipotesi sobre la funcié f:

Hipotesi (H).- Diem que la funcié f satisfa la hipotesi (H) si satisfa les

tres propietats segiients:

(i) f(a) = f(0) = f(b) = 0 per a algunes a < 0 < b.
(i) 0 <uf(u) <u?sia<u<biuz#0.

(iii) Definint F(u) = / f(s)ds, suposem que F(b) > F(a). (Es tractaria de
0
manera analoga el cas F(a) > F(b)).
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Teorema 5.1 ([27], teorema 6.2 i corol-lari 6.3)

Sigui f : R — R una funcid reqular que satisfa la hipotesi (H).

(i) Sigui D C R un domini acotat amb vora reqular i n > 2. Siguin Dy i
Dy dos subdominis de D amb vora reqular i Mo(Dq) i Ao(Ds2) els segons

valors propis del problema de Neumann per a —A sobre Dy i Ds.

El problema (5.2) té com a minim una solucid d’equilibri estable no con-

stant st el conjunt

{UECI(E) c a<v<baD, v <0, /v>0,
Dy Dy
J(v) < e — kF(b)|D|}

€s no buit, on

I = [ (%|Vv|2—kF(v)> iz

g0 = F(b) min {|Dy| min{k, Ao(D1)}, |Do| min{k, \o(D5)}} .

(i) Per a qualsevol k > 0 i per a f una funcié arbitraria satisfent (H),

existeiz un domini D tal que (5.2) té algun equilibri estable no constant.

Observaci6 5.1 De fet, pot veure’s que (ii) és una conseqiiencia de (i) per
a un domini tipus halter construit de la segiient forma: Siguin Dy i Dy dos
dominis acotats regulars amb clausures disjuntes i tals que A\o(D;) > k, i = 1, 2.
Aleshores el domini D es pot prendre com la unié de Dy i Dy per un “petit
pont” regular que només ha de satisfer que tingui volum n-dimensional prou

petit.

Hem de fer notar que la forma que li donem aqui a aquest resultat de H.
Matano no és la que l'autor déna a [27]. També, cal dir que la descripci6 del
domini, si bé donem el mateix tipus de recinte que va trobar Matano, tampoc
té exactament la mateixa forma que la donada per ell en el seu article. La

causa d’aixo és que hem volgut donar a aquests resultats la forma més semblant
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possible, sense modificar els continguts, a la que usarem per al nostre problema.
D’aquesta manera sera més senzill fer comparacions entre els dos problemes.
D’altra banda també resultara més clar, creiem, per al lector, adonar-se de les

semblances 1 les diferéncies existents entre ambdds.

Anem a veure que és possible seguir un cami similar per tal de construir
exemples d’existencia de solucions d’equilibri estables no constants per al prob-
lema (5.1). El problema (5.1) presenta algunes semblances, com deiem fa un
moment, amb (5.2) com, per exemple, el fet que els zeros de la funcié f sén
solucions d’equilibri constants i el fet que (5.1) pot considerar-se un problema
d’evoluci6 en el temps de la concentracié d’una substancia u sota els efectes
d’una difusi6 lineal a I'interior d’un contenidor i una reaccié no lineal que es
produeix tinicament a la vora (com, per exemple, degut a la presencia d’un

catalitzador).

Observem que, si D és un domini no connex, es poden construir, de manera
trivial, solucions d’equilibri estables no constants assignant diferents valors
constants a; a cada component connexa, de manera que aquestes «; siguin zeros
de f amb derivada estrictament negativa i sempre i quan n’hi hagi com a minim
dues de diferents i s’assigni dos valors distints, com a minim, a dues components
diferents. L’estabilitat d’aquestes solucions es pot determinar usant el principi

d’estabilitat lineal que hem donat al capitol 2, secci6 2.1.

Ara bé, el que anem a estudiar en aquest moment, de manera similar al
teorema de Matano, és el cas més dificil d’'un domini “gairebé disconnex”,
construit com la unié de dos subdominis connexos amb clausures disjuntes a

través d'un “petit pont” regular.

5.2 Existencia d’equilibris estables no constants

en dominis amb vora connexa

Tot seguit anem a veure l’existencia d’equilibris estables no constants per al
problema (5.1), on D C R" és un domini regular acotat connex amb vora

regular connexa dD. La funcié f : R — R la suposem regular amb f(u) =
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f(u(z,t)) per a x € dD. Suposem, a més, que f satisfa, igual que per al

problema (5.2), la hipotesi (H) donada en la seccié anterior.

En el cas que estudia H. Matano (vegi’s [27]) se suposa que D conté dos
subdominis Dy i Dy connexos disjunts que satisfan la segona desigualtat de
Poincaré, és a dir, tals que existeixen constants positives Ao(D;) i Ao(D2) de

manera que per a tota funcié w € H'(D;) es satisfa la desigualtat

1 , 1 2 _
d / d) >/ 20y, i=1,2, .
)\Q(Di)/Di|Vw| x+|Di|<Diw x| > Diw T, 1 (5.3)

on |D;| és la mesura de Lebesgue a R de D;. Les constants optimes en la

desigualtat anterior son els segons valors propis de —A amb condicions de
contorn de Neumann per a cada D;, sempre que les vores 0D; siguin regulars
(1 = 1,2). Observem que Ay(D;), i = 1,2, s6n les constants, depenent del

domini, que apareixien en el teorema 5.1.

Per al problema (5.1) necessitarem una nova desigualtat, semblant a I’anteri-
or, perd on ens convindra que apareguin integrals de frontera. Vegem aquest

tipus de desigualtat en el lema segiient:

Lema 5.1 Donat un domini acotat, reqular, €2, existeix una constant positiva
p2(Q), que depén inicament del domini, tal que per a tota w € W}(Q) es

satisfa la desigualtat

1 1 2
240 < 2 —< dé) . 4
[ —pg(sz)/gm" "+ 5] [ (5.4)

La constant py(2) optima en la desigualtat (5.4) és el segon valor propi del
problema de Stekloff

Awt = 0, a,
W= pwt, adf.

v

(5.5)

DEMOSTRACIO. Aquest lema és conseqiiencia immediata del lema 3.2.

En efecte, donada una w € W) (Q) qualsevol, considerem v = w — @, on
1

|09 Joa

W= wdl. Pel lema 3.2, sabem que és certa la desigualtat

1
20 < /v 24
/anu = p(Q) Q| uf*dz
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ja que @ = 0, on p(2) > 0 és el segon valor propi del problema (5.5).
Aleshores, substituint u pel seu valor en termes de w s’obté la desigualtat

(5.4) com voliem provar. |

Observacié 5.2 De fet, si [' és una porcié regular de la vora 02 del domini

Q, amb |T'| > 0, la desigualtat (5.4) implica la segiient variant per a I':

/F dx+m</wd€>2. (5.6)

En efecte, si u € W} (Q) satisfa / udl =0, tenim

N
2
2 R
/m @+ o (/m\ruaM) . (5.7)

Ara bé, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, es satisfa

(/ ud€> <loo\r| [ w2ac.
8O\l aQ\F

Substituint ara aquesta desigualtat a (5.7), s’obté

1 0Q\ T|
20 < | IVula 2 ¢
/an B — m(Q) Ja [Vul"dz + 10| Jaonr B
< Vul*d 2de.
- pg(Q)/Q| uf"dr + 8Q\Fu

Agrupant integrals en aquestes tltimes desigualtats resulta

/F 2

sempre i quan / udl=0.
r

dx , (5.8)

Finalment, donada qualsevol w € W)(Q), considerem v = w — W, on @
1
denota m / wdl. Clarament, @ = 0 i estem en condicions d’aplicar la de-
r

sigualtat (5.8), la qual, després de petites operacions déna la desigualtat (5.6)

que voliem provar.
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Observacié 5.3 Donat un domini D C R?, sigui D el domini que s’obté de

D per una homotecia de raé R. Siguin py = po(D) i p3 = po(D). Aleshores,
p2 = p2R.

En efecte, si usem que py i p3 son les constants optimes en les desigualtats

1 | 2
2ar < — [ (w)d —(/ df) 5.9
on = P2 D( w) x+|8D| on (5.9)
,
m2d£<i/(vﬁ)2 dm+L_(/ wd€>2 (5.10)
oD ~mI/D |0D| \JoD ' '

SiguiT = Rx,perax € Diz € D, iw®,y) = w@/R,J/R), fent un
canvi de variable a (5.9) obtenim que pz > po/R i fent-lo a (5.10) obtenim que
72 < pa/R. Per tant, ps = po/R.

Hi ha diferents autors (vegi’s [22], [26]) que, en treballs relatius a mem-
branes i valors propis, donen cotes i aproximacions numeriques del primer
valor propi del problema de Stekloff. Aixi doncs, en [26], per exemple, podem
trobar que ps = 1/R quan D és un disc a R? de radi R. També es troben
de manera implicita el primer valor propi per al cas d’un rectangle qualsevol,

juntament amb unes quantes aproximacions numeriques dels mateixos.

Introduim ara el funcional d’energia associat a (5.1)
1
J(u) = / ~|Vul? da — / k F(u)de (5.11)
D 2 oD

on F(u) = /u f(s)ds com abans. Suposem que f és de classe C' (R, R).
0

Proposicié 5.1 Si f és una funcid de classe C1(R,R), el funcional d’energia

J Wp1 — R és un funcional continu dues vegades derivable amb continuitat.

DEMOSTRACIO. Suposem que u, v € W]D1 sén tals que ||U—U||Wp1 < 4. Volem

veure que, donat € > 0 qualsevol, |J(u) — J(v)| < ¢ si s’ha triat adequadament
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!

2
1

= —/ |\Vu — V| |Vu+ Vu|dz
2Jp

/Ouf(s)ds—/ovf(s)ds

~
S
|
=~
=
A

/D(|Vu|2 ~Vol?) e+ k /8D IF(u) — F(v)|df

oD

Anem a acotar ara independentment I; i I,. Comencem per Is.

%12 — /aD /Ouf(s)ds—/ovf(s)ds d@:/@D /qu(s)ds
< K(f)supgepp |u(@) — v(2)] - |0D] < K(f) [0D|[|u — vl|¢p)

< K(f)[0Dl[lu = vllwyn) ,

dt

usant que W, (D) C C(D), ja que p > n.
Per al sumand /; tenim
1
L = 5/ |\Vu — V| |Vu+ Vu|dex
D

1
< —{/ |Vul |Vu—Vv|d:1:+/ |VU||VU—VU|dl‘]
2 D D

1 1/2 1/2 1/2
< = 2 2> < _ 2)
< 3 [(/D |Vul dx) + </D |V dx /D |Vu — V|

usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz ja que T/V]D1 C W), perap > 2.

Si suposem [lu — v|lwy < 6, del fet que W, C Wy, deduim que també
lu—vllwy <4, és adir, en particular, ||Vu—Vul[2 < §. Amés, si [|[Vul|2 < C
tenim ||Vol||z2 < C + 0. Aleshores,

I < K(0)||Vu = Vo2 < K(0)|lu — vllwy < C©)lu—vllw; -
Aleshores, donat € > 0 qualsevol, existeix 6 = §(g) > 0 tal que si v i v s6n
tals que [lu —vllwy <4,
[ J(u) = J(0)| < Cllu—vllwy <e,

cosa que prova que J és un funcional continu de Wp1 en R.
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Anem a veure ara que .J és derivable. Per a aix0 anem a comprovar que

DJ(u) € L(W,,R) definit per

DJ(u) : W! = R

p

h = [, VuVhdz — [y, k f(u) hdl

correspon a la derivada del funcional .J. Es a dir, anem a veure en primer lloc

que
T (u+ h) — J(u) — DJ(u)h]

172/l

— 0 (5.12)

s [[hflwy — 0.

Considerem el numerador. Podem acotar-lo de la forma segiient:

T+ h) — J(u) — ‘/ (19 (u+ B)[2 = [Vul? = 2VuVh) da

- / k(/ ds—/ s)ds— f )h>d€‘

< /|Vh|2dx+k/ / 5)ds — (u)h‘dﬁ
< gl er [0~ s as a

< Cllhlfy, +k K(f)[0D] sup [ z)[?

<

C' 1l

Per tant, amb aixd comprovem que es satisfa (5.12), és a dir, que J és
derivable. Veurem ara que D.(u) és continua. Donada £ > 0 anem a veure
que existeix § > 0, 0 = d(e) tal que si |lu — v|lwy < 0 aleshores |[[D.J(u) —
DIl cow r) < e

|DJ(u) — DJ()|lcowiry = sup [DJ(u)h —DJ(v)h|

hllyy1 <1
[1hllyy1 <

/D(Vu—Vv)Vhdx—/ k(f(u) — f(v)) hde

oD

= sup
h <1
| HW;_

< sup  ([IVu = Vollw; [IVhllw;

hlly1 <1
Willyy <
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bR [l s ut2) ~ o(0)] 0D
< (CHRR()IOD) vy <

si 6 és prou petit. Per tant, acabem de veure que el funcional J € C'.

Finalment queda veure que D.J(u) és derivable i la seva derivada és continua.
Com abans anem a veure primer de tot que D>J(u) € L(W,,L(W,,R)),
definida per

D*J(u)y : W, — R
w = [pVoVwdr — [,pk f'(w)vwdl =: D*J(u)(v, w)

correspon a la segona derivada de .J. Es a dir, hem de comprovar que es satisfa

|1DJ (u+ h) = DJ(u) = D*J (u)hlleory r)
1Pl

—0 (5.13)

quan ||A[[w1 — 0. Vegem-ho:

IDJ(u+ h) = DJ(u) = D*J(u)b| oy w)
= sup ‘DJ(U + h)v — DJ(u)v — D*J(u)(h, v)‘
ol <1

p

= sup
ol <1

~ ok /3D(f(u+h)v—f(u)v—f’(u)hv) dﬁ‘
< sup k[ |f(u+h)— f(u)— f'(u)h]|v]|dl

lollyy <t /oD

/ (V(u+ h)Vv — VuVv — VhVv) dx
D

< sup k[ |f'(n) = f'(w)] ] |v] dE

lollyy <t /oD

< & s (Il ol 0] sup |7 00(a) 7 (u(o)) )

v 1<
1ollyys <

< k0D ||hllwy ms;)%lf’(n(ff)) — ['(u(x))],

on hem usat que f és de classe C'. Esta clar que sup |f'(n(z)) — f'(u(z))] — 0
x€0D

quan [[hllwy — 0 ja que 1 és tal que u(x) < n(r) < u(r) + h(z), per a tota
x € 0D, i usant la continuitat de f.
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Per tant, es satisfara (5.13) quan [|h[lws — 0, cosa que prova que J és
derivable dues vegades. Només ens queda veure per tal d’acabar la demostracié
de la proposicié que D?.J és continua. Per a aix0, tal com feiem abans, donada
£ > 0 qualsevol anem a veure que existeix § > 0, § = d(¢) tal que si [[u—l[w; <
¢ aleshores || D*J(u) — D*J ()|l cowy cowi gy < €. Vegem-ho:

1D% (u) — D*J (@) || cows cows )
= sup sup [|D’J(u)(v,w)— D*’J(w)(v,w)]

0yt <1 J|w]] 1 <1
[[vllyyg <1 llwlly1 <

< sup sup k[ [f'(u) = f(@)]|v] [w]de

T ol <1 w1 <t 40D
oy <1 lwllyy <

< k[oD] sup [ (u(z)) = f(u(x))] <e,

si es pren 0 prou petita. Observem que en la tultima desigualtat hem usat
arguments analegs als usats anteriorment per tal de provar que D.J era continua
aixi com que f és de classe C'. Per tant, amb aixd hem vist que .J és dues
vegades derivable amb continuitat, cosa que acaba la prova de la proposicio.

|

Varem veure al capitol 1, teorema 1.3, que si u és una solucié de (5.1),
aleshores u és derivable respecte de t amb valors a Wpl, per at > 0. Aleshores,

podem veure per al funcional d’energia J el segiient resultat.

Proposicié 5.2 Fl funcional d’energia J(u) definit o (5.11) és estrictament

decreixent en el temps, llevat dels equilibris.

DEMOSTRACIO. Per tal de veure-ho, derivem respecte de t el funcional

J(u), cosa que podem fer gracies a que la derivada parcial u,; € Wpl. S’obté

d

ZI(w) = [ Vu-Vude—k [ fupude.

Com u és solucié de (5.1) i p > 2, podem aplicar la férmula de Green i

obtenim
d 2
N — <
tJ(u) /a uy dl <0
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per a tota u i es satisfa la igualtat només quan u; = 0, és a dir, només quan u

és una solucié d’equilibri. [ |

El principal resultat d’aquesta seccio el recollim en el segiient teorema.
Observem que pot comparar-se directament amb la part (i) del teorema de H.

Matano 5.1 donat anteriorment.

Teorema 5.2 Sigui f : R — R una funcid reqular que satisfa la hipotesi (H)
anterior. Sigui D C R™, amb n > 2, un domini acotat reqular, amb vora 0D
també reqular. Siguin Dy ¢ Dy dos subdominis de D amb vores 0D; requlars,
i =1,2. Siguin T; porcions requlars de 9D; 0D amb |T;| > 0, i =1,2. Triem
p > n, de manera que serd cert lencabiment W) (D) C C(D).

Aleshores, el problema (5.1) té com a minim una solucid d’equilibri estable

no constant si el conjunt

R={vew)(D):a<v<baD,
[ vie<o, vd£>0,J(v)<50—kF(b)|8D|}
Fl F2

és no buit, on J(v) és el funcional d’energia (5.11) i

g0 = F(b) min {|T'y| min{k, po(D1)}, |Te| min{k, po(D2)}} .

Observacié 5.4 Hi ha algunes diferencies naturals entre la demostracié del
teorema 5.2 1 aquella de H. Matano, degudes, evidentment, a les diferencies en-
tre el problema (5.2) i el problema (5.1). Ara bé, a part d’aix0, volem esmentar
una diferencia notable, referent a les tecniques usades per tal de demostrar els
dos resultats. En la prova del nostre teorema usarem un argument basat en la
u-dimensionalitat d’una varietat central. En canvi, en la demostracié de (i),
H. Matano usa una propietat de monotonia del flux juntament amb el lema de

Zorn.
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DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 5.2. La demostracié que anem a veure és

la unio6 de la prova de tres resultats que enunciarem al llarg de la demostracio,

dividint, per aquesta rad, la prova en tres parts o passos.
Pas 1.- El conjunt R és positivament invariant sota el flux T'(t).

Aquest resultat és conseqiiencia del principi del maxim, del fet que J(u)
decreix en el temps (proposicié 5.2) i del fet que Dy i Dy sén dos subdominis

de D per als quals es satisfa la desigualtat (5.6).

Donada una condici6 inicial uy € R, donat que a < ug < b, el principi del

maxim implica que a < T'(t)ug < b, per a tota t > 0.

Suposem ara que existeix una t; > 0, i = 1 o 2, tal que / T(t)ugdl =0,
I
perat =1t;iperai=101i=2 Siguiu; =: T(t;)ug. Apliquem ara la

desigualtat (5.6), per a la funcié u;, al subdomini D;.

1 1 2
wdl < / Vo, |2 do + (/ uid€>
/Fi ! — m(Di) Di| | T3] \Jr:
1 / 9
= Vu;|* dx .
p2(D;) Di| |

Per tant,

2 N | .
/Di V|2 dz > pQ(DZ)/Fi w2 dl > 2p2(DZ)/ Flu)df.  (5.14)

Considerem ara J(u;):

1

J(w) = §/D|Vui|2d:z:—/8DkF(ui)d€
1

= = |Vuz-|2dx—/

2 D\Dl 8D\Fi
- / kF () e

I

1

J— .2 E— - E— -
2/Di|Vul| dr — k F(b)|0D \ T /FikF(ul)dé.

1
F(u; —/ il
k (u)d€+2 Di|Vu|dx

v

Usant la desigualtat (5.14) ens queda

T(us) > po(Ds) /F F(u;) dl — EF(b)[dD \ Ty| — /F kF(u;) . (5.15)

3
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Ara bé, hem vist a la proposicié 5.2 que .J és decreixent en t i, per tant,
J(u;) < eg — kF(b)|0OD], (5.16)
ja que uy satisfa la mateixa desigualtat en ésser un element de R.

Unint ara les desigualtats (5.15) i (5.16) obtenim

(p2(D;) — k) / F(T(t;)ug) dl < g9 — kF(b)|L],

Iy

0, equivalentment,

(p2(D3) = k) [ F(T(t:)uo) de + KF (BT

r;

€y >

que és una contradiccié amb la definicié de la &y.

Finalment, com J(u) decreix en el temps 1"iltima condicié que apareix a R

es satisfa, amb la qual cosa queda provat que R és invariant sota T'(¢).

Pas 2.- Si R és no buit, aleshores I'interior de R és també no buit i el minim
absolut del funcional J en R s’assoleix (com a minim) en un punt (d’equilibri)

€y, el qual és un punt interior de R.

Diem que ey és un punt d’equilibri de (5.1) si satisfa

{ (Aeo = 0, aD, (517)

eg)y = kf(eo) , a oD .
Sigui E el conjunt d’equilibris de (5.1).

Si cosiderem RN FE, es pot veure que és un conjunt relativament compacte
a W, . Sabem que T'(t) és compacte (teorema 2.1) i és facil veure que RNE és
un conjunt acotat i positivament invariant, ja que acabem de veure que R ho
és. Aleshores, com RNE = T(t)(RN E), és un subconjunt a W, relativament

compacte.

Si R és no buit, aleshores R N E és també no buit: suposem que existeix
wp € R. Llavors J(wg) < g9 — kF'(b)|0D|. Hem vist en el pas 1 anterior que R
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és positivament invariant. Per tant, 7" (wg) € R per a tota t > 0. Del fet que
el conjunt w-limit de wy, és a dir, w(wp), pertanyi a E, deduim que RN E és

un conjunt no buit.

Hem vist a la proposicié 5.1 que J és un funcional continu de Wp1 en R
Acabem de veure que RN E és un conjunt compacte a W), ja que RN E és
relativament compacte a Wpl. Aleshores, existira algun eg que sera un minim
de J a RN E. Aquest minim resulta ésser un minim de .J a R. Suposem que no
és aixi, és a dir, eg no és un minim de J a R. Aleshores, existira alguna u € R
tal que J(u) < J(ep). Considerem ara les orbites positives vt (u) i v (e),
per a les quals, donat que .J decreix en t sobre elles, llevat dels equilibris, es
satisfa que J (v (u)) < J(u) < J(ey) = J(v"(eg)). Ara, com el conjunt w-limit
w(u) C E, tenim J(w(u)) < J(ey) a RN E, la qual cosa contradiu que e, sigui

un minim de J a RN E. Per tant, ¢y ha d’ésser un minim de J a R.

Si veiem que ey € fR ja haurem acabat. No és possible que ey = a 6
eo = b ja que aleshores no es poden satisfer les condicions de signe de les dues
integrals de frontera que apareixen a R, ni tampoc la desigualtat d’energia.
A més, si J(eg) = g9 — kF(b)|0D]| obtenim J(u) > J(ep) = rvréilril J(v), pero,

J(u) < g9 — kF(b)|0D| pel fet qué u € R. Aleshores, ey € ]??,, ep és un punt

d’equilibri i és el minim absolut de .J en R.

Pas 3.- L’equilibri ey obtingut en el pas 2 és estable.

Observem primer que, donat que ey és un punt interior a R, aleshores ey
és un minim relatiu de J a Wpl. Llavors, els valors propis del problema lineal

de valor propi associat a (5.1)

(5.18)

Av = v, aD,
v, = kf'(eg)v, adD,

el signe dels quals determina l’estabilitat de I’equilibri ey, no poden ésser posi-

tius.

El signe dels valors propis de (5.18) es pot coneixer si es coneix el signe
del primer valor propi, el qual ve donat pel quocient de Rayleigh, tal i com

varem veure a la seccié 2.1 del capitol 2. El signe d’aquest primer valor propi
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coincideix amb el signe del numerador d’aquest quocient, que en aquest cas és

I(u) :/ —|Vul? dm+/ f'(eo)u? de.
D oD
Suposem que A\; > 0, és a dir, suposem que existeix alguna funcié u tal que
I(u) > 0.

Com e és un minim de J, es satisfa que DJ(eg) = 01 D?J(eg) > 0. Anem
a veure que A; > 0 implica que D?J(eg) no és semidefinida positiva, amb la

qual cosa arribarem a contradiccio.

Recordem com es definia a (5.11) el funcional d’energia J. Aleshores, ’op-
erador diferencial D.J(u) € L(W,,R) estara definit per

DJ(u): W! — R

p

ho / VuVhdo —/ kf(u)hdl =: DJ(u)h
D oD
i, analogament, D.J(u) € L(W,,L(W,,R)) correspon a

D2J(u): W} — L(W!R)

P
v — D?*J(u)v

que esta definit per

D*J(u)v: W! — R

p

wo — /D VoVwdx — /BD Ef'(u)vw dl =: D*J(u)(v, w).

Com eg és un equilibri, es satisfa

/ VeoVudx —/ fleg)udl =0
D oD

per a tota u € W, és a dir, D.J(eg)u = 0. A més, per a u € W, qualsevol

D2J (u) (v, w) :/D|Vu|2dx—/aD kf'(eo)u?dl = —I(u).

Per tant, D?J(e)(u,u) < 0 per a alguna u € Wpl, la qual cosa contradiu

que eg sigui un minim. D’aqui, doncs, que el problema (5.18) no pugui tenir



5.2. Existéencia d’equilibris 99

valors propis positius, 6 bé, que A\; < 0. En aquest cas poden passar dues
coses: 0 bé tots els valors propis sén negatius, o bé, el primer valor propi és

Zero.

Si tots els valors propis sén negatius, es va veure al teorema 2.1 del capitol
2, que ey és asimptoticament estable. A més, observem que e, € R implica

que eq és no constant, amb la qual cosa acabem la demostracié del teorema.

Si el primer valor propi és el zero, la proposicié 3.1 ens diu que aquest és
algebraicament simple. En aquest cas es poden aplicar els resultats de la seccié
4 de [34] que proven Dexistéencia d’una varietat central local, M, tangent en
eo a la corresponent direccié propia. Per tant, M, sera una varietat invariant
de dimensi6 1. Aleshores, la secci6 5 del mateix treball [34] prova que M té
la propietat que si el punt d’equilibri e, és estable dins de M, aleshores eq
és també estable a Wpl. Per tant, I’estabilitat de ’equilibri ey pot reduir-se a

Pestudi de I'estabilitat a M, que és u-dimensional.

Ara bé, en dimensi6 u i essent el flux un flux gradient anem a demostrar
que un minim local de la funcié potencial sempre és estable. Per a fixar
idees, identifiquem M amb l'interval —r < x < r i identifiquem ey amb z = 0.
Veurem que 0 és estable per la dreta i per 'esquerra es faria igual. Distingirem
dos casos segons si I'equilibri x = 0 és un minim estricte de la funcié potencial

J omnoal0,r).

En primer lloc considerem el cas que I'equilibri z = 0 és un minim estricte.
Com J(0) = 0, tenim J(z) > 0 a [0,71]. Donada £ > 0 sigui J. el minim de .J a
[e,71]. Ara, per la continuitat de .J sabem que existeix alguna 6 > 0 tal que si
|z| < ¢ aleshores J(z) < J.. Siz € [0,0], com J decreix amb ¢, J(T(t)x) < J.
per a tota t > 0. Per tant, T(t)x & [¢,r] per a tota t > 01 d’aqui que x = 0

és estable ja que acabem de veure que T'(t)z € [0, ¢].

Si x = 0 no és un minim estricte existira una successié de punts x,, — 0 tals
que J(x,) = 0. Aquest x,, s6n equilibris. Aleshores donada e > 0 existeix algun
equilibri z. tal que 0 < z. < e. L’interval [0, z.] té dos equilibris per extrems
i per tant, és positivament invariant. Prenent 6 = z. es té T'(t)x € [0, ¢] per a
tota t > 0, si z € [0, 4]. Es a dir, z = 0 és estable.
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Es a dir, 'equilibri eq sempre és estable a M o equivalentment, e, és estable
a Wpl, com voliem veure. A més, igual que haviem dit en el cas anterior, eq és

no constant i es conclou aixi la prova del teorema. [ |

Observacié 5.5 L’existencia de la varietat central M aixi com la determi-
nacié de 'estabilitat restringint-nos a aquesta varietat es podria provar també

de manera semblant a com ho fa D. Henry a [21] per al cas de les aplicacions.

Tanmateix, D. Henry, també, a [20] ho fa per al cas de les equacions

paraboliques semilineals en espais de potencies fraccionaries.

Acabem de veure en aquest ultim teorema que si el conjunt R és no buit,
aleshores el problema (5.1) té alguna solucié d’equilibri estable no constant.
Ara bé, les hipotesis del teorema 5.2, sén hipotesis possibles? Caldria veure ara
que és possible tenir una funcié f i algun domini D per als quals s’apliqui el
teorema anterior. El segiient teorema és el que ens diu que el resultat anterior
no és absurd en el sentit que parlés d’hipotesis impossibles. També, és en el
segiient resultat que es dona la construccié d’exemples d’existencia d’equilibris

estables no constants per a dominis tipus halter.

Teorema 5.3 Per a qualsevol k > 0 1 per a f una funcio arbitraria que satisfa
(H), existeiz un domini D tal que per al problema (5.1) existeizen solucions

d’equilibri estables no constants.

Observacié 5.6 Tal i com comentavem abans en ’observacié 5.4, hi ha al-
gunes diferencies en la demostracié d’aquest darrer teorema i aquella de la part
(ii) del teorema de H. Matano, propies de la diferencia entre els problemes (5.2)
i (5.1). Hem de dir també que en aquest teorema, per al cas n = 2, no tenim
tanta llibertat en la construccié del domini com la que hi havia en ’observacio

5.1 anterior referent al problema (5.2).
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DEMOSTRACIO. Distingirem entre els casos n =2 in > 3.

Cas n = 2.- Siguin D; i Dy dos subdominis a R? tals que po(D;) > k, per
a i = 1,2. Sense perdua de generalitat podem suposar que |0D;| < |0D,].
Suposem, a més, que estan tan a prop un de l'altre que, si anomenem [ =
dist (Dy, Ds) > 0, aleshores,

kF(a)|0D;y| — kF(b)3l > 0. (5.19)
Existeixen dos punts P, € dD; i P, € 0D, i un segment S que uneix P; i
Py, de longitud I, que no talla D; ni D, llevat dels extrems.

Considerem ara una funcié w(z, y), definida a tot R?, que sigui C' i tal que

(z.1) a si (z,y) € Dy
w :L., = .
Y b si (z,y) € Dy,

a < w(z,y) < b, per a tots els punts (x,y) € R?, i amb gradient |Vw(z,y)|

globalment acotat. Denotarem per M aquesta cota.

Aleshores, és obvi que existeix un domini D C R? tal que satisfa

(i) Dy, Dy C D.
(i) S c D.
(iii) 0D és regular.

(iv) Considerem I'; := 0D; \ D, i = 1,2. Demanem que es satisfaci

2

kE(@)|Ty] = kF(0)[OD\ (T1 UTy)[ > MTID\ (D1 U D)l

la qual cosa és possible ja que es certa la desigualtat (5.19). A més,
Ti] < [Tof.

Un possible domini D C R? estd representat a la figura 5.1. Observem la
forma del domini, que ens recorda un halter. D’aqui el nom que es déna a

aquest, tipus de recintes.
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Figura 5.1: Domini D

En aquest cas, g = kF'(b)|T'y].

Anem a veure que la restriccié de w(x,y) a D pertany al conjunt R definit

al teorema 5.2.

Per construccié, w € W, (D), a < w(z,y) < b per a tot (z,y) € D i
/ w(z,y)dl =all'1| <0 i / w(z,y)dl = b|l'y| > 0. Només ens queda veure
r r
qule J(w) < g9 — kF(b)|0D]. En efecte,

J(w) = %/D|Vw|2dx—/l9DkF(w)d€

1
= = Vw|?dz — kF(a)|l
5 D\(DIUD2)| w|*dx (a)|'y]
_EF(M)D —/ BEF(w) dl
Ol = [, )
M2
< T|D\(D1UD2)|_I‘7F(Q)|F1|
_EF(®)|T —/ kF(w) dl .
Ol = [, R

Estem suposant que es satisfa (iv). Per tant, podem seguir acotant I'energia
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usant (iv) i menyspreant 1'iltim sumand, que és negatiu. Aixi, doncs,

J(w) < kF(a)l4] = kF0)[0D \ (I'1 UT)|
—kF(a)|T1| — kF ()|
— _kF(H)|0D\Ty| = 2 — kF(5)[0D).

Per tant, w € R, amb la qual cosa, R # () i el teorema 5.2 prova que, don-
ades k > 01 f satisfent (H), existeix un domini D C R? construit, per exemple
com acabem de veure, tal que existeix com a minim una solucié d’equilibri

estable no constant per al problema (5.1).

De manera semblant també poden construir-se altres dominis on no es té

per que satisfer que po(D;) > k perai=1,2.

Cas n > 2.- Per a aquest cas podem fer una construccié similar a la feta
per al cas n = 2. Ara bé, hi ha una diferencia notable en el que s’obté seguint
el mateix procediment. Mentre que en el cas anterior el “pont” que uneix Dy i
D5 ha d’ésser curt i d’area petita, és a dir, no pot ésser tampoc massa ample,
en aquest cas, Di i Dy no necessiten estar tan a prop un de laltre, ja que
podem fer la mesura (n — 1)-dimensional de 9D \ (I'; UT'9) petita, alhora que
fem petita la mesura n-dimensional de D \ (D; U Dy), per a valors de [ no

necessariament petits. [ |
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Apendix A
El problema u-dimensional

L’apendix segiient neix amb ’origen de tot aquest treball. Quan un es planteja

el problema

{Au = 0, afl, (A1)

u, = kf(u), aod,

per a un domini acotat 2 C R", és natural pensar primer que passa en el
cas més senzill n = 1. La veritat és que quan €2 és un interval a R s’obtenen
resultats molt il-lustratius d’alldo que podem esperar en dimensions majors i

prou interessants com per a que els tractem tot seguit.

Pel que fa a aquest problema en dimensié u, cal destacar alguns treballs de
J.M. Ball i L.A. Peletier ([9], [10]) entre d’altres autors. Concretament a [9]
els autors proven per al problema d’evolucié associat a (A.1) que la solucid,
si la condici6 inicial pertany a C([0, 1]), és prou regular com per poder aplicar
el principi d’invariancia. Amb els resultats d’existencia i regularitat provats
que T(t)uy — v quan t — 0o amb v una solucié d’equilibri, és a dir, soluci6
de (A.1).

Siguin @ < 0 < S tals que f(a) = f(0) = f(B) = 0. Tal i com passa per a
dimensié n > 1, els zeros de la funcié f sén solucions trivials de (A.1).

Si suposem, com feiem a la seccié 3.1 del capitol 3, que la funcié f és tal

que uf(u) < 0 per a tota u < aiwu > [ el lema 3.1 s’aplica en aquest cas i

105
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obtenim que la solucié u satisfa Pacotacié o < u(x) < 3, per a tota x € Q.

Si se suposa, a més, que la funcié f és tal que uf(u) > 0 per a tota

a < u < [ tal que u # 0, és cert el segiient lema:

Lema A.1 Tota solucid de (A.1) no constant talla la solucid constant u = 0.

DEMOSTRACIO. Sigui u una soluci6é de (A.1) no constant. Suposem que
u no talla la solucié constant v = 0. Aleshores u(z) # 0 per a tota z € Q, o

equivalentment, v > 0 o u < 0 a 2. Suposarem en primer lloc que u > 0.

Pel principi del maxim, v > 0 a 0%, és a dir, per hipotesi, f(u) > 0. Per

altra banda, el teorema de la divergencia ens déna f(u)dl = 0. Aleshores
o0

deduim que f(u) =0 a 0%, cosa que implica que u ha d’ésser constant. Hem

arribat, per tant, a una contradiccio.

El cas u < 0 a () és analeg. Per tant, tota solucié u no constant talla la
solucio zero. [ |
Anem a suposar ara que n = 1, Q = (0,1) i que la funcié f(u) = u — u?.

Aleshores el problema (A.1) es redueix al segilient

Uz = 0, z€(0,1),
kf(u(0)), (A.2)
u (1) = kf(u(l)).

|
S
8
—
=]
~
|

bviament, les solucions sén rectes que han de satisfer les condicions de

contorn.

Sabem pel teorema 3.2 que si k és prou petita i f és una funcié de Lipschitz
només poden existir solucions constants. Sabem que les solucions de (A.2)
corresponen a les solucions d’equilibri del problema d’evolucié u; = u,, amb
les mateixes condicions de contorn. Per tant, tenim les solucions d’equilibri
constants u = —1, u = 01w = 1, de les quals, la primera i I'iltima sén estables

iu =0 és inestable.
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Ara bé, aquests tres equilibris constants sén els tnics equilibris existents
per a tota k7 Pot ser que en augmentar la k£ vagin apareixent nous equilibris
no constants? Quina estabilitat tenen? (Quants n’hi pot haver com a maxim?

Que passa quan k — oo?

Les solucions de (A.2) sén les rectes u(z) = (u(1) —u(0))z+u(0), x € (0,1),

on els extrems u(0) i u(1) satisfan
u(1) = u(0) - k(u(0) — u(0)°) , (A-3)
u(0) = u(1) — k(u(1) —u(1)?) . (A.4)

Aixi doncs, fixada k, hi ha tantes solucions com interseccions entre les dues
darreres equacions hi ha a [—1, 1]. Aquestes solucions corresponen als segments
que uneixen els punts (0,%(0)) i (1, u(1)) trobats. La qiiesti6 és veure com varia

el nimero d’interseccions amb la k.

Per tal de trobar quantes solucions d’equilibri hi ha en funcié de k, anem
a veure com és u(0) en funcié de k. De (A.3) i (A.4) obtenim que u(0) i u(1)

satisfan

f(u(0)) + f(u(1)) =0 (A.5)
que, usant (A.3), és equivalent a
f(w(0)) + f(u(0) = kf(u(0)) =0 (A.6)

Observem que de la igualtat (A.5) es dedueix que els signes de f(u(0)) i
f(u(1)) han d’ésser diferents, a menys que valguin zero. Per hipotesi els signes
de u(z) ide f(u(z)) ax € (—1,1) sén els mateixos. Per tant, u(0) i u(1) tenen
signes diferents. Aixo no ens ha de sorprendre ja que el lema A.1 prova que
tota soluci talla la solucié zero. Aixi doncs, tota recta passant per u(0) que

travessa u = 0 ha de tenir imatge en 1'u amb signe contrari.

La igualtat (A.6) equival a

(p(u) + o) (p(uo)” — uop(uo) +uf —1) =0, (A7)

on ug denota u(0) i p(ug) = ug — kf(up). Aleshores,

ug £ 4/4 — 3u3

2

plug) = —ug i plug) =
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son les tres solucions de (A.7).

De la definicié de p(ug) podem aillar £ en funcié només de ug usant aque-
stes arrels. Estudiant aquestes funcions, sabent que —1 < ug < 1, obtenim

I’esquema que apareix a la figura A.1.

Figura A.1: Nombre de solucions en funci6 de k

Observant la figura A.1 es pot veure que per a 0 < k < 2, tenim només
les tres solucions constants v = —1, v = 0 i u = 1, que, de manera trivial,
es mantenen per a tota k. Si 2 < k£ < 3 apareixen dues noves solucions no
constants. Finalment, per a £ > 3, cada una de les solucions no constants,

bifurca en dues noves solucions no constants, donant un total de nou solucions.

Nou és el nombre maxim de solucions que podem tenir i, quan el parametre

k — oo, tendeixen a ésser les nou possibles rectes que s’obtenen unint els punts

{(Ov_l)v (an)v (Ovl)} 1 {(17_1)7 (1,0), (171)}'

En 'esquema de la figura A.2 mostrem 'aparicié d’aquestes solucions. En
aquell, les linies continues representen les solucions estables i les linies dis-
continues les inestables. L’estabilitat de cada solucié la podem determinar a

partir del signe de f’ pel principi d’estabilitat lineal que varem donar al capitol
2.

La simetria que s’observa en els grafics de la figura A.2 és deguda al fet que
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Figura A.2: Superior esquerra: 0 < k < 2. Superior dreta: 2 < k < 3.

Inferior esquerra: k > 3. Inferior dreta: k£ — oc.

estem suposant senar la funcié f. Abans hem dit que les solucions es troben de
la interseccié entre les equacions (A.3) i (A.4) i que el nombre d’interseccions
correspon al nombre de solucions. Per tant, els nombre de solucions depen de &.
En aquests moments coneixem com varia aquest nombre amb k. Anem a veure
la coincidencia d’aquests resultats amb els que haviem obtingut anteriorment.
A la figura A.3 observem que per a k =11 k = 2 (linies continues gruixuda i
prima, respectivament) les equacions (A.3) i (A.4) es tallen en els punts 1, 2 i
3, punts que corresponen a les solucions constants trivials. Per a k = 3 (linia
discontinua gruixuda) veiem que hi ha dues noves interseccions a més de les
tres anteriors, que corresponen a l’aparicié de dues noves solucions i que so6n
no constants. Finalment, per a k =5 > 3 (linia discontinua prima) tenim nou
interseccions. A més, és clar que quan k£ — oo no apareixen més interseccions

i les dues cubiques tendeixen asimptoticament a les rectes —1, 01 1.
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Figura A.3: Linia continua gruixuda: k£ = 1. Linia continua prima: k£ = 2.

Linia discontinua gruixuda: k& = 3. Linia discotinua prima: k£ =5

Hem vist, en un cas particular i per a dimensié n = 1, que per a determinats
valors de k£ només hi ha solucions d’equilibri constants, tant estables com
inestables. En créixer k£ podem observar I'aparicié de solucions d’equilibri
no constants encara que resulten inestables, és a dir, només hi ha equilibris
estables constants. Pero, finalment, si k£ és prou gran, apareixen solucions
estables no constants. La magnitud de la k, obviament, depén en cada cas de

la funci6 f considerada.

Observem que per a un domini connex amb vora disconnexa apareixen, a
partir d’'un determinat valor del parametre, solucions d’equilibri estables no
constants que corresponen, en dimensié n = 1, a rectes amb valors als extrems

de l'interval tals que la derivada de f és negativa en ambdds.

Aquest fenomen és semblant al que es déna en els exemples del capitol 4

per a dominis connexos amb vora disconnexa en dimensions majors.

bviament, s’obtenen grafics i valors de bifurcacié diferents si es canvia la
funcié f, tot i que podem reproduir els mateixos resultats. També volem

observar que si f deixa de ser senar perdem la simetria en 'aparicié dels
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equilibris, encara que es conserva el nombre, si hi ha el mateix nombre de

zeros, i el caracter d’estabilitat dels mateixos.
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Apendix B
Una experimentacié numerica

En el segiient apendix es pretén mostrar alguns exemples d’existencia d’equili-
bris estables no constants en dominis de tipus “halter” com els tractats en
el capitol 5 d’aquesta memoria. Sabem que donada una funcié f satisfent la
hipotesi (H) de la seccié 5.1 i fixada una constant & > 0, existeix un domini
D del tipus buscat de manera que es satisfan les hipotesis del teorema 5.2,
que déna l'existencia d’un equilibri estable no constant per al problema (5.1).
En primer lloc veurem com hauria d’ésser un domini D que fés unié de dos
quadrats Dy i Dy per un “pont” estret i rectangular, D3, per tal que siguin

certs els resultats del capitol 5.

Una vegada trobats uns limits per a les mides dels subdominis Dy, Dy i Ds,
escollirem un domini D i ens plantejarem trobar, de manera analitica, intervals

per al parametre k.

En aquesta primera aproximacid, trobats un domini D i una funcié f, ens
haurem fet una idea de la magnitud del parametre k£ per al qual existeixen

equilibris estables no constants.

El que presentarem en segon lloc en aquest apendix és una experimentacio
numérica d’aquest fet. Es a dir, fixant una funcié f i prenent un domini
D = D;U Dy U D3 com el que deiem abans i una k dins de l'interval trobat de
manera analitica, calcularem explicitament un equilibri estable i comprovarem

que, efectivament, és no constant.

113



114 B. Una experimentacio numérica

En la darrera seccié de I’apendix explicarem amb detall quins han estat
els metodes numerics usats en els calculs fets i donarem algunes figures que

il-lustrin els resultats.

B.1 Cerca d’un exemple: un domini D

En aquesta primera seccié anem a estudiar com ha d’ésser un domini D C R? de
tipus “halter” format per dos quadrats Dy i Dy de costats a i 3, respectivament,
amb « < f, units per un rectangle estret, D3, de llargada ¢ i amplada ¢ i de
manera que el domini D resultant sigui simetric respecte d’una recta pel centre
de Dy, Dy i Ds. Es a dir, D és com a la figura B.1

6

Figura B.1: Domini D

i pretenem determinar alguns valors per a «, 3, £ i de manera que es satisfacin

les hipotesis del teorema 5.2.

Si bé és cert que en el teorema 5.2 s’assumeix que la frontera del domini D
és regular, la comoditat de poder treballar amb rectangles ens ha fet prescindir

d’aquesta hipotesi i suposar que el comportament de les solucions d’equilibri
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del problema (5.1) no és molt diferent que per a D regular.

A més, en les hipotesis del teorema 5.2 apareixen unes desigualtats que
depenen dels segons valors propis dels problemes de Stekloff associats als do-
minis Dy i Dy. Tal i com deiem a l’observacié 5.3 i als comentaris posteriors
aquests valors, py(Dq) i pa(D3), es coneixen de manera explicita ens el cas
dels quadrats. Es per aixo, per tal de simplificar els calculs i de ser més pre-
cisos, que considerem D com a la figura B.1. En aquest cas, doncs, sabem que
p2(Dy) = p/ai pa(Ds) = p/ B, on p = 1.3765, com pot veure’s a [26].

Per a D, amés, tenim |I'y| = da—e, |I'y| = 46 —c 1 |0D| = da+45+2(—2¢,

seguint la notacié utilitzada al capitol 5.

La funcié f que apareix al terme de frontera ha de satisfer la hipotesi (H).
Suposarem que f(—1) = f(0) = f(b) = 0, és a dir, que a = =11b > 0
la deixem indeterminada de moment. Evidentment, podriem fer els calculs
deixant a i b indeterminades pero d’aquesta forma no es perd generalitat i es

simplifiquen les expressions que s’obtenen. Considerem, aleshores,
fu) = —m(u(u+1)(u— b)) = —m(u® + (1 — b)u?® — bu) , (B.1)

per a alguna m > 0. Ara bé, la segona condici6 de la hipotesi (H) déna una

cota superior d’aquesta m i que és

4
m < EE (B.2)
De (B.1) s’obté
F(-1) = (2b+1),
Flb) = %b3(b+2)

Per tant, la condicié (iii) de la hipotesi (H) equival a b*(b+2) > 2b+1 i aquesta
darrera desigualtat es satisfa si i noméssi b < —10b>1. Ara bé, com b > 0

es t¢ que b ha d’ésser major o igual que 1.

El teorema 5.2 diu que existeix un equilibri estable no constant per al

problema (5.1) si el conjunt R és no buit. Per tant, anem a veure que som
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capacos de trobar una v € T/V]D1 que estigui a R. Aquest conjunt R depén de
€9, que recordem esta definida de la forma segiient

g0 = F(b) min {|T'y| min{k, p2(D1)}, |T'a| min{k, pa(D2)}} .

Observem que gy depén de f, de D i de k. La funcié f i el domini D han
estat fixats en certa forma. Ens resta, pero, la constant k. De la definicié de

£g observem que cal distingir els tres casos segilients:

(i) k< pa(D2) ,
(i) p2(D2) <k < pa(D1)
Suposant que a < f3, es calcula £ en els tres casos i s’obté que es redueixen,

de fet, a dos casos ja que per als dos primers g = kF'(b)|T'1| i per al tercer
Ep = p2(D1)F(b)|F1|

Considerem, finalment, v € W} la funcié

—1, aDl,
b+1 b—1

v(z,y) = vt aDs,
b, aDQa

suposant que D3 = [—£/2,0/2] x [—¢/2,¢/2]. Aleshores, el funcional d’energia

J(v) = %/D(vu)mx—k/w F(v)de

1(b+1)2 3 F
b+1)% k
= %_6—73[5(26+1)(4a—5)+553(b+2)(45_5)

+20(2b" 4 36° — 367+ 3b+2)] .

Considerem en primer lloc el cas (i) i (ii), és a dir, que g9 = kF(b)|I'4].

Evidentment, —1 < v < b, / vdl <01 / vdl > 0, per construccié de la v.
Fl F2
Queda imposar només que la darrera condicio

J(v) < 20 — kF(b)8D] (B.3)
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es satisfaci.

Substituint els valors de J(v) i g en aquesta darrera desigualtat i simplif-
icant s’obté la desigualtat
b+ 1) 2b+1 vttt v b 2
(b+1)% + ( )] . (BA4)

b |22 g — ey e[ LA
A e G R S T T

Usant ara que k& < po(Dy) = p/a i (B.4) obtenim per a la longitud ¢

i 'amplada ¢ del pont rectangular que uneix D; i Ds, les dues desigualtats

segiients
5(2b + 1) (4o — )
l B.
2(3b* 4+ 703 + 302 —3b—2) ’ (B.5)
2mpl[10(20 + 1)a — £(3b" + 703 + 3b* — 3b — 2)] (B.6)

56(b+1)2a + (20 + 1)mp(]

Per tal de donar de manera explicita un domini D per al qual es satisfaci el
teorema 5.2, caldra fixar algun dels parametres no determinats fins el moment.
Per exemple, prendrem o« = 5 i f = 10, és a dir, considerarem que D; és un
quadrat de costat 5 i que Dy és un quadrat de costat 10. De la desigualtat
(B.2) anem a considerar el cas limit, és a dir, suposarem que m = 4/(b+ 1)?,

ja que és el valor que, mantenint la hipotesi (H), déna una £ major.

Amb totes aquestes constants fixades hem aconseguit que només depengui
de b, és a dir, del zero positiu de la funcié f. No obstant, cal recordar, pero,
que b > 1. Aixi doncs, anem a considerar en primer lloc que b = 1. En aquest

cas la grandaria de Dj esta restringida a aquells valors de £ i € tals que

15
(< p(20-¢) (B.7)

i, tenint en compte que m =1,

300pl — 16pl?

B.8
600 + 15p¢ (B:8)

Si s’estudien les dues inequacions i es té en compte que ¢ > 01i ¢ > 0,

s’observa que la intersecci6 d’ambdues condicions és, de fet, la desigualtat
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Ry
15a/4

Figura B.2: Cas b =1

(B.8). Aixi doncs, es pot triar qualsevol valor de £ i £ continguts en la regi6

R, que apareix a la figura B.2.

Per raons obvies, de cara als calculs numerics que volem fer més endavant,
ens convindria prendre valors de € propers a &,,. Si es calcula el punt maxim
en aquest cas s’obté que £ ~ 8.2 i ¢ ~ 2.4. Aixi doncs, considerar D3 =

[—4,4] x [—1, 1] seria una elecci6 que estaria dins de les hipotesis desitjades.

Anem a considerar ara que b = 2 i compararem els resultats. En aquest

cas m =4/91/ie venen determinades per

25

500p¢ — 2162
3600 + 25p¢

(B.10)

Com en al cas anterior, la interseccié de les dues desigualtats es redueix
a la segona condicié (B.10), condicié que déna la regié Ry representada a la
figura B.3.
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05 ! ! ! ! ! ! !
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura B.3: Cas b =2

En aquest cas els valors maxims per a £ iecsén £ ~ 1.11ie ~ 0.1. Prendre
D3 = [—0.5,0.5] x [—0.045,0.045] seria un exemple satisfent les hipotesis del

teorema.

Observem que en aquest segon cas el domini D que s’obté, fixats D; i
Dy, és més “petit” que el domini que ens podem permetre per al cas b = 1.
Equivalentment, Ry C R;. De fet, si diem Ry, al domini per a (¢,¢) que s’obté
per a una determinada b, observem que R; decreix a mida que la b creix i es
satisfa Ry, C Ry si b > /. Per tant, el domini obtingut per a b = 2 és un
domini per al qual existira algun equilibri estable no constant per al problema
(5.1) per a tota 1 < b < 2.

Per tant, d’ara endavant, centrarem els nostres calculs en el cas que b €
[1,2] i amb el domini D fixat com a la figura B.1 amb « =5, 5 =10,/ =11
e = 0.09.

Fins el moment hem estat considerant el cas que €9 = kF'(b)|T';|. Ara bé,
calculs semblants als fets per al primer cas, mostren que fixat el domini D
trobat anteriorment i suposant 1 < b < 2, per al cas g9 = po(D1)F(b)|T]

existeixen valors del parametre k > py(D;) per als quals se segueixen satisfent
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la hipotesi (H) i aquelles que fan que v € R.

En la secci6 segiient veurem quins valors de k son permisibles per tal que

s’apliqui el teorema 5.2.

B.2 Determinacié de valors per al parametre
k

En aquesta seccié anem a trobar valors en funcié de b per al parametre k per
als quals existeixin equilibris estables no constants per al problema (5.1). Per
a aixo el que fem és fixar la funcié f i el domini D i volem trobar valors de &

per als quals es satisfacin les hipotesis del teorema 5.2.

Aixi doncs, sigui f com a la seccié anterior i D el domini trobat en aquella

mateixa seccio, és a dir, D = Dy U Dy U D3 com a la figura B.1.

Si f és la de (B.1), recordem que la hipotesi (H) equival a prendre m <
4/(b+1)%ib>1. A més, fixat el domini D, tenim py(D;) = 0.2753 1 po(D3) =
0.13765. Sigui v(x,y) € W, la mateixa funcid lineal a trossos considerada a la
seccié anterior i imposem en el dos casos g9 = kF'(b)|T'1| i eg = pa(D1)F ()|
la desigualtat (B.3) que ha de satisfer el funcional J(v).

20— 0.09 b*(2+ b
Chal) i (B.3) es redueix a

En el primer cas, ey = k

3 (b+1)2
0.09 99.55 199.55
——b+1)?* < km|—/——(2b+1 <7—3.4925>b3b 2
5 (b+1) m | == (2 1)+ (= (b+2)
1
+ %(21)4 + 3b* — 3b% 4+ 3b + 2)}
1
= km %[—31)4 — 7b* — 3b? 4 102.55b + 51.775]
= kmP(b).

Observem que P(b) = 0 només per a by = —0.5042982 i by = 2.7310033
i P(b) > 0 per ab <b< by. Pertant, si 1 < b < by podem aillar £ de la
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darrera desigualtat de la manera segiient

0.045(b + 1)*

k
ZTapp)

on hem substituit m = 4/(b+ 1)

Si anomenem
B 0.045(b + 1)4

b) —
observem que aquest quocient és creixent amb b, si 1 < b < 2. Per exemple,

alguns valors que pren els mostrem a la taula segiient

b | Q)
1 | 0.038210
1.5 | 0.082378
2 | 0.194055

Observem que, fixada b, Q(b) ens déna una cota inferior per a la k. Per

tant, en el primer cas obtenim

k€ [Q(b),p/e]

ja que la cota superior és p/a, per hipotesi.

En el segon cas, recordem que se suposa k > p/a = 0.2753 i aleshores es té
P (20 — 0.09) b3(2 + b)
T a 3 (b+1)2

. D’aqui, (B.3) es redueix a la desigualtat

0.09
2
+ 2(2b" +3b° — 36 + 3b+ 2)]
% b (2 + ) [0.2753 (20 — 0.09) — k (62 — 0.18)] .

(b+1)2—k % [99.51 (2b+ 1) + 19955 5* (b + 2)

Aillant ara k = k(b) s’obté una cota superior en funcié de la b per als valors

de les k£ que estem buscant, és a dir,

ke (p/a,k(b)] .
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Aleshores, el conjunt de valors admissibles al parametre & sera la uni6 dels

dos intervals trobats, és a dir,

ke [Q(b), k(b)] -

Estem suposant que b € [1,2]. Recollim a la taula segiient alguns d’aquests

intervals per a alguns valors fixats de b.

b Iy

1 [0.038210, 4.46364]
1.5 | [0.082378, 0.34745]
2 [0.194055, 0.29370]

B.3 Alguns resultats numerics

En aquesta tercera seccié donarem els metodes numerics que hem usat per tal
de calcular equilibris estables no constants per a (5.1) i per a diferents valors
deb,amb1 < b < 2. Es a dir, fixant alguna k per a la qual existeixen equilibris
estables no constants, el que farem és calcular numericament algun equilibri
estable per al problema (5.1) i comprovarem que és una solucié d’equilibri no

constant.

Per tal de dur a terme aquests calculs usarem el metode dels elements finits
sobre una malla triangular no regular del domini D. A aquesta malla li dem-
anarem que sigui més fina alla on el domini és més petit ja que, precisament en
el pont sera on esperem que hi hagi la transicié d’'una soluci6 gairebé constant

a Dy i gairebé constant a Dy, pero amb una constant diferent que la de D;.

Una vegada discretitzat el problema sobre els nodes d’aquest mallat obser-

varem que s’arriba a un sistema d’equacions diferencials ordinaries no lineal.

Finalment integrarem el sistema usant un metode d’Euler semiimplicit i en
cada iteracid, com es veura caldra resoldre un sistema lineal que per la simetria
que presenta la matriu dels sistema, sera resolt usant la seva factoritzacié de

Txolesky i resolent els dos sistemes triangulars superior i inferior que s’obtenen.
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B.3.1 Mallat del domini

Donat el domini D = D;UDy;UDs3 de la figura B.1 amb a =5, 8 = 10, = 0.09
i / =1 considerarem sobre D una malla no regular amb elements triangulars
que tindra 10 elements a x = —5.5 1 20 elements a x = 10.5. Partint de
xr = —5.5 la malla s’anira adaptant al domini a mida que la z vagi creixent.
Degut a la grandaria del pont D3 que uneix D; i D, caldra prendre sobre
D5 elements molt petits en comparacio a aquells que prenem en els extrems
del domini. Ara bé, tot i que aixo genera una malla no regular, cosa que és
admisible, allo que no podem admetre és tenir elements amb angles massa
petits. Per tant, el mallat que esperem obtenir tindra el segiient aspecte: hi
haura a D; i a Dy dues zones als extrems esquerre i dret, respectivament,
amb triangles de la mateixa mida que, segons veurem, a r = —2 iz = 4,
comencaran a fer-se cada vegada més i més petits fins a arribar als extrems de
D3, on arriben tant petits com fa falta per tal que a D3 s’obtingui una malla

regular amb elements d’alcada /4.

Per tal de generar aquesta malla hem utilitzat un programa mallador re-
alitzat al Departament de Matematica Aplicada I de I’Escola Técnica Su-
perior d’Enginyers Industrials de Barcelona de la Universitat Politecnica de
Catalunya a [28]. L’esmentat mallador genera malles adaptatives al domini,
no estructurades, amb elements finits el més simples possible a R”, és a dir,
segments a R', triangles a R? i tetraedres a R®*. En el nostre cas, D és un

domini a R?, amb la qual cosa obtindrem una malla que consta de triangles.

L’algorisme que genera aquestes malles es basa en I’anomenada triangular-
itzacié de Delaunay, que en dimensi6é dos esta caracteritzada per ésser aquella
que, donat un conjunt de punts de R? i totes les possibles malles triangu-
lars sobre aquells, dona aquella malla que fa maxim I’angle minim de tots els

triangles.

Una vegada fixat el sistema de triangularitzacio que s’usa, ’algorisme que es
segueix és un algorisme iteratiu de refinament d’una malla de partida grollera
que va donant en cada iteracié de mallat una malla amb elements refinats en

funcié de la morfologia de cada zona del domini.
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En el cas del domini D, partint d’'una malla com la de la figura B.4, s’arriba

a la malla adaptativa no estructurada que s’observa a la figura B.5.

B.3.2 El metode dels elements finits

El metode dels elements finits, com és ben conegut, és una tecnica numerica per
tal de donar solucions aproximades a alguns problemes. Basicament el que es fa
és buscar una aproximacio de la solucié per una funcié interpoladora sobre una
discretitzacio del domini i que ens portara a un sistema d’equacions diferencials
ordinaries. La integracié d’aquest sistema permetra trobar els coeficients de la

funcié interpoladora que déna la solucié aproximada del problema.
Anem a formular ’esquema d’aquest metode en el nostre cas. Es pot
estructurar en els tres passos segiients:
(i) Formulacié variacional del problema.
(ii) Aproximacié de la soluci6 sobre un domini discretitzat.

(iii) Formulacié matricial del sistema d’equacions obtingut a (ii).

Sigui V' el segiient conjunt de funcions test:
V={vecl Q) : vésCatrossos }.

Donada v € V, podem multiplicar la primera equacié de (5.1) , és a dir, la

primera equacio de

{ut = Au, aD, (B.11)

u, = kf(u), ,adD,
per v i integrant a D, usant la férmula de Green i la condici6 de frontera es té

/D(utv + VuVv) dx — / fu)vdl =0

oD

per a tota v € V.
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Figura B.4: Superior: D amb una malla grollera. Inferior: Detall de D3

una malla grollera.
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1 1 1 ] 1 1 1
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

'
=

Figura B.5: Superior: D amb una malla refinada. Inferior: Detall de D3 amb

una malla refinada.
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Denotem ara
/ uv dr =< ug, v >,
D

/D VuVuvdr = a(u,v) i
[ fluyde =< f(u), v >ap -
oD

Aleshores, 'anomenada formulacié variacional del problema no és més que

escriure (B.11) com

< ug v > Fa(u,v) =< f(u),v >ap . (B.12)

Observem la forma variacional que s’obté a I'hora d’intentar aproximar
numericament la solucié té molta similitud amb 'equacié (1.4) que s’obtenia

amb la formulacié abstracta del problema al capitol 1.

Suposem que hem discretitzat el domini segons la malla que s’observa en
la figura superior de la figura B.5. Sigui NV el nombre de nodes que apareixen
en el mallat. Aleshores, considerem una col-leccié de funcions {¢;}i=1,. .y aV
de la forma segiient: donat el node k-esim considerem ¢, que sigui una funcié

lineal que valgui 1 en aquest node i zero en tots els altres, peral < k < N.

Diem A al diametre maxim de tots els triangles de la triangularitzacié del

domini. Aleshores, sigui V}, C V Pespai generat per les {¢;}i—1.. n, 6s a dir,
Vi =< i >i=1,. NC V.

Aleshores, imposar que (B.12) es compleixi per a tot element de V}, equival

a dir que tenim

< g, x> +alu, pr) =< f(u), px >op - (B.13)
per a tota 1 < k < N.

El que farem ara és buscar una solucié aproximada de (B.11) dins de 'espai

Vi, és a dir,
N N
u(z,t) =Y u(t)pi(z) =D wip; . (B.14)
i—1

1=1
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Imposant que aquesta u satisfaci (B.13) obtenim
N N N
Dt < @i or >+ Y uialys, k) = /ap FO_uips) or dl (B.15)
i=1 i—1 i=1

per a total <k < N. Aqui u; = %(ul(t))

Veiem, doncs, que hem obtingut un sistema no lineal d’equacions diferen-

cials ordinaries. Podem expressar aquest sistema en forma matricial si diem
A= (< Piy Pk >)i,k € Mnyxn,

B = (CL(QOZ', Sok))i,k € Mpyxn )

F(u) = << f(i Ui 0;)s Pk >8D>k e RV .

i=1
Aleshores, si u = (uy,...,uy)’, el sistema (B.15) s’escriu
At + Bu = F(u) . (B.16)

Per tant, la resolucié numerica del problema (B.11) queda traslladada a la
resolucié sobre el domini discretitzat del sistema (B.16). Aixo ens donara el
valor de la solucié en els nodes de la xarxa i la funci interpoladora (B.14) una

aproximacié de la solucié v a tot D.

Abans de descriure el metode d’integracié del sistema que usarem anem a

veure com sén les matrius A i B i el terme independent F(u).

Observem que els coeficients d’A i de B seran zero si les funcions ¢; i ¢

tenen suports disjunts ja que
M
< iy >= Z/ pippdr i
1=1 7T

M
a(pi, i) = Z/T ViV do
=1 4

on 71; denota el triangle [-esim de la triangularitzacié feta i M és el nombre

total de triangles que la formen. Per tant, ordenant els nodes de manera
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adequada s’obtenen matrius banda, depenent I'amplada de la banda del lloc
que ocupen en ’ordenacié dels nodes els nodes de triangles adjacents. Es a
dir, ens convé ordenar els nodes de manera que nodes pertanyents a triangles

adjacents tinguin niimeros en aquesta ordenacio el més propers possible.

Per tal de calcular els coeficients d’A, observem que com les funcions {;}
son lineals a trossos, podem fer-ho de manera exacta usant el metode de Simp-
son per a integracio. Els coeficients de B també son senzills de calcular tenint
en compte que de la linealitat a trossos de les {¢;} sabem que {V;} sén

constants. Aleshores

M
a(ei, i) = Y_ Ve,V area (1) .
=1

Per a la matriu A, com la malla és no estructurada, usem un canvi de
variable en el calcul de les integrals de manera que el domini del canvi sigui
el mateix triangle per a tots els triangles 7; de la malla. Per tant reduint les

integrals a integrals sobre el triangle de vertexos (0,0), (1,0) i (0,1) obtenim

1 1—u
< @i op > = /TsoisokdrvdyZIJI/O/o (ivr) (u, v) du dv
[

% [(0ii) (0, 0) + 4 (i) (0,1/2) + (0ipr) (0, 1)

+ 2(0ir)(1/2,0) + 8(pivpr) (1/2,1/4) + 2(0ipr) (1/2,1/2)] .

Pel que fa a la matriu B cal coneixer, donada una ¢, I'expressié del seu
gradient, Vi, i, donat un triangle qualsevol T' de vertexos a, b i ¢, quant val

la seva area.

Donat T' com abans, suposem que ¢ és la funcié de V}, que val u en el vertex

a i zero en els altres. Es a dir,

(by — o)y + (cy — by)x + czby — cyby
(az —by)(cy —by) + (ay — by)(cz — bs)

gp:

D’aqui, si d = (ay — b;)(¢y, — by) + (ay — by)(cz — bs), per al gradient es té

Vio = 2((ey = ), (b — ).
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A més, 'area de T ve donada per

area (T) = 3 I(ex = as) by = @) — (be — @) (e, — ay)]

Hem vist de quina manera calcularem els coeficients de les matrius A i B.

Ens queda, pero, veure com és i com calcularem el vector F'(u).

Recordem que estavem suposant que f és de la forma
fu) = —m(u® — (a + b)u* + abu) ,

ambm > 01ia <0 < bdos zeros de f, a més del 0. Aleshores, la component

k-esima del vector F'(u) és la integral

o= [ FOCultee)en) de

=1

N N-2
= —-m [; u? /8D Plopdl+6> 3> uujuy /aD Pipjpipr dl

I>5 §>i i=1

N N
+ 3221&?%-/aDcpfcpjcpkdE—l—aZu?/aDcpfcpkdE
i—1

j#ii=1

N N
+ 20‘22“%/ OOk d€+62ui/ ©i Pk dﬁ]
oD = Jop

j>ii=1

Fixada k, moltes d’aquestes integrals sén zero ja que en la majoria els

suports de les funcions ¢ que hi apareixen sén disjunts.

Les integrals de frontera que apareixen sén suma d’integrals sobre in-
tervals. Suposem que ordenem i numerem els nodes de JD comencant a
zy = (—5.5, —2.5) i girant sobre dD en sentit horari. Considerem, doncs, cada
integral sobre 0D com la suma de les integrals sobre els intervals adjacents

[z, 1,2;] = J; amb extrems dos nodes contingus segons aquesta ordenacid.

La funci6 ¢; té suport J; U J41 = [x;_1,2151], és lineal a trossos, continua
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i oi(z) =1, és a dir,

(

0 ) S S Ti—1,

1 .

E@_xl_l)’ siz € Jp,
pi(x) = l1

—(—x+x141) , siz € Jiq,

hijy

0 ) S Z Ti41

on hy = x; — x;-1 1 hyyy = x4 — 7 s6n les longituds dels intervals J; i Jj4q,

respectivament.
A més,
1 h
Ww:/ thydt =L
Jq 0 2

1 h
WM:/ (1= t) by de = =5
0

Ji1

i/ pydl =0 per atotak #1[,1+1.
Jk

Els valors de les diferents integrals de vora que apareixen a [ son:

%, sit=k—1,
/BD%WCM: %+h]€3+1, sii==kF,
\h’“6“, sii=k+1,
%, sii=k—1ij=k,
/8 Dwiwkdé = -

o sli=k+lij=k+1,
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h
1—;, sii=k—1,
2 h h
20 dl =4 Tk Mkt o
/E)D%@k 4+ 1 sit=k,
h
’1“;1 sii=k+1,
h
k- sii=k—1ij=Fk,
30
h
) 2—(’; sii=kij=k—1,
/wiwkdﬁz
o h’““, sii=kij=k+1,
20
h
\ ;gl sii=k+1ij=k,
/%903'%01@8016%:0,
oD )
h
k- sii=k—1,
20
3 h h
2o dl = 'k k+1 .
/8D<P1<Pk 5+ 5 sit =k,
h
\ ’2“81 sii=k+1.

Totes les integrals restants s’anul-len.

Per tant, fixada k, la component k-eésima I, del vector F'(u) és:

hy hi | hgs b1

Ik = —m[ui12—0+Ui <€+ 5 +Uz+1—20
h, D, Pryt hii1
+ 3 (ui_luk% +uzuk,12—0 +Uiuk+12—0 —i—uiﬂukw

. hi  hiksa Pk
2 R 2 R Rl 2 Rl
+04<Uk_112+uz <4+ 1 + Upiq 1
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h h
+ 2« (Uk—l Uk = 4 U Uy kH)

12 12
h h h h
+ B (Uk—l Ek + Ul (?k + I;rl) + Up+1 %+1>]
—m

= W [hk (3’“2_1+12”%+6u%_1Uk+9u%uk_1—|—5au%_1

+ 15 0uf + 10 0w 1w + 10 Bug 1 + 20 Buy)
+ gy (12ui + 3upyy + 9 uf uppr + 6uiy up + 15 auf

+ 5 aup, + 10 cug ugq + 20 5 uy, + 105uk+1)] .

Fins el moment, en aquesta subsecci6 hem vist que podem calcular una
aproximaci6 de la soluci6 resolent sobre el domini discretitzat el sistema (B.16).
També hem vist de quina forma es calcularan les matrius A i B que hi apareixen

i com pot avaluar-se F'(u).

Resta ara donar un meétode d’integracié del sistema (B.16), cosa que veurem

en la segiient subseccio.

B.3.3 El metode d’Euler

Donat el problema de valor inicial

u = G(t,u)
{ u(te) = wog,
i una vegada fixada h # 0 i donada la condicié inicial u(ty) = ug, es poden
obtenir en el conjunt equidistant de punts ¢t; = to + th, ¢« = 1,2, ..., aproxi-

macions, que denotarem per u;, dels valors u(t;) de la solucié exacta usant el

metode d’Euler explicit:

Uo :U(tg)
’LLi+1:’LLi—|—hG(tZ’,’LLZ’), i:0,1,2,...
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o bé mitjancant el metode d’Euler implicit, que ve donat per:

{ Uy = U,(t[))

Uil = U; + hG(tiJrlanJrl) , 1=0,1,2,...

que resulta ésser més adequat a ’hora de discretitzar equacions paraboliques.
(Vegi’s [35]).

L’aplicacié d’aquests metodes, amb pas h > 0 constant, a un sistema d’e-
quacions diferencials donara una successié de vectors v, que aproximen la

solucid.

En la subseccié anterior s’ha vist que el metode dels elements finits ens

porta al sistema d’equacions diferencials ordinaries
Ad+ Bv = F(v),
essent v = (uy, us,...,uy)" amb u; = u(z;), 1 =1,2,..., N iz; el node i-¢sim.

Com que F' és no lineal anem a prendre un esquema iteratiu semiimplicit,

que sigui explicit a F' i implicit a B, que és lineal:

vo = v(0),

B.17
{(A+hB)vn+1 = Av, +hF(v,), n=0,1,2,... ( )

0, equivalentment,

w = v(0), (B.18)
vusr = (A+hB) ' [Avy +hF(0,)], n=0,1,2,...

Usarem aquest esquema amb h prou petita per a trobar solucions d’equilibri
estables fent n — oo.

Per tal d’implementar aquest metode de resolucié caldra fixar una bona
Una vegada triat aquest vector inicial el que farem per tal de dur a terme les
iteracions és usar (B.17) en lloc de (B.18). Es a dir, no invertirem per raons
d’estabilitat numerica la matriu A + hB del sistema, siné que el que farem en
cada pas és resoldre el sistema (B.17).
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En els calculs de les matrius A i B vistos a la subseccié anterior s’observa
que ambdues matrius sén simetriques. Per tant, A+ hB, amb A > 0 constant,
és també simetrica i pot veure’s que és definida positiva. Aleshores, el que fem
en cada iteraci6 és resoldre els dos sistemes triangulars superior i inferior que
s’obtenen de la factoritzacié de Txolesky de la matriu A + hB. Notem que

només cal fer una unica vegada aquesta factoritzacio.

Per tant, el metode de resolucié emprat en els calculs que presentarem en
la propera subsecci6 és el donat a (B.17) usant la factoritzacié de Txolesky

per tal de resoldre el sistema que s’obté en cada pas.

B.3.4 Alguns calculs numerics

En aquesta subseccié anem a presentar alguns calculs fets, 'objectiu dels quals
ha estat trobar de manera explicita i numericament alguns equilibris estables
no constants per al problema (5.1) en les hipotesis que hem anat trobant en
les seccions anteriors. Recordem-les: suposem que D és el domini trobat a
la secci6 B.1, és a dir, D és de la figura B.1 amb a =5, § = 10, £/ =1
i e = 0.09. Considerem a D el mallat de la figura B.5. Suposem, a més,

que k pertany al 'interval trobat a la seccié B.2 i que corresponia al cas que
fu)=—-mu*—(a+b)u?>+abu), m=4/(b+1)>

Fixats D i f resolem el problema usant (B.17) segons tot allo que s’ha
vist a la subseccié B.3.3. Per a aixo s’ha programat el metode explicat en les

subseccions anteriors i hem triat una condicié inicial adequada.

Per tal de trobar equilibris estables no constants, segons s’havia vist al
capitol 5, cal que el conjunt que denotavem per R sigui no buit. S’havia vist
també que la funcié v(z,y) donada a la seccié B.1 pertanyia a R. Sembla,

doncs, natural prendre com a condicié inicial la segiient funcié:

_]-7 a'Dla
vw=9q (b+1)z+——, aDs,
b, aDQ,

és a dir, d’una funcié que pren valors constants —1 a D i1 a D, i que és lineal



136 B. Una experimentacio numérica

en r a D3 de manera que la funcié resultant sigui continua, i esperar obtenir
I’equilibri cercat per a cada valor de b com 1’evolucié en el temps d’aquesta

condicid inicial.

Aixi doncs, el que presentarem tot seguit son alguns dibuixos que il-lustren
les solucions d’equilibri estables i no constants que hem obtingut per a diferents
valors de b i per a k el punt mig de cada un dels intervals que, en funcié de
la b s’havien obtingut a la secci6 B.2. Més concretament, a la figura B.6
representem el cas b =11 k = 2.25093 1 a B.7 1 a B.8, els casos b = 1.5 amb
k =0.214911 b = 2 amb k£ = 0.24388, respectivament.
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Figura B.6: Cas b = 1. Superior: Condici6 inicial. Inferior: Solucié d’equilibri

estable no constant. (L’eix vertical representa el segment —1 < u < 1.)
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Figura B.7: Cas b = 1.5. Superior: Condicié inicial. Inferior: Solucié d’equi-

libri estable no constant. (L’eix vertical representa el segment —1 < u < 1.5.)
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Figura B.8: Cas b = 2. Superior: Condici6 inicial. Inferior: Solucié d’equilibri

estable no constant. (L’eix vertical representa el segment —1 < u < 2.)
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