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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos un tema de interés para un buen nimero de investi-
gadores ha sido el tratamiento intrinseco de cuestiones relacionadas con la
Teoria de Control no lineal a través de la aplicacién de técnicas propias
de la geometria diferencial. Diferentes problemas como: controlabilidad de
sistemas, seguimiento y estabilizacién de trayectorias, planificaciéon de movi-
mientos, etc. han sido estudiados de esta manera ([9], [46], [50], [63], [81],
[87]).

El uso de métodos geométricos se ha mostrado eficaz para describir las
propiedades de los sistemas de control, arrojar luces sobre la relacién entre
ellos y mejorar los métodos usados en el diseno de controles. Una mirada
a los articulos de Brocket y Sussman [18], Isidori [45], Nijmeijer y van der
Schaft [83] o Lewis [66] y las referencias que éstos contienen es suficiente para
darse perfecta cuenta de que estos métodos han sido ampliamente estudiados
y usados.

Los sistemas no holénomos han sido objeto de estudio en la mecanica
clasica desde d’Alembert, Lagrange y Gauss. No obstante, el estudio sis-
tematico de estos sistemas no se hace hasta finales del siglo XIX con las im-
portantes contribuciones de Hertz (1894), Ferrers (1871), Neumann (1888),
Vierkandt (1992) y Chaplygin (1897) entre otros. Actualmente se ha pro-
ducido un importante crecimiento del interés en esta area y muchos de los
recientes trabajos utilizan métodos y técnicas propios de la geometria dife-
rencial. Buena prueba de ello son las diferentes formulaciones geométricas
que se utilizan para obtener ecuaciones invariantes del movimiento: estruc-
turas casi producto ([24],[56], [57], [58]), conexiones ([14], [63], [91]), fibrados
de jets ([75], [76]), etc.

Dichos sistemas surgen al imponer a un sistema mecanico restricciones no
integrables, es decir, restricciones que no pueden escribirse como la derivada
de una cierta funcion que dependa solamente de las coordenadas generaliza-
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

das del espacio de configuracién. El interés que tienen los sistemas mecanicos
no holénomos con control es que los problemas que originan no se pueden
abordar mediante la teoria de control lineal y tampoco pueden transformarse
en problemas lineales, requieren esencialmente técnicas no lineales. Por otra
parte este tipo de sistemas son lo suficientemente buenos como para poder
realizar avances en su estudio. Existen numerosos ejemplos de sistemas no
holénomos con control: el filo de un cuchillo deslizandose sobre un plano
([10], [12]), un disco o una esfera rodando sin deslizar ([9], [11]), un camién
con varios remolques ([99]), etc.
Los sistemas no holénomos con control surgen en diversas situaciones:

e Cuando el movimiento de un sistema mecéanico esta sometido a la con-
servacion de ciertas cantidades, siendo éstas no integrables. Quiza el
caso mas habitual es aquel en que hay una funcién no integrable del
momento angular que se conserva ([52], [53]).

e Cuando el sistema mecanico posee simetrias y restricciones no holéno-
mas. Este es el caso del "snakeboard” ([67], [88]), donde las restric-
ciones resultan de imponer la condicién de no deslizamiento sobre las
ruedas y la conservacién del momento angular.

e Cuando se imponen restricciones en el disenio de los controles, si éstas
no son integrables.

Estos sistemas estan siendo ampliamente estudiados en robética (manipu-
lacién mediante robots, robdtica espacial, vehiculos rodantes, movimiento de
robots, etc.) y muchos de ellos tienen también gran interés para otras ramas
de la ingenieria.

Nuestra intencién es, partiendo del desarrollo geométrico que nos ofrecen
los trabajos antes mencionados, tratar de abordar cuestiones de estabilidad
y control, asi como la reducciéon en el caso dependiente del tiempo.

Con respecto a la estabilizacién y control de sistemas no holénomos, cabe
destacar los trabajos de A.M. Bloch, N.H. Mc.Clamroch, M. Reyhanoglu y
P.E. Crouch ([8], [9], [10] ,[11], [12], [89]). En estos se establece un marco
general de trabajo para el control de sistemas dindmicos no holénomos, de
manera particular se hace hincapié en las propiedades de control de estos
sistemas poniendo de manifiesto las diferencias con el caso holénomo. Pre-
sentan condiciones para asegurar la estabilidad asintética de la subvariedad
de puntos de equilibrio y demuestran que un punto de equilibrio no puede
ser estable asintéticamente mediante una retroalimentacién continua.

Finalmente desarrollan de manera mas geométrica el control de sistemas
dinamicos de Caplygin, es decir, sistemas no holénomos con simetrias que
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vienen caracterizadas localmente por ser aciclicas en ciertas variables. Los
desarrollos tedricos se aplican a sistemas fisicos como el control del filo de un
cuchillo deslizandose sobre una superficie plana o el de un disco rodando sin
deslizar.

La linea en la que nos hemos propuesto profundizar estas cuestiones es la
del estudio de la formulacion y las propiedades geométricas de estos sistemas
y las consecuencias que para su control se derivan. Asi como los resultados
de los trabajos antes mencionados son practicamente todos ellos de caracter
local, estan dados en coordenadas locales, escondiendo las propiedades ge-
ométricas del espacio de estados y de los campos vectoriales que definen el
sistema, en esta tesis se pretende conseguir una descripcion intrinseca de
algunas propiedades del control de dichos sistemas.

Este modo de proceder ha sido empleado ampliamente por autores co-
mo: A.D. Lewis, R. Murray, F. Bullo ([19], [63], [65]), J.P. Ostrowski, J.W.
Burdick ([86], [87]) y J.E. Marsden [14] entre otros. Asi, en [65], se dan
condiciones suficientes para asegurar controlabilidad en las configuraciones
para sistemas mecdnicos simples con control. En estas condiciones juega un
papel esencial la conexion de Levi-Civita de la métrica de la energia cinética
del sistema y proporciona una interpretacion de las mismas que permitird
generalizarlas al caso de una conexion afin general y extender el andlisis de
controlabilidad al caso de sistemas no holénomos. En [14] se desarrolla la for-
mulacién geométrica de los sistemas no holénomos lagrangianos con simetrias
basandose en la generalizacién del uso de las conexiones y aplicaciones mo-
mento asociadas al grupo de simetria.

Finalmente, en [86] y [87] se utilizan técnicas geométricas cuando el sis-
tema no holénomo se encuentra afectado por simetrias. La presencia de éstas
producen, en muchos casos, que movimientos periddicos en la base den lugar
a movimientos en todo el espacio o fibra. Esta propiedad se usa frecuente-
mente para controlar el sistema a través de movimientos en la base. La
herramienta matematica que se ha mostrado eficaz en la descripcion, el estu-
dio del movimiento y la generacién de patrones de desplazamiento ha sido la
teoria de conexiones. Utilizando resultados de Teoria de Control se estable-
cen tests de controlabilidad y accesibilidad basandose en la geometria del
sistema reducido, asi como algoritmos que generan los controles adecuados
en la base para conseguir un cierto movimiento en la fibra.

A continuacién damos una descripcion de los diferentes capitulos, indi-
cando las novedades que aportan.
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Capitulo 2

En este capitulo se recuerdan de manera sucinta algunos conceptos mate-
maticos necesarios para tratar geométricamente los sistemas mecanicos y
su control: conexiones Riemannianas, Teorema de Frobenius, geometria del
fibrado tangente, variedades simplécticas y acciones de grupos de Lie.

Capitulo 3

Se desarrolla el formalismo geométrico para la descripcion de los sistemas
dindmicos de la Mecédnica Clasica, esto es, Newtoniana. Se aborda el estudio
de los casos en los que hay ligaduras ya sean holénomas o no holénomas. En
el caso no holénomo se da una caracterizacion de la subvariedad de puntos de
equilibrio y se clarifica el papel que juegan los multiplicadores de Lagrange.
Se introducen los sistemas mecénicos disipativos.

Por otra parte, en Fisica existen muchos tipos de sistemas dindmicos
que no son puramente mecanicos y que, no obstante, pueden también ser
descritos geométricamente. Se presenta también el formalismo geométrico
Lagrangiano que posteriormente es utilizado para generalizar a esta situacién
algunos resultados que se obtienen en el caso mecanico.

Capitulo 4

Aqui se estudia la estabilidad de los sistemas mecénicos disipativos y parcial-
mente disipativos desde un punto de vista geométrico. Ya que el ambiente
geométrico apropiado para llevar a cabo este estudio son las variedades de
Riemann, lo primero que se aborda es la generalizacién de los teoremas de
estabilidad y estabilidad asintotica de La Salle de puntos de equilibrio de
sistemas dinamicos al caso de variedades de Riemann completas. Posterior-
mente esta generalizacion se amplia a las subvariedades de puntos de equili-
brio. La estabilidad de los sistemas mecanicos disipativos se estudia haciendo
uso de las particulares propiedades geométricas del fibrado tangente.

Con las herramientas antes desarrolladas, se trata la estabilidad de los
sistemas mecanicos simples no holénomos, es decir, aquellos en los que el
espacio de configuracién es una variedad de Riemann (Q, g), la lagrangiana
es de tipo mecanico y la subvariedad de ligaduras viene definida por una
distribucion D C T@Q. Se establecen resultados sobre la estabilidad de ésta
a través de los teoremas de La Salle generalizados.

El hecho de trabajar con funciones lagrangianas del tipo L =T —V €
C>*(TQ), es decir mecénicas, tiene la desventaja de dejar fuera importantes
sistemas fisicos, como por ejemplo las fuerzas magnéticas. Se generalizan
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también las propiedades de estabilidad al caso de sistemas lagrangianos cua-
lesquiera.

Capitulo 5

Por medio de la aplicacién de los resultados obtenidos en el capitulo ante-
rior, se trata la estabilizacién por pasividad de los sistemas mecénicos con
control. Este tipo de técnicas se disenan para estabilizar puntos de equili-
brio. También se trabaja el caso de sistemas parcialmente disipativos y se
usan extensiones dinamicas, clarificando lo que son desde un punto de vista
geométrico, para estabilizar el sistema en una configuracién deseada.

Una vez estudiada la estabilidad en sistemas mecanicos simples no holé-
nomos se aborda el caso con control. Nos centraremos en la aplicacion de
la estabilidad de sistemas no holénomos disipativos al diseio de controles
que permitan estabilizar un sistema en su variedad de puntos de equilibrio
(control por pasividad) o en una variedad prefijada (extensiones dindmicas)
mediante técnicas de pasividad.

Capitulo 6

En este capitulo analizamos la equivalencia entre las ecuaciones de segundo
orden que rigen la dindmica de los sistemas mecanicos y las ecuaciones del
sistema cinemético asociado en el caso de sistemas no holénomos con control
y sistemas mecanicos con simetrias.

En el caso de sistemas no holénomos con control, estudiamos separada-
mente el caso completamente actuado del caso infractuado. En la primera
situacion se prueba que las curvas solucién del sistema mecanico y las del
sistema cinematico son las mismas. Por otro lado, en la segunda, hay que
imponer una condicién sobre las fuerzas externas que actiian sobre el sistema
para que los sistemas sean equivalentes.

En el segundo caso, si el sistema tiene un grupo de simetrias, se prueba
que la dindmica del sistema, restringida a la superficie de nivel cero de la
aplicacion momento asociada, corresponde a un sistema no holénomo y por
tanto podemos aplicar los teoremas de equivalencia entre el sistema dindmico
y su sistema cinematico asociado.

Capitulo 7

Aqui se hace la reduccién de la formulaciéon de contacto para sistemas la-
grangianos dependientes del tiempo que poseen una simetria infinitesimal
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generada por el campo vectorial asociado a una conexién. El sistema resul-
tante de la reduccién es un sistema hamiltoniano donde la funcién hamilto-
niama es la proyeccién de la funcién energia lagrangiana, la forma simpléctica
es la proyeccién de la parte vertical de la 2-forma de Poincaré-Cartan y el
campo dinamico, la proyeccion del campo dindmico correspondiente al sis-
tema inicial sin reducir.

Posteriormente se trabaja esta reduccién en el caso de sistemas no ho-
lénomos lagrangianos dependientes del tiempo con simetria. El objetivo es
reducir la formulacion de contacto para una lagrangiana dependiente del
tiempo en un sistema no holénomo a una formulacién simpléctica cuando
existe una simetria infinitesimal. El problema clave consiste en el estudio
de la relacion que se debe dar entre el campo de simetria y la variedad de
ligaduras.

Capitulo 8

En este Capitulo se resumen los nuevos resultados que se aportan en este
trabajo y se sugieren futuros campos de investigacion.



Capitulo 2

Nociones previas y notaciones

En este capitulo presentamos sucintamente algunos conceptos matematicos
necesarios para tratar geométricamente los sistemas mecénicos y su control.
Todas las variedades y las aplicaciones son de clase C'*°, salvo que se diga ex-
plicitamente lo contrario. Las nociones necesarias de control se introduciran
en el momento en que se necesiten.

Introduccion y Notaciones

Las variedades diferenciales con las que trataremos en todo el trabajo serdn
C*°, paracompactas y Hausdorff. Si ¢ : M — N es una aplicacion diferen-
ciable de la variedad M a la variedad IV, denotaremos la aplicacién tangente
por T¢: TM — TN donde TM es el fibrado tangente a M. El conjunto de
todas las aplicaciones diferenciables de M a N se denota por C*(M, N). Si
N = R pondremos simplemente C*(M).

El conjunto de (r, s)-campos tensoriales, r-covariantes y s-contravariantes,
en M se denota por T"(M). Los elementos de 7' (M) se llaman campos vec-
toriales en M y denotaremos este conjunto por X(M). El conjunto de cam-
pos vectoriales con el paréntesis de Lie forma un algebra de Lie. Los campos
tensoriales antisimétricos k-covariantes reciben el nombre de k-formas. De-
notaremos el conjunto de las k-formas sobre M de la forma Q*(M). Por con-
venio tomamos Q°(M) = C*(M). Denotaremos por QM) = &2 ,QF(M)
al dlgebra exterior de M con las operaciones suma y producto exterior. La
diferencial exterior la denotaremos d : Q*(M) — Q1 (M). Diremos que una
k-forma « es cerrada si da = 0 y exacta si o = d3 para alguna 8 € QF 1(M).
Dado un campo vectorial X y una k-forma «, el producto interior de X y «
es una (k — 1)-forma que denotaremos i(X)a. Dado el campo vectorial X
denotaremos por Ly : T (M) — T (M) al operador derivada de Lie respecto
a X.

17



18 CAPITULO 2. NOCIONES PREVIAS Y NOTACIONES

Recordemos ahora algunas nociones basicas sobre fibrados. Un fibrado
diferenciable viene dado por una submersiéon exhaustiva m : M — B que
tiene la propiedad de ser localmente trivial. Esto es, existe una variedad F
tal que , para cada b € B, existe un entorno U de b y un difeomorfismo
¢ m Y U) - U x F tal que 7o gb"Ul = idy. El subfibrado vertical de w
es el subfibrado de TM definido por V(M) = ker(Tw). Llamaremos a un
campo vectorial en M vertical si toma valores en V(M). Los denotaremos
por XV (M, ).

Una clase especial de fibrados son los vectoriales cuyas fibras tienen una
estructura de espacio vectorial. Una seccién de un fibrado vectorial 7: E —
M es una aplicacion X: M — FE tal que m o X = idy;. El conjunto de
secciones de un fibrado vectorial se denota de la forma I'(E).

Sea m: F — M un fibrado y f: N — M una aplicacién diferenciable.
Llamaremos seccion de E a lo largo de la aplicacion f a una aplicacion di-
ferenciable 0: N — FE tal que moo = f. Cuando F = TM o E = T*M
hablaremos de campos o formas a lo largo de la proyeccion f y denotaremos
los respectivos conjuntos de la forma X(M, f) y QY(M, f).

Conexiones Riemannianas

Una métrica pseudo-Riemanniana en una variedad M es una seccién no
degenerada de T;°(M). Si es definida positiva en cada fibra diremos que es
una métrica de Riemann. Una variedad Riemanniana es una pareja, (M, g),
donde M es una variedad diferenciable y g una métrica de Riemann en M.
Dada una métrica pseudo-Riemanniana podemos definir dos isomorfismos de
C*(M)-médulos:

f: QY (M) — X(M)

b X(M) — QM)

La aplicacién b viene definida por b(X) = i(X)g € Q}(M) y # es su inversa.
En particular, si f es una funcion sobre M, definimos el gradiente de f como

grad f = (df)".

Una variedad Riemanniana estd dotada de una conexion afin. En general
una conexién afin es una aplicacion de X(M) x X(M) a X(M), denotada por
VxY, con las siguientes propiedades:

1. R-lineal tanto en X como en Y.
2. VixY = fVxY

3. VxfY = fVxY + (Xf)Y para toda f € C*(M)
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Llamaremos a VxY la derivada covariente de Y con respecto a X. Dada una

conexién afin y un conjunto de coordenadas (z!,--- ,z") para M, definimos
los simbolos de Christoffel para la conexién afin en estas coordenadas como
\Y 9 I 7
o T — M
527 Ok ik 9 i

De las propiedades de la conexién afin, se tiene que

oY?
0xI

0
oxt

VxY = ( X7+ r;'.kaYk)
Dada una curva diferenciable v : [0, 7] — M y vy(0) € Tq(0)M, existe un tnico
campo vectorial X (¢) a lo largo de  con la propiedad de que Vx+4(t) = 0.
Entonces, esto define una aplicacién de Ty M a TyyM para s,t € [0,7]
que envia X (s) a X (t). Esta aplicacién se denomina transporte paralelo.

Si (M, g) es una variedad Riemanniana, existe una unica conexién afin
en M tal que VxY — Vy X = [X,|Y] y ademds Vxg = 0. En este caso,
el transporte paralelo respecto a esta conexién es una isometria de g. Esta
conexion se denomina conexion de Levi-Civita. Se verifica que los simbolos
de Christoffel de la conexién de Levi-Civita vienen dados por

i :1 il 8glj+aglk:_8glk
k=99 \ ozt " 941 04

Una curva v : [0,7] — M en una variedad Riemanniana se denomina
geodésica si Vip¥(t) = 0. En coordenadas locales, una geodésica viene
dada por las soluciones de la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden:

i 4+ Tali* =0

Esta ecuacién diferencial es la representacién local de un campo vectorial en
TM. Este campo vectorial se denomina campo geodésico. Lo denotaremos
por X,. En coordenadas locales

.0 o
_ T g
Xy = Ipv’v

0zt

e,
o vt

Teorema de Frobenius

Sea M una variedad diferenciable. Una distribucion diferenciable en M es
un subfibrado de TM. Llamaremos rango de D a la dimensién de D,. Di-
remos que una distribucién D es involutiva si [X,Y] € I'(D) para todo
X,Y € I'(D). Una subvariedad integral de D es una subvariedad N tal que
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T,N = D, para todo x € N. Una distribucién se dice completamente in-
tegrable si para cada x € M existe una subvariedad integral N de D. El
teorema de Frobenius asegura que la involutibilidad y la integrabilidad de
una distribucién son nociones equivalentes.

Un modo de dar una distribuciéon es mediante una familia de campos
vectoriales, es decir, un subconjunto V' C X(M). Dada la familia V', podemos
definir una distribuciéon en M de la siguiente manera:

D, = (X(2) | X € V).

Dada una distribuciéon D definiremos su anulador como la codistribucion,
subfibrado de T*M, dada por

DY ={aeT:M|al)=0,YveD,}.

Una foliacion, F, de una variedad diferenciable M es una coleccion dis-
junta de subvariedades inmersas en M cuya union es igual a M. Llamaremos
a cada una de las subvariedades de F una hoja de la foliacién. Dada una
distribucion integrable D, el conjunto de subvariedades integrales maximales
de D define una foliacion. Una foliacion de M define una relacién de equi-
valencia en M donde dos puntos son equivalentes si pertenecen a la misma
hoja. El conjunto de clases de equivalencia se denomina espacio de hojas.

Geometria del Fibrado Tangente

En el fibrado tangente existen estructuras geométricas canénicas interesantes
para este trabajo: el fibrado vertical, el endomorfismo vertical y el campo
de Liouville. Ademads son caracteristicos en TM los campos vectoriales que
corresponden a ecuaciones diferenciales de segundo orden en la variedad M.
Denotaremos por (x!,v') las coordenadas naturales en TM asociadas a las
coordenadas (x%) en M.

Sea 1pr : TM — M la proyeccién natural y considremos Ty, : T(TM) —
TM su aplicacién tangente. Se denomina fibrado vertical de TM al subfi-
brado vectorial

V(TM) = ] Vi.(TM)

ug €TM

donde V,, (TM) = ker T, 7p. Se denominan campos verticales a las sec-
ciones del fibrado V(TM). El conjunto de estos campos los designaremos
por XV (TM).

Dado u, € TM con 7ps(u,) = z, consideremos la aplicacién A% : T, M —
Vi, (TM) definida de la siguiente manera. Si v, € T,M, entonces A% (v,)
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viene dada por:

Ay (ve) f = lim fla,ut tvt) — f(z,u)

donde f € C*°(TM). Denominaremos a esta aplicacién levantamiento verti-
cal de v, al punto u,. Su extension natural a campos vectoriales

A X(M) — XV(TM),

a la que seguiremos llamando levantamiento vertical, viene dada mediante
A(X)(uz) = A (X(z)). En coordenadas locales (z%,v), si X = Y1, fi-2:
se tiene que A(X) = 30, 7i 1.

Sea u, € T,M y w € T, (TM). Denominaremos endomorfismo vertical
a la aplicacién J,, : Ty, (TM) — T, (TM) definida por J,, (w) = (A% o
T, 7ar)(w). Obsérvese que J,, no es mas que proyectar sobre T, M y levantar
verticalmente. Esta aplicacién se extiende de manera natural a los campos

vectoriales:

J: X(TM) — XV(TM).

J(X)(uy) = X (Ty, (X (ug))). En coordenadas locales (z*,v"), si X =
S fis + g'52: se tiene que J(X) = Y0 T figr
Definimos el campo de Liouville como el campo vertical A € X(TM) tal

que A(u) = X% (u,). En coordenadas locales A = 37 o' -2

Diremos que un campo X € X(TM) es de seqgundo orden si sus cur-
vas integrales son subidas canénicas a TM de curvas en M. La condicién
necesaria y suficiente para que X € X(TM) sea de segundo orden es que
Try 0 X = idry o equivalentemente J(X) = A. Algunos autores denomi-

nan a este tipo de campos campos holénomos.

Variedades simplécticas

Una variedad casi simpléctica es una pareja (M, §2), donde M es una variedad
diferenciable y €2 es una 2-forma no degenerada. Diremos que una variedad
casi simpléctica es simpléctica si dQ2 = 0.

Ya que la forma simpléctica € es no degenerada, la aplicacién Q": X(M) —
Q}(M) es un isomorfismo. Denotaremos a la inversa de € por Qf. Si
f € C=(M), definimos el correspondiente campo vectorial Hamiltoniano de
la forma X; = Qdf. Los campos vectoriales Hamiltonianos dejan invarian-
te la forma simpléctica, esto es, Lx,{2 = 0. Un campo vectorial se dice
localmente hamiltoniano si deja invariante la forma simpléctica.
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Acciones de Grupos de Lie

Sea (G una variedad diferencial, y supongamos que posee estructura de grupo
(G, ). Diremos que G es un grupo de Lie si las aplicaciones

Gxd = @ G —- @G
(91,92) — 9192 g — g!

son ambas de clase C*°.

Dado g € G, denotaremos por L,: G —+ Gy Ry: G — G la multiplicacién
por g a izquierda y a derecha, respectivamente, esto es, L,(h) = ghy Ry(h) =
hg. Podemos considerar el conjunto de campos vectoriales invariantes a
izquierda en G que denotaremos por X,(G). X € X;(G) siysolosi L, X = X
para todo g € G. El conjunto X;(G) forma una subalgebra de X(G), es decir,
el paréntesis de Lie de dos campos invariantes a izquierda es otro campo
invariante a izquierda. El algebra de Lie X;(G) se denomina dlgebra de Lie
asociada a GG y se denota por g. El facil ver que g se identifica de manera
natural con T.G, donde denotamos por e al elemento neutro del grupo.

Sea £ un elemento del algebra de Lie g. Consideremos el campo vectorial
invariante asociado, X¢. Sea ¢¢ : R — G la curva integral de X, que pasa
por e en t = 0. La aplicacion exponencial del grupo de Lie, exp: g — G, se
define como exp(§) = ¢¢(1).

Una accion a izquierda de un grupo de Lie G sobre una variedad diferen-
ciable M es una aplicacion diferenciable ®: G x M — M tal que:

1. ®(e,x) = x, para todo x € M.
2. (g, ®(h,x)) = ®(gh,x), para todo g,h € G,z € M.

La drbita de la G—accién que pasa por z es Orbg(z) = {gz | g € G}. Se dird
que la accién es libre si no tiene puntos fijos, es decir, si ®(g, x) = x, implica
g = e. La accién se denomina propia si ®: G x M — M x M definida por
®(g,7) = (z,®(g,z)) es una aplicacién propia, es decir, E_I(K) es compacto
si K C M x M lo es. Finalmente, una accién se dice reqular si el conjunto
M/G tiene una estructura de variedad diferenciable tal que la proyeccién
canénica de M en M /G es una submersién. Si ® es libre y propia, entonces
es regular y por lo tanto M /G es una variedad diferenciable y 7: Q@ — M/G
una submersion.

Sea, G un grupo de Lie y una accién de G sobre M que supondremos libre
y propia. Si g es el algebra de Lie de G y £ € g, entonces la aplicacion
P : R x M — M dada por ®¢(t,z) = ®(exp(t£),x) es una R-accién en M,
esto es, ®¢ es un flujo en M. El campo vectorial correspondiente a ese flujo



dado por
d

e,

se llama campo fundamental de la accion correspondiente a .

¥ (z) ®(exp(t ), x)
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Capitulo 3

Geometria de los sistemas
mecanicos

Se describe en este capitulo el formalismo geométrico para estudiar la dinami-
ca de los sistemas mecénicos en una variedad de Riemann en los casos sin li-
gaduras y con ligaduras, tanto holénomas como no holénomas. Se introducen
las nociones de sistema disipativo y estrictamente disipativo.

La descripcién de la dindmica de los sistemas no holénomos como campos
vectoriales de segundo orden en el espacio de fases ha permitido dar una inter-
pretacion geométrica de los multiplicadores de Lagrange y ha proporcionado
un método eficiente para su cdlculo (Proposicién 3.7). Como consecuencia
de esto se obtiene una caracterizacion de la subvariedad de los puntos de
equilibrio del sistema (Proposicién 3.8).

Finalmente se describe el formalismo Lagrangiano que se utilizara poste-
riormente para generalizar algunos de los resultados que se dan en el caso
mecanico.

3.1 Sistemas dinamicos.

Sea M una variedad diferenciable. Un sistema dindmico en M es un campo
vectorial Y € X(M). Llamaremos M al espacio de fases del sistema. La
ecuacién diferencial asociada a Y, esto es, la ecuacion de las curvas integrales
de Y, llamada ecuacion de evolucion, viene dada por

Yoy=%
donde v es una curva en M y el levantamiento candénico de v a TM.
El campo vectorial Y € X(M) define un sistema disipativo si existe una

funcién no negativa S € C*°(M) decreciente a lo largo de las curvas integrales
de Y, esto es, LyS < 0. Se dice que S es funcion de disipacion para Y.

25
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Si Ly S < 0, es decir, S es estrictamente decreciente a lo largo de las
curvas integrales de Y, diremos que el sistema es estrictamente disipativo.

3.2 Sistemas mecanicos Newtonianos.

La mecanica Newtoniana se reconoce como una de las teorias fisicas mas
precisas que se han elaborado. Trescientos anos después de la publicacion
de los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687), ha sido nece-
sario emplear una gran sutileza, ingenio y experiencias muy refinadas para
proponer cambios adecuados que mejoren la aproximacion a las leyes fisicas.

La relatividad y la teoria cuantica han cambiado la visién cléasica de
la fisica, no obstante el formalismo matematico de la mecanica clasica de-
sempena todavia un papel esencial. Suministra al mismo tiempo un marco
para la interpretacion y una valiosa intuicién geométrica, indispensable para
cualquier uso avanzado de las aplicaciones de las matematicas en la fisica
moderna y en la tecnologia. Ademds el nivel de precisién es adecuado al uso
necesario de esas leyes.

3.2.1 Sistemas mecanicos en una variedad de Riemann.

Sea (Q, g) una variedad de Riemann, dim@ = n, y sea V la conexién de
Levi-Civita asociada a la métrica de Riemann g. Diremos que una curva
diferenciable, v : I — @, es una trayectoria, o una solucion, del sistema
mecanico asociado al campo vectorial F' € X(Q), si «y satisface la ecuacién
diferencial

Viy=Forn (3.1)

F' se denomina campo vectorial de fuerzas externas. En coordenadas lo-
cales (¢') de @, las componentes (!, --- ,7") de ~ satisfacen las ecuaciones
diferenciales

7+ZF2J77— ") k=1 m (3.2)
,j=1
donde {I'}j;} son los simbolos de Christoffel de la conexién V en las coor-
denadas dadas Las ecuaciones (3.1) y (3.2) son las cldsicas ecuaciones de
Newton de la mecanica.
Sea T(Q) el fibrado tangente de @), con 7 : TQ) — @ la proyeccién natural,
la energia cinética del sistema es la funcién

T: TQ — R
Uq H%gq(vqavq)-
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En coordenadas locales, su expresion es T(¢',v") = 2g;;(¢)v'v?, donde (¢', v")
son las coordenadas naturales en TQ asociadas a las coordenadas (¢') en Q.
Haciendo uso de esta expresién local podemos escribir las ecuaciones (3.2)
en la siguiente forma equivalente:

i oT
dt ot 5

Zg”F o7y i:l’...7n
7j=1

llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange.

Si existe una funcion diferenciable U : () — R tal que F = —grad U,
llamaremos a U funcion potencial.

Un sistema mecdnico simple viene dado por una variedad de Riemann,
(Q, 9), que denominaremos espacio de configuracion, y un campo vectorial
F = —grad U. Denotaremos este tipo de sistemas de la forma (Q, g,U).

En los sistemas mecanicos simples, la funcion Lagrangiana se define como
L =T — 15U, que por simplicidad escribiremos como L =T —U.

De manera habitual, el campo de fuerzas F', descompone en suma de
dos campos vectoriales, uno de los cuales proviene de una funcién potencial.
Entonces, si F' = —grad U + R, las ecuaciones dinamicas se escriben como

Viy=—gradUoy+ Rovy (3.3)

y, haciendo uso de la funcion lagrangiana, estas ecuaciones son equivalentes
a las ecuaciones de Euler-Lagrange que ahora adoptan la forma:

i OL
dt ov? 4

ZgUR oy i=1,---,n. (3.4)
j=

En esta situacién, denotaremos el sistema mecénico de la forma (Q, g, U, R).

Es bien sabido que las ecuaciones dinamicas de la mecanica son ecuaciones
de segundo orden en la variedad de configuracién @), es decir, ecuaciones de
primer orden en el fibrado tangente T(). Por lo tanto, las curvas soluciones
de las ecuaciones (3.3) o (3.4) son las curvas integrales de un campo vectorial
de segundo orden Y € X(TQ) asociado a las ecuaciones de Newton. En
coordenadas locales (¢, v") de TQ, este campo vectorial Y se expresa como

Y = Z(v——i— ZFW (%z)

i=1

= Z( —ZFWU—>+ZFZ;Z—X + P

i=1
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donde X, es el campo geodésico de la métrica de Riemann g y F* es el
levantamiento vertical del campo de fuerzas F' de @) a T(Q.

Ya que Y € X(TQ) satisface la condicién de segundo orden, es un campo
vectorial holénomo en TQ), sus curvas integrales son levantamientos canénicos
de curvas en la variedad (). Al fibrado tangente TQ), se le denomina espacio
de fases del sistema mecénico. Ver [1] para mas detalles sobre TQ y las
propiedades de los campos vectoriales de segundo orden.

Cuando trabajamos con sistemas mecanicos, es usual considerar fuerzas
que dependen de las velocidades. Son campos vectoriales en la variedad () a
lo largo de la proyeccién 7¢ : TQ — @, esto es, aplicaciones R : TQ) — TQ
tales que 79 o R = 7. Denotemos por X(Q, 7¢) el conjunto de tales campos
de vectores.

Las ecuaciones de los sistemas mecanicos con campo vectorial de fuerzas
dado por F' = —grad U+ R con R € X(Q, 7g) son

Viy=—(gradU)oy+ RoA.

Observemos que en estas ecuaciones tenemos R o en lugar de Ro 7, ya
que R depende de las velocidades.

Sistemas mecanicos disipativos.

Dado R € X(Q,7g), decimos que es un campo disipativo si cumple que
gp(R(vq),vg) < 0 para cada v, € TQ.  Un sistema mecdnico disipativo
es un sistema mecénico, (@, g,U, R), con R disipativo . Si R € X(Q,1q)
verifica g,(R(vq),vq) < —agy(vg, v) para cada v, € TQ, con a un nimero
real, a > 0, entonces R se denomina estrictamente disipativo y decimos que
el sistema es estrictamente disipativo.

Recordemos que la energia asociada a un sistema mecanico dado por
(Q,9,U,R) es la funcién E = T + 75U € C(TQ), que escribiremos E =
T + U. El campo vectorial R se denomina disipativo debido al siguiente
resultado:

Proposicién 3.1 Sea ¥ = (Q, g,U, R) un sistema mecdnico. Si el campo
vectorial R es disipativo, entonces la energia decrece a lo largo de las solu-
ciones. Ademdas, si R es estrictamente disipativo y la trayectoria 7y satisface
que ¥(t) # 0 para todo t, entonces E es estrictamente decreciente a lo largo
de 7.

Demostracién: Sea v : I — @ una trayectoria del sistema mecanico. En-
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tonces tenemos que

G = Vy(Bod)=Vy(Toi+Uod)
= Vi(39(%,9)) + V5(U 07) = 9(V59,9) + V5(U o)
= g(—(gradU) o ,%) + g(R(¥),¥) + V4(U o)
= g(Ro#,%) < 0.
Si R es estrictamente disipativo, entonces
d(E o)

que es estrictamente més pequeno que cero ya que *(t) # 0 para todo t.

O

Resumiendo lo anterior tenemos: Si ¥ = (@, g,U, R) es un sistema me-
canico y R es una fuerza disipativa, entonces el campo vectorial asociado
Y = X, — (grad U)" + R" define un sistema disipativo en el espacio de fases
TQ en el sentido definido en la seccién 3.1. En este caso, la funciéon de
disipacién es la energia total E.

Un ejemplo bien conocido de sistema disipativo,ver [103], consiste en un
proyectil que se mueve en el aire considerando que la resistencia de éste
depende de la velocidad del proyectil. Para velocidades pequenas la resisten-
cia es aproximadamente proporcional al cuadrado de la velocidad, mientras
que si la velocidad el grande el comportamiento es lineal. Estos ejemplos
ya fueron estudiados por Newton, en concreto el caso de fuerzas resistivas
proporcionales a la velocidad o su cuadrado se encuentra en los Principia.
El caso de resistencia proporcional a cualquier potencia de la velocidad fue
estudiado por Johann Bernoulli en 1711.

3.2.2 Sistemas mecanicos con ligaduras holénomas.

Sea (@, g) una variedad de Riemann y N C @) una subvariedad de @, dim N =
k, que llamaremos subvariedad de ligaduras holonomas. Consideramos un
campo de fuerzas F' € X(Q). Diremos que una curva diferenciable v : I — @
es solucion del problema holénomo definido por N y F’ si satisface la siguiente
ecuacion diferencial:

Viy=Foy+Go7y
v(t) e N (3.5)

donde G € X(Q,7g) es la fuerza de ligadura que obliga al sistema a per-
manecer en N y que en general no depende sélo de la posicién, sino también
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de la velocidad. Dicha fuerza es, en principio, desconocida y por lo tanto se
constituye en una nueva incognita. Es necesario imponer alguna condicion
sobre el campo G, ésta viene dada por el principio de d’Alembert.

Principio de d’Alembert: La fuerza de ligadura G € X(Q, 1q) es orto-
gonal a la subvariedad N, es decir, g,(u,G(p,v)) =0, Vp € N, Yu,v € T,N.

Consideremos ahora el sistema mecanico Xy = (N, gy, 7y (F)) sin li-
gaduras, donde gy es la restriccion de la métrica a la subvariedad N y
v TQ, = TN @ TN+ — TN es la proyeccién ortogonal de TQ), sobre
TN.

Proposicién 3.2 FEl sistema mecdnico ¥ = (Q, g, F') con ligadura holénoma
N y el sistema mecdnico sin ligadura Xn = (N, gv, 7N (F')) tienen las mis-
mas soluciones.

Demostracién: En los puntos de N la equacién (3.5) se puede descom-
poner haciendo uso de la métrica g de la siguiente manera:

™(ViY) = mn(Fo7) (3.6)
™w(Vii) = mn(Foq)+Go5 (3.7)

donde 7N (G o %) = 0 debido al principio de d’Alembert. Por otra parte se
tiene que my o V es la conexién de Levi-Civita de gy ya que restringe a
campos tangentes a IV, es simétrica y Riemanniana respecto a g|n.

Por lo tanto las soluciones de (3.5) cumplen (3.6) y viceversa ya que las
soluciones de (3.6) son curvas en N que sustituidas en (3.7) permiten calcular
la fuerza de ligadura a lo largo de esa trayectoria.

O

De todo lo anterior se obtiene que la dinamica de un sistema mecéanico > =
(@, g, F) obligado a moverse en la subvariedad i : N < @) es la misma que la
del sistema mecénico sin ligaduras Xy = (N, gjnv, mn(F')). Por consiguiente
las ecuaciones de Euler-Lagrange de ¥ se pueden escribir de la siguiente
manera

k

= (gw)ymn(FY oy i

Yo =1

d Ty
dt oo

0Ty
aqz'

I
—_

ek

¥
donde (g;,7;) son las coordenadas en TN y T : TN — R esta definida por
Tn(vg) = %Q\N(qu VUg)-
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Observemos que Ty verifica que Ty = *(T') siendo T' € C*°(Q) la energia
cinética en toda la variedad. Por otra parte, si /' = —grad U, haciendo uso
de la funcién lagrangiana Ly = Ty +i*(U) = ¢*(L) obtenemos las ecuaciones:

d OLn

d _ OLy
dt oo '

aql

=0 i=1,--,k

¥ ¥

3.2.3 Sistemas mecanicos no holénomos.

El estudio sistematico de los sistemas no holénomos se remonta a finales del
siglo XIX con las importantes contribuciones de Hertz (1894), Ferrers (1871),
Neumann (1888), Vierkandt (1992) y Chaplygin (1897) entre otros. Existen
numerosos ejemplos de sistemas no holénomos, muchos de los cuales tienen
gran interés en la ingenieria. La literatura que trata sobre la formulacion
de las ecuaciones del movimiento y la dinamica de este tipo de sistemas es
amplia; una excelente referencia general es el libro de Neimark y Fufaev [82].

Actualmente se ha producido un importante crecimiento del interés en es-
ta area y muchos de los recientes trabajos utilizan métodos y técnicas propias
de la geometria diferencial, introducidos en el tema por Versich, para obte-
ner ecuaciones del movimiento invariantes utilizando estructuras geométricas
adecuadas: conexiones ([14], [91]), estructuras casi-producto ([24], [58]), fi-
brados de jets ([75], [76]). También algunos consideran la reduccién por
grupos de simetria ([44], [48]) o las relaciones con la teoria de control. Es-
tos aspectos y referencias no pretenden ser en ningun sentido exhaustivos,
solamente se dan a titulo de ejemplo acerca de lo variado del tema.

Un sistema mecéanico se denomina no holénomo en sentido genérico, cuan-
do el conjunto de posibles velocidades del sistema forma una subvariedad
D C TQ, ala que llamaremos subvariedad de ligaduras no holonoma. Esta
limitacién proviene generalmente de la interaccion de las diferentes partes
del sistema entre ellas mismas o con elementos externos. Estas interaccio-
nes dan lugar a la aparicién de fuerzas de ligadura, andlogamente al caso
holénomo, que obligan al sistema a moverse en D. Estas fuerzas son, en
principio, desconocidas y por lo tanto las ecuaciones dinamicas quedan inde-
terminadas, necesitaremos pues una condicion adicional, ésta es el principio
de d’Alembert.

Cuando el subconjunto de posibles velocidades forma una distribucién no
integrable D sobre () o de manera mas general un subfibrado afin de TQ),
el principio de d’Alembert afirma que las fuerzas de ligadura pertenecen a
la distribucién ortogonal a D. Observemos que si la distribucion fuera inte-
grable nos encontrariamos en el caso de ligaduras holénomas o geométricas.

Muchos autores se han preguntado sobre la adecuacion a la realidad fisica
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del principio de d’Alembert. En particular Kozlov [51] propuso otro método
de deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de un principio varia-
cional, llamado método vakénomo. Ver también [6]. Las ecuaciones que se
obtenian eran diferentes de aquellas que resultaban de la aplicacion del prin-
cipio de d’Alembert. No obstante ambas coincidian si las restricciones eran
integrables, es decir, holénomas.

Por lo que hemos podido obtener, la opinién mas generalizada es que en
la mayoria de los casos las ecuaciones obtenidas aplicando el principio de
d’Alembert no holénomo describen con mayor precisién el movimiento real
del sistema que el método vakénomo. En [64], Lewis y Murray comparan los
dos tipos de ecuaciones en el caso de una esfera rodando sobre una plataforma
giratoria. La resolucion de las ecuaciones de modo numérico mostré que las
ecuaciones que mas se ajustaban a los resultados experimentales eran las
provenientes del princio de d’Alembert. Otra comparacién puede encontrarse
en [23] con los mismos resultados. El método vakénomo es més apropiado
para describir otro tipo de problemas, en particular los de control 6ptimo,
ver [41] para més detalles y referencias. Un punto de vista geométrico que
engloba los dos métodos puede verse también en [41].

En el caso general de sistemas no holénomos en los que el conjunto de
posibles velocidades es una subvariedad D C TQ tal que 79(D) = @, no
necesariamente un subfibrado lineal o afin, el principio de d’Alembert se
formula de la siguiente manera.

Sea u, € D, llamamos tangente vertical a D en u, al subfibrado TV D
cuya fibra en u, viene dada por

T, D=V, (TQ)NT,,D
Consideremos el subespacio de T),() isomorfo a T};D definido por
(T, D)y = {v, € T,Q | \j#(v,) € T,, D} C T,Q

donde \y* : T,Q — V,,(TQ) es la aplicacién levantamiento vertical.

Principio de d’Alembert no holénomo: Dado el sistema no holénomo
(Q, 9, F) con subvariedad de ligaduras D, la fuerza de ligadura G € X(Q, 7g)
satisface que para todo u, € D

G(up) € (T'z‘pr)éa
es decir, g(G(uy,),v) = 0, Yo € (T, D),. Ver [77] para més detalles.

Lema 3.3 Sea el sistema no holonomo (Q, g, F), con subvariedad de liga-
duras D. Si D C TQ es una distribucion, entonces la fuerza de ligadura
G € X(Q, 1) verifica que G(u,) € D]f, Yu, € D.
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Demostracién: Ya que D es una distribucién se tiene que T,y D = N*(D,) =
{weV, (TQ) | 3v, € Dytalquew = A" (v,)}. En consecuencia (T}pr)p =
D, de donde se sigue el resultado.

O

Observemos que si D es una distribucion integrable entonces la fuerza de
ligadura es ortogonal a las variedades integrales de D.

Una de las primeras generalizaciones del principio de d’Alembert al ca-
so de una subvariedad de ligaduras cualquiera fue dada por Chetaev [26].
Alrededor de 1930 propuso una regla para determinar el conjunto de posi-
bles fuerzas de ligadura, no obstante ésta no dio los resultados esperados al
aplicarla al ejemplo considerado por Appell [3] unos afios atrés.

Sistemas mecanicos no holénomos.

Sea (@, g) una variedad de Riemann, dim@ = n, y V la conexién de Levi-
Civita asociada a la métrica de Riemann g. Consideremos D C T() una
distribucién, en general, no integrable en @) tal que 7o (D) = Q). Supondremos
que el rango de D como distribucién rang(D) = n — m. En este caso la
dimensién de D como subvariedad de TQ es 2n — m. Utilizaremos la misma
notaciéon D para entenderla como distribucién o como subvariedad de TQ.
Llamamos I'(D) a las secciones de D, esto es, ['(D) = {X € X(Q) | X(p) €

D,, Vp € Q}.

Una curva diferenciable v : I — @ es una solucién del sistema no
holénomo asociado al campo de fuerzas F' € X(Q), si v satisface la sigu-
iente ecuacion diferencial con ligaduras

Viy=Foy+Go7y
4(t) € D (3.8)

donde G € X(Q,1g) es la fuerza de ligadura. Ademas, por el principio de
d’Alembert se verifica que G(vg) € Dy, Vv, € D.

Si (¢') son coordenadas locales en @, las componentes (v!,--- ") de ~y
satisfacen
ij=1
¥(t) € D (3.9)

donde {T'};} son los simbolos de Christoffel de la conexién V en las coorde-
nadas (¢*). Las ecuaciones (3.8) y (3.9) son las ecuaciones de Newton clésicas
para sistemas no holénomos.
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Un sistema mecdnico no holéonomo simple, ¥, viene dado por una va-
riedad de Riemann, (@, g), el espacio de configuracién, una distribucién no
integrable D C TQ, la subvariedad de ligaduras, y una funcién U € C*°(Q),
la funcién potencial, tal que FF = —grad U. Denotaremos este tipo de sis-
temas de la forma ¥ = (Q,g,U, D), si la fuerza no proviene de potencial
escribiremos ¥ = (Q, g, F, D).

Supongamos que la distribuciéon D C TQ viene definida por la anulacion
de una familia finita de 1-formas diferenciales linealmente independientes,
es decir, existen w', -+, w™ € Q}(Q) linealmente independientes tales que
vy € D siy solo si wi(vy) =0,4=1,---,m. Entonces la ecuacién dindmica
(3.8) se puede escribir como

Vid=Foy+) (Moj) Zjoy
j=1

y(t) € D (3.10)

donde Z; € X(Q) es tal que i(Z;)g = w’. Habitualmente los coeficientes M €
C*(TQ) son llamados multiplicadores de Lagrange, que estan por determinar
con la condicién de que #(t) € D. Haciendo uso de la funcién lagrangiana
L =T — U, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas no
hol6nomos [82]

m

:Z()\jogy)wzjoﬁy ?::1,"',?1

¥ooj=1

i OL
dt ovt

oL
5 00

donde (g;, v;) son las coordenadas en TQ y w’ = 377, wldg'.

De igual modo que en secciones anteriores podemos asociar un campo
vectorial Y € X(TQ) a la ecuacién (3.10). Este se escribe de la siguiente
manera

Y =X, +F'+ Y N7 (3.11)

Jj=1

en donde N son tales que Y (v,) € T, D, Vv, € D. Notemos que Y € X(TQ)
satisface la condicion de segundo orden, es decir, las curvas integrales en T(Q)
son levantamientos canénicos a TQ de curvas en la variedad Q).

Proposicién 3.4 Si ¥ = (Q,g,U, D) es un sistema mecdnico no holénomo
simple, entonces, la energia E = T + U € C>®(TQ) es una constante del
movimiento.
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Demostracién: Sea v : I — @, ¥(t) € D, una trayectoria del sistema
mecanico Y. Entonces se tiene que

AR = Vi(Eo4)=Vs(Toy+UoH)

= V;(39(9, 7))+V (Uov) =g(Vs¥,7) + V5(U o)
= g(— (gradU)O% )+ g N oA Zion,y) + V(U o)
= g N o Zioy, ) =3t N oyg(Zion,d) =0.

Interpretaciéon geométrica de los multiplicadores de Lagrange.

Sea w € Q1(Q), la funcién asociada & € C*°(TQ) estéd definida por

w: TQ —R

Vg wy(vy).

Lema 3.5 Dada w € QY(Q), consideremos el subfibrado vectorial kerw =
{vg € TQ | wy(vg) = 0}. S1Y € X(TQ) es tal que YVkew € X(kerw),
entonces LyWjkero, = 0.

Demostracién: Sea v, € kerw y consideremos 7 : I — TQ la curva integral
de Y tal que y(0) = v,. Como Yjkerw € X(kerw), entonces ¥(t) € ker w para
todo t y en consecuencia se verifica

(LyD)(v,) = Y (1) (@) = -

% tzo(wov)z p

Sea ahora Y € X(TQ) el campo vectorial (3.11) correspondiente a la
ecuacion (3.10). Para que Y sea solucién del problema no holénomo debe
cumplirse que Y|p € X(D), en consecuencia tenemos que

(Lyw), =0

para toda w € Q}(Q) tal que w(X) =0,VX € (D). YaqueY = X, + F"+
>y M Z7, utilizando la linealidad de la derivada de Lie, se tiene que

0= (Ly®), = (Lx,®), + (Lrd), + Y N (Lz2D) (3.12)

Jj=1

Lema 3.6 Sea @ € C*(TQ) la funcién asociada a w € Q(Q), entonces se
cumple:
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1. LxoW = 15(i(X)w) s1 X € X(Q)

2. Lx,00= Ve , donde llamamos Vw € C>*(TQ) ala funcion (%)(vq) =
(Va,w)(vg).

Demostracién: Observemos que Lx.0 = i(X") = 75(i(X)w), VX €
X(Q). Para demostrar la segunda, es suficiente con probar la igualdad en
coordenadas locales
~ . .a , . . —_—
Lx,w= vid E8 Ffjvzvjwk = Vw.

0qt

O

Reescribiendo la ecuacién (3.12) para las formas w" € Q'(Q) que definen
la distribucién D y utilizando el lema anterior, obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones lineales para los multiplicadores {\};_1 ... m

— (Vo) — (15 (i(F)™), = ZA{DTg(i(Zj)wh)lp, h=1,---,m (3.13)

que tiene solucién tunica restringida a D ya que la matriz del sistema es
(i(Z;)w?) = (9(Z;,Z;)), que es no singular por ser la matriz de Gram de
g restringida al subespacio generado por Zi,---,Z, que son linealmente
independientes en todos los puntos.

Como consecuencia de lo dicho hasta ahora se tiene que:

Proposicion 3.7 Los multiplicadores de Lagrange, restringidos a D, estdin
determinados univocamente por la condicion de que Y)p € X(D). Su expre-
sion se puede calcular mediante el sistema lineal (3.13).

Subvariedad de puntos de equilibrio.

Consideremos el sistema mecdnico no holénomo dado por ¥ = (Q, g, F, D).
Llamaremos puntos de equilibrio del sistema a los puntos del espacio de fases
donde se anula el campo vectorial Y € X(TQ) asociado a ¥. Ya que Y
satisface la condicién de segundo orden, los puntos de equilibrio de ¥ son de
la forma 0, € T,Q. Llamamos PFEs; al conjunto de puntos de equilibrio del
sistema ..
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Proposicién 3.8 Dado el sistema no holénomo ¥ = (Q, g, F, D), el conjun-
to de puntos de equilibrio del sistema viene dado por

PEZ = {Oq € TQ ‘ FDF(q) = 0}
Si PEy, es una subvariedad, su dimension es mayor o igual que n — m.

Demostracién: Sea Y € X(TQ) el campo vectorial asociado al sistema
no holénomo X. Ya que Yp € X(D) y 0, € D, se tiene:

To,D3Y(0,) = X,(0.)+F(0 +ZX Z2(

m

= F(0) + > X(0g)Z!(0g) € Vo, (TQ)

i=1
De la expresién anterior se deduce que

m

Y(0,) = (F(g) + Y X'(0,)Zi(9))" € Ty, D

i=1

y ya que T)) D = X\¥(Dp), entonces F(q) + 3 "4 X'(04)Zi(q) € D,y Por
otra parte del principio de d’Alembert se tiene que Z;(q) € Dj, lo que
implica que los multiplicadores de Lagrange son las uinicas funciones tales que
> A (04)Zi(q) = —mp1F(q). Denotamos por mp y mp1 las proyecciones
sobre D y D+ asociadas a la descomposicién ortogonal TQ = D @ D*.

De todo lo anterior se tiene que Y (0,) = mpF(q), y en consecuencia los
puntos de equilibrio seran aquellos que verifiquen la ecuacion

0=Y(0,) =7mpF(q)
de donde el resultado buscado.
O

Si el sistema es tal que F' = —gradU, entonces PEy, = {0, € TQ |
mp(gradU)(q) = 0}. Observemos que cuando el sistema carece de fuerzas
exteriores, todos los puntos de ) son puntos de equilibrio. Ejemplos en este
sentido pueden encontarse en [63].

En el caso de sistemas mecanicos simples sin ligaduras los puntos de equi-
librio vienen dados por el conjunto {0, | grad U(q) = 0}, que es genéricamente
una subvariedad de dimension cero y por lo tanto tiene sentido hablar de
puntos de equilibrio aislados y estudiar su estabilidad. Esto no sucede en
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los sistemas mecanicos no holénomos ya que los puntos de equilibrio forman
genéricamente una subvariedad de dimensiéon mayor o igual a uno.

En consecuencia en el caso no holénomo genérico no habra puntos de
equilibrio asintéticamente estables, pues para cualquier entorno que tome-
mos, éste siempre contendra otros puntos de equilibrio.

Sistemas mecanicos no holénomos disipativos.

Un sistema no holonomo disipativo es un sistema mecanico no holénomo
Y =(Q,g9,F, D) tal que F = —gradU + R, con R € X(Q, 1) disipativo
sobre D, es decir, g,(mpR(vy),vq) < 0 para cada v, € D.

Si R € X(Q, 7q) satisface go(mpR(vq),vq) < —agq(vg,vq) para cada v, €

D, con o > 0, entonces R se denomina estrictamente disipativo.
Se tiene el siguiente resultado similar al de la Proposicion 3.1

Proposicién 3.9 Sea ¥ = (Q, g, F = —grad U + R, D) un sistema mecdnico
no holdnomo. Si el campo vectorial R € X(Q, 1) es disipativo, entonces la
energia decrece a lo largo de las soluciones. Ademds, si R es estrictamente
disipativo y v es una trayectoria que satisface que Y(t) # 0 para todo t,
entonces E es estrictamente decreciente. S

Algunos ejemplos de sistemas no holénomos.
El disco rodante.

Consideremos un disco homogéneo de masa m, que rueda sin deslizar por
un plano horizontal. Supongamos que durante el movimiento el disco no
abandona la posicién vertical. Este ejemplo ha sido estudiado con detalle
por diversos autores, por ejemplo, Bloch, McClamroch y Reyhanoglu [12],
Bloch y Crouch [9] y Bloch, Krishnaprasad, Marsden y Murray [14].

El espacio de configuracién del disco rodante es Q = R? x S x S! y est4
localmente parametrizado por las coordenadas ¢ = (z,y, 6, ¢), que denotan
la posicién del punto de contacto con el plano, el angulo de rotacion y de
orientacién del disco respectivamente.

La lagrangiana del sistema estd compuesta solo por la energia cinética

) 1 1 ., 1_.
L(x7y79a ¢>i.7yv€7¢) = §m(x2 —|—y2) -+ 5[02 + §J¢2

donde I es el momento de inercia del disco alrededor del eje que pasa por el
centro del disco y es paralelo al plano y J es el momento de inercia en torno
al eje que pasando por el centro del disco es ortogonal al plano.
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Si 7 es el radio del disco, las ligaduras no holénomas correspondientes a
rodar sin deslizar son

= r(cos¢)f
— r(sing)d

por lo tanto la subvariedad de ligaduras D C T(@, que en este caso se trata de
una distribucién, estd definida por w! = dz—7rcos ¢ df y w? = dy—r sin ¢ dé.
La ecuacién dinamica se escribe de la forma:

Vi = A Zy + A2,
y€eD

donde V es la conexién de Levi-Civita en () correspondiente a la métrica de
la energia cinética

m 0 0 0
o moo
9=1 0o 0o 1 0

00 0 J

Calculando los multiplicadores y sustituyendo en la ecuacién anterior obte-
nemos las ecuaciones de la dindmica restringidas a D

i = —rsinfg
i = rcosbpb
f = 0

¢ = 0

Una version algo mas sofisticada consiste en permitir que el disco se desvie
de la vertical. Una referencia en la que se trata este caso es el trabajo de
Hermans [43].

Una esfera rodando sobre un disco [64].

Consideremos una esfera homogénea de masa m y radio r rodando sin deslizar
sobre un disco que gira con velocidad angular € alrededor del eje z. Sea mk?
el momento de inercia de la esfera respecto a cualquier eje. El espacio de
configuracién del sistema es Q = R? x SO(3), donde (x,y, R) representa un
punto cualquiera de (). Las restricciones del sistema vienen dadas por:

x’—re?RRT% = —Qy
y—relRRYe; = Qu
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donde {ey,ey,es} es la base canénica de R®. Como la matriz RRT es an-
tisimétrica, podemos asociarle un vector w = (w,, w,,w,) que representa la
velocidad angular de la bola respecto a un sistema de referencia inercial. Con
todo esto, podemos reescribir las ligaduras de la forma

T—rw, = —Qy
yt+rw, = Q

La lagrangiana del sistema es

1 1
L= 5(# +9°) + §mk2(w§. +wl +wl).

La dinamica del sistema viene determinada por las ecuaciones de Newton

mi = Z,+F,

mij = Z,+F,
mk?w, = rZy, + T,
mk*o, = —1Z,+ Ty

ml{?sz = T3

donde Z,, Z, son las fuerzas de ligadura que deben ser determinadas a partir
de las ecuaciones de las ligaduras y Fy, Fy,, T1, T3, T3 las fuerzas exteriores. En
el caso de que el sistema sea libre, es decir, sin fuerzas exteriores, podemos
escribir las ecuaciones del movimiento en funcién de las variables x,y de la
siguiente forma

E2Q
7‘2+k:2y
E2Q
r2+k2x

z+
y+

Resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales vemos que el punto de
contacto de la bola con el disco describe un circulo sobre éste.

3.3 Sistemas Lagrangianos.
Se denomina sistema dindmico Lagrangiano a toda pareja (@, L) donde @

representa el espacio de configuracién de un sistema fisico y L € C*°(TQ) es
la funcion Lagrangiana del sistema.
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Dada L : TQ — R podemos definir la 1-forma y la 2-forma Lagrangianas:

6, — dLoJeQ\(TQ)
wy = —d9L€Q2(TQ)

donde J : X(TQ) — XV (TQ) es el endomorfismo vertical en el fibrado tan-
gente. Es importante senalar que la 2-forma Lagrangiana es siempre cerrada
pero no necesariamente no degenerada. Si wy, es no degenerada decimos que
L es regular. Tomando una carta natural (g;,v;) de TQ, las expresiones
locales de estas formas son:

oL .

0;, = ~dq*

L vl q
L . . 2L . .
= ——dq' N d¢’ ——dqg' A dv?
wr 0q? vt ¢ Ndq +8v381ﬂ ¢ Nav

Por otra parte, llamaremos energia Lagrangiana a la funciéon
Er=A(L)— L€ C>®(TQ)

donde A € XY (TQ) es el campo de Liouville.

Las trayectorias dindmicas, o soluciones, del sistema Lagrangiano (Q, L)
son las curvas integrales de un campo vectorial X, € X(TQ) que es solucién
del sistema

z'(XL)wL = dEL (314)

El campo vectorial X7, si existe, se denomina campo dindmico Lagrangiano.
Cuando el sistema es regular, es decir, L € C*(TQ) es regular, entonces
existe un unico campo vectorial X; € X(TQ) que es solucién de (3.14) y
ademds cumple la condicién de segundo orden, esto es, J(X;) = A. Ob-
servemos que las funciones Lagrangianas de tipo mecdnico L = T — 74(U)
son siempre regulares (en realidad son hiperegulares).

Si el sistema no es regular, la ecuacién (3.14) es, en general, incompatible
e incluso en el caso de que tenga solucién, ésta no es inica, ni necesariamente
cumple la condicién de segundo orden. Sin embargo, en Fisica es habitual
requerir que las ecuaciones del movimiento puedan obtenerse a partir de un
principio variacional y para ello es necesaria que las curvas integrales del
campo dinamico X7, sean levantamientos de curvas integrales en la base @),
es decir, que X, ha de ser un campo de segundo orden.

En consecuencia, dado un sistema (@, L), se denominan soluciones del
sistema dindmico Lagrangiano a las curvas integrales del campo vectorial
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X1, que verifica las condiciones

?:(XL)WL = dEL
J(X1) = A

En adelante supondremos que la Lagrangiana, L € C*°(T(Q), es regular.
Consideremos el sistema Lagrangiano (@, L) y supongamos que esta so-
metido a la accién de una fuerza exterior que consideramos modeladas por
una 1—formas. Las ecuaciones dindmicas del sistema Lagrangiano son en
este caso
z'(XL)wL = dEL + o

donde a € Im J*, es decir, a es una 1—forma en () a lo largo de la proyec-
cién 7o : TQ — Q, a € Q(Q, 7). Denotaremos este sistema de la forma
(Q7 L ) Oé) :

Los puntos de equilibrio del sistema corresponden a los puntos del espacio
de fases donde se anula el campo dindmico Xj. Estos son de la forma 0, €
T,Q al ser X, un campo de segundo orden.

Diremos que a € Q!(TQ) es una fuerza disipativa si & < 0y estrictamente
disipativa si existe f € C*(TQ), f > 0 tal que se verifica que @ < —kf y
f(vg) = 0siy sélo si v, = 0. Recordemos que @ : TQ) — R viene definido
por a(vg) = g (vg).

Sistemas Lagrangianos no holénomos

Consideremos ahora una distribuciéon D C TQ y supongamos que el movi-
miento del sistema (Q, L) estd restringido de manera que las unicas veloci-
dades admitidas son aquellas que pertenecen a D. Llamamos sistema no
holénomo Lagrangiano a toda tripleta (@, L, D). El principio de d’Alembert
en esta formulacién se enuncia de la siguiente forma: las soluciones de tal
sistema son las curvas integrales del campo vectorial X, € X(TQ) que son
soluciones del sistema

?:(XL)WL — dEL € J*(TDO)
XL|D € %(D)

donde TD? = {w € QYTQ) | w(X) = 0,VX € X(D)}. Sea D’ = {38 €
QYQ) | B(X) =0,VX € T(D)}, si D° = (wh,--- ,w™) entonces se cumple
que J*(TDY) = (75(w'), - -+ ,75(w™)). En consecuencia, las ecuaciones de la
dindmica pueden escribirse como



3.3. SISTEMAS LAGRANGIANOS. 43

z'(XL)wL — dEL = Z )\z Téwi
=1

Z(XL)d@Z|D :O, Vi = 1, ,m

Teniendo en cuenta que L es regular, la primera ecuacién implica que X, es
de segundo orden. De ahi podemos escribir como ecuaciones de la dinamica
las siguientes:

i(Xp)wy, —dEp =Y N 5w
=1

i(XL)Téwi =0,Vi=1,---,m

i(Xp)dod'=0,¥i=1,---,m

en donde el tercer grupo es la condicién de que X7, sea tangente a D.

Para mas detalles sobre la formulacién geométrica de estos sistemas, ver
[24, 57, 58]. Las curvas integrales de X, verifican las ecuaciones de Euler-
Lagrange

m

:Z()\jO"y)ng’y i=1,--- n.

Y =1

d oL
dt ovt

_ 9L
5 OF

Proposicién 3.10 Sea (Q, L, D) un sistema Lagrangiano no holénomo. En-
tonces, la funcion energia Lagrangiana Er, € C*(TQ) es una constante del
movimiento.

Demostracién: Dado que i(Xp)wy — dEp = Y7 X 75w" se tiene:

m

i(XL)dELp = i(Xp)(i(Xp)wr — Y N 75w)p

i=1
= =) Ni(Xp)moe'lp =0
1=1

por el segundo grupo de equaciones.
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Si el sistema no holénomo Lagrangiano (Q, L, D) estd sometido a la accién
de una fuerza externa, las ecuaciones dinamicas resultan ser:

i(Xp)wp, —dEp, — a € J(TD)
XL|D € %(D)

o equivalentemente

i(Xp)wp —dEp, —a = Z A\ Téwi
=1

(X ow' =0,Vi=1,---,m
(X))o =0,Vi=1,---,m

donde o € Im J*. Denotaremos este sistema de la forma (@, L, D, a).

Diremos que « es disipativa sobre D si ojp < 0y estrictamente disipativa
si existe f € C(TQ), fip > 0,f(vg) =0siysélosivy,=0,ykeR, k>0
tales que se verifica ajp < —kfip.

Proposicién 3.11 Si (Q, L, D, ) es un sistema Lagrangiano no holénomo
con « disipativa , entonces la energia decrece a lo largo de las soluciones.
Ademds, si v es estrictamente disipativa y -y es una trayectoria tal que y(t) #
0 para todo t, entonces Ep, es estrictamente decreciente sobre .



Capitulo 4

Estabilidad de sistemas
mecanicos.

Uno de los métodos de estudio més eficaces, al tratar la estabilidad de sis-
temas no lineales, ha sido la teoria que introdujo a finales del siglo XIX el
matematico ruso Alexandr Mikhailovich Lyapunov. Este trabajo, The Ge-
neral Problem of motion Stability (1892) [69], incluye dos métodos para el
analisis de la estabilidad: la linealizacion y el método directo. El método
de linealizacion proporciona respuestas sobre la estabilidad alrededor de un
punto de equilibrio. Por otra parte, el método directo no se restringe a un
movimiento local y determina las propiedades de estabilidad por medio de la
construccién de una cierta funcién ”energia” para el sistema.

Durante toda la primera mitad del siglo XX, el trabajo de Lyapunov
recibié muy poca atencion fuera de Rusia, aunque fue traducido al francés
en 1908 y reeditado por Princeton University Press en 1947. La publicacion
del trabajo de Lur’e, ver [95], y el libro de La Salle y Lefschetz [90] hizo que,
alrededor de 1960, muchos ingenieros que trabajaban en control comenzardn
a interesarse por los estudios de Lyapunov. Hoy en dia el método de lineali-
zacion es una de las justificaciones tedricas de parte del control no lineal y el
método directo se ha convertido en una de las principales herramientas para
el andlisis y el diseno de sistemas no lineales.

Los problemas que se estudian en este capitulo son:

e Generalizacién de los teoremas de estabilidad y de estabilidad asintética
de La Salle para campos vectoriales en variedades de Riemann comple-
tas tanto en el caso de un punto de equilibrio aislado (Proposiciones
4.1, 4.4, 4.5) como en el de una subvariedad de puntos de equilibrio
(Proposiciones 4.6, 4.7, 4.8, Corolarios 4.9, 4.10).

e Estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas

45
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mecénicos disipativos (Proposicién 4.11) y parcialmente disipativos (Pro-
posicién 4.12).

e Estudio de la estabilidad de la subvariedad de puntos de equilibrio
de los sistemas no holénomos disipativos (Proposiciones 4.13, 4.14) y
parcialmente disipativo (Proposicién 4.15).

e Aplicacién de los teoremas de estabilidad al caso de sistemas Lagrangia-
nos (Proposiciones 4.16, 4.17) y sistemas Lagrangianos no holénomos
(Proposiciones 4.18, 4.19).

4.1 Estabilidad de puntos de equilibrio en una
variedad de Riemann

Sea (M, g) una variedad de Riemann. Es un hecho suficientemente conocido
que a partir de la métrica g podemos definir una distancia, d, de manera
que la topologia métrica inducida por ésta coincida con la topologia original
en M. Se dice que (M, g) es una variedad completa si la distancia inducida
lo es. Condiciones equivalentes para que una variedad sea completa pueden
encontrarse en [25]. A lo largo de toda la seccién supondremos que (M, g)
es una variedad de Riemann completa. Una condicién equivalente a la com-
pletitud de (M, g) es que un subconjunto de M es compacto si y sélo si es
cerrado y acotado (Teorema de Hopf-Rinow). Esta manera de expresar la
completitud se va a utilizar expresamente en varias de las demostraciones de
este capitulo.

Sea X € X(M). Consideremos el sistema dindmico asociado, X oy = %
donde 7y: (a,b) — M es una curva diferenciable. Si x € M, denotaremos por
v(t; z), la solucién con condicién inicial (0; x) = x. Diremos que ~y(¢; z) estd
acotada si su imagen estd acotada como subconjunto del espacio métrico M.

Dado X € X(M), el objetivo de esta seccién es encontrar condiciones
para la estabilidad del punto de equilibrio del campo X, en el caso en que la
variedad de Riemann es completa y el campo vectorial X también lo es. Con
este fin generalizaremos los resultados de La Salle en R" a esta situacion.
Ver [105] para més detalles sobre los resultados en R”.

Recordemos que un punto de equilibrio xq es estable si para todo ¢ > 0
existe > 0, tal que si d(z,zy) < d entonces d(y(t;z);z0) < €y asintoti-
camente estable si es estable y existe un entorno O de z( tal que para todo
x € O, limy oo d(y(t;x),20) = 0. Si O = M decimos que zg es globalmente
asintoticamente estable.
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Funciones de Lyapunov.

Si zy € M es un punto de equilibrio de X € X(M), decimos V € C®°(M) es
una funcion de Lyapunov del campo X en el punto de equilibrio zq si

o V(xg) =0, V(z)> 0 para todo x # x
e LxV(x) <0, para todo x € M.

En realidad ya que los resultados son locales es suficiente que V' esté definida
en un entorno de xg.

Proposicién 4.1 (ver [105]) Si existe una funcién de Lyapunov, V € C*(M)
de X en xg, entonces xq es estable.

Demostracién: Dado r € R, r > 0, sea B,(z9) = {x € M | d(z,z) < 7}.
Sea 0B, (z9) = {z € M | d(z,z¢) = r}. Obviamente 0B,(x¢) es cerrado
y acotado. Ya que (M, g) es completa, el teorema de Hopf-Rinow asegura
que es compacto. Entonces sea 3 € R el minimo de la funcién V' sobre este
conjunto compacto.

Sea a € (0,) y consideremos K, = {z € B,(x¢) | V(z) < a}. Probare-
mos que K, es invariante por el flujo de X. Tomemos x € K, y considere-
mos Y(t;z). Como V(v(t;z)) es una funcién decreciente, ésta satisface que
V(y(t;x)) < V(y(0;2)) < «, y en consecuencia (t;z) € K, C B,(z¢) para
t >0 yaque a<pf.

Entonces K, es un abierto invariante y por lo tanto existe r’ > 0 con
B, (xy) C K, tal que si x € B,/(zg) entonces d(v(t;z);x¢) < r, de donde se
deduce el resultado.

O

De esta proposicién se deduce que si X es un campo disipativo y la funcion
de disipacién S tiene un minimo local estricto en el punto de equilibrio xg,
entonces xg es estable ya que V =S — S(x¢) es una funcién de Lyapunov
apropiada en un cierto entorno.

Teorema de La Salle.

Sea X € X(M) un campo vectorial completo en una variedad de Riemann
completa (M, g). Dado x € M, consideremos el conjunto

W(z) ={y € M|3(tx) CR, tx >0, t, — oo, klim ~v(tg; ) = y}.
—00

Esto es, el conjunto de puntos limite de la curva integral (¢; x).
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Lema 4.2 W(z) es un conjunto invariante.

Demostracién: Sea ¥ € W(z) y (t) tal que limg_,o Y(tx; ) = Z. Para ver
que W (z) es invariante por X, debemos probar que v(¢;z) € W (x) para todo
t € R. Para cada t € R, tomemos la secuencia (¢ 4 t;), por el teorema de
existencia y unicidad de soluciones para una EDO ~(t+1ty; ) = v(t; v(tx; x))-
La continuidad respecto a condiciones iniciales implica que limy o y(t +
tr; ) = limg oo (&7 (tk; ) = v(t;Z), de donde y(¢;7) € W (x), Vt > 0.

O

Lema 4.3 Si la solucién y(t; x) estd acotada, entonces W (x) es un conjunto
compacto en M y se verifica que

lim D(v(t; z), W(x)) = 0,

t—o0

siendo D la distancia punto-conjunto.

Demostracién: Ya que y(¢; ) estd acotada, entonces W (zx) también estd
acotado. Por lo tanto para probar la compacidad de W (z), solo necesitamos
probar que es cerrado en virtud del teorema de Hopf-Rinow. Sea (x,,) C W(x)
y supongamos que lim, .oz, = . Ya que x, € W(z) para todo n € N,
existe (t7) tal que limy_,o y(t}; ) = x,, para todo n > 0. Entonces podemos
encontrar una sucesién (t,,) de (£7) tal que lim,, o d(y(tm; ), Z) = 0, esto
es, lim,, 00 7(?m; z) = ¥ de donde se sigue el resultado.

Para la segunda parte, supongamos que lim;_,o, D(y(¢; z), W(z)) # 0. En-
tonces existe € > 0 y una sucesion (t,,), con t,,, — oo, tal que d(y(t;m; x),y) >
€ para todo y € W (z). Sin embargo, y(¢; x) estd contenida en un conjunto
compacto, ya que estd acotada y (M, g) es una variedad completa. De esta
manera podemos encontrar una sucesién parcial convergente (y(ty;z)) tal
que limg oo v(te; ) = 7 para algin § € W(z). Por otro lado, esto no es

posible ya que y € W(z) y d(y,y) > € para todo y € W(x). O

Notemos que es esencial para poder decir algo sobre el comportamiento
asintotico de la solucion que esté acotada, pues son bien conocidos sistemas
dindmicos en R?, variedad de Riemann completa, los cuales tienen soluciones
no acotadas que no estabilizan [95].

Proposicién 4.4 (Teorema de La Salle) Sea X € X(M) un campo vec-
torial completo en una variedad de Riemann completa (M,g). Sea xo un
punto de equilibrio de X y V € C*°(M) una funcién de Lyapunov de X en
xo. Supongamos que x € M es tal que y(t; ) estd acotada. Entonces
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1. W(z) C{y € M|LxV(y) = 0}

2. 8t K C M es el conjunto invariante mazimal por el flujo de X tal que
K C{ye M|LxV(y) =0}, se tiene que lim; o, D(y(t;z), K) = 0.

Demostracién: La funcién v(t) = V(y(t;z)) es positiva y decreciente,
entonces lim; .o, v(t) = v > 0. Tomemos y € W(x); existe (tx) tal que
limg o Y(tx;x) = y. Por ser V continua, se sigue que

V(y) = lim V(y(ty; ) = 0.

k—o0

Por lo tanto V' es constante sobre W (z). Como W (x) es invariante, tenemos
V(v(t;y)) = V(y) para todo y € W(zx) y por lo tanto

VOy) - V) _

KXV(y) = lim

t—0

Para la segunda parte, supongamos que lim; ,, D(y(¢;x), K) # 0, en-
tonces existe € > 0 y una secuencia () tal que d(y(tm;z),y) > € para
todo y € K. Ya que 7(t;x) estd contenido en un conjunto compacto,
podemos encontrar una subsecuencia parcial convergente ~(t;z) tal que
limy o0 Y(te;#) = 7 € W(z) C K. Pero esto es una contradiccién ya que
d(y,y) > € para todo y € K.

O

Proposicién 4.5 Sea X € X(M) un campo vectorial completo en una va-
riedad de Riemann completa (M, g). Sea xo un punto de equilibrio aislado
de X yV € C®(M) una funcion de Liapounov de X en x. Entonces:

1. Si existe un entorno O de xq tal que LxV (z) <0 para x € O, x # xo,
entonces xqo es asintoticamente estable.

2. Si las curvas integrales de X estdn acotadas y la funcion de Lyapunov
V de X en xy satisface LxV(x) < 0 para x # xo, entonces xy es
globalmente asintoticamente estable.

Comentario: En (1) no es necesario que las curvas estén acotadas, pues ya
que xq es estable, se puede encontrar un entorno tal que toda curva integral
con condicion inicial en este entorno esté acotada.

Demostracion:
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e Demostraremos primero (2). Ya que V es una funcién de Lyapunov,
entonces xg es un punto de equilibrio estable. Por otra parte, se cumple
que {zo} CK C{ye M| LxV(y) =0} = {z}. De la proposicién
anterior se tiene que para todo x € M, lim, o D(y(¢t;z),29) =0y de
ahi el resultado.

e Sea r > 0 tal que B,.(zy) C O no contenga otros puntos de equilibrio.
Como x es estable, existe § > 0 tal que si x € Bs(xg), entonces
~(t; x) € B.(xo) para todo t. Aplicando el mismo razonamiento que en
el apartado anterior tenemos que

W(z) CK C{y € B.(zo) | LxV(y) =0} = {z0}, Vo € Bs(zo)

y en consecuencia lim; o, d(y(¢; ), z9) = 0, x € Bs(xp).

Comentarios:

1. Como consecuencia tenemos que si X es estrictamente disipativo, las
curvas integrales estan acotadas y la funcién de disipacién tiene un
minimo estricto absoluto en x(, entonces x( es globalmente asintotica-
mente estable.

2. Con el fin de asegurar que las curvas integrales estan acotadas, si M
no es compacta, es suficiente que la funciéon de Lyapunov verifique que

lim V(q) = oc.

d(q,xo)—mo

4.2 Estabilidad de la subvariedad de puntos
de equilibrio en una variedad de Riemann.

El interés por estudiar las subvariedades de puntos de equilibrio radica en
ser éstas las que aparecen al tratar con sistemas mecanicos no holénomos.
En esta seccién se pretende dar una generalizacion a esta situacion de los
resultados vistos previamente sobre estabilidad de puntos de equilibrio.

Sea (M, g) una variedad de Riemann. Supongamos que los puntos de
equilibrio de X forman una subvariedad M a la que llamaremos PE.

Recordemos que la subvariedad de puntos de equilibrio PE C M es es-
table si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si D(x, PE) < §, entonces
D(v(t;z), PE) < €, donde D es la distancia punto conjunto, ¢ > 0. Llamare-
mos a la subvariedad estable en sentido débil si para todo € > 0 existe un
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abierto U, tal que si z € U, entonces D(vy(t; z), PE) < €. Si PE es compacto
y es estable en sentido débil, entonces es estable. Por otra parte diremos que
PFE es asintoticamente estable si es estable y existe r € R, r > 0, tal que si
z€O={xeM)|D(z,PE) <r}, entonces lim; ,o, D(y(¢;z), PE) = 0. Si
O = M diremos que PFE es globalmente asintdoticamente estable.

Funciones de Lyapunov.

Si PE C M es la subvariedad de puntos de equilibrio de X € X(M), diremos
que V € C°°(M) es una funcién de Lyapunov de X en PE si

e V(z)=0,VzePEyV(z) >0, Vr € M.
o LxV <0, Ve M.

Si estas condiciones solo se dieran en un cierto entorno U D PFE, bastaria
tomar como variedad de Riemann (U, gv7).

Proposicién 4.6 Sea (M, g) una variedad de Riemann, X un campo vecto-
rial sobre M y PE la correspondiente subvariedad de puntos de equilibrio. Si
existe una funcion de Lyapunov, V. € C®°(M) de X en PE y A € RT, tal
que toma un minimo sobre los conjuntos 0B, = {x € M | D(z, PE) = r},
r < X, entonces PE es estable en sentido débil.

Demostracién: Dado € > 0, tomemos B, = {x € M | D(z, PE) <r}, r <
min (e, \), y sea § € R el minimo de la funcién V sobre 9B,.. Sea a € (0,03) y
consideremos K, = {z € B, | V(z) < a}. Probaremos que K, es invariante
por el flujo de X. Tomemos z € K, y consideremos 7(t; ). Como V (v(¢;x))
es una funcién decreciente, ésta satisface que V(y(t;x)) < V(v(0;z)) < a, y
en consecuencia y(t;x) € K, C B, parat > 0 ya que a < . Entonces K,
es un abierto invariante y por lo tanto PFE es estable en sentido débil.

O

Ya sabemos que si (M, g) es una variedad de Riemann completa, el teo-
rema de Hopf-Rinow [25] asegura que un subconjunto de M es compacto si
y s6lo si es cerrado y acotado. Por lo tanto si PE es un conjunto compacto,
entonces 0B, = {x € M | D(z, PE) = r} es compacto al ser cerrado y aco-
tado. En consecuencia si existe funcion de Lyapunov, se cumple trivialmente
la hipétesis de la proposicion anterior y, por lo tanto, PE sera estable en
sentido débil. Ademas también se cumple:
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Proposicién 4.7 Sea (M, g) una variedad de Riemann completa, X € X(M)
yV € C®(M) una funcién de Lyapunov de X en PE. Si PE es compacto,
entonces es estable.

Demostracion: De la Proposicion 4.6 tenemos que dado € > 0, existe K, C
B, tal que si © € K,, entonces (t;z) € B, para todo t. Como PE es
compacto, existe y € PE tal que

m = min D(PE, K,) = min D(y, K,)

donde K, denota al cojunto complementario del abierto K,. Se cumple que
m > 0, pues de lo contrario se tendria que y € K, y ésto no puede ser ya
que y € PE. Si tomamos § < m, se verifica que By C K, y por lo tanto si
x € By, entonces (t; z) € B para todo t.

Teorema de La Salle.

Enunciamos ahora el Teorema de La Salle para el caso de un campo vectorial
con subvariedad de puntos de equilibrio. Las demostraciones son exactamente
iguales que en el caso de un punto de equilibrio, de donde no las volveremos
a hacer. Lo interesante son los cololarios, en particular el Corolario 4.10
en el que se obtienen condiciones suficientes para que PFE sea globalmente
asintéticamente estable en el caso en que sea compacta.

Proposicién 4.8 (Teorema de La Salle) Sea X € X(M) un campo vec-
torial completo en una variedad de Riemann completa (M,g). Sea PE la
variedad de puntos de equilibrio de X y V € C*®(M) una funcion de Lya-
punov de X en PE. Supongamos que x € M es tal que y(t;x) estd acotada.
Entonces

1. W(x) C{y € M|LxV(y) = 0}.

2. Si K C M es el conjunto invariante mazimal por el flujo de X tal que

K C{y e M|LxV(y) =0}, entonces lim;_ o, D(7(¢; x), K) = 0.
|

Comentario: Observemos que PE estd incluido en el conjunto invariante
maximal K.
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Corolario 4.9 Sea (M, g) variedad de Riemann completa y X € X(M) un
campo vectorial completo. Si las curvas integrales de X estan acotadas y
existe una funcion de Lyapunov V de X en PE werificando LxV (z) < 0
para x ¢ PE, entonces lim;_,o. D(v(¢; ), K) = 0 para todo x € M.

O

Corolario 4.10 Sea (M, g) variedad de Riemann completa y X € X(M) un
campo vectorial completo tal que PE sea un conjunto compacto.

1. Si existe € > 0 y V funcion de Liapounov de X en PE en el en-
torno Be, tal que LxV (z) < 0 para x ¢ PE, © € B, entonces PE es
asintoticamente estable.

2. Si las curvas integrales de X estan acotadas y existe una funcion de
Lyapunov V de X en PE wverificando LxV(z) < 0 para © ¢ PE,

entonces PE es globalmente asintoticamente estable.

Comentario: En (1) no es necesario que las curvas estén acotadas, pues
yva que PFE es compacto, se puede encontrar un entorno tal que toda curva
integral con condicion inicial en este entorno esté acotada.

Demostracion:

e Veamos primero (2). Ya que V es una funcién de Lyapunov, entonces
PE es una subvariedad estable. Por otra parte, se cumple que PE C
K C{ye M| LxV(y) =0} =PE. De la proposicién anterior se tiene
que para todo x € M, lim; ,o, D(7(¢;z),PE) = 0.

e Sea 0 < r < ¢, como PFE es estable, existe § > 0 tal que si z € Bs,
entonces 7y(t;x) € B, para todo t. Aplicando el mismo razonamiento
que en el apartado anterior tenemos que

W(x)CKC{yeB,|LxV(y) =0} =PE, Vx € Bs

y en consecuencia lim; , D(y(t; ), PE) =0, x € Bs.

4.3 Estabilidad en sistemas mecanicos New-
tonianos.

Ya que los sistemas mecanicos vienen dados por campos en T, de acuerdo
con el capitulo 3, a fin de estudiar su estabilidad utilizando los resultados
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de la seccion previa es necesario dotar al fibrado tangente de una variedad
de Riemann completa () de una métrica completa para poder establecer los
resultados en un contexto general.

Esto es posible si tomamos como métrica en T(Q la métrica de Sasaki g7
1, 92].

Dada una conexién V, es bien sabido (ver [29, 97]), que ésta determina
una unica descomposicién del fibrado T(TQ) en subfibrado vertical y hori-
zontal. De manera més precisa se tiene que T(TQ) = HY(TQ) ® V(TQ),
esto es, T,,(TQ) = H, (TQ) & V,,(TQ), Vv, € TQ. HY(TQ) se denomi-
na subfibrado horizontal definido por V y sus secciones sobre TQ se lla-
man campos horizontales respecto a V. Si Z € X(TQ), Z descompone en
Z = 7" + 7" en donde Z" es un campo horizontal y Z* un campo vertical.
Como V, (TQ) = ker T, 7¢ tenemos que T, 7 restringido a HZ (TQ) es un
isomorfismo lineal

Ty, 7q : Hy (TQ) — T,Q.

En consecuencia si X es un campo vectorial en ), podemos definir el levan-
tamiento horizontal de X a TQ como el campo vectorial horizontal X" en
TQ tal que

Tro(X"(vg)) = X(q), vy € TQ.

De todo lo anterior se tiene que dada g, una métrica de Riemann en @, y la
connexién de Levi-Civita V, podemos definir una métrica de Riemann ¢g? en
TQ de la siguiente forma:

Sea v, € T,Q v X,,Y,, € Ty, (TQ) tales que X, = qu +Xo, Yo, =
Y +Y;. Entonces definimos:

Ty (Xop, Yo, ) = ga((Ng)H(XT,), (Ag) (Y1)
+ 94(Trqluy (Xy,), Toluy, (Yi))-

donde )\’ es la aplicacién levantamiento vertical.

En cada punto v, € TQ, el subespacio horizontal es ortogonal por g*
al subespacio vertical. ¢’ es una métrica Riemanniana y por lo tanto la
topologia inducida por g’ coincide con la natural en TQ. Ademés si g es
completa entonces g también es completa. En consecuencia (TQ,g?) es
una variedad de Riemann completa, y podemos aplicar los resultados de la
seccién anterior. Ver [2] y [104] para mas detalles.

Consideremos el sistema mecanico ¥ = (Q, g, U, R), donde la variedad de
configuracién (@), g) es una variedad de Riemann completa y R € X(Q, )
un campo vectorial disipativo. El campo dindmico del sistema es Y = X, —
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(grad U)” + RY, que es de segundo orden, y por tanto los puntos de equilibrio
son de la forma 0gp € Ty Q.

Ademéds, si R € X(Q, 1) verifica que R(0,) = 0 para cada ¢ € @, por
ejemplo si R proviene de una funcién de Rayleigh, entonces ¢° es ademéas un
cero del gradiente de U.

Por otra parte es conocido que si U € C™(Q) estd inferiormente aco-
tado, y R € X(Q, 7g) es disipativo, entonces Y € X(TQ) es positivamente
completo, ver [1] para mdas detalles. En consecuencia, podemos estudiar el
comportamiento asintotico de cualquier solucién.

Proposicién 4.11 (Lagrange) Sea (Q,g) una variedad de Riemann com-
pleta y consideremos un sistema mecdnico ¥ = (Q, g,U, R) con R € X(Q, 1g)
disipativo. Supongamos que ¢° es un minimo local estricto de U y R(0,) =0
para cada q € Q). Se cumple que:

1. 04 es un punto de equilibrio estable. (El caso R = 0 también estd
incluido)

2. St R € X(Q,1q) es estrictamente disipativo, entonces Ogp es asintoti-
camente estable.

3. En las mismas condiciones que (2), si 04 es el unico punto de equilibrio
y las soluciones estan acotadas, entonces es globalmente asintoticamente
estable.

Demostracion:

e La estabilidad se deduce de que £ =T + U — U(¢°) es una funcién de
Lyapunov del sistema en un cierto entorno, ver Proposiciéon 4.1. Esto
es, E(v,) > 0 para todo v, # 04 vy Ly E(v,) < 0, por la Proposicién
3.1.

e Demostraremos primero (3) porque la argumentacién nos servird para el
segundo caso. Consideremos %(%; v,) una solucién del sistema, entonces
se verifica que

LyE(vy) = g(Ro(t;vg),3(t09) im0 < —ag(¥(t;vg), 4(t; vy)) =0
= —agy(vg, vy)

para algin a > 0. De esta manera el conjunto invariante maximal K,
definido en la Proposicién 4.4, verifica

K C{y e TQ|LxE(y) =0} C {0,]q € Q},

como solo existe un dnico punto de equilibrio, entonces K = {04} y
por lo tanto 04 es globalmente asintéticamente estable.
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e Sear > 0 tal que B,(0,) C TQ no contenga otros puntos de equilibrio.
Por ser 0, estable tenemos que existe 6 > 0 tal que si v, € Bs(040),
entonces ¥(t;v,) € B,(04), para todo t. Argumentando de la misma
forma que para la parte (3) se tiene que lim; , ¥(¢;v,) = 04 para todo
vg € Bs(040) y por lo tanto Oy es asintéticamente estable.

Sistemas mecanicos parcialmente disipativos.

Sean (@1, g1), (Q2, g2) variedades de Riemann completas con connexiones de
Levi-Civita V1 y V3. Podemos considerar la variedad producto Q) = Q1 X @),
con la métrica de Riemann g = ¢; & g9, la cual es completa si g; v go son
completas. La conexién de Levi-Civita para (Q,g) es V = V! @ V?, es decir,
VxX = Vi, X1+ Vi, Y2 81 X = (X1,X,), Y = (Y1,Y2) son elementos de
X(Q)-

Por lo tanto, las ecuaciones dindmicas del sistema ¥ = (Q,g,U, R) se
pueden escribir de la manera siguiente:

V}h% = —(grad,U) o (71,72) + Ri o (F1,52)
Viﬂ? = —(gradyU) o (v1,72) + Ra 0 (1, %2), (4.1)

donde i(grad, U)g; = —d;U, i = 1,2, y d; es la diferencial exterior en @Q;. Si
vg € TyQ =Ty, Q1 @ Ty, @2, entonces pondremos v, = v,, + vy, para indicar
la descomposicién natural, v,, € Ty Q1, vy, € Ty, Q2.

El campo vectorial R € X(Q, 7¢) se denomina parcialmente estrictamente
disipativo en Qs si verifica que g(Rovy, vy) < —ag2(vy,, Vg, ), cON @ un nimero
real, a > 0, para todo v, € T,Q). Esta condicién significa que R es estricta-
mente disipativo en (Qs, g2).

Proposicién 4.12 Sea ¥ = (Q = Q1 X Q2,9 = g1 © g9, U, R) un sistema
mecdnico con R € X(Q,1q) tal que si vy = 0 entonces R(vy) = 0. Suponga-
mos que U € C*(Q) tiene un minimo local estricto en ¢° € Q. Se cumple
que:

1. Supongamos que R es parcialmente estrictamente disipativo y que existe
un entorno O C TQ de 04 tal que cada solucion v = (v1,7y2) con§(0) €
O verifica que si 2 = 0 se tiene que lim;_,o, () = 04po. Entonces 0y
es asintoticamente estable.

2. En las mismas condiciones que (2) si O = TQ, 0p es minimo ab-
soluto y las soluciones estdn acotadas, entonces 04 es globalmente
asintoticamente estable.
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Demostracién:

e Demostraremos primero el caso (2) ya que el argumento nos valdré para
probar (1). Observemos que de la Proposicién 4.11 se tiene que Oy es
estable.

Consideremos ahora una solucién del sistema X, §(t; vy), y tomemos la
funciéon £ =T+ U — U(q°). Ya que E > 0 y verifica

d(E o)

para un a € R, a > 0. De ahf existe lim; .o, E(¥(t;vy)) = ag > 0. Por
continuidad de E, E(Z) = ao para todo = € W (v,).

Consideremos ahora la solucién *(t; ) donde Z € W(v,). De la de-
sigualdad (4.2) y teniendo en cuenta la invariancia de W (v,), se deduce
que go(%2(t; ), Y2 (t;@)) = 0. Por lo tanto Ao(t;2) =0, t >0,y se ve-
rifica que lim;_,o(§(t; 7)) = Op. En consecuencia ag = E(%(t;Z)) = 0
y por lo tanto 0 = E(¥(0;7)) = E(Z) con lo que W(v,) = {04}
Utilizando ahora el Lema 4.3 tenemos que limy;_, d(§(¢;v4),0,0) = 0.

e Sea r > 0 tal que B,(0,) € O y que no contenga otros minimos.
Por ser 0, estable tenemos que existe 6 > 0 tal que si v, € Bs(040),
entonces §(¢;v,) € B,(04), para todo t. Argumentando de la misma
forma que en apartado anterior se tiene que limy_, ¥(t; v4) = 040 para
todo v, € Bs(04) v por lo tanto 04 es asintéticamente estable.

O

En este tipo de sistemas al actuar la disipacién sélo sobre una componente
del mismo, para asegurar la estabilidad asintética de todo el sistema, es
necesario imponer que si estabiliza la componente donde actia la disipacién,
también lo hace la que esta libre de ésta, de ahi las condiciones sobre la
componente v, de la trayectoria ~.

4.4 Estabilidad de sistemas no holéonomos.

A este tipo de sistemas les corresponden campos vectoriales en T(Q) tangentes
a la distribucion D de las ligaduras y por lo tanto para poder tratar el
problema de la estabilidad desde un punto de vista global, debemos dotar
a esta subvariedad D del fibrado tangente de una métrica completa al igual
que hicimos en el caso sin ligaduras.
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g' es completa, como ya sabemos, y al ser D una subvariedad cerrada,
entonces la distancia inducida por ¢! en D es completa. Asi se tiene que
(D, g‘:';) es una variedad de Riemann completa.

Consideremos el sistema mecénico no holénomo ¥ = (Q, g, F = —grad U+
R, D), donde (Q,g) es una variedad de Riemann completa, D es una dis-
tribucién y R € X(Q, 7g) un campo vectorial disipativo. El campo vectorial
asociado a Y es

k
Y =X, — (gradU)" + R' + > _N'Z; € X(TQ).

i=1

Si se cumple que R(0,) = 0, Vg € @, entonces la subvariedad de puntos
de equilibrio viene dada por PEy, = {0, | mp(gradU)(¢q) = 0} segun la
Proposicién 3.8. Dado que los puntos de P E5; son de la forma 0, supondremos
que PFEy, C @ identificando () con la seccién cero de T(Q).

Supondremos que U € C*(Q) es tal que U(q) = 0 para todo ¢ € PEy,
U(q) >0siqe Q\PEy.

Proposicién 4.13 Sea (Q, g) una variedad de Riemann completa. Consi-
deremos el sistema mecdnico no holénomo ¥ = (Q, g, F = —gradU + R, D)
con R € X(Q, 7q) disipativo tal que R(04) = 0 para todo g € Q. Se tiene que:

1. Si existe X € RY tal que E € C*(TQ) toma un minimo sobre los
conjuntos 0B, = {v, € TQ | D(v,, PEx) = r}, Vr < X (donde D es
la distancia punto-conjunto inducida por g‘q; ), entonces PEy, es estable
en sentido débil. (El caso R =0 estd incluido)

2. Si PEy es estable, R es estrictamente disipativo y las soluciones estdn
acotadas, se cumple que PFEy es globalmente asintéticamente estable.

Demostracion:

1. Para demostrar la estabilidad débil, por la Proposicion 4.6, es sufi-
ciente con probar que £ = T + U es una funcién de Lyapunov. Esto
es, E(v,) > 0 para todo v, € TQ\PEy y Ly E(v,) < 0. La primera
condicién se deduce de las hipdtesis sobre la U. Para probar la se-
gunda, consideremos (t; vy) una solucién del sistema. Entonces, como
R es disipativa, tenemos que Ly E(v,) = g(R o Y(t;v4), ¥(t;74))
9(R(vq),v9) < 0.

‘t:O

2. Para ver que es globalmente asintéticamente estable, utilizaremos el
teorema de La Salle. Consideremos una solucién del sistema (¢;v,),
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entonces

EYE(,UQ) = g(Ro "}/(t; ’Uq)aﬁ‘)/(t;vq))\tzo < —()ég(")/(t; ,UIJ)aP‘Y(t;UQ))\t:O
= —ag(vg,vy) <0

con o > (0. De esta manera el conjunto invariante maximal K, definido
en Proposicion 4.8, verifica que

KC{yeTQ|LyE(y) =0}t C{0,|qeQ}
y que {0, | mp(grad U)(¢q) = 0} C K al ser estos los puntos de equilibrio.

Supongamos ahora que {0y | mp(gradU)(q) = 0} € K. Entonces,
existe ¢° € @ tal que mp(gradU)(q°) # 0 y 0, € K. Al no ser punto
de equilibrio se cumple que Y (0,0) = —(mp(grad U))”(¢°), con lo que
F(t;04e) € {0q | ¢ € Q} para todo ¢ y por lo tanto K no podria ser un
conjunto invariante.

De todo lo anterior se deduce que K = {0, | mp(gradU)(q) = 0} =
PFEy. Aplicando ahora el teorema de La Salle se tiene que

0 = lim D(y(t;v,), K) = lim D(y(¢;v,), PEx)
t—o0 t—00
y por lo tanto PFEy, es globalmente asintéticamente estable.

O

Proposicién 4.14 Sea (Q, g) una variedad de Riemann completa. Consi-
deremos el sistema mecdnico no holénomo ¥ = (Q, g, F = —gradU + R, D)
con R € X(Q,7q) disipativo. Supongamos que R(0,) = 0 para todo g € Q y
que PEy, es compacta, entonces:

1. PEx; es estable. (El caso R =0 estd incluido)

2. Si R es estrictamente disipativo en un entorno O de PEy, entonces es
asintoticamente estable.

3. Si R es estrictamente disipativo y las soluciones estin acotadas, se
cumple que PFEsy. es globalmente asintoticamente estable.

Demostracién: La parte (1) y (3) son consecuencia directa de las Proposi-
ciones 4.7 y 4.13. Para probar (2), utilizando el mismo razonamiento que en
la Proposicion 4.7, consideremos € > 0 tal que B, C O. Como sabemos por
(1) que PEy; es estable, tomemos ¢ > 0 tal que para todo v, € By, se cumple
que ¥(t;v,) € B.. Notemos que B, es compacto y por lo tanto (¢;v,) estd
acotada. Haciendo uso del argumento de la segunda parte de la Proposicién
4.13 se obtiene que lim; ,o, D(§(¢;v,), PEy) = 0, Vv, € Bs.
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O

En el caso particular de que grad U = 0 una demostracién alternativa es
la siguiente:

D(v,, PE) < d(v,,0 / \/7 / V9a(v,0) = /2E(v,)

donde £(t) = (g; 04 +tvy) € TQ es una curva en la fibra y E(vg) = 17 (vg, vg)-
Consideremos (t;v,) solucién del sistema 3, de lo anterior se tiene
queD(y(¢;vq), PE) < +/2E(y(t;vy)) v por ser R estrictamente disipativo

lim D(y(¢;v,), PEx) < lim 4/2E(y(t;vq)) = 0.
t—00 t—00

Comentario: Algunas de las condiciones que se imponen en los resulta-
dos anteriores, no siempre se verifican. Veamos un ejemplo en el que no es
cierto que Upg, = 0.

Consideremos la dindmica de una varilla uniforme con dos ruedas en sus
extremos moviéndose sobre un plano inclinado con angulo a. Sean 1, y 1,
los angulos de rotaciéon de las ruedas respecto a un estado inicial arbitrario.
La posicién de la varilla viene dada por las coordenadas (x,y) del centro de
masas sobre el plano y la orientacion respecto a la recta horizontal sobre el
plano dado por el angulo 6. El espacio de configuracion es la variedad de
Riemann @ = R? x S* x S x S! con coordenadas locales (x,y, 0, 11,15). La
métrica

m 0 0 0 0
0Om 0 0 0
g=| 0 0 J 0 0
00 0 J, 0
00 0 0 J,

donde m es la masa del sistema, J es el momento de inercia de la varilla y
Jy, €l de las ruedas.

Supongamos que el sistema se mueve sin deslizar, es decir, cada rueda
puede avanzar en la direccion a la que apunta y girar entorno a su eje vertical.
Las restricciones del movimiento son:

1 . )
ch059+ysin9—§(¢1+¢2) =0
—xsinf +ycosfd = 0

1. .
9—5(1/)1—%) =0
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donde hemos considerado que el diametro de las ruedas y la longitud de
la varilla es dos. La distribucion estd generada por los siguientes campos
vectoriales, ortogonales entre si:

X, = i—1—‘531103—1— L0 + L9
ox Oy cosB0Y, cosf 0o
o . 0 9 8
: 00 941 9y

La energia cinética del sistema viene dada por
1 . . 1. 1 -2 -2
T = §m(x2 + y2) + §J¢92 + §Jw(¢1 + ¢2 )
y la energia potencial U = mgy cos a. Como g(grad U, X5) = 0, entonces

g(grad U, Xl)Xl
g(Xh Xl)

mp(gradU) =

Calculando se obtiene que:

m?cosasinf 0O N m?cosasin®@ 0
cosf ox cos2 6 oy
mdy, cosasind O mdy, cosasind O

cos? 6 0y + cos? 6 0oy

9(X1, Xy)mp(gradU) =

_|_

En consecuencia, la variedad de puntos de equilibrio del sistema satisface
que PE =R? x {0,7} x S* x §' y por lo tanto la funcién potencial no toma
su valor minimo sobre PE. Asi pues no podemos aplicar los teoremas de
estabilidad, en concreto, la experiencia nos muestra que la subvariedad de
puntos de equilibrio es inestable, pues para cualquier pequena variacion de
la posicién de equilibrio de la varilla se precipita pendiente abajo.

Sistemas mecanicos no holénomos parcialmente disipativos.

Consideremos el sistema no holénomo ¥ = (@, g, F = —gradU + R, D) donde
RQ=0Q1xQ2,9=q0 Dgoy D =Dy x Dy, siendo Dy y D, distribuciones.

Diremos que R € X(Q,7q) es parcialmente estrictamente disipativo si
verifica

g(Rovg,vy) < —aga(vg,, vy, ),
con o un numero real, o > 0, para todo v, € D C TQ = TQ; x TQ,.
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Proposicién 4.15 Sea el sistema mecdnico no holénomo ¥ con R € X(Q, 1)
tal que R(0,) = 0 para todo q € Q y PEy, compacta. Supongamos que R es
parcialmente estrictamente disipativo, que las soluciones estdin acotadas y que
para toda solucion y(t) = (v1,72) tal que v = 0, lim;_,, D(¥(t), PE) = 0.
Entonces PE es globalmente asintéticamente estable.

Demostracién: Consideremos ahora una solucién del sistema %, §(t;v,),
vy € D, y tomemos la funcion E =T + U. Ya que E > 0 y verifica

d(E 07)

para un o € R, o > 0. De ahi existe lim,_,o, E(5(t;v,)) = ao > 0. Por
continuidad de E, E(Z) = aq para todo Z € W (v,).

Consideremos ahora la solucién 4(¢;7) donde 7 € W(v,). De la de-
sigualdad (4.3) y teniendo en cuenta la invariancia de W (v,), se deduce que
G2(%2(t;T), %2 (t; 7)) = 0. Por lo tanto 4o(t;Z) = 0, ¢ > 0, y se verifi-
ca que lim; ,o, D(%(¢;Z), PEy) = 0. En consecuencia, al ser PFEy, compacta,
ap = E(%(t;7)) = 0y por lo tanto 0 = E(4(0;Z)) = E(Z) con lo que W (v,) =
PFEy. Utilizando ahora el Lema 4.3 tenemos que lim; o D(¥(t;v,), PEy) =
0.

O

4.5 Estabilidad de sistemas Lagrangianos

Consideremos el sistema Lagrangiano (@, L, «), donde la variedad de con-
figuracién @ es una variedad de Riemann completa con métrica g y a €
Im J* C Q(TQ) es una fuerza disipativa. Supongamos que para los puntos
de equilibrio del sistema, 0 € Tp@Q, se verifica que a(0yp) = 0.

Proposicién 4.16 Sea (Q, g) una variedad de Riemann completa y consi-
deremos el sistema Lagrangiano (Q, L, «) con a disipativo. Supongamos que
el punto de equilibrio O, es un minimo local estricto de Er,. Se cumple:

1. 040 es un punto de equilibrio estable. (El caso R = 0 también estd
incluido)

2. Si a es estrictamente disipativo, entonces Og es asintdticamente es-
table.

3. En las mismas condiciones que (2), si 040 es el inico punto de equilibrio
y las soluciones estan acotadas, entonces es globalmente asintéticamente
estable.
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Demostracion: Ver Proposicién 4.11.

Sistemas Lagrangianos parcialmente disipativos

Sea () = Q1 X ()3 una variedad de Riemann completa con métrica g y donde
denotamos por m : @1 X Q2 — @9 la proyeccién natural. Consideremos
el sistema Lagrangiano (Q = Q1 X Qa, L,a) con o € Im J* fuerza externa.
Diremos que « es parcialmente estrictamente disipativa si se verifica que
existe f € C°(TQ,), f > 0 tal que se verifica @ < —kf y f(vg,) =0siy
solo si v, = 0.

Proposicién 4.17 Sea el sistema Lagrangiano (Q = Q1 X Qo, L, o). Supon-
gamos que Ej, € C*(TQ) tiene un minimo local estricto en 0,. Se cumple
que:

1. Si « es parcialmente estrictamente disipativo y existe un entorno O C
TQ de 0,0 tal que cada solucion v = (y1,72) con¥(0) € O verifica que si
72 = 0 se tiene que limy_ oo Y(t) = 0go. Entonces 04 es asintdticamente
estable.

2. En las mismas condiciones que (2) st O = TQ, 0p es minimo ab-
soluto y las soluciones estdn acotadas, entonces 04 es globalmente
asintoticamente estable.

Demostracion: Ver Proposicién 4.12.

Sistemas Lagrangianos no holénomos

Consideremos el sistema Lagrangiano no holénomo (TQ, L, D, «) donde Q
es una variedad de Riemann completa con métrica g, D es una distribucion
y a € Im J* una fuerza disipativa. Supongamos que Er,(0,) = 0 para todo
0, € PE y Er(v,) > 0si v, € TQ\PE.

Proposicién 4.18 Sea (Q,g) una variedad de Riemann completa y consi-
deremos el sistema Lagrangiano no holénomo (Q, L, D, «) con « disipativa.
Se tiene que:

1. Si existe X € R tal que B, € C*(TQ) toma un minimo sobre el
conjunto 0B, = {v, € TQ | D(vy, PE) = 1}, ¥r < X (donde D es la
distancia punto-conjunto inducida por gﬁ), entonces PE es estable en
sentido débil. (El caso a =0 estd incluido)
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2. Si PE es estable, a es estrictamente disipativa y las soluciones estdn
acotadas, se cumple que PE es globalmente asintoticamente estable.

Demostracién: Ver Proposicién 4.13.

O

Proposicién 4.19 Sea (Q, g) una variedad de Riemann completa y consi-
deremos el sistema Lagrangiano no holdnomo (Q, L, D,«) con « disipativo.
Supongamos que PE es compacta, entonces:

1. PE es estable. (El caso a =0 estd incluido)

2. Si« es estrictamente disipativo en un entorno, entonces es asintoticamente
estable.

3. Si a es estrictamente disipativo y las soluciones estdn acotadas, se
cumple que PE es globalmente asintoticamente estable.

Demostracién: Ver Proposicién 4.14.



Capitulo 5

Control de sistemas mecanicos

El control de sistemas mecanicos proporciona una interesante area de inves-
tigacién que cae entre el estudio de la mecéanica clasica y la teoria del control
no lineal. Desde el punto de vista tedrico, la estructura geométrica de los
sistemas mecanicos proporciona un camino para mejorar los algoritmos de
control obtenidos para sistemas genéricos no lineales.

Una de las primeras referencias es el trabajo de Brockett en teoria de
control y mecanica analitica [17] y los trabajos relacionados [15, 16] sobre
sistemas definidos en grupos y esferas. Control 6ptimo, integrabilidad, flu-
jos hamiltonianos y gradientes, dindmica del cuerpo rigido y sistemas no
holénomos son algunas de las diferentes materias que han sido tratadas con
estas técnicas por autores como Baillieul [7], Bloch [9], Crouch [31, 32],
Koditschek [47], Krishnaprasad [54], Marsden [13], van der Schaft [100, 101]
y otros.

Por otra parte el trabajo no sélo se reduce al campo teorico, sino que se
extiende a muchas aplicaciones en la ingenieria: manipulacién de robots, ver
Murray, Li, Sastry [80], diseno y control de aviones, ver Etkin [38], vehiculos
acudticos [60], control de sistemas electro-mecénicos [4], etc. Ver [49] para
ejemplos de aplicaciones en sistemas no holénomos.

En este capitulo estudiamos los siguientes problemas:

e Estabilizacion de puntos de equilibrio mediante pasividad en el caso de
sistemas dindmicos y sistemas mecénicos con control en variedades de
Riemann completas (Proposiciones 5.1, 5.3, 5.5).

e Estabilizacion de sistemas mecanicos en un punto arbitrario mediante
extensiones dindmicas (Proposiciones 5.6, 5.7).

e Generalizacion de los problemas anteriores al caso de sistemas mecanicos
no holénomos con control (Proposiciones 5.8, 5.9, 5.10).

65
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Estudios previos sobre estos problemas que se han usado para ese trabajo
son [22, 84, 85].

5.1 Sistemas con control y sistemas pasivos.

Un sistema con control en una variedad M viene dado por un campo vectorial
X, llamado campo de deriva , y los campos de control Xy, ... , X,,. El campo
vectorial asociado al sistema es Y = X + > 7", w;X; € X(M), donde w; :
M — R son los controles o entradas del sistema.

Normalmente, en un sistema con control, ademds de la ecuacién de evolu-
cién, tenemos las salidas del sistema, funciones y; = hi,... ,Ym = hm,
h; € C*°(M), relacionadas con las variables observables del sistema.

De acuerdo con [22], se introduce la idea de pasividad como generalizacién
de la nocién de disipaciéon al caso de sistemas con control. Consideremos un
sistema con control dado por Y = X + > 4;X; en la variedad M con
salidas 1, ... ,vy,. Llamaremos a este sistema pasivo si existe una funcién
no negativa S € C*°(M) tal que

ST = 560D < |3 wr)uta(s) ds
i=1
para cada solucién «(t) con las entradas uq,... ,u, dadas. La funcién S

se denomina funcion de almacenamiento. La tltima expresion puede enten-
derse como una desigualdad en la evolucién de la energia del sistema, esta
interpretacién quedard justificada cuando apliquemos estas ideas al caso de
sistemas mecanicos.

Estabilizaciéon de sistemas con control.

Consideremos ahora el sistema dindmico con control > en una variedad de
Riemann completa (M, g) dado por Y = X+ 4;X; con salidas y; = h; €
C®(M) i=1,---,m. Sea zy un punto de equilibrio aislado del campo de
deriva X.

Proposicién 5.1 Supongamos que el sistema ¥ es pasivo y que la funcion
de almacenamiento S tiene un minimo local estricto en xy. Si existe una

funczén ¢ = (¢17 e 7¢m) € Coo(Rm7Rm) tal que 2111 yl¢l(y17 e 7ym) 2 0
y &i(y1(xo), -+, Ym(mo)) = 0, 4 = 1,--- ,m, entonces, si tomamos como
controles

ui(z) = =¢i(yi(x), -+ ym(@)), i = 1,--- ,m

el punto de equilibrio xy se hace estable.
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Demostracion: Basta con probar que la funciéon de almacenamiento S
es una funcién de Lyapunov en un cierto entorno de xy (ver Proposicién
4.1) del campo vectorial Z = X — > X;¢:(y1,- -+ ,Ym). Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que S(zg) = 0 y por lo tanto S(z) > 0 para
T # xg.

Ya que el sistema de control verifica que > ", yidi (Y1, ,Ym) > 0y es
pasivo, la siguiente desigualdad se satisface:

S((T)) = S(v(0)) < —/O Zyi(”y(S))@(yl(”Y(S)), o Um(Y(8))) ds <0,

para toda «y, curva integral del campo vectorial Z. Por lo tanto S es decre-
ciente a lo largo de las curvas integrales de Z.

O
Comentario: Al tomar esos controles, el sistema Y se transforma en el

sistema dindmico, Z = X — > X;¢:(y1, -+, ym) que tiene en z un punto
de equilibrio estable.

Corolario 5.2 Si Y ;" yidi(ya, -+ ,ym) €s estrictamente positiva en un en-

torno O de xg, entonces xo es un punto de equilibrio asintoticamente estable
del sistema Z = X — > Xidi(y1, -+, Ym)-

Demostracion: Ver apartado 1 de la Proposicion 4.5.

O

Proposicion 5.3 Supongamos que el sistema es pasivo y que la funcion de
almacenamiento S tiene un unico punto critico que es minimo estricto en x
y es propia. Si existe una funcién ¢ = (¢1,-+ , Om) tal que

i 2211 yz¢2(y17 e 7ym) > 07 (yla e 7ym) 7é 0
L ¢i(y1(w0)> T >ym(x0)) = O,’L = 1a e, MM
entonces la realimentacion
U; = _¢i(y1(x)7 T 7ym(x))7 L= 17 e,Mm

hace xo globalmente asintoticamente estable.
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Demostracion: De la Proposicion 5.1 se tiene que zy es un punto de
equilibrio estable. Por otra parte se cumple que (t) estd definida para todo
t > 0 ya que la funcién de almacenamiento es decreciente a lo largo de las
curvas integrales de Z = X — > X;di(y1, -+ ,ym) ¥ pPOT lo tanto y(t) estd
acotada, pues y(t) € S7([0,a]) donde S([0, a]) son conjuntos compactos,
es decir, cerrados y acotados. Aplicando la Proposicién 4.5, apartado 2, ten-
emos que z, es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable.

O

Comparar el resultado anterior con el Teorema 3.2 de [22].

5.2 Sistemas mecanicos con control y sistemas
mecanicos pasivos.

En los sistemas mecdnicos con controles, los campos vectoriales de control
son genéricamente fuerzas y las entradas son los coeficientes que modulan la
intensidad de esas fuerzas. Entonces la ecuacién del movimiento es

Vid = ~(gradU) oy + (wFi + - + umF) 0

donde Fi,... , F,, son las fuerzas de control que habitualmente dependen de
la posicién y de la velocidad, y u; : TQ) — R son las entradas o controles.

Las salidas naturales, ver [83], de un sistema mecédnico con controles son
las funciones h;(vy) = g(Fi(vq),vy), €sto es, h; = @ parai = 1,...,m,
donde i(F;)g es la contraccién tensorial habitual. De ahora en adelante, un
sistema mecanico simple con control con las salidas naturales lo denotaremos
como ¥ = (Q,q,U, F1,..., F,).

Consideremos ahora un sistema mecanico ¥ con una componente disipa-
tiva R, y con controles, ¥ = (Q,g,U, R, F1,... ,F,). De acuerdo con las
definiciones y comentarios anteriores, y con las notaciones del capitulo 3,
podemos verlo como un sistema de control con las siguientes caracteristicas:

e Espacio de fases: M = TQ

e Campo vectorial del sistema: Y = X, + F* + > " w;X;, con F =
—gradU + R and X; = F}.

—

e Salidas naturales: y; = h; = i(F;)g € C*(TQ), i=1,...,m.

Como hemos apuntado anteriormente, el campo vectorial Y € X(TQ)
satisface la condicion de segundo orden en TQ).
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Proposicién 5.4 Supongamos que U(q) > 0 para cada q € Q, o equivalen-
temente U estd acotada inferiormente; entonces el sistema ¥ es un sistema
pasivo con la energia como funcion de almacenamiento.

Demostracion: De la Proposicién 3.1 tenemos

d(E o)
- g(Ro%,7 +Zuz0’7 E,5).

Integrando esta expresion desde 0 hasta t, se sigue que

E(y() - E(1(0)) = /Og(RO"V,“'Y)Jr/O > wili(9)us((s)) ds

< / > w3 (s)uii(s)) ds

que es la condicion de pasividad para E.

O

Observemos que la tltima desigualdad es el balance energético al que nos
referfamos en la secciéon anterior. El segundo miembro es el trabajo de las
fuerzas externas, mientras el inicial es la energia almacenada.

5.2.1 Estabilizacién en los puntos de equilibrio.

Sea (@, g) una variedad de Riemann completa y sea 04 un punto de equilibrio
del sistema mecdnico simple (@, g,U). Consideremos el sistema mecanico
con control ¥ = (Q,g,U, Fy,--- ,F,,) con las salidas naturales. Entonces
tenemos:

Proposicion 5.5 Si la funcion potencial U tiene un minimo local estricto
en q°, se cumple que:

1. 040 es un punto de equilibrio estable del sistema 3= (Q,9,U, R), donde
( ) = =B imy Fi(vg)gq(Fi(vg),vg), B> 0.

2. Strang(Fy,---, Fp) = dimQ en un cierto entorno O de 040, entonces
0go €s un punto de equilibrio asintdticamente estable del sistema 3.

3. Sirang(Fy,--- , F,) =dim @, 040 es el dnico punto de equilibrio y las
soluciones estdan acotadas, entonces Og es globalmente asintdticamente
estable



70 CAPITULO 5. CONTROL DE SISTEMAS MECANICOS

Observemos que el sistema 3 se obtiene de ¥ mediante la realimentacién
ui(vg) = —Bhi(vy) = —B94(Fi(vy),vy) con f un nimero real, § > 0.

Demostracién:

1. La funcién E =T+ U — U (¢°) es una funcién de Lyapunov de Y =
(Q,9,U, R) ya que E(v,) > 0 para cada vy # 04 y

£ZE(Uq) = -0 Z(Q(Fi(vq)vvq))Z <0,

donde Z € X(TQ) es el campo vectorial asociado al sistema & =
(Q’ g7 U7 R)'

2. Sea r > 0 tal que B,(040) C O C TQ no contenga otros puntos de
equilibrio. Por ser 04, estable tenemos que existe 6 > 0 tal que si
vy € Bs(040), entonces y(t;v,) € B,(04), para todo t. Por otro lado
para todo v, € Bs(040), vy 7 040, se cumple que

£ZE(Uq) =—f Z(Q(Fi(vq)v Uq))2

De esta manera el conjunto invariante maximal K, definido en Proposi-
cién 4.8, verifica que

K C {vg € B:(0g) | £ZE(Uq) =0} = {04 [ ¢ € Br(04o) N Q}

ya que si EZE(vq) = 0, entonces g(Fj(vq),vy) =0, Vi =1,--- ,m, de
donde vy, = 0.

Veamos ahora que K = {0, }. Supongamos que existe 0, € B,.(0,)NQ
capK tal que 0, # 0gp. Al ser K un conjunto invariante se cumple que
Y(t,0,) € K C {0, | ¢ € B,(0p) N Q} para todo ¢ y por lo tanto
v(t,04) = 0, de donde se tiene que 0, es un punto de equilibrio y en
consecuencia 0y = 0ge.

De todo lo anterior se tiene que K = {04} y al estar y(¢;v,) acotada,
se cumple que limy_, ¥(¢;v4) = 040 para todo v, € Bs(0g0).

3. Consecuencia directa de 2 y de la Proposicién 4.4.

(I
Comentario: La condicién rang(Fy,---, F,,) = dim @ implica que el
campo vectorial R = —3> " i(F;)gF; se anule solamente si v, = 0,. Esta

condicién es mas débil que ser estrictamente disipativo pero mas fuerte que
ser disipativo. Comparar con el apartado 2 de la Proposicién 4.11.
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5.2.2 Estabilizacion en un punto arbitrario.

En la seccién precedente hemos estudiado cémo estabilizar los puntos de
equilibrio de un sistema mecédnico mediante una adecuada realimentacion que
convierta el sistema original en un sistema disipativo (control por pasividad).
En muchas aplicaciones en ingenieria se busca que el sistema en estudio
tenga un cierto comportamiento que no tiene por qué corresponderse con el
que se da de manera natural. Es decir: ”"no interesa lo que la naturaleza
hace de por si sino hacer que la naturaleza haga lo que nos interesa”. En
particular resulta 1til saber como estabilizar el sistema en un cierto punto
diferente al punto de equilibrio. Una técnica que se emplea para resolver este
problema consiste en acoplar a nuestro sistema original (planta) otro sistema
(controlador) tal que el sistema completo tenga el punto elegido como punto
de equilibrio y ciertos nuevos controles estabilicen ese punto de equilibrio. Los
controles del sistema completo, llamado extensién dinamica del sistema dado,
dependen tanto de las variables de estado de la planta como del controlador.
Las ideas originales para desarrollar estos conceptos, se han tomado de
[84, 85], en donde se utilizan en otro contexto mas aplicado a la ingenieria.

Extensiones dinamicas de un sistema de control.

Sea Y, un sistema dindmico con control en la variedad M, esto es, 3, =
(M, Y, = X)+ >, uf F}), con controles u} € C>(M,).

Notemos por Y. la pareja formada por una variedad M. y un campo
vectorial Y, € X(M,, ), donde m. : M, x M, — M, es la proyeccién
natural. Por lo tanto 3, = (M., Y.) no es un sistema dindmico en M, ya que
el campo vectorial Y, depende de los puntos de la variedad M,,.

Dados ¥, y X, podemos definir un nuevo sistema dindmico con control
Y. = (M,Y), al que denominaremos extension dindmica de ¥, de la siguiente
forma:

e Espacio de fases: M = M, x M,
e Campo dindmico: Y = (X, Y.) + X7, us(F},0)
e Controles: u; € C*(M)

Notemos que los controles u; dependen de las variables de estado de M, y
M..

Si Y. tiene buenas propiedades, por ejemplo si es un sistema disipativo,
entonces estas propiedades pueden ser usadas para estabilizar o en gene-
ral para modificar el comportamiento de ¥,. Observemos que X, no tiene
dindmica propia y el sistema X evoluciona dependiendo de ¥, y ..
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La notacion proviene de la utilizada en ingenieria de control, M, designa
la planta, el sistema principal, y M. el controlador.

Extensiones dinamicas de sistemas mecanicos.

Vamos a particularizar la nocién anterior al caso de sistemas mecdanicos.

Sea X, = (Qp, gp, Up, FT, - - ,Ff,’bp) el sistema mecénico con controles.
Consideremos ¥, = (Qc, ge, Ue, Re), en donde (Q.,g.) es una variedad de
Riemann, U. € C*(Q, X Q.) y R, € X(Q., ) en donde 7, : TQ. — Q.
es la proyeccién natural. Observemos que Y. no es un sistema mecanico, ni
siquiera un sistema dindmico, pero nos va ha permitir construir un nuevo
sistema mecanico que haga variar la dindmica propia de %,,.

Consideremos el sistema mecénico con controles dado por:

e Espacio de configuracién: QQ = Q) x Q.

Métrica de Riemann: g = g, ® g.

e Campo de fuerzas: F = —(grad, Uy, grad, U.) + (0, R.)
e Campos de control: F; = (F/,0),i=1,---,m,
e Controles: u; € C™(Q)

al que llamaremos extensidn dindmica de X, por .. Su campo dindmico es:

my

Y = (X2, X;) — (grad, Uy, grad, U.)" + R* + Y w;FY
=1

donde X? y X¢ son los campos geodésicos en (@, gp) ¥ (Qc, gc) respectiva-
mente, R = (0,R.) y F; = (F/,0). El campo vectorial Y es un campo de
segundo orden en TQ).

Una vez més los nuevos controles dependen de los estados de @), y Q., no
solamente de (),. Notemos que en la extensiéon dindmica > no hay ninguna
fuerza que provenga de potencial pues (gradp U,grad,U) no es en general
un gradiente en (), por lo tanto ¥ no es un sistema mecanico simple. Més
adelante se exigird que grad, U, esté contenido en la distribucién generada
por los controles a fin de poder substituir la fuerza por grad U y tener un
sistema mecanico simple disipativo con controles.
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Estabilizacién mediante extensiones dinamicas.

Dado un sistema mecanico con control 3, = (Qp, gp, Up, FT, - -+, Fﬁlp), supon-
gamos que 5 € @, es el punto donde queremos estabilizar el sistema. La idea
a utilizar consiste en encontrar un sistema 3. = (Q., g., Ue, R.), controlador,
tal que con una adecuada realimentacion la extension dindmica ¥ de X, con
Y. sea mecanico tal que la nueva funciéon potencial U tenga un minimo local
estricto en (¢, ¢?), donde ¢ puede ser cualquier punto de la variedad Q..

Sea ¥ es una extensién dindmica de ¥, dada por X. = (Qc, g, Ue, Re), ¥
supongamos que grad, U. € (FY{,- - ,F}’,’Lp>.

Las dos proposiciones siguientes estudian las condiciones que ha de cumplir
el sistema Y. para que la extension dinamica estabilice un punto.

Proposicién 5.6 Supongamos que q° = (5, 42) es un minimo local estricto
de U =U,+U. y R. € X(Q¢,7:) es un campo vectorial disipativo tal que
R.(04,) =0, para cada q. € Q. y que grad, U. € (FY,---,FF ). Entonces la
realimentacion u; € C*=(Q) tal que ;"% w;F; = grad, U,, hace 0, estable.

Comentario:Observemos que el sistema que resulta de ¥ mediante la
realimentacién previamente descrita es el sistema mecanico simple con disi-

pacién ¥ = (Q,9,U = U, + U, R = (0, R.)).

Demostracién: Notemos que si R. € X(Q., 7¢,) es disipativo, esto es,
si verifica que g.(R.(ve),v.) < 0, entonces R = (0, R.) es también disipa-
tivo con respecto a la métrica g, ya que g(R(vp,ve), (vp,ve)) = gp(0,v,) +
ge(Re(ve),ve) = gC(RC(,UC)J ve) < 0.

Entonces la funcién E =T + U — U(¢°), es una funcién de Lyapunov de
3= (Q,9,U, R) yaque E’(vp, ve) > 0 para cada (vp, ve) # Og y EZE((UP, ve)) =
9(R((vp,ve)), (vp,ve)) < 0 con Z el campo dinamico asociado a la extensién
dindmica.

O

Proposicion 5.7 Bajo las mismas condiciones que en la proposicion an-
terior, supongamos que R. € X(Q.,T.) es estrictamente disipativo y existe
un entorno O C TQ de 04 tal que cada solucion v = (7y,,7.) del sistema
Y = (Q,9,U,R) tal que ¥(0) € O wverifica que si Y.(t) = 0 se tiene que
limy 00 ¥(t) = Og. Entonces 0g es un punto asintdticamente estable del
sistema ©. Si O = TQ, las soluciones estan acotadas y O, €s un minimo
absoluto, entonces es globalmente asintoticamente estable.
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Demostracién: Como R € X(Q, 7g) es parcialmente estrictamente disi-
pativo, estamos en las condiciones de la Proposicién 4.12, de donde se sigue
el resultado.

O

Una vez conocidas condiciones suficientes para U, a fin de que el sistema X
estabilice, resumimos el procedimiento.

Dado el sistema mecdnico con control ¥, supongamos que ¢5 € @, es
el punto donde queremos estabilizar el sistema. De acuerdo con las proposi-
ciones anteriores, es suficiente con encontrar un sistema . con la condicién
de que la nueva funcién potencial U = U, + U, tenga un minimo local estricto
en (g3,q2), donde 2 puede ser cualquier punto de la variedad Q..

Observemos que el proceso tiene dos partes:

1. Encontrar la funcién potencial U,., con el propdsito de obtener una
nueva funciéon U = U, + U, que tenga un minimo estricto absoluto en

(45, q2)-

2. Disenar los controles u; con el objetivo de obtener una extension dina-
mica la cual pueda estabilizar el sistema en qg usando la fuerza disipa-
tiva asociada a .. La Proposicion 5.7 determina dichos controles.

Un tipo de sistemas mecanicos que se pueden estabilizar utilizando exten-
siones dinamicas son los robots con articulaciones flexibles. El fenémeno de
las articulaciones flexibles puede modelarse mediante un muelle giratorio a
modo de eje que va desde la junta de dos brazos consecutivos hasta el motor
correspondiente (ver [71, 98] para mas detalles).

Para un brazo robético con n articulaciones la variedad de configuracion es
Q = (S'x S x---x (S x St) donde la pareja i-ésima de coordenadas corres-
ponde al dngulo en la articulacion y al angulo de giro del motor. Si tomamos
como coordenadas locales (q1, ¢2), q1,¢2 € R", siendo estos los dngulos corres-
pondientes a la articulacion y al motor respectivamente, la energia cinética
y potencial resultan

T = 2(, )" D) G, )

1
Ulg, ) = 5(a, )" K(q1,q) + Uy(q1)

donde D(q;) es la matriz de inercia del robot, K la energia potencial cor-
respondiente a los muelles y U, es el potencial debido a la gravedad. Los
controles son los pares que se aplican a cada motor.
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El objetivo es estabilizar el sistema en una cierta posicién de los angulos
entre los distintos brazos. Supondremos que las tunicas salidadas disponibles
del sistema son los dngulos de giro del motor. En [85] se presentan dos
sistemas de control Y. tal que las extensiones dindmicas correspondientes
resuelven nuestro problema de regulacién.

5.3 Sistemas mecanicos no holéonomos con con-
trol.

Llamamos sistemas mecdnicos no holonomos con controles a los sistemas
mecanicos con controles donde la solucion esta obligada a pertenecer a una
cierta distribucion D C T(. Entonces podemos escribir las ecuaciones del
movimiento de la siguiente manera:

m k
Viy = —(gradU)oy+ Y NodZjoqy+» uoyGioy
j=1 i=1
yeD
donde G4, ... , G son las fuerzas de control las cuales habitualmente depen-
den de la posicién y de la velocidad, y u; € C*(TQ) son las entradas o
controles que modulan la intensidad de las fuerzas. Podemos suponer que se
verifica que G;(v,) € Dy, Yv, € D,.

Las salidas naturales de un sistema mecanico no holénomo con controles
son las funciones h;(v,) = g(Gi(v,),v,), esto es, h; = i(G;)g, i = 1,... k.
De ahora en adelante, un sistema mecanico no holénomo simple con control
con las salidas naturales lo denotaremos como ¥ = (Q, g,U, D, Gy, - -+ , Gy).

5.3.1 Estabilizacién de la variedad de puntos de equi-
librio.

Sea (@, g) una variedad de Riemann completa y sea PFEy, la subvariedad de
puntos de equilibrio del sistema no holénomo ¥ = (Q, g, U, D). Consideremos
el sistema mecénico no holénomo con control (Q,g,U, D,Gy, -+ ,Gy). Se
tiene que:

Proposicién 5.8 Si PEy, es compacta y se verifica que U(q) > 0, Vq ¢ PE
yU(q) =0, Vq € PE, entonces:

e PFEy es la subvariedad de puntos de equilibrio estable del sistema Y=
(Q7 g> F = _grad U+Ra D) donde R(’Uq) - _ﬁ Zf:l Gi(Uq)gq(Gi(’Uq), ’Uq),
8>0
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o Sirang(Gh,- -+ ,Gg) =rangD en un entorno O de PEy, entonces PEy,
es asintoticamente estable para el sistema 2.

o Sirang(Gy,--- ,Gy) = rangD y las soluciones de S estdn acotadas,
entonces PEy, es globalmente asintoticamente estable.

Comentario: El sistema ¥ se obtiene de ¥ mediante la retroalimentacién
ui(vg) = —Phi(vy) = —B34(Gi(vq), vy) con f un nimero real, § > 0.

Demostracién: La parte (1) es consecuencia directa de prmer apartado
de la proposicién 4.14. Por otro lado (2) y (3) se siguen directamente de los
argumentos utilizados en las proposiciones 4.13,5.5.

O

Para mayor claridad, hemos supuesto que la subvariedad de puntos de
equilibrio es compacta. Una proposicién similar podria enunciarse substi-
tuyendo esta condicion por otra del tipo de la Proposicion 4.6.

5.3.2 Estabilizacion en una subvariedad dada.
Extensién dinamica no holénoma

Particularizaremos ahora el concepto de extension dinamica de la seccién
5.2.2 al caso de sistemas no holénomos con control.

Sea ¥, = (Qp, 9p, Up, Dp, (GY,- - -, anp)) un sistema mecédnico no holénomo
con control, con (@, g,) variedad de Riemann completa, dim D, = m y G
las fuerzas de control. Denotaremos por ZF,i = 1,--- ,m a las fuerzas de
ligadura.

Consideremos (@, g.) una variedad de Riemann completa, U, € C*°(Q), x
Q.) y R. € X(Q., ), donde 1g, : TQ. — Q. es la proyeccién natural.
Denotemos por ¥, el conjunto (Q., g¢, Ue, R.). A partir de ¥, y X, podemos
definir el sistema ¥, que denominaremos extension dindmica no holonoma
de la manera siguiente:

e Espacio de configuracién: QQ = Q) x Q.

e Métrica de Riemann: g = g, ® g.

Campo de fuerza: F' = —(grad, Uy, grad.U.) + (0, R)
e Variedad de ligaduras: D x TQ.

Fuerzas de control: G; = (G¥,0)
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e Controles: u; € C=(Q)

El campo dinamico es
Y = (W1, Yy) = (X2, X5) — (grad, Uy, grad Uo)” + > NZP + R+ Glu,
i=1 i=1

donde F; = (ZF,0) y los multiplicadores de Lagrange \; € C*(T(Q) son tales
que verifican Y;|p, € X(D,).

Notemos que Y no es un sistema mecanico no holénomo simple con con-
troles ya que no tenemos una funcién potencial U € C*(Q) tal que grad U
sea el campo de fuerza.

Estabilizacién mediante extensién dinamica

Nuestro objetivo es diseniar controles que estabilicen el sistema en una cierta
subvariedad PE’. Para conseguir esto acoplaremos a nuestro sistema, %,
otro sistema >, de forma que la extensiéon dindmica no holénoma de 3, por
Y. haga PE’ estable mediante una apropiada retroalimentacién.

Sea ¥, = (Qp, 9p, Up, Dp, (G, -+ ,GE, ) ¥ B¢ = (Qey 9oy U, Re). Su-
pongamos que 7p,(grad, U.) € (G7,--- ,anp). Entonces la realimentacién
u; € C*(Q) tal que Y ;" w;GY = mp,(grad, U,) transforma la extension
dindmica no holénoma 3. en el sistema mecanico no holénomo simple

£=(Q=0Q) % Q9 =0y 90, U =Up+U., D= D, x TQ,)
con subvariedad de puntos de equilibrio
PEs = {0, 4. € TQ | mp,grad, (U, + U.) = 0, grad, U, = 0}

En las siguientes proposiciones se dan condiciones suficientes para asegu-
rar la estabilidad de la subvariedad PFx.

Proposicion 5.9 Consideremos el sistema no holonomo 3. Supongamos
que PEg es compacto y que verifica U(q) > 0,Vq ¢ PEs yU(q) =0, Vg €
PEs. Si R. € X(Qc,Tc) es un campo vectorial disipativo tal que R.(04,) =0,
para cada q. € Q.. Entonces PEs es estable.

Demostracién: Notemos que si R. € X(Q., 7g,) es disipativo, esto es,
si verifica que g.(R.(v.),v.) < 0, entonces R = (0, R.) es también disipa-
tivo con respecto a la métrica g, ya que g(R(vp,v.), (vp,v)) = gp(0,v,) +
gC(RC(UC)7 UC) = gC(RC(,UC)7 ,UC) S 0‘ .

Entonces la funcién £ = T + U, es una funcién de Lyapunov de ¥ ya
que LzE((vp,ve)) = g(R((vp,ve)), (vp,ve)) < 0 con Z el campo dinamico del

sistema Y.
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O

Proposicion 5.10 En las mismas condiciones que en la proposicion ante-
rior, st R. € X(Q., T.) es estrictamente disipativo y cada solucion y = (Vp,7Ye)
de 3 tal que 4.(t) = 0 verifica que limy_,o D(%(t), PEs) =0, entonces PEs
es globalmente asintdticamente estable.

Demostracién: Ya que R € X(Q,7g) es parcialmente estrictamente
disipativo, tenemos las condiciones de la Proposicién 4.15.

O

Dado el sistema mecénico no holénomo con control ¥, supongamos que
PE' C Q, es la subvariedad donde queremos estabilizar el sistema. De acuer-
do con las proposiciones anteriores, es suficiente con encontrar un sistema 3.
con la condicién de que la nueva funcién potencial U = U, 4 U, del sistema
retroalimentado, i, verifique que PEg = PE’, donde mg, : @, X Q. — @, es
la proyeccion natural.

5.4 Comentario al caso Lagrangiano

Las proposiciones que se han enunciado para sistemas mecanicos sin ligaduras
y sistemas mecanicos no holénomos, pueden enunciarse de manera similar en
el caso Lagrangiano.



Capitulo 6

Sistemas mecanicos con control
y sistemas cinematicos

Los sistemas mecanicos son sistemas de segundo orden, las ecuaciones di-
ferenciales que rigen su dindmica contienen las derivadas segundas de las
coordenadas de las curvas integrales. Sin embargo en el caso de sistemas
mecanicos con control, es frecuente utilizar la nocién de sistema cinematico
asociado. Este es un sistema de primer orden formado mediante combina-
ciones funcionales de los campos de control del sistema inicial. En el estu-
dio de la controlabilidad de los sistemas mecénicos es frecuente olvidar las
ecuaciones diferenciales de segundo orden que dan la dindnica del sistema,
y utilizar exclusivamente las ecuaciones del sistema cinematico. Un buen
nimero de ejemplos en este sentido se pueden encontrar en la capitulo 7 de
(80].

En este capitulo analizamos con precision la equivalencia entre sistemas
mecanicos con control y sus sistemas cinematicos asociados en dos situaciones
particulares:

e Sistemas no holénomos con control: se trata tanto el caso comple-
tamente actuado (Teorema 6.1) como el infractuado (Teorema 6.5,
Proposicién 6.6). En el caso infractuado si los sistemas no son ”equi-
valentes” se caracterizan diferentes conjuntos de soluciones del sistema
cinemético que lo son también del sistema dindmico (Proposiciones 6.7,
6.8).

e Sistemas mecénicos con simetrias (Proposiciones 6.13, 6.14, 6.15).

A lo largo del capitulo se presentan como aplicacion de la teoria los siguien-
tes ejemplos: el disco rodante, el snakeboard (Proposiciones 6.9, 6.10) y el
satélite con propulsores (Proposicién 6.18).

79
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Otros aspectos relacionados con este problema pueden verse por ejemplo
en [20, 21, 62].

6.1 Sistemas mecanicos no holénomos con con-
trol

Sea (@, g) una variedad de Riemann con dim ) = n. Consideremos el sistema
mecanico no holénomo con controles ¥ = (Q,g9,F,D,Gy,--- ,G,,) donde
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que G;(v,) € D, Vv, € D,
pues la componente en D+ es anulada por los multiplicadores de Lagrange
que aparecen en las ecuaciones dinamicas del sistema. Diremos que una
curva 7y : I — @ es solucién de ¥ para unos ciertos controles u; € C*°(TQ)
si verifica las condiciones:

n—nh m
Vidy=Foq+Y NoiZioy+Y u'oyGioy (6.1)
=1 i=1
4eD
donde D = (Y3,---,Y}), rang D = h, es el subfibrado de ligaduras y D+ =
(Z1,-++ , Zn_p). Denotaremos por D. C D la distribucién generada por los
campos de control, es decir, D. = (Gy, -+ ,G.,). Ya hemos establecido en el

capitulo 3, que las soluciones de (6.1) son las curvas integrales, o : I — TQ),
del campo vectorial en TQ

n—h m
Y =X, +F'+) NZ/+) uGl € X(TQ)
j=1 i=1

tales que o(0) € D. Sabemos que o seran levantamientos a TQ de curvas ~y
en () por ser el campo vectorial Y de segundo orden.

Por otro lado, diremos que una curva vy : I — @) es solucién del sistema no
holénomo cinemdtico asociado a (6.1) si existen v; € C*°(R), i = 1,--- ,m,
tales que

y(t) = Z vi(t)Gi(v(1)) (6.2)

es decir, 7y es curva integral del campo vectorial X = > v;G; para ciertos

v; € C*(R). Diremos que (6.1) y (6.2) son equivalentes si toda solucién de
(6.1) es también solucién de (6.2) y viceversa, donde las funciones de control
no es necesario que sean las mismas en ambos sistemas.
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6.1.1 Sistemas completamente actuados

Dado el sistema no holénomo con controles ¥, si rang D. = rang D, diremos
que el sistema esta completamente actuado.

Teorema 6.1 Si el sistema no holéonomo Y estd completamente actuado,
entonces es equivalente al sistema cinemdtico asociado.

En este caso la distribuciéon D, = (Gy,- - ,Gy,) coincide con la de liga-
duras D = (Y7, - ,Y},). Antes de dar la demostracién probaremos un lema
técnico que necesitaremos en el desarrollo de la misma.

Lema 6.2 Dada la distribucién D = (Y1, --- | Y}) se tiene que TV D = TDnN
V(TQ) = (Y, ---,Y?), donde Y}" es el levantamiento vertical de Y; a TQ.

Demostracién: Observar que dim TV D = h, basta ver que (Y?,--- ,Y}?) C
TV D.

Por otra parte, ya que D es un subfibrado de TQ, y por tanto viene
definido por la anulacién de funciones lineales sobre las fibras de TQ, es
suficiente probar que si Y € I'(D), entonces Ly.& = 0, si w € Q(Q) es nula
sobre las secciones de la distribucién D.

Pero el Lema 3.6 nos asegura que Ly-& = 75(i(Y)w), si Y € X(Q),
w € 2YQ), con lo que el resultado queda visto.

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema 6.1.

Demostracion:

Sea 7y(t) una solucién de (6.1), es decir, una curva integral del campo Y
con ¥(0) € D. Como ¥(0) € Dy y Y|p € X(D), entonces §(t) € Dy
para todo t. En consecuencia, ya que D = (Y, --,Y},), existen funciones
v; € C*°(R) tales que

h
=2 ult)Y,
i=1

Reciprocamente, sea 7(t) solucién de (6. 2) para ciertas v; € C*°(R). Con-
sideremos la curva en TQ, o(t) = (y(t);¥(t)), el levantamiento natural de
v a TQ. Por ser D = (Y,---,Y}), se tiene que o(t) € Dy, para todo t.
Para probar que o es solucién de (6.1) hemos de ver que es curva integral de
Y, esto es, que existen ciertas funciones u; € C*°(TQ) tales que se cumpla
0 =Y oo para esos u;.
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Tenemos que ¢(t) € ToyD y por definicién de los multiplicadores de La-
grange X (o(t)) + F*(o(t)) + Z?_lh N (a(t)) Z3(o(t)) € TowD, de ahi

o(t) = Xg(o(t)) — F*(a(t)) - i N(o(t)) Zj(o(t)) € ToD.  (6.3)

Por otra parte como ¢ (t) — Xy(0(t)) € Vo) (TQ), también se verifica que

o(t) = Xy(o(t)) = F*(a(t)) — i N(o(t) Zj(0(t) € Vo (TQ).  (6.4)

A la vista de (6.3) y (6.4) se cumple que

n—h

o(t) — Xy(o(t)) — F*(o(t)) — Z M (o (t)) Z(o(t)) € T;/(t)D, Vt.

Haciendo uso del Lema 6.2, se tiene que existen u; tales que

o(t) = Xy(o(t)) = F¥(a(t)) — i N(a(t) Zj (o)) = Z ui(o(t))G7 (o (1))

ya que en este caso D, = (G1, -+ ,Gp) = (Y1,--+,Y,) = D y en consecuen-
cia, o es una curva integral de Y para esos controles u;.

O

Comparar el resultado anterior con los de [20, 21].

El sistema (6.1) es controlable en las configuraciones si dados qo, g5 € @,
existe 7" > 0, numero real y una solucién del sistema, =, tal que §(0) =
Ogo ¥ ¥(T') = 0y Por otra parte, se llamara localmente controlable en las
configuraciones en qqg si podemos alcanzar puntos cercanos en un tiempo
arbitrariamente pequeno y permanecer cerca de qg todo el tiempo. De manera
m4s precisa, sea un abierto V C @ y definamos RY (g, T) de la siguiente
manera

RY(g0,T)={q€Q|3v:1— Q,7(0) = qo,¥(T) =gq,7(t) eV}

El sistema (6.1) es localmente controlable en las configuraciones en ¢y si
RY(90,< T) = Upereqp RV (g0, 7) contiene un abierto de ¢y para todo V
abierto de qg y T > 0.

Como consecuencia de la equivalencia probada tenemos
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Proposicion 6.3 Si el sistema no holonomo con control ¥ estd completa-
mente actuado, entonces es controlable en las configuraciones (localmente
controlable en las configuraciones) si y solo si el sistema cinemdtico asociado
es controlable en las configuraciones (localmente controlable en las configu-
raciones).

Demostracion: Se deduce directamente del hecho que los sistemas son
equivalentes.

O

Una de las ventajas de poder reducir el sistema no holénomo dindmico
al sistema cinematico asociado esta en que en este ultimo caso tenemos un
criterio para decidir cuando es localmente controlable.

Teorema 6.4 (W.L. Chow [28]) El sistema cinemdtico no holdnomo es

localmente controlable en qo si se verifica que rang L(Y1, -+ ,Ys)(q) = n,
donde L(Y1,---,Y}) es la subdlgebra de Lie de X(Q) generada por Yi,--- ,Y}.

O

Si el sistema cinematico es localmente controlable en todas las configu-
raciones, entonces podemos llevar el sistema desde cualquier configuracion
inicial a cualquier configuracién final, ver [80]. Existe una amplia coleccion
de trabajos en torno a los sistemas no holénomos cinematicos ya que un
buen nimero de sistemas mecanicos no holénomos se pueden estudiar desde
este punto de vista al resultar equivalentes las ecuaciones: automobiles con
traccién delantera [81], camiones con multiples remolques [96, 99|, cuerpos
rigidos en el vacio [52], etc.

Ejemplo: Disco rodante

Consideremos el disco rodante que hemos tratado en el capitulo 3. El espacio
de configuracién es la variedad Q = R? x S* x S! y la Lagrangiana del sistema
mecanico estd compuesta sélo por la energia cinética

I RPIT SR NS Sy SO g
L= 2m(ac + 7 )+2IH +2J¢
donde I es el momento de inercia del disco alrededor del eje que pasa por el

centro del disco y es paralelo al plano y J es el momento de inercia entorno
al eje que pasando por el centro del disco es ortogonal al plano. La métrica
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\
*

Figura 6.1: Figura tomada de http://penelope.mast.queensu.ca/ an-
drew /research /mechanics.shtml

en (Q es:

m 0
0 m
0 O

o O O

g:

O N O O

0 O J

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el disco tiene radio unidad,
entonces las ligaduras no holénomas correspondientes a rodar sin deslizar
son:

T = cosgbé
— sing6

Por lo tanto la subvariedad de ligaduras, D C T@, es el anulador de las
1-formas

w; = dx — cos¢pdf
wy = dy—sin¢dl

y esta generada por los campos vectoriales

0 ., 0 0
X, = cosqb% +Sm¢8_y+%
0

X2:—¢



6.1. SISTEMAS MECANICOS NO HOLONOMOS CON CONTROL 85

En consecuencia las ecuaciones del movimiento las podemos escribir de la
forma

2 2
Vi =) NojZjog+) uojGio]
j=1 i=1

yeD (6.5)
donde G; = (df)’, Gy = (d¢)® siendo b = #~*

i X(Q) — Q)
X = i(g)X

y V la conexién de Levi-Civita asociada a g. G7 y Gy no pertenecen a
la distribucién, no obstante, podemos tomar como fuerzas de control sus
proyecciones, pues la componente que no estd en D sera anulada por los
multiplicadores de Lagrange.

Como rang D. = dim(mrpGy,mrpGs) = 2 = rang D, el sistema no
holénomo (6.5) estd totalmente actuado y por lo tanto es equivalente al
sistema cinematico

X = (] (t)Xl + UQ(t)XQ (66)

El sistema cinematico (6.6) es localmente controlable ya que el algebra de
Lie generada por {X;, Xy} tiene rango maximo pues

dim<X1,X2, [Xl, X2]7 [[X17X2]7X2]> =4

6.1.2 Sistemas infractuados

Consideremos ahora el caso en que el sistema no holénomo ¥ verifica que

rang D. = dim(Gy, - - ,G,,) < rang D, diremos que ¥ es un sistema infrac-
tuado. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que D, también esta
generado por Y7, ---,Y,,, m < h, es decir, por un subconjunto de los campos

vectoriales generadores de D. Consideremos el sistema cinematico dado por

m

X =) uY; (6.7)

i=1

con v; € C*(R) como controles. Diremos que (6.1) y (6.7) son equivalentes
en sentido débil si toda solucion de (6.7) es solucion de (6.1) y si toda solucién
~v de (6.1) tal que ¥(0) € D, es solucién de (6.7). Observemos que si vy es
solucién de (6.7), entonces §(0) € D, C D.
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Teorema 6.5 Si el sistema ¥ = (Q,g,F,D,G1,--- ,Gp,) es infractuado y
mrp(Xg + F)ip. € X(D.) , entonces X y el sistema cinemdtico asociado
(6.7) son equivalentes en sentido débil.

Comentario: Denotamos por mrp(X, + F¥) € X(D) al campo Y =
X, + F°+ Y1 N2 € %(D) tal que ¥ € C*(TQ) son los multiplicadores
de Lagrange (Ver capitulo 3). Observemos que N son tnicos restringidos a D
y dado que sélo los utilizamos en puntos de D, el campo estd univocamente
determinado.

Demostracién: Sea 7(t) una solucién de (6.1) con 4(0) € D. C D,
como ¥(0) € D,y Yp. € X(D.) C X(D), entonces ¥(t) € D, para todo t.
En consecuencia (t) es solucién de (6.7).

De manera reciproca, si (t) es solucién de (6.7), basta con probar que
existen w;(o(t)), i = 1,--- ,m tales que o(t) = (y(¢);¥(t)) cumple 6 =Y oo
para esos u;. Como mpp(Xy + F)p, € X(D.), se verifica que

n—nh
d—Xgoa—F”oa—Z()\ioa)Zfoa

i=1

es tangente a D, y vertical. Siguiendo ahora el mismo razonamiento que en
la prueba del Teorema 6.1 se deduce el resultado.

O
Proposicién 6.6 Supongamos que D = (Y1,---,Yy), D. = (Y1,---,Y),
m<hyD=D, L (Y1, - ,Ys). Entonces la condicion mop(Xg+F?)p, €
X(D.) equivale a
£(Xg+F“)@|DC = 0, j =m + 1, ce ,]’L

donde Qi (v,) = i(Y;)g € QXQ).

Demostracion:

Sean D. = (Y1,---,Y,) y D D 1L Yy, -+, Y,). Como Dt =
<Zlv"' 7Zn—m> si W = Z(Zj)gv nm—my v = i(}/j)g: J=m+
1,---, h se tiene que

ker(w',--- ,w"™™) =D
ker{w!, .-+, w™™™ Q™o QM = D,
Ademas mrp(X, + F) = Xy + F* + 307" NZ¢ con N € C=(TQ) los
multiplicadores de Lagrange. Ya que mrp (X, + F*)p € X(D) se tiene que

;cﬂ-TD(Xg_*_F’u)wl‘D = O,Z == 1, e, —Mm.
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De ahi, la condicién necesaria y suficiente para que mrp(Xy+F?) p, € X(D.)
es que

£7rTD(X9+Fv)QZ"DC =0,2=m+1,--- 7h

Pero por el Lema 3.6, EZ;J(@) = i(Z;)V = g(Y;,Z;) = 0, Vi, §, por lo que
queda
E(X9+F“)Qi|Dc =0,i1=m+1,--- >h

como unica condicion.

O

Observemos que la proposicion anterior nos proporciona un método efi-
ciente para ver cuando los sistemas (6.1) y (6.7) son equivalentes en sentido
débil.

En ciertas ocasiones dado un sistema no holénomo infractuado, sucede
que no es equivalente en sentido débil al sistema cinematico asociado. En
estas situaciones, a efectos del control, nos interesara conocer que tipo de
soluciones del sistema cinemético lo son también del sistema dindmico.

Sea el sistema no holénomo ¥ con D = (Y3, --,Y}). Supongamos que
rang D. < rang D y que D, = (Y3,---,Y,,). Consideremos una distribucién
S =(X1, -, Xs) C TQ donde {Xj, -+, X} C (Y1,---,Y,,) y su sistema

cinematico asociado
X =) vX (6.8)
i=1

Proposicién 6.7 Si mop(Xy + F¥)s € X(D.), entonces toda solucion de
(6.8) es también del sistema no holénomo X.

Demostracién: Sea 7(t) solucién de (6.8), basta con probar que existen
ui(o(t)), 7 = 1,--- ,m tales que o(t) = (y(¢);%(t)) sea curva integral del

campo
n—h m
Y =X+ F'+> NZP+ > wY,.
j=1 i=1

Tenemos que 6(t) € To)S C Tow D, y por definicién de los multiplicadores
de Lagrange

Xo(o(t)) + F*(a(t)) + i N(a(t)) Z; (o(t) € TowD,
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para todo t. Ya que mpp(Xy + F¥)s € X(D,), se cumple que

(1)~ X, (o(0) ~ Fo(t)) ~ Y ¥(o(0) Z{(0(0)) € oy

Por otra parte

n—h

5(t) = Xy(o(t)) = F(a(t) = Y N(a(t)) Z;(o(t)) € Vo (TQ).

j=1
y por lo tanto haciendo uso del Lemma 6.2 se deduce el resultado.

O

Observemos que con el fin de verificar la condicion de tangencia sera
conveniente utilizar el resultado de la Proposicién 6.6.

Proposicién 6.8 Consideremos distribuciones S; = (Xi,---,Xs) y Sy =
(Xst1-p, -+, Xp) cons >p>0y{Xy,---, X, } € (Y1, ,Yn). Suponga-
mos que mrp(Xy 4+ F¥)s, € X(De) y mrp(Xy + F¥)1s, € X(D,), entonces se
verifica que si una curva vy : I — Q verifica

(1) =D umX(v )+ D u®)X(y(t) + > wt)Xi(v(t) (6.9)
=1 i=s+1—p i=s+1
con (vy, -+ ,v.) € {(v1,-++ ,05,0,---,0),(0,--+,0,0541-p, -+ , )}, entonces

v es solucion del sistema no holénomo 3.

Demostracion: Es consecuencia directa de la proposicién anterior.

O

De manera similar se generaliza este resultado al caso de k£ distribuciones.
Cuando las distribuciones estan generadas por un solo campo vectorial, re-
cuperamos la nocién de campos vectoriales desacoplados, ver [21].

Ejemplo: Snakeboard

En [67], Lewis, Ostrowski, Murray y Burdick estudian este sistema y se
obtiene la idea de que es localmente controlable. Posteriormente Ostrowski
en [86] prueba la controlabilidad local, usando técnicas presentadas en [14]
para sistemas no holénomos con simetrias.
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El snakeboard consiste en dos plataformas méviles unidas mediante una
barra rigida tal y como se muestra en la figura. Modelaremos el sistema
suponiendo que las ruedas delanteras y traseras forman un mismo angulo
respecto a la barra que las une. En consecuencia el espacio de configuracion
es la variedad Riemanniana de dimensién cinco Q = SE(2) x S* x S! con

métrica

Figura 6.2: Figura tomada de [67]

del sistema corresponde unicamente a la energia cinética
Lo oy Lo 1o o0 12 2
L= gm(@ +37) + 576" + 5(¢ +6)" + Ju(¢” + 67)

donde m es la masa total, J el momento de inercia de la barra rigida respecto
a su centro, %Jw el momento de inercia de las ruedas respecto a su punto de
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rotacién y J,. el momento correspondiente al rotor (que modela al pasajero)
respecto a su centro de giro.

Supondremos que las ruedas del snakeboard giran sin deslizar, esta condi-
cién viene modelada por dos restricciones no holénomas. En las ruedas
traseras implica que

—sin(¢ + 60) & + cos(¢ + )y — Lcos pf = 0
y de manera similar en las delanteras
sin(¢ — 0) @ + cos(¢ — 0)y +lcosp = 0

por lo tanto las velocidades admisibles deben pertenecer a la distribucion
D = ker{w;,ws} = (X3, Xo, X3) donde

wi = —sin(¢+6)dx + cos(¢ + 6)dy — lcospdb
wy = sin(¢ —0)dx + cos(¢p — 0)dy + [ cos pdf

y los campos vectoriales X7, X5, X3 los tomamos ortogonales respecto a la
métrica g

X, = lcoso cos@i + lcos¢ sin@i —sin¢%

ox oy
X, = ¢ H(¢)(IJ, cos ¢ cosfsin gb)% + ¢ H(¢)(1J, cos ¢ sin @ sin qb)ai
- SOt o)+ o
0
X3 - a_qﬁ

con c(¢) = mi?cos? ¢ + (J + J. + J,)sin?(¢). Los controles son los pares
sobre los angulos ¥ y 6. Las ecuaciones del movimiento las podemos escribir
de la forma

2 2
Vﬁq‘/:Z)\jo"ijo"y—FZuioﬁGioﬁ
j=1 i=1

€D (6.10)

donde i(G1)g = dv, i(Gs)g = d¢ y u', u? son los pares correspondientes a
y 6 respectivamente. Por otra parte se verifica que D. = (mrpG1, mrpGa) =
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(X9, X3) y como rang D, = 2 < 3 = rang D, tenemos que el sistema esta
infractuado.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema no holénomo vienen dadas

por

m& — Ay sin(¢ 4+ 0) + Aysin(¢p — ) =0

my + Ap cos(¢ + 6) + Ay cos(¢p —0) =0

(J+ J.+ 2Jw)é + JML — Alcoso+ Aglcosp =0

Joh 4+ J,0 = uy

2Jw$ = Uy

Proposicién 6.9 FEl sistema (6.10) no es débilmente equivalente al sistema
cinemdtico

X = ’I}1X2 + ’U2X3 (611)
Demostracion: Al ser X7, Xy, X3 ortogonales, se tiene que

D, = ker{w!, w?, w*}
donde w?® = i(X1)g. Por lo tanto, de acuerdo con la Proposicién 6.6, basta
ver que Lx, (w3)p, # 0. Sin mds que hacer el célculo anterior se comprueba
que

EXg ((‘US)‘DC = XQ(WS)\DC
pad,1?>mcos ¢

T U+ J+ Jy—Pm)cos2d — (J + Iy + Ju) 70

($7y7 07 ¢7 ¢) - aXQ + ,LLX3

O

Proposicién 6.10 Las curvas y(t) = v1(t) Xa(y(t))+vo(t) X3(v(t)) tales que
(v1,v9) € {(v1,0),(0,v2)} son soluciones del sistema no holénomo (6.10).

Demostracién: Como Ly, (u/ﬁ)‘@@ =0y Lx, (;E)|<X3> = 0, aplicando la
Proposicién 6.8 se tiene el resultado.

O

El método de los campos desacoplados utilizado en [21] llega sélo a este
ultimo resultado. La aplicacién de las Proposiciones 6.7 y 6.8 permite ir mas
alla que con el método de los campos desacoplados, ya que se puede estudiar
qué soluciones del sistema cinematico son soluciones del sistema no holénomo
con mayor generalidad.
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6.2 Sistemas mecanicos con control y simetrias

Sea (@, g) una variedad de Riemann, dim@ = n. Consideremos el sis-
tema mecdnico con controles ¥ = (Q, g, F,Gy, -+ ,G,,) cuyas ecuaciones
del movimiento son

m

Vid=Foi+)> uoqGioy

i=1

y el campo dindmico Y = X, + F* 4+ Y_;"  u'GY.
Sea G un grupo de Lie y ¢ una accion de G sobre () que supondremos libre y
propia. Sea g el dlgebra de Lie de G y £ € g. Denotaremos por £% al campo
fundamental correspondiente a &.

Diremos que G es un grupo de simetrias del sistema X si se verifica que:

1. Leag =0, es decir, G acttia por isometrias de la métrica g.
2. g(¢9,F) =0
3. 9(69,G)) =0,¥Vj=1,---,m

para todo & € g.

La condicién (1) nos da Leqirg = ige,rg y la condicién (2), Leirg =
teedipg. De ahi si I proviene de potencial, /' = —grad U, dU = —ipg y por
tanto [€9, F] = 0, luego F es invariante por la accién de G. Por lo tanto,
en el caso en que F' = —grad U las condiciones (1) y (2) equivalen a que la
accion deje invariante la lagrangiana.

La existencia de GG implica que el espacio de configuracién usado para
escribir la dinamica del sistema, es en cierto sentido redundante. Por lo
tanto, existen cantidades conservadas -constantes del movimiento- que nos
permiten quitar estas redundancias para poder reducir el sistema.

Lema 6.11 Sea (Q,g) una variedad de Riemann y V la conexion de Levi-
Civita correspondiente. Dados X, Y € X(Q) se verifica que

oV X, ¥) = 5(Lxg)(¥,Y) (612)

Demostracién: Dados X,Y € X(Q), por ser V de torsién nula se cumple
que

9(VyX,Y) =g(VxY,Y) +g([Y, X]Y). (6.13)
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Por otra parte,

Lx(g(Y,Y)) = (Lxg)(V,Y) +29([X, Y], Y) (6.14)

Lx(g(YY)) = Vx(9(Y,Y)) = 29(VxY,Y) (6.15)

Combinando (6.13) y (6.15) se tiene que
1
9(VyX,Y) = §£X(9(Y; Y))+g([Y, X],Y),
finalmente de la expresién anterior y la ecuacion (6.14) se tiene que

oy X.¥) = 5(Lxg)(V.Y)
O

Observemos que la funcion 6.12 es tensorial para Y, pero no lo es para
X, es decir, para calcularla en el punto p € Q) respecto a Y, basta conocer

Y (p).

Proposicién 6.12 (Teorema de Noether) Sea G un grupo de simetrias
del sistema mecanico con control ¥ = (Q, g, F, Gy, -+ ,Gy,). Sea & € g, en-

tonces la funcion Je : TQ — R definida por Je(vy) = 1(£2)g(vq) es constante
a lo largo de las trayectorias del sistema .

Demostracién: Consideremos v : I — () una trayectoria del sistema
mecanico con controles Y. Entonces tenemos que

WD = Vs(Je o) = Vs(g(4,6%07)) =

9(V4, 5Q07)+9(% V€9 07)

gEFowZi LU 0y GioA,E909) 4+ g(¥, V59 0 )
(%,

gFovéQov)JrZz LU 0 g(Gi 07, €9 0y) + g(, V5£9 07)
= g ’yg 0'7)

va que g(F,£9) = 0y g(G;,£9) = 0. Finalmente, del Lema 6.11, que se
puede aplicar por la observacién al mismo tomando Y'(v(t)) = 4(t), se tiene

que g(V4£9 07,%) = 5(Leeg)(¥,7) que es cero pues Leog =0 .
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En otro lenguaje, los resultados anteriores se enuncian de la siguiente
forma:

Consideremos el sistema Lagrangiano dado por () como espacio de con-
figuracion y L = T, la energia cinética, como Lagrangiana. Tenemos el
sistema simpléctico (TQ,wr), en donde wy, = —dfr, 0, = dT o S, siendo S
el endomorfismo vertical.

Entonces las condiciones de simetria que hemos impuesto sobre la accion
de G sobre @, hacen que sea una accién simpléctica en (TQ,w;) y por lo
tanto la aplicacion momento asociada

J: TQ — g
v = J(vg) 1§ = g(6g, )

nos permite construir constantes del movimiento del sistema mecanico con
control ¥ = (@, g, F,G1, -+ ,Gy). De ahi si J(¥(0)) = p € g*, entonces
J(¥(t)) = p, Vt, con lo que las hojas de la aplicacién momento son variedades
invariantes del sistema 3.

En consecuencia, dada una velocidad inicial del sistema vy, la soluciones
de X, v: I — @ con 4(0) = vy, verifican que J(¥(t)) = pu = J(w), Vt € I.
Para un grupo de Lie [-dimensional, esto implica que las cantidades conser-
vadas definen [ ligaduras ”internas” del sistema.

De la expresiéon de la aplicacién momento se tiene que estas ligaduras son
lineales en las velocidades y por lo tanto D = J~1(0), 0 € g*, es una distribu-
cién sobre ) de rango n — [ por ser la accién libre. Tomando {&, -, &}
una base de g resulta que D = (2, ... £9)L,

En consecuencia dado un sistema mecanico con control ¥ con un grupo
de simetrias G, la dinamica del sistema restringida a D corresponde a la del
sistema no holénomo

m
V;Y"y:Fo"y+ZuiO*yGiO*y
i=1

4 €D =Jo)

donde los multiplicadores de Lagrange son idénticamente nulos. De todo lo
anterior se tiene

Proposicién 6.13 Sea ¥ = (Q, g, F,G1,- -+ ,Gy) un sistema mecdnico con
control con un grupo de Lie G como grupo de simetrias, dimG = [. Si
dim(Gy, -+ ,Gp) = n — 1, entonces la dindmica de X, restringida a D, es

equivalente a la del sistema cinemdtico

n—I

J(t) =D ui()Yi(v(1)

i=1
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donde D = (Y1,--- , Y, 1)

Demostracion: Se sigue directamente del Teorema 6.1 y de todo lo dicho
anteriormente.

Proposicion 6.14 En las mismas condiciones de la proposicion anterior, si
dim(Gy, -+, Gn) <n—1y (Xy+F")p, € X(D.), entonces la dindmica de X,
restringida a D, es equivalente en sentido débil a la del sistema cinemdtico

m

(1) =Y vi(®)Yi((1))

i=1

donde D, = (Gy, -+ ,G) = (Y, Vi) y D = (Y1, , Yoy).

Demostracion: Se sigue directamente de la Proposicion 6.5.

Proposicién 6.15 Consideremos el sistema ¥ = (G, g, F,G1,--+ ,Gy,) con
dimG =1 yrang D, < n — 1. Sean distribuciones S; = (X1, -+, Xs) ¥
Sy = (Xst1-p,- -, Xp) cons > p >0y {Xy, -, X,} C D, tales que
(Xg+F")is, € X(De) y (Xy + F)is, € X(D,). Entonces se verifica que

s—p s r

Y(t) = Zvi(t)Xi(’Y(t)) + _ Z vi() Xi(v(1)) + Z vi (1) X (v(t))
con (vi,--+ ,v,) € {(v1,-++,05,0,--+,0),(0,-+-,0,V541-p, -+ ,0p)} es solu-

cion del sistema no holénomo X.

Demostracion: Se sigue directamente de la Proposicién 6.8 y de lo dicho
hasta ahora.
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Satélite con propulsores

Consideremos un cuerpo rigido con el centro de masas fijo, dotado de propul-
sores que proporcionan pares alrededor de los dos primeros ejes principales
de inercia. El espacio de configuraciéon es la variedad de Riemann ) =
SO(3) con la métrica invariante correspondiente al tensor de inercia (energia
cinética). Ademds SO(3) tiene estructura de grupo de Lie.

Un sistema mecdnico de control en un grupo de Lie G viene definido por
una métrica invariante a izquierda en el espacio de configuracién G y unos
campos de control Gy, - - , G, € X(G) también invariantes. Observemos que
dada una curva y(t) en G, podemos definir una curva w(t) en el dlgebra de
Lie, g, con w(t) = Ty Ly-10(¥(t)). Es conocida la siguiente proposicién:

Proposicién 6.16 Consideremos un sistema mecdnico con control sobre un
grupo de Lie ¥ = (G,q,G1,- -+ ,Gpm). Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. y(t) satisface las ecuaciones de la mecdnica:
Viwd(t) = Y u'(t)Gi(1(t))
i=1

para, ciertos u'(t).

2. w(t) cumple las ecuaciones de Euler-Poincaré:

w = (adjw’) + ) v (t)g; (6.16)
i=1
donde g; = G'(e) € g.
Demostracién: Ver [93].

O

En nuestro caso tenemos que Q = SO(3), g = 50(3) 2 R? y el tensor de
inercia I : s0(3) x s0(3) — R tiene como matriz en la base de ejes principales

I 0 0
I=( 0 5, 0|,
0 0 I

donde I; son los momentos de inercia alrededor de estos ejes. Por otro lado
G; € X(G), i = 1,2 son los campos invariantes a izquierda tales que g; =
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(dw;)’, i = 1,2 donde w = (wy, ws,ws) € s0(3) son las coordenadas en una
cierta base. En consecuencia las ecuaciones (6.16) se escriben:

. I>o—1I3 ul
w1 T wWoWs3 I_
; _ -1, u’
W2 = T W3wWy + o
; I —1I
W3 1 A 201 W9 0

La trayectoria R(t) € SO(3) viene determinada por la ecuacién R(t) =
R(t)w(t), interpretando w € s0(3) como matriz antisimétrica.

Consideremos ahora el subgrupo S C G = SO(3) de rotaciones entorno al
tercer eje principal. Como S = {exp’; 6 € R}, donde exp : s0(3) — SO(3)
es la aplicacién exponencial y € = (0,0,1) € R? & 50(3), tenemos que su
algebra de Lie s = (£) C s0(3) y por lo tanto dimS =1 .

Proposicion 6.17 S es un grupo de simetrias del sistema mecdnico con
control 3 = (SO(3),1, g1, 92)-

Demostracién: Basta con probar que Leog = 0y que g(€9,G;) =0, 1= 1,2
con £ = (0,0,1). La primera es deduce del hecho de ser g invariante y (€9 un
campo fundamental. Por otro lado g(£9,G;) = 1(€,g;) = 0,4 = 1,2 ya que
g1 = (1/'[17 0, O) Yy 92 = (07 1/1270)

a

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos la cantidad con-
servada J : TSO(3) — s*, que por ser invariante basta con definirla en so(3):

Jiso(3) © 50(3) — s*
w = Jw): € — I w) = ws.

Esta define una distribucién D = J (o) invariante tal que D, = J‘;ol( (o) =

(€)*. Con todo lo dicho hasta el momento se tiene:

Proposicién 6.18 Sea el sistema ¥ = (SO(3),1, G1,Gs) con S el subgrupo
de las rotaciones alrededor del tercer eje principal, como grupo de simetria.
Como dim(G1,Gy) = dim SO(3) — dim S, la dindmica de 3, restringida a
D = J (o), es equivalente al sistema cinemdtico

V() = v1(H)G1(7(1)) + va2(£) G2 (1)) (6.17)

Demostracion: Se sigue directamente de aplicar la Proposicién 6.13 a este
caso particular.

O
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Capitulo 7

Reduccion de sistemas
Lagrangianos dependientes del
tiempo

El problema de la reduccién de sistemas dinamicos con simetrias ha ocupado
el interés de un buen nimero de investigadores cuya pretension era reducir el
nimero de ecuaciones del movimiento por medio de la busqueda de integrales
primeras. El trabajo fundamental de caracter geométrico en esta materia,
se debe a Marsden y Weinstein [74](ver también [1, 68, 102]). Demostraron
que dada una accién libre y propia de un grupo de Lie (conexo) en una
variedad simpléctica (conexa) y un valor débilmente regular de la aplicacién
momento asociada a esta accidn, el espacio reducido tiene una estructura de
variedad simpléctica y hereda un sistema dindmico Hamiltoniano proveniente
del sistema inicial. No obstante, el problema de la reduccion se puede estudiar
bajo diferentes aspectos.

Cuando tratamos con sistemas mecanicos provenientes de Lagrangianas
regulares, nos encontramos con diferentes formulaciones: si la Lagrangiana es
autonoma, podemos utilizar el formalismo simpléctico, pero si la Lagrangiana
depende del tiempo, entonces la formulacién més apropiada es la de contacto.
Las estructuras de contacto se construyen en variedades de dimensién impar,
mientras que las simplécticas en las de dimension par, que son los espacios
de fase de coordenadas-velocidades.

No obstante no son éstas las tinicas diferencias entre ambas formulaciones.
En el caso simpléctico, la estructura geométrica estd dada por una 2-forma
no degenerada, mientras que en el caso de contacto, la 2-forma estructural
es degenerada y su nicleo tiene dimensién uno. Este nicleo proporciona en
cada punto la direccion del campo vectorial dinamico.

Obviamente, se puede utilizar la formulacién de contacto para una La-

99
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grangiana auténoma. Entonces, la simetria dada por la independencia del
tiempo nos permitira reducir el sistema, haciendo cociente por la accién del
tiempo, reduciendo la dimensién de la variedad donde estan escritas las ecua-
ciones del movimiento y obteniendo una formulacién simpléctica.

En este capitulo estudiaremos la reduccién de la formulaciéon de contacto
para Lagrangianas dependientes del tiempo si existe una simetria infinitesi-
mal de la Lagrangiana. Cuando el campo vectorial asociado a una conexién es
una simetria de la Lagrangiana (ver Proposiciones 7.6,7.8 y Corolario 7.7),
podemos repetir el proceso del caso auténomo y obtener una formulacion
simpléctica (ver Proposiciones 7.12,7.13,7.14,7.15) en una variedad apropia-
da dada por el cociente de TQ) x R por la acciéon del campo vectorial de la
conexién (ver Proposiciones 7.18,7.19,7.20,7.21 y Corolario 7.22). Por lo tan-
to, cada vez que tenemos una Lagrangiana dependiente del tiempo con una
adecuada simetria, el sistema puede reducirse, pudiéndose utilizar la formu-
lacién simpléctica. Uno de los objetivos del capitulo es estudiar si el sistema
reducido es un sistema lagrangiano, esto es, si su espacio de fases es un fibrado
tangente y la forma simpléctica proviene de una funcién lagrangiana.

Por otro lado se generalizan los resultados anteriores al caso de sis-
temas no holénomos Lagrangianos dependientes del tiempo (Proposiciones
7.5,7.9,7.10,7.11,7.17). En estos sistemas se usan las notaciones y resultados
de [56, 58|

7.1 Sistemas Lagrangianos dependientes del
tiempo

7.1.1 El fibrado 1-jet de 7: ) x R — R. Estructuras
Geométricas y conexiones

El fibrado 1-jet de 7: Q@ x R — R

Consideremos el fibrado 7: @ xR — R, donde () es una variedad diferenciable
n-dimensional, por ejemplo el espacio de configuracion de un sistema fisico.

El fibrado 1-jet de secciones de m es m: TQ x R — @ x R.

Proposicién 7.1 Los siguientes elementos en 7: (Q X R — R pueden cons-
truirse de forma condnica unos de otros:

1. Una seccion de m: TQ xR — Q) x R, esto es, una aplicacion V: () X
R — TQ x R tal que m oV = Idg«r.
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2. Un subfibrado H(V) de T(Q x R) tal que
T(Q xR) =V(r) @ H(V) (7.1)

3. Una 1-forma semibdsica V en Q x R con valores en T(Q x R), tal que
aoV = a, para toda forma semibasica o € Q(Q x R).

Demostracion: La prueba de esta proposicién, en el caso general de un
fibrado m: E — M, se puede encontrar en [94].

O

Una conezion en el fibrado 7: ) xR — R es uno de los anteriores elemen-
tos equivalentes. V se denominada campo de jets, H(V) subfibrado horizontal
de T(Q x R) asociado a V y sus secciones campos vectoriales horizontales.
Finalmente, nos referiremos a V como la forma de conezién de Ehresmann.

Dado el subfibrado H(V) y la descomposicién (7.1), tenemos las aplica-
ciones siguientes

hv: T(Q xR) = H(V) , vy: T(Q x R) — V()

denominadas proyecciones horizontal y vertical respectivamente. Usaremos
los mismos simbolos Ay y vy para designar las extensiones naturales de estas
aplicaciones a campos vectoriales.

En coordenadas locales (¢#, t, v*), las expresiones de todos estos elementos
son

V(a) = (a5 T"(¢,s)), ¥ = dt ® (3 mi) |

ot ogt
0 0
— AT o
H(V) span{at +TI 8q“}

para todo (q,s) € @ x R.

Proposicion 7.2 Una conexion en el fibrado w: Q xR — R es equivalente a
un campo vectorial dependiente del tiempo en (), esto es, un campo vectorial
a lo largo de mg : Q x R — Q.

Demostracién: Ver [35].
O

Dada una connexién V y sea Y su campo vectorial asociado. Entonces
definimos la suspension de Y como el campo vectorial Y := % +Y.
Para mas detalles sobre fibrados de jets, ver [42, 94].
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Estructuras Geométricas

En el formalismo Lagrangiano dependiente del tiempo, la dindmica tiene
lugar en la variedad T@Q xR. En consecuencia necesitamos introducir algunos
elementos geométricos en el fibrado m : TQ x R — Q x R (ver [34], [39],
[40] y [94]). Cuando sea necesario, usaremos un sistema local de coordenadas
dado por (g, t,vH).

Podemos definir una 1-forma 9 en TQ x R, con valores en 7}V (7), de la
siguiente manera:

9(((g,5),u); X) == (T((g8)™ — T((g5)) (@ 0 T 0 71))(X(g8))

donde ¢ es un representante de ((g,s),u) € TQ x R. 9 se llama forma
canonica de estructura de T@Q x R. Su expresion local es

0
9= (dq - ’Uudt) & 8_q“

Teniendo en cuenta que m: TQ X R — @ x R es un fibrado vectorial, y

la fibra sobre (g, s) € Q@ x R es T,Q x {s}, existe un difeomorfismo canénico
entre el subfibrado vertical de m y 77 (TQ x R), esto es,

V(m) ~ 7 (TQ x R) ~ mimy TQ ~ i V()

Denotemos por S : 7iV(m) — V(m) la realizacién de este isomorfismo, y
usemos la misma notacién S para su accion sobre los médulos de secciones de
estos fibrados. S es un elemento de I'(TQ x R, 73 V* (7)) @ I'(TQ x R, V(m1)).
Teniendo en cuenta que la forma de estructura ¥ es un elemento de Q!(TQ x
R, V() = QHTQ x R) @ T'(TQ x R, n;V(n)), utilizando la dualidad
natural y contrayendo S con 1, obtenemos un elemento

V:=i(8)Y e Q(TQ xR) @ (TQ x R, V(m))

0
cuya expresion local es V = (dg" — v*dt) ® —. Observemos que V se puede

ver como un morfismo de C*(TQ x R)- modulos V: X(TQ x R) — X(TQ x
R) cuya imagen son campos 7i-verticales. S y V se llaman endomorfismos
verticales de TQ) x R.

7.1.2 Formalismo Lagrangiano dependiente del tiem-
po. Conexiones y funcion energia Lagrangiana

Una funcion Lagrangiana dependiente del tiempo es una funcién L € C*°(TQ x
R). Las 1 y 2-forma de Poincaré-Cartan asociadas a la funcién Lagrangiana
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L son las formas en TQ x R definidas por
Or:=dLoV+ Ldt, Qp:=-—-dOp

cuyas expresiones en coordenadas son

OL 0L OL
= —_— H — H = - M_ - H
Or o (dg" — v*dt) + Ldt (L v (%M) dt + (%qu
OL OL
Q, = —d|=— o —vt =L
L d(@v#)/\dq +d<8vuv >/\dt

Observemos que estos elementos no dependen de la conexion.

Una funcién Lagrangiana L es regular si la forma asociada €2, tiene rango
2

OvHOvY

maximo, lo que es equivalente a pedir que det ( ) sea diferente de cero

en cada punto. _

Por otra parte, sea V una conexién enen 7 : Q x R — R y V su levan-
tamiento candnico a m; : TQ X R — @ x R. Entonces podemos descomponer
Or v Qp en suma de dos formas, una vertical y otra horizontal. La forma
vertical (resp. horizontal) se caracteriza por el hecho de que se anula bajo
la accién de campos vectoriales horizontales (resp. verticales) asociados a la
conexién V. B

Por lo tanto Q7 = Q¥ + QY donde QF = dt Ai(51Y)Qp y QF = Qp — Q.
La descomposicién de Oy, se realiza de igual forma, ©F = dt A i(jllj')@ L,y
0y =0 — 64

Comentario: Es facil ver que esta construccién puede ser generalizada
para cualquier « € "(F') donde F' es una variedad fibrada sobre la base B;
ver [55] para més detalles.

Suponiendo la regularidad de L, la dindmica del sistema esta descrita por

un campo vectorial Xy € X(TQ x R), que es una Ecuacién Diferencial de
Segundo Orden (SODE), tal que:

(X)L =0 , i(X)dt=1 (7.2)

Una situacién diferente se presenta cuando intentamos definir intrinseca-
mente la funcion energia Lagrangiana.

Sea V una conexién en 7: Q x R = R, Y € X(Q x R) la suspensién del
campo vectorial asociado y j'Y € X(TQ x R) su levantamiento candnico.

La funcion energia Lagrangiana asociada a la funcién Lagrangiana L y la
conexién V es EY = —i(j1Y)O,

En coordenadas locales, si Y = = +I"—— , tenemos

ot g+
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Y = 2 41~ aqu (‘Tﬂ + ”gl;u) 5o v por lo tanto

oL
g

EY = — ") — L.

Es obvio a partir de la expresion anterior que la energia Lagrangiana
depende de la conexién. SiI'* = 0, la correspondiente conexién es la conexién
estandar. El uso de esta conexién oculta, en mecanica clasica, que la energia
depende explicitamente de ésta.

Proposicién 7.3 [35] Sea X1 € X(TQ x R) el campo vectorial dindmico,
solucion de las ecuaciones (7.2). Entonces

XL(EE) = _(J'lif)L

Demostracion:
XL(EE) = (XL)
= i(Xp)i
= i(j'Y)
-~ —L(T)
- (1 )(Li

EY = —i(X1)di(j'Y)0,
i(j'Y)dO, — i(X) L(j'Y)6y i
i(Xp)Qr +4([5'Y, X])Or — L(j E/)Z(XL)@L
(Xp)(dLoV + Ldt) = — L(j'Y)i(V(X))dL
(Xp)dt) = —('Y)L

donde hemos tenido en cuenta que [j'Y, X;] es m-vertical (ya que X es
una SODE y j'Y es el levantamiento canénico [30]) y ©L es una forma ;-
semibdsica, por lo tanto i([j'Y, X1])©r = 0.

O

Proposicién 7.4 [35] Si L es una funcion Lagrangiana tal que su transfor-
macion de Legendre asociada es diferente de cero en cada punto, entonces
todas las integrales primeras del campo vectorial dinamico Xy, son la energia
asociada a alguna conexion.

Demostracion: Sea V una conexién tal que su campo vectorial asociado
Y verifica que (j'Y)L = 0, entonces se cumple que EY es una cantidad
conservada. Reciprocamente, si f € C*(TQ x R) verifica X (f) = 0, tome-
mos la conexién asociada a cualquier campo vectorial Y tal que (j'Y)0, =
—f. Teniendo en cuenta que Op es m-semibésica y usando la definicién
de la transfogmacién de Legendre F'L, esta ecuacién puede ser escrita como
YoFL+j ( En

de cero en todo punto. Entonces se tiene que EY = f.

> O = —f , la cual puede resolverse para Y si F'L es diferente

O
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7.1.3 Formalismo no holénomo Lagrangiano dependien-
te del tiempo

Consideremos una distribucién D C T y supongamos que el movimiento

del sistema (@, L), con L € C*(TQ x R) estd restringido de manera que

las tnicas velocidades admitidas son aquellas que pertenecen a D. Llamare-
mos sistema no holénomo Lagrangiano dependiente del tiempo a la tripleta

(@, L, D).

El principio de d’Alembert en esta formulacién se enuncia de la siguiente
forma, ver [56]: las soluciones de tal sistema son las curvas integrales del
campo vectorial X, € X(TQ xR) con condicién inicial en D que son solucién
del siguiente sistema en los puntos de D:

i(X)wr € V(TDY)

i(Xp)dt =1

Xilp € X(D) (7.3)
donde TD® = {w € QNTQ) |w(X)=0,VX € X(D)} y

VT x R) — QYTQ x R)
se define como V*(w)(X) = w(V(X)).
Sea DV = {5 € 9(Q) | B(X) = 0, VX € T(D)}, si DY = (W', ™)
entonces se cumple que
VH(TD®) = (=&'ridt + 75 (w'), - -+, =@ rjdt + 75(w™))

donde 7R = mom y 79 = mg o m. En consecuencia, las ecuaciones de la
dindamica en D pueden escribirse como

z'(XL)wL = Z )\iTéwi
i=1

i(Xp)dt =1
XL|D € %(D)
Sea una conexién en 7 : () X R — R tal que el campo vectorial asociado
Y € X(Q) cumple que Y € I'(D). Consideremos Y € X(Q x R) la suspensién

de Y y j'Y € X(TQ x R) su levantamiento canénico. En estas condiciones
se tiene que:

Proposicion 7.5 Sea Xy el campo vectorial dinamico solucion de 7.3. FEn-
tonces en los puntos de D se cumple que

X (EY) = —i(j'Y)L
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Demostracién: De la Proposicién 7.3 tenemos que
Xp(BY) = —i(j'Y)L +i(j'Y )i(X1)

como (X)), € V*(TDY), sobre los puntos de D se verifica que

XL(EY) = —i(f'V)L+i(i'YV)(D Nrw)

i=1

= iYL+ Y NiY)' = —i('Y)L

donde hemos tenido en cuenta que i(Y)wliD =0yaqueY e€I'(D).

7.2 Simetrias de sistemas Lagrangianos de-
pendientes del tiempo. Simetrias infini-
tesimales y conexiones

Sea L € C*(TQ x R) una Lagrangiana dependiente del tiempo y ® un
difeomorfismo de fibrados de Q x R tal que su restriccion &g : R — R
verifica Pg(t) =1t + c.

7.2.1 Caso Lagrangiano dependiente del tiempo

® es una simetria si (j'®)*L = L, esto es, L es invariante por j'®. Recordemos
que en esta situacion las formas candnicas O y €27 son también invariantes
por j1®, ver [1].

Proposicién 7.6 Si L es invariante por j*® y X1 es una solucién de las
ecuaciones (7.2), entonces (j1®)* Xy, es también una solucidn.

Demostracién: Ya que (j!®)*L = Ly (j1®)*dt = d((j'1®)*t) =d(t +¢) =
dt, tenemos que

0=j'®*(i(X)Qp) = i(j'®*(X1))j @ (Qr) = i(j'®*(X1))Qs
y de manera similar

1= 710" (i(Xp)dt) = i(5'®*(X1))dt.
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a

Como L es regular, tenemos que (j'®)*X; = X, por lo tanto si o es una
curva integral de X, entonces ®*o también lo es.

Dado Y € X(Q,mg) un campo vectorial a lo largo de la proyeccién g,
consideremos el campo vectorial j'Y € X(TQ x R) donde Y = % +Y.

Diremos que j'Y es una simetria infinitesimal del sistema si L(j'Y)L = 0.
Como consecuencia de la proposicion anterior, tenemos:

Corolario 7.7 Si £(jj§7)L = 0, entonces L(j*Y)Q = 0, L(GY)dt = 0,
LGY)X, =0y LGY)EY =

O

Como caso particular, podemos considerar la invariancia bajo una cone-
xién. Sea V una conexién con j'Y € X(TQ x R) la prolongacién 1-jet del
campo vectorial Y asociado con V, que supondremos completo. El sistema
Lagrangiano se denomina invariante bajo la conexion V si L(j'Y)L = 0.

Proposicién 7.8 Si L(j'Y)L = 0 entonces dOY = —QY, dOH = —QH,

Demostracién:

deY = d(e,—i(j'Y)0Ldt) = —Q, — d(i(j'Y)O,) Adt
= QiYL Adt+ LG = —Qp + dEAi(5Y)Qy

= -0

O

7.2.2 Caso no holénomo Lagrangiano dependiente del
tiempo

Consideremos (@, L, D) el sistema no holénomo Lagrangiano dependiente del
tiempo. Diremos que el difeomorfismo ® : R x ) — R x @) es una simetria
del sistema si j1®*L = Ly (j'®;).(D) = D para todo t € R™, en donde
D, Q — Q es Di(q) = B(t, q).

Lema 7.9 Si ® es una simetria de (Q, L, D), entonces

j1®*(V*(TDY)) = V*(TD")
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Demostracién: Al ser j'® un difeomorfismo, basta con ver que si w € TD?,
entonces j'¢* (V*w) € V*(TDO).

FeVw)(Z) = (5 1@*(w oV))(Z) = ( (7'2.(2)))
= w((j'®). 0 V(2)) o (j1®), 0 V)(2)
Vi(wo (j'®).)(2)
donde Z € X(TQ) y Vo (j'®), = (j'®), 0V (ver [36] para més detalles sobre
esta propiedad).

De lo anterior tenemos que es suficiente con mostrar que wo(j®), € TDC.
Asi pues, sea Z € X(D), entonces se verifica que

(wo (j'®).)(Z) = w((j'®.)Z) = w((j'®:)+Z) = 0

va que (51®,).(D) = D.

O

Proposicién 7.10 Si ® es una simetria y Xy es una solucion de la ecuacion
dindmica 7.3, entonces (71®)* Xy es también una solucion.

Demostracion: De la prueba de la Proposicién 7.6 tenemos que
(7' (X)) = 5" (i(X1) )
que pertenece a V*(TDY) por el resultado del lema anterior. Por otra parte
también se verifica que i(j1®*(X))dt =1y j'®*(X) € TD.
([l

Corolario 7.11 Si L’glff)L = 0, entonces L(j'Y)Q, = 0, L(j'Y)dt = 0,
LGY)XE =0y LGY)EY =0 .

7.3 Reduccion de sistemas Lagrangianos de-
pendientes del tiempo invarientes por V

Sea j'Y una simetria infinitesimal del sistema (TQ x R, L). Consideremos la
accién de 'Y en TQ x R y sea [TQ x R] = (TQ x R)/;*Y el conjunto de las
clases de equivalencia. Sea 7! : TQ x R — [TQ x R] la proyeccién natural.
Asumiremos que [TQ x R] es una variedad diferencial y 7 una submersion.
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Recordemos que dada la proyeccién entre variedades 7 : M — M/ ~, y
w € Q"(M), diremos que w es T—proyectable si existe @ tal que 7*(0) = w.
Una condicion necesaria y suficiente para asegurar la proyectabilidad es que
i(X)w =0y L(X)w =0, para todo X € XV (7) o equivalentemente (X )w =
0y i(X)dw = 0, para X € XV(7) (ver [68] para mds detalles). Observemos
que en nuestro caso XV (7!) esté generado por ;'Y

Sea O = dt A (7Y, QY = Qp — QF y ©F = (i(j1Y)0L) dt, OF =
O, — ©¥ 1a descomposicién inducida por 6, entonces se cumple que:

Proposicién 7.12 0V, QY son T —proyectables.

Demostracién: Teniendo en cuenta que i(j1Y)dt = 1y i(jY)i(j1Y)Q, =
0, ya que €27, es antisimétrica, tenemos:

i) = (V)0 = (Y)Y )0 + (Y )i(GY)2r)dt = 0
i(j'Y)dQY = —z’(ij)(d(dt)/\igjlY)QL)+i(ng)(dt/\d(z’(j1Y)QL))
+ (1Y) =i(7'Y)(dt Ad(E(TY)Q))

donde la tiltima expresion es igual a cero ya que d(i(j'Y)) = L(7Y)Q —
i(j1Y)dQr. De manera andloga se prueba para OY.

O

Por lo tanto, existen formas diferenciales w y 6 en [TQ x R], tales que
T (w) = QY y T () = O]

Proposicién 7.13 EY es T —proyectable

Demostracion: La funcion energia Lagrangiana cumple que:

LGVVEY = i(i'Y)E} = (dEY)(5'Y) = —d(i(j'Y)0r)(7'Y)
= —(i('V)) (1Y) = =iV )iV = 0.

En consecuencia existe una funcién £ € C°([TQ x R]) verificando que
T (E) = EY.

Proposicién 7.14 ([TQ x R],w) es una variedad simpléctica.

Demostracion: Debemos probar que w es cerrada y no degenerada.
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o TH(dw) = d(T"w) = dQY = dQp — dQ¥ = —d(dt A i(j1Y)Q) =
dt Ad(i(5'Y)Qr)) = 0.

Ya que 7' es una submersién, el hecho de que 7 *(dw) = 0, implica

que dw = 0.

sea X € X(TQ x R) tal que 7L(X) =

e Supongamos que i(Z)w = 0,
i(X)QY =XV + XH)QY = i(XV)QY =

Z, entonces 0 = i(Z)w
(XY,

Como L es regular, entonces X" = 0, lo que implica que Z = 0.

7.3.1 Caso Lagrangiano dependiente del tiempo

Consideremos la ecuacién de la dinamica en TQ x R, la escribiremos de
manera adecuada para poder obtener facilmente la dindmica en el cociente.

0 = (Xp)Q =i(X)(Qf + Q) =i(5'Y)Q — de(i(XL)i('Y))
+ (X)) =i(GY)QL + (X)) = —dEY +i(X)QY.

i(XL)i(leff)QL = 0, ya que X es una solucién de (7.2) y z’(jl}N/)QL =
—L(j'Y)0, +d(i(j'Y)0L) = —dEY.

Como la conexién V asociada a j 1Y permite descomponer T(TQ xR) =
H(V)® V(ror!), entonces X; = X2 + X} y

0 = —dEY +i(XE + XY = —dEY + (XY +i(x) )0V
= —dEY +i(X])Q).

ya que i(f ]-1}7)9\5 = fi( jlg)Qg = 0. Observemos que la segunda ecuacién
no nos proporciona ninguna informacién sobre X/, ya que i(X))dt = 0
siempre se cumple. Por lo tanto tenemos que i(X})Q) = dEY.

De las proposiciones anteriores se cumple que

0=—dF (&) +i( X )T *w =7 (—dE) + T *(i(X)w) = T *(—d& +i(X)w).

1

Esto implica que 0 = —d& + i(X)w, por ser T' una submersién. Asi la

ecuacién dindmica en [TQ x R] es i(X)w = d€.

Proposicién 7.15 ([TQ x R|,w, &) es un sistema Hamiltoniano y € es una
integral primera del sistema ([TQ x R],w,&).
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Demostracién: Ya que (j1Y)L = 0, la funcién energfa EY es constante
a lo largo de las trayectorias de (7.2). Por otra parte XZ#(EY) = 0 pues
(AEV)XH = —i(f5'Y)i(j'Y)Q, = 0. En consecuencia, 0 = X, (EY) =
XH(EY)+ XY (EY) = XY (EY). De lo anterior resulta que 0 = X} (EY) =
THHX(E)) y X(E) =0.

O

La restriccién del sistema Hamiltoniano ([TQ x R],w, &) a la hipersuper-
ficie definida por £ = ctn, consigue el mismo resultado que si aplicaramos
el proceso de reduccién presimpléctica, estudiado en [37], al sistema La-
grangiano inicial (TQ x R, L) bajo la accién de j'Y.

Ahora supongamos que X € X([TQ x R]) es una solucién de la ecuacién
dindmica i(X)w = d€. Queremos recuperar la solucién X, € X(TQ x R) de
(7.2) apartir de X. Sea Z := j'Y +vy(X) € X(TQxR), donde X € X(TQ x
R) verifica que 71(X) = X. Esta bien definido ya que todo X € X(TQ x R)
tal que TL(X) = X tiene la misma parte vertical. Entonces:

Proposicién 7.16 Z € X(TQ x R) es una solucion de (7.2).
Demostracion: Al ser d¢ una forma semibdsica se tiene que:
(2)dt = i(jY)dt + i(vg(X)dt = 1 + i(vg(X)dt = 1
i(2)Q = (V) +i(ve(X)Q) = i(j'Y)Q +i(X)Q)
= —7HdE) +i(X)T w = 7 (dE) + T (i( X )w)
= 7TH(=d€ +i(X)w) =0

O

7.3.2 Caso no holénomo Lagrangiano dependiente del
tiempo

Consideremos la ecuacién dinamica del sistema no holénomo Lagrangiano
dado por (@, L, D). Sin més que seguir el mismo razonamiento que en el
apartado anterior tenemos que

i(X1)Q =7 (—dE +i(X)w) € V*(TD?)
esto implica que

(X)w—dE ey
X € X(|D x R]) (7.4)

donde J = {w € Q([TQ x R]) | 7 *(w) € V*(TD)}
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Proposicién 7.17 £ es una integral primera del sistema 7.4.

Demostracion: Se sigue de la misma manera que en la Proposicién 7.15.

O

7.4 Propiedades del sistema Lagrangiano Re-
ducido

Consideremos la variedad [Q x R] := (Q x R)/Y y la submersién 7 : Q x
R — [@ x R]. Para cada elemento [(¢,t)] € [@ x R] podemos escoger un
representante de la forma (g,0): si (q,t) € [(¢,t)] entonces, (¢,0) = ¢_.(q,t)
donde ¢,(q,t) = (p9(q,t),t + s) es el flujo de Y. Este elemento es tnico, ya
que si existe (¢*,0) y (¢2,0) en la misma clase de equivalencia [(q, )], entonces
para algin s € R, tenemos (¢%,0) = (©%(¢*,0),s). De donde podemos
concluir que s = 0 y por lo tanto ¢* = ¢°.

De las consideraciones anteriores se tiene que existe una biyeccién natural

¥ de [@Q X R] en Q.

vi [QxB —  Q b Q
(@,t)] — ¢%(tq) q

Es claro que Y o ¢p™! = Id|q y ¢! o) = Id|jgxr)-
Proposicién 7.18 ¢ es un difeomorfismo.

Demostracion: Consideremos el diagrama

™

QxR Q x R]

-

Q

donde ¢(t,q) = gotQ (t,q). 9 es diferenciable si y sélo si ¢ es diferenciable, ver
[42] y ¢ es diferenciable trivialmente.

Por otra parte, podemos ver () como como variedad cociente de ) x R,
entonces siguiendo el razonamiento anterior, 1~! es diferenciable ya que 7 lo
es. En consecuencia v es un difeomorfismo.
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Observemos que por medio de @ podemos construir u sistema local de
coordenadas naturales en [Q x R]. Sea {U,,(,} un atlas en @, entonces es
facil ver que {171 (U,), s 0 1} es un atlas en [Q x R].

De igual modo que en la proposicién anterior, podemos construir un difeo-
morfismo

Y [TQ xR — TQ

La proyeccién 7 : [TQ x R] — [@ x R] esta bien definida ya que dada una
curva integral, v, de 'Y, m o7 es una curva integral de Y.

T [TQ xR — [Q x R]
[(vg,8)] — (g, )]

Proposiciéon 7.19 7, es una submersion.

Demostracién: En coordenadas naturales, 7 (¢, ¢, v) = (t,q), de donde
7, es diferenciable y exhaustiva.

O

De todo lo anterior se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

TQ x R T . TQ xR —;L*TQ

m T Q

(l

QxR (@ x R] Q

Ya que L € C*°(TQ x R) es constante a lo largo de las curvas integrales
de j1§7, podemos definir una funcién £ en [TQ x R]. Consideremos las
formas Lagrangianas 0z y wg en TQ asociadas con la funcién Lagrangiana
£ = ,(£). Nuestro propésito es comparar éstas con Y,w y 1,6.

Il

Proposicién 7.20 (@Zo T (0:) = OY =7*(6).

Demostracion: Es suficiente con probarlo en coordenadas locales. Sea
=1
p:=PoT

)

N 2h
<()02t(qz>t)> d

o(t,q',v") T

(1 (¢ 0) + S50 0) ) — (%)

y L(t,¢',v") = £(8(t, ¢',v")), tenemos que
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~ 0L 0yt 0t
(Wo7)(0z) = 900 ( 50? dg’ + —g : dt)
U gitgi) \ O litg) g
0L Rl XY 0t
= (e 57 )CW o0 o,
U |gtqiwy OF litgi) U sty O g
oL 9L Ot
0L ) 0’ o O
55 (—P”(q,t) (;0; +1Y(¢', 1) g}t )dt
Ul (t,qt,0%) T lita) T g

)

e (—mq, 1) 2t
o(t,q" v?) 4

dvi

OL

vl

dqj +

) it
(t,9%)

oL Oyt N
R T
U lgaion \ O lig) @ it
oL - o oL
U (g1 1) U (g1 1)
donde hemos tenido en cuenta que
oL 08 O’ 08 0p_y
N giwty O lgrgwn O gy OV lotrginry OF g
8<p’;t 8ap'it

= 0, ya que la aplicacién

Observemos que + Y|, 0y 5
ot . t,q" OqgJ .
(t.q") (1) 047 | 1,1y 5 5

(t,q") = (t,¢" (¢, 1)) transforma el campo vectorial & + I''(¢*, ¢) a7 el B

O

El resultado anterior se debe al hecho de que la simetria es natural, esto
es, una prolongacién jet de un campo vectorial en ) x R.

Proposicién 7.21 7 *(¢* (wz)) = QY

Demostracién: Ya que wg = —dfz, tenemos que (¢ o T)*(dfs) = d((z) o

7)*0s) = dOY. Por otra parte se verifica que dOY = —QY. En consecuencia

(0 (ws) = .
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Corolario 7.22 0 = 12*(03) Yw = J*(wg).

Demostracién: De la proposicién anterior tenemos que 7*(¢*(65)) =
T1*(0), entonces ya que T' es una submersién, § = *(0z). La segunda

afirmacién se sigue del mismo modo.

O

Una situcion diferente se presenta cuendo intentamos hacer lo mismo
con la energia. Sea £ := AL — £ la energia asociada a la Lagrangiana
£. En general 7 *(¢*(£3)) # EY. Por lo tanto el sistema Hamiltoniano
(ITQ x R]|,w, £) no es, en general, Lagrangiano.

Ejemplo:
Sea (TR? x R, 27) un sistema Lagrangiano regular asociado a la funcién
lagrangiana

1
L(t,z,y, v, 0,) = §(U§ - vj) —V(y)+ (t — 2)v, + (t — 2)v,.

Consideremos la simetria infinitesimal j y = % + a%' Teniendo en cuenta
la expresion local del flujo, £(Z, 7, 0z, Uy) = 3(03 +03) — V(§) — T 0, — T .
De las consideraciones anteriores tenemos que 0z = (v; — ) dz + (v; — ) dy
y como ya sabemos

0" (0z) = (vy—z+t)(dz—dt)+ (v, —x+1t)dy =
= (& — v+ t)dt + (v, — z + t)dz + (v, — z + t)dy = OF

Por otra parte como E} = £(v2+v2) + V(y) + = — t — v,, tenemos que
£ =5(02+02) +V(y)+ (Z — v;) que es diferentes de £z = (02 +02) + V(7).

Ahora podemos resolver la ecuacién dindmica i(X;)ws = d€, obteniendo
que

0 0 0 ov. 0o
Xe= (0 — )=+ 0= — (1 +0g) =+ (0 — 1 — =) 5=
£ (U )aj + Uy ay ( + Uy)a@j + (U ay )avg
y en consecuencia Xy = % + vwa% + vy% —(1+ vy)% + (v, —1— %_‘;)%'

Comentario y Ejemplo: Aunque en el caso mecanico si es posible
hallar una solucién del sistema reducido, en el caso no holénomo esto puede
no suceder. Veamos un ejemplo:
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Sea (TR? x R, Qy, D) el sistema Lagrangiano no holénomo regular asoci-
ado a la funcién lagrangiana

1
L(t,x,y, 2,0y, Uy, V;) = §(v§+v§+v3)—V(y, 2)+(t—z)vg+(t—z)v,+(t—2)v,.

y a la distribucién no integrable

0 o 0
D_<%+y%’8_y>

Consideremos la simetria infinitesimal del sistema Y = 8%. Como DV =
(—ydz + dz, dt) se tiene que

V*(TD®) = ((yv, — v, )dt — ydz + dz)
y haciendo los cédlculos adecuados se obtiene que
J={w e Q([TQ xR]) | 7'*(w) € V/(TD")} = {0}.

Por lo tanto la ecuacién de la dindmica del sistema reducido es i(X)w —d€ =
0. Siguiendo el razonamiento del apartado anterior se tiene que

_ o _ 90 _0 0 ov. o ov. o
X = (Ui;_1)%‘H)ga_g‘f"l)z%_(1+’Ug+vga—q_}j+(vi—1—a—g)a—%+(’vf— _E)aﬁg

que no verifica que X € X([D x R]) y por lo tanto el sistema reducido no
tiene solucion.



Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se han estudiado diferentes aspectos relacionados con el
tratamiento geométrico de los sistemas no holénomos. Esta linea de investi-
gacion ha permitido profundizar en el estudio de la formulacién y propiedades
de estos sistemas y las consecuencias que para su control se derivan. El
ambito genérico en el que se tratan todos los problemas es el de los sis-
temas mecanicos en variedades de Riemann. En concreto los aspectos mas
importantes que se han abordado y sobre los que se han aportado resultados
originales son:

1.

Descripcién de los sistemas no holénomos como campos vectoriales en
el fibrado tangente. Caracterizacion geométrica de los multiplicadores
de Lagrange y de la subvariedad de puntos de equilibrio.

Generalizacién al caso de variedades de Riemann completas de los teo-
remas de estabilidad y estabilidad asintética de La Salle para campos
vectoriales, tanto en el caso de puntos de equilibrio aislados como en
el de subvariedades. Aplicacién de estos resultados a los sistemas no
holénomos disipativos y parcialmente disipativos. Generalizacion de
los resultados de estabilidad a los sistemas Lagrangianos.

Estabilizacién de puntos de equilibrio mediante pasividad en el caso de
sistemas dindamicos y de sistemas mecanicos con control en variedades
de Riemann completas.

Formulacién geométrica de la nocién de extensién dindmica. Aplicacion
al caso de estabilizacion de sistemas mecanicos en un punto arbitrario.
Generalizacién al caso de sistemas mecanicos no holénomos con control.

Equivalencia entre sistemas mecanicos con control y sus sistemas cine-
maticos asociados en el caso de sistemas no holénomos con control y sis-

117
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temas mecanicos con simetrias. Para el caso de sistemas no holénomos
infractuados, se han caracterizado conjuntos de soluciones del sistema
cinematico que lo son también del sistema dinamico.

6. Reduccion de la formulacién de contacto para Lagrangianas dependien-
tes del tiempo si existe una simetria infinitesimal de la misma tanto en
el caso sin restricciones como en el caso no holénomo.

El trabajo presentado aqui constituye un paso més en el tratamiento
geométrico de los problemas enunciados. Damos a continuacion una lista de
posibles direcciones en las que se podria seguir trabajando:

e Descripcion de los sistemas con simetrias no holénomas como campos
vectoriales en el fibrado tangente. Invariancia de los multiplicadores de
Lagrange. Reduccién al algebra de Lie.

e Estudio de la estabilidad en el caso de sistemas mecanicos con un
grupo de simetrias GG tanto en el caso sin ligaduras como en el caso
no holénomo.

e Estudio de la estabilidad en sistemas mecanicos con control que poseen
grupo de simetrias. Estabilizacion por pasividad y mediante exten-
siones dinamicas. Generalizaciéon al caso de sistemas mecanicos no
holénomos.

e Generalizacion de la reduccién Lagrangiana a situaciones més genera-
les. En particular: sistemas dependientes del tiempo no regulares y
sistemas Lagrangianos dependientes del tiempo cuyo espacio de con-
figuracion es un fibrado no trivial tanto en el caso regular como no
regular.

e Ahondar en el estudio geométrico de las extensiones dindmicas. Rela-
cionar la existencia de extensiones dindmicas ”especiales” con propiedades
globales de los sistemas con controles.

e Estudiar la aplicacion de estos métodos al problema del seguimiento de
trayectorias.
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