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Resum

Les maquines i els mecanismes, habitualment, poden presentar un comportament vibratori
en el seu funcionament ja que estan formades per solids deformables de massa no negli-
gible i unions no rigides. Aquest comportament vibratori es pot posar de manifest per a
excitacions transitories provocades tant per forces externes com per moviments d’inercies
internes. Normalment, aquest tipus de vibracions segueixen presents en acabar el transito-
ri, i poden influir negativament en el funcionament correcte del sistema. Les oscillacions
romanents en el sistema un cop ha finalitzat I’excitaci6 transitoria s’anomenen vibracions
residuals.

En I’actualitat, les tecniques de reduccié de vibracions residuals en sistemes oscilllatoris
es poden dividir en dos grans grups: els que tracten d’incidir directament en la llei de
moviment ja sigui modificant-la préviament o de manera adaptativa en temps real, i els
basats en el control actiu de vibracions.

D’altra banda, I’accionament que mou una maquina requereix generalment d’una relacio
de transmissié no unitaria per tal d’adequar el parell —o forca— i la velocitat de I’actuador
amb el moviment de la carrega. Amb I’objectiu d’aconseguir la relacié desitjada, es pot
pensar en 1’ds d’elements amb cinematica lineal —o molt aproximadament lineal- com,
per exemple, engranatges, corretges o cadenes. No obstant, els engranatges i les cadenes
introdueixen jocs en el sistema que poden dificultar-ne el control i el bon funcionament.
A més a més, aquest fet pot provocar 1’excitacio no controlada d’alguns dels modes propis
vibratoris de la maquina, la qual cosa dificulta la reducci6 de les vibracions residuals. Pel
que respecte a les corretges, afegeixen una rigidesa addicional prou baixa com per a intro-
duir un mode propi vibratori rellevant quant al control d’aquesta dinamica no desitjada.

Una alternativa possible per a evitar els inconvenients esmentats és fer is de mecanismes
de barres d’un grau de llibertat de cinematica no lineal i amb moviment pla que actuin
al voltant d’una configuracié de punt mort. Aquesta opcié permet reduir notablement els
jocs introduits en el sistema i aconseguir elevades relacions de transmissio, perd comporta
I’estudi en detall de la cinematica inversa al voltant d’aquestes configuracions.
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En aquesta tesi doctoral, es proposa la generacié de senyals d’excitacid o control en
sistemes mecanics per a minimitzar I’aparicié de vibracions residuals. La transmissio de
moviment del sistema d’estudi es realitza mitjancant accionaments de cinematica no lineal
d’un grau de llibertat amb moviment pla. En general, en mecanismes de transmissio de
cinematica lineal —o gairebé lineal— la llei de moviment desitjada a la sortida de 1’acciona-
ment €s practicament identica al senyal de comanda o d’entrada al control corresponent.
En el desenvolupament proposat, pero, com s’utilitza una transmissié6 amb cinematica
no lineal al voltant de configuracions de punt mort, el senyal de comanda o d’entrada a
I’accionament i la llei de moviment resultant difereixen notablement.

Per una altra part, la viabilitat del disseny del senyal de comanda de I’accionament, per a
poder ser reproduit mitjancant actuadors electrics convencionals, depen, en gran mesura,
de les condicions de continuitat de la llei de moviment a I’inici, al final i en el pas per les
configuracions singulars. El desenvolupament dut a terme es basa en la resolucié de les
indeterminacions resultants de 1’analisi de la cinematica inversa per mitja de la regla de
L’Hopital per tal d’obtenir les relacions de continuitat entre el senyal de comanda i la llei
de moviment resultant. Per a la reduccié de vibracions residuals, s’empren els metodes
coneguts actualment amb les restriccions que comporta el fet que hi hagi punts morts en
el rang de funcionament del mecanisme.

Els sistemes vibratoris considerats son els que es poden modelitzar com a sistemes lineals
discrets d’un grau de llibertat i que es poden descriure amb equacions de moviment de pa-
rametres constants. Amb la finalitat de reduir les vibracions residuals d’aquests sistemes,
el metode presentat utilitza, com a funcions base, corbes de Bézier no parametriques.

Finalment, es comprova la validesa del metode a partir d’assajos experimentals. El mun-
tatge consta d’un accionament format per un servomotor de corrent continu (DC), un
mecanisme de transmissié de pisté-biela-manovella i un pendol com a sistema oscillatori,
I’eix de rotacio del qual es mou solidari amb el pistd. En primer lloc, es valida experimen-
talment la continuitat C" minima que ha de complir un senyal de comanda per a poder ser
reproduit mitjangant un actuador electric convencional. Posteriorment, es realitzen quatre
series d’experiments cadascuna de les quals consta de dos assajos. En el primer, es defi-
neix una llei de moviment que compleix les condicions necessaries per a passar per una
configuracié de punt mort de ’accionament. En el segon assaig, es modifica aquest senyal
per tal de reduir les vibracions residuals del pendol. La bondat en els resultats obtinguts
en els assajos valida I’estudi analitic proposat.
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Resumen

Las mdquinas y mecanismos, habitualmente, pueden presentar un comportamiento vi-
bratorio en su funcionamiento ya que estdn formadas por s6lidos deformables de masa
no despreciable y uniones no rigidas. Este comportamiento vibratorio se puede poner de
manifiesto para excitaciones transitorias provocadas tanto por fuerzas externas como por
movimientos de inercias internas. Normalmente, este tipo de vibraciones siguen presentes
al terminar el transitorio, y pueden influir negativamente en el funcionamiento correcto
del sistema. Las oscilaciones remanentes en el sistema una vez ha finalizado la excitacion
transitoria se conocen con el nombre de vibraciones residuales.

En la actualidad, las técnicas de reduccion de vibraciones residuales en sistemas oscilato-
rios se pueden dividir en dos grandes grupos: los que tratan de incidir directamente en la
ley de movimiento ya sea modificdndola previamente o de manera adaptativa en tiempo
real, y los basados en el control activo de vibraciones.

Por otro lado, el accionamiento que mueve una maquina requiere generalmente una rela-
cién de transmision no unitaria para adecuar el par —o fuerza— y la velocidad del actuador
con el movimiento de la carga. Con el objetivo de conseguir la relacion deseada, se puede
pensar en el uso de elementos de cinemdtica lineal —o aproximadamente lineal- como,
por ejemplo, engranajes, correas o cadenas. No obstante, los engranajes y las cadenas
introducen juegos en el sistema que pueden dificultar su control y su buen funcionami-
ento. Ademds, este hecho puede provocar la excitaciéon no controlada de algunos de sus
modos propios vibratorios, lo que dificulta la reduccién de las vibraciones residuales.
Con respecto a las correas, afiaden una rigidez adicional suficientemente baja como para
introducir un modo propio vibratorio relevante en cuanto al control de las vibraciones
residuales.
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Otra alternativa posible es hacer uso de mecanismos de barras de un grado de libertad de
cinematica no lineal y con movimiento plano que actien alrededor de una configuracion
de punto muerto. Esta opcidén permite reducir notablemente los juegos introducidos en el
sistema y conseguir elevadas relaciones de transmision, pero implica el estudio en detalle
de la cinematica inversa alrededor de estas configuraciones.

En esta tesis doctoral, se propone la generacion de sefnales de excitacion o control en
sistemas mecdnicos para minimizar la aparicion de vibraciones residuales. La transmision
de movimiento del sistema de estudio se realiza mediante accionamientos de cinemati-
ca no lineal de un grado de libertad con movimiento plano. En general, en mecanismos
de transmision de cinemdtica lineal —o casi lineal— la ley de movimiento deseada en la
salida del accionamiento es practicamente idéntica a la sefial de entrada al control corres-
pondiente. En el desarrollo propuesto, no obstante, como se utiliza una transmisién con
cinemadtica no lineal alrededor de una configuracién de punto muerto, la sefial de con-
trol o de entrada al accionamiento y la ley de movimiento resultante difieren notablemente.

Por otro parte, la viabilidad del disefio de la sefial de control del accionamiento, para poder
ser reproducida mediante actuadores eléctricos convencionales, depende, en gran medida,
de las condiciones de continuidad de la ley de movimiento en el inicio, final y en el paso
por estas configuraciones singulares. El desarrollo realizado se basa en la resolucion de
las indeterminaciones resultantes del andlisis de la cinemadtica inversa por medio de la
regla de "Hopital para obtener las relaciones de continuidad entre la sefial de control y
la ley de movimiento resultante. Para la reduccion de vibraciones residuales, se utilizan
los métodos conocidos actualmente imponiendo las restricciones que conlleva el hecho de
que haya puntos muertos en el rango de funcionamiento del mecanismo.

Los sistemas vibratorios considerados en esta tesis son los que se pueden modelizar como
sistemas lineales discretos de un grado de libertad y que se pueden describir mediante
ecuaciones de movimiento de pardmetros constantes. Con la finalidad de reducir las vi-
braciones residuales de estos sistemas, el método presentado en esta tesis utiliza, como
funciones base, curvas de Bézier no paramétricas.

Finalmente, se comprueba la validez del método a partir de ensayos experimentales. El
montaje consta de un accionamiento formado por un servomotor de corriente continua
(DC), un mecanismo de transmission de piston-biela-manivela y un péndulo como sistema
oscilatorio, cuyo eje de rotacion se mueve solidario con el piston. En primer lugar, se valida
experimentalmente la continuidad C" minima que tiene que cumplir una sefial de control
para poder ser reproducida mediante un actuador eléctrico convencional. Posteriormente,
se realizan cuatro series de experimentos cada una de las cuales consta de dos ensayos. En
el primero, se define una ley de movimiento que cumple las condiciones necesarias para
pasar por una configuracién de punto muerto del accionamiento. En el segundo ensayo,
se modifica esta sefial para reducir las vibraciones residuales del péndulo. La bondad en
los resultados obtenidos en los ensayos valida el estudio analitico propuesto.
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Abstract

Machines and mechanisms can usually exhibit a vibratory behavior during operation since
they are formed by deformable solids of non-negligible mass and non-rigid joints. This
oscillatory behavior can be shown for transient excitations caused by both external forces
and internal inertia movements. Normally, this kind of vibrations are still present even
after the end of the transient, and can negatively influence the correct operation of the
system. Remaining oscillations in the system once the transient excitement has finished
are called residual vibrations.

Nowadays, residual vibration techniques in oscillatory systems can be divided in two dif-
ferent groups: the ones that try to influence directly into the motion law, either modifying
it previously or in an adaptative form in real time, and the ones based on the active control
of vibrations.

On the other hand, the drive that moves a machine generally requires a non-unitary trans-
mission ratio in order to adjust the torque —or force— and the speed of the drive with the
movement of the load. With the objective of achieving the desired ratio, one may think
about using elements with lineal kinematics —or roughly linear— such as, for example, gears,
belts or chains. However, gears and chains introduce plays in the system that may hinder
its control and its correct operation. In addition, this fact may produce the uncontrolled
excitation of some of its own vibration modes, which makes it difficult to reduce residual
vibrations. Regarding belts, they add an additional stiffness low enough to introduce a
relevant vibration mode as regards the control of residual vibrations.

Another possible solution is to use one degree of freedom bar mechanisms with non-linear
kinematics and planar motion that works around a dead point configuration. This option
allows to notably reduce the plays introduced in the system and achieve high transmission
ratios, but implies the study in detail of the inverse kinematics around these configurations.

In this dissertation the generation of excitation or control signals in mechanical systems
in order to minimize the appearance of residual vibrations is proposed. The transmission
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of the motion is carried out through one degree of freedom non-linear kinematic drives
with planar motion. In general, in linear kinematic transmission mechanisms —or roughly
linear—, the desired motion law at the output of the drive is nearly the same than the input
signal to the corresponding control. In the proposed development, however, as non-lineal
kinematics transmissions are used near dead point configurations, the control signal of the
drive and the resulting motion law differ considerably.

On the other hand, the feasibility of control signal design of the drive depends to a great
extend on the conditions of continuity of the motion law at the beginning, ending and
passing through these singular configurations. The development performed is based on
the resolution of the resultant indeterminacies of the inverse kinematic analysis through
the use of LHopital’s rule to obtain the continuity relations between the control signal
and the resulting law of motion. For the reduction of residual vibrations, currently known
methods are used imposing the restrictions that entails the existence of dead points in the
operating range of the mechanism.

The oscillatory systems considered in this thesis are those that can be modeled as discrete
linear systems of one degree of freedom and that can be described by equations of motion
with constant parameters. In order to reduce the residual vibrations of these systems, the
method presented in this thesis uses, as base functions, non-parametric Bézier curves.

Finally, the validity of the method is verified based on experimental tests. The test bench
consists of a drive formed by a direct current servomotor (DC), a transmission mechanism
of a piston-slider-crank mechanism and a pendulum as an oscillating system, whose
rotation axis moves in conjunction with the piston. First of all, the minimal continuiy C"
required for a control signal in order to be performed by electrical conventional actuators is
experimentally confirmed. Thus, four series of experiments are performed each of which
consists of two tests. In the first one, a law of motion that meets the necessary conditions
to pass through a dead point configuration of the drive is defined. In the second test, this
signal is modified in order to reduce the residual vibrations of the pendulum. The goodness
in the results validates the analytical study proposed.
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Capitol 1

Introduccio

Aquesta tesi doctoral, que porta per titol Aportacio a I’estudi de la reduccio de vibracions
residuals en transitoris de moviment generats mitjancant accionaments de cinematica no
lineal, s’emmarca en 1I’ambit de la mecanica de vibracions i de la cinematica de mecanis-
mes. En el primer cas, s’inclou dins I’estudi de les vibracions residuals i com reduir-les
mitjangant la modificaci6 del senyal d’entrada que governa el sistema —senyal de comanda.
D’altra banda, també s’agrupa dins de 1’analisi cinematica de mecanismes amb configu-
racions singulars, tipus punt mort, dins del seu rang de funcionament, i la resolucié de la
cinematica inversa en aquestes configuracions especifiques.

En aquest capitol s’exposa, en primer lloc, la motivacié que ha dut a terme la realitzacié
d’aquest estudi. A continuacid, es descriuen els objectius a assolir, els quals delimiten
I’abast de la investigaci6 realitzada. Finalment, es defineix I’estructura de la tesi doctoral
amb una breu descripci6 del contingut de cada capitol.

1.1 Motivacio de I’estudi

Durant el funcionament de maquines i mecanismes, es poden produir excitacions transito-
ries provocades tant per forces externes com per moviments d’inercies internes. Aquestes
excitacions poden posar de manifest el comportament vibratori del sistema. Les oscil-
lacions generades durant el transitori poden, fins i tot, continuar quan el moviment ja ha
acabat, la qual cosa pot influir negativament en el funcionament correcte del sistema. Les
oscillacions romanents en el sistema un cop ha finalitzat I’excitacio transitoria s’anomenen
vibracions residuals. En la Figura 1.1 es posa de manifest la generacié d’aquest tipus de
vibracions en la resposta del sistema y(f) una vegada ha finalitzat la llei de moviment x(z).
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Senyal d’entrada Resposta
x(1) Sistema ()
vibratori
X
t
Y Vibracio
residual

Figura 1.1: Senyal d’entrada x(¢) i resposta y(¢) del sistema

Algunes de les aplicacions industrials que poden veure compromesa la seva funci6 a causa
d’aquestes oscillacions residuals, ja sigui per requerir un major temps d’estabilitzacioé del
sistema o bé per la perdua de precisid, son, per exemple, el palpador d’una maquina de
mesura per coordenades o el moviment de la carrega d’una grua.

D’altra banda, I’accionament que mou una maquina requereix generalment una relacié de
transmissio no unitaria per tal d’adequar el parell —o for¢a— i la velocitat de 1’actuador
amb el moviment de la carrega. Amb I’objectiu d’aconseguir la relacié desitjada, es pot
pensar en I'Gs d’elements amb relacié de transmissié sensiblement constant com, per
exemple, engranatges, corretges o cadenes. El principal avantatge d’aquesta opci6 és que,
en tractar-se de sistemes amb cinematica lineal —o molt aproximadament lineal—, la relacié
entre els parametres d’entrada i de sortida del sistema €s relativament facil de trobar. Ara
bé, en el cas dels engranatges i cadenes, els jocs que s’introdueixen en el sistema poden
dificultar-ne el control i el seu bon funcionament. A més a més, aquest fet pot provocar
I’excitacié no controlada d’alguns dels seus modes propis vibratoris, la qual cosa dificulta
la reduccié de les vibracions residuals [68]. Finalment, les corretges presenten I’inconve-
nient que afegeixen un element elastic entre 1’actuador i la carrega, fet que en dificulta el
control. En alguns casos, per a resoldre aquests problemes, es poden utilitzar mecanismes
de barres amb moviment pla d’un grau de llibertat que actuin al voltant d’una configuracié
de punt mort. Aquesta alternativa permet reduir notablement els jocs introduits en el siste-
ma i aconseguir elevades relacions de transmissié. Ara bé, aquests mecanismes presenten
els inconvenients de la no linealitat de la seva cinematica i de la indeterminacié de la
cinematica inversa en les configuracions de punt mort. Aix0 fa que aquesta opcié sigui
poc utilitzada.

En aquesta tesi doctoral es proposa aportar coneixement a la reduccié de vibracions re-
siduals quan els sistemes lineals vibratoris sén governats mitjancant accionaments de
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cinematica no lineal amb moviment pla i configuracions de punt mort dins del seu rang
de funcionament. Aquest fet comporta I’estudi en detall de la cinematica inversa en con-
figuracions de punt mort i la seva resolucié amb la finalitat d’obtenir lleis de moviment
fabricables fent Us d’actuadors electrics convencionals. Pel que fa a la reduccié de vi-
bracions residuals, s’empraran els metodes coneguts actualment amb les restriccions que
comporta el fet que hi hagi punts morts en el rang de funcionament del mecanisme.

1.2 Objectius

L'objectiu principal d’aquesta tesi és la definicié de lleis de moviment amb la finalitat
de reduir les vibracions residuals d’un sistema oscillatori —modelitzat com a un sistema
lineal i amb parametres constants— d’un grau de llibertat vibratori governat a través d’un
accionament de cinematica no lineal (Figura 1.2). Es considera que 1’evolucié temporal
del sistema es comanda mitjangant un actuador electric convencional. El metode que es
proposa és generic i valid per a qualsevol mecanisme de barres amb moviment pla d’un
grau de llibertat amb configuracions de punt mort dins del seu rang de funcionament.

Senyal de comanda Senyal d’entrada Resposta
xc(2) Mecanisme de x(2) Sistema (1)
cinematica no lineal vibratori

Figura 1.2: Diagrama de blocs del sistema d’estudi de la tesi doctoral

Els objectius especifics necessaris per tal de desenvolupar aquesta tesi son:

1. Determinar el grau de continuitat minim de la llei de moviment x(¢) de la coordenada
que conté el punt mort en el seu rang de funcionament perque el senyal de comanda
xc(t) pugui ser realitzable mitjancant un actuador eléctric convencional.

2. Validar les conclusions de I’estudi del grau de continuitat obtingudes en el punt
anterior mitjancant simulacions.

3. Determinar lleis de moviment de posici6 i velocitat en I’entorn d’un punt mort per a
reduir vibracions residuals mitjancant alguns dels metodes existents en 1’actualitat.

4. Dissenyar un banc d’assaig i comprovar la validesa dels resultats obtinguts mitjan-
cant la realitzaci6 d’assajos experimentals.

1.3 Estructura de la tesi doctoral

El contingut de la tesi doctoral s’estructura en set capitols els quals, amb excepcié del
primer, es descriuen breument a continuacio.

En el capitol 2 s’exposa I’estat actual dels metodes utilitzats per a: 7) reduir vibracions
residuals en sistemes oscillatoris i ii) resoldre el problema de la cinematica inversa en
configuracions de punt mort. En el primer cas, es fa esment tant de les tecniques que mo-
difiquen préviament el senyal temporal amb I’objectiu d’evitar la generacié de vibracions
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residuals com dels metodes corresponents al control actiu de vibracions. Aquest darrer cas,
tot i tenir com a finalitat el mateix objectiu, queda for¢a allunyat de I’abast de la tesi i, per
tant, se’n fa inicament una breu referéncia. Pel que fa al problema de la cinematica inversa
en configuracions de punt mort, s’exposen els principals procediments que s’utilitzen en
I’actualitat per a trobar-ne una solucié numerica.

El capitol 3 conté les principals eines i metodes que s’utilitzen en el desenvolupament de
la tesi. Primerament, es fa una breu menci6 del concepte de continuitat i s’especifiquen
els criteris per tal que una funcié d’una variable sigui continua en un punt. Tot seguit,
s’exposen les corbes de Bézier com a base per al disseny de lleis de moviment en me-
canismes. Partint de la hipotesi que els mecanismes s6n governats mitjancant actuadors
electrics convencionals, s’estudia també en aquest apartat el grau de continuitat C"* minim
del senyal de comanda x.(z) per a ser fabricable mitjancant aquest tipus d’actuadors. Fi-
nalment, es detallen les eines que s’utilitzen per a caracteritzar vibracions mecaniques en
sistemes lineals i es descriu el sistema vibratori d’estudi. A mode d’exemple, s’exposen
els casos en que I’accionament excita el sistema oscillatori per la base o bé mitjangant el
moviment d’alguna de les seves inercies.

[’analisi en detall de la cinematica inversa en configuracions de punt mort es du a terme en
el capitol 4, el qual es divideix en dos apartats. En el primer, es descriu la problematica de
la cinematica inversa en aquestes configuracions en mecanismes de barres de cinematica
no lineal d’un grau de llibertat. En el segon, es defineixen les condicions de continuitat
C" que ha de complir la llei de moviment x(7) de la coordenada que conté el punt mort
per a poder ser reproduida mitjancant actuadors electrics convencionals que controlen
I’evoluci6 temporal d’una altra coordenada x.(7), diferent d’aquesta. Per tal de validar els
resultats obtinguts, es realitzen simulacions numeriques en alguns sistemes d’un grau de
llibertat.

En el capitol 5 es determinen quin tipus de lleis de moviment de desplagament x(t) i
velocitat x(¢) de la coordenada que conté el punt mort es poden realitzar al voltant d’a-
questa configuraci6 singular amb la finalitat de reduir les vibracions residuals del sistema
oscillatori. Aquesta analisi utilitza corbes de Bézier com a base per al disseny de les lleis
de moviment.

La descripci6 del banc d’assaig construit i la presentacié dels resultats experimentals s’ ex-
posen en el capitol 6. En primer lloc, es descriu detalladament el muntatge experimental.
Aquest apartat inclou també una explicaci6 del disseny mecanic i del sistema de control
utilitzat. Finalment, es presenten els assajos experimentals i els resultats obtinguts.

Les conclusions d’aquesta tesi s’exposen en el capitol 7 i s’estructuren segons els objectius
descrits en el present capitol. També s’inclouen en aquest apartat les aportacions que es
consideren més rellevants. Per a acabar, es proposen una serie d’extensions i futures linies
d’investigacio relacionades amb I’ambit de la tesi.
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En aquest capitol s’analitzen les tecniques utilizades en I’actualitat tant per a reduir
vibracions residuals en sistemes oscillatoris com per a definir lleis de moviment en
mecanismes al voltant d’un dels seus punts morts. En el primer cas, els metodes es poden
dividir en dos grans grups: els que tracten d’incidir directament en la llei de moviment
i els basats en el control actiu de vibracions. D’aquests dltims, només se’n fa una breu
mencid, ja que queden allunyats de la tematica d’aquesta tesi. En el cas de la definici6 de
lleis de moviment al voltant d’un punt mort, s’exposen els principals metodes per tal de
resoldre el problema de la cinematica inversa en aquestes configuracions.

2.1 Definicié de lleis de moviment per a minimitzar vi-
bracions residuals
En aquest apartat, es recopilen les tecniques més rellevants que permeten reduir vibracions

residuals en la resposta y(¢) del sistema oscillatori mitjangant la modificacié del senyal
d’entrada x(r) (Figura 2.1).

x(f) Sistema »(1)
vibratori

Figura 2.1: Esquema del sistema d’estudi
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Els treballs en aquest camp es poden classificar en diverses linies d’investigacid. El primer,
i segurament el més important, fa refereéncia al perfilat de senyals d’entrada per convolucié
temporal amb un tren d’impulsos en sistemes lineals. El segon fa referéncia a aquesta
mateixa tecnica, perd aplicada a sistemes no lineals. El tercer fa servir la convolucié
temporal per a generar senyals d’entrada a partir de polsos. En quart lloc, s’exposa la
tecnica del filtratge del senyal de comandament en el rang de freqiiencies desitjat. Tot
seguit, es fa referéncia a la tecnica que crea lleis de moviment mitjangant la inversio de la
dinamica del sistema. Finalment, s’exposa la generacié de senyals d’entrada per mitja de
series trigonometriques.

2.1.1 Generacio de senyals d’entrada per convolucié6 amb un tren
d’impulsos en sistemes lineals (Input shaping)

Inicis del perfilat de senyals d’entrada
O.J.M. Smith [57] va ser el primer a proposar un metode de cancellacié de vibracions

residuals en sistemes d’un grau de llibertat vibratori mitjancant I’entrada de dos impulsos
decalats un cert temps entre ells (Figura 2.2 a)).

Xy

b)
Figura 2.2: a) Respostes y, i y; a dos impulsos decalats un cert temps; b) Resposta total y, + y;

Tal i com s’observa en la Figura 2.2 b), les oscil'lacions generades pel primer impuls 7p5(¢)
son cancellades per la resposta del sistema al segon impuls /,5(7). Ara bé, per a una cancel-
lacié completa, aquest segon impuls ha d’estar decalat un cert temps (concretament la
meitat del periode d’oscillaci6 7y) i ha de tenir la magnitud adequada. Aquesta seqiiencia
de dos impulsos es coneix com a Zero Vibration Shaper (ZV) i es pot utilitzar com a
base per a construir senyals d’entrada que eliminin les vibracions residuals dels sistemes
d’estudi. Per a dissenyar comandes realitzables, n’hi ha prou en realitzar el producte de
convoluci6 en el domini temporal entre la seqiiencia d’impulsos i el senyal d’entrada x(¢).
La duracié del nou senyal perfilat x(¢), en el domini temporal, s’incrementa en T4/2
(Figura 2.3).
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Figura 2.3: a) Senyal d’entrada x(¢); b) Seqiiéncia d’impulsos; ¢) Senyals x(¢) i xp(7)

Robustesa en el perfilat de senyals d’entrada

Per a poder realitzar comandes d’entrada que anullin les vibracions residuals del sistema,
és imprescindible coneixer la seva freqliencia propia f;, i la raé d’esmorteiment . En la
realitat pero, el que es coneix d’ambdds parametres son les seves estimacions (f; i ). Es
diu que un metode és robust davant la incertesa dels parametres del sistema si, per a petits
errors en la seva estimacio, el nivell de vibracions residuals segueix sent practicament nul.

D’altra banda, Singer [47] demostra que per molt gran que pugui ser la incertesa en
I’estimacié de la raé d’esmorteiment ¢ no té una influencia significativa en el nivell de
vibracions residuals. Es a dir, errors en 1’estimacié del valor de la raé d’esmorteiment ¢
no tenen tanta influéncia com errors en I’estimacio de la freqiiencia propia f,. Per tant, a
I’hora d’estudiar si un metode és robust davant la incertesa dels seus parametres, es pot
fer la simplificacié de considerar només la freqiiencia propia ]%.

Per a estudiar la robustesa del metode, Singer [47] i Singer i Seering [48] defineixen el
percentatge de vibracio6 residual:

Ay
%VR = —=-100 2.1
A
Aquests autors defineixen I’amplitud de la vibraci6 residual Ay com el valor de I’envolu-
pant de la resposta del sistema just en I’instant on s’aplica I’dltim impuls (Figura 2.4).
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Figura 2.4: a) Respostes y, i y; a dos impulsos decalats un cert temps; b) Resposta total y, + y; i la seva
envolupant

El resultat anterior es pot expressar percentualment si es divideix pel valor Ay de I’envo-
lupant de la resposta del sistema a un tnic impuls de magnitud (/y + ;) aplicaten r = 0
(Figura 2.5) i es multiplica per 100 (equaci6 2.1).

y

A \ e envolupant

Figura 2.5: Resposta del sistema a un impuls unitari aplicat en 7 = 0 i la seva envolupant

La Figura 2.6 mostra el percentatge de vibraci6 residual d’un ZV Shaper en funcié de la
relacio de la freqiiencia estimada f:) i la propia del sistema f;,. En I’eix de les ordenades,
es representa el percentatge de vibracio residual, mentre que en I’eix de les abscisses es
posa de manifest la relacié entre ambdues freqiiencies (f; i fo) d’un sistema qualsevol. Tal
i com s’observa, per a petits errors en 1’estimacio de f;, (=~ + 6%), s’aconsegueixen petites
vibracions residuals (de I'ordre del 10%). A mesura que augmenta 1’error en I’estimacié
d’fy, el percentatge de vibraci6 residual creix notablement. Es diu, doncs, que el ZV Sha-
per és un metode poc robust enfront de la variacié dels parametres del sistema.
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Figura 2.6: Robustesa del ZV Shaper en front a I’estimaci6 de la freqiiéncia propia f; per a un sistema amb
=0

Robustesa en la propia llei de moviment

Singer [47] i Singer i Seering [48] proposen millorar la robustesa del ZV Shaper. Aquesta
nova teécnica consisteix a afegir un impuls més a la seqiiencia de dos impulsos esmentada
anteriorment, decalat un cert temps i d’una certa amplitud. El tren d’impulsos resultant,
si s’afegeix un impuls, es coneix com a Zero Vibration and Derivative Shaper (ZVD).
Aquesta nova seqiiencia és més robusta que el tren de dos impulsos ZV (b>>a), tal i com
es mostra en la Figura 2.7. En el cas que se n’afegeixin dos, el tren d’impulsos rep el nom
de Zero Vibration Derivative and Derivative (ZVDD). Si per contra se n’afegeixen tres,
la seqiiencia es coneix com a ZVDDD, i aixi successivament. Per cada impuls addicional,
s’augmenta la robustesa del metode amb I’inconvenient que la duracié de la seqiiencia
s’allarga cada vegada T4 /2. En la Figura 2.7 es mostra com, per a un cert nivell de vibracié
residual permes, el tren de quatre impulsos ZVDD permet un marge d’error més gran
que el ZV i el ZVD enfront de I’estimacio de la freqiiencia propia f, del sistema vibratori
(¢ >> b >>a).

Singhose et al. [52] presenten un procediment alternatiu per a ampliar la robustesa del
tren d’impulsos ZVD sense augmentar la duracié de la seqiiencia. Es tracta de limitar
a un cert valor les vibracions residuals a la freqiiencia propia fo del sistema. D’aquesta
manera, s’obté un metode de tres impulsos amb major robustesa que el ZV i el ZVD
(d >> b >> a), tal i com es mostra en la Figura 2.7. Aquesta nova tecnica es coneix com
a Extra Insensitive Shaper (EI).

Singer i Seering [49] i Singhose et al. [51] exposen un metode similar a I’El en el qual,
a part de limitar a un cert valor les vibracions residuals, s’especifica també el nivell de
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Figura 2.7: Comparaci6 de la robustesa d’un tren de dos ( ZV), tres (== ZND, — ——EIl) i quatre
(=== ZVDD) impulsos enfront de I’estimaci6 d’f;, per a un sistema amb = 0

robustesa desitjat. Un cop es defineixen ambdds parametres, es generen i resolen una serie
de restriccions que permeten obtenir el tren d’impulsos desitjat. Aquest tren d’impulsos
rep el nom de Specified-Insensitivity Shaper (SI).

Robustesa adaptativa

Els metodes adaptatius augmenten la robustesa del ZV Shaper a través de la lectura de
la resposta del sistema mitjancant sensors. Si es coneix el senyal d’entrada i es llegeix el
senyal de sortida es poden estimar, a partir de certs algoritmes, els parametres f; i {. El
fet d’utilitzar aquesta tecnica permet obtenir bons resultats amb seqiiencies d’impulsos
que, a priori, sén poc robustes (per exemple el ZV Shaper) i disminuir, per tant, el temps
d’aplicacié de la comanda d’entrada. Aquest metode resulta de gran ajuda en sistemes on
el valor d’f, pot canviar entre moviments, com per exemple en el cas d’una grua consi-
derada com a sistema lineal d’un grau de llibertat. Els algoritmes adaptatius poden tenir
un enfocament indirecte (Tzes i Yurkovich [62], Bodson [11], Pereira et al. [41]) si es
calculen explicitament els parametres fo i Z, 0 bé directe (Rhim i Book [43]) si I’algorisme
no requereix del seu calcul.

Tzes i Yurkovich [62] utilitzen un metode basat en la transformada de Fourier de la res-
posta del sistema. Aquest procés, pero, requereix uns calculs computacionals molt elevats
i necessita bastants periodes per a obtenir amb prou precisio els parametres del sistema.
Bodson [11] presenta un algoritme simple, facil d’implementar en temps real que permet
coneixer els parametres del sistema a cada instant de temps. Ara bé, la posici6 final del
sistema no esta garantida a no ser que s’actualitzi I’algoritme entre moviments. Pereira
et al. [41] proposen una identificacié algebraica que permet identificar, en un periode de
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temps inferior a 74/2 i durant el moviment del sistema, els parametres fB i £ sense que
I’algoritme necessiti condicions inicials de I’estat del sistema. Tot i aix0, la convergéncia
de la ra6 d’esmorteiment en sistemes reals quan és petita, la qual cosa succeeix en molt
casos on no existeix un sistema explicit d’esmorteiment, queda compromesa per la relacié
entre el senyal i el soroll de la mesura [64].

Rhim i Book [43] mostren un algoritme en el domini temporal que, en comptes de reduir la
incertesa entorn dels parametres del sistema, redueix directament les vibracions residuals.
Els coeficients d’aquest algoritme es recalculen després de cada moviment. En el seu cas
utilitzen, com a base, un filtre OATF (Optimal Arbitrary Time-delay Filter).

Rhim i Book [44] comparen la influencia del soroll en els metodes directes i indirectes
aplicats en el domini temporal. En aquest estudi es demostra que els metodes directes son
menys sensibles a aquesta pertorbacio.

Generaci6 de senyals d’entrada per a sistemes de més d’un mode propi vibratori

Hyde i Seering [26] fan extensibles els metodes presentats en [57], [47] i [48] a sistemes
en els quals €s necessaria la cancellaci6 de les vibracions residuals associades a diversos
modes propis vibratoris. Per a cadascun dels n graus de llibertat vibratoris es calcula
una seqiiencia d’impulsos ZV que I’anul'li. Tot seguit, es fa el producte de convoluci6é en
el domini temporal de les n seqiiencies i s’obté aixi un tren d’impulsos que redueix la
vibracio residual de manera simultania (Figura 2.8). Tal i com succeeix en el cas d’un grau
de llibertat, la comanda d’entrada final sera el resultat de la convolucié temporal entre la
seqiiencia d’impulsos i el senyal d’entrada x(¢). S’ha de tenir en compte que la duracié del
resultat d’aquest producte anira augmentant a mesura que es desitgin reduir les vibracions
associades a cada mode propi. En la practica, perd, no se n’acostumen a cancellar més de
dos, ja que I’amplitud de moviment en graus de llibertat superiors acostuma a ser petita.

a) b) c)

Figura 2.8: Convoluci6é de dues seqiiencies d’impulsos (n = 2) a) i b) donant com a resultat el tren
d’impulsos ¢)

Singh i Heppler [50] proposen un altre metode per a anullar vibracions residuals en siste-
mes en els quals s’ha de tenir en compte més d’un mode propi. Aquests autors aprofiten la
periodicitat en el domini freqiiencial d’un tren d’impulsos de manera que, si la seqiiencia
d’impulsos cancella una freqiiéncia f;, determinada també cancellara els seus multiples
2fy, 3fp... etcetera. Ara bé, aix0 només pot servir si la relacié entre modes €s racional.
Aquesta tecnica consisteix en cancellar, mitjancant dos impulsos (o bé tres si es vol aug-
mentar la robustesa enfront de variacions dels parametres del sistema), un pseudomode de
vibraci6 que té per freqiiéncia el maxim comu divisor de les freqiiencies dels modes propis
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a anullar. Aixi doncs, en molts casos, es redueix significativament el temps d’execucié
del metode proposat per Hyde i Seering [26].

Perfilat de senyals d’entrada per a I’optimitzacié del temps de maniobra

Singhose et al. [53] permeten impulsos negatius en les seqiiencies exposades en [57], [47]
i [48]. Aquest fet permet disminuir el temps d’execucié de la comanda d’entrada, perd
cal limitar ’amplitud dels impulsos per a evitar arribar a valors molt alts en el senyal
d’entrada perfilat xp(7).

Hong et al. [24], [25] presenten un metode que disminueix el temps d’execucio del tren
de dos impulsos en sistemes d’un grau de llibertat vibratori. Es tracta de dissenyar un
tren de tres impulsos a partir de dos graus de llibertat vibratoris: un real i I’altre virtual.
La freqiiencia propia del grau de llibertat virtual s’utilitza per a ajustar la durada de la
comanda.

2.1.2 Generacié de senyals d’entrada per convolucié6 amb un tren
d’impulsos en sistemes no lineals

Els metodes de perfilat de senyals d’entrada exposats en 1’apartat anterior funcionen tni-
cament si el sistema vibratori t€ un comportament lineal. En cas contrari, els procediments
anteriors no poden ser aplicats directament. Tot i que la majoria de la literatura es centra
en casos lineals, alguns autors (Stergiopoulos i Tzes [59], Stergiopulos et al. [58], Smith et
al. [56], Kozak et al. [29] i Blackburn et al. [10], entre d’altres) han intentat establir els fo-
naments per aimplementar les tecniques explicades amb anterioritat en sistemes no lineals.

Stergiopoulos i Tzes [59] presenten un estudi per al cas concret d’un pendol. Els autors
linealitzen I’equacié de moviment del sistema per a qualsevol dels seus punts de treball.
Aixi doncs, poden estimar els parametres fo i  del sistema en tot moment. D’acord amb
aquesta publicacio, els parametres del ZV Shaper es poden calcular de tres maneres di-
ferents: utilitzant els valors de f; i £ quan el sistema es troba en I’estat inicial; prenent
com a referencia els valors d’ambdés parametres en 1’estat final del moviment; o bé a
partir d’un model adaptatiu que els actualitza a cada instant. En tots els estudis realizats, el
model adaptatiu és el que obté sempre millors resultats. Per tant, aquests autors consideren
convenient 1’ts de metodes adaptatius quan el sistema d’estudi presenta no linealitats.

Stergiopulos et al. [58] analitzen el cas d’una grua la qual, a mesura que avanca horit-
zontalment, pot moure la carrega verticalment. A partir de la linealitzacié de I’equacié
de moviment de la carrega, s’implementen dues configuracions ZV per a eliminar les
vibracions residuals: la primera utilitza els valors dels parametres caracteristics fB ilen
I’estat inicial del moviment; la segona, en canvi, utilitza un metode adaptatiu que permet
anar actualitzant el ZV durant els moviments. Es demostra també en aquest cas que, sigui
quin sigui el moviment de la carrega, la técnica adaptativa és molt més eficag.

Smith et al. [56] estudien el cas concret d’un sistema en el qual la seva freqiiencia pro-
pia varia linealment amb la posicid. En la seva publicacid, enuncien que el percentatge
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de vibracions residuals és tunicament funci6 del factor adimensional f,.; calculat com el
quocient entre la variacio del valor de freqiiencia propia del sistema entre els estats inicial
i final del moviment, i la mitjana de les freqiiencies d’ambdds punts. A més a més, es
comparen tres models ZV diferents: el primer utilitza la freqiiéncia propia fB que tindra el
sistema en 1’estat final del moviment assumint esmorteiment nul (¢ = 0); el segon calcula
els valors d’ambdoés parametres a partir d’optimitzar les vibracions residuals per a un cert
moviment; finalment, el tercer model es basa en el principi de conservacio de I’energia. Un
cop feta la comparacid, s’observa com el model energetic és el que dona més bons resultats.

Kozak et al. [29] apliquen les tecniques explicades en 1’apartat anterior a manipuladors
amb motors lineals un cop linealitzades les equacions de moviment. En aquesta publica-
cid, es demostra que utilitzar la mitjana dels valors de la freqiliencia propia en els estats
inicial i final del moviment ajuda a disminuir considerablement les vibracions residuals
del sistema. Fent servir el metode de prova i error es poden determinar uns parametres
caracteristics fB i £ que anullin quasi completament aquestes vibracions.

Blackburn et al. [10] presenten un ZV per a compensar la vibraci6 radial i tangencial al
moviment de gir d’una carrega suspesa en una grua torre. UnZV tradicional introdueix dos
impulsos en la direcci6 tangencial del moviment. Ara bé, en moviments circulars, a causa
de la rotaci6, aquests dos impulsos no estan alineats i, per tant, el segon impuls no pot
cancellar perfectament la resposta del sistema al primer. En conseqii¢ncia, €s necessari,
en moviments circulars, afegir una seqiiencia de dos impulsos en la direcci6 radial per tal
que la direcci6 resultant del primer impuls sigui la mateixa que la del segon i tenir, aixi,
una cancellacié completa. Aquesta nova tecnica redueix significativament les vibracions
residuals en la direcci6 de gir de la grua.

2.1.3 Generacio de senyals d’entrada per convolucié de polsos en el
domini temporal en sistemes lineals

Inicis de la convolucié de polsos en el domini temporal

Veciana [66] i Veciana i Cardona [67] proposen un metode per a eliminar vibracions
residuals mitjancant la utilitzacié de polsos en sistemes amb esmorteiment nul. No obstant
aix0, es demostra que aquest metode també déna bons resultats en sistemes amb raons
d’esmorteiment baixes (entre 0 i 0,1). Aquesta tecnica parteix de I’article publicat per
Meckl i Seering [34] en el qual es demostra que, per a sistemes vibratoris amb raons
d’esmorteiment nulles, contingut freqiiencial nul del senyal d’entrada x(¢) a la freqiién-
cia propia del sistema f;, implica vibracions residuals nulles. Aixi doncs, per a reduir
les vibracions residuals que corresponen al grau de llibertat vibratori amb freqiiéncia f;,
defineixen un pols de duraci6 #; = 1/f, de manera que |TF[x|(1)]|=; = |X1(fy)l = 0
(Figura 2.9). A diferencia de [57], [47] i [48], els senyals obtinguts, per a entrades de cur-
ta durada (= T+ 1,57)), resulten adequats en termes de monotonia de la llei de moviment.
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Figura 2.9: Pols temporal de duraci6 1/f i el seu contingut freqtiencial

Robustesa en la convoluci6 de polsos en el domini temporal

A Veciana [66] i Veciana i Cardona [67], es presenten dos procediments per a augmentar la
robutesa del metode proposat enfront de la variacié dels parametres del sistema. El primer
metode consisteix en I’obtenci6 del senyal x;(¢) per mitja del producte de convolucié de
dos polsos auxiliars (Figura 2.10 a)): el primer pols, d’amplitud arbitraria i duraci6 1/f; el
segon, d’amplitud també arbitraria i de duracié miltiple del primer (n/fy ambn = 1, 2, ...).
En la Figura 2.10 b) es posa de manifest aquest increment de robustesa.
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Sty
a) b)
Figura 2.10: a) Producte de convoluci6 de dos polsos de duracié 1/f; cadascun (n = 1); b) Comparacié

de la robustesa d’un pols ( ) i del senyal obtingut a partir de realitzar el producte de convolucid, en el
domini temporal, de dos polsos de la mateixa duracié (———), per a un sistema amb ¢ = 0

El segon procediment que permet augmentar la robustesa d’aquest metode consisteix a
generar el senyal x(#) a partir de dos polsos de durada 1/(f, + Af) i 1/(fy — Af), amb Af
petit. La duraci6 final del senyal x;(¢) és, aproximadament, 2/f,, tal i com s’observa en la
Figura 2.11 a)).
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Figura 2.11: a) Producte de convolucié de dos polsos de duracions 1/(fy + Af) i 1/(fy — Af); b) Comparacié
de la robustesa d’un pols ( ) i del senyal obtingut a partir de realitzar el producte de convolucid, en
el domini temporal, de dos polsos de la mateixa duracié (——=) i de dos polsos de duracions 1/(f; + Af) i
1/(fy — Af) (=), per a un sistema amb { = 0

Convolucié de polsos en el domini temporal per a sistemes de més d’un grau de
llibertat vibratori

A Veciana [66] i Veciana i Cardona [67], s’exposen dos metodes per a reduir vibracions
residuals en sistemes on s’han de tenir en compte més d’un grau de llibertat vibratori.
El primer, de forma analoga a Hyde i Seering [26], consisteix a definir un senyal x;(7)
obtingut a partir del producte de convolucié d’n polsos, cadascun d’ells amb una durada
t1i = 1/f;,, amb i = 0,..,n — 1. De la mateixa manera que en els casos anteriors, per a
fixar dos requeriments funcionals, s’obté x(¢) mitjancant el producte de convolucié del
senyal x1(¢) amb un pols x,(¢) de duracié i amplitud determinades per a assolir aquests
requeriments. Per tant, si el sistema té n graus de llibertat vibratoris, x(¢) s’obté a partir de
la convoluci6 temporal d’n + 1 polsos. La segona tecnica presentada en aquestes publica-
cions mostra com reduir el temps d’execuci6é del metode anterior. A tal efecte, s’aprofita
el fet que un pols qualsevol definit amb contingut freqiiencial nul a f;,, també t€ contingut
freqiiencial nul a 2f;, 3f;.... Aixi doncs, si s’utilitza un pols de duraci6 1/f,, 4, on f;,.q €s €l
maxim comu divisor de les freqiiencies a anullar, aquest reduira a la vegada les vibracions
residuals de totes les freqiliencies considerades.

Convolucié de polsos en el domini temporal per a sistemes amb qualsevol valor de ¢

Veciana i Cardona [68] presenten un metode similar a [66] i [67] pero valid en sistemes
amb qualsevol valor d’esmorteiment. Aquesta tecnica es basa en les publicacions de Singh
i Heppler [50], Bath i Miu [5] i Bath et al. [6], en les quals es demostra que la condicié
necessaria i suficient per tal que un senyal cancelli vibracions residuals és que els zeros
de la transformada de Laplace del senyal incloguin els pols del sistema. El metode que
proposen Veciana i Cardona consisteix en generar un senyal x(¢) a partir del producte d’un
pols up(¢) amb una exponencial negativa e ¢?%o’, La duracié del pols uy(f) s’ajusta amb
I’objectiu que tingui contingut freqiiencial nul a la freqiiencia d’oscillaci6 fy del sistema,
mentre que I’exponencial negativa té en compte 1I’esmorteiment (Figura 2.12).
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Figura 2.12: Senyal x(¢) obtingut a partir del producte d’un pols de duraci6 1/f; amb una exponencial
negativa

Per a cancellar n modes propis vibratoris, es calculen per separat n funcions que supri-
meixin cadascun dels n graus de llibertat a reduir. Aixi doncs, la funcié x; ambi =1,...,n
anullara la vibraci6 residual del mode i. Per tant, x(¢) s’obtindra a partir del producte de
convolucié x; ® x; ® ... ® x; ® ... ® x,,. Es important esmentar que aquest métode es pot
estendre a qualsevol senyal uy(¢) tal que el seu contingut freqiiencial sigui nul a f 4.

D’altra banda, la tecnica presentada en aquesta publicacié permet també reduir vibracions
residuals en aplicacions on cal assolir dos requeriments funcionals simultaniament. En
aquest cas, el senyal x(7) vindra definit per qualsevol de les dues expressions segiients:

xX(1) = A [up(t) ® uy(1)] ™20 (2.2)

x(1) = A {up(t) ® e <270 uy(1) (2.3)

on u,(t) té una duracid z, i és una funcié positiva definida en un rang de temps finit.
D’aquesta forma, si la transformada de Fourier de uy,(#) val zero en f = f, el valor del
producte de convolucid up(f) ® u,(r) també sera nul, ja que TF[uy () ® u,(t)] = Un(HU L ().

2.1.4 Filtratge digital del senyal de comanda

La tecnica del filtratge digital del senyal de comanda consisteix a eliminar o reduir el con-
tingut freqiiencial del senyal d’entrada al sistema d’estudi en les freqiiéncies corresponents
als seus graus de llibertat vibratoris (Figura 2.13). Aquest filtratge es pot realitzar mitjan-
cant I’us de filtres tipus FIR (Finite Impulse Response) o bé tipus IIR (Infinite Impulse
Response).

Senyal de Senyal

comanda . d’entrada .
—_— Filtre Sistema | Resposta

Figura 2.13: Esquema del filtratge del senyal de comanda
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Autors com Singhose et al. [54] i Vaughan [55], entre d’altres, presenten estudis en els
quals comparen I’efectivitat dels metodes basats en el tren d’impulsos presentats en 2.1.1
i dels filtres digitals. Abans de procedir a I’estudi d’aquestes publicacions, és important
remarcar les diferéncies essencials d’ambdues tecniques. Els filtres digitals sén trens d’im-
pulsos que garanteixen la reduccié de I’amplitud mitjana de la vibraci6 a la freqiiéncia de
disseny, pero no garanteixen que passa amb la vibraci6é en un tram concret en el domini
temporal. La metodologia Input shaping, tot i tractar-se també d’un conjunt d’impulsos,
esta orientada exclusivament a fer que la vibraci6 residual de la resposta del sistema, des-
prés del transitori, sigui nulla. D’acord amb Singh i Heppler [50], Bath i Miu [5] i Bath
et al. [6], la condicié necessaria i suficient per a obtenir un moviment y(¢) amb vibracio
residual nulla és que el modul de la Transformada de Laplace de la comanda d’entrada
x(t) sigui nul en els pols del sistema (| TL[x(#)][y,, = O, sent s12 = —{2nfy +j2nf;). Aquesta
condici6 es compleix en el cas del ZV i ZVD (i els seus derivats ZVDD, ZVDDD...), ja
que son trens d’impulsos que garanteixen vibracié residual nulla. Pel que fa als metodes
Eli SI, en canvi, com que es dissenyen permetent un cert rang de vibracio residual, aquesta
condicié no es compleix. Per la seva banda, els filtres digitals es dissenyen per a reduir
I’amplitud d’una banda de freqiiéncies fins a un cert percentatge, i aixd no garanteix que
es compleixi la condicié necessaria i suficient exposada préviament. Per tant, mitjangant
la tecnica del filtratge digital del senyal de comanda, no es poden obtenir, generalment,
lleis de moviment amb vibraci6 residual nulla.

Singhose et al. [54] publiquen un estudi on comparen 1’efectivitat dels metodes basats
en trens d’impulsos i dels filtres digitals (FIR, IIR) per a un sistema lineal d’un grau de
Ilibertat. Per a dur a terme aquest estudi s’ utilitzen tres criteris: duracié del filtre o del tren
d’impulsos, vibracié residual un cop ha finalitzat el transitori i robustesa del metode. De
I’estudi realitzat, els autors n’extreuen tres conclusions:

1. La duraci6 de les seqiiéncies d’impulsos €s molt més curta que la dels filtres. Aix{
doncs, el sistema assolira 1’estat estacionari abans si s’aplica un tren d’impulsos.

2. Les seqiiencies d’impulsos produeixen menys vibracions residuals que els filtres.

3. Els trens d’impulsos s6n més robustos davant les incerteses dels parametres del
sistema.

Singhose i Vaughan [55] presenten un estudi amb el qual demostren la bondat dels metodes
El i SI exposats en I’apartat 2.1.1 enfront de la técnica del filtratge digital utilitzant filtres
tipus FIR. Per a realitzar aquesta comparacid, aquests autors es basen en resultats grafics
en els quals es representa la magnitud de la transformada de Fourier del filtre o del tren
d’impulsos en funcié de la freqiiencia. Singhose i Vaughan asseguren que, si el valor de
la transformada de Fourier en les freqiliencies de disseny és zero o propera a aquest valor,
I’amplitud de la vibracié6 residual sera també nulla o molt petita. Ara bé, aixo només és cert
per a sistemes amb esmorteiment nul ja que, només per a aquest cas concret, es compleix
que TL[x()]lp2zr, = TF[x()]|;, = 0. Aixi doncs, totes les conclusions presentades en
aquesta publicacié només poden ser aplicades, estrictament, a sistemes amb esmorteiment
nul. Els autors demostren que, per a aquest tipus de sistemes, la metodologia del tren
d’impulsos, a part de ser més facil d’implementar, introdueix menys increment en la
duraci6 del senyal de comanda i, per tant, assoleix abans la condicié de vibraci6 residual
nulla.
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2.1.5 Inversio de la dinamica del sistema

La tecnica de la inversio de la dinamica del sistema consisteix en el calcul de la comanda
d’entrada a partir de coneixer la sortida desitjada. Primerament es modelitza la dinami-
ca del sistema. Tot seguit s’inverteixen les equacions dinamiques. S’especifica llavors la
sortida desitjada i es calcula, en conseqiiencia, el senyal d’entrada necessari per a generar
aquella resposta en el sistema.

Bayo [7] calcula el senyal de comanda a partir de resoldre la inversi6 de la dinamica del
sistema en el domini freqiiencial a partir de la Transformada de Fourier. Tot i obtenir bons
resultats, aquest metode requereix uns calculs computacionals molt elevats per a passar
del domini temporal al freqiiencial.

D’altra banda, Singer i Seering [48] descriuen els inconvenients més importants d’aquesta
tecnica:

1. S’ha de seleccionar una trajectoria. Si la trajectoria és impossible de seguir, la
inversio del sistema no déna un resultat util.

2. Es necessita un model detallat del sistema, i aixd no sempre €s possible.

3. La inversio del sistema no €s robusta en front a les variacions dels parametres del
sistema.

4. ’us d’aquest metode implica una penalitzacié en la durada del moviment.

Bayo [8] presenta en la seva publicacié un algoritme iteratiu que permet calcular el
parell d’entrada necessari a la manovella per tal que I’extrem lliure de la biela assoleixi
una posicié determinada. L'ds de I’algoritme transformada rapida de Fourier (FFT) i la
necessitat d’iterar per a obtenir la solucié final, no permeten que el sistema pugui ser
controlat en temps real.

2.1.6 Series trigonometriques

Meckl i Seering [35] utilitzen una funcié de comanda formada per la suma de sinus i
cosinus. Els parametres d’aquesta funcié d’entrada x(#) es calculen de manera que el temps
tr que tarda el sistema a assolir el regim estacionari sigui minim i que redueixi també el
contingut freqiiencial en les freqiiencies properes a la freqiiencia propia del sistema f;,. Per
a minimitzar el contingut freqiiencial al voltant d’f;, els autors desenvolupen una funcié
objectiu. Per a demostrar 1’efectivitat del seu metode, avaluen la resposta d’un sistema
d’un grau de llibertat vibratori. Els resultats mostren que, tot i tenir un 10% d’error en
I’estimaci6 de la freqiiencia propia f;), s’obtenen vibracions residuals practicament nulles.
La durada del senyal de comanda €s inicament un 20% més del que ho seria havent aplicat
un pols. L'inconvenient principal d’aquesta teécnica és que s’obtenen lleis de moviments
amb arrissat.
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2.2 Control actiu de vibracions

El control actiu de vibracions té com a finalitat la reduccié de les vibracions d’un sis-
tema mitjancant la modificaci6é de la seva resposta. D’acord amb Fuller ef al. [22], els
components més importants del control actiu sén: un sensor per a mesurar vibracions, un
controlador electronic per a modificar convenientment el senyal del sensor i, finalment,
un actuador que governa directament el sistema mecanic i que és capa¢ de modificar-ne
la resposta. En funcié de com es faci aquesta cancellacio, es poden distingir dos tipus de
controls: el control actiu realimentat (feedback control) i el control actiu per avancament
o prealimentat (feedforward control). Ambdds metodes s’exposen a continuacio.

2.2.1 Control actiu realimentat (feedback control)

El control actiu realimentat €s util en sistemes en els quals la forca excitadora F,(f) ni és
coneguda, ni pot ser mesurada directament a través de sensors (Figura 2.14). En aquest
cas, el sistema de control actua en funcié de la resposta y(#) mesurada pel sensor. Per tant,
el controlador no comenca a actuar fins que no ha rebut els primers senyals de resposta.

Excitaci6 primaria

x(%)

Cami de transmissio
primari

For¢a primaria Fp(t) Resposta  1(7)

Sensor

Sistema mecanic Control

E (1)

Forg¢a secundaria
Figura 2.14: Elements basics d’un control actiu amb realimentacié (feedback control)

Magee i Book [33] combinen aquest tipus de control amb els metodes exposats a 2.1.1 per
tal de reduir les vibracions residuals d’un robot articulat situat en un dels extrems d’una
biga llarga i esvelta. D’altra banda, Khulief [30] utilitza el control actiu realimentat per a
eliminar les vibracions que produeix una biga en girar.
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2.2.2 Control actiu per avancament o prealimentat (feedforward con-
trol)

Alguns autors citats en 1’apartat 2.1 consideren els metodes de definicié de lleis de

moviment per a minimitzar vibracions residuals com a tecniques de control prealimentat.

En aquest apartat, pero, es considera el control actiu prealimentat com aquell que, coneixent

la pertorbaci6 incident en el sistema, s’hi avanca per tal de minimitzar-ne les vibracions
residuals (Figura 2.15).

Excitaci6 primaria

x(?)

Cami de transmissio
primari

Forga primaria Fp(t) Resposta (f)

[ ]Sensor )

Sistema mecanic Control

(1)

Forca secundaria
Figura 2.15: Elements basics d’un control actiu amb prealimentacio (feedforward control)

Aquest tipus de control s’utilitza en sistemes en els quals es coneix perfectament la forca
primaria Fp(z). Segons Fuller et al. [22], aix0 pot succeir tipicament en dues situacions:

1. Quan I’excitaci6 primaria x(z) €s determinista. En conseqiiéncia, es pot congixer en
qualsevol punt de I’espai i en qualsevol instant de temps la forga primaria F (7).

2. Quan I’excitacié primaria x(f) es propaga a través d’una estructura mecanica. Per
tant, es pot mesurar, mitjacant un sensor, la perturbaci6 incident F,(f) en el sistema.

Jinzenji et al. [27], per exemple, utilitzen el control actiu per avancament per a compen-
sar pertorbacions exteriors que introdueixen acceleracions angulars i vibracions en discs
durs. Burdisso et al. [13], d’altra banda, compensen excitacions sismiques aplicades a es-
tructures d’edificis a través d’algoritmes adaptatius combinats amb aquest tipus de control.
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2.3 Cinematica inversa en configuracions de punt mort

El disseny de lleis de moviment en maquines i mecanismes ha estat ampliament estudiat
en arees de recerca com I’enginyeria mecanica o I’enginyeria de control. Sovint, la relacié
de transmissio entre la coordenada de 1’actuador, controlada per I’usuari, i la coordenada
que descriu el moviment desitjat, €s constant (politja i corretja, cadena d’engranatges,
piny6 i cremallera, etc.)(Figura 2.16). En aquest cas, les restriccions i limitacions per a
realitzar qualsevol perfil temporal vénen donades per 1’actuador o el sistema de control.
Quan la cadena de transmissio es realitza mitjancant un mecanisme de barres, és necessari
també fer front a limitacions addicionals, com per exemple les configuracions singulars
de la coordenada que descriu el moviment desitjat dins del seu rang de funcionament [9].
La coordenada que defineix el moviment de I’actuador, perd, no acostuma a presentar
singularitats.

Senyal Actuador Cadeng de MOVI‘II‘lent
de comanda transmissio desitjat

Figura 2.16: Diagrama de blocs del sistema d’estudi

En I’estudi de la cinematica de mecanismes de barres amb moviment pla, la mobilitat
es pot descriure per mitja d’un conjunt de coordenades generalitzades i velocitats gene-
ralitzades. Les coordenades que descriuen les configuracions del mecanisme s’anomenen
coordenades generalitzades. El conjunt minim de coordenades generalitzades per a definir
completament 1’estat del mecanisme son les coordenades independents, mentre que la
resta es coneixen com a coordenades dependents. En el cas d’un mecanisme pla amb un
grau de llibertat, hi ha tnicament una coordenada independent. Generalment, I’objectiu
de I'usuari és dissenyar una evolucié temporal d’aquesta coordenada per mitja d’una llei
de moviment. D’aquesta manera, la cinematica inversa es pot utilitzar per a calcular el
senyal de comanda de I’actuador. Tanmateix, si aquesta coordenada conté configuracions
de punts morts dins del seu rang de funcionament, la cinematica inversa comporta indeter-
minacions algebraiques en aquests estats del mecanisme. Les tecniques que es presenten a
continuacio tenen com a finalitat la resolucié numerica d’aquesta indeterminacid. Aquests
metodes es basen en aproximacions al voltant del punt mort per tal que la llei de moviment
pugui ser realitzada.

Per a trobar una soluci6 valida de la cinematica inversa al voltant d’un punt mort, Whitney
[71] suggereix utilitzar la pseudoinversa de la matriu jacobiana J del sistema mecanic. El
major inconvenient d’aquest metode és la seva poca estabilitat al voltant de configuracions
de punt mort. Balestrino et al. [4] i Wolovich i Elliot [72] proposen utilitzar la transposada
de J en comptes de la seva inversa la qual, d’acord a Buss [14], és una bona aproximaci6
si s’escala per un valor escalar « suficientment petit. Una altra aproximaci6 és la que es
coneix com a Damped Least-squares (DLS), introduida per Nakamura i Hanafusa [36] i
Wampler [70]. Aquesta teécnica introdueix un factor k per tal d’assegurar que existeix una
soluci¢ al voltant de la configuracié de punt mort, permetent que la coordenada indepen-
dent es desvii de la trajectoria de referencia. Hi ha hagut diferents autors que han presentat
metodes amb 1’objectiu de trobar un valor apropiat per a k ([36],[32],[19],[20],[18],[46]
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i [15]). D’altra banda, altres tecniques similars al metode DLS s’exposen a Xiang et al.
[73] i Sugihara [60].

Un altre enfocament per a resoldre el problema de la cinematica inversa es basa en la
tecnica de seguiment de la trajectoria en 1’espai nul presentat per Nenchev [37] i Nenchev
i Uchiyama [39]. Aquest metode, basat en el treball de Kieffer [28] i conegut com a Singu-
larity Consistent (SC), proposa reparametritzar la trajectoria de la coordenada independent
al voltant d’un punt mort. La idea principal consisteix a parametritzar el seu cami amb una
funcié g(a) suavitzada, on « és tractada com una coordenada dependent. Nenchev et al.
[38] demostren analiticament I’equivaléncia entre el metode SC i la tecnica de la matriu
adjunta de la matriu jacobiana J utilitzada per Tchon i Duleba [61] i Senft i Hirzinger [45].

Altres metodes per a resoldre la indeterminacid present en un punt mort son els basats en
xarxes neuronals ([3], [23]), els quals presenten principalment dos problemes: I’eleccid
del tipus de xarxa neuronal i la generacié adequada de dades amb la finalitat d’alimentar
la xarxa. Aristidou i Lasenby [2] suggereixen un metode heuristic anomenat Forward
And Backward Reaching Inverse Kinematics (FABRIK), el qual utilitza I’altima posicio
calculada de les coordenades dependents per tal de trobar-ne els seus futurs valors. La
tecnica coneguda com a Feedback Inverse Kinematics (FIK) presentada per Pechev [40]
utilitza un llag de realimentaci6 amb la finalitat de minimitzar la diferéncia entre els valors
real i de comanda de velocitat. Finalment, Vargas [63] introdueix 1’algoritme Filtered
Inverse (FI), el qual estima dinamicament la inversa de la matriu jacobiana J.
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Eines de disseny i caracteritzacio

En aquest capitol es presenten les principals eines i metodes que s’utilitzen en el desen-
volupament de la tesi. Primerament es fa una breu mencié del concepte de continuitat i
s’especifiquen els criteris perque una funcié d’una variable sigui continua en un punt. Tot
seguit, s’exposen les corbes de Bézier com a base per al disseny de lleis de moviment. A
continuacio, es descriu el grau de continuitat C" minim que el senyal de comanda ha de
complir per tal de ser realitzat mitjangcant un actuador electric convencional. Finalment,
es detallen les eines que s’utilitzen per a caracteritzar vibracions mecaniques en sistemes
lineals i es descriu el sistema vibratori d’estudi.

3.1 Continuitat en un punt en funcions d’una variable

En aquest apartat es defineix la continuitat d’una funci6é d’una variable en un punt, aixi
com algunes propietats que son ttils per a descriure-la. Els conceptes exposats s’han extret
del llibre Aguil¢6 et al. [1].

3.1.1 Continuitat
Es diu que la funci6 g(x) és continua en x si:

1. g(xp) existeix i esta definit, de forma que xq es troba en el domini de g.

2. Existeixen els seus limits laterals lim g(x)i lim g(x).
X=Xy x—x§

3. El valor dels limits laterals és el mateix i coincideix amb el valor de la funcid en el

punt xo, lim g(x) = lim g(x) = g(xp).
x—>x0 x_)xa'

Si no es compleix alguna de les condicions anteriors, la funcié g no és continua en xo.
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3.1.2 Criteris de continuitat en un punt

Siguin g i 4 dues funcions definides i continues en x(. Si es suposa que lim g(x) = g(xp) i
X=X

lim A(x) = h(xgp), llavors:
X—X(

1. Ag + ph és continua en xp i lim (Ag(x) + ph(x)) = Ag(xg) + ph(xp), amb A i u
X—X0
constants.

2. g-h éscontinua en xp i lim g(x)h(x) = g(xp)h(xo).
X—X0

3. Si h(x) # 0 per a tot x, llavors el quocient % €s continu en xq i es compleix que

() _ glxo)
=5 h(0) ~ hixo)

3.2 Eines de disseny de lleis de moviment

Un dels objectius d’aquesta tesi €s la definici6 de lleis de moviment al voltant d’un punt
mort. Aquestes lleis de moviment es poden definir mitjangant la utilitzacié de funcions
polinomiques definides sobre la base monomial o bé fent us de corbes de Bézier no pa-
rametriques. La informacié que es mostra en aquest apartat s’ha extret integrament de
Cardona i Clos [16], Farin [21] i Reyes [42].

Un polinomi b(x) de grau n s’ expressa en la base de monomis o canonica (1, u, u% 3, .. .)
com:

2

b(u) = ap + aju + au” + -+ - + au” (3.1)

on a; son els coeficients del polinomi en la base de monomis. Aquesta base no resulta
recomanable en la definici6 de corbes per trams pels segiients motius:

1. Problemes d’estabilitat numerica, especialment quan n €s elevat. Petits errors en el
calcul dels coeficients donen origen a grans variacions del valor de la funci6 fora de
I’entorn u = 0 i a discontinuitats en les unions.

2. Els coeficients a; no tenen cap significat geometric. Una modificacié d’un coeficient
no produeix cap efecte intuitiu en la forma de la funcié b(u).

3. La imposici6 de condicions de continuitat en la unié entre dues corbes no és trivial,
ja que involucra tots els coeficients d’una d’elles, inclds en el cas de continuitat C°.

Els problemes esmentats es solucionen si s’empren els anomenats polinomis de Bernstein,
els quals constitueixen també una base. Les corbes en base de Bernstein s’anomenen corbes
de Bézier. El disseny de lleis de moviment mitjancant aquest tipus de corbes s’exposa a
continuacio.
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3.2.1 Corbes de Bézier no parametriques

En aquest apartat es descriuen les corbes de Bézier no parametriques com una alternativa a
la utilitzacié de funcions polinomiques definides sobre la base monomial. Aquestes corbes
son funcions polinomiques definides sobre la base dels polinomis de Bernstein.

Funcions base. Polinomis de Bernstein

Sobre un domini unitari, els polinomis de Bernstein de grau n son:

o oo : n!
B:l(u) = quul(l — I/t)n_l i=0,...,n on Cﬁi = m (3.2)
A la Figura 3.1 es mostren els polinomis de Bernstein de graus 1, 2 i 3, aixi com els
monomis fins a grau 3.

Bernstein n=1 Bernstein n=2
1Kk----------- M ------m -
B/ B] 2 2
0 1 B2 BZ
2
Bj

Bernstein n=3 Monomis
Iy 1 "0
B} B3
3
B B )
u;3

u=0 1/3 2/3 1 u=0 173 2/3 1

Figura 3.1: Polinomis de Bernstein de graus #» = 1, 2 i 3 i monomis fins a grau 3
Les principals propietats d’aquest tipus de polinomis son:

1. Satisfan la férmula recursiva:

B'(u) = (1 —w)B" '(u) + uB"'(u) i=0,....n (3.3)
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amb

B)=0; B",(u)=0 (3.4)
2. S6n una particio de la unitat:
n
Z B'(u) = 1 (3.5)
i=0
3. S6n positius:
Bl(u) >0, uel0,1] (3.6)

4. Tenen un comportament simetric respecte als dos extrems de 1’interval de definicio:

B'(u) = B"_(1 — u) (3.7)

5. A cada extrem només hi ha un polinomi de valor no nul.
6. Presenten un maxim per a I’abscissa i/n.

7. Constitueixen una base numericament estable.
Punts de control

Les corbes de Bézier b(u) poden ser tant parametriques com no parametriques, amb
ue[0,1]. En el primer cas, u és el parametre i pot representar, per exemple, una corba en
3D on b(u) és un vector de tres components. Si en canvi u representa la variable de 1’eix
d’abscisses del grafic de la corba b(u) es diu que la corba és no parametrica. D’altra banda,
aquest tipus de corbes es poden classificar també en racionals —si 1’expressio es defineix
mitjancant el quocient de dos polinomis— o bé irracionals, quan aquesta queda definida
a partir d’un polinomi algebraic. Per a 1’aplicacié que es considera en aquesta tesi, s’es-
tudien dnicament les corbes de Bézier no parametriques i no racionals, ja que les corbes
racionals no aporten cap avantatge significatiu i, en canvi, augmenten considerablement
la seva complexitat de calcul.

Una corba de Bézier b(u) de grau n s’expressa en la base de Bernstein com:

b(u) = Z bB!(u) wuel0,1] (3.8)
=0

on els n+1 coeficients b; s’anomenen ordenades de Bézier.El grafic de la corba b(u)
s’anomena corba de Bézier no paramétrica.Per a cada ordenada b; es defineix un punt
b; de coordenades (i/n, b;) anomenat punt de control i el conjunt dels punts de control
defineixen el que s’anomena poligon de control de la corba.

A D’expressi6 3.8 el polinomi BY () es pot interpretar com la influéncia de b; a la corba
b(u). Aquesta influéncia és maxima a u = i/n, ja que B/ (1) hi presenta un maxim. Aixo fa
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que la representacié grafica de la corba b(u) tendeixi a ser propera al poligon de control
(Figura 3.2), i si es desplaga verticalment un punt de control —es modifica ’ordenada b;
corresponent— la corba presenta la modificacié més acusada a 1’entorn d’aquest punt.

Figura 3.2: Corba de Bézier no parametrica de grau n = 3. Influéncia del punt b;

Aquesta propietat i les segiients donen un significat geometric a les ordenades de Bézier
que facilita el disseny i la modificaci6 interactiva d’una corba de Bézier:

1.

La corba passa pels punts extrems by, b,, i és tangent al poligon de control en aquests
punts.

. La corba es troba tancada dins el domini convex dels punts de control (Figura 3.3).

El poligon de control permet establir una caixa contenedora dins la qual es pot
assegurar que es troba la corba.

. Precisi6 lineal. Si tots els punts de control estan sobre una recta, la corba de Bézier

és precisament aquesta recta.

. Disminuci6 de variacions. Segons aquesta propietat, el nombre d’interseccions de

la corba amb una recta és menor o igual que el nombre d’interseccions de la recta
amb el poligon de control.

. Invariancia en front de transformacions afins. Aix0 permet girar, traslladar o escalar

la corba aplicant transformacions tnicament al poligon de control.

bmﬁx 7

Figura 3.3: Domini convex i caixa contenedora d’una corba de graun = 3
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A més, resulta interessant observar els casos particulars segiients (Figura 3.4):

b,

b bo

|
|
\ \
| \
| |
| |
| |
0 1 0 1/2 1

Figura 3.4: Corbes de Bézier no parametriques de grausn = 1, 2

1. n = 1; segment rectilini d’extrems by, b;.

2. n = 2; segment parabolic d’extrems bg i b, amb tangents en aquests punts que es
tallena b.

Derivacioé i integracié d’una corba de Bézier no parameétrica

La derivada b’(u) respecte a I’argument « d’un polinomi b(u) de grau n és un polinomi de
grau n — 1 tal que

db(u)
du

A la base de Bernstein, es pot comprovar que els coeficients b’ de la derivada s’obtenen
com

b'(u) =

(3.9)

b;=l’l(bi+1—bi) i=0,...,n—1 (310)
i la corba b’(u) s’expressa com

n—1

b () = Z BB () uel0,1] (3.11)
=0

En la Figura 3.5 es presenta com exemple la derivada d’una corba cubica (n = 3) que és
una corba parabolica. Aquesta ultima s’ha representat amb una escala reduida 3 vegades
per a I’eix d’ordenades. De I’expressi6 3.10 es dedueix que, en el procés d’integracio,

’

b’
b1 =bi + — (3.12)
n

essent b; les ordenades de Bézier de la funcié de partida, b; les ordenades de la funcié
integrada i n ’ordre d’aquesta. Per a definir la constant d’integracio es pot prendre un valor
concret per a una coordenada; el més senzill és by.

La utilitzaci6 de les corbes de Bézier per tal de definir una funcié b(s) de la variable
independent s entre s i 51, s € [s0, 1], i el fet que les corbes de Bézier b(u) es defineixen
en un domini unitari u € [0, 1], fa que usualment s’utilitzi el canvi de variable lineal
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b
2 1
‘ b(w) d/du
bo } b |
\ \ \ b'(u)
| | | . 12 I
0 13 23 1 u ' u
|
|
3

Figura 3.5: Derivada d’una corba de Bézier no parametrica de grau n = 3

s — S0

(3.13)

u =
51— 980
Amb aquest canvi de variables, la relaci6 entre la derivada b’(u(s)) respecte a u(s) i la
derivada b’(s) respecte a s és

b’
o) = o) = =4 (3.14)

Imposicié de condicions de continuitat

L’ expressio 3.10 posa de manifest que les derivades r-essimes en els extrems u = 0, u = 1
només depenen dels r + 1 punts de control més propers, és a dir, a u = 0 només depen dels
coeficients by, . .., b,, i au = 1 dels coeficients b,,_,, . . ., b,.

La imposicié de condicions de continuitat r-¢ssima en la unié entre dues corbes resulta,
doncs, molt més senzilla en la base de Bernstein que en la base de monomis, ja que només
es veuen involucrats r + 1 coeficients de cada corba.

En el cas particular d’unié d’una corba de Bézier amb una recta, per a aconseguir conti-
nuitat C" respecte al parametre s n’hi ha prou que els r + 1 punts de control més propers a
la unié es trobin sobre la prolongaci6 de la recta (Figura 3.6).

|
|
|
|
[
|
|
[
1
So S1 §

Figura 3.6: Uni6 C? d’una recta amb una corba de Bézier
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En el cas més general, es planteja determinar la corba de Bézier que s’uneix amb continuitat
C" amb una altra corba coneguda (Figura 3.7). Si la corba coneguda és de Bézier —b(s),
d’ordre nj i interval de definicié As;— les derivades respecte a s en el punt d’unié es poden
trobar de manera recurrent utilitzant 1I’expressi6 3.10 i tenint en compte que les corbes de
Bézier passen pels punts de control extrems. Per exemple, si la unié es fa amb I’Gltim punt
d’aquesta corba:

Figura 3.7: Uni6 de 2 trams de corbes de Bézier

by b(smax) = bn
b;—l = (b, — bp—1)m b'(s) =b'(u)

b, 5= (b;z—l - b;-z) (m = 1) b"(s)

1 1

_ ’

wrlAs; "HAs

STmax

(3.15)

7

S1max o2 (Asl)z

Conegudes aquestes derivades, les ordenades de Bézier ¢; de la corba de Bézier —c(s),
ordre n, i interval de definicié Asy— que empalma amb la continuitat C” amb la primera
es poden trobar a partir de ’expressié 3.12 i tenint en compte que les corbes de Bézier
passen pels punts extrems

/ /

€0 €
C():bn, cr=cp+—,cr=c1+—, ...
2 g ’”
Asy C
’— — As» = b Asr = b’ "=+ 0
cp=¢ (u)|u:0 c (S)|Sszn so="b (s)|slmax 52 bn_l—As1 , ¢ =¢ o IR

Asy 2
”o_qn 2 _qnm
cg = "6, (As2)" =], (A_sl) b

(3.16)
Com a casos particulars en unir dues corbes de Bézier:

1. Si es vol continuitat C' només cal que els dos tltims punts de control del primer
tram estiguin alineats amb els dos primers del segon tram —les corbes de Bézier en
els extrems son tangents al poligon de control.

2. Si les dues corbes de Bézier son del mateix ordre i estan definides en el mateix
interval (n; = np i As; = Asy), les ordenades de Bézier respectives guarden la
relacio:

30



Capitol 3. Eines de disseny i caracteritzacio

o 1 0 0 0 O b,

cl 2 -1 0 0 O bp—1

o= 4 -4 1 0 0]|{ by (3.17)
Cc3 8 =12 6 -1 0 bn_3

C4 16 -32 24 -8 1 bp-a

Exemple de disseny de llei de velocitats

En I’exemple de la Figura 3.8 es mostra la definici6 de la llei de velocitats b(u) d’engegada
d’un carro portaeines d’una maquina de control numeric, que ha de passar de velocitat
nulla a velocitat constant v¢ i per a la qual es desitja que la continuitat en 1’acceleracié
sigui C!. També s’hi mostren les successives derivades d’aquesta llei.

b(u)

{bi}:Vf{0,0,0,l,l,l}

d/du

{bi}=5v1{0,0,1,0,0}

b//(u)
d/du
n=3 ”
{b 1}245Vf{07 1 5'170}
b (u) d/du

//n; (b3 =34-5v(1,2,1)

Figura 3.8: Llei de velocitat d’engegada d’un carro portaeines i derivades successives

Per a garantir la continuitat C I en I’acceleraci6, és necessita una continuitat C2 en la
velocitat, és a dir, el poligon de control ha de tenir 3 punts sobre les rectes de velocitat
nulla i velocitat constant vy. Per tant, el grau minim del polinomi que defineix la llei de
velocitat és n = 3.
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3.3 Capacitat dels actuadors electrics convencionals

En aquest apartat s’analitza la continuitat C" minima que el senyal de comanda ha de
complir per tal de ser realitzat, amb una presicio raonable, mitjancant un actuador electric
convencional. Amb aquesta finalitat, s’estudien les limitacions causades per les discontinu-
itats en posicio, velocitat i acceleracid. En aquest estudi no s’inclou una analisi quantitativa
detallada de la capacitat dels actuadors, €s a dir, que no es considera el rang de freqiiencies
en el qual I’actuador €s capag¢ de respondre, tot i que es fa referéncia al seu ordre de
magnitud. Com a exemple, s’estudia el senyal de comanda de la coordenada generalitzada
g, del mecanisme de barres presentat en la Figura 4.2.

En actuadors eléctrics convencionals com els servomotors de corrent continu (DC) amb
escombretes, i servomotors sincrons d’imants permanents sense escombretes (AC i DC),
la constant de temps electrica i el temps de difusié magnética sén de ’ordre de milisegons
[12]. Per tant, si es suposa una entrada graé com a senyal de comanda, es pot obtenir un
parell estacionari i, en conseqiiéncia, una acceleracié estacionaria després d’un temps de
transici6 #; d’un ordre semblant. Amb I’objectiu d’analitzar aquest efecte, es suposa que la

coordenada g, segueix una llei de moviment temporal com la que es presenta en 1’equacio
3.18 (Figura 3.9 a)):

1) = —00 <t <ty 11 (f) = 0 -0 < t < fy-
4l = bt ot £t < 400 )= by for <1< 400
0 —00 <t < fo- (3.13)
g,(t) =1 b1o(1) to- <t <to
0 for <t < +00
ql ql ql
to t to t to t
a)
q, q 1 q 1|t Moviment
—“—I—t / teoric
N/Ioviment
real
to t to t to t
b)

Figura 3.9: Senyal de comanda amb una discontinuitat en a) la velocitat ¢, i b) I’acceleraci6 ¢,

on fo- i fo+ son els instants de temps just abans i després de comencar el moviment,
respectivament. El parametre b fa referéncia al coeficient del polinomi generic de la llei
de moviment de ¢,(f). Aquest tipus de moviment és C° i implica un impuls d’acceleraci6
(equaci6 3.18). Encara que aquest perfil temporal es pot aproximar fisicament a un parell
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percussiu, la majoria d’actuadors electrics convencionals no sén capacos d’executar-lo. A
continuacio, es considera el senyal de comanda de la Figura 3.9 b) (equaci6 3.19):

0 —00 <t <ty 0 —00 <t < ty-

(h(t) = { b2l2 fgr <1< +00 ql(t) - { 2bot tor <t < +o0 (3.19)
0 -0 <t < fy- ‘

@) = { 2by tor <t < +o0

A diferencia del cas anterior, aquest perfil d’acceleracio es pot realitzar amb més o menys
precisio passat un cert temps de transicié de # millisegons, si es tenen en compte les
constants de temps indicades previament. La precisié del moviment dependra del rang de
freqiiencies en el qual I’actuador és capag de respondre, ja que aquest actuara com a filtre
passabaixos del senyal de comanda. En general, d’acord amb [66], per a motors de corrent
continu amb potencies de fins a 500 W, les freqiiencies de tall en buit es troben entre 5 Hz
i 15 Hz per a motors amb nucli estandard (Figura 3.10), i poden arribar fins a freqiiencies
de 30 Hz en motors anomenats coreless (rotor sense nucli).

1r

0
-1
-2

modul [dB]

10-1 100 4,2 101 114
freqiiencia [Hz]

[\
S
1

)
S
T

N
S
T

80 ; S S ; L NG
101 100 101
freqiiencia [Hz]

Figura 3.10: Resposta freqiiencial del motor Dunkermotoren GR 80x80 (dB referits a 1/K,, amb K, =
67 - 1073 V/(rad/s)) per als casos: a)) motor girant en buit, i b) motor amb carrega reduida a I’eix del motor
de I, = 3200 - 1077 kg - m? [66]

D’altra banda, els motors sincrons d’imants permanents (sense escombretes amb alimen-
taci6 DC o AC) poden respondre bé en rangs de freqiiencia de valor triple que els de
corrent continu amb nucli estandard (Figura 3.11). Per tant, tots aquests motors tenen
capacitat per a seguir senyals de comanda amb continguts freqiiencials inferiors a les
freqiiencies indicades, segons les inercies involucrades, perd mai per sobre d’aquestes.
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Conseqiientment, i donats els rangs de freqiiencies habituals que es donen en el control
de moviment d’inercies, es considera acceptable proposar la hipotesi que els actuadors
electrics convencionals poden realitzar qualsevol senyal de comanda que sigui, com a
minim, C!.

50
40 +
30
20

Y

modul [dB]
=

10 i R RS 51 FREE .
101 100 10! 3345 103
freqiiéncia [Hz]

el
S
1

fase [°]
o
(e

270 R S N N N
107! 100 10! 102 103
freqiiéncia [Hz]

Figura 3.11: Resposta freqiiencial del motor Mavilor BLS 40 (dB referits a 2/p, amb p = 8) per als casos:
a)) motor girant en buit, i ») motor amb carrega reduida a I’eix del motor de I; = 24 - 1077 kg - m? [66]

3.4 Eines de caracteritzacio de vibracions

Per a estudiar el comportament d’un sistema lineal amb coeficients constants cal resoldre el
sistema d’equacions diferencials ordinaries lineals que descriu el seu comportament. Per a
facilitar la resolucié d’aquest tipus de sistemes s’han posat a punt dues transformacions de
funcions: la transformada de Laplace —TL—i la transformada de Fourier -TF—, cadascuna
amb una transformacié directa i inversa que permet restituir la funcié inicial. Aquestes
transformades permeten 1’algebritzacié d’expressions integro-diferencials. La informacié
exposada en aquest subapartat s’ha extret de forma integra de Cardona i Jordi [17].

En I’ambit de les vibracions, les funcions que usualment descriuen I’evolucié temporal de
magnituds fisiques —desplacament, forca...— sovint s6n experimentals i solen anomenar-
se senyals. Els senyals experimentals rarament es poden expressar mitjancant funcions
analitiques; aquest fet, junt amb la facilitat d’implementaci6 numerica i d’interpretacié
de la transformada de Fourier, fan que la transformada de Laplace quedi més lligada a
I’estudi analitic dels sistemes i les seves propietats —calcul operacional- i la transformada
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de Fourier s’associi a I’analisi de senyals i a I’estudi experimental de sistemes —analisi
freqiiencial o espectral.

3.4.1 Transformada de Laplace i transformada de Fourier

La transformada de Laplace transforma una funcié x(¢) del temps, funcié en el domini
temporal, en una funcié complexa X (s) de variable complexa s, i la seva inversa fa el pas
contrari. La parella de transformades, directa i inversa, es defineixen com:

X(s) = TL[x(9)] = / x(e~dr (3.20)
0
a/+_]oo
x(f) = TL [ X (5)] = / X(s)e"ds (3.21)
joo

Per tal que existeixin, calen unes condicions que les funcions descriptives de 1’evolucio
de les magnituds fisiques, en principi, compleixen:

1. Si tenen discontinuitats, han de ser finites i en nombre finit.

(o)

2. Ha d’existir algun valor « tal que / |x(7)|e"¥'dr < o0.
0

La transformada inversa requereix una integral, en el pla complex, al llarg d’una linia paral-
lela a I’eix imaginari que talla a I’eix real a Re[s] = @ i que s’estén de —oo a +co. En molts
casos, es pot emprar la transformada de Laplace sense haver de recorrer a I’is d’aquesta
integral de linia ja que, si es compleix el lema de Jordan, es pot substituir aquesta integral
de linia per una integral en un contorn tancat que es pot avaluar mitjancant la teoria de
residus. De tota manera, aquest procés ofereix dificultats i en qualsevol cas redueix o inclis
anulla els avantatges operacionals associats a la transformada de Laplace si no es disposa
d’una taula de funcions associades x(#) <> X (s) = TL[x(¢)]ies faus de les seves propietats.

La transformada de Fourier transforma una funcié x(¢) del temps, funcié en el domini
temporal, en una funcié complexa X (f) de la freqiiencia, funcié en el domini freqiiencial, i
la seva inversa fa el pas contrari. La transformada de Fourier dona lloc a I’analisi espectral
o freqiiencial de senyals. De fet, es pot considerar una extensi6 de les Séries de Fourier
per a funcions periodiques, x(¢) = x(#+7T) amb T # 0 el periode. Per a aquestes funcions
cal recordar:

= 2 2 = 2
x(t) = ap + ZZ (ak cos (%kt) + by sin (?ﬂkt)) =co+2 Z Cy COS (?ﬂkt + gok) =
k=1 =
= 3 & COS 2T kt| + by sin —kt 3 Ck COS kt + @k
a

k:—oo k:—OO

(3.22)
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amb
; 2
1 n
ay = T /x(t) cos (7kt) dr (3.23)
0
1 ; 2
b= / x() sin (%kt) dt (3.24)
0
ck = +Jar + b} (3.25)
b
¢ = —arctan (—k) (3.26)
ag
Per a un senyal x(7) la transformada de Fourier i la seva inversa es defineixen com:
+00
X(f) = TE[x()] = / x(t)e 12714y (3.27)
+00
x(t) = TEX(H] = / X (Hel ' df (3.28)

La transformada de Fourier rep també el nom d’Integral de Fourier i es pot obtenir a
partir de la serie de Fourier fent tendir el periode T a co, no amitjanant —dividint per 7—
per a I’obtenci6 dels coeficients ay i by i utilitzant la notacié complexa per a representar
conjuntament el sinus i el cosinus.

Existeixen diverses versions en la definici6 de la transformada de Fourier que condueixen
a expressions diferents de la presentada:

1. Sila variable d’integraci6 de la transformada inversa €s w en lloc de f aleshores apa-
reix el factor 1/(27) que pot quedar dividint la transformada inversa, la transformada
directa o repartit entre ambdues en forma de 1/V2x.

2. Launitat imaginaria pot representar-se com i o com j. Es pren j lligant amb el criteri
dels fasors que giren en sentit antihorari (e = cos @ + j sin @).

3. Elsigne de I’exponent en la transformada directa pot ser negatiu, com en la definicié
presa, o positiu. Aquest canvi de signe té com a conseqiiencia un canvi de signe de
la part imaginaria de la transformada.

4. Aquestes variacions només afecten en el cas de quedar-se com a resultat de 1’estudi
la transformada directa de Fourier o una conseqii¢ncia d’aquesta, com per exemple
la resposta freqiiencial. Si es fan servir amb coheréncia ambdues transformades, per
a passar del domini temporal al freqiiencial i tornar al temporal, no hi ha diferencia
de resultats.
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Per tal que existeixin, també cal que els senyals compleixin unes determinades condicions:

1. Si tenen discontinuitats han de ser finites i en nombre finit.

+00 +00
2. S’ha de complir que f |x(7)|dt < o0 0 f (x(1))* dr < .

La poténcia d’un senyal s’associa al seu quadrat, Py(f) = (x(r))*, i la seva energia a la
integral d’aquesta:

“+00

E, = / x(1)>dt (3.29)

“oo
Aix0 fa que, en principi, la integral de Fourier només sigui aplicable a funcions que
descriuen transitoris d’energia finita. Emprant, pero, la funcié Impuls o Delta de Dirac,
o(1), la transformada de Fourier és aplicable a funcions periodiques i quasiperiodiques
(superposicio de funcions periodiques de periodes que no sén multiples enters d’un mateix
periode fonamental, és a dir, superposicié de funcions peridodiques no harmoniques entre
elles). Cal recordar que la funci6 delta de Dirac §(¢) es defineix com:

/ s(ndt=1 i 6()=0 Vt#0 (3.30)

Aquesta funcid, que és la derivada generalitzada de la funcié graé unitari, no €s una
vertadera funcié en el sentit matematic usual ja que no esta definida per a cada valor de .
S’utilitza freqiientment per a representar distribucions.

En I’ambit de les vibracions algunes transformades de Fourier interessants son:

TF[cos2xf )] = (12)[8(F - f,) + 6(F + f1)] (3.31)
TF[sin2xf,1)] = (112)[-5(F — f1) + 6(F + F1)]j (3.32)
TF[cos(2nf 1 + ¢)] = (1/2) [¢5(F — f1) + e 96(F + f1)] (3.33)
TF[6(1)] = 1 (3.34)

Transformada discreta de Fourier

La transformada Discreta de Fourier té entitat propia en 1’estudi de senyals discretitzats
en el temps, mostrejats a intervals regulars i descrits mitjancant una serie de N valors i
es pot considerar una aproximacié numerica de la transformada (continua) de Fourier. Es
defineix com:

N
1 .
Xi= = D e DDV gy (3.35)

r=1

37



Aportacio a l’estudi de la reduccio de vibracions residuals en transitoris de moviment generats mitjangcant
accionaments de cinematica no lineal

N
X = Y Xyl DN N (3.36)
k=1
L’any 1965 J.W. Cooley i J.W. Tukey van publicar I’algorisme de la Transformada Rapida
de Fourier -FFT- per al calcul numeric de la transformada Discreta de Fourier. Aquest
algorisme redueix el nombre d’operacions respecte al calcul directe de les expressions
anteriors. Aixi, si N és una potencia entera de 2 el nombre d’operacions passa de ser
proporcional a N2 a ser proporcional a N log, N. Per exemple, si N = 219 1a relaci6 en el
nombre d’operacions és N/log, N = 102,4. Aquest algorisme va suposar una revolucié en
I’estudi, sobretot experimental, de les vibracions, que €s I’estudi dels sistemes lineals, i en
I’analisi de senyals. Es encara I’algorisme més utilitzat en el processat digital de senyals
—DSP-. Gracies a aquest algorisme (i a I’augment de les potencies de calcul), s’ha avancat
i assolit un alt nivell en tecniques com el manteniment preventiu-predictiu de maquines
i installacions, on es preveu quan una maquina pot fallar i aixi poder programar el seu
manteniment o la seva reparacio, de manera que el perill i la incidéncia econdmica siguin
minims.

3.4.2 Relacio entre les transformades de Laplace i de Fourier

De manera formal es passa de la transformada de Laplace a 1a de Fourier amb la substitucié
s < jw, pero de fet hi ha diferéncies profundes en la seva utilitzaci6 acurada: limits de les
integrals i condicions d’existeéncia.

1. Quan la transformacié directa de Fourier és possible i x(r) = 0 V¢ < 0, aquesta
coincideix amb la de Laplace simplement substituint s per jw.

2. Si x(¢) s’anulla per a valors de t < fy (amb £y positiu o negatiu) i es compleix la
condici6 de convergencia de la transformada directa de Fourier aleshores:

X(w) = e T“PTE[x(1 - 19)] (3.37)

3. Si x(#) no s’anul'la per a tots els valors de ¢ < £y, amb #) negatiu, pero es compleix la
condici6é de convergencia de la transformada directa de Fourier es pot procedir de
la segiient forma:

+00 +00 0
X(w) = / x(t)e 1@dt = / x(t)e ' dt + / x(t)e ' dt (3.38)
—00 0 —00

Fent primer el canvi ¢ = 7 en el segon sumand i, a continuacié, els canvis jw = si —jw = s

X(w) = /x(t)e_j‘“tdt+ /x(—‘r)eimdr =
- = 0 (3.39)
= /x(t)e_“dt + /x(—r)e_sleT = Xi(s = jw) + X_(s' = —jw)

0 0
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Aixi doncs, X(w) es pot determinar com a suma de la transformada de Laplace, amb s
substituida per jw, de x(¢) suposada nulla per a t < 0 i de la transformada de Laplace, amb
s” substituida per —jw, de x(—7) suposada nulla pera v < 0.

3.4.3 Propietats i aplicacio de les transformades

En ambdues transformades, les dues propietats basiques per a la seva utilitzacié en la
resolucié de sistemes lineals d’equacions diferencials ordinaries (EDO) amb coeficients
constants son:

1. Derivaci6:

TE[x(1)] = X(w) — TF[x(?)] = juX (w) (3.40)
TL[x(1)] = X(s) — TL[x(1)] = sX(s) — x(0) (3.41)
2. Linealitat:
TF[x(2) + y(1)] = TF[x(r)] + TF[y()] (3.42)
TF[a x(1)] = a TF[x(1)] (3.43)
TL[x(7) + y(t)] = TL[x(r)] + TF[y(1)] (3.44)
TL[a x(1)] = a TL[x(1)] (3.45)

3.4.4 Resposta dels sistemes lineals

Un sistema amb sortida (o resposta) y(f) que respon a una entrada (o excitacio) x(z) es diu
que és lineal amb coeficients constants si ambdues funcions estan relacionades per una
equacié diferencial lineal amb coeficients constants de la forma:

n m

d"x dx d"y dy
an—+---+ay—+apx =by,—+---+b;—

" dem Var T T g ar

Cal indicar que si els coeficients fossin funcié de 7 el sistema també seria lineal, i es
compliria el principi de la superposicid, pero aleshores el comportament del sistema i el

seu estudi serien diferents, i més complicats.

+ boy (3.46)

Es suposa que el sistema descrit per I’equacié anterior €s passiu, per al qual si no hi ha
entrada, després d’un temps suficientment llarg, la sortida sera negligible; en definitiva,
que I’esmorteiment és positiu i els transitoris s’esvaeixen.
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Admetent I’existencia de les transformades de Fourier d’x(z) i d’y(¢), es pot aplicar aquesta
transformacié als dos membres de 1’equacié diferencial i, fent Us de les propietats de
derivacid i de linealitat vistes, s’obté:

(an(jw)” bt a(jo) + ao)X(w) - (bm(jw)’" +o 4 by(jo) + bO)Y(w) (3.47)

Al quocient entre la transformada de Fourier de la resposta o sortida Y(w) i la transformada
de Fourier de I’entrada o excitacié X(w) se I’anomena funci6 de resposta freqiiencial H(w):

Y  a(jw)'+ -+ ai(jw) + ag
C X(w)  bp(jo)n + -+ + bi(jw) + b

De manera semblant, si s’utilitza la transformada de Laplace suposant condicions inicials
nulles s’obté la funcié de transferéncia H(s):

H(w)

(3.48)

Y(s) aus"+---+ais+ag
H(s) = = 3.49
(s) X(s) bus™+---+bis+ b (3:49)
La funci6 de resposta freqiiencial no €s unica; es pot generalitzar per a qualsevol sistema

lineal i per a qualsevol parella entrada-sortida.

Dues funcions de resposta freqiiencial molt utilitzades en mecanica, acustica i electricitat
s6n la impedancia Z(w) i la seva inversa, I’admitancia ¥(w). La impedancia relaciona

1. Mecanica: Forga/velocitat Z(w) = F(w)/V(w)

2. Acustica: Pressid/velocitat Z(w) = P(w)/V(w)

3. Electricitat: Tensié/corrent Z(w) = U(w)/I(w)

3.4.5 Representacio grafica de la funcio de resposta freqiiencial

La funci6 de resposta freqiiencial com a valor complex que depen de la freqiiencia es pot
representar com (Figura 3.12):

1. Diagrama de Bode (a): grafics independents del modul i de I’argument d’H(w) en
funcié de la freqiiencia.

2. Diagrama d’Argand (b): grafics independents de la part real i de la part imaginaria
de H(w) en funci6 de la freqiiencia.

3. Diagrama de Nyquist (¢): corba definida per H(w) en el pla complex amb Ia
freqliencia com a parametre.

En les representacions de Bode i d’Argand, les escales poden ser lineals o logaritmiques.
Les escales logaritmiques de freqiiencies es poden expressar en logaritme decimal o en
logaritme binari, de base 2. En el primer cas, s’introdueix el concepte de decada, multi-
plicar per deu la freqiiencia, i en el segon cas, usual en acustica, s’introdueix el concepte
d’octava. Una freqiiencia €s I’octava d’una altra si €s doble d’aquesta.

[’escala logaritmica de 1I’amplitud sovint s’expressa en dB. El valor numeric d’una mag-
nitud x expressat en dB referits a x( (valor de referéncia) €s 20 log(x/xo).
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Figura 3.12: Resposta freqiiencial: Diagrames a) de Bode, b) d’Argand i ¢) de Nyquist

3.4.6 Resposta a una entrada sinusoidal

L’estudi de la resposta y(f) d’un sistema lineal a una excitacio sinusoidal com la de I’equaci6
3.50 es pot fer a partir de la seva funcio de resposta freqiiencial.

x(t) = xp cos(2nf 1) = x, cos(wit)

(3.50)
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En aquest cas sera util escriure-la de manera que quedin explicits el seu modul i el seu
argument H(w) = H(w)e!¥“). Cal també tenir en compte que, com es pot deduir de la seva
definicid, H(w) = H*(—w) i per tant H(w) = H(—w) i p(w) = —p(—w). Aixi, recordant la
transformada de Fourier de la funci6 cosinus:

Y(w) = Hw)X(w) = xpr [H(w)d(w — w1) + H(~w1)d(w + w1)] =

o ton (3.51)
= xpH(w)m [°“Vo(w — wy) + e 77 “V(w + u)l)]

d’on
¥(1) = H(w 1)y cos (11 + ¢(w))) (3.52)

Aixi doncs, si I’excitacié és sinusoidal, I’amplitud de la resposta és el producte de 1’am-
plitud de I’excitacié pel modul de la resposta freqiiencial per a la freqiiencia de I’excitacio,
¥p = H(w1)xp. La resposta esta desfasada respecte a I’entrada un angle igual a I’argument
de la resposta freqiiencial per a la freqiiencia de I’excitacio.

3.4.7 Resposta impulsional

Per a un sistema lineal passiu de coeficients constants amb una entrada x() i una sortida
¥(t), es defineix la seva resposta impulsional /() com el quocient entre la resposta a
un impuls, a partir de condicions inicials nulles, i la magnitud d’aquest. Una excitaci6
impulsional es representa mitjancant la funcié delta de Dirac de valor igual a la integral
de I’excitaci6, que dura un temps 7 que tendeix a zero:

x(t) = 16(t) (3.53)

amb

I= / x(t)dt (3.54)

Si I’entrada és una for¢a, un impuls es pot entendre com una for¢ca molt gran aplicada
durant un temps 7 molt petit de manera que la integral

P = / F(t)dt (3.55)
7—0

és finita. P s’anomena percussi6 de F(¢) i es diu que en aplicar una percussio a un sistema
aquest sofreix una batzegada, fenomen instantani en el qual es produeix una modificacié
de la velocitat perod no de la posicié. L'increment de velocitat causat per la percussié es
determina a partir del teorema de la quantitat de moviment

A(mv) = /F(t)dt =P (3.56)
d’on Av = P/m.

Just després de la batzegada, el sistema passa a oscillar lliurement. Aix{ doncs, la resposta
a un impuls de forca es correpon al moviment lliure a partir de les condicions inicials de
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desplacament nul i de velocitat 1’adquirida durant la batzegada, y(0) = 0, y(0) = P/m.
Amb aquestes condicions inicials el moviment lliure és:

P
y(f) = ——e 59 sin(wqt) (3.57)
mawq
amb

- 3.58
' W (3.58)
k
m

wo = (3.59)

wa = woy1 = &2 (3.60)

i per tant la resposta impulsional en aquest cas és:

t 1
h(t) = Y _ ——e 59 sin(wqt) (3.61)
P mawq

En els sistemes passius, la resposta, a partir del repds en la configuracié d’equilibri
i considerant condicions inicials nulles, no comenga fins que s’inicia I’excitacié i en
conseqiiencia h(r) = O perat < 0.

3.4.8 Resposta temporal a una excitacio arbitraria. Integral de con-
volucio

Una funci6 x(¢) es pot considerar com un tren (o una successio) d’impulsos de valor x(7)dr
situats a t = 7; de manera intuitiva es pot veure en la Figura 3.13, a més:

+00

x(1) = /x(T)(S(t —71)dr (3.62)

—00

x(t)dr

T T+dTt t

Figura 3.13: Impuls de valor x(7)dr, del senyal x(¢)

Si I’excitacié d’un sistema lineal passiu x(7) es considera formada per una successio
d’impulsos, la seva resposta temporal €s la superposicié de les respostes a cadascun dels
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impulsos de I’excitacié. Per a un impuls situata = 7, laresposta és y_(f) = h(t—7)x(7)dr,
perat > 1,iy.(f) =0, perat < 7, en tractar-se d’un sistema passiu. La resposta total
en I’instant 7 és la superposici de les respostes als impulsos x(7)dr existents des que
s’inicia I’excitaci6 a partir del repos —es pren des de —co per a garantir que es recull tota
I’excitacio— fins a ¢:

y(t) = /h(t — 7)x(7)dr (3.63)

Aquesta expressié s’anomena Integral de convolucié o alternativament Integral de Duha-
mel o Integral de Green.

Si I’excitacié comenga at = 0, x(r) = O per a ¢ < 0, la integral de convoluci6 s’escriu:

t

y(t) = / h(t — 7)x(7)dt (3.64)
0

Una altra versi6 de la integral de convoluci6 s’obté tenint en compte que A(f — 7) = 0 per
a T > t1iper tant el limit superior de la integral es pot fer co:

+00

y(t) = /h(t —7)x(7)dr (3.65)

—00

Altres versions s’obtenen simplement fent el canvi de variable d’integracié 6 =t — 7.

Aquesta integral de convoluci6 és la mateixa que apareix en el producte de convolucié
o integral de convoluci6 associat a les transformades de Fourier i de Laplace. Per a la
transformada de Fourier, i de manera semblant per a la transformada de Laplace, admetent
I’existeéncia de les transformades de les funcions temporals implicades, es verifica:

+00

TEy(7) - x(1)] = Y(w) ® X(w) = / Y(w - ¢)X(p)de (3.66)
TF'[H(w) - X(w)] = h(t) ® x(¢) = / h(t — 7)x(t)dr (3.67)

Aquesta ultima expressio coincideix amb les trobades anteriorment perd no esta condici-
onada que la funcié d’excitaci6 sigui d’energia finita i, per tant, és aplicable sigui quina
sigui I’excitacid.

3.4.9 Relacio entre la resposta freqiiencial i la resposta impulsional

Si s’excita un sistema de resposta impulsional A(z) amb un impuls x(t) = 16(z) la seva
resposta temporal és y(t) = [h(t). Per altra banda, la transformada de Fourier de 1’excitacié
és X(w) = I'ilatransformada de la resposta és Y(w) = ITF[h(t)], de manera que la resposta
freqliencial és:
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Y(w) 3 ITF[h(r)]
X(w) 1

Aixi doncs, la transformada de Fourier de la resposta impulsional és la resposta fre-
quiencial. Cal notar que, per als sistemes passius, la resposta impulsional és sempre un

transitori d’energia finita i, conseqlientment, es compleix la condicié d’existencia de la
seva transformada de Fourier.

H(w) = = TF[h(1)] (3.68)

3.5 Caracteristiques del sistema vibratori

El sistema d’estudi que es considera en aquesta tesi esta format per un sistema d’un grau
de llibertat vibratori governat a través d’un accionament de cinematica no lineal. A mode
d’exemple, en aquest apartat s’estudien els casos en que 1’accionament excita el sistema
oscillatori per la base o bé mitjancant alguna de les seves inercies. D’altra banda, per
tal de poder reduir les vibracions residuals del sistema oscillatori mitjancant 1’ts de les
tecniques exposades en 2.1.1 i 2.1.3, es considera que el seu comportament vibratori
es pot modelitzar com un sistema discret amb comportament lineal en el seu rang de
funcionament i amb parametres constants en les equacions de moviment que el descriuen
(equaci6 3.69). Les respostes impulsionals s’han extret en ambdds casos de [69].

my +cy +ky = f (') (3.69)

3.5.1 Sistema amb excitacio per la base

La Figura 3.14 mostra un sistema generic d’un grau de llibertat vibratori excitat per la
base mitjan¢ant un mecanisme de pisto-biela-manovella. La configuracié del sistema en
un cert instant de temps es defineix mitjancant les coordenades g, g, i g3 i laresposta y del
sistema oscillatori. El comportament no rigid de la uni6 entre I’accionament de cinematica
no lineal i el grau de llibertat vibratori es descriu mitjancant una unié molla-amortidor
representat a través d’una rigidesa k i un esmorteiment ¢, ambdos de valor constant.

*~—
=~

N 95

Y

Figura 3.14: Sistema d’un grau de llibertat amb excitacié per la base

L’equacié de moviment del sistema exposat en la Figura 3.14 s’expressa d’acord amb
I’equaci6 3.70:

my + ¢y + ky = ¢z + kq; (3.70)
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L’expressio anterior es pot reescriure tenint en compte les equacions 3.58 i 3.59:

V+ 2l woy + a)gy = 2{wogs + w8q3 3.71)

Per tal de poder obtenir la resposta del sistema oscillatori en funcié de la coordenada g,
que conté el punt mort, es calcula la seva resposta impulsional. En aquest cas, es pren com
a entrada la velocitat ¢5(7) i, com a sortides, la posici6 y(z), velocitat y(¢) i acceleracio y(z)
de la massa m:

g3(1) Resposta impulsional

o T

e 59! cos (wat + ) + 1

3(1) hy(t) = —20 =40t gin (wqt + 20)
cosy
w2
$()  ha(r) = —2—e~49" cos (wqt + 3¢) + 2L wos(f)
cos Y

Taula 3.1: Resposta impulsional d’un sistema d’un grau de llibertat amb excitacié per la base per a una
entrada velocitat

amb:

Y = arctan L (3.72)

-

En conseqiiencia, en el cas del mecanisme de la Figura 3.14, la posicid, velocitat i
acceleracio de la massa m es calcularan d’acord amb les equacions 3.73, 3.74 i 3.75,
respectivament:

t

y(t) = /q3(7')hs(t —71)dr (3.73)
y(t) = /é]3(T)hV(t —71)dr (3.74)
y(t) = /q3(r)ha(t —7)dr (3.75)

3.5.2 Sistema amb inercia governada

En aquest apartat es descriu el comportament d’un sistema d’un grau de llibertat amb
inercia governada (Figura 3.15). De forma analoga al cas anterior, es considera que 1’estat
del sistema ve determinat per 1’evolucié temporal de la coordenada g; de la manove-
lla controlada a través d’un actuador eléctric. D’altra banda, es fan servir les mateixes
coordenades que en 1’exemple anterior per a descriure la configuracio del sistema.
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REF
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C) )

Figura 3.15: Sistema d’un grau de llibertat amb inercia governada

L’equacié de moviment del sistema exposat en la Figura 3.15 es descriu en 1’equacio 3.76:

(m+ M)y + cy + ky = —mij; (3.76)

L’equaci6 anterior es reescriu considerant les equacions 3.58 i 3.59:

y+2§w0y+w(2)y = _m+Mq3 (3.77)

amb:

= ¢ (3.78)

2Jim + M)k

/ k

Amb I’objectiu d’obtenir la resposta del sistema oscillatori en funcié de la coordenada
que conté el punt mort, es calcula la seva resposta impulsional. De la mateixa forma que
en I’apartat anterior, es pren com a entrada la velocitat ¢;(¢) i, com a sortides, la posicié
y(t), velocitat y(¢) i acceleracié y(7) de la massa m:

g'(1) Resposta impulsional
m 1
y(1) h(t) = = — we‘f‘”o’ cos (wyt + )
. m WO s
y(t)  hy(t) = p— (cosotpe cwol gin (wgt + 2¢) — 6(t))

2
50 bl = — (;”Towe—éwof cos (wat + 30) — 5(r))

Taula 3.2: Resposta impulsional d’un sistema amb inercia governada per a una entrada velocitat
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Per tant, en el cas d’un sistema amb inércia governada, la posicié y(z), velocitat y(7) i
acceleracio y(¢) de la massa m es poden calcular aplicant les equacions 3.73, 3.74 i 3.75,
considerant com a respostes impulsionals hg(?), hy(7) i h,(2) les exposades en la Taula 3.2.
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Caracteritzacio del sistema d’estudi

Les hipotesis fetes en el desenvolupament d’aquest estudi porten a la caracteritzacié del
sistema emprat en base a tres elements que el componen, tal i com es mostra en la Figura
4.1: I'actuador i la seva caracteritzacid, en el marc d’aquest treball, feta en I’apartat 3.3,
la cadena de transmissio —en aquest estudi €s un mecanisme de cinematica no lineal amb
configuracions de punt mort dins del seu rang de funcionament- i el sistema vibratori, el
qual s’ha descrit en I’apartat 3.5.

Sistema d’estudi

d i . E
_UO | Actuador |-2O Cadena de g(n) | Sistema | y() |
5 transmissio vibratori :

Figura 4.1: Parts considerades en el sistema d’estudi

La definicié de lleis de moviment que inclouen un punt mort en el seu domini de fun-
cionament implica, en primer lloc, complir totes les condicions cinematiques d’aquesta
configuraci6 singular i, en segon lloc, la fabricabilitat de la llei de moviment per part de
I’actuador que controla una coordenada ¢¢ diferent a la coordenada independent en la que
s’ha descrit 1a llei de moviment ¢'(f). En aquest capitol s’estudia la viabilitat d’aquesta llei
de moviment en base a la continuitat C" necessaria que ha de tenir per a poder ser reprodu-
ida per actuadors electrics convencionals (d’acord amb 1’apartat 3.3). Per tal de validar els
resultats obtinguts, es realitzen simulacions numeriques d’un quadrilater articulat (Figura
4.2) i un mecanisme de pisté-biela-manovella (Figura 4.3). El contingut d’aquest capitol
s’ha extret de Lores ef al. [31].
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4.1 Problematica de la cinematica inversa en mecanismes
amb punts morts

L’estat mecanic d’un mecanisme d’m graus de llibertat es pot descriure mltjangant un
conjunt d’n+m coordenades generalitzades ¢ = {ql, Qos - s Gy s Gpits - - >y +m} i
velocitats generalitzades ¢ = {ql,qz, Y/ BN/ B TN/ A +m} . El grup de variables
geometriques g defineix totes les possibles configuraciones del mecanisme, mentre que
les seves derivades temporals ¢ i § determinen la seva distribuci6 de velocitats i accelera-
cions. El conjunt minim d’m coordenades per a descriure la conﬁguracm del mecanisme
s’anomenen coordenades independents g' = {qn il sy +m} D’altra banda, les n coor-
denades restants es coneixen com a coordenades dependents ¢¢ = {g,, ¢, . . ., qn} Enel
cas d’un mecanisme pla d’un grau de llibertat (m = 1), hi ha una tnica coordenada inde-
pendent ¢'. Generalment, aquesta coordenada s’utilitza, mitjancant una llei de moviment
en el domini temporal, per a definir el moviment del mecanisme. Si I’actuador es controla
a través d’una coordenada que no sigui la independent, es pot utilitzar la cinematica inversa
per a calcular el seu senyal de comanda. No obstant aix0, aquest calcul presenta problemes
quan la coordenada independent es troba en una configuracié de punt mort dins del seu
rang de funcionament. En realitat, aquest problema no deixa de ser una indeterminacié
algebraica. Un exemple d’un mecanisme pla d’un grau de llibertat amb punts morts és el
mecanisme de barres que es mostra en la Figura 4.2 a), on q = {ql, qr q3}T. En aquest
cas, la coordenada generalitzada g5 presenta un punt mort quan g; = g, (Figura 4.2 b)).

Figura 4.2: a) Mecanisme de barres descrit amb tres coordenades generalitzades ¢, ¢, i g3; b) Configuraci6
de punt mort per a g5

En un mecanisme plad’un grau de llibertat, en general, larelacié entre les n+1 coordenades
generalitzades s’obté de les ¢;(g) equacions geometriques d’enllag del mecanisme:

#1(q)
#(q) = : =0 4.1)
¢n(q)

D’acord amb Cardona i Clos [16], es deriva I’equacié 4.1 respecte al temps per tal de
calcular les velocitats generalitzades §:

.0 =0 4.2)
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on ¢, es coneix com a matriu jacobiana del sistema d’equacions geometriques d’enllag i,
que per a un mecanisme d’un grau de llibertat (m = 1), té la segiient forma:

0¢1(q) 0¢1(q)

gy T 0

¢, = : : 4.3)
0¢n(q) 0¢n(q)
0q,  0qu4

A continuacid, es separen els termes de les coordenades dependents i independents de
I’equaci6 4.2:

P4+ L4 = 4.4)
a-1 adj(¢g) i
_ _ 4.5
¢, det(9) ] (4.5)
amb:
d0¢1(q) 0¢1(q)
GQI aqn
$y=| : (4.6)
0¢n(q) 0¢n(q)
aQI GQn
0¢1(q)
¢, = : 4.7)
0¢n(q)
aq

Quan un mecanisme es troba en una configuracié de punt mort per a la seva coordenada
generalitzada independent ¢', 1a velocitat ¢' corresponent té un valor nul independentment
del moviment de la resta del mecanisme. Per tant, amb 1’objectiu d’obtenir una solucié per
a les coordenades generalitzades dependents ¢¢ diferent de zero, cal que el determinant

de ¢d sigui també nul. Com a conseqiiencia d’aquesta indeterminacié 0/0, el valor de ¢¢
no es pot calcular numericament a partir de I’equacio 4.5. En el cas del mecanisme que es

mostra en la Figura 4.2, la relacio entre les coordenades generalitzades g4, g, i g3 s'obté a
partir de les equacions geometriques d’enllac:

$2(q1, 92, 93)

En aquest cas, la matriu jacobiana del sistema d’equacions geometriques d’enllag sera:

mm:¢mp%49:{¢“%”%%)}=o (4.8)

001(q1,92.q3)  091(q1,92-93)  091(q1: 92, q3)
dq, dq, 9qs;

002(q1,92.q3)  092(q1,9293)  992(q15 92, q3)
dq, 0q, 0q;

$, = (4.9)
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Si es considera que g5 és la coordenada independent ¢', i g, i ¢, s6n tractades com a
coordenades dependents g¢, 1’equaci6 4.4 es pot reescriure com:

G{a1. a2} + i =0 (4.10)

Per tant:

(1]

Pel que respecta a les acceleracions §¢, es pot aplicar un desenvolupament similar derivant
I’equaci6 4.2 respecte al temps:

e 4.11)

G+ =0 (4.12)

Es tornen a separar els termes corresponents a les coordenades dependents i independents:
Do + 094" + Py =0 (4.13)

adj(2)
det((bg)

i =95 (ol +9,4] = - (03" + bd] (4.14)

amb:

- 2{3@((1)} 3{5%(‘1)} —
dtl dq; ) dt| g,

. d
=3 {94} = (4.15)

d {aésn(q)} d {aésn(q)}
|3 Toq, | @l g,

Quan la coordenada independent ¢' es troba en una de les seves configuracions de punt
mort, el valor del numerador de 1’equaci6 4.14 és nul (veure Apendix A). Analogament
al cas del calcul de les velocitats ¢9, la indeterminacié algebraica present en 1’equaci6
4.14 no permet el calcul del valor de les acceleracions 9. En conseqiiéncia, les equacions
4.5 i 4.14 no permeten utilitzar la llei de moviment de la coordenada independent ¢' per
tal de monitoritzar la cinematica del mecanisme en aquesta configuracié especifica. En el
mecanisme de barres que es mostra en la Figura 4.2, les acceleracions {g, 2]2}T es poden
calcular com:

{ i } _adj(g)

i y .. . T
> det(¢) [¢qq3 + (a1 4} ] (4.16)
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4.2 Estudi cinematic en configuracions de punt mort

Aquest apartat té com a finalitat definir el grau de continuitat C"" minim que la llei de
moviment de la coordenada independent d’un mecanisme d’un grau de llibertat ha de
complir, en preséncia de punts morts, per a poder ser reproduida mitjancant actuadors
electrics convencionals. Els mecanismes que es consideren sén aquells que no presenten
redundancies i les seves unions estan formades per parells cinematics inferiors. Aquest
estudi es duu a terme resolent la indeterminacié algebraica presentada en I’apartat 4.1.
[analisi contempla I’estudi de la velocitat i I’acceleraci6 de les coordenades dependents
basat en la llei de moviment descrita per 1’evolucié temporal de la coordenada independent.
Per a una millor comprensi6 del desenvolupament de la solucié generica, tots els resultats
es particularitzen per al mecanisme pisto-biela-manovella que es presenta en la Figura 4.3
a) quan es troba en la configuracié de punt mort de la coordenada independent g5 descrita
en la Figura 4.3 b).

N

1

i g
<
N

b)

Figura 4.3: Mecanisme de pist6-biela-manovella en @) una configuracié qualsevol i ») un punt mort de la
coordenada independent g5

4.2.1 Analisi de velocitats

Tal i com s’exposa en I’equaci6 4.5, el valor de les n velocitats §¢ de les coordenades de-
pendents és directament proporcional a la velocitat ¢' de la coordenada independent. En la
configuracié de punt mort, aquesta velocitat generalitzada ' té un valor nul, independent-
ment del moviment de la resta del mecanisme. Per tal de trobar una solucié per al vector
de velocitats dependents al voltant d’un punt mort qd|pm diferent de zero, el determinant
de la matriu ¢2 també ha de valdre zero. Aquest fet implica una indeterminaci6 algebraica
del tipus 0/0 en el calcul de g9 en aquesta configuracio:

_adj<¢2)¢i.i 0
det(¢9) 77 70

La indeterminacié que es mostra en 1’equacié 4.17 es pot resoldre aplicant la regla de
L’Hopital considerant ¢' = 0:

q| 4.17)

pm:

q'—pm
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o i [aai)ei) |

g —pm d% (det())

q|

pm

[ Sl
lim | - )
s 5o (aee))a
d - (4.18)
T (aci(65)) '+ aci(9) {4+ 84| _
i {0 ) o )}{q ¢

adj(¢) ¢4
(det(¢ )) g4

pm

0
ad

Amb la finalitat de trobar una soluci6 a I’equaci6 4.18, s’introdueix la segiient notacio:

+d mi'
4o == 5 (4.19)
kg
on:
T . i
m={m m - my} =adi(gg)eyl (4.20)
0
k={k ko o k)= (det(s) (4.21)
dq pm
La soluci6 genérica per a la component j-éssima del vector ¢9 és:
A &l 7% (4.22)
h =— : : —q .
Jlpm kiqy +kagy + -+ + kg + - -+ + kng, om
Per tant, el quocient entre dues velocitats g; i g; val:
q. m.
= = (4.23)
dk pm My pm

Si es combinen les equacions 4.22 i 4.23 es troba, finalment, la segiient solucié generica:

Glom =\ (4.24)

pm
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O bé, en notacio vectorial:

=m\|7— (4.25)

pm

En el cas del pisté-biela-manovella que es considera en aquest estudi:

¢1(q1> 92, 93) } { rsing; — Ising, }
 q3) = - =0 4.26
(a1, 4245) { $2(q15 92, 943) —rcosq; —lcosq, + g3 (4.26)

amb ¢qu i ¢i] definides d’acord amb les equacions 4.6 i 4.7, respectivament:

a_ | recosq; —lcosg,
¢ = [ rsing, Ising, ] (4.27)
i 0
¢, = { 1 } (4.28)
En conseqiiencia, en la configuracié de punt mort que es mostra en la Figura 4.3 b):
T
m = { l r } (4.29)
k= { rl 1l } (4.30)

Aixi doncs, les velocitats ¢, i ¢, valdran:

. / [
qllpm = _r(r T l)C]3 (431)
. [ roo.

En absencia de bifurcacions, les funcions que defineixen les equacions geometriques
d’enllag¢ s6n sempre continues i diferenciables dins del rang de configuracions accessibles
del mecanisme. Aixi doncs, el terme mjz /(km) tindra un valor finit i determinat. D’al-
tra banda, d’acord amb 1’equaci6 4.25, les velocitats de les coordenades dependents s6n
proporcionals a I’arrel quadrada de I’acceleracio6 de la coordenada independent en la con-
figuracié de punt mort. Per tant, assumint que un actuador electric convencional és capac
de realitzar qualsevol senyal de comanda amb una continuitat minima C!, I’acceleraci6
' de la coordenada independent ha de ser continua al voltant d’aquest punt (C?). Aix{
doncs, la llei de moviment descrita per 1’evolucié temporal de la coordenada independent
qi ha de ser, com a minim, C2. En cas contrari, si la continuitat és menor, les velocitats
de les coordenades dependents ¢¢ canviaran instantaniament entre dos valors diferents i
provocara que el moviment no sigui possible de realitzar-se mitjancant aquests actuadors.
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4.2.2 Analisi d’acceleracions

[analisi d’acceleracions que s’exposa a continuacio es desenvolupa a partir de I’equacio
4.14. Quan la coordenada independent es situa al voltant d’un dels seus punts morts, el
numerador d’aquesta equacio tendeix a zero (veure Apendix A). Per tant, apareix una altra
indeterminacié algebraica del tipus 0/0 en el calcul de §¢, la qual es resol aplicant una
altra vegada la regla de L' Hopital:

© (aailo?) (03 + b,1)

..d . dl’
q |pm = ihmm g —
—p a(det(¢2))
d . TP _ (4.33)
lim | -4 (acil9)) [#3 + dga] +adi(6) [, + 918 + b, + b
im | -
q'—pm 0 d 0 q
(2 (et o (aeo) Y

Si es separen els termes relacionats amb les coordenades dependents i independents i
s’imposa ¢' = 0:

= (adi(@9)) [@4 + 954 | +aci(92) 204 + #17 + Bya + pi’
m = (4.34)
’ :d (det(#)) ¢

g

pm

on (veure les equacions B.7 i B.9 de ’Apendix B per a les equacions 4.36 i 4.37):

b= aiqd (4)) 4 - (o)) 4" . (4.35)

b = kZl (a%k (#) qk) } (436)

o Sl w0 5 wga) g ga] o
Per tal de facilitarIa notaci6, la matriu | s divideix en tres matrius:

LS e e

(43),)., % (#3)7 . (4.39)

#- 5( w)a)
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Reagrupant termes en 1’equacio 4.34:

g (det(¢2)) §"g" + adj(¢}) (¢2)3 ¢ +adj(¢g) pyd’

d pm (4.41)
2(0y) a'a + o+ (), + (33),) q'd])

Amb la finalitat de veure la dependencia entre les acceleracions de les coordenades
dependents §¢ i el moviment de la coordenada independent ¢', es reescriuen les equacions
4.35,4.36 i 4.38 tenint en compte les equacions 4.23, 4.24 i 4.25:

- (d% (adi(92)) [oh + dga? | + adi(9)

pm

é, - (¢;)dm ,:—3: (4.42)
om
¢3‘pm = an;(a%k( i,‘) mk) ;—3; (4.43)
= .
)1~ 33 (5 (o () ) 22

pm

Es reescriu també 1’equacio 4.41 considerant les equacions 4.21, 4.25, 4.39, 4.40, 4.42,
4.43 1 4.44. Per al calcul de la derivada de la matriu adjunta de ¢2 respecte al temps, es fa
us de I’equaci6 4.43, inicament reemplagant ¢2 per adj (¢g):

(4.45)
_ [m k'nlql + qu
amb el vector R|,:
(0 , .
Rlpm = Z (6—61]< (adj(¢2)) mk) [¢ - I% Z (8_qk (¢2) mk) m| +
k=1 k=1
n [ n (4.46)
adit9d) 2 (1) - = D[] (i (i ( g)) m) |+ -2 (92) | m
km i\ i\ dq; \dq, q' om
Reagrupant termes:
. . dj(S . .
i =5 m [ rg || = 2SS, S R (4.47)
pm - det(S) -g
pm pm
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amb la matriu S|, definida d’acord amb I’equacio 4.48:

s|pm:km1+adj(¢g)“aiql( L ()m o (ot
(4.48)

on I és la matriu identitat d’n files i n columnes. Segons I’apartat 4.2.1, la llei de moviment
de la coordenada independent ha de ser, com a minim, C2. Aixod implica que I’acceleraci6
g' ha de ser continua al voltant del punt mort. D’acord amb 1’equaci6 4.47, el calcul de les
acceleracions §¢ de les coordenades dependents pot diferir considerablement si I’accele-
raci6 §' de la coordenada independent val zero o qualsevol valor finit, ja que apareix en
el denominador d’aquesta equaci6. Aquestes dues possibilitats s’analitzen a continuacio
assumint que el determinant de la matriu S €s diferent de zero.

Acceleracié §'# 0

Quan el mecanisme s’apropa a una configuracié de punt mort amb una acceleraci6 de la
coordenada independent §' diferent de zero, 1’acceleraci6 de les coordenades dependents
¢4 es pot calcular directament a partir de ’equacié 4.47. Com que els actuadors electrics
convencionals poden realitzar senyals de comanda de continuitat C', no hi ha cap reque-
riment addicional pel que fa a la sobreacceleracié §', sempre que tingui un valor finit.
Aixi doncs, si ' # 0, 1a llei de moviment de la coordenada independent ha de ser, com a
minim, C2.

En el cas del mecanisme pisté-biela-manovella considerat en aquest estudi:

Pl+ 3 2rP
Slom =17 220 321402 (+:49)
0
R, = { 0 } (4.50)
I, per tant:
IG5
gilom = ——F———= (4.51)
TP 3l (D)
. rg
ol = ———— (4.52)

Acceleracié §'= 0

D’acord amb I’equacié 4.47, quan el mecanisme es situa al voltant d’un punt mort amb
una acceleracio ¢' nulla, el valor de la sobreacceleracié §' també ha de ser nul. En cas
contrari, les acceleracions ¢ de les coordenades dependents tendiran a infinit. A més a
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més, com que §' = 0, les velocitats g9 també sén nulles (equaci6 4.25). En consegiiéncia,
per tal de congixer el valor exacte del vector §¢ quan ¢¢ = ¢' = §' = §' = 0, s’aplica la
regla de L'Hopital a I’equaci6 4.33:

d(d : i - . v i . P
4 = | 000 1ol ot o it b+ 4]
g —pm d ([ o 0 4 . T
@ ({a_qd (det(g) ). % (det(¢2))} {a%.4'} )
Si es separen ara els termes referents a les coordenades generalitzades dependents i
independents i s’imposa ¢¢ = ¢' = §' = §' = 0:

(4.53)

o adilg) [ 20| | adig |+ 205 s
a d%(aiqd (det(¢2))qd) . S
Si es considera I’equaci6 4.37 i que ¢¢ = 0:
(')t + 2500) D (- (08) )| =-mitt, s
k=1

pm

La relaci6 entre el valor de les components j-&ssima i k-&ssima del vector §¢ s’obté derivant
I’equacié 4.5 respecte al temps i aplicant dues vegades la regla de L'Hopital, tenint en
compteque ' =¢' =¢' =0:

i
dk

)

(4.56)

my

pm pm

Aleshores, per a la component j-&ssima del vector acceleraci6 §¢ es compleix:

n

up . 9 a\*
kmgqud + 2adj(¢9) Z (G_qk (¢2) mk) m (ZJ,) = —mg |pm (4.57)

k=1 pm
Finalment:
|
Djlom = " [ 9 ; (4.58)
kmm; + 2a;« kgl (8—% (¢q) mk) m

pm

ona;: €s la j-essima fila de la matriu adj (¢2). Aixi doncs, I’acceleraci6 de cadascuna de les
n coordenades dependents és proporcional a I’arrel quadrada de ¢'. D’acord amb 1’apartat
3.3, els actuadors electrics convencionals poden realitzar moviments amb una discontinu-
itat en 1’acceleracid. Per tant, ' pot tenir qualsevol valor finit, perd no és necessari que
sigui una funci6 continua en el punt mort. En consegiiéncia, si §' = 0, la llei de moviment
de la coordenada independent ha de ser, com a minim, C 3 amb Eji necessariament zero.
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En el cas del pist6-biela-manovella en la configuracié de punt mort que es mostra en la
Figura 4.3 b):

=\ [—G; (4.59)

—r

4.2.3 Validacio dels resultats

Un cop definit el grau de continuitat minim C” necessari per a la llei de moviment g'(),
es presenten les simulacions realitzades amb 1’objectiu de verificar els resultats obtinguts.
Els mecanismes que s’estudien son el quadrilater articulat i el pist6-biela-manovella expo-
sats en les Figures 4.2 i 4.3, respectivament. En el primer cas, els valors de les longituds
emprades sén /; = 0,075 m, I, = 0,175 m, I3 = 0,1 mily = 0,175 m. Respecte al pistod-
biela-manovella, els valors utilitzats son r = 0,751/ = 0,175. En ambdds casos es pren g5
com a coordenada independent ¢'. Es considera en totes les simulacions realitzades que
els mecanismes passen pel punt mort en I'instant de temps 7 = #,,.

Per tal de comprovar les condicions de continuitat descrites en els apartats 4.2.1 i 4.2.2,
s’analitzen dues situacions. La primera mostra la influencia del valor de la sobreaccelera-
cié §' de la coordenada independent quan la seva acceleraci6 ' és nulla en la configuraci6
de punt mort. La segona part de la simulacié considera una evolucié temporal de I’acce-
leraci6 §' diferent de zero al voltant del punt mort. La llei de moviment de la coordenada
independent g5 es mostra en I’equaci6 4.61:

—C4t4 + C3t3 - Czt2 +c1t+ ¢ —00 < < lpm

4.61
—cat* — e3P — et + ¢yt + ¢ fom < 1 < +00 (4.61)

q5(1) = {

on els valors de les constants cg, ¢y, ¢z, c3 i c4, €xposats en la Taula 4.1, depenen del cas
simulat i del mecanisme utilitzat.

Quadrilater articulat Pist6-biela-manovella

G3(tpm) =0 G3(tpm) =0 G3(tpm) # 0 §3(tpm) =0 G3(tpm) =0 G3(tpm) # 0
G3(tpm) # 0 Ga(tpm) =0 G53(tpm) # 0 G3(tpm) # 0 G3(tpm) =0 G5(tpm) # O

o 2,25 2,25 2,25 2 2 2
Cl 0 0 0 0 0 0
1) 0 0 0,5 0 0 0,5
c3 0,563 0 0,563 0,5 0 0,5
ca 0 0,563 0 0 0,5 0

Taula 4.1: Valors dels parametres co, c1, ¢2, ¢3 i ¢4 per a totes les simulacions. Unitats en SI
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Acceleracié §' = 0

Quan el mecanisme s’aproxima a una configuracié de punt mort per a la coordenada inde-
pendent ¢' amb una acceleraci6 §' nulla, la sobreacceleracié §' també ha de ser zero. En
cas contrari, d’acord amb I’equaci6 4.47, I’acceleraci6 q‘d de les coordenades dependents
tendira a infinit i, en conseqiiéncia, el moviment no sera fabricable mitjancant actuadors
electrics convencionals, tal i com es mostra en les Figures 4.4 i 4.5. En el primer cas
(Figura 4.4), I’acceleracio g3 val zero en el moment en que el mecanisme es troba en el
punt mort. No obstant, el valor absolut de la sobreacceleraci6 G5 en aquesta configuracio
és diferent de zero en ambdds mecanismes. Per tant, el valor de les acceleracions g, i g,
tendeix a infinit. D’altra banda, si es modifica la llei de moviment g5 per tal que la sobreac-
celeracio §; sigui tamb€ nulla en I'instant de temps ¢ = f,, (Figura 4.5), les acceleracions
g, 14,, toti presentar una discontinuitat, tenen un valor finit el qual es pot calcular a partir
de I’equacio 4.58. Aixi doncs, aquesta llei de moviment és realitzable amb els actuadors
esmentats anteriorment.

Acceleracié §' # 0

A diferéncia dels dos casos presentats amb anterioritat, I’acceleracié g5 té un valor finit
diferent de zero quan el mecanisme assoleix la configuracié de punt mort (Figura 4.6).
Aixi doncs, el valor de les acceleracions ¢; i g, es pot obtenir fent us de 1’equacid
4.47, independentment del valor de la sobreacceleraci6 ¢s. En aquest cas, i atenent a la
caracteritzaci6 dels actuadors tractats en aquest treball, aquestes lleis de moviment sempre
seran realitzables.

fom t

Figura 4.4: Llei de moviment de g3 amb §3(fpm) = 01 §3(¢pm) # O per al pisté-biela-manovella (
quadrilater articulat (— — —). Unitats en SI

)iel
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25 1
0, 9,

1 : 1 : 1

2 : 2 2

Figura 4.5: Llei de moviment de g3 amb §3(fpm) = 0 i §3(¢pm) = O per al pisté-biela-manovella ( Yiel
quadrilater articulat (— — —). Unitats en SI
2,5 _ 2 _ 1
q3 - —_—— - ql X - qz
R N R R L ==
// N L e - -
, J LeZIET
vV .
1,5 -1 -1
Ipm t fpm t fpm t
2 . 3 . 1
-4 ————
fom t
Figura 4.6: Llei de moviment de g3 amb g;3(tpm) # 01 §3(tp,m) # O per al pisté-biela-manovella ( Yiel

quadrilater articulat (— — —). Unitats en SI
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Capitol 5

Definicio de lleis de moviment en
I’entorn d’un punt mort

En aquest capitol es defineix quin tipus de lleis de moviment de desplacament i velocitat de
la coordenada independent ¢' es poden realitzar al voltant d’un punt mort amb la finalitat
de reduir les vibracions residuals de la resposta y(¢) del sistema oscillatori (Figura 4.1).
De manera generica, es contemplen moviments de vaivé de la coordenada independent
g' on el punt mort es troba dins del rang del moviment. No s’inclou la definicié de lleis
de moviment per mitja de 1’acceleracié ja que aquesta magnitud fisica pot prendre, en
principi, qualsevol valor finit quan el mecanisme es troba al voltant d’un punt mort i, per
tant, la seva evolucié temporal no permet de forma intuitiva definir en quin instant de
temps el mecanisme passa per una d’aquestes configuracions. L’analisi que es contempla
en aquest capitol es duu a terme tenint en compte les hipotesis i condicions de continuitat
exposades en el capitol 4. L’estudi utilitza, com a funcions u,(t), corbes de Bézier no para-
metriques de duracié T, grau g i p punts de control, les quals sén C™ en el seu domini. La
continuitat de la corba de Bézier en els seus extrems dependra de la posicié i la quantitat
de punts de control, tal i com s’exposa en I’apartat 3.2.1. Les Figures 5.1 a) i b)) mostren un
exemple per a les lleis de moviment de desplagcament i velocitat, respectivament. Es consi-
dera, en ambdos casos, que el mecanisme passa pel punt mort en I’instant de temps ¢ = #ppy,.

Amb la finalitat de reduir les vibracions residuals del senyal de resposta y(t), es consideren
els metodes de generaci6 de senyals de comanda per convolucié amb un tren d’impulsos i
per convoluci6 de polsos en el domini temporal en sistemes lineals, exposats en els apartats
2.1.112.1.3, respectivament (equacions 5.1 i 5.2).

(1) = A (ua(?) ® up(t)) (5.1)
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Uy Uy

Figura 5.1: Exemples de senyal de a) desplacament i b) velocitat

q'(1) = A (ua(t) ® up(t)) e <! (5.2)

on A té un valor constant per tal de complir amb un requeriment funcional del siste-
ma, és a dir, condicions definides per I’usuari respecte a la funcié que ha de realitzar el
mecanisme. Per exemple, en les equacions 5.1 i 5.2, el parametre A permetria definir el
desplacament maxim assolit pel mecanisme durant el moviment. D’altra banda, per a de-
finir lleis de moviment de velocitat, les expressions sén analogues substituint ¢'(£) per ¢'(¢).

En tots els casos d’estudi es suposa que es coneix amb prou precisié tant la freqiiencia
propia f, del sistema oscillatori com la seva ra6é d’esmorteiment ¢ i, per tant, s’utilitzen
dos impulsos d’amplituds Iy i I} separats mig periode d’oscillacié en el cas 2.1.1 i un tnic
pols de duraci6 el periode d’oscillaci6 i d’amplitud A4 per al cas 2.1.3 (equacions 5.3 i
5.4, respectivament).

up(t) = lod(1) + 116(1 — 1/(2fy)) (5.3)
0 t<0

w@ =14 Aa  0<r1<1/f (5.4)
0 l/fy <t

5.1 Condicions de continuitat de la llei de moviment

En aquest apartat es defineixen les condicions que ha de complir el perfil temporal u,(7)
amb 1’objectiu que el senyal perfilat de la coordenada independent ¢!, obtingut a partir
de les equacions 5.1 i 5.2, mantingui el mateix grau de continuitat C". Per a dur a terme
aquest estudi es considera un senyal u,(f) com el de la Figura 5.1 a). Els resultats obtinguts
també son extrapolables per a corbes de Bézier com la de la Figura 5.1 b). Durant 1’analisi
no s’inclou la constant A ja que, d’acord amb I’apartat 3.1.2, no influeix en la continuitat
de la llei de moviment.

5.1.1 Condicions de continuitat de la llei de moviment obtinguda a
partir de la convolucié d’u,(f) amb un tren d’impulsos

L’estudi de la continuitat del producte de convolucié d’u,(f) amb un tren d’impulsos com
el de I’equaci6 5.3 contempla dues situacions diferenciades. La primera quan la duracié

64



Capitol 5. Definicio de lleis de moviment en I’entorn d’un punt mort

T, del senyal u,(t) és menor que el temps 1/(2f;) de separacié entre els impulsos del senyal
up(t). La segona té€ en compte que T}, €s major o igual a 1/(2f). A continuaci6 s’estudien
ambdds casos.

Continuitat quan T, < 1/(2f)

La Figura 5.2 mostra els diferents trams del producte de convolucié d’u,(f) amb el tren
d’impulsos uy() de ’equacié 5.3. Cadasctin d’aquests trams es defineix analiticament en
I’equacié 5.5.

1

1

|

1-1/(2f;) !
Il
t-1/(2f) t
t
10
' t
I0 ‘
0 T, t1/Q2f) it

e)

Figura 5.2: Producte de convoluci6 u,(f) ® up(f) quan T, és menor que la separacié 1/(2fy) del tren
d’impulsos
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0

IO”a(t)

q'(t) = 0
Tiua(t = 1/(2fy))

0

t<0

0<t<T,

T, <1< 1/(2fy)

1/(2fy) <1 < Ty + 1/(2fy)
T, +1/2fy <t

(5.5)

Per a analitzar el grau de continuitat C" de ¢'(¢) respecte al senyal u,(f) es calcula la seva
n-e¢ssima derivada derivant I’equaci6 5.5 respecte al temps!.

0

' IOua(t)(n)
q'0)" = 0
Tua(t = 1/(2f3)™

0

t<0

0<t<T,

T, <1< 1/(2fy)

1/(2fy) <t < T, + 1/(2fy)
T, +1/2fy) <t

(5.6)

A continuaci6, d’acord amb I’apartat 3.1.2, s’imposa que la funcié ¢'(¢) i les seves primeres
n derivades ¢'(¢), §'(7), . . ., ¢'(1)™ siguin continues en els instants de temps t = 0, 1 = T,,

t=1/Q2f) it =Ty + 1/(2fy).

0= Ioua(0+)
[Oua(Tp_) =0
0 = T1u,(07)
Ilua(Tp_) =0

0= Ioua(0+)(")
IOMa(Tp_)(n) =0
0 =1 u,(0H)™
Ilua(Tp_)(n) =0

t=0

=T,
t=1/2fy)
t=Tp+1/2fy)

(5.7)

t=0
t=T,
1=1/2fy)
t=T,+1/(2fy)

(5.8)

En conseqiiéncia, per tal que el senyal resultant ¢'(f) sigui C", cal que u,(f) sigui C" en
el seu domini de definicid i que tant u,(z) com les seves primeres n derivades comencin i

acabin en zero.

Continuitat quan T, > 1/(2f,)

De forma analoga al cas anterior, la Figura 5.3 presenta el producte de convolucié d’u,(7)
amb uy(7). L expressio analitica per a cada tram es defineix en 1’equaci6 5.9.

Touy(2)
Loua(1) + Tiua(t — 1/(2f3))
Tua(t = 1/(2fy))

q'(1) =

0 <0
0<1<1/Q2f)
Qf <1<T,
T, <1< Ty+1/(2fy)
0  Ty+1/Q2fy) <t

(5.9)

ITant en I’equacié 5.6 com en les equacions 5.10, 5.15 1 5.19 s’inclouen els punts d’uni6 entre trams, ja
que en I’estudi es considera que la funci6 ¢'(¢) és continua C" i derivable en aquests instants de temps.
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Uy
I ’0‘
+1)2f) 0 T:p t
a)
4| 1 %
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1)2f)0 ¢ fp t
b)
. I
ql(t) Uy Yo
,/
0 +1/2fy) ¢ T, t

Figura 5.3: Producte de convolucié u,(f) ® uy(f) quan T}, és major o igual a la separaci6 1/(2f;) del tren
d’impulsos

Amb la finalitat d’analitzar el grau de continuitat C" de ¢'(f) es deriva 1’equacié 5.9
respecte al temps?.

0 t<0
| Ioua()™ 0 <1< 1/(2fy)
g0 =3 Toua™ + Lua(t = 1/2f)"  1/Qf) <t <T, (5.10)

Lug(t = 1/2f )™ Ty <t <Tp+ 1/(2fy)
0 T,+1/Q2f) <t

2Veure nota a peu de pagina 66.
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S’imposa, a continuaci6, que tant la funcié ¢'(f) com les seves primeres n derivades
¢'(t), G\(1), . . ., ¢'(t)™ siguin continues en els instants de temps t = 0, 1 = 1/(2f,), t = Tp i
t=T,+1/(2fy).

0=Iouy(0*) =0
Toua (1/(2f)” ) = Toua (1/(2f)" ) + Lua(07) 1= 1/(2fy)
Toua(Tp™) + Liua(Ty™ = 1/(2fy) ) = Lua(Tp* — 1/(2fy) ) t=Tp,
Tuy(T,") =0 t=T,+1/(2fy)

(5.11)

0 = Touy(0+)™ =0
Toua (1/Q2f) 7)™ = Toua (1/21)* )™ + L0 1= 1/(2fy)
Toua(Ty )™ + Liug(Ty™ = 1/2f)) ™ = Lua (T = 1/2f))" 1=T,
Luy(T,")™ =0 t="Ty+1/(2fy)
(5.12)
Com que el senyal u,(t) és C*,

ua(l/(zfd)_) = ”a(l/(zfd)+)
ua(Tp™ = 1/(2f0)) = ua(Tp" = 1/(2fa))
: (5.13)
na (1)) " = ua(1/2f) )"
ua(Ty™ = 1/2f0)" = ua(Tp" = 1/2f)) "
i, per tant, per tal que ¢'(¢) tingui continuitat C", és necessari que el senyal u,(¢) sigui C"

en el seu domini de definici6 i que tant u,(f) com les seves primeres n derivades comencin
i acabin en zero.

5.1.2 Condicions de continuitat de la llei de moviment obtinguda a
partir de la convoluci6 d’u,(f) amb un pols

Analogament a I’apartat anterior, s’estudia la continuitat de la llei de moviment ¢'(¢) ob-
tinguda mitjangant les equacions 5.2 i 5.4. Primerament, s’analitza la continuitat de ¢'(¢)
en funcié del producte de convolucid u,(f) ® up(t), essent uy(¢) un pols de duracié 1/f;
i d’amplitud A4. Aquest estudi t€ en compte els casos en que T, < 1/f4i T, > 1/fy.
Finalment, s’analitza la influéncia de I’exponencial negativa e~¢>%o’,

Continuitat quan T, < 1/f,
En la Figura 5.4 es pot observar graficament la convolucié temporal u,(f) ® up(f). D’altra

banda, ’equaci6 5.14 defineix analiticament, per a cada tram, 1’expressié de la llei de
moviment ¢'(¢) resultant d’aquest producte.
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ub ua
1/f, 10 T, t
a)
Uup e
q'(1)
t1/f, 0 ¢ T, t
b)
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/
/
/// L
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t

Figura 5.4: Producte de convoluci6 u,(f) ® uy(t) quan T}, és menor a la duracié 1/f; del pols

0 t<0

t
Aq fua(r)dr 0<t<T,
0

TP
qi(t) = Aq f u,(t)dr T, <t < 1/fy
0

Ty

t=1/fq

0 T, +1/fy<t

Ag [ uy(r)dr 1fy <t <Tp+ 1/fy

(5.14)
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Tot seguit, es deriva I’equacio 5.14 respecte al temps?3.

0 t<0
Aqu,()™Y 0<t<T,
g™ = 0 Ty<t<l/fy (5.15)
—Aqua(t = 1/f)"D 1fy <t < Ty + 1/f
0 T+ 1/fy <t
S’ imposa que el valor de la funcié ¢'(#) i les seves primeres n derivades ¢'(¢), §'(?), . . ., ¢'(£)™

sigui el mateix tant per I’esquerra com per la dreta en els instants de temps t = 0, r = T,

0+
0 = Ad [ ua(t)dr
0
Ty~ Ty
Agq f uy(t)dr = Adfua(T)dT
0 0
TP TP
Ad/ua(T)dT =Aq /ua(T)dT
0 +
Ty 0
Aq f u(t)ydr =0
T,

0 = Aqua(0")=D
Aquy(Ty)D =0
0 = —Aquy(0%)D

—Aquy(T,") "D = 0

t=0
t=T,
(5.16)
t=1/f4
= Tp + 1/fd
t=0
t=T,
17
t=1/fy ©-17
t=T,+1/fy

D’acord amb les expressions anteriors, si es vol que la llei de moviment ¢'(¢) sigui C", és
necessari que el senyal u,(f) sigui C"~! en el seu domini de definicié i que tant u,(f) com
les seves n — 1 primeres derivades comencin i acabin en zero.

Continuitat quan T, > 1/f;

La Figura 5.5 mostra el producte de convoluci u,(f) ® uy(f) quan la duraci6 T}, del senyal
u,(t) és major o igual a la duraci6 1/f; del pols. En I’equacié 5.18 s’exposa, per a cada

tram, 1’expressi6 de la llei de moviment ¢'(f).

3Veure nota a peu de pagina 66.
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U
t-1/f, {0
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q'(r) " Uy

7/ \
4 \
/ AN
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/’ 1 \\

Up

T, t1/f

t

Figura 5.5: Producte de convoluci6 u,(f) ® uy(t) quan T}, és major o igual a la duraci6 1/f; del pols

q'(t) =

0

t
Aq / uy(7)dr
0
1

Aq f uy(7)dr

t=1/fa
Ty

Aq f uy(t)dr
=1/fy

t<0
0<t<1/f
lfg<t<T,

T, <t<Ty+1/fy

T, +1/fy<t

(5.18)
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A continuacio, es deriva I’equacio 5.18 respecte al temps*.

0 t<0
Aqua(O"D 0 <1< 1/fy
¢ = § Ag (0 = u = Uf)" D) <1< T, (5.19)
At = 1" Ty <1< T+ 1y
0 Ty+1/fy<t

S’ imposa que el valor de la funcié ¢'(¢) i les seves primeres n derivades ¢'(¢), §'(2), . . ., ¢'(£)™
sigui el mateix tant per I’esquerra com per la dreta en els instants de temps ¢ = 0, # = 1/f;,

O+
0=Aq f u,(t)dr t=0
0

A/fa)~ (/f)*
Aq f uy(t)dr = Aqg / uy(7)dr t=1/f4
- 7, (5.20)
Aq / u,(t)dr = Aq / uy(t)dr t=T,

Ty =1/ Tyt =1/fy

TP
Aq f u(t)ydr =0 t=T,+1/fy

T,

0 = Aquy (0D t=0
Aaa((1/£7) " = Aa (1 (1) = w09 D) =1y
Ad (ua(Tp-)<"—1> —ua(Ty ™ — 1/fd)<"-‘>) = —Aua(Tyt = 1/f)"™"  1=T,
~Aqua(T,")" D=0 =T, +1/fy

Com que el senyal u,(t) és C*,
ita (1/f)) = ita((1/f)")
ua(Tp_ - l/fd) = ua(Ter - 1/fd)
: (5.22)
wa(1/f)7) "™ = wa((1f)") "
ua(Ty™ = 1/f)" ™" = ua(Tp* = 1/f)" "

i, per tant, si la llei de moviment ¢'(r) ha de ser C", és necessari que el senyal u,(f) sigui
C"! en el seu domini de definicié i que tant u,(f) com les seves n — 1 primeres derivades
comencin i acabin en zero.

4Veure nota a peu de pagina 66.
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Continuitat d’una funcié continua multiplicada per una exponencial negativa

D’acord amb els criteris de continuitat que s’exposen en 1’apartat 3.1.2, com que la funcié
e ¢2%o! s C* en tot el domini temporal, no influeix en el grau de continuitat C" del senyal
¢'(1), independentment dels valors de T, i 1/f;. En conseqiiéncia, si la funci6 resultant del
producte de convoluci6 u,(7) ® uy(t) és C", la llei de moviment exposada en 1’equacié 5.2
també ho sera.

5.2 Definicio de lleis de moviment basades en el metode
de convolucié amb un tren d’impulsos

En aquest apartat s’especifiquen, de forma generica, les principals caracteristiques de les
lleis de moviment de desplacament ¢'() i velocitat §'(¢) per tal de reduir les vibracions
residuals de la coordenada y() del sistema oscillatori al voltant de la posicié de punt mort
q -, quan la llei de moviment s’obté per mitja de la convoluci6 temporal amb un tren
d’impulsos (Figura 4.1 i equacié 5.1). Amb I’objectiu de realitzar aquest estudi s’ utilitzen,
com a exemple de senyals u,(?), les corbes de Bézier de la Figura 5.1 amb el minim grau
de continuitat C" necessari. El grau g i els p punts de control d’aquestes corbes s’ajusten
en cada situacié d’acord amb les conclusions obtingudes en el capitol 4 i I’apartat 5.1.
Es important recordar que, si ¢'(r) és C", ¢'() sera C"~!. La Taula 5.1 mostra els requeri-
ments necessaris per tal que ¢'(f) i ¢'(f) siguin realitzables mitjangant actuadors eléctrics
convencionals.

Continuitat de la llei q'(t) = C? qi(t) = C?

de moviment resultant g'(t) = C! gi(t) = C?
Continuitat del senyal ¢'(r) — u,(f) hade ser C*> ¢'(f) — u,(f) ha de ser C3
de partida §'(f) = uy(f) hade ser C'  §'(f) — u,(#) ha de ser C?

qi(t.pm) = qi|pm qi(t'pm) = qi|pm

Requeriments en el q'(tpm) =0 g'(tpm) =0

punt mort G'(tpm) # 0 éf(fpm) =0

q"l(tpm) =0

Taula 5.1: Requeriments perque les lleis de moviment ¢'(¢) i ¢'(f) obtingudes mitjangant les equacions 5.1 i
5.3 siguin realitzables
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Lleis de moviment de desplacament i velocitat quan 7', < 1/(2fy)

En les Figures 5.61 5.7 es pot observar I’exemple d’una llei de moviment de desplacament
¢'(1) i una altra de velocitat ¢'(f), respectivament. En ambdés casos, el moviment comenca
i acaba en el mateix punt per a la coordenada independent ¢'(). El parametre A s utilitza
per a escalar convenientment el producte de convoluci6 de I’equacié 5.1 de forma que el
mecanisme passi per la configuracié de punt mort en I’instant de temps 7 = #,, en funcié de
la seva posicio inicial qi|pm (equacio 5.23). També es pot obtenir aquest parametre limitant
la velocitat maxima é[i|max que es vol assolir al llarg de la trajectoria (equaci6 5.24). D’altra
banda, amb I’objectiu de reduir les vibracions residuals del sistema oscillatori, s’observa
com la llei de moviment resultant es composa de dos moviments separats un cert temps.

0 tpn\/'Tp 12y NS t

8

/€®

. , | N\

0 N\en/ 7, 1) t
9

Figura 5.6: Exemple de llei de moviment ¢'(¢), continua C> amb g=6, p=7i ¢ =0, 1

b)
Il

G| = 4'(0) = Algmaxim (i (1)) (5.23)

— ¢(0) = Alymaxim (ity(1)) (5.24)

. i
q |méx
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Figura 5.7: Exemple de llei de moviment ¢'(¢), continua C' amb g=5, p=6i ¢ =0, 1

Lleis de moviment de desplacament i velocitat quan 7, > 1/(2f;)

Tal i com es mostra en les Figures 5.8 1 5.9, el moviment realitzat per les lleis de moviment
¢'(1) i ¢'(¢) també comenca i acaba en la mateixa posicié per a la coordenada independent.
De forma analoga al cas anterior, el parametre A s’utilitza per a escalar adequadament el
producte de convolucio u,(f) ® uy(f) de manera que el mecanisme passi per la configuracio
de punt mort qi|pm en 'instant de temps 7 = f,, 0 b€ per tal de no superar la velocitat limit
c']i|mélx (equacions 5.25 i 5.26). En aquest tipus de llei de moviment, el senyal no presenta
el moviment residual mostrat en el cas anterior.

¢ = 4'(0) = Amaxim (ua(1) ® (1)) (5.25)

&y — 4'(0) = Amixim (itg(1) ® up(1)) (5.26)
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] ua /f—\\

0 1/('2de t
¢)

Figura 5.8: Segon exemple de llei de moviment ¢'(¢), continua C> amb g=6, p=7i ¢ =0, 1

]0 .
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Figura 5.9: Segon exemple de llei de moviment §'(f), continua C' amb g=5, p=6i ¢ =0, 1
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5.3 Definicio de lleis de moviment basades en el meéetode
de convolucié amb un pols

Analogament a I’apartat anterior, s’estudien les caracteristiques que han de tenir les lleis
de moviment de desplacament ¢'(¢) i velocitat ¢'(7) per a reduir les vibracions residuals
d’y(¢) a partir de les equacions 5.2 i 5.4. Amb la finalitat de simplificar 1’analisi, es suposa
Aq = 1. La Taula 5.2 presenta els principals requeriments per tal que ambdues lleis de
moviment siguin realitzables mitjancant actuadors electrics convencionals.

Continuitat de la llei q'(t) = C? qi(t) = C?

de moviment resultant g'(t) —» C! gi(t) = C?
Continuitat del senyal ¢'(r) — u,(f) hade ser C! ¢'(f) — ua(¢) ha de ser C?
de partida §'(t) = ua(f) hade ser C® §'(1) — u,(¢) ha de ser C!

qi(t.pm) = qi|pm qi(t.pm) = qi|pm

Requeriments en el q'(tpm) =0 g'(tpm) =0

punt mort G (tom) # 0 G (tom) = 0

ﬁl(tpm) =0

Taula 5.2: Requeriments perqué les lleis de moviment ¢'(7) i ¢'(7) obtingudes mitjancant les equacions 5.2 i
5.4 siguin realitzables

Lleis de moviment de desplacament i velocitat quan T, < 1/f;

Les Figures 5.10 i 5.11 mostren les lleis de moviment ¢'(¢) i ¢'(¢) obtingudes a partir del
producte de convoluci6 d’u,(f) amb el pols de I’equacié 5.4. En el primer cas, s’observa
com la posici6é de la coordenada independent g'(¢) és la mateixa tant al principi com al
final del moviment. En el segon cas, el mecanisme assoleix una configuracié diferent al
finalitzar-lo, sempre que 1’esmorteiment no sigui nul®. La segona llei de moviment també
comporta que el mecanisme es trobi parat en el punt mort entre els instants de temps T}, i
1/f;. El parametre A es pot calcular d’acord amb les equacions 5.27 i 5.28.

¢ — 4'(0) = Amaxim [(ua(t) ® up(1)) e™**7'] (5.27)

— 4'(0) = Amaxim [(ita(t) ® up(1)) e ¢*¥0'] (5.28)

-1
q |méx

SEn sistemes amb ¢ = 0, el factor e st de I’equaci6 5.2 val la unitat i, per tant, el producte de
convolucié no queda escalat per una exponencial negativa. Aquest fet provoca que I’area positiva i negativa
de la llei de moviment ¢'(¢) sigui la mateixa i, en conseqiiéncia, que el valor de la coordenada independent
g'(1) sigui el mateix tant al principi com al final del moviment.
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Figura 5.10: Exemple de llei de moviment ¢'(7), continua C? amb g=4, p=5i¢ = 0,1

o\ h 1/ fd\/ ‘
\_/ b)

0 \/ l/fc\//\ t
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Figura 5.11: Exemple de llei de moviment §'(f), continua C> amb g=5, p=6i ¢ =0, 1

78



Capitol 5. Definicio de lleis de moviment en I’entorn d’un punt mort

Lleis de moviment de desplacament i velocitat quan 7, > 1/f

Les Figures 5.12 i 5.13 presenten les lleis de moviment ¢'() i ¢'(f) quan T, > 1/fy. En
la primera figura, el mecanisme comencga i acaba en la mateixa posicié pel que fa a la
coordenada independent ¢'(¢). En la segona, en canvi, la posici6 inicial i final d’aquesta
coordenada és diferent®. El parametre A es pot calcular considerant les equacions 5.27 i
5.28.

Up ———~_

0 1 fd Zme qi(l‘) t
b)

Up

q'(1)
/—_\

0 W t
c)

Figura 5.12: Segon exemple de llei de moviment ¢'(), continua C> amb g=4, p=5i ¢ =0, 1

¢Veure nota a peu de pagina 77.
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Up

0 1/fW f

9

Figura 5.13: Segon exemple de llei de moviment §'(f), continua C! amb g=3, p=4i/ =0, 1
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Capitol 6

Experimentacio

En els capitols 4 i 5 es determinen les caracteristiques que ha de complir la llei de
moviment de la coordenada independent ¢' al voltant d’un punt mort amb la finalitat de
reduir les vibracions residuals de la resposta y(7) del sistema oscillatori. Amb la finalitat
de provar la validesa de les conclusions obtingudes en ambdds apartats s’exposen, a
continuacio, els assajos experimentals duts a terme. En primer lloc, es descriu el muntatge
experimental que s’ha dissenyat i construit amb una descripcié del disseny mecanic i del
sistema de control utilitzat. Seguidament, s’exposen els assajos experimentals realitzats
que permeten analitzar la capacitat de I’actuador electric que controla el moviment del
mecanisme i validar la bondat de les lleis de moviment emprades.

6.1 Muntatge experimental

En aquest apartat es descriu el muntatge experimental utilitzat per a validar les conclusions
obtingudes en els capitols 4 i 5. Es presenta, en primer lloc, el conjunt mecanic i la seva
modelitzacié. En segon lloc, es descriu el sistema emprat per tal de controlar i captar dades
experimentals.

6.1.1 Conjunt mecanic

En la Figura 6.1 es mostra el mecanisme que s’ha prototipat per a realitzar els assajos
experimentals. El sistema esta format per un motor de corrent continu amb escombretes
amb el seu corresponent reductor d’engranatges, un mecanisme de pistd-biela-manovella
i un pendol, I’eix de rotaci6 del qual es mou solidari amb el pisto.
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1 - Motor de corrent continu
2 - Reductor d’engranatges
3 - Codificador incremental
4 - Conjunt mecanic

4.1 Pistod

4.2 Biela

4.3 Manovella

4.4 Péndol
5 - Giroscop

Figura 6.1: Descripci6 del conjunt mecanic

L’estat mecanic del sistema es defineix a partir de les coordenades generalitzades q, g5, g3
i de la coordenada 6 (Figura 6.2). Per a poder descriure les lleis de moviment necessaries
per a la reduccié de vibracions residuals, es pren ¢g; com a coordenada independent ¢'.
Les coordenades dependents g, i g, defineixen 1’evolucié temporal dels angles formats
per la manovella i la biela respecte la recta horitzontal que uneix I’articulacié fixa de la
manovella i I’eix de rotacié del pendol, respectivament. Finalment, 8 descriu I’oscillacié
del pendol respecte la recta vertical que passa pel seu eix de rotacio.
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Figura 6.2: Modelitzaci6 del conjunt mecanic

D’acord amb [65], I’equacié de moviment del sistema de la Figura 6.2 és:

(Mlg + IG) 6 + c + Mgl, sin @ = —M1,5 cos 6 (6.1)

Per a petites oscillacions al voltant de (6, 9) = (0,0), I’equaci6 6.1 es pot linealitzar
mitjancant un desenvolupament en serie de Taylor:

(M +16) 6+ 6+ Mgly0 = Ml 6.2)
Aquesta es pot expressar en forma candnica segons:

2

0+ 2L wof + w36 = _EO% (6.3)
amb:
Mgl
wo = | [—5—— (6.4)
Mlp + I
c
¢ (6.5)
2\/Mglp (M2 + 1) ‘

L’evolucié temporal de la coordenada dependent ¢g; es comanda mitjangant un sistema
de control digital proporcional-integral (PI), emprant un codificador incremental situat
en I’eix del motor (realimentacié del control). El motor utilitzat en aquest muntatge és
d’escombretes amb imants permanents. D’altra banda, la resposta 6 del sistema oscillatori
es mesura per mitja del giroscop situat en el pendol. La resta de parametres del sistema es
defineixen en la Taula 6.1.
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Parametre Valor
r 0,075 m
! 0,195 m
l 0,168 m
M 0,575 kg
I 2,4-1073 kg-m?
c 2,1-1073 (N-m)/(rad/s)
fi 1,135 Hz
Ty 0,881 s
I 0,008

Taula 6.1: Parametres principals del muntatge experimental

6.1.2 Sistema de control. Captacio de dades

El sistema de control €s I’element encarregat de fer que 1’actuador segueixi amb fidelitat
el senyal de comanda introduit per 1’usuari que, en aquest cas, correspon a una llei
de moviment del rotor del motor. En la Figura 6.3 es representen esquematicament els
elements que el componen:

1.

PC amb sistema operatiu Windows XP ® amb Matlab ® i Simulink ® on, a més a
més, s ha incorporat la utilitat Real-Time Windows Target ® que permet fer el control
a temps real a través de la targeta d’adquisici6é de dades, ambods de la companyia
The MathWorks ®.

Targeta d’adquisicié de dades multifuncié PCI-6036E de National Instruments ®,
la qual consta de setze entrades analogiques senzilles (o bé vuit diferencials) amb
resoluci6 de 16 bits i una freqiiencia de mostratge de 200 kHz, dues sortides ana-
logiques de 16 bits de resolucié amb una freqiiencia de mostratge de 10 kHz, vuit
entrades/sortides digitals i dos comptadors de 24 bits.

Amplificador MSA-12-80 per a motors de corrent continu amb escombretes de la
marca Galil, per a poténcies fins a 2 kW de pic (pot alimentar voltatges fins a 80 V
i 12 A en funcionament continu amb pics fins a 25 A), amb modulacié de 1I’ample
de pols (PWM) a 36 kHz i amb una resposta dinamica fins a 2,5 kHz.

Font d’alimentacid de corrent continu FA-350 de la marca Blausonic, estabilitzada i
curtcircuitable, amb un voltatge de sortida de 30 V i una intensitat nominal de 5 A.

. Codificador digital HEDS 5540 de la marca Agilent amb 500 polsos per volta, dos

senyals en quadratura més un senyal d’index. La seva resposta dinamica pot arribar
a 100 kHz.

Interficie codificador-comptadors per al comptatge digital dels passos del codifica-
dor, fet amb un circuit biestable SN74HC74N tipus D, amb una resposta dinamica
de 71 MHz.
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PC+Real-Time Windows Target ® National Instruments

PC-6036E Font
T IR | | dalimentaci¢ CC
: Senyal de : : : i
|C°m§‘]ndami Control | 1 1 Conversor ! Ampli- Motor
| @ PI 1| digital-analogic | | ficador CcC
! I ! ; Codificador
| o ! Interficie
: o Comptadors | codificador-
| o | comptadors
| [ |

Figura 6.3: Esquema dels elements que formen el sistema de control

D’altra banda, per a la captacié de dades, s’utilitza el giroscop ADXRS300 de la marca
Analog Devices, amb un rang operatiu de +300°/s, sensibilitat de SmV/(°/s) i freqiiencia
de tall de 40 Hz.

6.2 Assajos experimentals

Un cop definit el muntatge es realitzen els assajos experimentals. El primer valida les
hipotesis descrites en 1’apartat 3.3 pel que fa a la capacitat dels actuadors electrics con-
vencionals. A continuacid, es realitzen quatre series experimentals cadascuna de les quals
consta de dos assajos. En el primer, es defineix una llei de moviment §'(¢) en base a un
senyal u,(tf) que compleix les condicions de continuitat exposades en els capitols 4 i 5.
Aquesta primera llei de moviment permet passar per un punt mort pero no reduir les
vibracions residuals del sistema oscillatori. Per tal de reduir-les, en el segon assaig, es
defineix una nova llei de moviment ¢'(¢) en base al senyal u,(¢) anterior convolucionat amb
un tren d’impulsos en les dues primeres series (equacié 5.1), i amb un pols multiplicat
per una exponencial negativa (equacio 5.2) en les dues ultimes. Tots els senyals obtinguts
a partir del codificador incremental es filtren mitjancant un filtre FIR Gaussia d’ordre 10 i
de freqiiencia de tall de 50 Hz.

6.2.1 Capacitat de I’actuador eléctric

En aquest apartat es comprova la resposta de 1’actuador electric utilitzat en el muntatge
experimental quan s’introdueix un pols de voltatge com a senyal de comanda U(f). Amb
I’objectiu d’introduir un pols el més acurat possible, es prescindeix del control, ja que
aquest actua com a filtre, i es treballa en configuracié de llag obert (Figura 6.4). Durant
I’execuci6 del senyal de comanda es monitoritza la rotacié ¢,(¢) del rotor del motor a
través del codificador incremental. Per a obtenir la seva velocitat ¢,(¢) i acceleracié g, (z)
angular es deriva el senyal ¢,(¢) (Figura 6.5).
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U(t)—» motor —— (1)

Figura 6.4: Diagrama de blocs del primer experiment
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) i resposta experimental (

Figura 6.5: Senyal ideal (
voltatge

) de I’actuador electric a una entrada grad de

D’acord amb la Figura 6.5, el temps # de retard en la resposta del motor respecte al
senyal de comanda U(t) és d’aproximadament 5 ms. En conseqiiéncia, i en base al fet que
les constants de temps dels sistemes mecanics sén, en general, d’un ordre de magnitud
superior, es pot donar com a valida la hipotesi que els actuadors electrics convencionals
s6n capacos de reproduir un senyal de comanda amb continuitat C', tal i com s’exposa en
I’apartat 3.3.

6.2.2 Serie 1

En la primera serie es desitja reduir les vibracions residuals del pendol amb una llei
de moviment que passi per una configuracié de punt mort del mecanisme pisté-biela-
manovella mitjancant un senyal u,(f) de duraci6 7, = 0,35 s, similar a I’exposada en
la Figura 5.6. La corba de Bézier que s’utilitza per al senyal u,(f) és la que es mostra
en I’equaci6 6.6. Prenent com a coordenades les descrites en la Figura 6.2, en ambdoés
assajos, el mecanisme parteix d’una configuracié en la qual g,; = 0,785 rad i finalitza el
moviment quan g;; = —0,785 rad. En la Figura 6.6 a) es mostra la velocitat angular 6(f) del
pendol quan el senyal de comanda del motor és directament el senyal u,(7). En aquest cas,
el péndol no deixa d’oscillar tot i haver finalitzat la llei de moviment g, (¢). Finalment, si es
fa la convoluci6 temporal d’aquest senyal amb un tren d’impulsos com el de I’equaci6 5.3,
el pendol es troba en repds quan acaba el moviment del mecanisme pist6-biela-manovella
(Figura 6.6 b)).
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t 3 t 3
u,(t) = 20b3 (T_p) (1 - T_p) (6.6)
g, [rad/s] ¢ [rad/s]
0 2

Figura 6.6: Llei de moviment de la manovella ¢, () i velocitat angular del péndol 6(¢) de la primera série
experimental quan a) q;(t) = ua(¢) i b) q,(t) = A (ua(?) ® up(1))

6.2.3 Serie 2

En aquest cas es pretén reduir les vibracions residuals del sistema oscil'latori mitjancant un
pols de duraci6 T}, = 1,2 s similar al de la Figura 5.8. En aquesta s€rie es torna a utilitzar
I’equaci6 6.6 com a base de la llei de moviment. El mecanisme parteix d’una configuracié
en la qual g; = 2,793 rad i finalitza el moviment quan g, = —2,793 rad. En la Figura
6.7 a) es mostra la resposta 6(f) quan el senyal de comanda és directament la corba de
Bézier de I’equacio 6.6. Tal i com es pot observar, el pendol segueix oscillant tot i que el
mecanisme pisto-biela-manovella es trobi en repos. D’altra banda, si es fa la convolucié
temporal d’aquest senyal amb un tren d’impulsos, s’observa com el pendol deixa d’oscillar
en finalitzar la llei de moviment ¢, (¢) (Figura 6.7 b)).
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q, [rad/s] ¢ [rad/s]

t[s] t[s]
b)

Figura 6.7: Llei de moviment de la manovella ¢,(¢) i velocitat angular del pendol 6(¢) de la segona série
experimental quan a) q;(t) = ua(¢) i b) q,(t) = A (ua(t) ® up(1))

6.2.4 Serie 3

En aquest assaig es considera un pols de duraci6 T}, = 0,35 s. Per tal de reduir les vibracions
residuals del pendol, es decideix fer la convolucié temporal de la corba de Bézier definida
en I’equaci6 6.7 amb el pols de I’equacié 5.4. El moviment resultant s’aproxima al que es
mostra en la Figura 5.10. En aquest cas, I’orientacio inicial de la manovella és g;; = 1,396
rad. En acabar el moviment, la seva orientaci6 final g,; passa a ser de —1,396 rad. De
forma analoga al cas anterior, quan s’utilitza la corba de Bézier de I’equaci6 6.7 com a llei
de moviment de la manovella, s’observa com el peéndol segueix oscillant tot i haver acabat
el moviment del mecanisme (Figura 6.8 a)). Ara bé, quan es fa la convolucié temporal
d’aquesta corba amb el pols de 1’equaci6 5.4 i es multiplica per una exponencial negativa
(equaci6 5.2), el pendol es queda en repods al mateix temps que el mecanisme acaba el
moviment.

t 2 t 2
Ua(1) = 6by (7) (1 - —) 6.7)
p
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g, [rad/s] ¢ [rad/s]

0 1 2 0 1 2

t [s] t [s]
b)

Figura 6.8: Llei de moviment de la manovella ¢,(¢) i velocitat angular del pendol 6(z) de la tercera série
experimental quan a) q,(¢) = ua(?) i b) q;(t) = A (ua(t) ® up(1)) e5>¥0!

6.2.5 Serie 4

La duraci6 del pols T, que es considera en aquest cas €s d’1 s. Analogament a la serie
anterior, s’utilitza la corba de Bézier de 1’equacié 6.7 com a senyal u,(t). La llei de
moviment resultant és similar a la que es mostra en la Figura 5.12. Les orientacions inicial
i final del mecanisme sén q;; = 2,967 rad i ¢y = —2,967 rad, respectivament. Com
succeeix en els casos anteriors, quan la llei de moviment tinicament contempla el senyal
u,(1), el pendol segueix oscillant en haver finalitzat la llei de moviment §,(¢) (Figura 6.9
a)). D’altra banda, quan es fa la convoluci6 temporal del senyal de 1’equacié 6.7 amb un
pols multiplicat per una exponencial negativa com en I’equacié 5.2, la llei de moviment
q, (1) resultant redueix les vibracions residuals del péndol.
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q, [rad/s] ¢ [rad/s]

t[s] t[s]
b)

Figura 6.9: Llei de moviment de la manovella ¢,(¢) i velocitat angular del péndol 6(f) de la quarta seérie
experimental quan a) q(f) = ua(t) i b) q;(t) = A (us(t) ® up(1)) e 420!
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Capitol 7

Conclusions i extensions

En aquest capitol es presenten les conclusions més destacades i les aportacions més
rellevants que s’han obtingut en realitzar aquesta tesi d’acord amb el seu objectiu principal
exposat en el capitol 1. D’altra banda, s’hi inclouen també una serie d’extensions i linies
de recerca per a futures investigacions.

7.1 Conclusions

En aquest apartat es descriuen les conclusions més importants d’aquest treball estructura-
des segons els objectius exposats en 1’apartat 1.2.

En primer lloc i en base als estudis d’altres autors, s’han proposat unes hipotesis de treball
per a definir la continuitat C"" minima que el senyal de comanda ha de complir per a poder
ser realitzat, amb una presicié raonable, mitjan¢ant un actuador electric convencional.
Amb aquesta finalitat, s’han estudiat les limitacions causades per les discontinuitats en
posicid, velocitat i acceleracid. No obstant, no s’ha considerat el rang de freqiiencies en
el qual I’actuador és capa¢ de respondre, tot i que s’ha fet una breu referencia al seu
ordre de magnitud. D’acord amb I’estudi dut a terme, s’ha considerat acceptable proposar
la hipotesi que els actuadors electrics convencionals poden realitzar qualsevol senyal de
comanda que descrigui I’evoluci6 temporal d’una coordenada i que sigui, com a minim, C'.

En el capitol 4 s’ha definit el grau de continuitat C" minim que la llei de moviment de
la coordenada independent d’un mecanisme d’un grau de llibertat, en preséncia de punts
mort, ha de complir per a poder ser reproduida mitjancant actuadors electrics conven-
cionals quan aquests governen una coordenada diferent (coordenada dependent), tenint
en compte la conclusi6é formulada en el paragraf anterior. Aquest estudi s’ha dut a terme
derivant i aplicant la regla de L'Hopital al sistema d’equacions geometriques d’enllag del
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mecanisme per tal de descriure la relaci6 entre la velocitat i 1’acceleracié de les coorde-
nades dependents i les magnituds cinematiques de la coordenada independent. L analisi
realitzada determina que, en aquest context, la continuitat minima necessaria per a 1’evo-
luci6 temporal de la coordenada independent, en una configuracié de punt mort, ha de ser
C? quan I’acceleracié de la coordenada independent és diferent de zero, i C* quan aquesta
és nulla. Per a aquest ultim cas, el valor de la sobreacceleracié ha de ser necessariament
també nul.

En I'tltim apartat del capitol 4 es verifiquen les conclusions obtingudes pel que fa a la
continuitat C" minima necessaria de la llei de moviment de la coordenada independent
en preseéncia de punts morts. Aquesta validaci6 s’ha realitzat mitjangcant simulacions per a
dos mecanismes d’un grau de llibertat: un quadrilater articulat i un pist6-biela-manovella.
S’observa com, en ambdods casos, si el mecanisme es troba en una configuracié de punt
mort amb una acceleracié de la coordenada independent nulla, el valor de la sobreaccele-
raci6 d’aquesta coordenada també ha de ser nul. Si no es compleix aquesta condicio, les
acceleracions de la resta de coordenades tendiran a infinit. D’altra banda, si aquest asso-
leix alguna d’aquestes configuracions amb una acceleracié de la coordenada independent
diferent de zero, el valor de les velocitats i acceleracions de les altres coordenades €s finit.

En el capitol 5 s’han definit lleis de moviment de posici6 i velocitat generiques a I’entorn
d’un punt mort per a reduir vibracions residuals fent s de dos dels metodes existents en
la literatura: convolucié del senyal de comanda amb un tren d’impulsos o amb un pols
multiplicat per una exponencial negativa. En aquest cas s’han utilitzat, com a senyal base,
corbes de Bézier no parametriques. L’analisi ha demostrat que per a lleis de moviment de
posicid, si es fa s del tren d’impulsos, el senyal base ha de ser C? si ’acceleraci6 de la
llei de moviment és diferent de zero en el punt mort, o bé C> si en passar per aquesta
configuracié I’acceleraci6 és nulla. Per a lleis de moviment de velocitat, les condicions de
continuitat del senyal base han de ser C' i C?, respectivament.

En el cas en que s’empri la tecnica del pols multiplicat per una exponencial negativa com a
metode de reduccié de vibracions residuals, i per a lleis de moviment de posicio, la corba
de Bézier utilitzada com a base de la llei de moviment ha de ser C' si el mecanisme passa
per un dels seus punts morts amb una acceleracié diferent de zero, o bé C? si aquesta
magnitud cinematica té un valor finit no nul en aquesta configuracié. En I’estudi realitzat
també es demostra com aquests resultats son valids independentment de la duracié del
senyal base en relacié amb el periode d’oscillaci6 del sistema vibratori.

Per tal de validar les conclusions obtingudes en els capitols 4 i 5, s’ha dissenyat i construit
un banc d’assaig. Aquest muntatge experimental consta d’un motor de corrent continu
d’escombretes i amb imants permanents amb un reductor amb trens epicicloidals, un me-
canisme de pisté-biela-manovella i un pendol, I’eix de rotacié del qual es mou solidari
amb el pistd. El pendol actua com a sistema oscillatori al qual cal reduir les vibraciones
residuals.

En primer lloc s’ha validat experimentalment la hipotesi descrita en 1’apartat 3.3, la qual
defineix que els actuadors electrics convencionals poden reproduir senyals de comanda
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amb continuitat minima C!. A tal efecte, s’ha connectat el motor en buit a una font d’ali-
mentacio en configuracié de llac obert i s’ha introduit un pols d’acceleracié com a senyal
de comanda.

Finalment, s’han realitzat quatre series d’experiments. En cadascun d’ells s’han generat
dues lleis de moviment. La primera es basa en una corba de Bézier que compleix les
condicions de continuitat necessaries amb la finalitat de poder passar per una configuracié
de punt mort. La segona, en canvi, parteix de la primera pero, a més a més, permet reduir
les vibracions residuals del sistema oscillatori. A tal efecte, s’utilitza la técnica del tren
d’impulsos en els dos primers assajos i el metode del pols multiplicat per una exponencial
negativa en els dos ultims. En tots els experiments s’observa com, independentment de la
duraci6 de la llei de moviment en relacié amb la freqiiencia d’oscillacié del péndol, la
segona llei de moviment redueix significativament les vibracions residuals del pendol una
vegada el mecanisme ha arribat a la seva posicio final.

7.2 Aportacions

A continuaci6 es descriuen les aportacions que es consideren més rellevants derivades de
la investigaci6 desenvolupada.

1. Proposta d’una hipotesi de treball sobre la continuitat minima C” necessaria per
tal que un senyal de comanda pugui ser reproduit mitjancant actuadors electrics
convencionals.

2. Desenvolupament analitic i obtenci6 de la continuitat minima C” necessaria de la
llei de moviment de la coordenada independent, en preséncia de punts morts, per
tal que el senyal de comanda que governa una coordenada diferent (coordenada
dependent), sigui fabricable mitjancant actuadors electrics convencionals.

3. Estudi analitic de I’efecte resultant sobre la continuitat C" d’un senyal transitori
quan aquest es convoluciona temporalment amb: i) un tren d’impulsos, ii) un pols
rectangular i iii) un pols rectangular multiplicat per una exponencial negativa.

4. Desenvolupament d’un metode generic que permet generar lleis de moviment de
posicid i velocitat a partir de corbes de Bézier per a passar per un punt mort i reduir
vibracions residuals al mateix temps.

7.3 Extensions

En aquest apartat es proposen una serie d’extensions i linies de recerca per a futures
investigacions.

1. Estudi de I’existéncia d’una indeterminacio en el calcul de les acceleracions de les
coordenades dependents en una configuracié de punt mort.

2. Us de senyals base alternatius per tal de generar lleis de moviment com, per exemple,
les corbes B-spline.
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3. Analisi i comparacié dels metodes actuals de reduccié de vibracions residuals es-
pecifics per a sistemes oscillatoris no lineals.

4. Extensio del metode proposat en aquesta tesi a sistemes vibratoris amb n graus de
llibertat.
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Apendix A

Calcul del valor del numerador de
’acceleracié dependent ¢ en un punt
mort

En I’apartat 4.1 s’afirma que el numerador de 1’equaci6 4.14 val zero quan el mecanisme
es troba en una configuracié de punt mort per a la coordenada independent ¢':

adj(¢g) [#7' + dydl],, =0 (A1)

Aquesta afirmaci6 es pot demostrar si es separen els termes referents a les coordenades
generalitzades dependents i independents de I’equaci6 A.1, d’acord amb les equacions 4.6
i4.7iimposant ¢' = 0:
. i gdei o, gds . ii ad.
adi(9)) |04+, + 030’ = adil) o +da]| a2

Si es substitueix ara I’equaci6 4.18 en ’equacié A.2:

i a2di(9g)ed
adi(9)) | 8,7 ~ b ¢ = =0 (A3)
a_ (det(¢q)) om
Es reescriu I’equacio A.3:
dj(42) ¢ adj (4
d(¢2)¢1q _ a J(¢q)¢qa J(¢‘1) i -0 (A4)
d_ (det(¢2)) om
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D’acord amb la formula de Jacobi, 1’equacid A.4 es pot reescriure com:

adj (¢3) b,adi (#3) |
tr (aci (62) )

adj(¢3) o, — =0 (A.5)

on tr(-) és la traca de la matriu entre claus. Com que el determinant de la matriu ¢2 val
zero quan el mecanisme es troba en un punt mort, almenys una de les columnes d’aquesta
matriu €s una combinacio lineal de les altres n— 1 equacions. Per tant, en general, la matriu
¢2 es pot escriure com:

hip  hiz o0 hig
oy hap -0 hay
- _ . ) ) )
Polom = | S (A.6)
hn—l,l hn—l,Z e hn—l,n
0 0o --- 0
L dlpm
Aixi doncs, la matriu adjunta de ¢2 sera:
0 -+ 0 a,
‘ 0 - 0 ay,
adj (¢2)(pm =|. . . (A7)
0 -+ 0 ap, o
D’altra banda, les matrius ¢iq i ¢2 valen, de forma generica:
(4
$,=1 (A.8)
2
di din
i d . .
¢q = : °. . : (A9)
dn 1 dn,n
Substituint les equacions A.7, A.8i A.9 a A.S:
0O --- 0 Aaln Z?:l (ai,ndn,i)
0O --- 0 azn Z?:l (ai,ndn,i)
andh, P = ¢a,
a2,n¢11n ~ 0O --- 0 Ann Zizl (ai,ndn,i) ¢Iq2 ~0 (A.10)
: . Z?:] (ai,ndn,i) .
an’n¢1%1 i]n
pm

102



Apéndix A. Calcul del valor del numerador de I’acceleracié dependent §% en un punt mort

Simplificant I’equacié A.10:

al’n¢14n al’”¢1]n

az,nlﬁl aZ,n‘ISl
. qll _ . qn - O (A. 1 1)
' i ' i

an’n¢qn an’n¢qn

pm

En conseqiiencia, el numerador de 1’equaci6 4.14 val zero quan el mecanisme es troba en
una configuracid de punt mort.
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Apendix B

Calcul de la primera i segona derivada
de la matriu ¢2 respecte al temps en una
configuracio de punt mort

Durant el desenvolupament de I’estudi cinematic d’acceleracions (apartat 4.2.2), es ne-
cessita la derivada segona de la matriu ¢g respecte al temps en funcié de les coordenades

generalitzades ¢ i ¢' i les seves derivades temporals. Aquesta relaci6 es pot trobar derivant

I’equaci6 4.6 respecte al temps:

L d
by =5 103} =

D’acord amb la regla de la cadena:

K
dq

0
| 9q

0¢1(q)
dq,

96,()
56]1

Ja
Ja
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Si es separen ara els termes relacionats amb les coordenades dependents i independents:

i(aabl(q))qd i(aqsl(q))qd'
d aq' \ 9q, dq* \ 9dq,
¢, = : :
0 (0¢u(q)) .4 0 (06u(q)) .4
agi\"aq, ! ogd \ aq, )?
| ¢ q q dn ] (B.3)
i a¢l(q) é]i i 6¢1(q) é]i
dq' \ 9q, dq' \ 9q,
2 (0@, D (@),
| dq'\ 0q, dq' \ 0q,
Es rescriu la matriu qbg:
o [(041(q) 9 (9¢1(q) . o [041(q) 9 (9¢1(q) )
, {371(3111 ) aqn(aql )}qd {071(511” ) 311,1(6(1" )}qd
¢q: +
d (9¢u(e) d (9¢u@) |, o (0.q) o (04u@) |, (B.4)
{671(6!11 ) 671"(0% )}qd {571(6%) T%(@qn)}qd
o 41)d
Reagrupant termes:
d_ i dj - d v d\ .i
¢q (96[1 (¢q) q1 + + 661" ( q) qn a i ( q)q (BS)
Per tant:
q = ag \" 4 agi \"1
Si s’imposa ¢' = 0 en la configuracié de punt mort:
d (0
. a) .
= —_ B.7
b ) ( 5 (#1) qk) (B.7)

pm

Per al calcul de la segona derivada de la matriu q)‘q1 respecte al temps, es deriva 1’equacio
B.6:

n

wd d(’)(d), 8(d).. d@(d),i a(d)--i

= — | = + — +—|=— + — B.8
b ;(dt(aq, #9)Jar+ 5o (#0) an) + 3 |54 (#) |4 + 55 (9) @ BB
El terme d/dt (8 /0q, (¢2)) es pot substituir per I’equacié B.7, tnicament reemplacgant la
matriu ¢‘ql per ’expressi6 d/dq; ¢2)- Si es considera que ¢' = 0, I’expressi6 final per al
calcul de la matriu (}52 en un punt mort €s:
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Apéndix B. Calcul de la primera i segona derivada de la matriu ¢2 respecte al temps en una configuracio
de punt mort

¥l = 3 (Z (a%k (a% (¢2)) qk) ar+ a%, (4) ezl) . % (60)d] B9

=1 \k=1 pm
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