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Resumen

En esta tesis se ha desarrollado y validado un modelo tridimensional de
circulacion costera en elementos finitos capaz de simular una region limitada del
océano. La escala de longitud de las aplicaciones pueden ser del orden del ancho
de la plataforma continental o menores y la escala de tiempo entre el periodo
de las ondas de las mareas y de las ondas debidas al viento.

La formulacién del modelo, denominado HELIKE, esta basada en las
tres componentes de la ecuacion de Navier-Stokes (no-hidrostaticas) y tiene en
cuenta las dos componentes de la aceleracion de Coriolis, (componentes normal
y tangencial a la superficie terrestre), gradientes de densidad, turbulencia (valo-
res constantes o modelos de turbulencia como Smagorinsky, Munk-Anderson o
Pacanowski-Philander), friccion con fondo, tension de viento y superficie libre.
Pudiéndose también utilizar el modelo en fondos con batimetrias irregulares
(fondo no-horizontal).

Los modelos tridimensionales no-hidrostaticos como el desarrollado en
esta tesis estdn bien planteados para dominios con contorno abierto. Esto es
muy importante en el modelado de mesoescala donde el modelado de la pe-
quena, pero relevante, velocidad vertical es importante y los contornos abiertos
son inevitables. La formulacion no-hidrostatica tiene fundamentalmente impor-
tancia cuando la escala horizontal del movimiento se hace comparable con su
escala vertical y no se pueda despreciar la velocidad vertical como p. ej. se da
el caso en la circulacion sobre fondos abruptos, convecciéon en el océano abierto,
etc.

El uso combinado de una discretizacion espacial por el método de los
elementos finitos y el uso de mallas no-estructuradas proveen al modelo una gran
flexibilidad para adaptarse a la complicada geometria de la linea de costa y del
fondo marino. Ademaés de la posibilidad de realizar refinamientos de la malla
sobre areas de mayor interés y aplicar las condiciones de contorno apropiadas
para cada caso.

La técnica de estabilizacion de la presion (PGP) empleada para estabilizar
la solucion en elementos finitos permite que formulaciones mixtas como las ecua-
ciones de Navier-Stokes utilicen igual interpolaciéon para ambas variables veloci-
dad-presién y que cumplan con la condicién de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
(LBB), también conocida como “inf-sup”.

El método de integracién temporal implicito empleado para resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes no-hidrostaticas mediante un esquema monolitico,
en concreto mediante el método implicito de Euler hacia atras, permite alcanzar
pasos de tiempo relativamente grandes al eliminar la restriccién de estabilidad
conocida como el criterio de Courant-Friedrichs-Levy (CFL).
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Resumen

Se utiliza la ecuacion cineméatica para calcular la elevacion de la super-
ficie libre, sin recurrir al promediado vertical y con un coste computacional
relativamente pequeno.

Los resultados numéricos presentados en esta tesis demuestran la apli-
cabilidad, precision, robustez y eficiencia del modelo para problemas tanto de
ingenieria de costas como de oceanografia fisica.



Abstract

In this thesis a finite element model was developed, named HELIKE, for
the numerical simulation of three-dimensional, turbulent, non-hydrostatic, free-
surface flows like those arising in the study of the motion of water in coastal
regions. The kinematic free-surface equation is used to compute the surface
elevation, without resorting to vertical averages. The model developed here
incorporates surface wind stress, bottom friction, Coriolis acceleration, the ba-
roclinic term to take in account the density gradientes, and it is applicable to
irregular bottom topographies. A pressure stabilization technique is employed
to stabilize the finite element solution. Numerical results confirm the accuracy,
robustness and applicability of the proposed method.
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Introduccion

La rotacién terrestre y el viento, entre otros factores impulsores, intro-
ducen en el océano estratificado una enorme cantidad de energia cinética que
se manifiesta en los movimientos de mesoescala (10 — 100 km de longitud), en
forma de giros y sinuosas corrientes. Los flujos tridimensionales asociados a
estos movimientos varian con el tiempo y estan caracterizados por velocida-
des horizontales del orden de U = 0,1 — 1 m/s, una gran diferencia entre las
escalas de longitud horizontal y vertical L >> D y ndimeros de Rossby entre
Ry = Lif = 107! — 1072, donde f es el pardmetro de Coriolis (Marshall et al.,
1997).

El interés de esta tesis se halla en simular dichos movimientos para una
region limitada del océano, considerando importante resolver los flujos coste-
ros de pequena escala para problemas que revisten un gran interés préctico,
dentro de las diferentes disciplinas de la ingenieria civil, como son la ingenieria
oceanografica, de costas, portuaria, medioambiental, etc. Con ese objetivo se
planteo el desarrollo de un modelo oceanico costero que pudiera ser aplicado a
la resolucién de problemas hidrodindmicos, con una escala de longitud tipica del
orden del ancho de la plataforma continental o mas corta (hasta los centenares
de metros), y la escala de tiempo entre el periodo de las ondas de las mareas
y de las ondas debidas al viento (décimas de minuto). En una etapa previa a
la formulaciéon del modelo, se deben realizar varias elecciones fundamentales,
entre ellas la seleccion de los procesos fisicos particulares que se incluiran en la
formulacion (ver p. ej. Arcilla, 1989), la eleccion de la forma de las ecuacio-
nes de gobierno, la eleccion de la discretizacion en tiempo y espacio, etc. Con
ese objetivo, a continuacion se introducirdn algunas de las consideraciones de
disenios mas importantes en el desarrollo del modelo.

Los movimientos turbulentos del océano contienen escalas energética-
mente activas que se extienden desde la escala de la circulacién general hacia
abajo, del orden de 0,01 — 10 km en horizontal y alguna decenas de metros en
vertical. Entre estas escalas ocurren interacciones importantes, como asi tam-
bién entre la gran cantidad de fendémenos fisicos que estas contienen. Todo esto
hace que exista un gran nimero de modelos numéricos diferentes ajustados para
cada tipo de problema especifico y a una determinada escala. La creacion de
un modelo general es muy complejo y constituye un desafio formidable, debido
a la cantidad de factores a tener en cuenta en su desarrollo, como son p. ej. la
estabilidad, precision y eficiencia, siendo esta tltima probablemente una de las
més importantes. Sin embargo, hasta el presente todos estos factores no pueden
ser optimizados simultaneamente por lo que continta la bisqueda de métodos
nuevos.
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Introduccién

Por eficiencia y simplicidad, los modelos numéricos de circulacién general
del océano, conocidos por sus siglas en inglés como OGCM, los modelos oceé-
nicos utilizados para el estudio del clima y los modelos costeros estan basados
en aproximaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles. General-
mente, los dos primeros modelos utilizan las ecuaciones primitivas hidrostaticas
(3D en velocidad y 2D en presiones), para el modelado tridimensional de gran
escala de la dindmica de los océanos (ver p. ej. Iskandarani et al., 2003; Dani-
lov et al., 2004; Blumberg y Mellor, 1987; Oey y Mellor, 1993; Haidvogel et al.,
2000). Los modelos costeros sin embargo, utilizan las ecuaciones bidimensiona-
les de aguas someras conocidas como (2D-SWE), para el estudio de estuarios
bien mezclados y poco profundos, zonas costeras y lagos (ver p. ej. Backhaus,
1985; Zienkiewicz y Ortiz, 1995; Espino et al., 1998; Macias et al., 1999; Maidana
et al., 2002; Espino et al., 2007; Dawson y Proft, 2004; Ortiz et al., 2006). En
ambos casos se utiliza la hipoétesis hidrostatica y por consiguiente la ecuacién de
movimiento vertical se reduce al balance hidrostatico. En los modelos tridimen-
sionales hidrostaticos, la velocidad vertical se obtiene a partir de la ecuacion de
continuidad.

La circulacién global del océano y sus grandes giros debidos al viento
(L ~ 1000 km) son descritas en detalle y con bastante precisién por estas dos
aproximaciones, como lo son también los vortices geostroficos y los anillos aso-
ciados con sus inestabilidades hidrodinamicas (L ~ 10 — 100 km). Sin embargo,
entre los 10 y 0,01 km, cuando la escala horizontal del movimiento se hace
comparable con su escala vertical L =~ D, ya no se puede despreciar la velo-
cidad vertical y por lo tanto se ha de tener en cuenta también la componente
no-hidrostatica de la presion. Hay muchos fenémenos importantes en el océano,
p. ej. flujos sobre fondos abruptos, ondas de corto periodo, turbulencia inducida
por viento o flotacion en la capa superficial bien mezclada del océano (en escalas
< 1 km), fuertes gradientes de densidad, conveccion en el océano abierto (Jones
y Marshall, 1993), etc., los cuales son fundamentalmente no-hidrostéticos. Esto
es computacionalmente costoso, lo cual a menudo disuade a los modeladores de
utilizar las ecuaciones no-hidrostéticas, pero cuando los efectos no-hidrostaticos
son importantes, estos no pueden ser estudiados utilizando los mas econémicos,
computacionalmente hablando, modelos hidrostaticos.

Con este proposito y gracias al acelerado incremento de la potencia de
calculo de los ordenadores, en la ultima década se han desarrollado modelos
3D no-hidrostéticos a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles,
teniendo en cuenta las tres componentes de las ecuaciones de movimiento e
integrando la ecuacion de continuidad a lo largo de la direccién vertical, conser-
vando asi el campo de velocidades tridimensional. A esta tltima aproximacion,
una extension de los modelos 2D, se la denomina modelo tridimensional de las
ecuaciones de aguas someras (3D-SWE).

Los modelos no-hidrostéticos, requieren que se calcule el campo de presio-
nes tridimensional utilizando algin procedimiento, generalmente iterativo. Para
ello, algunos modelos numeéricos introdujeron la presiéon no-hidrostatica, calcu-
lando una presién relacionada con la ecuaciéon de Poisson. Las técnicas numéri-
cas empleadas en la resolucion de la ecuacién de Poisson para la presion se cono-
cen como la familia de métodos SIMPLE (métodos semi-implicitos que vinculan
con la ecuacion de la presion): SIMPLE (Patankar y Spalding, 1972); SIMPLER,
(Patankar, 1980); SIMPLEC, (van Doormaal y Raithby, 1984) o los métodos de
pasos fraccionados (Casulli, 1999; Stansby y Zhou, 1998; Stansby, 1997; Zang
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et al., 1994). Los métodos SIMPLE necesitan multiples iteraciones por cada
paso de tiempo hasta que el campo de presiones estimado converja. Habitual-
mente los métodos de paso fraccionado se emplean para separar las presiones en
sus componentes hidrostatica y no-hidrostatica, para luego resolverlas secuen-
cialmente. En el primer paso se desprecia las contribuciones no-hidrostaticas de
la presion y la velocidad, mientras que en el segundo paso, las velocidades son
corregidas al incluir los términos de presién no-hidrostéaticos. Puesto que estas
aproximaciones descomponen la solucién, pueden introducir errores por descom-
posicion. Stelling y Zijlema (2003), introdujeron un método nuevo basado en la
correccion de la presion, el cual no introduce un error de descomposiciéon. Una
alternativa diferente que se sigue en esta tesis y que también fue empleada por
Labeur y Pietrzak (2005), resuelve las ecuaciones no-hidrostaticas completas
mediante un esquema monolitico, en concreto mediante el método implicito de
Euler hacia atras. Los métodos implicitos permiten alcanzar pasos de tiempo
relativamente grandes al eliminar la restriccion de estabilidad conocida como
el criterio de Courant-Friedrichs-Levy (CFL), mejorando asi la precision y efi-
ciencia del modelo al evitar una gran cantidad de iteraciones en el proceso de
avance temporal asociado con un gasto computacional excesivo.

A diferencia de los modelos tridimensionales hidrostaticos, los modelos
tridimensionales no-hidrostaticos cuentan con las tres componentes de la ecua-
cién de movimiento y estan bien planteadas para dominios con contorno abiertos
(Mahadevan et al., 1996). Estos atributos son importantes en el modelado de
mesoescala donde el modelado de la pequena pero relevante velocidad vertical
es importante, y los contornos abiertos son inevitables.

El primer modelo de circulacion general del océano (OGCM) fue creado
por Bryan (1969). La discretizacion espacial de este modelo fue basada sobre
una malla estructurada y un esquema en diferencias finitas. Desde entonces, han
sido muchos los avances al primer modelo de Bryan, pero la gran mayoria de
los modelos actuales, aun estan basados en el método de las diferencias finitas.
Esto se debe principalmente a la simplicidad inherente a las mallas estructuradas
(Haidvogel y Beckmann, 1999). Recientemente, se ha desarrollado una menos
tradicional y méas avanzada aproximacién para su utilizacién en los modelos
de circulacion general y costeros (ver p. ej. Le Provost et al., 1994; Myers y
Weaver, 1995; Lynch et al., 1996; Maidana et al., 2002; Espino et al., 2007).
Estos modelos numéricos, estan basados en el método de los elementos finitos.
Este método, usado principalmente en ingenieria, puede ser una interesante
alternativa al método de las diferencias finitas.

El método de los elementos finitos se asienta sobre un marco matemati-
camente riguroso, basado en una formulacion en residuos ponderados, lo cual
permite una precisa definiciéon de nociones tales como el error, rango de con-
vergencia y condiciones de estabilidad. Las condiciones de contorno de tipo
Neumann son facilmente aplicadas debido a que estas entran directamente en
la formulacién débil del problema, sin ninguna otra imposicién o aproximacién
(Myers y Weaver, 1995).

Un tema critico para aplicar el método de los elementos finitos en ocea-
nografia es encontrar la combinacion apropiada del tipo de elemento finito para
la velocidad y presion. Esta combinacién deberia representar el flujo geofisico
correctamente y no permitir la existencia de modos computacionales esptreos.
Debido al cardcter mixto de los problemas de flujo incompresible, la condicién
de incompresibilidad impone ciertas restricciones en la elecciéon de los espacios
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Introduccién

de aproximacién de la velocidad y la presion. Para obtener una solucién numéri-
camente estable y convergente, se han desarrollado combinaciones de elementos
velocidad-presion cuyos espacios verifican la condicion “inf-sup” de Ladyzhens-
kaya-Babuska-Brezzi (ver Brezzi y Fortin, 1991). Sin embargo, se observo que
las formulaciones estabilizadas resultan mas eficientes que las combinaciones de
elementos estables (Norburn y Silvester, 1998). En estas formulaciones se intro-
ducen términos adicionales en el problema discreto, deducidos de maneras muy
diversas, que aumentan la estabilidad de la solucién numérica. La técnica de
estabilizacion de la presion adoptada en esta tesis estd basada en una proyeccion
del gradiente de la presion (PGP) (Codina y Blasco, 1997, 2000a,b; Blasco y
Codina, 2001).

En cuanto a la cuestion fundamental de satisfacer la continuidad de la
masa en forma local, a trozos y/o global, esta eleccion se vera reflejada con el
tipo especifico de elemento seleccionado. Habitualmente el método de elementos
finitos conserva la masa globalmente, localmente lo hace utilizando el método
de residuos ponderados para cada nodo. Esto no es un problema siempre que
los métodos se usen consistentemente sobre todas las ecuaciones.

En algin momento del pasado, la elecciéon del método de discretizacion
(diferencias finitas, elementos finitos o volumenes finitos) determinaba el tipo
de malla computacional (cuadrados estructurados, tridngulos no-estructurados
y cuadrilateros). Sin embargo, ahora la eleccién es mucho méas amplia cuando
todos los métodos han utilizado con éxito ambos tipos de malla, tanto estructu-
radas como no-estructuradas (Casulli y Walters, 2000). Por ello, la considera-
cion real a tener en cuenta es obtener la resolucién apropiada de la importante
variabilidad topografica de cada problema. Para ello, se adoptan las mallas
no-estructuradas, debido a su habilidad para resolver la geometria complicada
y multi-escala de los entornos costeros. Esta clase de mallas es atractiva por
diferentes razones. Principalmente porque permite representar mucho més fa-
cilmente dominios irregulares. Esto es muy tutil en oceanografia costera, donde
son numerosas las lineas de costas irregulares, los estrechos y las islas. Las ca-
racteristicas de la mesoescala estan a menudo localizadas, el uso de una malla
no estructurada permite conseguir una alta resolucion en las regiones de interés,
gracias a un refinamiento conveniente de la malla.

Muchos de los modelos nuevos de circulacién con malla no-estructurada
siguen la filosofia de ser no-estructurados en la horizontal pero estructurados en
la vertical, independientemente de si utilizan coordenadas-z o coordenadas-o,
o si estan implementados en diferencias finitas, elementos finitos o volimenes
finitos. Por ejemplo, un sistema de coordenadas-z geopotencial fue adoptado en
el modelo UnTrim (Casulli y Walters, 2000), y el modelo ELCIRC (Zhang et al.,
2004; Baptista et al., 2005) usa una formulacién similar a la aproximacion de
UnTrim. Mientras que fue adoptado un sistema en coordenadas-o (se adapta
al terreno) en los modelos en elementos finitos de Lynch et al. (1996); Cha-
con Rebollo y Rodriguez Gomez (2004); Danilov et al. (2004); Chacén Rebollo
y Rodriguez Gomez (2005), y una representacion generalizada que se adapta al
terreno fue adoptado por Iskandarani et al. (2003). Una version no-hidrostatica
del modelo UnTrim ha sido desarrollado por Casulli y Zanolli (2002). Ellos
demostraron que descomponiendo el procedimiento de resolucién en una parte
hidrostatica y no-hidrostatica, en combinacién con una coordenada-z en la ver-
tical, dan resultados eficientes en el caso de flujos cuasi-hidrostaticos. Sin em-
bargo, en el caso donde el flujo es no-hidrostatico y se trabaja con geometrias
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complejas puede ser ventajoso usar una aproximacién completamente tridimen-
sional. Por todo ello, se han adoptado para el modelo desarrollado en esta tesis
mallas tridimensionales completamente no-estructuradas. El modelo FINEL3D
(Labeur y Pietrzak, 2005) utiliza directamente elementos tetraédricos alineados
verticalmente sobre una malla de tridngulos, mientras que Danilov et al. (2004)
lo hace a partir de la descomposicion de elementos prismaticos triangulares. Las
mallas computacionales que se utilizaron aqui son un mosaico creado a partir
de una malla de tridngulos no-estructurada en horizontal, la proyeccién de sus
nodos (vértices) en la vertical sobre el fondo irregular dan lugar a prismas trian-
gulares, que luego se descomponen en elementos prismaticos triangulares de
caras no-horizontales. Esta configuracién permite su utilizaciéon en batimetrias
altamente irregulares y sobre taludes escarpados. Las lineas verticales de la ma-
lla deben ser paralelas al vector gravedad, a fin de evitar circulaciones esptreas,
causadas por el error de truncamiento como se muestra en King et al. (1974).
Por esta razon, otros elementos 3D tales como el tetraedro pueden introducir
serios errores (Walters, 2006). La principal razon para adoptar esta aproxima-
cién es que se adaptan con gran precision a las caracteristicas topogréficas del
fondo marino. Esto permite mucha flexibilidad en la configuracion de la malla
vertical, por ejemplo, refinando cerca de caracteristicas de interés sin tener que
recurrir a las coordenadas hibridas (ver p. ej. Pietrzak et al., 2002).

Para las simulaciones de flujos con superficie libre, una de las cuestiones
principales es expresar numéricamente el movimiento del contorno o de las on-
das de gravedad de la interfase aire-agua (superficie libre). Por su naturaleza,
las ondas de gravedad superficiales son dispersivas; eso es, ondas con diferentes
frecuencias viajan a diferentes velocidades. Las ondas de gravedad superficiales
viajan a velocidades de entre 10?2 — 103 veces més grandes que las del fluido
mismo. Generalmente, la altura de superficie libre se puede calcular de dos
maneras diferentes, la primer alternativa es emplear la condicién de contorno
cinemética de la superficie libre, mientras que la segunda alternativa es utili-
zar directamente la ecuacion de superficie libre. La altura de superficie libre
puede ser razonablemente tratada como una funcién univaluada de la posicion
horizontal. Para ello, varios métodos han sido exitosamente incorporados a las
ecuaciones de Navier-Stokes, p. ej. el método “Marker-And-Cell” (MAC) (Park
et al., 1999), el método de volumen de fluido (VOF) (Hur y Mizutani, 2003), y el
método arbitrariamente Lagrangiano-Euleriano (ALE) (Hodges y Street, 1999).
Generalmente, estos métodos son capaces de resolver problemas complejos en
los que interviene la superficie libre (p. ej. rotura de olas), pero su aplicacion
esta limitada por su alto coste computacional y estrictos requerimientos de esta-
bilidad. La condicién de estabilidad sobre la velocidad de las ondas de gravedad
superficiales puede ser evitada asumiendo la hip6tesis de tapa rigida, conocida
en inglés como “rigid lid”. Sin embargo, la aproximacion de tapa rigida no
permite la propagacion de ondas de superficie y de esta manera no se podrian
simular p. ej. , las corrientes debidas a las mareas. Por eficiencia computacional
y simplicidad, los modelos han tendido a cubrir una pequena parte del espectro
de ondas, tales como los modelos basados en las ecuaciones de agua somera.
Peregrine (1967) fue el primero en extender estas ecuaciones para obtener un
modelo débilmente dispersivo usando las ecuaciones de Boussinesq. Investiga-
ciones mas recientes, han extendido estas ecuaciones para incluir la no-linealidad
y ondas débilmente dispersivas (Wei et al., 1995; Lynett, 2002). La idea béasica
con las ecuaciones de Boussinesq es resolver la ecuacién de movimiento vertical

XV



Introduccién

para determinar la presiéon y luego calcular los gradientes de presién horizontal
por inclusién en la ecuacién de movimiento horizontal. Este procedimiento da
como resultado un sistema de ecuaciones que se parece a las ecuaciones de aguas
someras, pero que contienen términos de correcciéon de alto orden. Sin embargo,
su aplicacion trae asociado un sobre-coste computacional significativo, de apro-
ximadamente un orden de magnitud para tiempos de calculo elevados (Walters,
2005). Debido a esto, Walters (2005) sigue un método alternativo, conserva la
ecuacion de movimiento vertical con la presién no-hidrostatica y las promedia
en vertical para producir un sistema de ecuaciones que es similar a las ecuacio-
nes de agua someras, pero con los términos de presiéon no-hidrostéticos. Este
método, muy competitivo a la hora de examinar las ondas superficiales dispersi-
vas, utiliza en su afan de alcanzar mayor eficiencia una aproximacion de simple
capa promediada verticalmente, lo cual deja fuera de consideracion la dinamica
interna. Para evitar esto ultimo, se pueden resolver directamente las ecuaciones
de Navier-Stokes no-hidrostaticas completas sin promediarlas verticalmente, ya
sea utilizando coordenadas-o (Lin y Li, 2002) o coordenadas-z (Stelling y Zij-
lema, 2003; Casulli, 1999; Casulli y Zanolli, 2002), siendo esta ultima la forma
que finalmente se adopta en esta tesis. Para ello, se resuelve la ecuacion bi-
dimensional de la altura de superficie libre y se integran numéricamente los
términos que involucran el gradiente de presion de la superficie libre, mientras
que se trata los deméas términos implicitamente. Los modelos no-hidrostéaticos
de esta clase no pueden simular problemas en los cuales la superficie libre se
aleje mucho de la horizontal (superficies con pendientes proximas a la vertical o
invertidas), pero siguen perfectamente los movimientos de la superficie libre con
un costo computacional relativamente pequeno y han sido ampliamente aplica-
dos en otros modelos (Mahadevan et al., 1996; Casulli, 1999; Namin et al., 2001;
Li y Fleming, 2001; Lin y Li, 2002; Chen, 2003).

Para finalizar esta introduccion, solo cabe anadir que esta tesis esta or-
ganizada en capitulos, en cuyos contenidos se agrupan las etapas fundamentales
del desarrollo del modelo numérico HELIKE: formulacion, validacion y aplica-
cion. De esta manera los capitulos abarcan desde las consideraciones fisicas
del modelo y las ecuaciones de gobierno (Capitulo 1), hasta la discretizacion,
estabilizacion y formulacion matricial (Capitulo 2), pasando por los casos de
validacion y aplicacion con “rigid-lid” (Capitulo 3), y con superficie libre (Ca-
pitulo 4). En el epilogo se formulan las conclusiones de la tesis y se listan las
futuras lineas de trabajo (Capitulo 5).
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Capitulo 1

Ecuaciones de Gobierno

“La naturaleza obra sin maestros”
Hipdicrates, 460-377 a.C.
Meédico griego.

Las variables bésicas que caracterizan el estado del océano son las velo-
cidades u = (u, v, w), la presion P, la densidad p y la altura de superficie libre
7, todas ellas dependen del tiempo ¢ y de las coordenadas espaciales (z, vy, 2),
excepto la altura de la superficie libre que es funcion de (z,y) y ¢. Las com-
ponentes de la velocidad u = (u,v,w) se corresponden con las direcciones de
los ejes coordenados del sistema cartesiano local de referencia sobre la Tierra.
Los ejes estan dirigidos “z” longitudinalmente hacia el Este, “y” latitudinal-
mente hacia el Norte y “2” normal a la superficie terrestre hacia el exterior (ver
figura (1.1)). Las ecuaciones en derivadas parciales que describen la relacion en-
tre dichas variables se deducen a partir de los principios fisicos de conservaciéon
de la masa y de la cantidad de movimiento.

1.1 Conservaciéon de la masa e incompresibilidad

El principio de conservacién de la masa puede ser expresado de la siguiente
manera (ver Pénd y Pickard, 1983, pdg. 18),:

Op + 0z (pu) + 0y(pv) + 02 (pw) =0 (1.1)
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S

Figura 1.1: Definiciéon del sistema cartesiano local de referencia sobre la Tierra.

Si se opera mateméticamente con los términos de la ecuacion (1.1) y se
reemplaza Op + u0,p + v0yp + w0, p por su derivada material D;p, la ecuacion
de continuidad puede ser escrita en forma abreviada como:

1/pDiyp+V -u=0 (1.2)

siendo D; = 0¢+u-V la derivada material y V-u = d,u+0,v+0,w la divergencia
de la velocidad. La ecuacion (1.2) expresa el hecho de que la masa se conserva y
establece la relacion entre el cambio de densidad y volumen. El primer término
de la ecuacién representa la razén de cambio de densidad por unidad de tiempo,
mientras que el segundo término representa la razén de cambio de volumen para
una particula de fluido en movimiento. En la ecuacion (1.2) se asume que la
distribucién de las densidades es variable en el fluido, lo cual es importante
para aplicaciones en el océano donde la densidad del agua no es homogénea.
Los efectos de la presion e intercambio de calor no afectan apreciablemente a
la masa de una particula de fluido, como si lo hacen los efectos del intercambio
de salinidad (P6nd y Pickard, 1983). Si se asume que una particula de fluido
intercambia iguales cantidades de masa de sal y agua, la ecuacion (1.2) da la
relaciéon correcta entre el cambio de densidad y de volumen. No obstante, en la
mayoria de los casos lo mas probable es que el mismo nimero de moléculas de
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agua sean reemplazadas por iones de sal; la masa se incrementa, pero el volumen
no disminuye en la misma proporcion en que lo hace en la ecuacion (1.2). De
todas maneras este efecto es lo suficientemente pequeno en el océano como para
que se lo pueda ignorar haciendo 1/pD;p = 0 y se asume entonces que el volumen
de una particula de fluido es constante, por lo cual se lo puede considerar como
un fluido incompresible. En estas circunstancias la ecuaciéon de conservacion de
la masa (1.2) se convierte efectivamente en conservacion del volumen:

V-u=0 (1.3)

Ademas los flujos con velocidades mucho menores que la velocidad del so-
nido en el agua (c¢s = 1.500m/s) se comportan como si el fluido fuera incompre-
sible, aunque esta simplificacion implique no poder resolver aquellos problemas
relacionados con medios compresibles como la propagaciéon de ondas actsticas
en el agua. Algo mas a tener en cuenta es que la ecuacion (1.3) no asume que el
flujo sea estacionario, pero sin embargo la variacion temporal de la densidad no
aparece explicitamente en la ecuacion de continuidad, atun cuando el flujo sea
no-estacionario.

1.2 Conservacion de la cantidad de movimiento

La ecuaciéon de conservacion de la cantidad de movimiento se obtiene al
aplicar la segunda ley de Newton F' = m X a a una particula de fluido. Este
principio dice que si “una fuerza resultante F' actia sobre un cuerpo de masa m,
el cuerpo adquirird una aceleracion a que es producto de la resultante de todas
las fuerzas que actien sobre ella”, como p. ej. a = (Presion+Gravedad+- - -)/m.

Utilizando este principio, una descripcién Euleriana del movimiento y un
sistema de referencia inercial, se puede escribir la ecuacién del movimiento para
un fluido no viscoso en funciéon de las velocidades y la presion:

Dwu=-1/pVP +gs (1.4)

donde Dyu = 0;u + u - Vu es la derivada material de la velocidad (la derivada
temporal mas la derivada convectiva de la velocidad), VP el gradiente de la
presién y gy un vector que apunta al centro de la Tierra y que contiene a la
fuerza gravitacional terrestre g'.

No obstante, siendo el tema de interés la circulaciéon ocednica de mesoes-
cala, se tienen que tener en cuenta otros aspectos. Estos son por ejemplo, la
presencia de la rotaciéon terrestre que introduce la fuerza de Coriolis, la pro-
piedad de los campos de densidades del océano que admite la aplicaciéon de la
aproximacion de Boussinesq y las dimensiones del area de estudio que permite
la eleccion del sistema de coordenadas a emplear. Todos estos aspectos seran
tratados a continuacion.

ILa “Ley de la Gravitacion Universal” de Newton establece que la magnitud de la fuerza de
atracciéon gravitatoria entre dos cuerpos esta dada por g = GM; My /d?. Dicha fuerza actiia a
lo largo de la linea que une los centros de masas M7 y Ma que se hallan separados por una dis-
tancia d, siendo GG una constante de gravitacion universal cuyo valor es 6,67 x 107! Nm? /kg?.
Esta expresion es valida solamente para dos masas cuyos tamanos son relativamente pequenas
comparadas con d o para dos esferas cuya distribucién radial de densidades son simétricas.
Estas condiciones son satisfechas lo suficientemente bien en el caso de la Tierra y cualquier
otro objeto ubicado sobre su superficie.

3
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1.2.1 Un sistema de referencia rotante

El hecho de usar un sistema de referencia en rotaciéon, como es la Tie-
rra girando sobre su propio eje, genera aceleraciones que deben ser tenidas en
cuenta. La transformacion de un sistema de ejes fijos en el espacio a otro sis-
tema rotante y fijo sobre la Tierra (Pénd y Pickard, 1983), puede ser expresada
matematicamente de la siguiente manera:

(D) = (Dyu)g + 2wy X u+ wrp X (Wp X 1) (1.5)

Los subindices I y R en la ecuacién anterior se refieren a los sistemas de re-
ferencia inercial (ejes fijos en el espacio) y rotante (ejes fijos sobre la Tierra),
respectivamente. Sobre el lado derecho de la ecuacion (1.5), el primer término
(Dsu) g es la aceleracion relativa a los ejes fijos sobre la Tierra, el segundo tér-
mino 2wr X u es la aceleracion de Coriolis y el tercer término wp x (wr x d) es
la aceleracion centripeta necesaria para hacer que un cuerpo gire alrededor del
eje terrestre con la velocidad angular wp. Los otros simbolos son 1 la velocidad
relativa a los ejes fijos en el espacio, u la velocidad relativa a los ejes fijos sobre
la Tierra, d el vector distancia de un cuerpo desde el centro de la Tierra, wr es
el vector de la velocidad de rotacién angular terrestre cuya magnitud es un dia
sidéreo 7,292 x 10 °rad/s (un dia sidéreo = 23 h 56 min 4 s = 86164s) y x es
el operador del producto vectorial. Eliminando el subindice R y reemplazando
(D) por la ecuacion (1.4), la ecuacion del movimiento de un fluido no viscoso
en un sistema de referencia en rotacion fijo a la Tierra esta dada por:

Diu=—1/pVP — 2wy x u+ g —wr X (wp x d) (1.6)

N>

8y

Eje de rotacion terrgstre

-0, x(®, xd)

Tierra

S

Figura 1.2: La figura muestra como la aceleracion gravitacional (gy) se reduce a
la aceleracion debida a la gravedad (g) paralela a la vertical local a la superficie
terrestre al restarle la fuerza centripeta (wy x (wr x d)). Notese que el tamano
de la aceleracion centripeta estd exagerado, su magnitud es (w#r cos ¢) y actia
perpendicularmente al eje de rotacién.

En esta ecuacion, el término de la izquierda es la aceleracion relativa a
la Tierra y los términos de la derecha son las fuerzas actuantes por unidad de
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masa o las aceleraciones debidas a estas fuerzas. La transformacion al nuevo
sistema de ejes fijos sobre la Tierra simplemente agrega otro dos términos nue-
vos, el término de aceleracion de Coriolis —2wp X u y el término negativo de la
aceleracion centripeta, también llamado aceleracion centrifuga —wp X (wr x d),
mientras que los términos de la ecuacion (1.4) no han sido alterados. Como
se muestra en la figura (1.2), los cuerpos en contacto con la Tierra adquieren
como aceleracion centripeta una parte de la aceleracion de la gravedad gy (el
méximo valor de wr x (wr x d) es de tan solo el 0,3% de g¢). La diferencia
gs —wr X (wr x d) se denomina aceleracion debida a la gravedad y es igual a la
aceleracion de la gravedad g que adquiere un cuerpo que cae libremente cerca
de la Tierra en la ausencia de friccion.

g=g;—wr X (wr xd) (1.7)

En la superficie de la Tierra g solo depende de la posicion geografica;
hay un maximo en los Polos (donde la aceleracién centripeta desaparece y gy es
también un maximo porque el radio polar (6357 km) es ligeramente menor que
el radio ecuatorial (6378km)) y un minimo en el Ecuador (donde la aceleracion
centripeta es un maximo y gy es un minimo). Sin embargo como la variacion
de g desde el Polo al Ecuador es de solamente el 0,5 % se desprecia, como asf
también se desprecian las pequenas variaciones de la profundidad en el océano
que introducen ligeras diferencias de longitud en el radio terrestre. Finalmente
se toma g = (0,0, g), siendo g constante e igual a 9,81m/s? (Pénd y Pickard,
1983). Notese que la componente de la aceleracion de la gravedad solo apareceréd
en la tercera componente “z” de la ecuaciéon del movimiento, que por definiciéon
es tomada paralela a la direccion local de esta aceleracion. Aparece con el signo
menos porque la aceleracion es hacia abajo mientras la direccion tomada por el
eje “2” positivo es hacia arriba.

Teniendo en cuenta estas consideraciones y la ecuacion (1.7), se multi-
plican ambos términos de la ecuacion (1.6) por p y se reordenan los términos
para obtener finalmente la ecuaciéon del movimiento para un fluido inviscido en
rotacién como:

p(Diu+ 2wr X u) = —VP — pg (1.8)

1.2.2 Parametro de Coriolis

En el sistema de referencia establecido el vector de rotacién terrestre wop
se puede representar como la suma de las componentes normal w, y tangente
{2 W, "

a la superficie terrestre w,, en las direcciones “2” e “y” respectivamente, no
teniendo componente en la direccion “z” (ver figura (1.3)):

2wr = 2w cos(9)j + 2wrsin(P)k =: wyj + w.k

donde ¢ es la latitud terrestre. Desarrollando el producto vectorial 2w x u se
obtienen las ecuaciones de movimiento conveniente formuladas para cada una
de sus componentes:

z: p(Dyu~+ 2wyw — 2w, v)= — 0, P
y: p(Dw —2w,w + 2w u)=— 0y P (1.9)
z: p(Dyw 4 2wuv — 2wyu)= — 0, P — pg
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donde los términos con componentes w, se eliminan por ser esta componente
nula.
Se definen por conveniencia el parametro de Coriolis f y su reciproco b

como:
f =2w, = 2wrsin(¢) (1.10a)
b= 2w, = 2wy cos(¢) (1.10b)
Reemplazandolas en (1.9) quedan de la siguiente manera :
z: p(Dyu— fo+bw)=—0,P (1.11a)
y: p(Dw+ fu) =—0,P (1.11b)
z: p(Dyw — bu) =—-0,P—pg (1.11c)

Mahadevan et al. (1996), aconseja retener para las ecuaciones
no-hidrostaticas, la componente de la aceleraciéon de Coriolis normal a la super-
ficie terrestre que surge a partir de la componente tangencial “b” del parametro
de Coriolis, cominmente despreciadas en los modelos hidrostaticos. Esta com-
ponente de la aceleracion de Coriolis es un término dominante en la ecuacion de
movimiento vertical (1.11c) y esta en equilibrio con el gradiente de la presion
no-hidrostatica vertical, de manera semejante al equilibrio geostrofico existente
entre las componentes horizontales de la presiéon y la aceleracién de Coriolis.
Cualquier diferencia entre los mismos daria lugar a aceleraciones verticales en
el fluido.

b f, =20,cos (0)

f. =20m,sen(0)

Figura 1.3: La aceleracion de Coriolis estd compuesta por una componente
normal a la superficie terrestre f = 2wy sin(¢) y una componente tangencial a
la superficie terrestre b = 2w cos(¢).

Introduciendo el vector k = (0, b, f) se pueden escribir las ecuaciones del
movimiento (1.11) en forma vectorial como:

p(Diu+k xu)=-VP —pg (1.12)



1.3. La aproximacién de Boussinesq

1.2.3 Sistema de coordenadas y plano de referencia

Si se quisiera considerar, por ejemplo, la circulacion general de los océanos
a gran escala las coordenadas cartesianas no serian las méas apropiadas y se
deberian usar coordenadas esféricas para tener en cuenta la curvatura de la
superficie terrestre y la variacion del parametro de Coriolis con la latitud. Pero
si la proyeccién horizontal del area de estudio considerada no es muy grande,
como se pretende en esta tesis, se puede trabajar sobre un plano tangente a la
esfera terrestre y usar un sistema de coordenadas cartesianas sin que los errores
se hagan apreciables.

10000 afos e o oy
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100 afios

10 afios ,
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mesoescala I
1 afio
E l
hd
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£
]
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Figura 1.4: Esquema de los procesos fisicos oceanograficos y sus rangos de
escalas espacial y temporal aproximados.

Para fenémenos de escalas relativamente pequenias comprendidas den-
tro de lo que se pretenden estudiar aqui y que se denomina generalmente en
oceanografia como “mesoescala” (ver figura (1.4)), con un desarrollo latitudinal
aproximado entre 1 y 100 km, se considera un plano tangente a la superficie
terrestre denominado “Plano—f”, en el cual se considera constante el valor del
parametro de Coriolis en el centro del area y se utiliza un sistema de coordenadas
cartesianas, ver figura (1.5).

1.3 La aproximacién de Boussinesq

En el océano la densidad del agua de mar varia, pero no mucho, alrededor
de un valor medio. Las fluctuaciones de la densidad dentro de la cuenca de un
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Plano-f

Z

Y

Figura 1.5: Configuracion del plano tangente a la superficie terrestre, denomi-
nado “Plano—f”, en el cual se considera constante el parametro de Coriolis en
el centro del area.

océano son muy pequenas; ain en los estuarios donde el agua dulce de los
rios eventualmente pasa a ser agua salada, la diferencia de densidad relativa es
menor a un 2% (Roisin, 1994, pdg. 37). La mayor parte de la variacion de la
densidad ocurre en la direccién vertical y puede ser atribuida a los efectos de
la presion hidrostatica. Solo una pequenia parte de dicha variacion corresponde
a los efectos de la flotabilidad. Esto hace justificable asumir en la mayoria de
las veces que la densidad del fluido no se aparta mucho de un valor medio de
referencia pg. Por lo tanto se puede descomponer la densidad en dos partes:

p(xayv'zvt) :p0+p,(x7yvzvt) siendo p’<< Po (113)

donde py representa la densidad media del agua de mar y p son las pequenas
fluctuaciones relacionadas con la estratificacion del agua del mar debidas a la
temperatura, salinidad y presion.

La aproximacion de Boussinesq consiste en despreciar g en el término
de la izquierda de la ecuacion (1.12), considerando solo la densidad media de
referencia pg, a diferencia del término del lado derecho de la ecuaciéon donde
multiplica a la gravedad pg, en que se conservan ambos términos de la ecua-
cion (1.13). En este término, en el que se tiene en cuenta el peso del fluido que
causa el incremento de la presion con la profundidad y se denomina término de
flotabilidad, sin embargo, no se puede despreciar g en comparacién con py como
se hizo anteriormente.

Fisicamente, esto implica que la conservacion de la masa se ha conver-
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tido en conservacion del volumen (Roisin, 1994; de Szoeke y Samelson, 2002).
Siempre que se considere la densidad casi uniforme, el volumen es una buena
aproximacion para la masa. Esta aproximacion, introduce un pequeno error
en el lado izquierdo de la ecuacién de movimiento (1.12), no obstante esto, no
produce una considerable pérdida de la precision (Roisin, 1994). Otra de las
implicaciones de esta simplificacién es la eliminacién de las ondas de sonido
del campo de aplicaciones de este modelo. La ecuaciéon del movimiento con la
aproximacion de Boussinesq, introduciendo también por conveniencia la presion
cinematica del fluido como p = P/py, puede escribirse entonces como:

Diu+k xu+Vp=—p/pg (1.14)

1.4 Friccion molecular

Se deben tener en cuenta también la friccion molecular dentro del fluido
y las diferencias de velocidades dentro del mismo. Las tensiones debidas a la
friccion molecular estén relacionadas con la velocidad de corte 7., o« u/h o
T.e = no,u, donde p es el coeficiente de viscosidad molecular, el cual es una
propiedad del fluido (ver figura (1.6)) (Mellor, 1996).

u

_—

Z

TZX h

A 4

> X

Figura 1.6: Las tensiones en un fluido isotrépico confinado entre dos planos
infinitos, cuando el plano superior se desliza con respecto al plano inferior, son
proporcionales a la deformacion del fluido.

De esta manera el efecto de la friccion molecular puede ser expresado en
funcion de la velocidad y se puede escribir la fuerza de friccion F,, por unidad
de masa como:

F, = v(0zzu+ Oyyu + 0..u) (1.15)
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siendo v = p/pp la viscosidad cinematica molecular funcion de la salinidad, la
temperatura y la presion v = v(S,T,p) del agua. Para su uso en oceanografia,
en las derivadas de la expresion (1.15), se asumi6 que el fluido era incompresi-
ble para poder despreciar las derivadas cruzadas muy pequenas respecto a las
derivadas que se han conservado.

Las componentes de la ecuaciéon del movimiento para un fluido viscoso,
reemplazando el término D;u en la ecuacion (1.14) por su derivada material
Dy = 0y +u -V e incorporando el término de friccion molecular quedan de la
siguiente manera:

0w + udpu + voyu + wo.u — fu 4 bw + Opp=v(0pzt + Oyyu + 0. u)
O + u0yv + vOyv + WO, v + fu + yp =0(0gzv + Oyyv + 05,0) (1.16)
Oyw + udyw + voyw + wo,w — bu+ 0.p =U(0gzw + Oyyw + 0., w) — p/pog

1.5 Tensiones turbulentas de Reynolds

Las ecuaciones (1.16) aplicadas a la velocidad instantanea de un fluido
describen con una excelente aproximacion el comportamiento de los fluidos como
por ejemplo el agua de los océanos. No obstante, los movimientos reales del
mar son generalmente turbulentos, y como la turbulencia se manifiesta en una
escala temporal muy pequena no es practico resolver estas ecuaciones instan-
taneas. Con el fin de obtener un sistema ecuaciones promediadas en el tiempo
més apropiadas para tratar la velocidad media del flujo y no la turbulencia se
descompone, de acuerdo con la ecuacion (1.17), el campo de velocidades del
fluido u en dos partes. La primera de ellas, (u) es la que se desea describir en
detalle y representa la velocidad media de la circulacion; esta formada por el
flujo de media y gran escala. La segunda parte, u; representa la turbulencia
(fluctuaciones de la velocidad en una escala de tiempo mas pequefia), la cual no
es directamente de interés excepto en la medida en que esta afecte a la veloci-
dad media del flujo. Parte del problema conceptual surge inmediatamente aqui,
pero no hay una forma completamente 16gica de decidir como afecta esta des-
composiciéon y si un movimiento se considera como parte de la velocidad media
del flujo o de la turbulencia. Asi pues:

u=(u)+u (1.17)

donde los signos ( ) tienen el significado de un operador en términos de prome-
diado temporal.

De la misma manera que se efectu6 la descomposiciéon de la velocidad en
la ecuacion (1.17) se hace también para la otra variable del problema, la presion:

p=(p)+p (1.18)

Se puede escribir el promediado de la primera componente de la ecua-
cion del movimiento en la escala de la turbulencia haciendo uso de las des-
composiciones para la velocidad (1.17), la presion (1.18) y de la condicién de
incompresibilidad (ver Apéndice 5.2):

O (u) + () Oz () + (v) Oy (u) + (w) 02 (u) — f (v) + b(w) + 9x (p) =
U(@m (u) + Oyy (u) + 0, <u>) — 0 (W) — 0y (V) — 0, (wu) (1.19)
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La ecuacion (1.19) para (u) esta escrita enteramente en términos de la ve-
locidad media del flujo, con la importante excepcion de los tres ultimos términos
nuevos de la derecha. Aunque ) v, w'tienen de promedio cero (ver Apéndice 5.2),
las fluctuaciones del flujo de movimiento las cuales son una funcion cuadratica
de las fluctuaciones de la velocidad, no desaparecen necesariamente cuando se
promedian. Estos términos nuevos representan el efecto de las fluctuaciones
de la velocidad o “turbulencia” sobre la velocidad media del flujo y es equiva-
lente a una tensién 7., que actia sobre esta redistribuyéndola. El promediado
de las ecuaciones que describen la circulacién en términos de estos campos de
tensiones, suprimiendo la notacion ( ), se escribe:

O + udpu + voyu + wo.u — fv 4 bw + Oyp = (1.20a)
V(0zatt + Oyytt + 0220) + 1/ po (02 Tag + OyTay + 02Tuz)

00 + u0yv + v0yv + WO, v + fu+ Oyp = (1.20b)
V(020 + Oyyv + 0:20) + 1/po (02 Ty + OyTyy + 02Ty )

Oyw + ud,w + voyw + W, w — bu + Op = (1.20c)
U(axxw + ayyU) + azzw) + 1//)0(8957—21 + aysz + aszz) - P/Pog

A partir de ahora se sobreentendera que las velocidades se refieren tnica-
mente a las velocidades medias del flujo. Las ecuaciones del movimiento (1.20)
que consideran las tensiones debidas a fricciéon se denominan ecuaciones de Rey-
nolds y se pueden escribir vectorialmente como:

ou+ (u-Vu+kxu+Vp=—p/pog+vAu+1/pyV -1 (1.21)
siendo A el operador laplaciano y 7 el tensor de tensiones:

Tex Txy Txz
T=| Tys Tyy Tyz (1.22)

Tzx Tzy Tzz

donde las tensiones que aparecen en el tensor (1.22) estan dadas por:

Tez = —po (W)

Tyy = —po (V)

Taz =—po (WW) (1.23)
Tay = Tya = —po (UV)
Tuz = Tax = —po (UW)
Tyz = Tay = —po (VW)

Estas tensiones (1.23), las cuales aparecen como un resultado natural
del promediado de cada componente de la ecuaciéon de movimiento, son las
llamadas “Tensiones de Reynolds”. Las tensiones de Reynolds aparecen a
partir de la descomposicion del campo de velocidades en velocidad media del
flujo y a la velocidad de la turbulencia. Estas no representan nuevos mecanismos
fisicos sobre el nivel de la dindmica de fluidos fundamental, sino que son la
consecuencia directa de la decision de referirse enteramente sobre la dindmica
de la circulacién media no turbulenta. La mayor dificultad que se plantea ahora
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es como especificar las tensiones de Reynolds, tnicamente en términos de las
velocidades medias del flujo, para que las ecuaciones (1.21) representen un juego
cerrado de ecuaciones. Una de las formas mas comunes y también de las més
simple de tratarla es imaginando que el movimiento turbulento actiia sobre
la velocidad media del flujo de una manera que imita la forma en la cual el
movimiento molecular afecta el flujo macroscopico. Es decir, se asume que las
tensiones de Reynolds dependen en forma lineal de las derivadas espaciales de
las velocidades medias del flujo. Los fluidos que se comportan de esta manera,
entre ellos el agua, son llamados fluidos newtonianos y responden a un modelo
sencillo para las tensiones que conforman el tensor de tensiones simétrico (1.23)
(ver Pond y Pickard, 1983). Se tiene entonces:

Taz = 2p0VH Oz u
Tyy = 2p0VHOyv
Tor = 2poVy Oy w (1.24)
Toy = Tyz = poVa(0zv + Oyu)
Taz = Tza = poVvO:u + povp Oz w)
Tyz = Toy = povv 0:0 + povp Oyw)
siendo vy y vy los llamados coeficientes de viscosidad turbulenta horizontal y
vertical respectivamente (viscosidad cinematica).
Reemplazando las tensiones de (1.24) en la ecuacion (1.20a), aplicando el

teorema de Schwarz que permite cambiar el orden de las derivadas y teniendo
en cuenta la condicién de divergencia nula (0,u + 0yv + 0,w = 0) se tiene:

Oyu + u0pu + voyu + wou — fu 4 bw + Oyp = (1.25a)
V(0zatt + Oyyu + 0.2u) + (05 (vrOzu) + 0y (vEOyu) + 0. (vy 0.u))
Operando de la misma manera para las otras dos componentes de la
ecuacion del movimiento (1.20) éstas quedan:
010 + U0,V + vOyv + WOV + fu + Oyp = (1.25Db)
v(&‘mv + Oyyv + 8221)) + (835 (veOzv) + 0y (VHOyv) + O, (l/vazv))

Oyw + udyw + voyw + wo,w — bu + .p = —p/pog (1.25¢)
+v (&mw + Oyyw + 8zzw) + (896 (vuOyw) + 0y (Ve Oyw) + 0. (Vvazw))

No hay a priori una razoén para que los coeficientes de viscosidad tur-
bulenta horizontal vy y vertical vy sean idénticos. Ademaés, la anisotropia
existente entre las escalas espaciales horizontal y vertical de la circulacién gene-
ral en el océano sugiere que no puede esperarse que la mezcla de movimiento en
las dos direcciones sea la misma. Por lo cual se pueden escribir las componentes
de la ecuacion de Navier-Stokes a partir de las ecuaciones (1.25a), (1.25b) y
(1.25¢), como:

0w + udpu + vOyu + wou — fu 4+ bw + Oyp = (1.26a)

92 (v + va) Opu) + 0y ((v + vi) Oyu) + 0. ((v + vv) O.u)
00 4+ u0,v + v0yv + WO, v + fu + Oyp = (1.26b)
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1.6. Coeficientes de difusion horizontal y vertical

9x (v +va) 02v) + 0y (v + vi) Oyv) + 0. ((v + vv) 0:v)

0w 4+ ud,w + voyw + Wl w — bu + 0,p = (1.26¢)
—p/pog + 0z ((v + ve) Oyw) + 0y ((v + vi) Oyw) + 9. ((v + vv) D.w)

La forma de estas ecuaciones son idénticas a las componentes de la ecua-
cion ordinaria de Navier-Stokes con una viscosidad efectiva de (v+v). El modelo
es entonces equivalente a la idea de que las fluctuaciones turbulentas producen
tensiones, las cuales pueden ser parametrizadas incrementando el valor de la
viscosidad por encima del valor de la viscosidad molecular. Esto explica la ma-
yor eficiencia del suavizado sobre el movimiento del flujo no turbulento a través
del gradiente promediado del movimiento, debido al transporte de grandes ma-
sas de fluidos mas bien que de moléculas. Se puede asumir ademas con toda
seguridad que ambos, vy y vy son mucho mayores que la viscosidad molecu-
lar v en (1.26), por eso que de aqui en adelante los términos proporcionales
a la viscosidad molecular seran ignorados para modelar la circulacién general
(P6nd y Pickard, 1983), quedando entonces las componentes de la ecuacion de
Navier-Stokes como:

Oyu + u0pu + voyu + wou — fu 4 bw + Oyp = (1.27a)
O (W Ozu) + Oy (vudyu) + 0, (vy 0.u)

00 4+ u0,v + v0yv + wO,v + fu + Oyp = (1.27Db)
O0x (Y 02v) + 0y (Ve Oyv) + 0, (vy 0.v)

Ow + u0,w + vOyw + wo,w — bu + 0.p = (1.27c)
—p/pog + 0z (VHOzw) + Oy (vuOyw) + 05 (vv I, w)

Por lo tanto, la ecuaciéon de Navier-Stokes en forma vectorial se puede
expresar como:

u+ (u-Viu+k xu+ Vp=—p/pog
+ (8x (v Opu) + 0y (vgOyu) + 0. (vyd.u)) (1.28)

Las estimaciones realizadas en el océano de vy y vy indican que es-
tas varfan considerablemente. Estas estimaciones sugieren valores entre 10! a
10* m?/s para vy, mientras que se han dado estimaciones similarmente amplias
del orden de 107% a 107! m?/s para vy (Pedlosky, 1987).

1.6 Coeficientes de difusiéon horizontal y vertical

Uno de los problemas mas complejo en la modelizaciéon oceanogréfica es
la adecuada parametrizacion de los procesos de difusion horizontal y vertical
de “momentum” (cantidad de movimiento). En los modelos numeéricos, estos
procesos se representan mediante los coeficientes de turbulencia horizontal vy y
vertical vy. Los valores para estos dos parametros se calculan a partir de un de-
terminado esquema de turbulencia. La seleccion del esquema mas adecuado es
a menudo una tarea muy ardua, debido a que esto depende especificamente del
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Capitulo 1. Ecuaciones de Gobierno

tipo de proceso fisico que caracteriza al drea de estudio (p. ej. mareas, termocli-
nas, frentes, etc.), de la resolucion vertical del modelo y de la cantidad de tiempo
de CPU disponible. Por esta razon, una gran variedad de parametrizaciones de
la turbulencia con un substancial rango de complejidad han sido desarrollados
y validados en la literatura (alguna de ellas son p. ej. Large et al., 1994; Mellor
y Yamada, 1974, 1982), desde las mas simples formulaciones algebraicas hasta
esquemas de clausura turbulenta de segundo orden con ecuaciones de transporte
adicional para la turbulencia. De este amplio abanico de esquemas de turbulen-
cia, se han implementado hasta el momento para esta tesis, solamente dos de las
posibles aproximaciones del parametro de difusién turbulenta horizontal vy . En
la primera de ellas se considera la forma mas simple de parametrizar la difusion
turbulenta horizontal vy, asignando a dicho coeficiente un valor constante en
tiempo y espacio, mientras que en la segunda, la magnitud de vy se obtiene a
partir de la parametrizacion de Smagorinsky (1963). Esta se formula para el
caso de una resolucién numérica de las ecuaciones de la siguiente manera:

vy = ChpAzAyDyp (1.29)

siendo C,,, un coeficiente adimensional de viscosidad de Smagorinsky, Az, Ay
[{Ppenil

los tamanos en “x” e “y” de la discretizacion horizontal que se utilice para
resolver numéricamente la ecuacion (1.29), mientras que:

D3 = (8,u)? + (9,0)° + 1/2(0,u + 9,0)°

donde Dp es la magnitud de deformacion del tensor de velocidades. La magni-
tud del parametro adimensional C,,, se puede determinar empiricamente. Sma-
gorinsky (1993), proporciona una fuente de teorias para la eleccion de C,,,
con turbulencia tridimensional homogénea e isotropica. El rango sugerido es
0,1 < Cp, < 0,2, siendo el pardmetro utilizado por defecto en el modelo
Cme =0, 1.

La viscosidad de Smagorinsky se incrementa para regiones donde la ten-
sién de corte horizontal se hace importante como ocurre cerca de los contornos,
mientras que se reduce en regiones con velocidades bajas como son las regiones
del interior de los océanos, asi como también en regiones donde el tamano de la
malla computacional disminuye. Generalmente, esta aproximaciéon produce su-
ficiente viscosidad para aquellas regiones donde las velocidades de las corrientes
son altas, sin embargo puede tener una tendencia a sub-disipar en las regiones
mas tranquilas (Griffies y Hallberg, 2000).

De la misma manera, como se hizo con el coeficiente de viscosidad tur-
bulenta horizontal, se puede asumir también un valor constante en tiempo y
espacio para el coeficiente de difusion turbulenta vertical vy . Adicionalmente,
se ha implementado dos diferentes formulaciones algebraicas en funcién del ni-
mero de Richardson que determina la estabilidad de la capa de fluido.

La primera de las formulaciones es la de Pacanowski y Philander (1981):

vy = vopfy” (Ri) + vy (1.30a)
fo(Ri) = (14 apRi) ™ (1.30b)

El namero de Richardson Ri expresa la razén entre las fuerzas de flotacion
y las fuerzas inerciales :
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1.7. Superficie libre y gradientes de densidad

Ri = N?/M? (1.31)

donde N? es la frecuencia de oscilaciones verticales, llamada también frecuencia
de estratificacion o de Brunt-Vaisild (Roisin, 1994):
g Ip

N2=_-2L-C 1.32
po 0z (1.32)

y M? esta definida por el gradiente de las velocidades horizontales v y v como:

ou\” av\>
M?=(— — 1.33
(5) + () 139
A fin de evitar que la turbulencia se haga demasiado grande en el caso

de que la estratificacion sea inestable (Ri < 0), se impone como limite para f,
la siguiente condicion :

VV/VOLD ~ f[?p < Vmax (134)

Por defecto se utilizan para esta formulacion los valores de los parametros
vop = 1072, n, = 2, a, = 5, 1y = 107* ¥ Uyee = 3. Tomando para estos valores
el limite superior de vy el valor de 0,03.

Esta formulacién fue desarrollada principalmente para aplicaciones oceé-
nicas a escala global (Semtner y Chervin, 1988) y tiene la ventaja de ser menos
sensitivo a la resolucion vertical que otros modelos de cierre turbulento mas
avanzados. En la ausencia de estratificacion el coeficiente toma valores unifor-
mes, lo cual hace al esquema menos apto para el estudio de mareas y circulaciéon
inducida por vientos.

La segunda de las formulaciones es la formulacién empirica y mas clasica
propuesta por Munk y Anderson (1948):

vy = VomJfm (Ri) + v (1.35a)
fm(Ri) = (14 amRi)™™ (1.35b)

donde v, es un valor de referencia del coeficiente de viscosidad turbulenta ver-
tical. De forma analoga a la formulacion anterior, se considera para este caso el
siguiente limite superior:

fm < Vmaz (136)

En tanto que se toman por defecto los valores de vy, = 0,06, a,, = 10,
n1 = 0,5y Vnar = 3. Notese también que en ambas formulaciones, los valores
de vop, Vbp, Vom ¥ Vb son expresados en las mismas unidades que vy, por ejemplo
en m?/s.

1.7 Superficie libre y gradientes de densidad
La presion p(z, vy, 2, t) en las ecuaciones (1.27a)-(1.27c) puede ser descom-
puesta en la suma de sus componentes hidrostéticas y no-hidrostatica, (ver Casu-

1li, 1999). La componente hidrostética de la presién de un fluido, se puede deter-
minar a partir de la componente vertical de la ecuacion del movimiento (1.27¢),
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Capitulo 1. Ecuaciones de Gobierno

despreciando el término de aceleracion convectiva, de Coriolis y de aceleracion
viscosa. De esta manera, la presion p(z,y, z,t) puede ser expresada como:

P, Y, 2, ) = parm (@, y,t) + g[n (z, y. 1) — 2]

o f (0= po)/pods + gla,y,2,1) (137)

siendo el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior la presion
atmosférica, el segundo y tercer término representan las contribuciones barotro-
picas y baroclinicas a la presion hidrostatica, respectivamente, donde n(x,y,t)
es la altura de superficie libre relativa a la altura de referencia z = 0, corres-
pondiente al nivel medio del mar (ver figura (1.7)) y finalmente ¢(x,y, z,t) es la
presiéon no-hidrostética.

Superficie libre

Plano de referencia (z=0)

Altura de
superficie libre

Profundidad

:

Figura 1.7: Esquema de la altura de superficie libre y profundidad referidos al
plano de referencia.

Derivando las componentes de la presion p(x,y, z,t) dados por la ecua-
cion (1.37) para cada una de las variables espaciales (z,y, z) y reemplazéandolos
por sus términos respectivos 0,p, dyp y 0.p en cada una de las ecuaciones
(1.27a), (1.27b) y (1.27c¢) y considerando ademéas que pgin = 0 se obtiene la
siguiente ecuacion:

Ou+ (u-Viu+k xu+ Vg — 0, (va0u) — 0y (vedyu)

= 0:(vw0:u) = —gVun — gVu Un(p - Po)/POdC] (1.38)

siendo Vg = (0z, 0y, 0) el operador gradiente horizontal extendido a 3D. Sobre
la derecha de la ecuacién (1.38), aparecen dos nuevos términos, de izquierda a
derecha, el término barotrépico (superficie libre) y el término baroclinico (gra-
dientes de densidad), sin embargo desaparece el término de flotabilidad y el
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1.8. Ecuaciones a resolver

término de presion pasa de representar la presiéon hidrostatica a representar la
presion no-hidrostéatica.

Las ondas que se desplazan sobre aguas poco profundas, como asi también
las agitaciones de baja amplitud y otros movimientos de la superficie libre en los
cuales la superficie no se aleja demasiado de la horizontal como es el caso de las
mareas, pueden ser descritos por la altura de la superficie libre 7. La evolucion
temporal de la altura es gobernada por la ecuacién cinemética:

On + udyn + vdyn = w (1.39)

donde (u, v, w) son las velocidades del fluido en las direcciones (z, y, z) calculadas
por la ecuacion (1.38). Esta ecuacion es una expresion matematica que refleja
el hecho de que la superficie se mueve junto con el fluido.

La mayoria de los modelos para problemas de flujo incompresible con
superficie libre existentes, (ver p. ej. Mahadevan et al., 1996; Casulli y Zanolli,
2002; Lin y Li, 2002; Yuan y Wu, 2004; Deponti et al., 2006; Lee et al., 2006,
entre otros) integran verticalmente la ecuacion de continuidad (1.3) a lo largo
de cada columna del fluido y utilizan la condicion cinemética (1.39) para derivar
una ecuacién de superficie libre verticalmente promediada; sin embargo, en esta
tesis se resuelve directamente la ecuacion (1.39) tal cual es, sin ninguna otra
aproximacion. La resolucion numérica de esta ecuacion presenta la ventaja de no
ser afectada por los errores debidos a la presencia de una suave compresibilidad
numérica en la solucién discreta, resultando en una esquema robusto y con
un requerimiento de memoria relativamente pequeno, debido a que se deben
almacenar solamente los valores de la altura para un ntumero determinado de
posiciones horizontales, dado por la discretizacion de la superficie libre (2D).
Los valores de la altura de superficie libre para cada uno de estos puntos de
la superficie libre calculados por medio de la ecuacion cinemética (1.39) seran
posteriormente introducidos explicitamente a través del primer término —gV gn
en la derecha de la ecuacion (1.38).

1.8 Ecuaciones a resolver

El sistema de ecuaciones que gobierna la dindmica del océano que con-
sideraremos se puede plantear matematicamente en un dominio tridimensional
Q= {(x,y,2) € R®/(x,y) € S, —H(z,y) < z < 0}, limitado superiormente por
un conjunto poligonal, abierto y acotado S C R? la superficie libre e inferior-
mente por una funcién no negativa H : S — R la batimetria (profundidad del
fondo), como:

Ju+ (u-Viju+k xu+ Vg
— 0x(vp0zu) — Oy(vpoyu) — 0, (vyo,u) =

U
—9Vun—gVu [ (p— po)/pock] en§2 % (0,7) (1.40a)
V-u=0 en{) x (0,T) (1.40b)
O 4+ u0yn + voyn = w enS x (0,7) (1.40c¢)

siendo T un tiempo final dado.
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Capitulo 1. Ecuaciones de Gobierno

El problema aqui considerado consiste en hallar para cada instante de
tiempo ¢ € (0,T), el campo de velocidades u(z,y, z,t) = (u,v,w) y la presion
no-hidrostatica ¢(x,y, z,t) del fluido en cada punto (z,y, z) € ), asi como tam-
bién la altura de la superficie libre n(x,y,t) en cada punto (z,y) € S, que sean
solucion del sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones (1.40). Se considera
aqui un modelo de tipo diagnoéstico en densidades, por lo cual la distribuciéon
de las densidades p se supone conocida en cada punto del espacio (x,y, z) y en
cada instante de tiempo t. El problema planteado en (1.40) se puede escribir en
componentes como:

O + u0yu + voyu + wo.u — fv+ bw + 0pq — 0z (VO u) (141a)

n
— Oy(vuoyu) — 05 (vy 0;u) = —g0yn — g0y [/ (p— po)/po dc}

00 + u0zv + v0yv + wo,v + fu+ Oyq — 0z (VEOzvV) (1.41b)

n
— 0y (v Oyv) — 0. (vv 0.v) = —gdyn — go, [/ (p—po)/po dc}

Orw + udyw + voyw + wo,w — bu + 0.q — 0, (Ve Oz w) (141c)
— Oy(veOyw) — 0 (vv 0, w)

Oyu~+ Oyv + 0w =0 (1.41d)

O + u0zn + v0yn = w (1.41e)

1.9 Condiciones de contorno e iniciales

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales (1.40) debe complemen-
tarse con condiciones de contorno e iniciales adecuadas para conformar un pro-
blema de valores iniciales y de contorno que conduzcan a una solucién tnica
(problema bien planteado). Para ello se necesita prescribir tnicamente condi-
ciones de contorno sobre la normal y las dos componentes tangentes al contorno
en velocidad o tension. Estas condiciones deben, reflejar los principales fenome-
nos fisicos que afectan al flujo a través de la frontera del dominio €2, para ello
se prescriben cantidades fisicas relevantes sobre todos los contornos del dominio
tridimensional incluyendo el fondo y la superficie libre. La frontera del domi-
nio I' = 02 se asume que serd una superficie cerrada y suficientemente regular
(Lipschitz continua) y que puede descomponerse en 92 = T'y UT}, U T, siendo:

Fy=5x%x0 (Superficie)
Iy ={(z,y,2) €R*/(z,y) € S, —H(z,y) = z} (Fondo)
I ={(z,y,2) € R3/(z,y) € 0S,—H(x,y) <z <0} (Frontera lateral)

Las condiciones de contorno para las ecuaciones de movimiento pueden
ser expresadas de la siguiente manera:

En el fondo del dominio I'y, se considera que el flujo de masa que atraviesa
el mismo es nulo y no se tienen en cuentas efectos de la porosidad. Por lo cual se
emplea la siguiente condicién de contorno cinematica para el fondo impermeable:

w+udyH+vdyH =0 en T, (1.42)
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1.9. Condiciones de contorno e iniciales

Asi mismo se considera que la friccion con el fondo debida a la rugosidad del
mismo es una funcién lineal de la velocidad horizontal:

VHT ((%u, 8:571) +vHny (83,11;, 8y’U) +vyn, (8211,, 821}) =
(1, 7)) == Cp(u,v) en T}, (1.43)

siendo n = (ng, ny, n,) un vector unitario normal al contorno I', hacia el exte-
rior, Cy es el coeficiente de Chézy en funcion de la rugosidad del fondo y cuyo
valor es siempre positivo, i, 7/ son las componentes horizontales de la friccion
con fondo.

En la superficie libre I'y se considera la friccién horizontal debida al viento
prescribiendo las tensiones tangenciales de la siguiente manera:

vy (Oyu,0.v) = (15, 7Y) = Pa//’OcS(Ulzo + ‘/‘120)1/2([]107 Vip) en T's (1.44)

donde 7¥,7Y son las componentes horizontales de la friccion de viento, p, es
la densidad del aire (1,3 kg/m®), Cs es un coeficiente adimensional de arrastre
del viento que depende de la rugosidad terrestre y de la velocidad del viento
de referencia y (Uig, Vip) es la velocidad horizontal del viento a una altura de
referencia de 10 m sobre el nivel del mar. Ademaés, se impone una condicién de
tension normal nula sobre la superficie I';.

vyd,w=0 en Iy (1.45)

Finalmente, de acuerdo a las diferentes condiciones fisicas del problema,
se pueden aplicar diferentes condiciones de contorno sobre las fronteras laterales
que no se intersectan entre ellas, se pueden expresar como I'; = T';,, UT a1 UT oot -
Estas secciones se corresponden con contornos con flujos de entrada:

u=u;, enly, (1.46)

donde u;;, es un valor prescrito (la velocidad de entrada).

Contornos de pared solida: Se especifica la condicion de impermeabilidad
imponiendo que la velocidad normal a la pared sea nula ain cuando el fluido se
podra deslizar sin tension tangencial sobre la pared.

ngt +nyv =0 en L'yan (1.47)

donde (n4, n,) son la componentes horizontales de la normal al contorno.
Contornos con flujos de salida:

vang0,u 4+ vgnydyu =0 en oy (1.48)

Las condiciones iniciales para los problemas transitorios permiten asignar
para un instante ¢ = 0 y para todo el dominio €2 un campo de velocidades tal
que:

u(z,y,2,0) =u’(z,y,2),¥(z,y,2) € Q (1.49a)

donde u’ es un campo de velocidades inicial de divergencia nula. De la misma
manera, se puede imponer una condicién inicial en ¢ = 0 para la altura de
superficie libre n°, sobre la superficie S:

n(z,y,0) =n°(x,y),¥(z,y) € S (1.49b)
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Capitulo 1. Ecuaciones de Gobierno

Como una consecuencia del hecho de que no aparezcan derivadas tempo-
rales de la presion en las ecuaciones de gobierno (1.40), no se necesita imponer
condiciones iniciales para la presion del fluido. Cuando se impone una condi-
cion de tipo Dirichlet sobre todo el contorno, la presiéon esta presente solo por
su gradiente en la ecuacion (1.40a), por lo tanto estd determinada tinicamente
salvo una constante aditiva arbitraria. En este caso, es usual imponer la presion
promedio o el valor de la presién en un punto para definir inicamente el campo
de presiones.

1.10 Formulacion débil

Los métodos variacionales, y en particular el Método de los elementos
Finitos mediante el que se aproximara el problema continuo definido por las
ecuaciones (1.40), las condiciones de contorno (1.42)-(1.48) y las condiciones
iniciales (1.49), consideran la forma débil de las ecuaciones diferenciales a re-
solver. Al solo efecto de introducir dicha forma débil y por simplicidad en la
exposicién, se supondra a partir de ahora que I'; = I';;, and u;, = 0, es decir
que en todo el contorno lateral se impondréa tnicamente la condiciéon Dirichlet
homogénea. En este caso, la velocidad u, la presion ¢ del fluido y la altura de
superficie libre 7, las cuales son la solucion débil de (1.40), pertenecen respecti-
vamente a los espacios funcionales siguientes :

Vi={a=(a,0,w) e H(Q)/t=0en Ty, &+ ad,H+00,H=0enT}}
Q= L2(Q)
M = H*(5)

La forma débil de la ecuacion de movimiento (1.40a) se obtiene multi-
plicando dicha ecuacién por una funcion de peso (test) @ = (a,0,w) € V, e
integrando en el dominio Q. Al integrar por partes los términos difusivos me-
diante la formula de Green? para bajar el grado de las derivadas y disminuir asi
la regularidad de las funciones de forma, aparecen también integrales sobre el

contorno. Si en estas integrales se introducen las condiciones de contorno (1.43),
(1.44) y (1.45), se obtienen las siguientes ecuaciones:

/atuﬁd9+/(u.V)uﬁdQ+/(kxu)ﬁdQ+/vqﬁdQ
Q Q Q Q

+ / (vr0zudzt + vgdyudyu + vy 0.ud.u) d) =
Q

n
—g/VHnﬁdQ—g/ Vi [/ (P—Po)/POCk] adQ
Q Q z

+/ (T.Z”ﬁ+r§’@)dfs+/ (Tga+7,§’@)drb+/ n, - Vwd dly,
r 'y Ty
(1.50a)

s

donde (7%, 7)) por (1.43) y (77, 7Y) esta dada por (1.44) y la notacion utilizada
es n, = (VENg, VHNy, V'V Nz).

2[[[q ¢z dadydz = — [[ [, Oudp dadydz + [ nadpdl
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1.10. Formulacién débil

La forma débil de la ecuaciéon de continuidad (1.40b), por otra parte, se
obtiene multiplicaindola por una funcion de test escalar § € @ e integrando en
Q, dando lugar a:

/(v 1) §d2 =0 (1.50b)
Q

La forma débil de la ecuacion de superficie libre (1.40c), es escrita para
una funcion de test arbitraria g € M, como:

/ 5‘mﬁdfs—|—/ u&‘xnﬁdfs—i—/ vaynﬁdfsz/ w frdl (1.50c)
T, T, :

T, Is

Escribiendo en componentes la forma débil de las ecuaciones (1.50a),
(1.50b) y (1.50c) se pueden escribir entonces como:

/(’%Uﬂdﬂ—i—/ (u0pu + vOyu + Wi, u) ﬁdQ—i—/ (bw — fv) wdQ
Q Q Q

+ / OrqudQ) + / (VEOzu 0pl + Vi Oyu Oyt + vy O,u 0,1) dS)
Q Q

n
=—g/ 8xnftd9—g/8x [/ (P—Po)/PodC} w@dS
Q Q z

+/ szldf‘s—i—/ Ty wdly
r Ty

s

(1.51a)

/c%uﬁdﬂ—f—/ (u&‘xv—i—vayv—f—wazv)f)dﬁ—f—/fu@dQ
Q Q Q

+ / 0yq ¥ dS) + / (VEOzv 030 + v Oyv Oy 0 + vy 0,v 0.7) dS)
Q Q

n
g [amoan—y [0, [0 m)mad] 50
Q Q z

+/ Tsyﬁdfs—i-/ ) vdly,
r Ty

s

(1.51b)
/ Oyw w dS2 —|—/ (u0pw + VoW + WO, w) W dQ — / buw dS)
Q Q Q
+ / 0.qw dS) + / (v Opw O + Vi Oyw Oy + vy 0w O,) dSY
Q Q

= / (ng vE Ozw + ny v Oyw + n, vy O, w) wdly,
Ty

(1.51c)
/8xu§dQ+/8yv(de+/8zw(de=0 (1.51d)
Q Q Q
/ 8t77ﬁdI‘S+/ u@mnﬂdI‘S—f—/ v&‘ynﬁdfsz/ wpdls (1.51e)
r, r, . r,
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Capitulo 2

Aproximacion numérica

“Las matematicas son el alfabeto con el
cual Dios ha escrito el universo”
Galileo Galilei, 1564-1642
Fisico y astronomo italiano.

Una vez se han deducido las ecuaciones de gobierno, condiciones de con-
torno y condiciones iniciales para problemas de modelado oceénico costero, en
este capitulo se realizaré la aproximacién numérica de las mismas, empezando
por la integracion temporal de las ecuaciones en forma débil (1.51), mediante
un método implicito, el método de Euler hacia atras (“Backward Euler”). Pos-
teriormente se realizara la discretizacion espacial de las ecuaciones mediante el
método de los elementos finitos (MEF), se estabilizara la presion mediante la
proyeccion del gradiente de la presion (PGP), se obtendréa la forma matricial de
las ecuaciones y finalmente se disenara el algoritmo que se implementard en un

c6digo numeérico denominado HELIKE, escrito en el lenguaje de programacién
FORTRAN 95.

2.1 Integraciéon temporal

El sistema de ecuaciones (1.51) representa un problema de evolucion en
el tiempo, cuya aproximacion requiere un esquema adecuado de integracién
temporal. En el uso de modelos numéricos convencionales con un esquema de
integracion temporal explicita, hay una restriccion conocida como el criterio de
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Courant-Friedrichs-Levy (CFL), el cual impone un limite maximo sobre el paso
de tiempo que puede ser usado en un modelo con un tamano de malla y una
profundidad méaxima dadas. Esta condicion de estabilidad esta relacionada con
la velocidad de propagacion de las ondas libres de gravedad superficiales. Si se
excede el criterio CFL, aparecen generalmente inestabilidades. Sin embargo, el
criterio CFL puede ser excedido cuando se utiliza una resolucién semi-implicita
o totalmente implicita, pero esto puede conducir a errores de fase para la propa-
gacion de mareas. En modelos costeros o de plataforma continental, el criterio
de CFL esta relacionado en la horizontal con el movimiento barotropico y el
paso de tiempo estd por consiguiente relacionado a la maxima profundidad en
el modelo. En la vertical, sin embargo, estd relacionada con la difusiéon del
movimiento por el término de viscosidad turbulenta vertical; esto hace que el
término de difusion vertical sea siempre discretizado usando un método impli-
cito o semi-implicito (Jones, 2002). Similares problemas pueden ocurrir con la
friccion con fondo en aguas someras y requiere el uso de soluciones implicitas,
particularmente en modelos que utilicen una aproximaciéon funcional en la ver-
tical (Davies y Aldridge, 1993). También pueden aparecer problemas cuando
el paso de tiempo excede al tiempo de transporte del movimiento (la velocidad
maxima de la corriente). Para movimientos baroclinicos, sin embargo la velo-
cidad de propagacion de las ondas internas es significativamente més lenta que
de las ondas libres de gravedad superficiales. Se toma ventaja de este hecho
descomponiendo el calculo de los modos barotrépicos y baroclinicos mediante
métodos de paso fraccionado, conocidos como “splitting” para reducir el coste
computacional.

Los esquemas de integracién temporal utilizados por los modelos varian
ampliamente de acuerdo a una revision del estado del arte, como lo demues-
tran también las revisiones realizadas por los otros autores como Jones (2002)
y Griffies et al. (2000). Algunos modelos estan asociados con los modelos estan-
dares, por ejemplo el POM (Blumberg y Mellor, 1987) que utiliza un esquema
“leapgrog” con la posibilidad del modo de fraccionamiento (“splitting”). El OS-
MOM (Rged y Shi, 1999) tiene un esquema “leapfrog” con un filtro Asselin. El
modelo de Xing y Davies (1996) hace un fraccionamiento del tiempo entre el
flujo barotrépico y baroclinico y utiliza un esquema implicito para la difusion
vertical del movimiento y la densidad. HAMSOM (Backhaus, 1985) es general-
mente semi-implicito sincrénico aunque hay otras opciones, el nivel del esquema,
implicito puede variar desde Crack-Nicholson a completamente implicito.

Los modelos oceanicos no-hidrostaticos como el que se pretende discre-
tizar aqui, generalmente utilizan como esquema de integraciéon temporal un
método de paso fraccionado (ver p. ej. Casulli y Zanolli, 2002; Kogyigit et al.,
2002; Lin y Li, 2002). En esta clase de métodos, cada paso de tiempo es descom-
puesto en un namero de sub-pasos, generalmente dos (se pueden citar entre otros
trabajos Casulli y Cattani, 1994; Blasco et al., 1998; Guermond y Quartapelle,
1998; Casulli y Stelling, 1998, y sus referencias). La presion se descompone,
como en la ecuacion (1.37), en la contribucion hidrostética y no-hidrostatica;
en el primer paso se desprecia la presion no-hidrostética, en las ecuaciones de
movimiento (1.51a)-(1.51c), y se obtiene se obtiene un campo provisional de
velocidades. En el segundo paso se corrige el campo provisional de velocidades
incluyendo los términos del gradiente de la presién no-hidrostética, los cuales se
calculan de tal manera que en el campo de velocidades resultante se conserve la
masa, de forma tanto local como global, utilizando la condicién de divergencia
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2.1. Integracion temporal

nula. Aunque esta descomposicion permite calcular la correccion de la presion
no-hidrostatica a partir de las velocidades reduciendo el costo computacional,
introduce un error debido a esta descomposicion de la presion. No obstante,
para asegurar su convergencia, tanto los métodos de paso fraccionado como
los métodos mixtos necesitan aproximaciones estables de la velocidad-presiéon
(Guermond y Quartapelle, 1998).

Como una aproximacion alternativa a estos métodos, se considerard aqui
una aproximaciéon monolitica basada en el método implicito de Euler hacia atrés
para la integracion temporal de las ecuaciones (1.51), en el cual la velocidad y la
presion son calculadas simultdneamente (un método de pasos de tiempo mono-
litico similar fue utilizado en Labeur y Pietrzak (2005)). No obstante el método
utilizado, la altura de superficie libre es tratada explicitamente en las ecuacio-
nes (1.51a) y (1.51b), de manera tal de evitar que las dimensiones del sistema de
ecuaciones en forma discreta resultante no se incremente significativamente. La
altura de la superficie libre es actualizada al final del paso de tiempo utilizando el
nuevo campo de velocidades recién calculado, integrando (1.51e) implicitamente
una vez mas mediante el método de Euler hacia atras; un tratamiento similar
para la altura de superficie libre se empleé en (Deponti et al., 2006). El resto de
los términos de las componentes de la ecuacion de movimiento (1.51a)-(1.51c)
son tratados implicitamente excepto el término convectivo (no lineal), el cual es
linealizado usando el valor de la velocidad en el paso de tiempo anterior como
velocidad convectiva; esta es una simple aproximacién de primer orden, la cual
es incondicionalmente estable y de primer orden de precision en el tamano del
paso de tiempo, lo cual es consistente con la precision del método. Ademas,
debido al caracter diagnostico del modelo desarrollado aqui, se supone conocido
el valor de la densidad en cada instante de tiempo y para cada nodo de la malla.

De esta manera, dado un paso de tiempo At > 0 y asumiendo conocida
una aproximaciéon u” de la velocidad y una aproximacion n" de la superficie
libre en el tiempo ¢, = nAt (donde n € {0,...,N}, N = [T/At], siendo T el
tiempo final de simulacion), se obtienen una nueva velocidad u"*! y presion
p" Tl en t,, 1 a partir de las siguientes ecuaciones:

(u™ —u")/At+ (u" - V)u" ko< w4 vt (2.1a)
— 0. (v 0™ — 0, (v o) — 0. (v o u ) =

—9Vun" —gVu Un(p"+1 = po)/pods en
Vou'tt =0 Z en(. (2.1b)

Notese que el término convectivo se ha linealizado, tomando como velocidad
convectiva el valor en el paso de tiempo anterior. Con la velocidad u™*! y
presion p" ! calculadas anteriormente se obtiene una nueva aproximacion n™+!
de la altura de superficie libre al final del paso de tiempo ¢,11, a partir de:

(" = ™)/ AL + T Oy 4o T o,y = enT,. (2.1c)

La forma débil del problema semi-discreto (2.1a)-(2.1c) consiste en en-
contrar u"t! = (v ot Wt € V"t € Q y n"t! € M tal que, para
todas las funciones de test 4 = (a,0,w) € V, € Qy 1 € M:

/ Aiﬁ(u’”r1 —u")udQ+ / (u™ - V)u" " adQ (2.2a)
Q Q

25



Capitulo 2. Aproximaciéon numérica

+/(kxu"+1)ﬁd9+/ Vg adQ
Q Q
+ / (o, u o, b+ v o,u" o, b + v o, u" T 0, 0) dOQ =
Q
n
—g/ VHn"ﬁdQ—g/ Vu [/ (p" = po)/pods| wdS2
Q Q z
+/ (Tfﬂ—l—rg’ﬁ)dfs—l—/ (rifu" T + 7" ) dTy,
r r

s b

+ / n, - Voo dry,
Iy

/(V a1 G2 =0 (2.2b)
Q
1
/ _(nn+1 _ n’n) ‘[Ldrs +/ un+laznn+1 ﬂdl—\‘s_’_ (22C)
r. At r.
/ ,UnJrlaynnJrl ‘[Ldrs _ / wnJrl [Ldrs
Is I

2.2 Discretizaciéon espacial

El problema semi-discreto (2.1a)-(2.1c) debe aproximarse en el espacio
mediante algtin método numérico adecuado. La gran mayoria de los modelos
hidrodindmicos no-hidrostaticos existentes emplean el método de las diferencias
finitas para la aproximacion espacial (ver p. ej. Casulli y Zanolli, 2002; Kog-
yigit et al., 2002; Lin y Li, 2002; Stelling y Zijlema, 2003). El “Método de los
Elementos Finitos” (MEF) sin embargo, ha sido menos utilizado a pesar de que
Fix (1975), desde los primeros tiempos de la modelizacion ocednica ha demos-
trado que tiene propiedades muy atractivas. Dichas propiedades como son la
de conservacién de la energia, comin a todos los métodos variacionales para la
resoluciéon de ecuaciones diferenciales, el tratamiento natural de las condiciones
de contorno y la flexibilidad en la triangulacién a la hora de utilizar mallas no
estructuradas, se complementaron muy bien con la aparicién y mayor disponibi-
lidad de los superordenadores. Teniendo esto en cuenta Le Provost et al. (1978)
sugiri6 el MEF como una interesante alternativa al método de las diferencias
finitas (MDF), més ampliamente utilizado hasta entonces.

Las grandes ventajas que supone, la facilidad en el uso de mallas
no-estructuradas, ademas de las buenas propiedades de aproximacién a la solu-
cion que posee el MEF, mencionadas por (Danilov et al., 2004) y analizadas por
Pain et al. (2005), influy6 en la eleccion del MEF como método de discretiza-
cion espacial. La utilizacion de mallas no-estructuradas se hace indispensable a
la hora de obtener mallas computacionalmente asequibles y que permitan a su
vez una representacion precisa de la gran cantidad de escalas y altamente com-
pleja geometria, debidas a las sutiles caracteristicas topograficas que poseen los
mares y océanos. Dichas caracteristicas, como son la existencia de estrechos,
taludes escarpados y la presencia de islas, etc., dificultan el empleo de mallas
en diferencias finitas con una asequible resolucion espacial homogénea.

Se consideraran aqui, por lo tanto, elementos finitos tridimensionales para
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2.2. Discretizaciéon espacial

Tetraédro Prisma Triangular

Figura 2.1: Elementos finitos utilizados en la discretizacion espacial 3D, tetra-
édros (4 nodos), hexaédros (8 nodos) y prismas triangulares (6 nodos).

la discretizacion espacial del dominio € (ver figura 2.1), haciendo que €, sea una
particion del dominio 2, de tamano h > 0, generalmente en elementos de tipo
tetraédricos o hexaédricos para problemas con superficie libre de tipo “rigid-lid”
y, en los casos en que se utilicen los términos barotrépicos o baroclinicos, en ele-
mentos prismaticos de base triangular. En estos casos la discretizacion espacial
del dominio € se realiza a partir de una malla bidimensional no estructurada
3y de la superficie 'y constituida por elementos triangulares que se proyectan
verticalmente sobre el fondo formando columnas (ver figura 2.2). Estas colum-
nas a su vez se descomponen en un namero arbitrario de elementos prismaticos,
generando asi una malla tridimensional en la cual la cantidad de elementos por
columnas no necesita ser la misma para toda la malla. Las caras laterales de
los elementos prisméticos generados son perfectamente verticales mientras que
sus caras superior o inferior no son necesariamente horizontales. Este tipo de
malla posee una gran flexibilidad a la hora de ajustar la malla a la compleja
geometria de la linea de costa y de la batimetria. Asumimos ademés que todos
los elementos K € €, son imagen de un elemento de referencia K mediante
transformaciones F : K — K afines para tetraédros o isoparamétricas para
hexaédros y prismas. En el caso de elementos prisméaticos de base triangular,
cada elemento K € ), es la imagen del prisma de referencia K = T x [—1,1]
donde T es el simplex! de vértices (0,0), (1,0) y (0,1) en R2, por una transfor-
macién F, la cual es un producto tensorial de un polinomio de primer grado
en (z,9) y un polinomio de primer grado en Z:

Fx:K — K con Fx € Ry := Py ((2,9)) ® P1(2)

Las incognitas del problema, velocidad u, presiéon ¢ y altura de superficie
libre n se aproximan por funciones de elementos finitos que son continuas en
Q y polinomiales dentro de cada elemento K cuando son expresadas en las
variables de referencia (&,¢,Z). Se prestara especial atencion a los casos de
igual interpolacién para la velocidad y la presion, en el cual ambas variables

ISimplex es la envoltura convexa de un conjunto de (n + 1) puntos independientes afines
en un espacio euclidiano de dimensién n o mayor.
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Malla de tridngulos no-estructurada en la superficie

Columnas verticales de prismas triangulares

Q.

<>'~~‘<j
Elementos prismaticos de caras no horizontales

ondo irregular (no-horizontal)

Figura 2.2: Columnas de elementos prisméaticos de caras no-planas a generados
a partir de la malla de tridngulos no-estructurada de la superficie.

se aproximan por interpolacion en los nodos de la misma malla tridimensional
mediante polinomios del mismo grado; la altura de superficie libre sin embargo
es aproximada mediante polinomios lineales sobre la malla bidimensional de
tridngulos Y de la superficie I'y. Los espacios de las funciones de elementos
finitos para la aproximacion de la velocidad, la presion y la altura de superficie
libre son respectivamente:

Vi = {ﬁ},,EV /VKEQh,ﬁh‘KZﬁKOFgl,ﬁKE (R1)3}
Qn:={gn €C’(Q) /YK € Qn,Gnx = dx o Fx',Gx € R1}
My, := {fin € C° (L) VT € S, funyr = fix o Fr ', fix € S1}

donde Fr : T'— T indica la transformacion lineal de 7" en T. En estas expre-
siones, también se empled la siguiente notacion:

Sy:=P((2,9)) -

La aproximacion de Galerkin estandar al problema (2.1) mediante el MEF

consiste en hallar u} ™ = (uf ™, vt with) € Vi, ¢t € Qn y nptt € My,

tal que, para todas las funciones de peso u, = (@n,Un, Wn) € Vi, Gn € Qn 'y
[in € Mp:

1
/ E(uﬁ“ —up) 0, dQ+ / (up - V)uptt @y, d0 (2.3a)
Q Q
+ / (k x u ™) @y, dQ +/ Vgt ay, dQ

Q Q
+ / W oyt o, ay + v o a0, @y, + vt o u) o, 1y,) dQ =

Q

n
—g/ Van, Uy dQ—g/ Vu [/ (pﬁ—po)/podg] y, d
Q Q z
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2.3. Estabilizacién de la Presiéon

+ / (r%a, + 7V) dTs + / (g, + T ) dT
T T

s b

+ / n, - Vw) by, dly
Ty
/(v cup ) G dQ =0 (2.3b)
Q

1 n ny ~ n - -
/ A_t(thrl - 77h) Hh dl's + / thrlazthrl Hh dl's (23(3)
Ty T

+ / o Oyt fip dT s = / wi ™ fip, dT
T T

s s

El tratamiento del término barotropico (superficie libre) en el lado de-
recho de la ecuacion (2.3a) requiere especial cuidado. Este término involucra
integrales de volumen de productos de las derivadas de las funciones de forma
bidimensionales (superficie) y las funciones de peso tridimensionales (volumen).
El calculo de estas integrales se realiza en forma elemental, como es usual en el
método de los elementos finitos, esto es factible gracias a que los elementos se
ordenan y almacenan en columnas verticales.

Como se dijo anteriormente en la seccion 1.7, respecto a la ecuacion ci-
nematica (1.39), esta se calcula para los nodos de la superficie libre T's, por
lo que las variables ', @t o7t y @t de la ecuacion (2.3c) se refieren
Unicamente a los nodos de la malla ubicados sobre dicha superficie.

2.3 Estabilizacion de la Presion

La resolucion numérica del problema anterior (2.3) presenta numerosas
dificultades, puede dar lugar a diferentes tipos de inestabilidad en la soluciéon
numérica. En primer lugar, la ecuacion de movimiento (2.3a) hereda las dificul-
tades numeéricas de los problemas de conveccion-difusion en los problemas con
conveccion dominante (Brooks y Hughes, 1982), en segundo lugar, la presencia
del término de Coriolis puede dar lugar también a inestabilidades en problemas
con velocidades de rotacion elevadas (Codina y Soto, 1997). Sin embargo, para
el rango de valores de los diferentes parametros que se utilizan en las situacio-
nes a las que se pretende aplicar el modelo, estas dificultades no suelen aparecer
y resulta innecesario el uso de técnicas especificas de estabilizacion de la con-
veccién y la rotacion. La condiciéon de incompresibilidad (2.3b), sin embargo,
impone ciertas restricciones en la elecciéon de los espacios de aproximacion de la,
velocidad y la presion que impiden, en particular, el empleo de igual interpola-
cion para ambas variables. Estas restricciones son debidas al caracter mixto de
los problemas de flujo incompresible (Brezzi y Fortin, 1991): para obtener una
solucién numérica estable y convergente dichos espacios deben verificar la condi-
cion de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB), también conocida como “inf-sup”
(ver Brezzi y Fortin, 1991). Se han desarrollado combinaciones de elementos ve-
locidad-presion que cumplen dicha condicion (Brezzi y Falk, 1991), pero se ha
observado que las formulaciones estabilizadas, como las de Bochev et al. (1998);
Brezzi y Douglas (1988); Chacon Rebollo (1998); Douglas, Jr. y Wang (1989);
Franca y Frey (1992); Franca y Hughes (1993), resultan mas eficientes que los
pares de elementos estables (ver Norburn y Silvester, 1998). En estas formula-
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ciones se introducen términos adicionales en el problema discreto, deducidos de
maneras muy diversas, que aumentan la estabilidad de la solucién numérica. La
técnica de estabilizacion de la presion que se usa aqui esta basada en una proyec-
cion del gradiente de la presion (PGP). Dicha técnica fue estudiada previamente
en el contexto del problema de Stokes (Codina y Blasco, 1997) y de la ecuacion
de Navier-Stokes incompresible estacionaria (Codina y Blasco, 2000a; Codina
et al., 2001) y no estacionaria (Blasco y Codina, 2001; Codina y Blasco, 2000b).
Posteriormente se demostré que en algunos casos este método puede deducirse
también mediante el concepto de subescalas ortogonales (Codina, 2000).

La idea principal de este método consiste en la introduccién, como nueva
variable del problema, de la proyecciéon ortogonal del gradiente de la presiéon
discreta sobre el espacio (de dimension finita) de funciones de aproximacion
mediante elementos finitos; se modifica entonces la ecuacién de continuidad
discreta (2.3b) de manera consistente anadiéndole la divergencia de la diferencia
entre el gradiente de la presién y su proyeccion, ponderada en cada elemento
por pardmetros algoritmicos adecuados. Se ha demostrado que este método
permite el empleo de igual interpolaciéon en elementos finitos para la velocidad
y la presion en la resolucion de problemas de flujo incompresible. El espacio
donde se determinara la proyeccién del gradiente de la presién r"+!, definido
sobre la misma malla de elementos finitos que la velocidad y la presion, es la
siguiente:

Ry, = {§h € (CO(Q))3/VK € Qhagh\K =S8k OFgl,éK € (Rl)g}

Se define entonces la nueva ecuacién introducida como la proyecciéon or-

togonal vt = (PPt pD T p2 ) en L2(Q) del gradiente de la presion discreta

Vq;f"’l, ponderada a nivel de cada elemento K por un parametro y/a g, sobre el
espacio de funciones de aproximacién 3;, en la norma L?(Q) y puede ser escrita
de la siguiente manera:

/ rp A - Y / Vag Vgt 5,d02 =0 (2.4a)
Q2 KeQy, K
donde:

e r"T1: es la proyeccién del gradiente ponderado de la presion discreta
Vg™t

e ay: es un parametro de estabilizacion elemental.
e [ - es la integral a nivel de cada elemento del dominio €2.
e K: son los elementos de la malla.

Por otra parte, la ecuacion de continuidad modificada se puede escribir
de la siguiente manera en forma débil:

/(V.uZJrl)gth—k Z /OcKVq;LlJrlvqth
Q K

KeQy

- > / Var ™V, d =0 (2.4b)
K

KeQy
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Los coeficientes de estabilizacién a i se determinan mediante las féormu-
las habituales de otros métodos de estabilizacion (Franca y Hughes, 1993); en
nuestro caso, es suficiente calcularlos mediante la expresion siguiente:

-1
1% VK 1 )
ag = |15 +Co— + — , VK € Q 2.5

( h2 hx At (2:5)
en la cual hx es el tamano del elemento K, Vi es una velocidad caracteristica
en K,y c1 y co son constantes cuyos valores adecuados para elementos lineales
y bilineales son ¢; = 12 y ¢ = 2 (Franca y Hughes, 1993).

2.4 Forma matricial de las ecuaciones

A los fines de obtener la forma matricial del sistema de ecuaciones (2.3a),
(2.4b), (2.4a) y (2.3c), se aproximan las variables del problema u}’, v}, wy",
A’y PR’ T Tons T3 Y Th (donde m pueden ser el paso de tiempo n o n + 1
segun sea el caso), de la siguiente manera:

Npvoi Npvoi Npvor
up' = Z ui" Ny, v = Z v;" N; wy' = Z w;i" Nj,
=1 i=1 i=1
Npvor Npvot Npv ol
ar= > "N, pr=Y_ pi"N;, =) NG
1=1 1=1 1=1
Npvor Npvor Npsup
Tg,bh: Z Tg,LiNia T:?h: Z Tg,LiNia ny = Z 0" N,
1=1 1=1 1=1

siendo, N; las funciones de forma 3D en los nodos del dominio 2, N; las
funciones de forma 2D en los nodos de la superficie libre I'y, mientras que
(u™, v, w™) son las componentes nodales de la velocidad, ¢/ las presiones
nodales, pi" las densidades nodales, (rﬂ,rg’fi,rgli) las componentes nodales de
la proyeccién del gradiente de la presion, i)™ las alturas nodales de la superficie
libre y Npy o y Npsup €l numero total de nodos en el dominio 2 y en la superficie
libre I'y, respectivamente.

Si se aplica el método de Galerkin tomando las funciones de peso igua-
les a la funcion de forma, empleando al mismo tiempo igual interpolacién para
todas las variables del problema de acuerdo a las posibilidades del método se
obtiene que Uy, = vy = wp = qn = Sp, = Ni y pp = N;. Se pueden escribir
las ecuaciones (2.3a), (2.4b), (2.4a) y (2.3c) en componentes, sin imponer ain
las condiciones de contorno de tipo Dirichlet (1.42) y (1.46) que se impondran
posteriormente mediante operaciones matriciales al ensamblar la matriz del sis-
tema “velocidad-presion”, utilizando el sub-indice ¢ para la funcién de forma, j
para la funcién de peso y la notacién de Einstein? de la siguiente manera:

/ ul (N;N;) dQ + At / uf (N; 0z Ng Nj) u ™t dQ
Q Q

+At/ v (N; Oy Ng N;j) u ™t dQ+At/ wy (N; 0. Ny, N;) ul Tt dQ
Q Q

2Notacion de Einstein: Los indices repetidos en una expresion indican suma sobre todos
los posibles valores del indice.
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+Atb/ﬂw?+1 (N:N;) dQ—Atf/Qvi”“ (N;N;) dQ

+At/ﬂqi”+1 (0:N; N;) dQ+At/Qu;} (0:N; 0 N;) ul Tt dQ
+At/ﬂy}} (0yN; 0yN;) u?“dQ—i—At/ﬂu{} (0.N; 0.N;) uptt d =
+/Quy (N.V,) dQ—Atg/an (9N, N,) d2

- atg/m [ () { [ ot dg} a0

+ At/ T;C (Nj) dl'g + At Cy (NiNj) ’U,ZL—H dl’y (2.6&)
T Iy

/Qv;”rl (N;N;) dQ+At/ng (N; 9Ny, N;) vt dQ

+At/ﬂvg (N; 0y N N;) vt dQ+At/Qw;; (N; 0, Ny, N;) v} dQ
+Atf/9u?“ (N:N;) dQ+At/qu+1 (9, N; N;) d

+At/ﬂu;} (0:Nj 9, N;) vt dQ+At/Qy}; (0yN; Oy N;) v+t dQ
A /Q V2 (9N, D.N,) w L d —

4 /Q o (NiN;) d2 — At g /Q 0 (0,N, N;) d

—Atg/po/Q(Nj) Un pi (0, N;) dg} dQ

+ At/ Tsy (Nj) dl's + At Cy (NiNj) U?Jrl dl’y (26b)
Ty Ty

/Qw?“ (N;N;) dQ+At/Qu;; (N; 0. Ni N;j) witt dQ

+At/gv;; (N; 0y Ny, N;j) wi*! dQ+At/Qw,’; (N; 9.Ni N;j) w}t d
—Atb/ﬂuy“ (N:N;) dQ+At/Qq;L+1 (0.N; Nj) dS

+ At /Q v (0xN; 0xN;) wit! dQ + At /Q v (0yN;j 0, N;) wi't d
+At/ﬂy{} (0.N; 0.N;) w1 dQ =

+/ng1 (N;N;) d

+ At/ wf“ (ng Vi 0xNi + ny vy Oy Ni + ny vy 0.N;) N;jdly (2.6¢)
Iy
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2.4. Forma matricial de las ecuaciones

/ ul (0, N; Nj) d+ / vt (9, N; N;) dQ + / wt (9, N; Ny) d
Q Q Q

+
(]

oK / ((02Ni 02 N;) + (9, Ni Oy N;) + (9-N; 9-N;)) ¢+ dﬂ]
K

- > {VO‘K /K(rﬁl (Ni 9 N;) + 150t (N: 0y N;) + 5T (N: 0:N;)) dQ} =0

(2.6d)

PPN (NN dQ = ) ,/—/ (9, N; N;) dQ (2.6¢)

KeQy

rp (NN dQ = ) /_/ (9, N; Nj) dQ (2.6f)

KeQy,

it (NN dQ = Y /—/ (9, N; N;) dQ (2.6g)

KeQy,

S— S S

W+ (W) dr,

s

At / W (N 0, Ny, Ny) i+t dT, + At / oI (NG 0, Ne ;) ot dr, =
T T

s s

Y / W (NLN,) dT, + / w (N.N,) drs (2.6h)
T T

s

—~

_|_

s

La formulacion matricial del problema discreto anterior resulta entonces
en el siguiente sistema de ecuaciones:

[M3D+At (Csp (X”)+f1\71+b1\71+0b1\71+L3D)} X" (2.7a)

£ AL Gap PP = Myp U — At [gFE" +IBgtt T
Po

DX"* + L,3p P"" =D, R"H! (2.7b)
M;p R = G, P! (2.7¢)
[M +AtC (xn+1)} E™! = M (At W™ + E") (2.7d)

Las variables del problema, velocidad, presiéon, gradiente de la presion,
densidad y altura de la superficie libre, cuyos super-indices hacen referencia al
paso de tiempo en que seran evaluados, fueron introducidas en la formulacion
matricial a través de los vectores de valores nodales indicados a continuacién:

X =[U,V,W]

U = [ur,ug,uz, . uny, ] Vectores de valores nodales para la ve-
V = [v1,v2,03, ..., UNy,] locidad.
W = [’U}l,UJQ, ws, ... 7wNVul]

Vector de valores nodales para la pre-

PZ[qhQQ;QZ’n"'quVOI] sién.
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R = [Rla R27 R3]

R1 = |:7’11,7’12,7'13,...,T1NV01i|
R2 = |:7“21,7“22,7“23,...,7“2NVUZ:|
R3 = [Tgl,T32,T33,...,T3NVUl:|
S = [p17p25p37 cee 7pNVUl]
E= [7717772)7735"'777NS1l,p]

Vectores de valores nodales para la pro-
yeccion del gradiente de la presion.

Vector de valores nodales para la den-

sidad.

Vector de valores nodales para la altura
de superficie libre.

La notacién utilizada en la formulacion matricial es la siguiente:

™M 0 0
Msp=|0 M 0
0 0 M
[0 -M 0]
M= M 0 0
_0 0 0_
[0 0 M
M = 0 0 O
_—M 0 0_
™Moo o
M=]0 M 0
_0 0 O
[C(X™) 0
Cap(X™) =] 0  Cxm
0 0
. 0 0
Lsp= |0 L 0
0 0 L
G
Gsp=| G2
_(;’3
-
F=1| Fs
0
" B,
B=| B
0
L
T=|T1,
0
D=[D, D, Dy ]

Matriz de masa tridimensio-
nal.

Matriz de masa para la com-
ponente f del término de Co-
riolis.

Matriz de masa para la com-
ponente b del término de Co-
riolis.

Matriz de masa para la com-
ponente de friccion con fondo.

Matriz de términos convecti-
vVOs.

Matriz de rigidez de los tér-
minos difusivos.

Matriz gradiente.

Matriz de términos barotrépi-
cos.

Matriz de términos baroclini-
COS.

Vector de tension de viento.

Matriz de divergencia.
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2.4. Forma matricial de las ecuaciones

L, O 0
Logp=|0 L, 0
0 0 L

Matriz laplaciana, ponderada
a nivel elemental por los coe-
ficientes ag.

Matriz de divergencia, ponde-
rada a nivel elemental por los

coeficientes /o .

Matriz gradiente, ponderada
a nivel elemental por los coe-

ficientes /o .

mientras que la notacién introducida en la misma es la siguiente:

+’U}zm / Ni({)szNj dQ)
Q

Ju

Q
+/1/H8yNj8yNidQ
Q

+ / I/VaZNj 0.N; dQ,
Q

[G1),, = /Q 9, N; N; dS,
(G2, = /Q 9,N: N; dS,

[Ga),, = /Q 9. N, N; de,

], = / 0.N; N, d€,
Q

], = / 9, N; N, dQ,
Q

n

[Bl} .= / Nj |:/ 8;5NIL d§:| dQ,
7 Q z
n

[BQ}ji = /QNJ |:/ 8yNIL d§:| dQ,

35

Matriz de masa de los elementos
tridimensionales del dominio.

Matriz de los términos convecti-
VOS.

Matriz de rigidez de los términos
difusivos.

Componentes de la matriz gra-
diente.

Componentes de la matriz del
término barotrépico.

Componentes de la matriz del
término baroclinico.
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mmf/mmmm
Q

I:DQ} _ / 8, N, N; d€, Compogentes de la matriz de di-
vergencia.

[mb:/@MM“%
Q

= ZaK/ 0, N; 9, N; dS)
% K
Matriz laplaciana de la ecuacion
+ o OyN; 0, N; dS) P
; ® /K vy de continuidad modificada.
+ZaK/ 0.N; 9.N; dQ
% K

[Dia]; Z\/_/N(‘)NdQ

Componentes de la matriz de di-
D2 a Z va / N; OyN; d€, vergencia de la ecuacion de con-
tinuidad modificada.

[Ds.a]; Z\/_/N(‘)Ndfz

(Gl Z\/_/(‘)NNdQ

Componentes de la matriz gra-

G S / 9,N; N; dS, diente de la ecuaciéon de la pro-
. a Z yecciéon del gradiente de la pre-
sion.
[G3,a] Z Va / 9.N; N; dQ,
- N Matriz de masa de los elementos
M| = N;N; dl'y, L . .
[ Ll /F / bidimensionales de la superficie.

Matriz de términos convectivos
/ _ o de la ecuacién de superficie libre.
r

2.5 Esquema de resolucién numérica

Como consecuencia del hecho de que se tomo6 como velocidad convectiva
el valor en el paso de tiempo anterior, el problema planteado en forma matricial
en (2.7) es lineal pero el gradiente de la presion esta acoplado con la velocidad
y la presion a través de la ecuacion (2.7b). Debido a esto, para la resolucion
numérica del sistema de ecuaciones para la velocidad, presiéon y gradiente de

36



2.5.

Esquema de resolucién numérica

0. Calcular M, Msp, M, M, M, M, L, G3p, F, B, T, D, L,, D,
y G, y ensamblar la matriz del sistema (2.8c).

I. Calcular C(X"), M3p U", FE", BS""! y ensamblar la matriz
del sistema (2.8a)-(2.8b).

IL. Tnicializar R§™ =R" e i = 0.
ITI. Calcular D, R}

IV. Resolver para (X[/}', PIH).

V. Calcular G,P!"H.

VI. Resolver para R}

VIL || X5 — X7 < TOL. VELOCIDAD ?
[P — P*Y| < TOL. PRESION ?
R — R} < TOL. GRADIENTE DE LA PRESION ?
o NO: Actualizar (X", P! R, i — i+ 1y volver a
IIL.
o SI: Actualizar (X", P",R").
VIII. Calcular C(X"*+1), M W"*! M E" y ensamblar la matriz del
sistema (2.8d).

IX. Resolver para E"*!, n — n+ 1y volver a L.

Tabla 2.1: Algoritmo de resolucion del sistema de ecuaciones.

presiéon se utiliza un esquema iterativo basado en el método de Gauss-Seidel
por bloques, ver tabla (2.1). Este consiste en un esquema iterativo en el cual se
calculan la velocidad y la presién suponiendo conocido el gradiente de la presion,
el cual se actualiza al final de la iteracion. Como ya se expuso anteriormente en
este capitulo, el caracter diagnostico del modelo hace que se suponga conocido
el valor de la densidad en cada instante de tiempo y para cada nodo de la
malla S"*1. Si el subindice i designa la variable correspondiente en la iteracion
i-ésima, este método puede escribirse de la siguiente forma:

[M?,D + At (Csp (X")+f1\~/l+bM+CbM+L3D)} X (2.8a)
+ AL Gyp Pl = Myp U — At [gFE" + £ BS™! T
Po
DX + Lasp P = D RI! (2.8b)
Msp R = Go P (2.8¢)

Este esquema se inicializa haciendo la proyecciéon del gradiente de la pre-

sion Rg‘“ = R"™. Una vez conocida la velocidad X"*! se obtiene una nueva
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aproximacion E*t! de la altura de superficie libre al final del paso de tiempo
tn41, @ partir de:

[N+ ALC(X"H) BT = M (At W 4 E") (2.8d)

La matriz del sistema “velocidad-presion” se calcula una sola vez en cada
paso de tiempo, ya que permanece constante durante la iteracion ¢. La matriz de
masa M del sistema para R?Ill puede aproximarse por su matriz aglutinada dia-
gonal (“lumped”), o se puede utilizar ésta como precondicionador para resolver
el sistema con matriz consistente mediante el método del gradiente conjugado.

La convergencia del sistema iterativo se define en términos del error re-
lativo en la norma euclidea de los vectores nodales de las variables correspon-
dientes.
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Capitulo 3

Validacion y aplicacion de la
version “rigid-lid” del modelo
HELIKE

“El tnico error real es aquel del que no
aprendemos nada”
John Powell, 1834-1902
Geologo y etnodlogo estadounidense.

La falta o escasa cantidad de datos disponibles dificultan la validacién de
los modelos numéricos en problemas reales. Sumado a esto, los problemas reales
poseen generalmente una mayor complejidad geométrica y una gran cantidad de
fenomenos fisicos que interaccionan entre ellos haciendo mas dificil el estudio y
comprension de los mismos. Como una alternativa diferente, para la validacion
del modelo HELIKE utilizaremos algunos de los problemas de referencia mas
estudiados en la literatura, que con frecuencia son utilizados para la validaciéon
de los modelos numéricos del estado del arte.

3.1 Flujo en una cavidad cuabica

Un problema de referencia muy conocido es el flujo en una cavidad ca-
bica inducido por una condicién de contorno constante y homogénea para la
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velocidad sobre la superficie, denominada en inglés “cavity-flow”. En términos
del desarrollo del c6digo numérico, la aplicacién del modelo numérico a este
problema es bastante facil y directo debido a la simplicidad de la geometria
del cubo. No obstante, este problema retiene una importante cantidad de fe-
noémenos fisicos que se manifiestan en las multiples regiones de re-circulacién
en los vértices y esquinas de la cavidad dependiendo directamente del nimero
de Reynolds. En la literatura, es posible encontrar diferentes aproximaciones
numeéricas aplicadas a este problema de flujo en cavidad (ver p. ej. Freitas et al.
(1985); Freitas y Street (1988); Ku et al. (1987); Iwatsu et al. (1989); Kato et al.
(1990); Hafez y Soliman (1991); Jiang et al. (1994)). Sin embargo a pesar de
que este problema ha sido extensamente estudiado en forma numérica, todavia
hay algunos puntos en los cuales no hay coincidencia. Un dato de interés de los
numerosos estudios es que diferentes soluciones numéricas del problema de flujo
en cavidad dan los mismos resultados para Re < 1000, pero comienzan a des-
viarse unos de otros para Re mayores. Teniendo esto en cuenta, como primer
caso de validacion de la estabilizacion del modelo numérico tridimensional se
realizara la comparacién entre los valores obtenidos para el estado estacionario
por el modelo HELIKE con los valores obtenidos por Jiang et al. (1994) para los
ntimeros de Reynolds Re = 400 y Re = 1000.

Jiang et al. (1994) utiliza un método en elementos finitos con una esta-
bilizacion por minimos cuadrados (LSFEM) para la resolucion de las variables
del problema velocidad-presién-vorticidad. Considera el problema simétrico al
plano z = 0,5 (ver figura 3.1), por lo cual sélo utiliza la mitad del dominio y
una malla de 65000 elementos trilineales hexaédricos dispuestos en 50 x 52 x 25
elementos por cada dimension. Teniendo en cuenta que en la medida en que se
aumenta la cantidad de elementos de la malla se incrementa la precision numé-
rica alcanzada por la solucién, se puede considerar que la alta resolucion de la
malla utilizada por Jiang et al. (1994) puede ser un buen punto de referencia
para efectuar esta validacion. Los valores que obtuvo para la componente u de
la velocidad en x = 0,5 y z = 0,5 para los valores del nimero de Reynolds
Re =400, 1000 y su representacion se pueden ver en la figura 3.2 (a) y (b).

El dominio de este problema es un cubo unidad Q = [0,1]* en cuyos
contornos se impone una velocidad nula v = v = w = 0 excepto sobre la
cara superior y = 1 en la cual se impone la velocidad v = 1y v = w = 0,

X=1

=i —

-y

Figura 3.1: Geometria y condiciones de contorno para el problema de flujo en
cavidad cubica.
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3.1. Flujo en una cavidad cubica

Re | e
Y 400,0 1000,0 1 3
1,00 1,0000 1,0000 0s |
0,96 0,5563 0,4119 il |
0,92 0,2868 0,1912 |
0,38 0,1730 0,1389 Fialn
0,84 0,1285 0,1148 I |
0,80 0,1052 0,0959 LI ‘
0,76 0,0875 0,0798
0,72 0,0714 0,0661 il { !
0,68 |  0,0550 0,0540 e . G ———
0,64 0,0369 0,0432 , |
0,60 0,0159 0,0328 |
0,56 | -0,0092 0,0224 L J i 1
0752 _070391 070120 Componente u de la velocidad
0,48 -0,0734 0,0015 (b) Representacion grafica del perfil de
0,44 -0,1113 -0,0099 velocidades.
0,40 -0,1505 -0,0242
0,36 -0,1872 -0,0435
0,32 -0,2159 -0,0701
0,28 -0,2319 -0,1063
0,26 -0,2341 -0,1284
0,24 -0,2324 -0,1528
0,20 -0,2176 -0,2049
0,16 -0,1903 -0,2512
0,12 -0,1540 -0,2754
0,08 -0,1111 -0,2611
0,04 -0,0608 -0,1812
0,00 0,0000 0,0000

(a) Tabla de valores de la compo-
nente u de la velocidad.

Figura 3.2: Soluciéon numérica estacionaria en x = 0,5y z = 0,5 para el pro-
blema de flujo en cavidad cubica de Jiang et al. (1994).

aunque todas son condiciones de tipo Dirichlet (ver figura 3.1). Para resolver
este problema con HELIKE se impone también el valor de la presion p = 0 en el
altimo nodo de la malla para definir el campo de presiones. Se utiliza una malla
cartesiana refinada sobre todos los contornos de 14 x 20 x 16 elementos trilineales
hexaédricos y 5355 nodos (ver figura 3.3). A pesar de que el efecto del ntimero
de nodos de la malla sobre la precision de solucién numérica es importante en
la medida que el nimero de Reynolds se incrementa, se utiliza en ambos casos
para Re = 400 y Re = 1000 la misma malla con el fin de reiniciar el calculo a
partir del nimero de Reynolds anterior.

Partiendo del fluido en estado de reposo no es posible alcanzar la con-
vergencia a la solucién del sistema lineal de ecuaciones mediante los métodos
iterativos, que requieren un menor esfuerzo computacional que los métodos di-
rectos. Esto es debido a que el error relativo entre la aproximacion inicial y la
solucién obtenida en el paso de tiempo anterior es muy grande. Por lo tanto
para buscar una estimacion inicial lo suficientemente proxima a la solucion y
asegurar de esta manera la convergencia de los métodos iterativos se recurre
a los métodos directos. En este caso para la resoluciéon del sistema lineal de
ecuaciones velocidad-presion y del sistema de proyecciéon del gradiente de la
presion se utilizo el método directo LU con almacenamiento en columnas (“sky-
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o o
LS L

Figura 3.3: Malla 3D para el problema de flujo en cavidad cibica con 5355
nodos y 4480 elementos hexaédricos.

line”). De esta manera se efectuaron 10 pasos de tiempo con un incremento
At = 0,03 s empleando un tiempo de célculo (CPU) de 836,63 s. El coeficiente
de estabilizacion utilizado en esta simulacién fue @ = 12 y para obtener un
numero de Reynolds Re = 400 se utiliz6 un coeficiente de viscosidad turbulenta
v=vyg =vy =2,5x 107°m?/s. En una segunda etapa y a partir de la solu-
cion anterior se utilizé el método iterativo BCGStab con precondicionamiento
(Left ILUT) para la resolucion del sistema velocidad-presion, mientras que se
utiliz6 una matriz de masa aglutinada para el sistema del gradiente de la pre-
sion hasta alcanzar la convergencia final para Re = 400 con una tolerancia del
estado estacionario de e, = 107> en 935 pasos de tiempo y un tiempo de calculo
de 3803, 59 segundos. La tolerancia del método de resolucién iterativo fue de
€; = 107°. Dentro de cada paso de tiempo se exigi6, para el desacoplamiento
con la PGP, una tolerancia de ¢, = 1075, A partir de la solucién para Re = 400,
la altima etapa empleo un tiempo de célculo de 4910, 36 segundos para efectuar
1280 pasos de tiempo antes de hallar la convergencia a la solucién estacionaria
para Re = 1000. En todas las etapas y en cada paso de tiempo, se realizaron
dos iteraciones de PGP. Para Re = 1000 se utilizaron los siguientes valores del
coeficientes de viscosidad turbulenta v = vy = vy = 1,0 x 1073 m?/s.

Las figuras 3.4 (a) y (b) muestran los perfiles de velocidad de la com-
ponente u en (x = 0,5;z = 0,5) para Re = 400 y Re = 1000 junto con los
resultados del trabajo de Jiang et al. (1994) para su comparacion. Con el fin de
cuantificar la precision de la solucién obtenida respecto a este ultimo trabajo,
se calcul6 la norma L? del error de las velocidades nodales, a lo largo de la linea
central, respecto a la solucion tomada como referencia.

o = | Zi (ued) — ueli))®
PBARETAC)

(3.1)

siendo:
e u. la solucion tomada como referencia de Jiang et al. (1994).

e u. la solucion calculada por el modelo HELIKE.
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3.1. Flujo en una cavidad cubica

Debido a la gran diferencia de densidad en la discretizacion entre las mallas
se interpol6 la solucién de referencia sobre los nodos de nuestra malla para
obtener finalmente un error relativo de ¢, = 0.053269186 para Re = 400 y
€ = 0.106640177 para Re = 1000.

1

08 —| i /
06 —| /‘

Coordenaday

04 —

02 — \ e——=—= Jiang et al

=== HELIKE

-0.5 0 0.5 1
Componente u de la velocidad
(a) Re = 400
1
|
| -
| |
! /
| "
0.8 — [
(I
|
| I
|
|
] |
> 06 |
o
° |
g
S i
2
8 il
o
04 — !
/]
|
| |
|
|
02 — ! «——=——= Jiang et al.
1 ! === HELIKE
| |
|
|
0
1 \
-0.5 0 0.5 1
Componente u de la velocidad
(b) Re = 1000

Figura 3.4: Comparacion entre la solucion numérica de Jiang et al. (1994) y la
del modelo HELIKE.

La distribucién de velocidades y presiones en los planos medios x = 0, 5,
y=0,5y z=0,5 para Re = 400 se pueden observar en las figuras 3.5 y 3.6,
mientras que para Re = 1000 se pueden observar en las figuras 3.7 y 3.8. Estos
resultados muestran una buena correlaciéon con los valores obtenidos por Jiang
et al. (1994).
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3.2 Flujo sobre un escalén 3D

El problema del flujo sobre un escalén, denominado en ingles “backward-
facing step”, considera el movimiento de un fluido viscoso contenido entre dos
planos con un brusco cambio de seccién a cierta distancia del extremo. En
la figura 3.9 se muestran las dimensiones del dominio considerado asi como
también los pardmetros geométricos para este problema. Se fija la altura del
escalén en h = 1 y se toma la arista del escalén como el origen del sistema de
coordenadas. El fluido se mueve desde el canal de entrada de altura ah =1y
fluye en direccion al canal de salida (1 + «)h. En este estudio tomamos o = 1,
dando una razon de expansion (entrada/salida) de 1+ 1/« = 2. La longitud de
entrada L; y salida L, deben ser lo suficientemente largas como para que los
resultados sean independientes de este parametro.

Tomando L; = h es suficiente para el rango de valores del ntimero de
Reynolds entre 200 — 1000 que se estudié aqui de acuerdo con los trabajos
de Kaiktsis et al. (1991); Williams y Baker (1997); Barkley et al. (2002). La
longitud necesaria L, varia con el nimero de Reynolds, Barkley et al. (2002)
encontraron como valores aceptables para este rango los comprendidos entre
15h < L, < 55h, adoptandose en este caso L, = 38h y un ancho de A = 1.
Las condiciones de contorno impuestas son las siguientes, en el contorno de
entrada (r = —L;,0 < y < «ah,0 < 2z < 1) se impuso un perfil parabolico
de velocidades u = 4y(ah —y)/(ah)?,v = w = 0. A lo largo del escalén y en
todas las paredes del canal se impuso una condicién de tipo Dirichlet homogénea
(u=v=w=0). En el contorno de salida (z = L,,—h <y < ah,0 <z <1)se
impuso una condicién natural (tipo Neumann) para la velocidad, lo cual marca
una diferencia respecto al problema anterior.

| L, +1,=39,0 |

A=1,0 U, v /‘
|

u,l=4y(c(h-y)/(orh)2

|
ah=1,0 7 i
[}

1+a)h=2,0

L,=380

Figura 3.9: Dimensiones del dominio y pardmetros geométricos para el problema
del flujo sobre un escalén 3D.

Como se puede apreciar en la figura 3.10, la malla empleada para este
problema esta compuesta por 7065 nodos y 5248 elementos hexaédricos.

En la literatura aparecen diferentes maneras de adimensionalizar este
problema, tomando diferentes valores para las escalas de referencia Lycf y Uprey.
La altura del escalon h es una escala de longitud natural para definir la geometria
del problema y medir cantidades como los puntos de separacion del flujo aguas
abajo del escalon, siendo la eleccién méas comtn para L,.s por lo que este valor
se adopta. Para la velocidad de referencia U,..s se adopta la maxima velocidad
sobre la linea central aguas arriba del escalén Us.. Una vez definidas las escalas
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3.2. Flujo sobre un escalén 3D

Figura 3.10: Malla de 7065 nodos y 5248 elementos hexaédricos para el problema
de flujo sobre un escalén 3D.

de referencia para este problema se puede calcular el nimero de Reynolds como:

 Ush
- 14

Re

En la figura 3.11 se pueden apreciar las lineas de igual velocidad de la
corriente para los valores del nimero de Reynolds Re = 200, 400, 600, 800, 1000,
calculados con los valores de referencia adoptados Lyey = 1m y Uper = 1m/s
v los coeficientes de viscosidad turbulenta v = vy = vy para los respectivos
numeros de Reynolds. Finalmente se muestran las iso-superficies del campo de
velocidades para el modelo de turbulencia de Smagorinsky.

Los valores de la longitud de separacion primaria X; (ver figura 3.12) cal-
culados para nimeros de Reynolds menores que Re = 400 estan de acuerdo con
los datos experimentales de Armaly et al. (1983), aunque estos valores experi-
mentales fueron calculados con un factor de expansion de 1,94 y no 2. La zona de
separacion secundaria X; — X5 aparece por primera vez entre el nimero de Rey-
nolds 200 y 400, de acuerdo con lo descrito en Armaly et al. (1983) ~ Re = 300.
Para numeros de Reynolds mayores la longitud de separacién primaria no esta de
acuerdo con los valores de las medidas experimentales porque el flujo experimen-
tal es tridimensional debido a las perturbaciones producidas por la rugosidad de
las paredes, efecto bien documentado en Williams y Baker (1997). No obstante,
nuestros resultados estan generalmente de acuerdo con los resultados obtenidos
de otros estudios numéricos bi-dimensionales y tri-dimensionales en este régi-
men. Hemos utilizado para comparar los valores obtenidos por Gartling (1990)
y Barkley et al. (2002) de los puntos de separacion primaria y secundaria del
flujo X1, X2 y X35 para Re = 600 (ver tabla 3.1) con los valores calculados por el
modelo desarrollado en esta tesis. La mayor diferencia entre los valores hallados
por Gartling (1990) y Barkley et al. (2002) y las del modelo HELIKE se encontrd
para el punto Xo.

Para esta simulacion con Re = 600 se utilizé un coeficiente de turbulencia
constante de vy = vy = 1,6666 x 1073 m2/s. Se resolvieron la matrices del sis-
tema velocidad presiéon y de la proyeccion del gradiente de la presiéon mediante
un método directo LU con almacenamiento en columnas y un incremento del
paso de tiempo de At = 1 s. Las tolerancias para la formulacion y el estado esta-
cionario fueron de 1076 y 1077, respectivamente. Alcanzidndose la convergencia
para el estado estacionario en 1345 pasos de tiempo.
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(e) Re = 1000

——
(f) Smagorinsky

‘elocidad (mis)

Figura 3.11: Visualizaciéon de las iso-superficies del campo de velocidades para
diferentes valores del ntmero de Reynolds y con el modelo de turbulencia de
Smagorinsky.

X, X;

—

24

Figura 3.12: Puntos de separaciéon primaria X7 y secundaria del flujo Xo, X3
para el problema de flujo sobre un escalén 3D.

Autor X1 X2 X3
Gartling (1990) 122 | 9,7 [ 21,0
Barkley et al. (2002) | 11,91 | 9,5 | 20,6
HELIKE 12,4 | 114 | 20,4

Tabla 3.1: Tabla de valores de los puntos de separacion del flujo de las zonas
primaria y secundaria para el problema de flujo sobre un escalén 3D.
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3.3 Flujo de Taylor-Couette

Para la validacion del término de Coriolis, consideramos el conocido pro-
blema del flujo de Taylor-Couette. En nuestro caso, este problema consistira
en conocer la distribucion de velocidades de un fluido newtoniano de viscosi-
dad cinematica v = vy = vy = 0,1 contenido en el anillo entre dos cilindros
concéntricos de longitud L = 2 y de radios interior a = 1 y exterior b = 2; el
cilindro exterior esta en reposo ({22 = 0), mientras que el cilindro interior rota
en sentido antihorario con una velocidad angular ; = 0,19635.

Se definen entonces los siguientes parametros adimensionales: la relacion
de radios £ = a/b = 0,5, la relacion de aspecto A = L/(b — a) = 2, el namero
de Reynolds Re = Qia(b — a)/v = 1,9635 y finalmente el nimero de Ekman
Ek =v/Qi(b—a)? = 0,509 (ver figura 3.13). Una solucién de las ecuaciones del
movimiento puede obtenerse asumiendo que las velocidades tienen en todo lugar
la direccién azimutal 6 y que tanto la velocidad como la presién son indepen-
dientes de 6 y de z en coordenadas cilindricas polares (ver Tritton, 1988, pag.
107-109 ). Estas suposiciones se basan en la simetria cilindrica del problema.

\
/
-

Figura 3.13: Sistema de coordenadas y geometria del dominio para el flujo de
Couette.

La ecuacion de continuidad Oug/00 = 0 es automéaticamente satisfecha
por estas suposiciones y las componentes azimutal y radial de la ecuacién de
Navier-Stokes se convierten asi en:

d2 Uug 1 dUQ ug

a? Trar e 0 (8.22)
2
pu dp

Las condiciones de contorno resultan ser las siguientes:

u(a) = Qra = 0,19635 enr=a (3.3a)
u(b) =20 =0 enr="b (3.3b)
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La solucién up cuando el flujo permanece enteramente azimutal es la siguiente:
B
ug = Ar + . (3.4a)
donde los coeficientes A y B son:
A= (Qb* — Q1a®) / (b* — a*) = —6,545 x 107?
B = (4 — Q) a’b?/ (b* — a®) = 0, 392699

mientras que la presion es:

2
Po = AQ% +24BIn(r) - B (3.4b)

22

La figura 3.14 muestra la solucién analitica para el flujo de Taylor-Couette
presentada anteriormente.

J&AMAL WELOC|
— 0.19535
—0.17453
— 015272
0.1309

010908
— 0.087266
— 006545
—_ 0.043633
— 0021817
—a

Figura 3.14: Solucion analitica del campo de velocidades para el flujo de Taylor-
Couette.

En primer lugar se reprodujo numéricamente el problema de Tay-
lor-Couette descrito anteriormente. Se consideré para ello un sistema de ejes
fijos solidario con el cilindro exterior que se encuentra en reposo, mientras que
el cilindro interior rotaba en sentido antihorario (ver figura 3.15).

Para llevar a cabo la simulacién se utiliz6 una malla de elementos hexaé-
dricos formada por 32 x 16 x 4 elementos en las direcciones r, 6 y z respecti-
vamente (ver figura 3.16). Para los contornos interior y exterior se impusieron
condiciones de contorno de tipo Dirichlet, mientras que en las fronteras z =0y
z = 2 se impusieron condiciones Neumann en z e y, y Dirichlet homogénea en
z.
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u(b)=0

Figura 3.15: Sistema de ejes fijos.

Figura 3.16: Malla de 4752 y 4096 elementos hexaédricos para el problema de
flujo de Couette.

La soluciéon numérica obtenida en este caso resulta indistinguible de la
solucion analitica de la figura 3.14. Dicha solucién se obtuvo en 102 pasos de
tiempo de tamano At = 0,1, hasta alcanzar el estado estacionario con una
tolerancia de 10~ en el error relativo. Para resolver los sistemas de ecuaciones
lineales velocidad-presion y gradiente de la presion, se utilizaron los métodos
iterativos FGMRES y CGNR, respectivamente, con precondicionador left ILUT.

A continuacion se resolvio el problema con un sistema de ejes en rotacion
solidario con el cilindro exterior. Esta vez el cilindro interior estd en reposo,
mientras que el cilindro exterior rota en sentido horario con una velocidad u(b) =
—0, 392699, siendo el parametro de Coriolis f = 20 sin(¢) = 0,392699, para
Q7 =0,19635y ¢ =90 (ver figura 3.17).

La solucién numeérica del campo de velocidades del fluido contenido entre
los cilindros para el sistema de ejes en rotaciéon solidario con el cilindro exterior
se puede ver en la figura 3.18.
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£ =2Qsing = 0,392699 >
Y 0-019635 /v
/o u(b)=Q-b=
= 0.392699

[VELOCITY |
— 0.39262
0,349
~ 0.30537
0.26175
— 021812
— 0.1745
— 0.13087
. 0.0872439
— 0.043825
—0

Figura 3.18: Solucién numérica del campo de velocidades para el sistema de ejes
en rotacion.

Para poder comparar las dos soluciones anteriores restamos al resultado
del altimo caso la velocidad de rotacion de los ejes ©Q x r. En la figura 3.19 (a)
se muestran los perfiles radiales de velocidad en § = 90° y z = 1, obtenidos
en ambos casos junto con la solucion analitica (3.4a). Se observa un ajuste
excelente en ambos casos.

En la figura 3.19 (b) se muestran los perfiles radiales de la presion en 0 =
90° y z = 1, calculados para los sistemas con ejes fijos y en rotaciéon junto con la
solucion analitica (3.4b). Se observa nuevamente un buen ajuste en ambos casos,
especialmente para ejes fijos. Para el caso con el sistema de ejes en rotacién,
este resultado se obtiene luego de sustraer de la presién calculada el término
1/292r2, que genera la aceleracion centrifuga V (1 / 2927"2), no implementada.
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02 — ‘
T\f\r\ — Analitica
7 :F + + + Ejes fijos
\+\‘ Ejes rotatorios
X,
0.16 S
X
/&w
- 7&<,
@ 012 ’
E N
3 “x
o .
© 4|
o "
3 N
E 7R
> 0.08 ¢
N
7'7\,\‘,
i N
\,\
0.04 S
\+— .
u \—\
0 \
1 1.2 14 1.6 1.8 2
Radios (m)
(a) Velocidades
-0.02 ‘ ‘
Analitica
= + + + Ejes fijos
Ejes rotatorios
-0.024 1‘/‘{4‘7/, e S .
e
i
u /{(
73 7f
2 K
2 -0.028 n
o
a jz
f%
L7
-0.032
-0.036
1 1.2 14 1.6 18 2
Radios

(b) Presiones

Figura 3.19: Comparaciéon entre la soluciéon analitica y la numérica para ejes
fijos y en rotacién.
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3.4 Vortice geostrofico

La friccién del viento sobre la superficie libre del mar no solamente causa
movimiento horizontal del agua sino también produce movimiento vertical. El
efecto sobre la circulaciéon superficial del agua de un viento anticicléonico en el
hemisferio norte es mostrado en la figura 3.20. Bajo estas condiciones, como
muestra la figura 3.21, la superficie libre del mar se eleva en el centro del giro,
mientras que el transporte de Ekman (el movimiento promediado de la capa
superior del mar afectada por la friccion del viento) se produce a 90°, a la
derecha de la direccién del viento, causando convergencia en la superficie del
agua y un sumidero en el centro del vortice. Esto provoca que las lineas de igual
densidad, antes paralelas debido a la estratificacion del mar, desciendan como
consecuencia del transporte vertical del agua menos densa de la superficie hacia

> LR
—>

&

Figura 3.20: Sentido y direcciéon de la circulaciéon en superficie.

Como resultado de esta disposicion de las isopicnas, aparece la fuerza
del gradiente de la presion horizontal. Esta actuard en forma radial desde el
exterior hacia el centro del vortice, desde la region de mas alta presion (debidas
a las mayores a densidades) a la region de més baja presion. Bajo condiciones
estacionarias, la fuerza del gradiente de la presion serd balanceada por la fuerza
de Coriolis y en este caso una corriente geostrofica fluird en el mismo sentido
que la corriente inducida por el viento, intentando restablecer el equilibrio.

El problema asi planteado presenta dos componentes, una componente
llamada barotrépica y la otra baroclinica. La primera debida al gradiente de la
presiéon horizontal, provocado por la diferencia de altura de la superficie libre
del agua y la segunda debida también al gradiente de la presién horizontal, pero
en este caso por la diferencias de densidad. Esta dltima componente puede ser
calculada por medio del método geostrofico (ver Pond y Pickard, 1983, pdg. 76-
77), con el que contrastaremos el resultado del modelo. El método geostrofico
para el calculo de corrientes tiene en cuenta la distribucion de la densidad en el
océano, generalmente calculadas a partir de medidas de temperatura y salinidad,
mas faciles de obtener que medidas de las corrientes directamente (las corrientes
en el mar no son estacionarias y presentan altas fluctuaciones en velocidad y
direccion). El método presenta algunas simplificaciones o desventajas, como la
imposibilidad de calcular la componente barotrépica de la corriente, pero puede
ser muy util cuando es usado en forma paralela con otra informacion. En efecto,
la mayoria de nuestro conocimiento sobre las corrientes ocednicas de gran escala
(o corrientes generales del océano) ha sido obtenido de esta manera.
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>p |

Plano de comparacion

szo_ ....................... e e e

Figura 3.21: Esquema de un vortice anticiclonico.

Se resolvio este problema reemplazando el término de gravedad —p/pog
de la tercer componente de la ecuacion de movimiento (ver ecuacion (1.27c))
por —(p — po)/po para tener en cuenta la componente baroclinica de la presion.
El dominio de estudio tenia un diametro de 166, 6 km y una profundidad total
de 2000 m (ver figura 3.22). La malla se construyé de manera tal que las coor-
denadas verticales de los nodos, coincidan con las profundidades de densidad
conocida en dos estaciones (una central y otra exterior), separadas 50 km entre
ellas (ver tabla 3.2). Las densidades para los nodos entre dichas estaciones y
los primeros 1000 m de profundidad, fueron interpoladas linealmente y en forma
radial sobre la estacién central. Las densidades entre los 1000 y 2000 m de pro-
fundidad, fueron consideradas constantes e igual a 1027, 78 kg/m?, mientras que
entre los radios de 50 y 75 km del exterior, se consider6 por cada profundidad,
igual al valor de la densidad en la estaciéon Exterior. Esta distribucién de den-
sidades es muy comun con la de un voértice de mesoescala caracteristico que se
desprende de la corriente del Golfo (ver Bearman, 2001, pdg. 37-38). Las condi-
ciones de contorno utilizadas fueron, para el fondo y contorno vertical exterior,
condicion Dirichlet homogénea u = v = w = 0, mientras que en la superficie
libre se restringio la velocidad vertical w = 0 y se empled una condicién de flujo
libre en las demas direcciones (condicion tipo Neumann).

tz

2000 m

166,6 km

Figura 3.22: Esquema del dominio computacional.

Se utiliz6 para el calculo una malla estructurada de 4246 nodos y 3780
elementos prismaticos triangulares de 6 nodos (ver figura 3.23). El coeficiente de
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estabilizacion empleado fue oy = 12 y el niimero de puntos de gauss por elemento
se tomo igual a 6. Los parametros fisicos utilizados en este caso fueron, velocidad
angular de la tierra w = 7,3 x 107° rad/s, latitud ¢ = 41, 6823 °, aceleracion de
la gravedad g = 9,81 m/s? y la densidad de referencia pg = 1025, 34 kg/m?.

Figura 3.23: Malla computacional.

Prof. Densidad Densidad
(m) | (Estacion Central) | (Estaci6n Exterior)
0 1026,88 1026,56
25 1026,88 1026,61
50 1026,88 1026,81
75 1026,89 1026,83
100 1026,88 1026,89
150 1026,88 1027,06
200 1026,90 1027,19
300 1027,02 1027,41
400 1027,32 1027,58
600 1027,61 1027,71
800 1027,73 1027,74
1000 1027,77 1027,78

Tabla 3.2: Distribucion de densidades.

El uso de un esquema implicito en el sistema velocidad-presion, le confiere
al modelo estabilidad numérica incondicional, permitiendo el empleo de pasos
de tiempo arbitrariamente grandes. Debido a esto y al interés para este caso en
alcanzar el estado estacionario, se utilizaron 3 intervalos con pasos de tiempo
diferentes. En los primeros 800 pasos de tiempo se emple6 un At = 10 en el
segundo y tercer intervalos de 100 pasos de tiempos, los incrementos fueron de
At =0,1sy At = 0,01 s, respectivamente. Se resolvio este problema partiendo
del fluido en reposo, hasta arribar en el tercer intervalo al estado estacionario sin
hallar dificultad numérica alguna, con una tolerancia para el estado estacionario
de 1073. La tolerancia para la formulacién se tomo igual a 10~%. El primer paso
de tiempo se realizé con un método directo (LU), pasandose luego a utilizar el
BiCGSTAB para el sistema velocidad presion y el método de los Gradientes
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Conjugados para la proyecciéon del gradiente de la presion hasta finalizar el

calculo. La tolerancia utilizada para los métodos iterativos fue de 1075,

El perfil de velocidades transversales a la seccion, entre las estaciones
central y exterior, y en un punto medio entre estas (circulo rojo de la figura 3.23),
fueron calculadas por Pond y Pickard (1983) mediante el método geostrofico
(ver tabla 3.3). Esta velocidad, representada con color azul en la figura 3.24, es
comparada a los resultados numéricos obtenidos por el modelo, representados
en amarillo. Los resultados muestran una aproximacion aceptable teniendo en
cuenta las simplificaciones realizadas en ambos casos, principalmente teniendo
en cuenta que el método geostrofico considera el flujo transversal a una seccién,

cuando aqui se resuelve el problema en forma tridimensional.

Prof. | Velocidades
(m) geostroficas
0 0,26
25 0,27
50 0,28
75 0,29
100 0,29
150 0,28
200 0,24
300 0,17
400 0,11
600 0,03
800 0,005
1000 0

Tabla 3.3: Velocidades geostroficas.
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Figura 3.24: Perfil de velocidades geostroficas () y numéricas ().
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3.5 Fluido estratificado

La validacion de la presion se realizd para las cuatro formulaciones di-
ferentes de la presion (combinaciones posibles entre los términos barotrépico y
baroclinico) que figuran en la tabla 3.4.

Caso | Términos de la
Ec. de Navier-Stokes
1 Baroclinico: No
Barotrépico: No
2 Baroclinico: No
Barotropico: Si
3 Baroclinico: Si
Barotrépico: No
4 Baroclinico: Si
Barotrépico: Si

Tabla 3.4: Cuatro formulaciones posibles para la presién.

Partiendo de un campo de velocidades nulo u = 0 en las ecuaciones de
movimiento (1.27), la tercer componente de la ecuacion de movimiento (1.27¢)
queda:

dp p
-y _ _ 7 3.5
o o (3.5)
si consideramos ademés una variacién lineal de la densidad
p(z) =po— vz (3.6)

donde:
e po = 1025,3 kg/m3: Densidad de referencia en la superficie.
e v = 500: Coeficiente de variacion lineal de las densidades.

se puede obtener la solucién analitica para la presion.

Por otro lado, la presion p de la ecuacion (3.5) se puede descomponer,
de la misma manera que se hizo en la ecuaciéon (1.37), pero haciendo ademas
Patm(T,y,t) = 0y n(xz,y,t) = 0 en los términos hidrostético, baroclinico y
no-hidrostatico, respectivamente:

n(, —
p(z,y,2,t) = —92+g/ (ppiopo)d€+qtc,y,z,t) (3.7)
z

Se calcula luego una nueva presién p, como la resultante de sacar fuera
de la presion ¢; (valor de la presion calculada para cada una de los casos de
la tabla 3.4) los términos en que se descompone la presion p (ecuacion (3.7)) y
sumarla a ¢;.

Posteriormente se puede calcular el término de gravedad T; para cada
una de las formulaciones planteadas en la tabla 3.4 reemplazando la presion p
obtenida anteriormente en la ecuacion (3.5) y despejando 0.¢;:

Lp=p=q = T =—-Lg.
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2. p=—gz+q2 = ng—p;opog.

f"(p Po) ds+qs = Ty =—g.

4. p:—gz—i—gfn(p po>d§+q4 = T, =0.

Finalmente, reemplazando en la ecuacion (3.8) los términos de gravedad
T; y la funciéon de variacion lineal (3.6) por p cuando sea necesario, se puede
hallar la solucién analitica para cada uno de los casos planteados resolviendo la
siguiente ecuaciéon diferencial:
dq:
0z
La solucién analitica de la presiéon para cada uno de los cuatro casos
planteados en la tabla 3.4 se muestra en la tabla 3.5:

=T, (3.8)

Caso | Solucion analitica

113 ”

X
g
e
0

= | DO =

Tabla 3.5: Solucién analitica de las cuatro formulaciones de la presion.

Para resolver numéricamente este problema se empled un dominio cubico
de dimensiones unitarias conteniendo un fluido estratificado con una distribuciéon
lineal de densidades (3.6) en funcion de la profundidad “z” (ver figura 3.25). Se
fijo la velocidad normal nula para todos los contornos mediante una condicion
de tipo Dirichlet homogénea:

Figura 3.25: Distribucién de densidades.

Se fij6 el valor de la presion g = 0 en el ultimo nodo de la malla para definir
el campo de presiones, se tomo la aceleracién de la gravedad g = 9,81 m/s?, el
incremento de paso de tiempo At = 1 s y tolerancia para el estado estacionario
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107°. Se discretiz6 el dominio mediante una malla uniforme de 775 nodos y 960
elementos prismaticos triangulares (ver figura 3.26).

z

Ay

Figura 3.26: Malla de 775 nodos y 960 elementos prisméticos triangulares.

La distribucién de presiones resultante, el nimero de paso de tiempo
y el tiempo de céalculo (CPU) de cada simulacion se pueden apreciar en la
tabla 3.6. En la dltima simulacion (caso 4) debido a la manera en que se estima
la convergencia, mediante el error relativo entre soluciones consecutivas y que en
este caso son nulas tanto la velocidad como la presién, solo se realizo el primer
paso de tiempo al no hallarse la convergencia.

Caso Presion N° de pasos | CPU
“q’ de tiempo

1 Hidrostatica + Baroclinica 10 123"

2 Baroclinica 6 053"

3 Hidrostética 7 102"

4 No-hidrostatica 1 022"

Tabla 3.6: Resultados de la simulacién para los cuatro casos planteados.

Los campos de presiones resultantes de las simulaciones para cada uno de
los casos, obtenidos directamente sin ningtn tipo de post-proceso se representan
en la figura 3.27. El campo de velocidades para todos los casos son del orden
de ~ 107°.

Como se puede apreciar claramente en la figura 3.28, los valores de las
solucién numérica obtenida para cada caso se ajusta exactamente a su soluciéon
analitica.
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(c) Caso 3 (d) Caso 4

Figura 3.27: Iso-superficies de la presion ¢ para los cuatro casos planteados.
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Figura 3.28: Distribucién de la presiéon “g,” para los cuatro casos planteados.
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3.6 Canal convergente con fondo liso

El objetivo de este problema fue validar la condicion de contorno ci-
nematica planteada en la ecuacion (1.42) para simular el fondo impermeable,
considerando que el flujo de masa que atraviesa el mismo es nulo. En primer
lugar se resuelve el problema sin tener en cuenta la rugosidad del fondo, el que
posteriormente se anadira en el caso del “Canal con fondo rugoso” en la seccion
siguiente. Como se puede apreciar en la figura 3.29 se diseié un canal de dos
tramos; en el primer tramo de la izquierda (entrada) la secciéon permanece cons-
tante, mientras que en el segundo (salida) el fondo se eleva generando un plano
inclinado. Las longitudes de los dos tramos del canal convergente son iguales
Ly = Ly = 5m y en total hacen una longitud de L = 10m con un ancho de
A = 1m. La altura del primer tramo del canal es constante H = 1m, mien-
tras que en el segundo tramo la altura disminuye hasta Ho = 0,5 m al final del
tramo, alcanzando sélo la mitad de la secciéon de entrada.

u=1m/s

T

Flujo normal nulo

T

L,=50

N

—3

Figura 3.29: Dimensiones del dominio y condiciones de contorno para el pro-
blema del canal con fondo liso.

La malla generada para la resolucién numérica del problema esta formada
por 3255 nodos y 2400 elementos hexaédricos (ver figura 3.30). En la boca del
canal se fij6 la velocidad en u = 1m/s y v = w = 0 como condicién de contorno
de tipo Dirichlet, mientras que en el otro extremo del canal en la seccién de
salida se dejo una condiciéon de flujo libre de tipo Neumann homogénea. En
la pared superior y laterales, se fij6 a cero la velocidad normal al contorno
mediante una condicién de tipo Dirichlet dejando libre las otras dos direcciones
(tipo Neumann homogénea), finalmente en ambos tramos del fondo del canal se
impuso la condicién a validar de flujo normal nulo para fondo no-horizontal sin
tener en cuenta la friccién tangente.

.

hy

Figura 3.30: Malla de 3255 nodos y 2400 elementos hexaédricos para el problema
del canal con fondo liso.
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Se llevo a cabo la simulacion con un coeficiente de viscosidad vy = vy =
1,0x 1072m? /s y una tolerancia para el estado estacionario de 107°. Se emple6
un tiempo de calculo (CPU) de 594,48 s para efectuar 77 pasos de tiempo con
un incremento At = 0,1s. Se utiliz6 el método directo LU para resolver las
matrices del sistema lineal de ecuaciones velocidad-presion y de la proyeccion
del gradiente de la presion.

En la figura 3.31 se pueden apreciar detalles de las velocidades del flujo
calculadas sobre el fondo en perfecta coincidencia con el mismo, demostrando la
validez de la condicién de contorno de flujo nulo sobre contornos no-horizontales.

e

v

e

B

Figura 3.31: Detalles de las velocidades paralelas al fondo para el problema del
canal con fondo liso.

Como una manera més de comprobar el buen funcionamiento de la con-
dicion de contorno impermeable, ademas de verificar el paralelismo entre las
velocidades del flujo y el fondo, se comprob6 la conservaciéon del volumen com-
parando los valores de los caudales de entrada (Q; = 1m?®/s) y de salida
del canal (Q2 = 1,00002m3/s), obteniéndose un error relativo de tan sélo
€ret = 0,00249%. En la figura 3.32 se puede observar el perfil de velocidades
obtenido de la simulacién numérica.

0

G——e—0 Perfil de velocidades

Profundidad Z (m)

16 17 1.8 19 2 21
Velocidad X (m/s)

Figura 3.32: Perfil de velocidades en la secciéon de salida para el problema del
canal con fondo liso.
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3.7 Canal con fondo rugoso

En este problema a diferencia del problema anterior se considera la fric-
cién con el fondo debida a la rugosidad del mismo. Como se puede ver en la
ecuacion (1.43) se supone una relacion lineal entre la friccion de fondo y la ve-
locidad préoxima al mismo. Para parametrizar la rugosidad del fondo en esta
expresion se utiliza el coeficiente de Chézy Cj. El dominio de estudio en este
caso tiene una longitud de L = 10m, un ancho de A = 1m y la altura del canal
es constante H = 1m. En la figura 3.33 se pueden apreciar las condiciones de
contornos utilizadas para este caso, en la boca del canal se fijo la velocidad en
u=1m/sy v=w=0 como condicion de contorno de tipo Dirichlet, mientras
que en el otro extremo del canal en la secciéon de salida se dejo una condiciéon de
flujo libre de tipo Neumann homogénea. En las cuatro paredes se fijo a cero la
velocidad normal al contorno mediante una condicién de tipo Dirichlet dejando
libre las otras dos direcciones (tipo Neumann homogénea), excepto en el fondo
que se impuso la condicion de friccion con fondo (77, 7)) := Cy(u,v) sobre las
componentes horizontales de la velocidad.

A=10 = v=0 /:

= = w=0 .

= = uvlms 1 !

H-10 | = = w=0 R i
% 5 Friccion con fondo  v=0 Friccién con fondo :
X L=10,0 |
|

Figura 3.33: Dimensiones del dominio y condiciones de contorno para el pro-
blema del canal con fondo rugoso.

En la figura 3.34 se puede apreciar la malla computacional de 3255 nodos
dispuestos en 20 x 4 x 30 elementos que hacen un total de 2400 elementos
hexaédricos trilineales.

't. ¥
Figura 3.34: Malla de 3255 nodos y 2400 elementos hexaédricos para el problema

del canal con fondo rugoso.
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Los pardmetros utilizados en la resoluciéon numérica de este problema
son el coeficiente de Chézy, que para este caso se le asigna el valor C, =
0,001 kgm =251, y los coeficientes de viscosidad vy = vy = 1,0 x 1072 m?/s.
El tiempo de simulacion para este caso fue de 232,89 s alcanzandose la tole-
rancia al estado estacionario de 10~° en 27 pasos de tiempo con un incremento
At = 1s. Se utilizo el método directo LU para resolver las matrices del sis-
tema lineal de ecuaciones velocidad-presion y de la proyeccion del gradiente de
la presion.

En la figura 3.35 se puede apreciar la distribucion parabolica del perfil de
velocidades alcanzado para el estado estacionario en la salida del canal. También

0 o)
G——o—=>0 Perfil de velocidades
_02 _
€ -04 —
N
©
©
S _
2
c
2
[
o -06 —
-0.8 —
-1
‘ \ \ \

0 04 0.8 1.2 1.6
Velocidad X (m/s)

Figura 3.35: Distribucion parabdlica del perfil de velocidades alcanzado para el
estado estacionario en la salida del canal con fondo rugoso.

en este caso se comprobd el cumplimiento de la conservacion del volumen para
verificar el buen funcionamiento de la friccion con fondo. Se compararon los
valores de los caudales de entrada (Q; = 1m?/s) y de salida del canal (Qy =
0,99995 m?3/s), obteniéndose un error relativo muy bajo de €.¢; = 0,00525%.
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3.8 Espiral de Ekman

Para estudiar el efecto de la tensiéon friccional en la superficie del océano
debido al viento soplando sobre ella, Ekman asumi6 la siguientes suposiciones
(ver Pond y Pickard, 1983, pag. 75-78):

1. Sin contornos.

2. Profundidad infinita.

3. Coeficiente de viscosidad turbulenta vertical (1) constante.

4. Un viento de velocidad constante soplando durante un tiempo prolongado.

5. Densidad constante (fluido homogéneo) y el nivel de la superficie libre
horizontal, tal que los gradientes de la presion horizontal sean nulos d,p =
Oyp = 0, puesto que la densidad s6lo depende de la presion, p. ej. condicion
barotrépica y por lo tanto no hay flujo geostrofico.

6. Parametro de Coriolis (f) constante, p. ej. aproximacion del plano-f.

Las ecuaciones del movimiento se convierten entonces en las ecuaciones
de Ekman:

82
Fop + ”VaTuf -0 (3.92)
82
— fug +wy —a,:f =0 (3.9b)

Asumiendo que el viento sopla en la direccién y, las soluciones a las
ecuaciones de Ekman son:

ug = £V, cos (% + DLEZ> exp <DLEZ> (3.10a)
vep = Vpsin <£ + DLEZ) exp (DLEZ) (3.10b)
siendo:
o V= V2TTum |, corriente superficial total de Ekman.

~ Dgplfl

e 7,, lamagnitud de la tension del viento sobre la superficie (proporcional al
cuadrado de la velocidad del viento y actuando en la direccion del viento,
ver ecuacion (1.44)).

¢ |f| la magnitud del parametro de Coriolis f.

1 . . P
e Dp =7 (2vy/|f])? la profundidad de Ekman o influencia friccional.
Estas soluciones se pueden interpretar como:

a En la superficie del mar, cuando z = 0, la solucion se hace u = £V} cos(45 °),
v = Vpsin(45°). Esto significa que la corriente en superficie fluye a 45° a
la derecha de la direccion del viento en el hemisferio norte (figura 3.36) y
a la izquierda en el hemisferio sur.
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b Bajo la superficie, donde z es diferente de cero, la velocidad de la corriente
total V exp (mz/DE) se hace més pequena cuando la profundidad se incre-
menta; ademés, a medida que z se va haciendo mas negativa, la direccién
va cambiando en sentido horario en el hemisferio norte y antihorario en el
hemisferio sur.

¢ La direcciéon de la corriente para la profundidad z = —Dpg se hace opuesta
a la direccion de la corriente en la superficie y su velocidad ha caido a
exp(—m) = 0,04 de la misma. La profundidad Dy es tomada generalmente
como la profundidad efectiva de la corriente inducida por el viento, la capa
de Ekman. Visto en planta, los extremos de los vectores de corrientes
forman una espiral decreciente llamada la “espiral de corriente de Ekman’.

Profundidad 'f' ‘
de Ekman -

Figura 3.36: Espiral de Ekman.

En la resolucion numérica del problema de la espiral de Ekman se utilizo
un dominio computacional ciibico de dimensiones 100 x 100 x 100 m, para el cual
se generé una malla estructurada de 4 x 4 x 4 con 225 nodos y 128 elementos
hexaédricos de 8 nodos (tipo Q1). El coeficiente de estabilizacion empleado fue
ag = 12 y el naumero de puntos de Gauss por elemento se tomo6 igual a 8. Las
condiciones de contorno impuestas fueron: asumiendo que el viento sopla sobre
la superficie libre a lo largo de la direccion y, una tension de viento horizontal
Ts = pa/poCs |Wio| Wip. Ademaés se restringio la velocidad vertical (condicion
Dirichlet homogénea w = 0 o de “rigid lid”). Para los contornos laterales y el
fondo se empled una condicion de flujo libre (Condicion Neumann).

Los parametros fisicos utilizados para este caso fueron, latitud ¢ = 45°,
aceleracion de la gravedad g = 9,81 m/s?, los coeficientes de viscosidad turbu-
lenta horizontal y vertical fueron vy = 10> m?/s y vy, = 1072 m? /s, respectiva-
mente.

El uso de un esquema implicito en el sistema velocidad-presién, le con-
fiere al modelo estabilidad numeérica incondicional, permitiendo el empleo de
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pasos de tiempo arbitrariamente grandes. Para alcanzar el estado estacionario
se utiliz6 800 intervalos con pasos de tiempo At = 0,001 s. Se resolvio este
problema partiendo del fluido en reposo, hasta llegar al estado estacionario con
una tolerancia de 102, La tolerancia para la formulacién se tomo igual a 1074,
El método de resolucion del sistema de ecuaciones lineales velocidad-presion
y proyeccién del gradiente de la presion utilizado fue el método directo LU y
el método de los Gradientes Conjugados (GC). La tolerancia utilizada para el
método iterativo fue de 107°.

En las figuras 3.37 se muestran los resultados obtenidos de la simulacion
numérica para fondo infinito, observandose un ajuste aceptable con la solucién
analitica del mismo problema.

La solucion analitica de la espiral de Ekman para fondo finito en funcion
de la profundidad H se puede escribir de acuerdo a Egorov (1983) de la siguiente
manera:

up = Asinh(a (H — 2)) cos(a (H — z)) (3.11a)
— Beosh(a (H — 2)) sin(a (H — z)) (3.11b)

= Acosh(a (H — z)) sin(a (H — z)) (3.11c)

(a (H - 2) )

+ Bsinh(a (H — z)) cos
donde los parametros A y B son:

7y D cosh(aH) cos(aH) + sinh(aH) sin(aH)

A= 3.11
i cosh(2aH) + cos(2aH) (3-11¢)
B 7o D cosh(aH) cos(aH) — sinh(aH) sin(aH) (3.11f)
u cosh(2aH) + cos(2aH)
siendo
o D= %
e a—,4 /—"JS:L(@
o =1
P
e ¢ latitud

w Velocidad de rotaciéon terrestre

1 Viscosidad dindamica

T, Tensiéon debida al viento

po Densidad de referencia del agua de mar
e U= p% Viscosidad cinematica.

En la figura 3.38 se muestran los resultados obtenidos de la simulacién
numérica para un dominio con fondo finito de H = 100m, H = D/2m y
H = D/3m, observandose también para estos casos un ajuste excelente con la
solucion analitica del problema.
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(b) Distribucion tridimensional de las velocidades obtenidas de la simu-
lacion numeérica (—).

Figura 3.37: Océano de profundidad infinita.
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0.16
Espiral de Ekman (Finito)
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de la espiral de Ekman para H =100 m (), H =D/2 (A)y H=D/3
() y las obtenidas de la simulacion numérica (—).
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(b) Distribucion tridimensional de las velocidades obtenidas de la simu-
lacion numérica para H =100 m (—), H=D/2 (—)y H = D/3 (—).

Figura 3.38: Océano de profundidad finita.
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3.9 Delta del rio Ebro

Este problema de aplicacion consiste en simular la circulacion inducida
por el viento sobre la plataforma continental en la zona que rodea al delta
del rio Ebro. El delta del rio Ebro esta localizado en la zona de transicién
entre una plataforma continental estrecha al norte (10%km de ancho) y una
plataforma més amplia al sur (50 — 60 km de ancho). Dichas caracteristicas
topograficas constituyen un caso ideal de validacién para el modelo HELIKE,
teniendo en cuenta la gran complejidad geometria del problema (linea de costa
y batimetria). El dominio considerado en este estudio se encuentra ubicado en
el Noreste del litoral espafiol y se extiende de Norte a Sur desde el Cabo Salou
a las Islas Columbretas. Los limites del area de estudio lo constituyen: al Norte
un transecto perpendicular a la linea de costa a la altura del Cabo Salou, al Sur
un transecto que pasa por las Islas Columbretas, al Este la isobata de 600m
y al Oeste la linea de orilla (ver en la figura 3.39 el mapa de ubicacion y la
batimetria del area de estudio).

4T

40% ||~

Columbretes
Islands @

Figura 3.39: Ubicacion geografica y batimetria del delta del rio Ebro.
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La malla no-estructurada tridimensional utilizada para este problema
cuenta con 79763 elementos tetraédricos y 20978 nodos que se adaptan perfec-
tamente a la complicada geometria del contorno del dominio (ver figura 3.40).
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Figura 3.40: Malla tridimensional no-estructurada de 20978 nodos y 79763 ele-
mentos tetraédricos.

Siendo el objetivo del estudio numérico la circulacién inducida por viento,
en este caso no se consider6 la descarga del rio Ebro y como consecuencia de
ello no se tuvo en cuenta los gradientes de densidad, por lo cual se utiliz6 una
distribucién de densidades homogénea con un valor de p = 1025,34 kg/m3. Se
impuso una tensiéon de viento sobre el contorno superior para un evento de
viento caracteristico proveniente del Norte, muy frecuente en el drea de estudio,
cuyo valor promediado de la velocidad es de 8 m/s en una direccion de 341.72°
respecto al norte y en sentido horario (ver Maidana et al. (2002)). Los paré-
metros fisicos utilizados para simular la tension de viento sobre la superficie
libre fueron la densidad del aire p, = 1,3kg/m? y el coeficiente de arrastre
Cs = 0,0014 (adimensional) (ver ecuacion (1.44)). En los contornos de mar
abierto del Norte y del Sur se dejo libre con una condicién natural para el flujo
de tipo Neumann homogénea y una condicién sin deslizamiento, de pared sélida
de tipo Dirichlet homogénea sobre los contornos de linea de costa. Como una
manera de reproducir numéricamente la presencia de una corriente de talud so-
bre el limite exterior de la plataforma continental, se impuso a lo largo de la
misma una velocidad de 0,1 m/s tangente a la isobata de 600 m variando lineal-
mente con la profundidad, como una condiciéon de contorno de tipo Dirichlet.
Ademas, se fijo a cero la velocidad normal al contorno del fondo a los efectos de
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3.9. Delta del rio Ebro

especificar la condicién de flujo nulo a través del fondo impermeable. En cam-
bio se utilizo la relacion lineal entre la tension de fondo y la velocidad proxima
al mismo (ver ecuacion (1.43)), para simular la friccion con fondo empleando
un coeficiente de Chézy homogéneo C, = 1,0 x 1077 kg/m?s. Los coeficientes
de viscosidad turbulenta horizontal y vertical utilizados para este caso fueron
vy = 6,0 x 102m?/s y vy = 1,0 x 1073m?/s. Las constantes fisicas utiliza-
das para el calculo de los pardmetros de Coriolis fueron las siguientes, latitud
41° N y velocidad de rotacién angular terrestre wp = 7,292 x 107° 57! de tal
manera que los parametros de Coriolis resultantes fueron f = 9,568 x 1075571
yb=1,1x10"%s"1

Partiendo del fluido en reposo, se efectuaron 5 pasos de tiempo empleando
el método directo (LU) para resolver la matriz del sistema velocidad-presion.
Una vez obtenida una estimacion inicial lo suficientemente proxima a la solucion
como para asegurar la convergencia de los métodos iterativos se emplearon los
métodos FGMRES y Gradientes Conjugados (CG) con precondicionamiento
(Left ILU) para resolver los sistemas velocidad-presion y gradiente de la presion,
respectivamente. Se utilizé para toda la simulaciéon un paso de tiempo de 3600 s
y se necesitaron 591 pasos de tiempo para alcanzar la solucién estacionaria
con una tolerancia de 10~* en la norma L de la diferencia relativa entre las
soluciones nodales de pasos de tiempo consecutivos.

En la figura 3.41 se muestra el campo de velocidades estacionario obtenido
de la simulaciéon numérica para la superficie del mar. Como se puede apreciar
en la figura, las corrientes marinas superficiales son arrastradas por el viento
en aguas poco profundas sobre la plataforma continental generalmente hacia la
costa en direccion SO, mientras que sobre el talud la corriente se alinean con
las isobatas en direccion S-SO.

La figura 3.42 muestra las iso-superficies del médulo de la velocidad esta-
cionaria, en la cual se puede observar que los maximos valores del médulo de la
velocidad se encuentran localizados en las proximidades de la linea de costa del
delta del rio Ebro en aguas someras, donde los efectos de la circulacion inducida
por el viento se hacen mas evidentes. Sin embargo, el modulo de la velocidad
decrece hacia el otro extremo de la plataforma en aguas abiertas, en la medida
en que la profundidad aumenta, para finalmente pasar a formar parte de la co-
rriente de talud a lo largo del limite exterior de la plataforma continental. El
rango de velocidades de la corriente superficial en las proximidades del delta del
rio Ebro se mantienen dentro del limite generalmente establecido del 3% de la
velocidad del viento (ver Stumpf et al. (1993)), para este caso es de 0,24 m/s.

En la figura 3.43 se pueden apreciar un esquema tridimensional de la
batimetria del area de estudio y una serie de cortes a distintas profundidades
donde se observa la variaciéon en direccién y velocidad de las corrientes debidas
al viento en funcién de la profundidad y de la batimetria. En la superficie y
sobre la plataforma se ve claramente la influencia del viento, mientras que a
mayor profundidad y sobre el talud la direccién de las velocidades se alinean
claramente con las isobatas.

En la figura 3.44 se puede observar el comportamiento de las trayectorias
trazadas por varias particulas en su paso por el area de estudio. Como se
puede apreciar claramente, aquellas particulas que inician su recorrido sobre el
talud de la plataforma continental se mueven casi paralelas al contorno exterior
coincidente con la isobata de 600m y en el sentido de la corriente de talud.
Sin embargo aquellas que inician su recorrido sobre la plataforma muestran un
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Figura 3.41: Delta del rio Ebro: campo de velocidades superficiales inducidos
por viento proveniente del Norte.

comportamiento un tanto diferente, influenciadas directamente por el efecto del
viento, son arrastradas contra la linea de costa. En las figuras 3.40, 3.42 y 3.44
se exagerd 50 veces la escala vertical a los efectos de una mejor visualizacion.
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Capitulo 3. Validacion y aplicaciéon

(a) Esquema 3D de la plataforma y talud.
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(b) Campo de velocidades para z = 0, 150, 300, 450 y 600 m.

Figura 3.43: Configuracion tridimensional del area de estudio
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Capitulo 4

Validaciéon y aplicacion de la
version completa del modelo
HELIKE con superficie libre

“Lo mas incomprensible del Universo es que
sea comprensible”
Albert Einstein, 1879-1955

Fisico y matemaético aleméan.

Las ondas de superficie han sido una fuente de interés desde los primeros
tiempos, actualmente la mayor presencia del hombre en las &reas costeras ha
generado la necesidad de modelos para evaluar los efectos de las mismas en
el rango de periodos desde las ondas capilares de viento a las mareas. Sin
embargo, la aproximacion de tapa rigida (“rigid-lid”) utilizada hasta aqui, no
permite la propagacion real de ondas de superficie y de esta manera los flujos con
superficie libre como p. ej. las corrientes de mareas no podrian ser simulados. La
implementacion de una condicion de contorno en la superficie no sélo implicaria
una descripcion mas precisa del flujo sino también no introducir errores en el
campo de velocidades vertical como lo hace la aproximacion de “rigid lid”. Este
capitulo estd dedicado a la validacion del modelo HELIKE en problemas de flujos
con superficie libre.
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Capitulo 4. Superficie libre

4.1 Sobre-elevaciéon de la superficie libre debida
al viento

Cuando nos referimos a la sobre-elevacion del nivel del mar en la costa,
generalmente nos referimos a la sobre-elevacion generada por una severa tor-
menta de viento, fenémeno denominado en inglés con el término “wind set-up”.
Fisicamente, la atmosfera actia sobre el mar de dos maneras diferentes, por un
lado, las diferencias de la presion atmosférica inducen fuerzas que actuan ver-
ticalmente sobre la superficie del mar y se transmiten inmediatamente a toda
la columna de agua. Por el otro lado las fuerzas debidas a la tension de viento
paralelas a la superficie del mar controlan la transferencia del movimiento hacia
las profundidades. Sin embargo, con frecuencia no se pueden diferenciar los
efectos del viento y de la presion atmosférica en una tormenta. En la configu-
racion més simple, para una velocidad del viento U soplando en la direccién
“2” a lo largo de un canal de profundidad constante H, el efecto estacionario
de la tension de viento sobre la pendiente de la superficie libre dn/dx se puede
escribir como (ver Pugh, 1987, pdg. 198-199):

@ - Csan120

e (4.1)

de manera que para un canal de longitud L la sobre-elevacion de la superficie

libre S;, sera:

Cspa U120L cos (6)
gpoH

S, = (4.2)

donde:

Sy: Sobre-elevacion de la superficie libre (m).

Cs: Coeficiente de arrastre (adimensional).

pa: Densidad del aire (kg/m?).

po: Densidad de referencia del agua de mar (kg/m?).

g: Aceleracion de la gravedad (m/s?).

H: Profundidad (m).

Uio: Velocidad del viento (a 10m s.n.m.).
e L: Distancia sobre la que sopla el viento (m).

B: Angulo del viento respecto de la costa (L = 3 = 0).

Esta expresion destaca el hecho de que el efecto del viento incrementa
la sobre-elevacion del nivel del mar de forma inversamente proporcional a la
profundidad del mar y por consiguiente podria ser mas relevante cuando el
viento sopla sobre extensas regiones costeras de aguas poco profundas.

Se resuelve este problema numéricamente sobre un canal de longitud
L = 1m, un ancho A = 0,2m y una profundidad H = 0,2m (ver figura 4.1).
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4.1. Sobre-elevacion de la superficie libre debida al viento

L=1,0m

NASHT0 teii/s

Contorno
abierto

Figura 4.1: Dimensiones del dominio computacional y condiciones de contorno.

Se utilizo para ello una malla no-uniforme de 4 x (40 x 4 x 20) elementos pris-
maticos triangulares por cada direccion “x,y, 2” (ver figura 4.2). Esta malla se
generd a partir de una malla de superficie compuesta de 40 subdivisiones iguales
en la direccion “2” (direccion en la cual sopla el viento) y 4 subdivisiones en la

W, "

direcciéon “y”, y a continuacién cada uno de los 160 rectangulos resultantes se
descomponen por sus diagonales en 4 tridngulos. En la direccién vertical “z” se
consideran 20 capas no-uniformes de elementos que se estrechan en la proximi-
dad de la superficie y el fondo. Quedando finalmente la malla conformada por

7665 nodos y 12800 elementos prismaticos triangulares.

\

Figura 4.2: Malla tridimensional no-uniforme de 7665 nodos y 12800 elementos
prismaéticos triangulares.

En este problema se utilizaron valores de los parametros fisicos de ma-
nera tal que la ecuacion (4.2) se halle directamente en funciéon de la relacion
geométrica L/H, obteniéndose asi una sobre-elevacion de la superficie libre de
Sy = 5m. Por lo tanto, los valores de los pardmetros fisicos tomados para la re-
solucion numérica de este problema fueron Cs = 1, p, = 1 kg/m3, po = 1 kg/m3,
g = 1m/s? y la direccion del viento normal a la linea de costa 3 = 0 con una ve-
locidad Uyp = 1'm/s. Asi también, se utilizaron valores uniformes del coeficiente
de viscosidad turbulenta horizontal y vertical vg = vy = 1 m?/s, mientras que
se despreciaron para este problema la fuerza de Coriolis y la friccién con fondo.

A partir de un estado inicial con el fluido en reposo y su correspondiente
altura de superficie libre horizontal, se alcanzé la solucion estacionaria en 313
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pasos de tiempo y un incremento de At = 10s con una tolerancia al estado
estacionario de 10~* para el méaximo valor de la norma Euclidea de los vectores
nodales de la velocidad, presion y gradiente de la presion.

La figura 4.3 muestra el perfil de la altura de superficie libre para el estado
estacionario a lo largo de la linea central del canal y = 0,5m. En la figura se
puede apreciar un comportamiento casi lineal, en concordancia con la predicciéon
teorica. A partir del anélisis de regresion lineal para los 41 valores nodales de
la altura de superficie libre, se obtuvieron los parametros A = 5,057513171 y
B = 5.124235122 de la recta de regresion z = —Ax + B con un coeficiente
de correlaciéon de 0,993301 y una desviaciéon media cuadratica de 0,0195969.
Finalmente, se extrapol6 sobre la recta la altura de superficie libre para = =
—0,5 obteniéndose una sobre-elevaciéon de z, = 5,057513168 m, con un error
relativo de €, = 1,15 % con respecto al valor tedrico dado por la ecuacion (4.2).

5 — — Regresion lineal
N A a 4 Superficie libre

Altura de superficie libre (z)
w
\

(]
\ \ \ \ \ \ \ \ \
05 04 03 02 -01 0 0.1 02 03 0.4 0.5
Distancia (x)

Figura 4.3: Valores nodales de la altura de superficie libre a lo largo de “x” para

y =0,5;2 =0 en el problema de sobre-elevacién de la superficie libre debida a
viento y la recta de regresion lineal

En la figura 4.4, se muestra la distribuciéon de velocidades para el estado
estacionario sobre la seccién para y = 0,5m, donde se puede apreciar que
la velocidad maxima alcanzada es de 0,07m/s. Para evitar la aparicion de
oscilaciones en el campo de velocidades (ver Kocyigit et al. (2002)), en este
problema es necesaria la utilizacion de una formulacion no-hidrostatica como el
desarrollado en esta tesis. En esta figura se puede ver claramente la ausencia de
oscilaciones y un suave cambio de la direccion de la velocidad en las proximidades
de los contornos verticales.
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4.2 Agitacién en un tanque confinado

Las bruscas oscilaciones del nivel del mar es uno de los riesgos naturales
méas comunes que puede afectar a puertos, lagos, bahias y estuarios. Cuando las
ondas superficiales son atrapadas en entornos cerrados, como p. ej. un puerto, el
nivel del agua asciende y desciende alternativamente en los extremos del puerto
con un flujo horizontal minimo (puntos denominados anti-nodos), mientras que
en el centro del puerto (nodos) el nivel del agua permanece constante y el mo-
vimiento horizontal del agua es mayor. De esta manera, grandes oscilaciones
en un puerto pueden estrellar barcos contra las muelles del puerto o lanzarlos
fuera del agua. Existe también el peligro cuando el nivel del mar desciende de-
masiado en los extremos de que los barcos sean embarrancados sufriendo danos
en su casco.

Entre los diferentes escenarios posibles de oscilacion del nivel del mar
en puertos, el problema definido en inglés como “sloshing” (Lin y Li, 2002)
es probablemente el mas dificil de resolver dado que son excitados una infinita
cantidad de modos. Para simular este problema se emple6 un tanque de longitud
L = 1m en la direccién “2” y un ancho de A = 0,2m en la direccion “y”
(ver figura 4.5). La profundidad de la columna de agua en reposo se fijo en
H = 0,2m, asi como también el desnivel inicial de la altura de superficie libre
entre sus extremos de AS = 0,001 en la direccién vertical “z”.

Inicialmente el fluido se encuentra en reposo, pero una vez que el fluido
comienza a moverse bajo los efectos de la gravedad aparecen un infinito niimero
de modos de ondas estacionarias en el tanque.

L=10m

Figura 4.5: Dimensiones del dominio computacional y condiciones de contorno.

La teoria lineal de ondas permite expresar la altura de la superficie libre
para este problema como:

n(x,t) = Z Ay sin (k) cos (wmt) (4.3)

m=1

donde:

o Lk, = w: Numero de onda del modo m-ésimo.

® w;, = V gk tanh (k,, H): Frecuencia del modo m-ésimo.

o A, = %: Amplitud de onda del modo m-ésimo.
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4.2. Agitacion en un tanque confinado

Para resolver numéricamente este problema se empleé una malla uniforme
de 100 x 8 x 10 elementos prismaticos triangulares en cada direccion “z,y, 2”
(figura 4.6), obteniéndose de esta manera una malla de 5555 nodos y 8000 ele-
mentos. Normales a los contornos laterales y al fondo se impuso una condicién
de flujo nulo, siendo que para este problema se despreciaron la fuerza de Co-
riolis, tension de viento, friccion con fondo y difusion (vyg = vy = 0) el tnico
parametros fisicos utilizado fue la aceleracién de la gravedad g = 9,81 m/s>.
Ademés, a los efectos de conseguir una evolucién precisa de la altura de su-
perficie libre para los dos periodos de tiempo 1" en que se efectud la simulacion
(donde T' = 27 /w; = 1,5160 s es el modo fundamental o periodo de la onda para
m = 1), se utilizé6 un incremento del paso de tiempo de tan sélo At = 10~%s.

.
W,

Figura 4.6: Malla tridimensional de 5555 nodos y 8000 elementos prisméticos
triangulares.

En la figura 4.7 se muestra una comparacion entre el perfil de la superficie
libre paray = 0,5y z = 0 obtenida numéricamente de la simulacién y la soluciéon
resultante de la teoria lineal de ondas (ecuacion (4.3)) para los primeros 40
modos. En esta figura, similar al encontrado en el trabajo de Lin y Li (2002) en
que se muestra en ordenadas la relacion entre la altura de superficie libre y la
profundidad del agua en reposo z/H y en abscisas la relacion entre la distancia
al centro de la malla y la profundidad z/H. En dicha figura se puede apreciar
el muy buen ajuste conseguido por el modelo HELIKE para cada relacion ¢/T,
demostrando de esta manera la capacidad del modelo propuesto de reproducir
de forma precisa la compleja evolucion de las ondas de gravedad superficiales.

En la figura 4.8 se pueden observar una secuencia temporal de la evolu-
cion de la superficie libre tridimensional para ¢t = 15, 30, 60, 90, 120, 140 s, donde
se exagerd la escala vertical 200 veces a los efectos de conseguir una mejor vi-
sualizacion. En esta figura se pueden apreciar perturbaciones sobre la superficie
libre, numéricamente muy bien reproducidas, debidas a los efectos de los modos
de altas frecuencias.
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Capitulo 5

Epilogo

“Dios no juega a los dados”
Albert Einstein, 1879-1955.
Fisico y matematico alemén.

5.1 Conclusiones

Motivado por la complejidad geométrica de la linea de costa y la topo-
grafia del fondo del mar, el objetivo de esta tesis fue el desarrollo y validacion
de un modelo de circulacion costera en elementos finitos que debia ser capaz
de simular una regién limitada del océano. Para ello, se llevo a cabo un de-
tallado andlisis de los modelos disponibles en la literatura y se desarrollaron
las ecuaciones matriciales de un modelo no-hidrostatico con superficie libre y
término baroclinico. Este desarrollo finalmente condujo al resultado principal
de esta tesis, una version del modelo HELIKE (Hydrodynamical ocEan modeL
based on Incompressible navier-stoKes Equations) desarrollada por el autor, las
comprobaciones de su habilidad para simular procesos geofisicos relevantes y
aplicaciones.

El uso combinado de una discretizacion espacial por el método de los ele-
mentos finitos y el uso de mallas no-estructuradas proveen al modelo una gran
flexibilidad para adaptarse a la complicada geometria de la linea de costa y la
batimetria del mar. Le concede también la posibilidad de realizar refinamientos
de la malla sobre areas de mayor interés y de aplicar las condiciones de contorno
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apropiadas para cada caso. El modelo posee otras ventajas inherentes exclusi-
vamente al uso del método de los elementos finitos que se asienta en un marco
mateméaticamente riguroso basado en una formulacion en residuos ponderados.
Estas ventajas podrian ser p. ej. tener una precisa definicion de nociones tales
como el error, rango de convergencia y condiciones de estabilidad, conservar
la masa localmente y globalmente, o que las condiciones de contorno de tipo
Neumann son facilmente aplicadas debido a que estas entran directamente en
la formulacion débil del problema, sin ninguna otra imposicién o aproximacion.

La técnica de estabilizacion de la presion (PGP) empleada para estabili-
zar la solucién en elementos finitos permite que formulaciones mixtas como las
ecuaciones de Navier-Stokes utilicen igual interpolacién para ambas variables
velocidad-presion.

El método de integracién temporal implicito empleado para resolver las
ecuaciones de Navier-stokes no-hidrostaticas mediante un esquema monolitico,
en concreto mediante el método implicito de Euler hacia atras, permite alcanzar
pasos de tiempo relativamente grandes al eliminar la restriccion de estabilidad
conocida como el criterio de CFL. Mejorando asi la precision y eficiencia del mo-
delo al evitar una gran cantidad de iteraciones en el proceso de avance temporal
asociado con un gasto computacional excesivo.

A diferencia de los modelos tri-dimensionales hidrostéaticos, los modelos
tridimensionales no-hidrostaticos como el desarrollado en esta tesis cuenta con
las tres componentes de la ecuacién de movimiento y estd bien planteada para
dominios con contorno abierto. Esto es muy importante en el modelado de
mesoescala donde el modelado de la pequena, pero relevante, velocidad ver-
tical es importante y los contornos abiertos son inevitables. La formulacién
no-hidrostatica tiene fundamentalmente importancia cuando la escala horizon-
tal del movimiento se hace comparable con su escala vertical y no se pueda
despreciar la velocidad vertical como p. ej. se da el caso en la circulacién sobre
fondos abruptos, conveccién en el océano abierto, etc.

Se ha demostrado que resolver directamente la ecuacion de superficie libre
como una funcién univaluada de la posicion horizontal es una alternativa valida
que sigue perfectamente los movimientos de la superficie libre con un coste
computacional relativamente pequeno cuando ésta no se aleja demasiado de la
horizontal como es el caso de la sobre-elevacion debido al viento o las mareas.

Se ha validado el modelo para un conjunto de términos y condiciones
de contorno imprescindibles para la simulacién tridimensional de la circulacion
de zonas costeras como son los términos en los que intervienen la fuerza de
Coriolis, los gradientes de densidad y la turbulencia a través de pardmetros
como vy y vy o modelos de turbulencia como Smagorinsky, Munk-Anderson o
Pacanowski-Philander; condiciones de contorno de pared solida (Dirichlet ho-
mogénea), flujos de entrada (Dirichlet) y salida (Neumann), friccion con fondo,
fondo no-horizontal, tensién de viento y superficie libre.

Finalmente, los resultados numéricos presentados en esta tesis demues-
tran la aplicabilidad, precision, robustez y eficiencia del modelo para problemas
tanto de ingenieria de costas como de oceanografia fisica. Previsiblemente, los
modelos tri-dimensionales costeros no-hidrostaticos en elementos finitos y ma-
llas no-estructuradas como el presentado aqui, jugaran un importante papel en
el futuro del modelado de la circulacién costera y oceanica.
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5.2

Futuras lineas de trabajo

Una vez llegado a esta fase del desarrollo de una versién del modelo de

circulacién costera HELIKE y con el objetivo de generalizar y ampliar la base
fisica del mismo, se abren para el futuro del modelo varias lineas interesantes
de trabajo como podrian ser las siguientes:

93

Superficie libre implicita: la implementacion del término de superficie libre
en forma implicita darfa la posibilidad de utilizar incrementos del paso de
tiempo mas grandes.

Ecuacion de transporte: la implementacion de la ecuaciéon de transporte de
masa o conveccion-difusion seria un paso fundamental en el desarrollo de
un modelo de circulacién costera general que sea capaz de tratar problemas
como p. ej. la estratificacion en estuarios, plumas de rios o dispersion de
contaminantes, etc. El desarrollo de esta ecuacién permitird pasar de tener
un modelo diagnoéstico a tener un modelo prognostico para la densidad,
transportando la temperatura y salinidad y actualizando la ecuaciéon de
estado p = p (T, S).

Cierres turbulentos: la implementacion de modelos de turbulencias més
apropiados para condiciones de simulacion mas especificos como p. ej. zo-
nas de rompientes, fuertes gradientes de estratificacién, etc.

Modelos de transporte de sedimentos: el hecho de contar con un médulo de
transporte de sedimentos permitira abordar el problema de la evolucion
morfodinamica del fondo costero. Este aspecto es de gran importancia
en zonas de rotura del oleaje donde el transporte sedimentario es muy
importante.

Propagacién de oleaje: desde el punto de vista de la ingenieria de costas la
simulacién de la propagacién y rotura del oleaje es de suma importancia
para problemas como la circulacién inducida por la rotura del oleaje, agi-
tacion, difraccion y refleccion del oleaje en puertos, estabilidad y diseno
de estructuras costeras y portuarias, etc.

Paralelizacion: La gran cantidad de recursos computacionales que deman-
dan la resolucién numérica de problemas de dindmica de fluidos geofisicos
con una alta resolucién espacial hacen indispensable disponer de codigos
de anélisis en paralelo. Actualmente el uso de ordenadores en paralelo
con una arquitecturas de memoria compartida o distribuida estan muy
extendidos y son cada dia mas asequibles (clusters, super-ordenadores,
ete.).

Otros temas pueden ser asimilacion de datos y oceanografia operacional.

Aplicaciones varias en ingenieria medioambiental, de costas y oceanografia
fisica.
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Apéndices






Tensiones de Reynolds

A fin de obtener un sistema de ecuaciones promediadas en el tiempo
més apropiadas para tratar la velocidad media del flujo y no la turbulencia, se
descompone el campo de velocidades u del fluido en dos partes. La primera
de ellas (u) representa la velocidad media de la circulacion, mientras que la
segunda parte u’representa la turbulencia.

u = (u) + ] (1)

donde los signos ( ) tienen el significado de un operador en términos de prome-
diado temporal, considerando por ejemplo el promediado de la velocidad u se

tiene:
<u>:%/0 udtzw, (2)

siendo T el periodo de tiempo sobre el que se efectia el promediado. De la misma
manera que el campo de velocidades, se descompone el campo de presiones p en
dos partes. La primera representa la presion media (p) del fluido, mientras que
la segunda representa las fluctuaciones de la presion p” debidas a los efectos de
la turbulencia:

p=(p) +p. (3)

Por otra parte, si se aplica el operador de promediado temporal a la
velocidad media del flujo (u):

() = 7 [ it = )7 = (w) (@)

y a las fluctuaciones de la velocidad u®

<u’>:T/O u'dt = (u') = 0. (5)

Como consecuencia de esto, aplicando el operador de promediado temporal sobre
la descomposicién de la velocidad (1) queda ((u) + u’).

Tomando por ejemplo, la primera componente de la ecuacién de movi-
miento:

Oyu + u0u + voyu + wou — fu 4+ bw = —0p + v(amu + Oyyu + ('Lzu). (6)



Se sustituyen en la ecuacion (6) las velocidades y la presion por su descomposi-
cion, ecuaciones (1) y (3) respectivamente:

(00 + () + )0, + ((0) + )0, + ((w) +w)d| ((u) + )~
f () +0) +b((w) +w) =
= 00 ((p) + ) + 0Dz () + 1) + By () + 1) + Dz (1) +0)).

Una vez desarrollados los términos de la ecuacién anterior:
Oy (u) + () Ox (u) + (v) Oy (u) + (w) 8z (u) — f (v) +b(w) =+
[&u’—i— WOy (u) + (u) 0p 0+ U 0y (v) + (v) OV’ + W' 0 (w) + (w) . — fu'+ bw’}
— 0y (p) + V(0ua (u) + Oyy (u) + 0.2 (u) — W Optd — V' Iy’ — W DU+
[—(%gp' + U(Opatl’ + Oy’ + ('Lzuﬂ, (7)
se realiza entonces el promediado temporal de la ecuacion (7). Como resul-
tado de esta operacion, se conservan Unicamente los términos que dependen
de las componentes de la velocidad media del flujo segtn la ecuacion (4) y los
tres términos de la aceleracién convectiva que incluyen las componentes de la
fluctuacion de la velocidad. Los restantes términos, que contienen una tnica
componente de la fluctuaciéon de la velocidad, se anulan de acuerdo a la ecua-

cion (5). Por lo tanto la primera componente de la ecuacion del movimiento
queda:

O (u) + (u) Oy (u) + (v) Oy (u) + (w) Oz (u) — f(v) +b(w) =
=05 (P) + V(O (u) + Byy (u) + 0z= (u)) (8)
— (W0 ) + (Vou' ) + (WD) .

Términos turbulentos

Estos ultimos tres términos nuevos representan el efecto de las fluctuaciones de
la velocidad sobre el flujo medio. Noétese que estos términos salen a partir de los
términos no-lineales de la ecuacion de movimiento. La naturaleza no-lineal de
estas ecuaciones y los efectos friccionales de la turbulencia sobre el flujo medio
estan relacionados. Los términos no lineales dan lugar a efectos turbulentos
(Tensiones de Reynolds) sobre el flujo medio y dan expresiones explicitas para
estos términos en funcion de las fluctuaciones de la velocidad.

Los términos turbulentos se reescriben mateméaticamente como (u’),
(uv'), ('), ete., para que puedan ser calculados. Se utiliza para ello la ecua-
cion de continuidad de volumen para fluidos incompresibles:

Oyt + Oyv + O,w = 0. (9)

Se reemplazan luego las velocidades por su descomposicién de acuerdo a la
ecuacion (1):

9 ((u) + ) + 9y ((v) + v) + 0. ((w) + w) = 0. (10)

Si se efectia el promediado temporal de la misma, se observa que la condi-
cion de incompresibilidad afecta tanto a la velocidad media del flujo como a la



turbulencia:

(0 (u) + 0y (V) + 0. (w)) + (0t + Oy’ + ,w) = 0. (11)

V-(u)=0 V-u=0

Por lo tanto la velocidad total, la velocidad media y la turbulencia, todas satis-
facen la continuidad de volumen.

Finalmente, se suma « (V- u") a los términos turbulentos, el cual es cero
y no cambia su valor, sélo su forma matemaética:

U Optd' + V' Oyt + W 0,0 + ' (O + Oy + D, ) = 0. (12)

V-u=0
Desarrollando el término agregado y reagrupandolos de la siguiente manera:
(W Ot + U 00 + (V Oyt + 0 Oy ) + (W O, + v O,w'), (13)

se puede escribir el promediado de la primera componente de la ecuaciéon del mo-
vimiento en la escala de la turbulencia, llamada también Ecuacién de Reynolds
de la siguiente manera:

O (u) + (u) Oy (w) + (v) Oy (u) + (w) 0: (u) — f (v) +b(w) =
—0z (p) + V(0 (u) + Dyy (u) + 0z (u)) (14)
— (8, () + 9y (') + 8. (W) .

Tensiones de Reynolds

La ecuacion (14) para (u), esté escrita enteramente en términos de la velocidad
media del flujo, con la importante excepciéon de los tres dltimos términos de
la derecha. Aunque de acuerdo con la ecuacion (5) tienen de promedio cero,
las fluctuaciones del flujo de movimiento las cuales son una funcion cuadratica
de las fluctuaciones de la velocidad, no desaparecen necesariamente cuando se
promedian. Estos términos nuevos representan el efecto de las fluctuaciones de
la velocidad o “turbulencia” sobre la velocidad media del flujo y es equivalente
a una tension que acttia sobre esta redistribuyéndola.






. Porque HELIKE?

HELIKE es el acrénimo de las siguientes palabras:

Hydrodynamical
ocEan
modeLL based on
I ncompressible
navier-stoKes

Equations

i Qué fué HELIKE?

Hubo una gran ciudad griega que llevaba ese nombre y que se hundié en
las aguas del golfo de Corinto de un dia para el otro. Fue en 373 antes de Cristo
(a.C.), pocas décadas antes de que Platéon (429-347 a.C.) narrase la historia
de la Atlantida en sus didlogos “Timeo y Critias”, cuando un terremoto y un
tsunami acabaron con HELIKE. Era la capital de la Liga Aquea, compuesta
entonces por doce ciudades griegas. Su santuario a Poseidon (Dios del mar y
de los maremotos) tnicamente era superado en popularidad por el de Delfos, y
tenia colonias en Asia Menor y el sur de Italia. En su dia, la catastrofe se achacé
—como en el caso de la Atlantida— a la ira de Poseidén por que los habitantes
de HELIKE no habian regalado la estatua de bronce del dios a los colonos de Asia
Menor o no les habian dejado usarla como molde para una propia. Al desastre
de HELIKE hicieron referencia, entre otros, Pausanias y Ptolomeo, y, aunque los
arqueoblogos la han buscado durante décadas (Soter y Katsonopoulou, 1999), no
se la encontré hasta hace poco. Lo hicieron Dora Katsonopoulou, de la Sociedad
HELIKE, y Steven Soter, del Museo Americano de Historia Natural, en el verano
de 2001 (Soter et al., 2001).

Después de anos de rastreo del subsuelo marino en el golfo de Corinto,
el proyecto HELIKE acabé dando frutos gracias a que Katsonopoulou reley6 los
textos clasicos y concluyo que el poros en el que los autores decian que se habia
hundido la ciudad no sélo podia ser el mar, sino también una laguna interior;
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Figura B.1: Ubicacion de las zonas de rastreo de HELIKE. Los diamantes (¢)
representan antiguos emplazamientos (Escala 1:50.000). Tomado del trabajo de
Soter y Katsonopoulou (1999).

aunque hoy no existe en la region nada parecido a una laguna. A un kilometro
tierra adentro y a tres metros bajo tierra cerca de la poblacién de Rizomylos, los
investigadores hallaron los restos de una ciudad del siglo IV a.C., debajo de una
fina capa de arcilla con conchas de moluscos acuéticos. Lo mas sorprendente es
que, a 150 metros de la HELIKE clasica, los arquedlogos descubrieron una mucho
més antigua —de entre 2600 y 2300 a.C.— que ya era una ciudad importante
y mantenia contactos con la Troya de la época. Esta HELIKE de la Edad del
Bronce, desconocida hasta ahora, también tuvo un final tragico y fue sepultada
en el agua por un terremoto y un tsunami, como su sucesora.

., Se inspir6 Platon en la HELIKE clasica a la hora de destruir la Atlantida?
Es posible que si, que la proximidad temporal del hecho —ha ocurrido en el ano
373 a.C., en plena vida del filésofo— y el recuerdo de una gran ciudad griega
castigada por Poseidén, y borrada del mapa de la noche a la manana, le sirvieran
de materia prima para un bello relato legendario. Pero eso nunca se sabra con
certeza.



