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o. Introduccié

D’acord amb Freeman Dyson [35] en el mén hi ha dos tipus de matematics:
Ocells i Granotes (birds and frogs en la versi6 anglesa original i on les granotes no
pateixen la imatge pejorativa que se’ls déna en la nostra llengua).

Els ocells viuen al'aire i volen alt, on veuen molts paisatges i com el bosci el riu i
la muntanyai el desert formen un continu malgrat la seva diferéncia. Els ocells en-
tenen la connexid entre diverses estructures, donen idees que uneixen paradigmes
i aporten solucions per a problemes d'un camp basades en conceptes d’'un altre.
Els ocells veuen lluny.

Les granotes viuen a la terra i es submergeixen en el fang i el riu. Les granotes
coneixen els insectes, les flors i 'herba prop de la seva bassa i formen un tot amb
ells. Les granotes aprofundeixen en els problemes del seu propi camp, entenen
la riquesa més amagada de les estructures amb qué treballen i s'entretenen en els
detalls i propietats dels objectes que els son propers. Les granotes veuen profund.

D’acord amb Freeman Dyson, és un absurd afirmar que els ocells son superiors
a les granotes o viceversa, les Matematiques son alhora vastes i profundes i calen
les dues visions per explorar aquest estrany, sorprenent i ric mon.

En l'opinié de l'autor d’aquesta tesi, Freeman Dyson té rad en la seva analisi i
conclusions i continua tenint-la si es canvia la paraula Matematiques per Ciéncia,
i es considera aquest mén encara més estrany, sorprenent i ric.

La tesi que aqui s'introdueix és un estudi d'ocell fonamentat en resultats de gra-

notes. En cap cas es pretén amb aquesta afirmacié donar a entendre que és un

xiii



G. Mattioli

estudi superior al d'ocells o granotes per ser més complet i veure alhora lluny i
profund. Aixo seria pretensios i fals. El que si que pretén mostrar aquesta repre-
sentacid visual és el caracter interdisciplinari d’aquesta tesi, que recollira resultats
de granotes d’una bassa per a il lustrar com aquests poden ajudarles granotes d’'una

altra d’acord amb la interpretacié d’un ocell.

0.1 MoOTIVACIO

Aquesta tesi neix en una reunié entre els principals membres de dos grups de re-
cerca:

En un costat de la taula es trobaven els Drs Jordi Recasens i Dionis Boixader,
liders d’'un grup de recerca amb despatx a ’ETSAV de Sant Cugat i amb una llarga
trajectoria en l'estudi teoric de relacions difuses, i en concret de relacions d’equi-
valencia difuses o indistingibilitats. Aquest grup de recerca ha estat intimament
lligat (tant en 'ambit personal com professional) amb investigadors locals de re-
putacié internacional en I'ambit com Joan Jacas, Claudi Alsina, Francesc Esteva,
Lluis Godo o Enric Trillas.

A Taltre costat de la taula s’asseien els principals investigadors del Grup de re-
cerca en Intel liggncia Computacional per 'Analisi d Imatges Biomeédiques (ICAIB)
de la UPC, liderat pel Drs Eduard Montseny. Aquest grup destaca per la seva ex-
periéncia en l'aplicaci6 de la logica difusa a aplicacions meédiques [6] [7], havent
treballat i publicat amb investigadors de reconegut prestigi, com Jim Bezdek o
James Keller i havent realitzat projectes en institucions meédiques de prestigi in-

ternacional.
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El primer grup venia preocupat per la dificultat de reflectir els darrers avengos
teorics en aplicacions practiques ttils. Un debat intern recurrent era sobre la man-
canga de sortida aplicada dels resultats i les esperances que la logica difusa teorica
de avantvanguarda semblava suggerir. El segon, tot i la seva trajectoria en aplica-
cions d’algoritmes i metodos difusos a problemes biomedics, no aconseguia trobar
el cami per aprofitar la profunditat d’alguns dels conceptes teorics recentment de-
senvolupats i en els que veia potencial per a possibles aplicacions interessants.

Enaquella reunié van veure que les seves inquietuds eren complementariesivan
decidir col-laborar en un repte comd: Obrir una tesi doctoral que servis de pont
entre les dues disciplines, desenvolupar un marc teoric al voltant de les relacions
d’indistingibilitat amb potencial aplicatiu en problemes practics d'imatge meédica.

Aquest repte del 2010 és el que ha acabat esdevenint la tesi doctoral que aqui es
presenta. Pero per arribar a aquest punt encara hi havia molt cami a recérrer; men-
tre aquesta reunio succeia el que n’ha acabat sent 'autor encara no havia completat
els seus estudis superiors de la Llicenciatura de Matematiques.

La génesi d'aquesta tesi n'explica diverses coses:

Per comengar, la codireccié entre el Dr Jordi Recasensiels Drs Eduard Montseny
en primer lloc i Xavier Aymerich més endavant (i codirector final). Lajut del
primer ha estat inestimable per a desenvolupar el marc teoric que es presenta, I'ajut
dels darrers ha estat importantissim per a bolcar els resultats trobats en una pro-
posta d'aplicacié biomedica practica.

Per altra banda explica la transdisciplinarietat daquest treball. Una metafora

recorrent de l'autor per a entendre el treball a realitzar és que hi havia un riu que
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separava dues terres. L'objectiu de la tesi era construir un pont que les unis. Per
a construir un pont sobre un riu cal tenir un pilar fort a banda i banda del riu per
a suportar el pes de l'estructura, pero el pont en si no pertany ni a una terra ni a
laltra. Aquesta tesi ha necessitat un pilar fort en el terreny de la logica difusa i un
altre en el camp de la neuroimatge, pero dificilment pot ser catalogada com a tesi
eminentment matematica o biomeédica. Cal fer un esforg de generalitzaci6 per a
entendre que les dues vores d'un riu sén, en una escala més amplia, una mateixa
terra per a poder construir un pont harmonic.

Fruit de la reunié es va obrir un projecte de tesi doctoral que eventualment va
ser concedit el novembre de 2010 al que finalment n’ha estat I'autor.

Durant els dos primers anys, la principal ocupacié del doctorand va ser com-
pletar els seus estudis de Master en Intel-ligéncia Artificial, a la UPC, UB i URV.
Aquests estudis, malgrat no tenir una incidéncia directa en la concrecié daquesta
tesi, van ser molt importants ja que van permetre l'autor fer una transici6 suau i
generalista d'una disciplina purament teorica i especulativa com les matematiques
aun context més ample on la teoria és important pero també ho és la metodologia,
l'aplicabilitat, la implementacié, el testeig, ... Es durant aquests dos primers anys
quan va es va desenvolupar el nucli del marc teoric d’'aquesta tesii que es concreta
en els capitols 2 i 3 d'aquesta memoria escrita.

Els darrers dos anys, ja sense carrega académica més enlla de lalectiva, han servit
per a projectar aquest marc teoric en contextos aplicats. Es important assenyalar
que gran part de les idees que sustenten algunes de les bigues transversals d’aquest

pont han estat gestades i desenvolupades a les estades a 'TRIT de Toulouse (maig
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-juny 2013) amb el Dr Didier Dubois i a la STU de Bratislava (abril - juliol 2014)
amb el Dr Radko Mesiar.

Especificament, el capitol 1 (Why fuzzy?) deu gran part de les seves reflexions i
referencies a les discussions mantingudes amb el Dr Dubois a I'estada a 'IRIT. Va
ser en aquests debats (que transcendien ambit de recerca d’aquest treball, variant
des de l'esséncia de 'home en un context capitalista a que és real i que és artifi-
cial: el discret o el continu?) on l'autor va comengar a entendre que qualsevol
investigaci6 transdisciplinar ha de comengar per qiiestionar-se la validesa de les
propies hipotesis, i que és precisament en aquest detall epistémic on resideix la
major aportacié de la logica difusa i els fuzzy sets. Aquestes idees es reflecteixen
especialment al subcapitol 1.4.1.

Lestada ala STU a Bratislava ha tingut un triple impacte en aquesta tesi. Per una
banda ha introduit I'autor en camps de lalogica difusa on, tot i portar tres anys rea-
litzant la tesi doctoral, encara no hi havia pensat mai. Per una altra, gairebé la meitat
d’aquesta memoria escrita va ser completada, en la seva versi6 inicial, alla. Per ul-
tim, i més rellevant des d’un punt de vista cientific, tot el capitol 4 daquesta tesi,
on s’explica com es pot interpretar en termes borrosos qualsevol model cientific va
ser plenament desenvolupat durant aquesta estada. Aquesta (re)interpretacié és
la clau de volta que articula el pont, és el que permet utilitzar objectes de la teoria
d’indistingibilitats en problemes de neuroimatge, com a cas particular de la cate-
goria de models cientifics.

Finalment, durant el darrer any de realitzacié de la tesi s’ha completat la pro-

posta d’aplicaci6 del marc teoric en imatge meédica. Quan es va orientar aquesta
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part cap al tractament de neuroimatge, a principis del 2014, va incorporar-se al
projecte el Dr Xavier Aymerich, primer com a assessor expert en aquest camp i pos-
teriorment com a codirector oficial de la tesi substituint el Dr Eduard Montseny.
La seva expertesa en la matéria ha estat molt important en primer lloc per a intro-
duirl'autor en una disciplina on no tenia cap experiéncia ni coneixementi en segon
lloc per aportar rigor al treball realitzat des de la posici6 de director.

On acaba la historia comenga el present, que és el treball que el lector té a les
seves mans. En ell s’ha intentat completar el pont que va ser encarregat el 2010 i
construir un marc on la logica difusa tedrica avangada sigui aplicable a problemes
d’imatge biomedica.

Els maons per a fer-ho han estat els conjunts extensionals, que representen allo
observable per un sistema perceptiu (ja sigui un ull, un sensor, una camera...).
Raonada en sentit invers, 'argumentacié que estructura aquesta tesi és:

Sivolem inferir de forma automatitzada sobre una imatge medica de la que dis-
posem un model, cal que I'agent que desenvolupem sigui capag de veure el resultat
desitjat. Es a dir, la solucié bona ha de ser observable. La logica difusa ens permet
identificar aquesta condici6 discursiva i lleugerament eteria d’'observabilitat d'un
agent amb una condicié factica i imposable d’extensionalitat de conjunts, sota la
hipotesi raonable que la percepcié de la realitat introdueix una relacié d’indistin-
gibilitat a I'univers de discurs. Demanar I'observabilitat de la solucié bona no és
ni trivial ni irrellevant, ja que qualsevol agent projecta la realitat externa a través de
la percepcié en algun sistema de representacid intern que, per la propia naturalesa

de la representaci6, és reduccionista i inexacte.
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Com s’explica al final del capitol 5, en un sentit aplicat, el treball realitzat cons-
titueix tan sols una proposta. El marc que s’ha desenvolupat planta les bases per a
eventuals aplicacions futures on conceptes com les indistingibilitats, els conjunts
extensionals, les aproximacions extensionals i d’altres puguin ser objectes tan na-
turals i tils per a la inferéncia amb neuroimatge com els atles, els histogrames i els

p-valors.

0.2 OBJECTIUS

Aquesta tesi té un objectiu principal:

« Desenvolupar un marc tedric que representi una aportacio a la repre-

sentacio i tractament de la vaguetat en imatge meédica

Lobjectiu és desenvolupar una proposta d’aplicacié en el si de la teoria d’in-
distingibilitats que aporti noves idees, interpretacions i/o0 métodes a pro-
blemes actuals del camp de la neuroimatge. Construir un marc on a través
de les indistingibilitats i objectes teorics associats la incertesa pugui ser més

efectivament controlada, reduida o compresa.

Aquest objectiu principal es concreta en els segiients objectius secundaris:

1. Estudi de les fonts d’incertesa en un context general i en un context
medic
Analisi de quina pot ser l'aportacié de la logica difusa al tractament de la

incertesa, en particular en un context biomedic. Estudi de les diferents fonts
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d’incertesa i vaguetat en el procés epistémic i cognitiu i dels avantatges i li-

mitacions que té un enfoc difus per a representar-les.

2. Aprofundiment en l'estudi de la relacio entre les relacions d’indistin-

gibilitats, els conjunts difusos extensionals i altres objectes associats

Estudi de l'estructura i la interrelacié estructural dels conjunts d’indistingi-
bilitats, families de conjunts extensionals i altres objectes relacionats, tant
en un univers de discurs finit com infinit i considerant diferents operadors

d) 7
agregacio.

3. Desenvolupament de nous métodes d’aproximacié de conjunts difusos

arbitraris per extensionals

Un problema obert a la literatura és el de trobar el conjunt difts extensional
que millor aproxima un conjunt qualsevol. En aquesta tesi es desenvolupen
diversos meétodes d’aproximacid, que milloren els de la literatura, per a t-
normes arquimedianes i no arquimedianes tant en un univers de discurs finit

com infinit.
4. Desenvolupament i justificacio d’una reinterpretacié solida de models
cientifics en termes de conjunts extensionals

Estudi, disseny i justificacié d’'un marc de reinterpretacié de models cien-
tifics en termes de conjunts difusos extensionals, relacions d'indistingibilitat

i altres conceptes associats.

5. Aplicacié del camp desenvolupat a la representacio de la incertesaila
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informacié en neuroimatge MRI

Aplicaci6 del marc construit al cas particular de models anatdmics cerebrals
en imatges de ressonancia magneética. Desenvolupament d’una proposta

d’aplicacié de la reinterpretacié proposada en un problema del camp.

0.3 ESTRUCTURA DE LA TESI

La tesi esta estructurada en cinc capitols que es corresponen seqiiencialment amb
els objectius secundaris préviament exposats d'aquesta tesi.

Al capitol 1, titulat "Why Fuzzy?” es planteja la qiiestié de la incertesa inherent
al procés d’adquisicié de coneixement o epistémic. Es distingeixen diferents fonts
d’incertesa i vaguetat i com aquestes poden ser de naturalesa molt diferent. En la
mateixa linia es valora qué aporta lalogica difusa al tractament d’aquestes diverses
incerteses i quines limitacions té, i es compara amb altres teories de la incertesa
com la probabilitat el la linia d’un intens debat sostingut a la comunitat cientifica
en les décades dels 801 9o. S'estudien en darrer terme les caracteristiques propies
del raonament medic i la conveniéncia o no d'introduir-hi metodes difusos.

El capitol 2 té per titol "Operadors d’indistingibilitat i isomorfismes fonamen-
tals”. En aquest capitol es donen els preliminars basics en logica difusa necessaris
per ala construccié del marc teoric subseqiient i s'estudia l'estructura d’alguns dels
objectes fonamentals pel treball. Saprofundeix en la interrelacié dels conjunts de
T-indistingibilitats, conjunts de subconjunts difusos extensionals i conjunts d'o-
peradors d’aproximacié per extensionals superior i inferior, tant sobre un univers

de discurs finit com infinit. S’estudia en darrer lloc la robustesa d’aquests resultats
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sota isomorfismes de t-normes.

El capitol 3 es titula "Aproximacié per extensionals”, i en ell es desenvolupen
diversos metodes d’aproximacié de conjunts difusos arbitraris per conjunts difu-
sos extensionals. Es presenten tres métodes per t-normes arquimedianes (que
sexemplifiquen amb les t-normes Lukasiewicz i Producte) i un per la t-norma del
minim. Tots els métodes es comparen en un parell d'exemples finals que permeten
valorar el seu rendiment, i comprovar que tots ells son superiors als existents a la
literatura.

El capitol 4 es titula "Reinterpretacié extensional de models” i, com s’ha co-
mentat abans, déna la clau de volta que permet traslladar els objectes teorics al
camp dels problemes practics. En primer lloc s’estudia que és un model cien-
tific en la seva accepcié més general i s'utilitzara la teoria figurativa de Wittgen-
stein per entendre les diferéncies entre models i teories cientifiques. A continuacié
s'introdueix la noci6é d’espectre d’'un fenomen i es raona com aquest pot ser codi-
ficat en el model en termes de conjunts borrosos extensionals. En darrer terme,
a través d’aquesta reinterpretacié es mostra com tot model cientific defineix, per
se, una metrica. Al llarg de tot el capitol es donen diversos exemples de models
cientifics (de disciplines completament diferents) per a il-lustrar el discurs.

Al darrer capitol: “Reinterpretaci6 extensional en neuroimatge MRI”, es mostra
com tot el marc teoric de reinterpretacié de models en termes de conjunts borrosos
es potaplicar, com a cas particular, en el camp dels models estructurals cerebrals de
neuroimatge en ressonancia magneética. Es mostra com els atles cerebrals poden

interpretar-se com una relacié d’indistingibilitat operant sobre l'espai de totes les
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imatges, es dona un exemple i algunes possibles vies d'aplicacié futura d’aquesta
relectura.
Gabriel Mattioli

Gener 2016
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Proleg

Hi havia a la cort d’Al Motacén un visir anomenat Nahun Ibn-Nahum, home
envejos i dolent. Veient créixer davant del Califa el prestigi de Beremiz com una
onada de pols aixecada pel simun, empés pel despit va decidir posar en
problemes al meu amic i col-locar-lo en una situacié ridicula i falsa. Aixi, s'acosta

al rei i, pronunciant lentament les paraules, va dir:






L'ingeni huma, emparat per la ciéncia, ha de consagrar-se a la
resolucié dels grans problemes de la Vida. Els savis -inspirats
per Allah, Exaltat- no van algar lenlluernador edifici de la
Matematica per a que aquesta noble ciéncia vingui a tenir
Taplicacié que li vol atribuir aquest calculador persa. Em sem-
bla, doncs, un crim reduir la ciéncia d’Euclides, d’Arquimedes
o del meravellés Omar Khayyam -Allah el tingui en la seva
glorial- a aquesta misera condicié davaluadora numérica de

coses i éssers

Critica del visir Nahun Ibn—Nahun al calculador

Beremiz Samir

Why fuzzy?

LOBJECTIU PRINCIPAL DAQUESTA TESI ES, a grans trets, desenvolupar un marc
que permeti sinergitzar la teoria d’indistingibilitats de logica borrosa i I'analisi de
neuroimatge MRI. Per a fer-ho, com s’ha comentat préviament, es desenvolupara
un marc més general d'estudi i interpretacié difusa de models cientifics i poste-
riorment es proposara com es pot especificar en el camp de l'estudi anatomic del
cervell. Abans d’entrar en el cos d’aquest treball, pero, cal plantejar-se dues pre-
guntes. Es aixd possible? I més enlla de la pregunta merament possibilista, quina
pot ésser I'aportacié d’introduir nocions borroses a un context medic?

La resposta immediata fa referéncia a la incertesa. Per exemple la diagnosi
meédica esta fortament esbiaixada pels coneixements previs del metge (no pot di-
agnosticar una malaltia que desconeix), la dificultat en quantificar els simptomes

del pacient (com es pot quantificar acuradament un simptoma tan simple com el



dolor?) o les limitacions de les proves realitzades entre d’altres fonts d’incertesa.

Ara bé, com es pot veure a l'exemple, no és gaire precis parlar d’incertesa en
general ja que se'n poden diferenciar diferents nivells, dimensionsifonts. Enaquest
capitol s’intentara fer una aportaci6 a la comprensi6 de la incertesa reconeixent la
seva diversitat. Es comencara per la qiiestié més general (de 'ambit de I'epistemo-
logia) sobre la validesa de qualsevol acte perceptiu i cognitiu, passant pel sentit de
la incertesa en el raonament cientific i acabant en la pregunta especifica referent
ala incertesa en el raonament meédic. S’estudiara quina és I'aportaci6 de la logica
difusa al tractament de la incertesa i els limits d’aquesta aportacid. Es detallaran al-
guns aspectes especialment rellevants on, a opinié de l'autor, la logica difusa té un
paper principal en la seva comprensié (com el llenguatge o la granularitat del co-
neixement) i també es contrastara sintéticament els punts forts i febles de diferents
aproximacions a la incertesa, com la logica difusa i la probabilitat o estadistica.

En aquest capitol també es vol fer una contribucié a un debat latent en la co-
munitat cientifica al voltant de la logica borrosa.

El 1965 Lofti A. Zadeh va publicar ala revista Information and Control l'article
"Fuzzy Sets” [ 123]. Com ja s’ha comentat anteriorment, aquest article va donar el
tret de sortida a una nova disciplina que seria anomenada logica difusa.

50 anys després les pioneres idees de Zadeh s’han desenvolupat i han fructifi-
cat arreu obrint noves i innovadores linies de recerca. Una cerca rapida a WebOf-
Knowledge ens dona que d’acord amb la seva base de dades 53,643 articles han
estat publicats des de 1965 amb la paraula "fuzzy” en el titol i hi ha 160 revistes
que han publicat 50 0 més d'aquests articles. La Figura 1.0.1 mostra la distribucié
d’aquestes publicacions per any. Donada la multitud de conferéncies cientifiques
que es celebren arreu del mén anualment és dificil afinar quantes d’aquestes tenen
la logica difusa entre els seus camps d’interes, perd una estimacio pessimista ens
donaria que aquest nimero no és inferior a 100. Podem afirmar doncs, que 50
anys després la logica difusa és una teoria ben establerta en el panorama cientific
actual.

Tanmateix la realitat sempre és més complexa que la seva descripcié numeérica
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Figura 1.0.1: Quantitat d'articles anuals amb el terme "fuzzy” al titol. Font:
Google Scholar

i, com tota [lum té ombres, lalogica difusa també té objeccions ales que respondre.
Il-lustrem-les amb un exemple personal viscut per l'autor.

En una de les assignatures del master en Intel-ligéncia Artificial que vaig cursar
l'avaluacié final consistia en la presentacié d’un article. Larticle triat va ser "Upper
and Lower Approximations of Fuzzy Sets” [14]. En acabar la presentaci, I'inica
pregunta que em va plantejar el professor de l'assignatura va ser: “Jo vaig treballar
durant un temps en logica difusa perqué em semblava una teoria interessant. Pero
vaig deixar de fer-ho ja fa uns anys perqué malgrat que és una teoria bonica i elegant
no em servia per aresoldre els problemes que tenia. La meva pregunta és: Tu creus
que la logica difusa pot ser utilitzada de forma efectiva per a resoldre problemes
reals?”.

Aquesta pregunta (malgrat I'acidesa del plantejament) esta motivada per la
sensacio que la logica difusa aparenta i discursivament promet molt més del que
ddna, especialment en la dimensi6 de comprensié cientifica més que en la de solu-
cions a problemes aplicats.

Malgrat no compartir el pessimisme del professor que va plantejar la pregunta,
el sentiment que la motiva és compartit per I'autor daquesta tesi i per nombrosos
investigadors dels que han estat consultats al respecte com es detallara més enda-

vant.



Per tot aixo, en aquest capitol també s’intentara construir el discurs intermedi
(practicament inexistent a la literatura actual) que inclogui quines sén les fortale-
ses d’'aquesta teoria i les mancances i limitacions que té i que susciten critiques en

part de la comunitat cientifica, com en l'esmentat professor.

1.1 METODOLOGIA

Per a la realitzaci6 d’aquest capitol s’ha comptat amb la col-laboraci6 de 45 inves-
tigadors de reconegut prestigi i experiéncia en el camp. A tots ells se’ls va enviar
un correu electronic mostrant la preocupacio per aquest tema i les segiients s pre-

guntes:

« Why do you work on Fuzzy Logic? What sense do you find on it?

« What are the main advantages of Fuzzy Logic compared with other fields
dealing with uncertainty? And the main problems you find?

« What are the challenges Fuzzy Logic must face in the future?

Dels 45 investigadors consultats es va rebre la resposta directa de 21 dells i
alguns més van respondre a les preguntes plantejades en xerrades informals amb
l'autor de la tesi en congressos posteriors al correu. Les seves aportacions seran
citades al llarg del discurs d’'aquest capitol.

A tots ells, tant els que van respondre com als que no, l'autor vol agrair de nou

el seu interés en la reflexié conjunta de "Why Fuzzy?”.

1.2  REALITAT I CONEIXEMENT

Segurament el denominador comu que tots els investigadors acceptaran sobre quin
és el sentit de la Logica Difusa és que és una eina per a modelitzar la incertesa. Pero
a queé ens referim quan parlem d’incertesa? Per a respondre a aquesta pregunta cal
fer un pas enrere i contemplar el marc epistemologic des d'una pregunta més ge-

neral:



Queé puc coneixer de la realitat externa?

Aquestaimpertinentiextremadament pertinent pregunta ha motivatlarecerca
de moltes de les ments més brillants de la historia de la humanitat des del naixe-
ment de la filosofia. Des de Parménides a Hegel, passant per Plato, Aristotil, Sant
Tomas, Descartes, Spinoza, Hume, etc. han aportat les seves interpretacions a la
pregunta que ens ocupa.

Tanmateix, la qiiesti6 epistemologica troba un punt d’inflexié i consens en les
tesis ' Immanuel Kant en la seva obra Critica ala Raé Pura [64]; en la posicié que

posteriorment s’ha anomenat idealisme epistemologic.

Wenn aber gleich alle unsere Erkenntnis mit der Erfahrung anhebt,
so entspringt sie darum doch nicht eben alle aus der Erfahrung. Denn
es konnte wohl sein, daf8 selbst unsere Erfahrungserkenntnis ein Zusam-
mengesetztes aus dem sei, was wir durch Eindriicke empfangen, und dem,
was unser eigenes Erkenntnisvermdgen (durch sinnliche Eindriicke blof8
veranlaft) aus sich selbst hergibt, welchen Zusatz wir von jenem Grund-
stoffe nicht eher unterscheiden, als bis lange Ubung uns darauf aufmerk-

sam und zur Absonderung desselben geschickt gemacht hat. 1

La distinci6 essencial que I'idealisme epistemologic proposa és la separaci6 en-
tre el que Kant anomena das Ding an sich (la cosa en si mateixa) i das Ding fiir mich
(la cosa per a mi). Tot i que aquesta separaci6 efectiva entre la realitat externaila
seva representacié interna ja estava contemplada tant per racionalistes (Descartes,
Spinoza, ..) com per empiristes (Locke, Hume, ...) aquests discernien en quina
era la font del coneixement, rad o sentits. Kant tanca aquest debat (amb una ar-
gumentacié que divergeix del discurs d'aquesta tesi i per tant no sera reproduida
aqui) i assenta al voltant d’aquesta separacid les bases de l'epistemologia moderna

amb 'anomenat consens kantia.

Pero, tot i que tot el nostre coneixement comenci per l'experiéncia, no per aixo procedeix tot
ell de l'experiéncia... Podria succeir que el nostre coneixement empiric fos una composicié del que
rebem mitjangant les impressions de tot el que la nostra facultat de coneixer (simplement motivada
per les impressions) a partir de si mateixa. Si fos aixi, no distingirfem aquesta adicié de la matéria
fonamental... en tant amb la llarga practica de parar atencié a la separacié donada.

Inmanuel Kant. Critica de la Raé pura [64]



Aquesta visio de la realitat com una cosa inabastable més enlla de la propia
representacio constitueix el que anomenarem incertesa essencial. La representacié
interna i subjectiva que el subjecte faci de la realitat externa és una projeccié en
un espai intern a través de la percepcid. La nostra interpretacié d'aquesta ens fa
suposar que no només la nostra representacié és acurada; siné que per la propia
inabastabilitat de la realitat externa identifiquem das Ding an sich amb das Ding
fir mich. Que ambdues Dinge siguin efectivament similars, properes, consistents
o0 absolutament no-relacionades és la propia incertesa essencial.

La incertesa essencial és extremadament incomoda. Ens porta a un escenari
on veiem la realitat com una projeccié en una dimensié visible d'un objecte glo-
balment invisible. Aquesta projecci6 es fa a través de l'acte concatenat de percep-
cid i representacio. Esen aquest pas on divergeixen les interpretacions empiristes
i racionalistes. Sigui quina sigui la posicié que es prengui, tot sistema perceptiu
introdueix un error en el propi acte de percepcid, donat per les propies limita-
cions del sistema; i tot sistema representatiu introdueix un biaix en l'acte de repre-
sentacid al'encabir un objecte enun altre. Laincertesa essencial sobre la proximitat
entre objecte extern i representacid interna fa que aquests errors introduits siguin
essencialment no mesurables i no controlables.

Es interessant remarcar la propia paradoxa i fal-lacia circular que aquesta dual-
itat, si transcendim dels discursos merament solipsistes [30] [72], genera. Tenim
una realitat externa incognoscible pero perceptible. Construim una representacié
interna a partir d'aquestes percepcions i per tltim identifiquem la realitat externa
inicial amb la nostra representacié subjectiva.

Un altre punt de conflicte que es deriva daquesta situacié esta en la coneguda
i estudiada dialéctica subjecte-objecte [11] [99] i en la que no aprofundirem en
aquesta tesi.

Un punt de vista interessant del problema de la cognici6 de la realitat externa,
complementari pero independent de 'exposat, és el proposat per I'interaccionisme
simbolic [29], corrent psicologic i sociologic del s. XX. D’acord amb aquest para-
digma, la realitat no és més que una construccio social. Aquesta es realitza a través

del pacte entre diversos agents mitjangant un codi simbolic comd: el llenguatge.



Un dels components essencials del llenguatge per a acomplir aquesta vehiculari-
tat és el concepte de “significat” que és alhora una construccié dominada pel codi
cultural comd entre els agents.

No entrarem més a fons en les linies argumentatives i les conseqiiéncies episte-
mologiques d’aquest corrent de pensament, pero ens serveix per introduir el llen-
guatge com a element propi d'aquesta construccid. Sobre la borrositat intrinseca
del llenguatge i les aportacions de lalalogica difusa a la construccié i comprensid

del significat en parlarem més a fons més endavant.

1.3 REALITAT I CIENCIA

Transcendint el debat purament epistemologic, el sentit i objectiu de la ciéncia (del
llat{ scientia que significa coneixement) és el de construir models i teories per a
comprendre els patrons dels fenomens observats a la realitat externa i poder rea-
litzar prediccions de qué passara en el futur. Al capitol 4 d’aquesta tesi es definiran
i analitzaran en profunditat aquests conceptes, per ara n’hi ha prou per a la linia
discursiva amb aquesta interpretacié intuitiva.

Hom pot preguntar-se quin és I'interés d’una activitat tal en un coneixement
afectat per I'esmentada incertesa inicial. I a una pregunta tal es pot respondre de
moltes maneres. A posteriori es podria afirmar que aquesta activitat permet una
analisi més acurada de l'entorn del subjecte i de la interrelaci6 de fendmens subja-
cents al mateix. També permet una millor prediccié de I'evolucié dinamica d’aquest
entorn que, entre altres coses, és important per a reduir la complexitat de la re-
presentacid; millorar la jerarquitzacid, estructuracio i prioritzaci6 de les tasques i
accions a realitzar i, entenent l'entorn en un sentit darwinista [27], augmentar la
supervibilitat del subjecte.

Tot i que tant les respostes donades com altres que es podrien argumentar sén
correctes, la vertadera resposta és molt més elemental i tan senzilla com humana:
per a satisfer la propia curiositat, que no només vol saber coses siné entendre-les.

Lenfrontament entre les tesis sol-lpsistes, que neguen la possibilitat d'entendre

la realitat més enlla del propi jo, i les cientifistes, que justifiquen no només la pos-



sibilitat de tal activitat siné la necessitat d’inferir-ne metalleis, ha estat en el cor de
nombroses dicotomies entre grans ments de la historia. Si el lector té interés en
l'aprofundiment en aquest debat es recomana l'estudi i analisi de I'enfrontament
sostingut a principis del s. XX entre el filosof Ernst Machi el fisic Max Planck [ 118].

Les teories construides no només no pertanyen a la realitat externa (das Ding
anssich) siné que tampoc pertanyen a la representacié interna (das Ding fiir mich).
Degut a la pretensié d’universalitat de les lleis cientifiques, aquestes pertanyen a
una dimensié formal que transcendeix al subjecte individual i que esta regida per
regles fixes i immutables (generalment numeériques).

Alguns autors com Carnap [20] 0 Sneed [106] esquematitzen aquest procés
en el diagrama de les 3 capes que s'il-lustra a la Figura 1.3.1. Es interessant as-
senyalar que a la literatura es troben algunes prometedores fuzzificacions d’aquest
model aplicat a I'analisi metaestructuralista (difusa) de les propies teories cienti-

fiques [104].

Figura 1.3.1: Diagrama de les 3 capes de Seising. La capa intermédia "fuzzy
layer” pot ser interpretada com a capa interna de percepcions, sense estricta-
ment estar conformada per conjunts difusos



Un dels punts de conflicte entre les posicions essencialment empiristes i les
racionalistes és si la inferencia d’aquestes lleis teoriques que modelen les "1leis na-
turals” es fa per induccid a partir de les observacions o si les lleis teoriques es vali-
den/verifiquen/refuten amb experiments empirics. Sobre la Figura 1.3.1 aquesta
dicotomia és si el cami de construccié d’aquestes teories és de baix a dalt o de dalt
a baix respectivament. Aquesta dialéctica va ser precisament la que va enfrontar
les posicions de l'empirisme logic [41] i el racionalisme critic [94] a mitjans del
s.XX. Actualment es considera com a més encertada aquesta darrera posici6é que
sera explicada amb més profunditat en el capitol 4 d'aquesta tesi.

En el model de les capes (Figura 1.3.1) lavalidesa dela relacié entre la capa real
i la empirica constitueix el que hem anomenat incertesa essencial. Algun autors
de la segona meitat del s.XX com Feyerband [42], Fleck [45] o Kuhn [70] han
giiestionat (de major a menor radicalitat) la validesa de la transcendéncia de lleis
en una capa teorica sense tenir en compte el factor huma i subjectiu.

Per altra banda, el propi métode cientific, des de Descartes [30] i Newton [54]
a Popper [94] i el seu métode de falsabilitat de teories, s’ha dotat de mecanismes
per a validar o refutar les teories desenvolupades. Aquestes han estat ttils no tan
sols per a dotar de rigor les seves conclusions i prediccions siné fins i tot per a
poder delimitar els limits entre el que s'anomena Ciéncia i el que no ho és. Tan-
mateix en cap moment es pot perdre de vista que les teories cientifiques, els mo-
dels i la ciéncia en general no deixen de ser elucubracions teoriques en una di-
mensi6 formal inexistent (o almenys no existent en la mateixa capa que la realitat
externa). En paraules planeres, i en cap cas amb cap motivacié pejorativa, no sén
més que castells a l'aire. Castells construits amb prou astticia com per a que so-
brevisquin a l'autoavaluacié que imposa el propi metode i aparentment tinguin un
comportament analeg als castells reals. L'observacié incomoda a tot aixo recau en
I'ineludible fet que, al cap i ala fi, que tot aixo sigui possible i es pugui fer de forma
efectiva és un acte de fe. La propia existéncia de lleis naturals és indemostrable i la
suposicié que aquestes es poden modelar a través de relacions entre conjunts de
magnituds quantificables és pura fe.

Es remarcable que aquest acte de fe és idéntic al que suposa la identificaci6



dels dos objectes que assenyala Kant i que hem anomenat incertesa essencial. Ara
que hem introduitl'analogia de les capes, queda palés que aquesta incertesa apareix
quan pretenem identificar objectes entre capes diferents.

Per altra banda, igual que quan consideravem la qiiestié epistemologica dis-
tingiem entre aquesta incertesa essencial i la introduida per l'acte de percepcié i
representacid, en introduir una nova capa formal (o cientifica) també tenim un er-
ror per simplificacié. Quan elaborem teories cientifiques sobre fenomens naturals
reduim les variables implicades. Un clar exemple d’aix0 és 'anomenat efecte papa-
llona, pel qual el vol d'una papallona a Rio de Janeiro pot provocar un huraca ales
Antilles. Tanmateix, cap model climatic té en compte com a input la dinamica gen-
erada pel vol de totes les papallones del mén. En l'acte d’inferéncia o construccié

de Ileis formals s’introdueix un biaix per simplificacié.

1.4 APORTACIONS DE LENFOC DIFUS

Els subcapitols anteriors han estat centrats en remarcar la incertesa inevitable del
procés de cognicié i d'extrapolacié de lleis cientifiques. Es remarcable, perd, 'abts
(intencionat) que s’ha realitzat del terme incertesa. Sota aquest mot hem agrupat
multiples fonts que sintetitzem a continuacio:

Existeix una incertesa essencial en la identificacid, aproximacié o similitud en-
tre els objectes de diferents capes (objecte extern vs objecte intern, fenomen perce-

but vs teoria formal...)

« En el procés de percepcié de l'objecte s’incorpora un error fruit de les limi-

tacions del sistema perceptiu.

« En el procés de representacio interna de l'objecte s’incorpora un error fruit
de la transmutacié de 'objecte. Aquest és diferent de I'incorporat en el pro-
cés de percepcid. Illustrem aquesta diferéncia amb un exemple: En una
camera fotografica son diferents els errors introduits per la limitacié de la
lent (de percepcid) i els donats per la limitacié de capacitat i resolucié de la

camera (de representacio).
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« Enlainferéncia de lleis que governen els fendomens externs s’introdueix un

error per simplificacié.

1.4.1 LA INCERTESA COM A ELEMENT INTRINSEC

Laportacié més interessant i important en esséncia de la logica difusa és que in-
corpora la incertesa com a element propi i intrinsec de la definici6é d'objecte. Pre-
cisament va ser aquesta la objeccié que Zadeh féu a les teories classiques i que va
motivar que introduis els conjunts difusos i tota la teoria que es va desenvolupar a
continuaci6. Es subtil perd important remarcar que, en I'enfoc difts, la incertesa
forma part de I'objecte ja que aixo la diferencia d’altres teories com la probabilitat,
on la incertesa forma part de la desconeixenga del futur (en la interpretacié fre-
qilentista o objectivista) o de la cognicié de l'objecte (en la interpretacié bayesiana
o subjectivista). Al subcapitol 1.5 aprofundirem en les diferéncies entre aquestes
disciplines.

La millor il-lustracié de la necessitat de considerar la borrositat és la ja esmen-
tada paradoxa de Sorites [19]. Quants grans de sorra fan un pilé? Aquesta para-
doxa, que ha preocupat a nombrosos filosofs i logics [43] [108] durant segles, es
resol de forma immediata en entendre que la nocié de pilé és borrosa; i que és la
no-consideracié daquesta borrositat propia la que porta a situacions paradoxals.

Una pregunta pertinent que es pot plantejar al respecte és que aquesta difusitat
sigui equivalent o es pugui considerar com un problema de graduacié en un model
numéric ([o,1]). Aquesta pregunta pot estendre’s a tota la ciéncia en general i la
resposta és purament utilitarista: els models numerics sén la millor eina que la hu-
manitat ha desenvolupat a dia d'avui per a governar el comportament de les teories
construides en la capa teorica. Per altra banda, una de les linies de recerca actives
en el camp de lalogica difusa és com transcendir de [0,1] [31] [51] i dela difusitat
com a graduacié [33] [65] [114].

La propia semantica de les funcions de pertinenga ha estat fruit d'un intens de-
bat i analisi per part de la comunitat cientifica preocupades per la modelitzaci6 de

laincertesa. Un article interessant que resumeix aquesta qiiestio és [33]. Enaquest
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article es proposa que les funcions de pertinenca tenen 3 interpretacions: 1) Com
a grau de similitud d’un objecte a un prototip. 2) Com a grau de preferéncia. 3)
Com a grau d’incertesa. A [33] es mostra com aquestes diferents interpretacions
porten a teories difuses diferents. En general, aquesta polivaléncia i polisémia que
ofereixen les funcions de pertinenga (que constitueixen la base de la teoria difusa)
és una riquesa de la logica difusa, tot i que hagi estat també una font de critiques i

malinterpretacions [37].

1.4.2 GRANULARITAT

Més enlla de les consideracions eminentment epistemologiques, hi ha altres as-
pectes del modelament de la realitat pels quals la logica difusa ofereix una solida

base interpretativa. Un dels més interessants és la granularitat dels objectes.

Informally, granulation of an object A results in a collection of gran-
ules of A, with a granule being a clump of objects (or points) which are
drawn together by indistinguishability, similarity, proximity or function-
ality. In this sense the granules of a human body are the head, neck, arms,

chest, etc..”

La granularitat és deguda a un, inevitable, problema d’escala. Aquesta inevi-
tabilitat és deguda a que cap (almenys de facto) sistema intel.ligent és capag de
considerar una situaci6 o fenomen en tota la seva complexitat i a totes les escales
alhora. Aixo es projecta en la multiplicitat de teories cientifiques que expliquen
fenomens a un nivell d’escala pero que soén disjuntes d'altres que l'analitzen a un
altre nivell. Exemples d’aixo sén la fisica (que té teories molt diferents pel molt
gran i el molt petit) o la psicologia (que estudia de forma radicalment diferent el
comportament huma a nivell neuronal, individual o social).

Tot aquest raonament ens porta que la granulaci6 és un fenomen necessari i

inevitable.

*Lofti A. Zadeh [126]
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Among the basic concepts which underlie human cognition there are
three that stand out in importance. The three are: granulation, organiza-

tion and causation.’

Per tot aixo és natural que la granulaci6 sigui un dels temes recurrents en nom-
broses disciplines cientifiques.

Laportacié de I'enfoc difus a aquest fenomen és precisament el fet fonamental
que en la majoria de situacions aquest granuls s6n en esséncia difusos, basicament
per la propia difusitat dels conceptes de similitud, indistingibilitat o proximitat del
procés cognitiu huma. Hi ha a la literatura un gran nombre de métodes de cluste-
ring que afronten el problema des d’'una perspectiva crisp (no difusa). Afrontar el
problema de forma crisp porta a situacions com la de la paradoxa de Sorites. Es po-
den trobar fronteres precises (que minimitzin una certa funcié error o maximitzin
alguna mesura de dissimilitud, etc), perd la propia precisié d’aquestes fronteres
és paradoxal en si. I malgrat que existeixin situacions en que la consideracié de
granuls crisp tingui sentit, no es pot oblidar que al cap i ala fi el cas crisp és un cas
particular del paradigma difus.

Lalogica difusa ofereix, doncs, un paradigma consistent pel tractament d’aquest
fenomen. Hiha diverses aproximacions suggerides a la literatura al mateix com po-
den ser els rough sets [69] [90], els fuzzy points [85] o els conjunts extensionals
[59] [60]. En aquesta tesi utilitzarem aquests darrers per la interessant semantica

subjacent que tenen com a conjunts observables.

1.4.3 EL LLENGUATGE COM A SISTEMA LOGIC DIFUS

Un altre ambit en el qual la logica difusa aporta una interessant perspectiva és el
llenguatge. Abans, pero, d’entrar a analitzar la difusitat propia del llenguatge i la
seva relacié amb el raonament huma cal fer una petita incursié en un argument
lateral.

Es una opini6 molt estesa que el pensament és verbal o verbalitzable. Es a dir,

des del moment que I'ésser huma domina el llenguatge, aquest passa a ser el prin-

3Lofti A. Zadeh [126]
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cipal mecanisme de processament i raonament de la informacid i fins i tot filtre de
les percepcions i sensacions que so6n associades a paraules.
Aquesta posici6 ha estat explorada i explotada en diverses obres literaries [47]
[88] i es recolza en l'anomenat determinisme lingiiistic [16] [28].
Lamentablement (o no) aquesta afirmacié no només no és certa siné que es
rotundament falsa. Una refutacid rigorosa i completa d’'aquesta posicié es pot tro-

bara[93].

(Lingiiistic determinism) can be called a conventional absurdity: a
statement that goes against all common sense but that everyone believes
because they dimly recall having heard it somewhere and because it is so
pregnant with implications. (...) Like that we use only a five percent of our

brains (...) or that we can be coerced into buying by subliminal messages.*

Remarquem aquesta fal-lacia, tot i ser disjunta amb la linia discursiva de la tesi,
perque, com s’explicara a continuacié, el modelatge de la vaguetat del llenguatge és
un dels punts més forts de la logica difusa. Si "pensable” fos equivalent a "expres-
sable” aquesta fortalesa s’extrapolaria globalment al raonament huma. Per¢ aixo és
el que defensa el determinisme lingiiistic i és fals. Tanmateix, és indiscutible que
el llenguatge és un dels mecanismes centrals en la representaci6 de la realitat, el
processament de la informacié i la comunicaci6 inter-subjectes.

Hi ha dos aspectes del llenguatge que sén especialment susceptibles de ser re-
presentats a través d’un enfoc difts: el significat i 'estructura logica.

Tornant la representacié del procés epistémic com a diferents capes, el signifi-
cat pot entendre’s com un operador que relaciona paraules (elements d'una capa
lingiiistica) amb la representaci6 subjectiva d'objectes (en la capa interna). Es ben
sabut i estudiat que els limits sobre els quals esta definida una paraula en general no
s6n absoluts (pensem en la paradoxa de Sorites o en termes com "alt”, “vermell’,
”bonic”, ... la llista d'exemples és inesgotable). Aquest fenomen s'anomena vague-
tat, i d'acord amb multiples experts és un dels punts on la logica difusa aporta més

ala comprensi6 del problema.

“Steven Pinker [93]
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The linguistic term uncertainty is not only imprecise, but has a very broad applicative
spectrum in both ordinary life and Science. To scientifically approach what it could
mean, it seems necessary to previously capture how their, also imprecise,
mother-predicate U = uncertain , the opposite of certain, is used in different contexts

and with different purposes, and where can consequently be represented by a fuzzy set.>

Laltra aportaci6 d'estudiar el llenguatge a través de la logica difusa correspon
ala seva estructura logica. Elllenguatge és un sistema logic (té férmules ben cons-
truides, estructura sintactica definida...) que opera amb conceptes vagues.

Lalogica, des de la seva propia concepci6 aristotélica ha pretés entendre i cap-
turar les oracions lingiiistiques (ja siguin opinions, raonaments, argumentacions,
senténcies, dialegs...) en un context proposicional i predicatiu. Tanmateix, el llen-
guatge natural ha resistit fermament quasi totes les temptatives de ser encapsulat
en un sistema tal. El problema principal amb el qual s’han topat totes les teories
que han intentat completar aquesta tasca és precisament la facilitat amb que el llen-
guatge natural permet de raonar incorporant objectes vagues, i que tan dificil és
d’incorporar en un sistema logic representatiu.

Lalogica difusa sembla doncs el paradigma ideal per a tractar aquest problema,
ja que ofereix un marc teoric logic precisament construit al voltant de 'assumpci6
inicial que la naturalesa dels objectes és vaga o difusa.

Existeixen actualment camps de recerca en el marc de lalogica difusa que tre-
ballen emprant eines borroses a la comprensi6 i representacié del llenguatge. Un
d’ells, assenyalat per pares de la disciplina com Zadeh [122] [121] 0 Trillas [112]és
lanomenat Computing With Words (CWW).

Per a aprofundir en la connexid entre logica borrosaillenguatge, tant en la seva
vessant semantica com estructural, es recomana al lector aprofundir en la obra de
Trillas.

SEnric Trillas [113]
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1.5 DIALECTICA AMB ALTRES TEORIES DE LA INCERTESA

Lalogica difusa no és en absolutI'inica disciplina cientifica que considerai estudia
la incertesa en les dades i el coneixement. Diverses altres teories han emergit (es-
pecialment al llarg del s.XX) que pretenen modelar-la, controlar-la, mesurar-la...

com per exemple:

Belief theory

« Game theory

« Risk management
. Estadistica

Probabilitat

Aquesta llista no és en absolut exhaustiva i simplement pretén il-lustrar com el
problema dela gesti6 de laincertesa ha estat un dels principals problemes cientifics
que han motivat la recerca i obertura de noves vies d'investigaci6 al s. XX. Quin

llarg cami s’ha recorregut des de que Hilbert proclama el 1930 [116]:

Statt des torichten Ignorabimus heife im Gegenteil unsere Losung: Wir miissen wissen,

Wir werden wissen! ©

En aquesta secci6 dissertarem sobre la dialéctica entre la logica difusa i la teo-
ria de la probabilitat. Precisament la similitud, equivaléncia o diferéncia entre a-
questes dues disciplines va motivar un intens debat al respecte entre la comunitat
cientifica especialitzada a la década de 1980 i principis de la de 1990.

Les altres teories esmentades a la llista, sén interessants i complementaries a

la logica difusa pero el seu punt de vista i enfoc és clarament diferent. Per aixo,

SEn contra del neci ignorabimus el nostre esldogan deu ser: Devem saber, sabrem!
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malgrat que seria interessant, no parlarem sobre la dialéctica entre elles. La proba-
bilitat, per contra (com prova el sostingut debat que hi va haver i que sintetitzarem
en aquest subcapitol), presenta una aparent semblanca nuclear amb la logica di-
fusa. Per aixo I'analisi comparativa dambdues disciplines obliga a un estudi més
profund que revela que les seves diferencies estan en I'essencia de la seva concep-
cio.

En la teoria de la probabilitat hi ha, simplificant, dues corrents de pensament:
la freqiientista i la bayesiana. La visié freqiientista afirma que la probabilitat que
succeeixi un esdeveniment es correspon amb la ra6 entre situacions favorables
i possibles si poguéssim repetir I'experiment infinites vegades. D’aquesta mane-
ra, la probabilitat és una propietat intrinseca de I'esdeveniment. En aquest punt
difereix I'escola bayesiana, que afirma que la probabilitat representa la certesa que
I'esdeveniment succeira d’acord amb el coneixement actual. Per aixo la visi6 fre-
qiientista també s'anomena objectivista i la bayesiana subjectivista.

Posem un exemple d’aquestes dues interpretacions de la probabilitat. Consi-
deris el classic exemple de tirar una moneda i que surti cara. La visi6 freqiientista
afirma que la probabilitat és 1/2 perque si es repetis 'experiment infinites vegades
s'esperaria obtenir tantes cares com creus. D’acord amb els bayesians aquesta prob-
abilitat és 1/2 perque d’acord amb el nostre coneixement actual tant podria sortir
cara com creu en el proper experiment.

Es prengui la visié que es prengui, eventualment la moneda sera llengada i sor-
tira cara o creu. Es a dir, no hi ha res difts en el resultat de l'experiment. La proba-
bilitat basicament esta capturant el coneixement parcial que podem tenir sobre un
esdeveniment.

Observem que aix0 és radicalment diferent dels exemples donats al punt ante-
rior sobre la naturalesa difusa d’algunes entitats. Alla remarcavem que la difusitat
ens captura la veritat parcial dels objectes, en cap cas es considera la pertinenga
graduada com a una quantificacié de nostre coneixement.

La diferéncia entre ambdues disciplines es pot exemplificar en I'estudi de la

incertesa a la segiient frase: "Dema ploura forga”
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La probabilitat (freqiientista o bayesiana) ens serveix per a estudiar i quan-
tificar el grau de certesa que tenim que dema plogui. Finalment dema arribara
i pot ser que plogui o que no ho faci. La probabilitat ens serveix per a predir el
dema d’acord amb el nostre coneixement de les caracteristiques climatologiques
de l'avui i les nostres teories de com es comporta el clima.

Pero tant si dema plou com si no, la frase diu que ploura for¢a. Aixo no ésun
esdeveniment crisp sobre el qual dema podrem discernir la seva validesa. El "forga”
és una quantificacio6 de la pluja essencialment difusa, i com a tal ha de ser tractada.

Novak [86], assenyala que un dels problemes pels quals aquestes disciplines es
confonen és fruit d'una confusié verbal per I'abus de la paraula "incertesa”. D’acord
amb les seves tesis, la paraula general hauria de ser "indeterminaci6’, i aquesta és

pot manifestar com a “imprecisié” (probabilitat) o "vaguetat” (logica difusa).

Here you use the unhappy word in English uncertainty. This is often misunderstood

and so, the better word is indeterminacy. ’

A la literatura, i fruit del debat sorgit al voltant d’aquesta polemica a finals del
80 i principis dels 9o, s’han proposat algunes linies que sinergitzen aquestes dues
perspectives. Segurament la més desenvolupada i prometedora en aquest sentit
és la Teoria de la Possibilitat (possibility theory). Per a saber més al respecte es
recomana la lectura de [32] [34].

Per acabar I'analisi d’aquesta dialéctica: qué hem d’esperar doncs d’'una teoria
ilaltra?

La probabilitat, juntament amb la seva cosina inversa I'estadistica, modelitza
les entitats incertes a través de funcions de distribuci i densitat, que caracteritzen
el seu comportament general sota la hipotesi de que aquest esta regit per un prin-
cipi d’aleatorietat. La probabilitat, doncs, és el llenguatge de la imprecisié estadis-
tica i per tant hem d’esperar que ens aporti precisid. Disciplines com la mecanica
quantica han demostrat com I'as del llenguatge de la imprecisi6 ens serveix per a

donar les prediccions més precises donades mai en la historia de la fisica.

7Vilém Novék
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La logica difusa modela les entitats incertes a través de conjunts difusos que
no caracteritzen ni representen una propietat de I'entitat siné la propia entitat. La
logica difusa és el llenguatge de la imprecisié semantica i la seva aportacié és la
claredat. Aixo queda palés en camps com l'extraccié de regles difuses o d’etiquetes
lingiiistiques, on es mostra com es poden inferir models semanticament simples i

comprensibles de conjunts de dades grans.

Surely, there is no universally best approach to uncertainty modelling, fuzzy approach
can be seen as one attempt how to capture vagueness, but of course suffering as many
other theoretical fields from the reliability and fittingness of applied input data, rule
models, etc... I think it should be considered as one possible approach, nothing more,

nothing less. 8

1.6 LA INCERTESA EN EL RAONAMENT MEDIC

Fins ara hem analitzat la incertesa en general associada a la cognicié humana i
la seva representacié mitjangant sistemes formals. Aquesta tesi, pero, té també
un component especificament biomeédic; i el raonament medic presenta alguns
trets caracteristics en aquest aspecte. L'analisi del raonament medic esta conside-
rada una disciplina cientifica propia: la "iatrofilosofia” [17]. Recollirem aqui les
opinions més significatives i il lustratives de I'interés de considerar la difusitat en
aquest context.

En general, el diagnostic medic es realitza en un context de gran incertesa fruit
de la incompletesa, imprecisid i possible contradictorietat de la informacié dispo-
nible [97]. A més, on el raonament cientific cerca l'abstraccié de les dades per
a trobar els elements més rellevants d'un marc general, el raonament de la diag-
nosi meédica esta interessat en els elements atipics, singulars i morbids del subjecte
particular [45]. La incertesa i la necessitat del seu tractament propia d’aquest con-

text ha estat assenyalada per nombrosos metges com el polonés Ludwick Fleck,

8Radko Mesiar
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l'argenti Mario Bunge o l'iranid-alemany Kazem Sadegh-Zadeh (sense relacié pa-
rental amb Lofti A. Zadeh).

Jaal 1927, 40 anys abans de l'emergéncia dels fuzzy sets, Fleck [ 45 ] assenyalava
la necessitat d'un nou paradigma formal pel raonament médic en diagnosi. La seva
necessitat I'exemplifica en multiples situacions basiques del procés de diagnosi, se-
gurament la més il-lustrativa de les quals és la propia manca de distincio clara entre
sa i malalt.

Linterés de considerar els conjunts difusos en I'estudi d’aquest tipus de raon-
ament va ser molt rapidament considerat després de la seva introduccié el 1965.
Ja el 1969 Zadeh assenyalava el seu possible ts en un context medic [120], i re-
marcava com el problema que Fleck proposa sobre la distinci6 entre sa i malalt es
pot representar mitjangant fuzzy sets. Un altre treball especific interessant sobre
el tema és la tesi doctoral d’Albin [4] el 1975. Aquests estudis van contribuir a
considerar técniques basades en funcions de pertinenga i etiquetes lingiiistiques
quan es van desenvolupar els sistemes de diagnosi automatitzada als 70s i 8os com
CADIAG-1[3], CADIAG-II [2] 0o MYCIN [105].

Filosofs i metges com Sadegh-Zadeh [102] estudien i desenvolupen actual-
ment les técniques d’estudi del raonament medic mitjan¢ant logica difusa. D’acord
amb Sadegh-Zadeh les malalties han de ser estudiades com a conjunts difusos so-
bre els seus simptomes (més enlla dels purament biologics) i qualsevol considera-
ci6 en altres termes és intrinsecament inconsistent.

Per a aprofundir en l'estudi i historia de la incertesa i els conjunts difusos en el

raonament meédic es recomana al lector la lectura de [103].
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No deixa de semblar-me fins a cert punt assenyada, va respon-
dre el rei, la censura que acaba de fer-te el visir Nahun Ibn-
Nahun. Crec que és indispensable una aclariment sobre el cas.
Parla, doncs: la teva paraula podra orientar lopinié dels aqui

presents...

Mediacié del califa Al Motacén a la critica del visir

Operadors d'indistingibilitat i

isomorfismes fonamentals

EN AQUEST CAPITOL s’introduira i desenvolupara el marc teoric d’aquesta tesi.

Lobjecte matematic principal son els subconjunts difusos extensionals asso-
ciats a una relaci6é d’indistingibilitat. Les indistingibilitats s6n la fuzzificaci6 de
les relacions d’equivaléncia bivalents classiques i modelitzen I'intuitiu concepte de
similitud entre elements. Els conjunts difusos extensionals representen les classes
d’elements “essencialment diferents” d’acord amb aquesta relacié de similitud. Po-
den entendre’s com els conjunts observables per un sistema perceptiu que identi-
fica objectes d’acord amb una indisitingibilitat.

A la literatura s’han estudiat també dos operadors, que es denotaran ¢ i ¥,

que aplicats sobre conjunts difusos (arbitraris) y donen l'extensional més petit que
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conté y i el més gran que hi esta contingut respectivament. Tots aquests conceptes
seran definits i explicats amb rigor més endavant.

Es ben sabut que aquests quatre objectes matematics estaven en bijecci6 entre
ells. El principal resultat d’aquest capitol és que aquesta relaci6 és molt més forta,
ja que es tracta d’'un isomorfisme de reticles.

Per a donar aquest isomorfisme cal estudiar préviament 'estructura dels con-
junts d’aquests objectes. Es mostrara com aquests es poden dotar d'una estructura
reticular considerant les principals operacions logiques d’'unié i interseccid, aixi
com l'ordre puntual natural. S’estudiara com opera I'isomorfisme sobre aquestes
operacions, i aixi es tindra el mapa complet de la relacié.

S’estudiara també com aquest isomorfisme es trenca en considerar operadors
d’agregacié més complexes que els propis del reticle, com les mitjanes quasi-arit-
meétiques, tant en el cas finit com en I'infinit.

Per tltim es mostrara com tots els resultats trobats son invariants respecte iso-

morfismes de t-normes.

2.1  CONCEPTES PRELIMINARS

En aquest subcapitol es definiran els conceptes basics necessaris per a desenvolu-
par tots els resultats posteriors.

Es donara la definicié de, per aquest ordre, les t-normes, les relacions d’indis-
tingibilitat, els conjunts difusos extensionals i els operadors d’aproximacié6 supe-
rior i inferior per extensionals. S’explicara detalladament la interpretacié seman-
tica de tots aquests objectes aixi com les propietats basiques i necessaries per als
resultats que es demostraran en aquest treball.

En primer lloc recordem la definicié de t-norma [68]. Les t-normes sén la

2.

versié borrosa de la connectiva de logica bivalent ”i” (conjuncié).
Definici6 2.1.1. Una t-norma T és una aplicacié de [0, 1] X [0, 1] en [0, 1] que verifica
« T(a,b) = T(b,a)

o T(a,b) < T(c,d)sia<cib<d
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« T(a, T(b,c)) = T(T(a,b),c)
o T(1,a) =a

Donem ara el ben conegut Teorema de Ling, que permet definir el concepte

de generador additiu d'una t-norma arquimediana.

Teorema 2.1.2. [68] Una t-norma continua T és arquimediana si i només si existeix
una funcié continua i estrictament decreixent t : [0,1] — [0, 00| amb t(1) = o tal

que:

T(x,y) = 7(t(x) + t(y))

on t és la pseudo inversa de t definida com:

1 six <o
() = { (x) sio <x <o)
o sit(o) <

La funcié t sera anomenada un generador additiu de la t-norma, i és iinic llevat de cons-

tants multiplicatives positives.

Donadaunat-norma, que representala conjunciélogica, hiha diverses maneres
de definir les operacions d’implicaci6 i biimplicacié. Per a més detalls en com
aquestes poden ser definides es recomana [8]. En aquest treball, utilitzarem per

a tal la residuacié i birresiduacié de la t-norma que es defineixen a continuacié.

Definici6 2.1.3. Sigui T una t-norma continua per lesquerra.

« Laresiduacié T de T es defineix per tot x,y € [0, 1] com:
T (xly) = sup{a € [0,1]| T(a, %) < y}.
« Labirresiduacié T de T es defineix per tot x,y € [0, 1] com:
T (x,y) = min{ T (xly), T (y}x)} = T(T (xly), T Oolx)).
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Els generadors additius seran molt utilitzats a nivell operacional en aquest tre-
ball, ja que les connectives logiques associades a la t-norma (arquimediana) poden

ser reescrits en termes seus.

Proposici6 2.1.4. Sigui T una t-norma continua i arquimediana amb generador ad-

ditiu t. Aleshores:
© Txy) = £7(t(x) + t(y)
o T (xly) = d(Hy) — t(x))
T () = £t — t)]).

A continuaci6 es defineixen les relacions d’indistingibilitat. Com s’ha comen-
tant préviament aquestes fuzzifiquen les relacions d’equivaléncia classiques i for-
malitzen la nocié intuitiva de similitud. Cal remarcar que la definici6é d’una indis-
tingibilitat depén de la tria prévia d’'una t-norma. A la literatura s’ha investigat si
tenir una t-norma és condici6 necessaria per a mantenir algunes de les propietats
classiques que és desitjable mantenir en el cas difts, com la bijeccié entre relacions
d’equivaléncia (difuses) i particions (difuses) [63]. Aixd permet definir aquestes
relacions relaxant algunes de les condicions de les t-normes. En aquest treball,

pero, ens centrarem en T-indistingibilitats, sent T una t-norma.

Definici6 2.1.5. Sigui T una t-norma. Una relacié difusa E en un conjunt X és una

relacié de T-indistingibilitat si i només si per tot x,y,z € X
a) E(x,x) = 1 (Reflexivitat)
b) E(x,y) = E(y, x) (Simetria)
¢) T(E(x,y),E(y,2)) < E(x,z) (T-transitivitat).

Fixat un univers de discurs Xiuna t-norma T, denotarem & el conjunt de totes
les T-indistingibilitats en X.

Hi ha moltes maneres de generar relacions d’indistingibilitat. Una de les més
senzilles i naturals és considerar la relacié d'indisitingibilitat E, associada a un con-

junt difas p.
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Proposici6 2.1.6. Sigui X un conjunt, T una t-norma i y un conjunt difiis en X. La

relacié difusa E, en X definida per tot x,y € X com

Eu(x,y) = T (u(x), u(»))

és una relacié de T-indistingibilitat.

El Teorema de Representaci6, que enunciem a continuacid, és un dels resul-
tats més importants en el camp de les relacions d’indistingibilitats. Aquest teo-
rema diu que qualsevol familia de conjunts difusos en X genera una relacié de T-
indistingibilitat i, reciprocament, que tota T-indistingibilitat és generada per una

familia de conjunts difusos.

Teorema 2.1.7. [115] Teorema de Representacid. Sigui R una relacié difusa en un
conjunt X i T una t-norma continua. R és una relacié de T-indistingibilitat si i només si
existeix una familia (y.)icr de conjunts difusos en X tal que per tot x,y € X

i

R(x,y) = infE, (x,y).

i€l

En les condicions del teorema anterior direm que la familia de conjunts (y,)ic;
ésun conjunt de generadors de R. A més direm que s6n una base de generadors si
el cardinal de I és minim. Es a dir, si existeix una altra familia (v;);c; que generala
mateixa relacié R llavors la cardinalitat de I sera menor o igual que la de J.

Aquest teorema tindra una gran importancia en aquest treball ja que assegura
que qualsevol familia de conjunts genera una relacié de T-indistingibilitat. Ob-
servem que diferents families de conjunts poden generar la mateixa relacié, de fet
el problema de trobar de forma efectiva una base de conjunts generadors donada
una indistingibilitat és un problema obert en el camp.

A continuaci6 definim els conjunts difusos associats a una indistingibilitat. A
nivell formal és corresponen amb la fuzzificaci6 de les classes d’equivaléncia clas-
siques, junt amb les seves possibles combinacions (d’unions, interseccions i con-
nectives 1ogiques). Observis que en el cas classic aquestes combinacions sén tri-

vials, ja que la interseccid de dues classes d’equivaléncia diferents sempre és buida.
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Aixo no és cert en el cas difus, fet que afegeix flexibilitat i riquesa al'estudi d’aquests
objectes. A nivell semantic, si una indistingibilitat és la representaci6 formal de
com un sistema perceptiu identifica els objectes d’acord amb algun criteri de simili-
tud, els conjunts extensionals s6n aquells que s6n essencialment diferents d’acord
amb aquesta similitud. En altres paraules, els conjunts extensionals sén exacta-
ment els conjunts observables o granuls, recuperant alguns dels conceptes del capi-
tol anterior. Aquesta interpretacié dels mateixos sera molt il-lustrativa per a la
construcci6 que es fara en capitols posteriors daquesta tesi, ja que quan parlem
de discriminar diferents teixits cerebrals els recollirem com a diferents conjunts

extensionals.

Definicio 2.1.8. Sigui X un conjunt i E una relacié de T-indistingibilitat en X. Un

subconjunt difiis y de X sanomenara extensional si i només si:

Vx,y € X T(E(x,y), u(y)) < p(x).

Denotarem H, el conjunt de tots els subconjunts difusos extensionals respecte E.

Els conjunts extensionals han estat molt estudiats a la literatura i caracteritzats
de multiples maneres. A continuacié enunciem aquelles caracteritzacions impor-
tants per a aquest treball.

En primer lloc i més important a nivell semantic, els extensionals corresponen

amb els generadors de la indistingibilitat.

Proposici6 2.1.9. Un subconjunt difiis y és extensional amb respecte una T-indistin-

gibilitat E si i només si és un generador de E en el sentit del Teorema de Representaci.

La segiient caracteritzaci6 sera operacionalment ttil en algunes demostracions

posteriors.

Corol-lari 2.1.10. Un subconjunt difiis y és extensional amb respecte una T-indistin-

gibilitat E si i només si E, > E.

Per ultim, a [84] és dona la segiient caracteritzacié dels mateixos en termes

d’equacions funcionals.
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Proposici6 2.1.11. [84] Sigui E una relacié de T-indistingibilitat en un conjunt X i
Hg el conjunt de subconjunts difusos extensionals associats a E. Aleshores, per tot y €
Hy, tota familia (,)ic; de conjunts extensionalsiVa € [o, 1] es verifiquen les propietats

segtients.

1. ViGI u; € Hg

[8)

. /\iEI u; € Hg

. T(a,u) € Hg

(08}

- T (ua) € Hy

K

. T (aly) € Hy

n

L'interés de la proposici6 anterior és que caracteritza completament els con-
junts de conjunts difusos que son els extensionals d'una certa indistingibilitat, com
es prova a [84] i enunciem a continuacié. Com a corol-lari es té la bijeccié entre

conjunts d’extensionals i indistingibilitats.

Teorema 2.1.12. Sigui H una familia de subconjunts difusos en X satisfent les propi-
etats de la proposicié 2.1.11. Aleshores existeix una tinica T-indistingibilitat tal que
H - HE

Denotarem d’ara en endavant H al conjunt de les families de conjunts veri-
ficant la proposicio 2.1.11; és a dir que sén el conjunt d’extensionals d’'una certa
indistingibilitat.

Per ultim, introduim a continuacio els operadors ¢, iy,. Donat un subconjunt
difus y en X aquests donen el conjunt difas extensional més petit que conté y i el
més gran contingut en y respectivament. Es interessant assenyalar que, com passa
amb els conjunts extensionals, aquests operadors han estat proposats també en al-
tres camps: com a operadors de clausura i interior en un sentit topologic [ 59], com
operadors de possibilitat i necessitat en logica modal difusa [15], en fuzzy rough

sets [84], en morfologia matematica difusa [38], en analisi formal de contexts [9]...
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Per a totes les definicions anteriors no calia fer cap suposici6 sobre la t-norma
T emprada. Per a definir ¥, cal fer la suposicié addicional que la t-norma és con-
tinua per l'esquerra, ja que sin6 la residuacié no esta ben definida. D’ara endavant

suposarem sempre que la t-norma és continua per l'esquerra.

Definici6 2.1.13. Sigui X un conjunt i E una T-indistingibilitat. Per tot x,y € X

es defineix loperador d'aproximacié per extensionals superior ¢,: [0,1]X — [o,1]¥ i

l'operador d'aproximacié per extensionals inferior v : [0,1]* — [0, 1] com:

¢p(p)(x) = sup T(E(x, ), u(y)).

yeX

V(1) () = inf T (E(x.) (7))

A [96] es déna una caracteritzacié coma operadors que verifiquen les segiients

families d’equacions funcionals.

Teorema 2.1.14. Sigui X un conjunti ¢ : [0,1]* — [o,1]*. ¢ és laproximacié
per extensionals superior ¢, d'una certa T-indistingibilitat E si i només si ¢ verifica les

segiients propietats Vy, y’ subconjunts difusos de X i Vx,y € X:

Lo <y = ¢ <o)
b < o(u)
. ‘P(ViEI [*‘i) = \/iel ‘P(l‘i)

»

[O8Y

¢({x}) () = (¥} (=)
6. $(T(a,u)) = T(a, $(x))

[

Teorema 2.1.15. Sigui X un conjuntiy : [o,1]¥ — [o,1]%. v és laproximacié
per extensionals inferior ¢, d'una certa T-indistingibilitat E si i només si y verifica les

segiients propietats Vy, y’ subconjunts difusos de X i Vx,y € X:
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IA
’.:\
4
=
E
IA
=
'-:\

Y (Aert) = N v(w)

V(¥ (w) = v(p)

5. ¥(T (@la)y) = ¥(T (o) (x)
6. ¥(T (alu)) = T (al¥(n))

[O8Y

*

Els conjunts d'operadors verificant les condicions de les proposicions 2.1.14 i
2.1.15; és a dir, que son els operadors d’aproximacié superior i inferior per exten-

sionals d’alguna certa indistingibilitat, els denotarem I/ i £ respectivament.

2.2 ESTRUCTURES RETICULARS

En el subcapitol anterior hem definit els conjunts £, H,{{ i L. En aquest subcapitol
mostrarem com aquests tenen una estructura interna de reticle complet.

Com es veura, la construccié d’aquesta estructura reticular és absolutament
analoga en els quatre casos. Aquest fet és indicatiu de la profunda connexié que hi
ha entre ells i que es concretara en la demostracid, en el segiient subcapitol, de la

seva isomorfia.

2.2.1 RETICLE DE T-INDISTINGIBILITATS

Per a provar l'estructura reticular de £ cal primer donar la definicié de clausura

transitiva.

Definici6 2.2.1. Sigui T una t-norma i R una relacio reflexiva i simétrica en X. La

clausura transitiva R de R es defineix com

R= ﬂ E
E€ER<E
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La clausura transitiva d’'una relacié reflexiva i simétrica R déna la indistingibi-
litat més petita que conté R.

Lainterseccié ENF de T-indistingibilitats és una indistingibilitat, pero la unié
E U F no ho és en general ja que no preserva la propietat de T-transitivitat. Per
tal que la unio sigui una operaci6 binaria interna en £ cal considerar doncs la uni6
“tancada” EU F.

Lordre en £ ve donat per l'ordre natural E < F.

Amb tot aixo, (€, <, N, U) té estructura de reticle.

2.2.2 RETICLE DE CONJUNTS DE SUBCONJUNTS DIFUSOS EXTENSIONALS

De forma similar al cas de les indistingibilitats, és ben sabut que la interseccié de
conjunts d’extensionals Hg i Hy és alhora el conjunt d’extensionals d’una certa in-
distingibilitat, perd no la seva unié. Per tal que la unié sigui una operaci6 interna

de H cal definir la clausura extensional d’'una familia de conjunts.

Definici6 2.2.2. Sigui ] C [o,1]*. La clausura extensional ] de ] es defineix com:

Lordre en H ve donat per la inclusié conjuntista H; C H.

Aixi (H, C, N, U) té estructura de reticle.
2.2.3 RETICLE DOPERADORS DAPROXIMACIO SUPERIOR PER CONJUNTS DIFU-
SOS EXTENSIONALS

La construccié del reticle en I/ és analoga a la realitzada en els dos casos anteriors.

Definim primer la ¢-clausura d'un operador.

Definicié 2.2.3. Sigui f un operador f : [0,1]¥ — [0,1]X. La ¢-clausura f de f es

f= N\ ¢

J<¢.pcUt

defineix com:
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La conjuncié (definida com el minim) ¢, A ¢, doperadors d'aproximacié su-
perior ésl'operador d’aproximaci6 superior d’'una certa indistingibilitat pero la dis-

juncié (maxim) no. Cal, com abans, considerar la clausura de la disjuncié.
Proposici6 2.2.4. Sigui fun operador f : [0,1]X — [0, 1]X. Aleshores f € U
Demostracié. Trivial. O

Aixi (U, <, V, A) té estructura de reticle.

2.2.4 RETICLE DOPERADORS DAPROXIMACIO INFERIOR PER CONJUNTS DIFU-

SOS EXTENSIONALS

De nou, la construccié del en £ és com la realitzada anteriorment. L'tinica dife-
réncia és que s’inverteix el paper de conjuncions i disjuncions respecte el cas dels
operadors d’aproximaci6 superior. Com es veura amb més detall posteriorment,

¢, 1 ¥ mostren un comportament dual.

Definicié 2.2.5. Sigui f un operador f : [0,1]* — [0,1]*. La V-clausura f de f es

f= Vv

psi<f,yeL

defineix com:

Proposici6 2.2.6. Sigui fun operador f : [0, 1]* — [o0,1]*. Aleshoresf € L
Demostracié. Trivial. ]

Finalment, (£, <, A, V, ) és un reticle.

2.3 TEOREMA DISOMORFIA

Un cop es tenen les estructures ben definides demostrarem la seva isomorfia alge-
braica. Aquest resultat tindra una extrema importancia semantica i donara con-
sisténcia al treball aplicat que es desenvolupara en capitols posteriors daquesta
tesi.

El Teorema de Representacié (Teorema 2.1.7) prova que els reticles £ i H es-

tan en bijeccid. A continuacié enunciem les bijeccions amb /i L.
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Proposici6 2.3.1. [84] Sigui ¢ : [0,1]* — [0, 1]* un operador satisfent les propie-

tats de la Proposici6 2.1.14. Aleshores la relacié difusa E, definida com:

Ey(x,y) = ¢({x})(y)

és una relacié de T-indistingibilitat en X.

Proposici6 2.3.2. [84] Siguiy : [0,1]¥ — [0, 1]* un operador satisfent les propie-

tats de la Proposici6 2.1.15. Aleshores la relacié difusa E,, definida com:

Ey(x,y) = inf T (y(T ({x}|a)(y))]a).

a€fo,1]
és una relacié de T-indistingibilitat en X.

A [84] és demostra que les transformacions E — ¢,i¢ — E, son inverses

una de laltra. En conseqiiéncia € iU estan en bijecci6. El mateix resultat es té en
L.

El proper resultat prova que l'ordre esta completament correlacionat entre a-

quests reticles.

Proposici6 2.3.3. Siguin E, F dues T-indistingibilitats en X. Aleshores:
1. E<XF<& Hp C Hg
2 E<F& ¢, < ¢,
L E<Foy, <V,

Demostracié. 1. p € Hp. Vx,y u(x) > T(F(x,y),u(y)) > T(E(x,y),u(y)).
Per tant y € Hp.

2. Trivial, ja que T és creixent respecte la primera variable

3. Trivial, ja que ? és decreixent respecte la primera variable.
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Finalment, el proper teorema mostra com l'estructura donada per les opera-
cions internes dels reticles son preservades per les bijeccions. Com a corol-lari

d’aquest teorema es té la isomorfia entre els reticles £, H, U i L.
Teorema 2.3.4. Siguin E i F dues T-indistingibilitats en un conjunt X. Aleshores:

1. HWZHEHHF

. HEﬂF - HE UHF

[§)

3. g = P V ¢
S e AN
S Veor = Ve A Ve

6. Ve = Ve V Vg

Demostracid.

1. 4 € HENHp < y € Hgiy € Hp. Equivalentment, E, > EiE, > F
0E, > E U Fiperladefinici6 de clausura extensional aix0 és equivalent a
Ey >EUF & /RS Hm

2. D)

ENF < E = Hg C Hgnp.

ENF < F = Hp C Hgp.

Per tant HE U HF g HEﬂF = HE U HF g HEﬂF'

<)

Sigui yp € Hpnp. Suposem que y ¢ Hg U Hr. Aleshores existeix un conjunt

d’extensionals Hg, amb relacié d'indistingibilitat G tal que H; 2 Hg U HFi
u ¢ Hg = 3(«,y) tal que E,(x,y) < G(x,y). Sense pérdua de generalitat
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podem suposar que E(x,y) < F(x,y). Com Hg 2 Hg U H, Hp C Hgi
Hy C H; = G < EiG < F. Per tant:

E,(x,y) < G(x,y) < E(x,y) < F(,y). Aleshores

Ey(x,y) < (ENF)(x,y).
En conclusié, y ¢ Hpp, contrariament a la nostra hipotesi inicial.

Per tant y € Hg U Hp.

. Denotem ¢, V ¢, = ¢.. Hem de provar que ¢ . = ¢z

<)

E<EUF= ¢, < ¢
Fgmj ¢ < e
Aleshores,m = ¢¢ < dzr

¢ 2 ¢y = G=E
b= 9= G2 F
Aleshores, G > EUF = ¢, > V45

>)

. Denotem ¢, A\ ¢, = ¢.. Hem de provar que ¢ . = ¢z

>)

ENFSE= ¢pp < ¢p
ENFSF= ¢pp < ¢

Aleshores, ¢, N\ ¢ = ¢ = ¢y pe
<)

b6 < ¢y = G<E

¢S ¢p=G=F

Aleshores, G S ENF = ¢ < ¢pppe
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5. Denotem ¢, A ¥, = V.. Hem de provar que V. = V55

>)
ESW#\//EZ\I/W
Fﬁmi‘hz‘/’m
Aleshores,w > Ve = Ve 2 Veor

<)
Ve<V¥;=G=E
Vo<V =G=>F

Aleshores, G > EUF = V. < Y5z

6. Denotem ¢, V ¥, = V.. Hem de veure que V', = V5

<)

ENFSE= Yy 2 ¥y
ENFSF= Ypp 2 ¥y

Aleshores, ¥, V ¥, = Vo < Vppe
>)

Vo=V = G<E

Vo= V= GF

Aleshores, G S ENF = V. > Ve

Coroldari2.3.5. EEZHEU=ZL

Aquest resultat té una importancia tant teorica com practica.
En una dimensio teorica, es prova que els reticles £, H, U i U sén isomorfs i
per tant, tot i la seva diferent aproximacio i definicié semantica, des d’'un punt de

vista estructural sonidéntics. Per tantla seva diferénciano és formal siné purament
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interpretativa i de notacié. Aquest isomorfisme unifica els multiples resultats simi-
lars trobats a la literatura en la recerca local d’un dels quatre objectes matematics
considerats.

Des d’un punt de vista practic aquests isomorfismes constructius donen un
diccionari per a traduir la informacié codificada en diferents reticles. Aixd permet,
per exemple, agregar informacié diversa que per motius operacionals s’ha recollit
de diferent manera ja que es pot reduir a un marc comu.

Il-lustrem aquest punt amb un exemple. Suposem que es vol estudiar la dife-
réncia entre diferents perfums. Per una banda es pot considerar la seva féormula
quimica i, ja que es té la seva composici6, és facil codificar aquesta informacié en
format numeéric i construir una relacié de proximitat i, en general, una indistin-
gibilitat entre les diferents mostres estudiades. Per altra banda, ja que parlem de
perfums, també és important considerar I'opini6 del pablic al respecte. Donat que
la opinié que ens donaran sera eminentment qualitativa és més senzill recollir la
seva valoraci6 en diferents classes o conjunts, que podem prendre com una base
d’extensionals. Tenir explicitat 'isomorfisme entre conjunts d’extensionals i rela-
cions d’'indistingibilitat ens permet agregar aquests dos atributs de naturalesa tan
diversa perd complementaria.

Els resultats del Teorema 2.3.4 es poden resumir en el segiient diagrama:

L U & H

Q
Q
Q

VoV Ve & ¢;A¢, < ENF < HyUHg

VAV, < ¢,V ¢, < EUF ¢« HpgNHz

2.4 EXTENSIO UTILITZANT MITJANES QUASI-ARIT METIQUES

El Teorema 2.3.4 proval'equivaléncia entre £, H, U i L considerant les operacions
basiques dels reticles.

En aquest subcapitol s'estudiara si l'equivaléncia demostrada es manté quan
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considerem operadors d’agregacié més complexos com les mitjanes quasi-aritme-
tiques ponderades, que anomenarem mitjanes naturals. Per a poder-les definir su-
posarem que la t-norma T és continua i arquimediana. El resultat principal sera
que l'equivaléncia es preserva entre £ i H, perd no amb U/ ni £. Donarem tots els
detalls de les proves en el cas finit, que ocupara el primer subsubcapitol i només
els principals enunciats en el cas infinit que presentarem després, ja que sén ana-

logues.

2.4.1  CAS FINIT

Per a simplificar les férmules, ens restringirem a les mitjanes de dues T-indistingi-
bilitats. La generalitzaci6 a I'agregacié de n T-indistingibilitats és directa.

En primer lloc recordem la definicié de mitjana quasi aritmética.

Definici6 2.4.1. [1] Siguit : [0,1] — [—00, 00] una funcié estrictament mondtona
x,y € [0,1]. La mitjana quasi-aritmética m; de x i y es defineix com:

t(x) +t(y)

m(x,y) =t (=———7)

m; és continua si i només si { —00, 0o} §Z Ran(t).

En preséncia d’'una t-norma arquimediana podem prendre com a funcié es-
trictament monotona t de la mitjana un dels generadors additius de la t-norma T.
Anomenarem a aquesta mitjana la mitjana natural de T. El terme natural ve del fet
que fixada la t-norma, la manera numerica d’entendre la conjuncié logica, queda

fixada de forma directa una mitjana associada.

Proposici6 2.4.2. [62] La funcié que assigna a cada t-norma T amb generador ad-

ditiu t la mitjana quasi-aritmética my és una bijeccid entre els conjunts corresponents.

A continuaci6 definim les mitjanes quasi-aritmeétiques ponderades. Quan uti-
litzem el generador additiu d'una t-norma les anomenarem mitjanes naturals pon-

derades.
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Definicié 2.4.3. Siguit : [0,1] — [—00, 00| una funcié estrictament monotona,
x,y € [0,1] ir € [o,1]. La mitjana quasi-aritmética ponderada (amb pesori1 — r)

m} de x iy es defineix com:

my(x,y) =t (r- t(x) + (1= 1) - ().

. . . . o )
El parametre de pes r defineix una homotopia entre x i y, que per r = * recu
pera la definicié de mitjana quasi-aritmética.
Es directe comprovar que la mitjana natural ponderada d’indistingibilitats és

una indistingibilitat.

Proposici6 2.4.4. [62] Sigui T una t-norma continua i arquimediana i t un gene-
rador additiu, E, F dues T-indistingibilitats en un conjunt X ir € |[o,1]. La mitjana

ponderada natural de E i F es defineix com:

my(E,F)(x,y) = 7)(r t(B(x,3)) + (1 = 1) - ¢(F(x, )))

i és una relacié de T-indistingibilitat
Podem definir també les mitjanes naturals en els reticles H, U/ i £ com segueix:

Definici6 2.4.5. Sigui T una t-norma continua i arquimedianat, E, F dues T-indistin-
gibilitats en un conjunt Xir € [o,1]. Aleshores m|(Hg, Hg), m(¢, ¢p.) im; (¥, V)

es defineixen com:
o u € mi(Hg,Hp) & 3v € Hg,p € Hp tals que y(x) = 71(r - t(v(x)) +
(1=r) - tp(x)))
o mi(¢p ¢p) () (x) = £7(r- g () (%) + (1 = 1) - 1{¢p() (x)))
o« mi(Yp V) () (x) = 7 (r -y () (%) + (1 =) - 1(y5(p) (%))

Al Teorema 2.4.9 es demostra que m;(Hg, Hp) = H,(g,p). Aixo respondra
afirmativament a la pregunta de si podem estendre els resultats del subcapitol an-
terior entre £ i H quan considerem mitjanes quasi-aritmetiques. Per a fer-ho ne-

cessitem alguns lemes previs.
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Definici6 2.4.6. Sigui E una relacié d'indistingibilitat en un conjunt X. Per a cada

x € Xla columna y_ és el subconjunt difiis de X definit com:
u, = E(x,y)Vx,y €X

Lema 2.4.7. Sigui y_una columna de m)(E, F). Aleshores u_ € m;(Hg, Hp)

Demostracié. u_ésa columna de m(E, F) siinoméssiy (y) = mj(E,F)(x,y)
Aleshores u, = mj(oy, p, ), sent 0, i p_les corresponents columnes de Ei F

respectivament.
Enefecte, u,(y) = m{(E, F)(x,y) = p(y) = m{(E(x.y), Flx,y) =
= mi(0:(y), p. 7)) U

Lema 2.4.8. Siguin A i B dues families de subconjunts difusos en X. Aleshores
EA - EB = K - E

essent E, i Eg les T-indistingibilitats generades per A i B respectivament segons el Teo-

rema de Representacio.
Demostracio. Trivial. O

Teorema 2.4.9. Sigui T una t-norma continua i arquimediana i t un generador addi-
tiu, E i F dues T-indistingibilitats en un conjunt X amb conjunts d'extensionals Hg i Hp

respectivament ir € [0, 1]. Aleshores:
mf(H& HF) = Hm;(E,F)

Demostracié. <)
Provaremm}(Hg, Hg) < H,y (g ). Aix0 provarala desigualtat, ja que m;(Hg, H)
és el conjunt d’extensionals més petit major o igual que m}(Hg, Hg).

Sigui y € Hgiv € Hp. Hem de veure que
Enr(uw) > m:(E,F)
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que és equivalent a demostrar:

T(mi(E, F)(x,y), mi(u(y), v(y))) < mi(u(x), v(x)).

Expandint, aixo és analeg a demostrar:
(™ (r H(E(x, )+ (1= 1)1 (F(x,)))) 1 (- () + (1=7)-£(v(7))))
<t (r- tpx) + (=) - t(v(x))).
Simplificant,
£ (r - t(E(x,y)) + (1= 1) - t(F(x, ) + 7 t(u(y)) + (1 —1) - t(v(y))))
<t (r-tu(x) + (1= 1) - (%))
Que és equivalent a:
r-t(E(x,y)) + @ —r) - t(F(x,y)) + - tp(y) + (@ —r) - tv())

> tu() + (= 1) €(x))

Iaix0 és cert,jaque y € Hgiv € Hp.

>)

m > Hyer < Ene) < m/(E, F). Demostrarem aquesta
darrera desigualtat.

Sigui y_ una columna de m}(E, F). Pel Lema 2.4.7 y € m}(Hg, Hy) i

Evttipi) (0,2) < By (3:2) = T (m(E, F) (x,y), m!(E, F)(x,2))

< m;(E, F)(y, 2)

jaque ? és T-transitiva.
Per tant, E,r (¢, 1) < m;(E, F) o, equivalentment, m;(Hg, Hr) > H,(xp)-
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Aquest teorema respon afirmativament a la pregunta que motiva aquest capi-
tol respecte £ i H. Acabem de provar, constructivament, que és possible estendre
I'isomorfisme demostrat al Teorema 2.3.4 quan considerem mitjanes naturals pon-
derades. Donada la simetria que han mostrat fins ara els reticles £, H, U i L seria
esperable que aquesta extensié de l'equivaléncia també s’estengués sobre aquests
dos darrers reticles. Contraintuitivament, aix0 és fals i la simetria es trenca.

A continuacié provarem que quan considerem mitjanes naturals d'operadors
d’aproximacié per extensionals superior i inferior una desigualtat es manté men-
tre que l'altra no es verifica. Més endavant donarem un contraexemple per provar
que aquesta ruptura de la simetria és inevitable i raonarem per que succeeix aquest

fenomen.

Proposici6 2.4.10. Sigui T una t-norma continua i arquimediana i t un generador
additiu, E i F dues T-indistingibilitats en un conjunt X amb operadors daproximacié

superior ¢, i ¢, respectivament ir € [0, 1]. Aleshores:

my(¢g, $5) = ‘Pm;(E,F)'

Demostracié. Siguiy € [o,1]* un subconjunt difdsix € X. Hem de veure que

mi (9, 0p) (4(%)) = @, ) (6())-

Expandint aquesta expressid, cal veure:

£ (r-t(sup £ (#(B(x, y)) +1(u(3))) + =) t(sup 7 (#(F(x, ) +1((6())))

> sup t7 (867 (r - ¢(B(x,9)) + (1= 1) - #(F(x, ) + tu(3))-

yeX

Que és equivalent a:

£(r- inf((E(x,y)) + t(e(y))) + (0= r) - if(6(F(x, y) + ()
2 £ (inf(r H(E(x,y)) + (1 = 1) - H(F(x,y)) + ()
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0, equivalentment

r- inf(#(E(x,y)) + Hu(y)) + (0= r) - inf(e(F(x,y)) + Hu(y)))

yeX yEX

< inf(r- (B(x,y)) + (1 = ) - t{F(x,y)) + t(u(y))),
que és cert perqué la suma d’infims és menor oigual que 'infim delasuma. [

Proposicio6 2.4.11. Sigui T una t-norma continua i arquimediana amb generador
additiut, E i F dues T-indistingibilitats en un conjunt X amb operadors d aproximacid

inferior Y, i Y, respectivament ir € [0, 1]. Aleshores:

(Ve V) < Voo

Demostracié. Siguip € [o, 1]* un conjunt diftsix € X.

Reescrivint la desigualtat en termes de ¢, cal veure que

£ (r f(ymf( U(t(u(y)) — H(E(x, y )))+(1—r)'f(yig)f((f[*‘](f(u(y))—t(F(x,y))))
< inf #7(#(u(y) — (7 (r - H(E(x,9)) + (1 = 1) - HE(x,9)))))

yeX

Simplificant, tenim I'expressio equivalent:

t7(r - sup(t(u(y)) — t{(E(x,))) + (1 = r) - sup(t(u(y)) — (F(x,7))))

yeX yEX

< inf ¢ (H(u(y)) —r- HE(x,y)) = (L= r) - H(E(x,y))),

yeX

que és equivalent a:

r-sup(t(p(y)) — H(E(x,))) + (1 = r) - sup(t(u(y)) — H(F(x,)))

yeX yEX

> sup(t(u(y)) — r-H(E(x,y)) = (1 =) - F(x,)))-

yeX

Que és cert perqueé la suma de suprems és major o igual que el suprem de la

suma. O]
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Com s’ha comentat anteriorment, l'esperada desigualtat contraria (prenent les
clausures corresponents) no es compleix. El segiient contraexemple mostra que

aquest fet és insalvable:

Exemple 2.4.12. Sigui X un conjunt finit amb cardinalitat 3. Considerem les segiients

relacions d'indistingibilitat E i F respecte de la t-norma de Lukasiewicz.

1 0.6 0.7 1 0.8 0.7
E = 0.6 1 0.8 F= 0.8 1 0.6
0.7 0.8 1 0.7 0.6 1

La mitjana natural m;(E, F) de E i F és:

1 0.7 0.7
mt(E, F) = 0.7 1 0.7
0.7 0.7 1

Considerem el conjunt difiis segiient y = ( 1 1 07

4 € Hy (5, jaque E, > my(E, F) (Proposici6 2.1.10).

4 € Hyygp) iy € Hepero y ¢ Hp.

Els conjunts difusos extensionals sén punts fixos dels operadors daproximacié su-
perior i inferior, aixi que:

(me(E,F)(y) =¢:(0) = ‘//m,(E,F)(H) = ¥p(0) =

Peroy ¢ Hy = ¢ () > i) <

Per tant ¢, . py (1) < mi(¢y, ¢p) iV, 5 (8) > MYy, ¥p), i la igualtat no
sabasta.

El factor diferencial que trenca la simetria entre H, U i L és el segiient:

Sense considerar clausures hem demostrat que:
. mf(HmHF) < Hm;(E,F)

. m;(‘PE’ ‘PP) > ‘/’m;(E,F)

. m:(\%ﬂ%) < ‘l’m;(E,F)
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I prenent les clausures segons les hem definit al subcapitol 2.2 ales expressions

anteriors es té:

« m{(Hg, Hp) < m{(Hg, Hr) < Hy(s.r)

. m?(‘l’}za ‘Pp) > m:(¢E7 ‘PF) > ‘Pm;(E,F)
. m;(V’Ea \”p) < m;(‘//Ea ‘/’F) < 1/’m;(E,F)

Com es pot veure a la demostracié del Teorema 2.4.9, prendre la clausura ex-
tensional és necessari per a abastar la desigualtat contraria que prova la igualtat.
Per contra, prendre clausures dels operadors d'aproximacié superior i inferior no
aporta res per la desigualtat contraria sin6 que reforga la ja demostrada. I, com el
contraexemple anterior prova, aquest fet és insalvable.

En conclusié, podem resumir els resultats demostrats en aquest subcapitol i

I'anterior en el segiient diagrama:

L

Q

U

Q
o
Q

H

Vv,VV¥, & ¢,ANd, < ENF <« HyUH

VAV, < é,V¢, < EUF < HyNH

>mi(Vp V) < <milép¢p) < mi(EF) < mi(He, H)

Per acabar el subcapitol demostrem alguns resultats finals sobre mitjanes na-

turalsenU/ i L.

Teorema 2.4.13. Siguin Fi G dues T-indistingibilitats en un conjunt X amb operadors

daproximacio superior i inferior ., ¢, ¥ i ¥ respectivament ir € [o,1]. Aleshores:
¢ ¢Em;(HF,HG) - (pm{(F,G)
¢ ‘I/Em;(HF,HG) - V/m{(F:G)
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Demostracié. Pellema 2.4.8 Ey(p; 1g) = E )

Pel Teorema 2.4.9 m|(Hg, Hg) = Hy;(r,6)-

Unificant resultats, E, sy, He) = EHm;(m;) = m(F,G) = SbEm;(HF,HG) =
bur(rc) 1 VE, Vo (£,G)*

t(Hp,HG)

]

2.4.2 CAS INFINIT

Al subcapitol anterior ens hem centrat en estendre els resultats del subcapitol 2.3
considerant mitjanes naturals ponderades de dues indistingibilitats. Per un nom-
bre finit # de relacions a agregar la construccio, resultats i demostracions sén idén-
tics que enel cas n = 2.

En aquest subcapitol mostrarem (sense entrar en els detalls de les demostra-
cions ja que sén anilogues al cas finit) com tots els resultats es preserven quan

considerem mitjanes naturals d'un nombre infinit de relacions d’indistingibilitat.

Definici6 2.4.14. [71] Sigui X un conjunt, T una t-norma continua i arquimediana
amb generador ti (E;) (a4 una familia de T indistingibilitats en X. La mitjana natural
de (E;) 1 es defineix com:

Bry) = [ B )

Considerarem mitjanes naturals i no mitjanes naturals ponderades per simpli-
ficar la notacié. Els resultats amb aquestes darreres son els mateixos i només cal

. oo A T .
imposar que la suma de pesos normalitzi 'agregacio, és a dir ziG[u,b] rp=>b—a.

Proposici6 2.4.15. La mitjana natural d'infinites indistingibilitats és una indistingi-

bilitat i no depén de la tria del generador de la t-norma.
Demostracio. Trivial, comprovacié6 de les propietats. [l

Definim a continuaci6 la mitjana natural de conjunts d’extensionals. Com es

demostra, es verifica el mateix resultat que al teorema 2.4.9
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Teorema 2.4.16. Sigui T una t-norma continua i arquimediana i t un generador addi-
tiv, (E;)ica,p) una familia de T-indistingibilitats en un conjunt X, (i, )ic(a,p) una familia
de conjunts difusos en X amb y, € H, per toti € [a, b] i y el conjunt difiis en X definit

com:

b
o) = (2 [ o))
Aleshores y € Hg, on E és la T-indistingibilitat mitjana natural de la familia (E; )ic[ap)-

Demostracié. u, és extensional respecte E;,

() < U(HE(x,p) + 1))

Hu;(x)) = HEi(x,y)) + Hp,(7))-

1

) = o [

b

R T
= H(B() + iu).

]

Com en el subcapitol 2.4, quan considerem mitjanes naturals d'operadors d’a-
proximacié superior i inferior per extensionals només s’abasta una desigualtat, i pel
mateixraonament que es detalla al final del subcapitol anterior considerar clausures

no aporta la desigualtat contraria.

Teorema 2.4.17. Sigui T una t-norma continua i arquimediana amb generador addi-
tiut, (E,-)ie[a’b] una familia de T-indistingibilitats en un conjunt X i (¢Ei)i€[a7b] la familia
d'operadors daproximacio superior corresponent. Aleshores l'operador daproximacié

superior ¢ de la mitjana natural E de (E;)c[a) verifica.

dulu(x)) < 1 [ e )
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per tot subconjunt difis y de Xix € X.

Demostracié.

¢e(u(x)) = supT(E(x,y),u(y)) = supt (HE(x,y)) + t(u(y)))

yeX yEX

/ (Ede,y) )i + ()

1

= sup =

yeX

< G [ o)

De forma idéntica es demostra la desigualtat corresponent a L.

Teorema 2.4.18. Sigui T una t-norma continua i arquimediana i t un generador addi-
tiv, (E;)ica,p) una familia de T-indistingibilitats en un conjunt X i (‘VEi)iG[mb] la familia
d'operadors daproximacié inferior corresponent. Aleshores l'operador daproximacié

superior Y, de la mitjana natural E de (E;);c|ap) verifica.

o) = ¢ [ty (u(a))

per tot subconjunt difiis y de Xix € X.

2.5 ROBUSTESA DE RESULTATS RESPECTE ISOMORFISMES DE T-NORMES

En els subcapitols anteriors hem estudiat la relacio estructural entre els reticles &,
‘H, U i L iha quedat demostrat que la seva relacié es molt més profunda que la
coneguda a la literatura.

Tanmateix, tots aquests conjunts depenen de la tria anterior d’'una t-norma de
referencia. Linterés de tots els resultats provats quedaria fortament diluit si aquests
no es mantinguessin respecte isomorfismes de t-normes. En aquest subcapitol es
comprova que, en efecte, tot el que s’ha demostrat es preserva sota isomorfismes

de t-normes i, en conclusid, tots aquests resultats sén robustos.
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Recordem la definicié d’isomorfisme de t-normes.

Definici6 2.5.1. [68] Dues t-normes continues T, T' sén isomorfes si i només si existeix

una aplicacid bijectivaf : [0,1] — [o,1] talquefo T = T o (f X f).

Definici6 2.5.2. [61] Donades dues t-normes T, T', una relacié de T-indistingibilitat
E en un conjunt X i una altra relacié de T'-indistingibilitat E' en X', un morfisme ¢ entre

EiE' ésun parell daplicacions ¢ = (h, f) que fa commutatiu el segiient diagrama:

XxX —— [0, 1]

lhxh lf
X xx —2 [0, 1]

(ie. f(E(x,y)) = E'(h(x), h(y)) per tot x,y € X).

Quan h i f son bijeccions direm que ¢ és un isomorfisme.

Per a simplificar, prendrem h = Idy i X' = X. Aixi, els isomorfismes queden
completament caracteritzats per f.

El resultat principal que assegura la robustesa de tots els resultats demostrats
respecte isomorfismes de t-normes és que aquests impliquen necessariament iso-

morfismes de T-indistingibilitats.

Proposici6 2.5.3. Siguif: [0,1] — [o, 1] un isomorfisme entre dues t-normes Ti T'
i E una relacié de T-indistingibilitat en un conjunt X. Aleshores E i f o E son indistingi-

bilitats isomorfes
Demostracio. Trivial. O
Lema 2.5.4. [61] Siguin T'i T' t-normes isomorfes. Aleshores T i T' sén isomorfes.

El proper resultat, trivial a partir de la proposicié i el lema anteriors, garanteix
que isomorfismes de t-normes impliquen isomorfismes en H, U i L. Aix0d prova

la robustesa respecte isomorfismes de t-normes enunciada.

Proposici6 2.5.5. Siguif: [0,1] — [0, 1] una aplicacié que defineix un isomorfisme
entre dues t-normes T i T'. Sigui E una relacié de T-indistingibilitat en un conjunt X i

f o E una T'-indistingibilitat en X isomorfa a E. Aleshores:
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. yEHEﬁfoyeroE
‘fo(PE:(PfoE
« fovE = Vg

Demostracié. Trivial.
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La teoria estudiada avui, i que ens sembla iniitil, tindra potser
projeccions inimaginades en el futur. Qui podrd imaginar
aquest enigma en la seva projeccié, a través dels segles? Qui
podra resoldre la gran incognita dels temps que vindran des de
lequaci6 del present? Només Allah sap la veritat! I és possible
que les investigacions teoriques de lavui proporcionin en mil o

dos mil anys recursos preciosos per a la practica.

Allegaci6 de Beremiz en defensa de la ciéncia creativa

Aproximacio per extensionals

EN AQUEST CAPITOL es tractara un problema fonamental del camp de les indis-
tingibilitats. Donat un conjunt diftis (qualsevol) en un univers de discurs X dotat
d’una relaci6 d’indistingibilitat E, quin és el conjunt extensional que millor I'apro-
xima?

Al capitol anterior s’han definit amb rigor els conceptes necessaris pel planteja-
ment d'aquest problema aixi com per la seva resolucié. En primer lloc s’han definit
les relacions d’indistingibilitat, que modelen la noci6 de similitud entre objectes
en el marc de lalogica difusa. Els conjunts extensionals associats a la indistingibili-
tat es corresponen amb els conjunts observables quan aquesta es té en compte. Per
tltim s’han introduit dos operadors ¢ i ¥, que aplicats a un conjunt diftis 4 donen
I'extensional més petit que conté y i el més gran contingut en y respectivament.

Més enlla del problema en un sentit purament matematic aquest té alhora un
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profund intereés cientific, que justifiquem a continuacié.

Com ja s’ha comentat al capitol 1, tot sistema perceptiu (ja sigui un sensor
antifum, una camera fotografica o un ésser huma) té limitacions i per tant és im-
perfecte. Un sistema perceptiu perfecte hauria de ser capag de distingir tots els
objectes diferents. Pero tot sistema és imperfecte i aix0 no es compleix. En altres
paraules tot sistema perceptiu realitza una identificacié. Matematicament aixo es
pot entendre com un operador de similitud operant sobre I'univers de discurs. Es
a dir, el sistema, en l'acte de percepcié, introdueix una relaci6 de similitud sobre la
realitat (interna) que percep.

Al capitol 1 s’ha dissertat llargament i argumentat com la versatilitat i seman-
tica de lalogica difusa ofereix un marc ideal per a estudiar aquests fendmens, ergo
pren sentit representar aquesta relaci6 de similitud introduida pel perceptor com
una indistingibilitat.

Trobar el conjunt extensional que millor aproxima un conjunt arbitrari és, per
tant, analeg al problema de com un perceptor veu un objecte no representable en
el seu espai mental.

A la literatura aquest problema no ha estat tractat de forma directa. De fet els
millors meétodes proposats son els operadors ¢, i ¥, ja definits en aquesta tesi.
Aquests donen el millor extensional per sobre o per sota d'un subconjunt difas y
respectivament, perd no s’assegura que no hi hagi extensionals "intermedis” (per
sobre de y per a alguns elements de I'univers X i per sota de y per a d’altres) més
propers al conjunt original.

En aquest capitol es proposaran tres metodes nous d’aproximacié per exten-
sionals per a t-normes arquimedianes (es donaran férmules explicites per les t-
normes de Lukasiewicz i el Producte) i un per a la t-norma Minim.

En primer lloc és donara un métode basat en mitjanes naturals ponderades de
¢ 1V A continuacié se’n donara un considerant poténcies (homotécies) de la t-
norma. Aquests dos metodes seran donats tant en un cas finit com infinit. Per tltim
es donara un meétode basat en resoldre un problema de Programacié Quadratica.

Els tres métodes proposats seran il-lustrats en un exemple comu que servira

per amostrar les diferéncies entre ells i els avantatges i inconvenients de cadascun.
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Com es mostrara, tots tres milloren amb escreix els resultats donats pels operadors
bpiyp
Per acabar es donara un metode per a la t-norma del minim que millora les

aproximacions trobades a la literatura.

3.1 METODE BASAT EN MITJANES PONDERADES

El primer meétode d’aproximacid per extensionals esta basat en considerar ['dptima
ponderacié de la mitjana natural ponderada entre ¢, () i ¥, (¢). Donat que ¢, (¢)
doéna una aproximacié per sobre i \//E(y) en dona una per sota, pren sentit consi-
derar mitjanes d'aquests operadors per a trobar extensionals intermedis.

D’ara endavant en aquest capitol denotarem X I'univers de discurs, E la relacié
d’indistingibilitat i y el subconjunt difas que es vol aproximar. A més, llevat del
darrer subcapitol, considerarem la t-norma continua, arquimediana i amb f un ge-
nerador additiu.

Una conseqiiencia de l'estudi realitzat al capitol 2 és que en efecte la mitjana

de dos extensionals (i en particular de ¢ (¢) i ¥ (¢)) és un extensional.

Proposicio 3.1.1. Siguin y, v conjunts difusos extensionals en X respecte la indistin-
gibilitat E. Aleshores:
m;(u,v) € Hg.

Demostracié. Hem de provar que
T(E(x,y), my(u, v)(y) < mi, v)(x)-
Expandint T mitjangant ¢ aixo és equivalent a
HE(x,y)) +r-t@)(y) + (@ —r) - 1))
<r-t((W)x) + (1 —r) - f((v)(x)

que podem reescriure com
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rt(E(x,y)) +r-t(¢(0) (1))
1 —r) - HE(x,)) + (1= 1) - t{y,(0) ()
> e t{¢pp()(x) + (1= 1) - H(yg(w) (%))

que és cert ja que y i v s6n extensionals. ]
Corollari 3.1.2. m[(¢,(u), V() € Hg Vr € [o0,1].

S’observa directament que prenent la mitjana natural ponderadam} (¢, (), ¥ (¢))
en els casos limit r = o0, 1és té ¢ (u) i ¢ () respectivament. La qiiestié doncs és
per quin valor de r I'error comés en 'aproximaci6 és menor. Matematicament el
problema doncs es redueix a trobar el valor de  que minimitza la segiient funci6

(per a alguna norma |||]).

F(r) = ||u — m:(‘PE’ WE)H

Considerant la distancia euclidiana, minimitzar aquesta funci6 és equivalent a

minimitzar el quadrat de la mateixa aixi que podem prendre com a funcié:

E(r) = |lu = mi(¢g: vi) I

Per la t-norma de Lukasiewicz l'expressié anterior dona una férmula explicita
per a trobar el valor optim de r. Per a fer menys feixugues les formules deno-

tarem d'ara en endavant y, enlloc de u(x;), ¢, enlloc de ¢, (y)(x;)) i ¥, enlloc de
V(W) (%))

Teorema 3.1.3. Sigui y un conjunt difiis en un conjunt finit X = {x,, ..., x,}i T =L

la t-norma de Lukasiewicz. El valor de r que minimitza lexpressié F(r) = ||y —

m;(¢E’ ‘/’E)HZ és:

. 2ot = 2wV — e+ ()
Z (‘Pi)z + Z (‘//i)z -2 Z (P,"//,'
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Demostracié. Com T =E podem prendre com a generador additiu t(x) = 1 — «.

Expandint F(r) tenim:
F(r) =(w,—r-¢+r- 9, —9)+ 4 (g, =1, +r-9,—v,)"
La derivada de F(r) és:
F(r) =

R A A AR A SN Ak AR
ta(p, Y, GGV g Y, — )
i I'tnic valor de r que fa F'(r) = o és:

r— Z%"Pi—Z%‘%—Z‘/’i“kﬂrzvfﬁ.
Z¢j+Z‘Pf_ZZ¢I‘//l

Per la natura del problema és trivial que aquest valor és un minim. Tanmateix

és pot comprovar que F'(0) < 0iF/(1) > o. En conseqiiéncia aquest valor és un

minim global. O]

Si considerem la t-norma producte T = IT, I'expressi6 expandida de F(r) és:

F(r) :(l'll — er'log‘pl"'(l_r)'l"g‘h)z -+ ..
+(HV, . er-log¢n+(1fr)-log\//n>2

ila derivada F'(r) és

F/(V> :_Z(Hl . er-log(pl+(1fr)-log\//l>

X (e PO (g, — logy,) + - -

Tot i tenir un minim absolut, ja que F' és continua, F'(0) < 0iF (1) > o,

aquesta expressio no té zeros algebraics quan n > 1. Per tant la soluci6 ha de ser
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trobada utilitzant métodes numeérics. Al subcapitol 3.4 mostrarem en un exemple
com es pot trobar.

Sil'univers de discurs és infinit, el valor de r optim verifica la mateixa férmula
canviant els sumatoris per integrals. La prova és analoga i es suporta en alguns

lemes previs.

Proposici6 3.1.4. Sigui X un conjunt infinit mesurablei E unarelacié d'indistingibilitat

mesurable en X. Llavors E, ¢, iV, son Lebesgue-integrable

Demostracié. Una funcié acotada i mesurable és Lebesgue-integrable i I'infim, su-

prem i composicié de funcions Lebesgue-integrables és Lebesgue-integrable. [

Aixi, sota hipotesis necessaries de mesurabilitat, en el cas infinit podem rea-
litzar la mateixa construccid per a reduir el problema d’'0ptima aproximacié per
extensionals a un problema d'optimitzacié en una variable.

Per a provar la férmula en el cas infinit cal el segiient lema, conegut com a regla
de Leibniz [44].

Lema 3.1.5. [44] Siguif(x, r) una funcié integrable i derivable respecte la segona vari-

able. Aleshores: 5 of
E/f(x, r)dx:/a(x, r)dx.

El segiient teorema prova que per la t-norma de Lukasiewicz en el cas infinit

s'obté una férmula analoga a la del Teorema 3.1.3.

Teorema 3.1.6. Sigui y un conjunt difiis mesurable en un conjunt infinit X amb mesura
m(X) i T =Llat-norma de Lukasiewicz. Aleshores lexpressié F(r) = ||u—m} (¢, ¥)||*

és minimitza quan:

r= Jxwddx — [yupidx — [ oy dx+ [y (v,)dx
fX <¢i)2dx + fX (‘Pl))zdx -2 fX ¢i1//idx

Demostracié. Sigui o un subconjunt difus extensional. La funcié a minimitzar és
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F(r) = [l — ol = /X(y(x) — o(r)(x))"dx

Aleshores:

Que pel Lema 3.1.5, és equivalent a:

F) = [ 511609 = o) w) e

I'la resta de la prova és idéntica a la del Teorema 3.1.3 O

3.2  METODE BASAT EN POTENCIES DE LA T-NORMA

En aquest subcapitol donarem un altre métode per a aproximar un conjunt difus
per un extensional adequat. Aquest métode estara basat en considerar una potén-
cia "dptima” de la conjuncié (t-norma) dels operadors ¢, i/, sobre p.

Definim primer queé és la poténcia d'una t-norma [117].

Definici6 3.2.1. Sigui T una t-norma i n un niimero natural. Definim la n-ésima

poteéncia de x respecte T com:

Per simplificar notacié denotarem T"(x) = «".
Es possible estendre aquesta definicid a tots els racionals positius com segueix:

Definici6 3.2.2. Sigui T una t-norma i n un nimero natural. Definim x a la 1/n

poténcia com:

i per p, q niimeros naturals,



Passant al limit es poden definir potencies amb qualsevol exponent real. Una
construccié rigorosa es pot trobara [117].
Quan la t-norma és arquimediana, com les considerarem en aquest subcapitol,

les potencies de T es poden escriure en termes del generador additiu .

Proposici6 3.2.3. Sigui T una t-norma arquimediana amb generador additiutir €
R, Aleshores:
X =t (r - t(x)

Una observaci6 important dela proposicié anterior ésquer < s = x" > x°. A
més la continuitat de t assegura la continuitat de les poténcies quan deixem variar
I'exponent. Aixi, T déna una homotopia entre x> = 0ix° = 1, amb la identitat
quan l'exponent és 1.

La clau del métode proposat és conseqiiéncia del proper corol-lari.

Proposicio 3.2.4. Sigui E una indistingibilitat en un conjunt X, y un conjunt difiis

extensional de Eir < 1. Aleshores
HV & HE.

Demostracié. p és extensional, per tant t(E(x, y)) > t(u(x)) — t(u(y))-
Hem de veure que T(E(x,y), u(y)") < pu(x)".
Expandint,

H(E(x,y) +r- t(u(x)) = r- t(p(y))-

0, equivalentment,

HE(x,y) = r- (Hu(x)) — Hp(y)))

que és cert perque r < 1. O
Corol-lari 3.2.5. V(u)" és extensional quanr < 1.

Aixi, el problema d’aproximar de forma adequada un conjunt difas y arbitrari
per un d’extensional de la forma y/(y) es redueix a calcular el valor de r que mini-

mitza la funci6 segiient.
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F(r) = [lu = v ()|

Per a la t-norma de Lukasiewicz, com en el cas del metode basat en mitjanes,
podem trobar férmules explicites per a calcular aquest valor. Com abans, per sim-

plificar notacié denotarem g, = p(x;) iy, = V() ().

Teorema 3.2.6. Sigui y un conjunt difiis en un conjunt finit X = {x,, ...,x,}iT =Lla

t-norma de E ukasiewicz. Aleshores F(r) = ||u — ¥ (u)"||* es minimitza quan

L) 3 () () — 3 pl) - () () —
23 V() () = Do v (w)(x) —n '

Demostracié. Podem prendre com a generador additiu t(x) = 1 — .

Flr) = (g, =1 r=re g et g, =147y,

La derivada és

F(r)=2(u, +v, —p, -V, + o, +¥, — @, ¥, —1n)
REUC A R AL A

il'tnic valor de r pel qual F'(r) = o és

;— Zyi+Z‘/’i_Zl‘i"/’i_n_
22‘//,'_2‘//12_”

que per la naturalesa del problema és un minim global. ]

Com en el subcapitol anterior, en el cas infinit (sota adequades hipotesis de

mesurabilitat) tenim un resultat analeg.

Teorema 3.2.7. Sigui y un conjunt difiis mesurable en un conjunt infinit X amb mesura
m(X) < oo i T =Lla t-norma de Lukasiewicz. Aleshores l'expressié F(r) = ||y —

V/E(y)’| |* és minimitza quan:

59



J (i) do + [ (o) (i) doe — [ (1) - () (1) dx— m (X)
2 [ () (i) doe — 30 v () (i) doe — m(X) '

Demostracié. Analoga ala del Teorema 3.1.6 U]

r =

Si considerem la t-norma producte T = IT i un conjunt finit, I'expressi6 ex-

pandida de F(r) és:

F) = = V@l = (g, = 50 4 ot (g, —

La derivada de F(r) és:

F(r) =2 log(y,) - (g, — &™H)

que no té zeros algebraics quan n > 2. Aixi que el valor optim s’ha de trobar
emprant métodes numerics.

Donada la dualitat existent entre els operadors d’aproximacié superior ¢, i in-
ferior ¥, seria esperable tenir un métode per ¢, involucrant exponents superiors a
la unitat. Aixo no és possible, ja que per exponents tals la condicié d’extensionalitat

no es pot assegurar. El proper contraexemple ho mostra:

Exemple 3.2.8. Sigui T =LiE la L-indistingibilitaten X = {x,, ..., x, } amb matriu

1 0.8 0.7 0.3 0.2
0.8 1 0.7 0.3 0.2
E = 0.7 0.7 1 0.3 0.2

0.3 0.3 0.3 1 0.2

0.2 0.2 0.2 0.2 1
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v el conjunt extensional definit com

0.9
0.7

0.8

ir = 2. Aleshores:

0.8
0.4

0.6

o

v* no és extensional:
T(E(x,,x,),v*(x,)) = 0.840.8—1=0.6 > 0.4= v*(x,).

Per tant, v" ( r>1 ) no és extensional en geneml

3.3 METODE BASAT EN PROGRAMACIO QUADRATICA

En aquest subcapitol es donara un tercer métode per aproximar oOptimament un
conjunt difts arbitrari per un extensional. En els subcapitols anteriors s’han cercat
extensionals adequats considerant operacions de ¢, i Y. En aquest darrer cas,
considerarem que el conjunt és finit i cercarem I'extensional aproximant resolent el
sistema d’equacions definit per la propia equacié funcional d’extensionalitat. Aixo
convertira el problema en un de Programacié Quadratica.

Denotem y el conjunt difus que es vol aproximar i o 'extensional que I'aproxima.

La funcié objectiu a minimitzar és:
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F=lu—oll

La regi6 de l'espai en la qual s’ha de trobar la solucié és [o, 1]" que és tancat i
acotat. Assumint que T és continua i arquimediana la condici6é d’extensionalitat

de o es pot reescriure com:

t(E(x;, ;) + t(o(x)) > t(o(x:)) Vi,j=1,...,n.

que enel cas de T =L es pot reescriure com:

o(x;) — (T(xj) > E(xi,xj) —1 Vijj=1,..,n

ienelcasde T = Il com:

o(x;) > E(x;, %) - o(x) Vi,j=1,...,n.

En ambdoés casos aixo porta a un sistema de n incognites i (:) equacions (ex-
cloent el cas trivial i = j).

Per a que els métodes numérics de resolucié de sistemes com aquests con-
vergeixin cal que 'espai de cerca sigui tancat i acotat, fet que ja hem justificat que
es dona.

Aquest métode, que per simplificar denotarem métode QP (Quadratic Pro-
gramming), només funciona sil'univers X és finit. En el cas infinit el sistema tindria

infinites equacions i seria, en general, irresoluble.

3.4 EXEMPLES

En els darrers subcapitols s’han donat 3 metodes diferents daproximacié per ex-
tensionals. El primer estava basat en mitjanes ponderades de ¢, i ¥, el segon en
potencies de v/, i el tercer en resoldre un sistema de Programacié Quadratica. En
aquest subcapitol donarem dos exemples, un sobre un conjunt finit i un infinit, per

a illustrar el comportament d’aquests metodes. Aixd ens permetra comparar el
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seu rendiment aixi com comprovar que en efecte aquests milloren els resultats de

la literatura (que com ja s’ha indicat es restringeixen a l'aplicacié de ¢, i V).

3.4.1 EXEMPLE 1: CAS FINIT

Considerem un conjunt X amb cardinalitat s i 'indistingibilitat E amb matriu:

1 0.8 0.7 0.3 0.2
0.8 1 0.7 0.3 0.2
E= 0.7 0.7 1 0.3 0.2

0.3 0.3 0.3 1 0.2

0.2 0.2 0.2 0.2 1

que és una min-indistingibilitat i per tant també ho ésrespecte LiITi el conjunt

u seglient:

ux) = | oa

p no és extensional respecte £, ja que T(E(x,, x,), y(x,) = 0.8 + 0.9 —1 =
0.7 > 0.5 = p(x,).

Com que T =L< IT < min, y tampoc és extensional per ITi min.

Estudiem primer el cas T = L. Els operadors d’aproximaci6 superior i inferior

de y sén:

0.9 0.4
0.7 0.4
¢p()(x) = | 0.6 | Vp(u)(x) =] ou
0.8 0.8
0.3 0.3
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El métode basat en mitjanes proposat en aquesta tesi es basa en trobar una
ponderaci6 adequada per a la mitjana dels dos conjunts anteriors que minimitzi

lerror comeés en l'aproximacié de y. Sigui 0, aquest conjunt extensional.

Om = m:(‘/)E(H)’ 1//}5(["))

D’acord amb la férmula donada al Teorema 3.1.3, el valor Optim ésr = 0.116463.

Aixi,

0.637288
0.542373

om(x) = | 0.337288
0.8

0.3

El segon métode donat estava basat en trobar la poténcia adequada de ¥, que

minimitza la funcié error. Denotem 0, el conjunt extensional aproximant.

Op = ‘/’E(H)
D’acord amb la férmula donada al Teorema 3.2.6, el valor Optim ésr = 0.825243.
Aixi,

0.504854
0.504854
0p (x) = 0.257282
0.834951
0.422330
Per altim el darrer métode proposat es basa en resoldre un sistema QP. Aplicat

al'exemple particular, I'extensional soluci6 del sistema és:
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0.65
0.5
oop(x) = [ o035
0.8
0.3

Comparem ara l'error comes per cadascun d’aquests métodes d’aproximacié

per extensionals. Considerant la distancia euclidiana aquest error és:

d(o,, ) = 0.341208
d(o,, 4) = 0.475746
d(oqp, p) = 0.328105%

mentre que

d(¢p (1), 4) = 0.538516

d(¥;(u), u) = 0.509902.

Estudiem ara el cas T = II. Els operadors d’aproximacié de y son:

0.9 0.142857

0.72 0.142857
$W® =| o063 | V=] oa

0.8 0.333333

0.3 0.3

Calculant per métodes numerics el valor optim pel metode basat en mitjanes

obtenim r = 0.834000, per tant:
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0.774314

0.624194
orm(x) = 0.54202

0.722533

0.3

Pel métode basat en poténcies el minim s’assoleix per r = 0.394625.

0.463984

0.463984
0p (x) = 0.403065

0.64821

0.621812

Per dltim, el métode QP ens doéna:

0.643192
0.514554

or(x) = | 0.450235
0.8

0.3

Lerror comés en aquestes aproximacions és:

d(om, ) = 0.482290
d(0,, 4) = 0.640202
d(ogp, 4) = 0.434542

mentre que

d(¢(p), ) = 0.553671

d(‘/’E(H)a H) = 0.959012
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Tots aquests resultats queden resumits en la Taula 3.4.1.

T =L T=1I
Meétode Extensional | Error Extensional | Error
0.9 0.9
0.7 0.72
(O 0.6 0.538516 0.63 0.553671
0.8 0.8
0.3 0.3
0.4 0.142857
0.4 0.142857
Vg 0.1 0.509902 0.1 0.959012
0.8 0.333333
0.3 0.3
0.637288 0.774314
0.542373 0.624194
Om 0.337288 0.341208 0.54202 0.482290
0.8 0.722533
0.3 0.3
0.504854 0.463984
0.5043854 0.463984
0p 0.257282 0.475746 0.403065§ 0.640202
0.834951 0.64821
0.422330 0.621812
0.65 0.643192
0.5 0.514554
oqQp 0.3§ 0.328105 0.45023§ 0.434542
0.8 0.8
0.3 0.3

Taula 3.4.1: Taula comparant els diferents metodes d'aproximacié de y pro-
posats i I'error comés a I'Exemple 1.
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3.4.2 EXEMPLE 2: CAS INFINIT

Considerem T =}, X = [o, 1] i I'indistingibilitat E definida per E(x,y) = 1 —
|x — y|. Sigui p(x) = \/x. Aleshores:

x+o025 if o<ux<o0.25
Vx if o25<x<1

¢su)(x) = {

Vp(w)(x) = x.

Ala Figura 3.4.1 es mostra la grafica de p(x), ¢, (u(x)) iy, (¢) (%)

0.8 4
0.6
0.4+

0.2 4

0 T T T T T T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4.1: Grafica dels conjunts y (negre), ¢, (u) (blau) i ¥, () (vermell)
de I'Exemple 2.

D’acord amb la férmula desenvolupada al subcapitol 3.1, el millor pes pel me-
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tode basat en mitjanes és r = 0.538271. Amb aquesta ponderacié I'extensional o,

aproximant és

(%) x + 0.134568 sio 0 <x<o0.25
o) =
" 0.461729x + 0.538271\/9? sio 025 <x <1,

Mitjangant el metode basat en poténcies, la millor solucié ¢, s'assoleix quan

r = 0.7.

0,(x) = 072 + 0.3

Lerror comés en aquestes aproximacions és

d<¢E(H)7 [4) — 0.010417

d(y(p), 4) = 0.033333

d(0, p) = 0.006632

d(ap, ) = 0.003333.

3.5 METODE PEL MINIM

Els métodes presentats en els darrers subcapitols han depes de I'arquimedianitat
delat-norma. Aquesta propietat permetia considerar generadors additius i aixi fa-
cilitar molt els calculs fins el punt de donar férmules explicites en el cas de T =
L. Pero si la t-norma inicial no és arquimediana, cap dels métodes anteriors és di-
rectament aplicable. En aquest subcapitol donarem un métode d’aproximacié per
extensionals per a la t-norma del minim.

La clau del metode que s’explicara a continuacié resideix en el segiient resultat.

Proposici6 3.5.1. Sigui X = {x,, ..., x, } un conjunt finit, E una min-indistingibilitat
en X i o un conjunt difiis extensional respecte E. Sigui A, C [o,1] el subconjunt que

consisteix en totes les imatges de E i de o. Aleshores els subconjunts difusos o’ tals que
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existeix una funcid creixentf : A, — Al ambf(a) = aVa € Im(E) son extensionals

respecte E.

Demostracié. Quanlat-norma és el minim, l'extensionalitatnomés depén del'ordre

dels valors de o iles entrades de E. Per tant,
min(E(x;, x;), 0(x;)) < o(x;)

implica
min(E(x;, x;), o' (%)) < o' (x:).
]
Com que mantenir la condicié d’extensionalitat només depen de l'ordre en A,
el métode que en aquest subcapitol es proposa es basa en partir d’un extensional o
aproximant (prendrem ¢, () i ¥, (u) per a aquest efecte) i ajustar d'acord amb el
Lema 3.5.1 els seus valors respectant l'ordenacié en A,. D’aquesta forma convertim

el problema en un sistema QP, la solucié del qual millorara I'aproximaci6é donada

per o inicialment.

Algoritme 3.5.2. Sigui E una min-indistingibilitat en un conjunt finit X = {x,, ..., x, }

i y un conjunt difils.
1. Calcular (/)E(y) (o WE((J)) itrobarA(pE(y) (o A%(M)).

2. Considerar les restriccions per a un conjunt difis o(x) = (o, ..., 0,) dacord
amb el Lema 3.5.1.

3. Minimitzar F = ||y — o|| segons aquestes restriccions.

Il-lustrem aquest metode en un exemple.

Exemple 3.5.3. Considerem la relacié de min-indistingibilitat segiient

1 0.7 0.4 oO.1

0.7 1 0.4 0.1
E =

0.4 0.4 1 0.1



i el conjunt difiis

0.3
0.5
0.9

0.2

pulx) =

que no és extensional: min{E(x,, x,), u(x,)} = 0.5 > 0.3 = p(x,).

Aleshores
0.5 0.3
0.5 0.3
¢p(p)(x) = Vi(p)(x) =
0.9 0.3
0.2 0.3

Els conjunts Ay () and Ay (,) son

A‘PE(!‘) = {17 0.9,0.7,0.5,0.4, 0.2, 0.1}

Ay, = {1,0.7,0.4,0.3,0.1}

Emprant com a input de I'Algoritme 3.5.2 el conjunt difiis extensional ¢, (u), el

problema QP a resoldre és:

F=(03—0)+(05—0,)+ (0.9 —0,)*+ (0.2 —0,)

restringit a
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La solucié és:

0.4
0.4
0.9

0.2

op(x) =

Usant y,(u) les restriccions son

01<o0,=0,=0,=0, < 0.4

Ila solucié és

0.3§

0.3§
UV/(x) - 0.3§
0.3§

Per acabar, l'error comés per aquestes aproximacions és

d(o’¢, §) = 0.141421
d(oy, u) = 0.591608

mentre que

d(¢p(u),p4) =02

d(y; (), u) = 0.640312.
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Hi ha doncs, oh ilslustre visir Nahun Ibn-Nahun, com he dit,
un petit error per part vostra. Compto els versos d'un poema,
calculo l'alcada d’una estrella, (...), aplico en fi les férmules al-
gebraiques i els principis geométrics sense ocupar-me del lucre
que pugui resultar dels meus calculs i estudis. Sense el somni i

la fantasia la ciéncia s'envileix. Es ciéncia morta.

Conclusié de la defensa de Beremiz

Reinterpretacié extensional de models

En el proper capitol daquesta tesi s’explicara la proposta de com utilitzar el marc
teoric de conjunts difusos extensionals i relacions d’indistingibilitats a la repre-
sentacié de la informaci6 en neuroimatge MRI i a problemes propis del camp.
Com es mostrary, la clau per a sinergitzar aquestes dues disciplines radicara en una
reinterpretacié del model del cervell (l'atles estructural) donat.

En aquest capitol explicarem aquesta reinterpretaci6 en un marc més general,
el de tots els models cientifics. Tot i que l'orientacié d’aquesta tesi té una vocacid
més especifica i orientada a proposar un nou meétode per a la identificaci6 dels
diferents teixits cerebrals, en aquest capitol s’estudiara com aquest treball es pot
abstraure i, eventualment, aplicar a qualsevol camp cientific on s'empri un model.

El resultat principal, sintetitzat en una frase és: Tot model cientific es pot reinter-
pretar en termes de conjunts difusos extensionals

En referéncia a la primera part de la darrera oraci, al subcapitol 1.2 d’aquesta
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tesi s’ha afirmat "el sentit i objectiu de la ciéncia (...) és el de construir models i
teories per a comprendre els patrons dels fendmens observats a la realitat externa”
Els models i les teories son, doncs, objectes formals que actuen com a represen-
tants de fenomens; en aquest capitol seran estudiats amb cert detall i aixo permetra
entendre en profunditat el funcionament d’aquest procés de representacio.

La segona part de l'oracio cita els conjunts difusos extensionals. Aquests han
estatintroduits i estudiats en els capitols 2 i 3 d’aquesta tesi junt amb altres objectes
teorics associats com les indistingibilitats i els operadors ¢ i V.

En aquest capitol sestudiard com tot model cientific genera (o és generat, de-
pén des de quina banda es vulgui mirar) per se uns conjunts observables en el que
s'anomenara l'espectre del model.

En primer lloc s’abordara la qiiestié de que és un model cientific. Es convida
al lector a fer una pausa en aquest punt i reflexionar quina podria ser una definicié
satisfactoria del concepte que inclogui els maltiples usos que es fan d’aquesta pa-
raula en diferents disciplines cientifiques. També s’estudiara la no trivial distincié
entre model i teoria.

A continuaci6 s’estudiara quines son les parts constituents d'un model cien-
tific. Un atribut important que sera analitzat és I'espectre del model. Aquest sera
la clau que permetra introduir els conjunts extensionals i tots els objectes formals
de la teoria d’indistingibilitats.

Aquesta reinterpretacié permet incorporar tota la carrega semantica, formalis-
me, rigor i eines d’aquesta teoria a I'estudi de models cientifics. Una interessant
aplicaci6 que sorgeix immediatament és que tot model permet definir una distan-
cia propia de forma natural. Aquesta construccio sera estudiada també en aquest
capitol.

Al llarg del capitol es donaran diversos exemples per a il-lustrar les idees ex-
posades.

Cal fer una darrera perd important observacio respecte el que es proposa en
aquest capitol. Per a mostrar la generalitat de la reinterpretaci6 proposada es parla
de models cientifics en general i en el sentit més ampli possible. Qualsevol especi-

ficaci6 del métode en un camp i model particular requereix tenir en compte les
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particularitats del camp i del model en qiiestié.

4.1 MODELS I TEORIES

Model és una de les paraules més transversals i multidisciplinars de la ciéncia, la
ciéncia esta plena de models. Els trobem en ciéncies naturals i en ciéncies de la
salut. En ciéncies socials i en ciéncies de la terra. Els trobem, en fi, en totes les
disciplines i camps.

Per6 també trobem que no vol dir el mateix en cada camp. Qué és un model
cientific? Quin és el substrat comu que tenen tots els models particulars que exis-
teixen?

Es immediat veure la dificultat que suposa donar una definicié general que in-
clogui els multiples usos del terme. Recollint algunes de les idees principals de les

definicions trobades a la literatura, en aquesta tesi definirem model cientific com:

Definici6 4.1.1. Unmodel cientific és una representacié d’un fenomen real en un espai

teorico-simbolic reglat

Una pregunta interessant que sorgeix un cop donada aquesta definicié és quina
és, doncs, la diferéncia entre model i teoria cientifica. Com s’ha comentat a la in-
troduccié, és objectiu de la ciéncia construir tots dos.

Com en el cas de la definicié propia de model, la distincié entre ambdés con-
ceptes no esta aclarida a la literatura. Fins i tot, des d’un punt de vista de filosofia
de la ciéncia realista [36], no hi ha diferéncia significativa entre un i l'altre. Tot es
basa en dissenyar ontologies, atributs i relacions d’extensionalitat (concepte dife-
rent en filosofia de la ciéncia a I'extensionalitat que s’ha tractat en aquesta tesi) que
es comportin com la realitat tractada. Tanmateix, una aproximaci6é més intuitiva a
la dicotomia suggereix que les teories sén quelcom més global que els models. A
grans trets, aixo es degut a tres diferéncies.

La primera és vocacional. La vocacié d'un model es merament representa-
tiva, mentre que la d’una teoria és explicativa. Els models, tal com s’han definit,

representen un fenomen observat en un espai teoric en el qual tenim unes regles
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de manipulacié simbolica. Es a dir, codifiquen el fenomen en un espai on podem
emprar una sintaxi; perd no aporten en si mateixos comprensié de les causes o fun-
cionament del fenomen. Una teoria cientifica, per contra, compren una codificacié
similar pero amb una pretensi6 explicativa del qué passa i perque passa.

La segona diferéncia, molt relacionada amb la primera, esta en la creaci6 de
metaconceptes. Qualsevol teoria cientifica madura (entenguis amb aquest terme
una teoria ben establerta i contrastada, no en fase experimental o especulativa)
inventa conceptes (meta) no directament observables en el fenomen i postula que
una série de lleis sobre el metaconcepte expliquen el comportament observat. Els
models no defineixen metaentitats més enlla de les directament percebudes.

Per ultim, les teories sén més demostrables que els models. Un model és millor
o pitjor sila representacié s'escau més o menys al representat. Perd demostrabilitat
implica unalogica subjacent que I'espai teoric/sintactic del model no té en, en gen-
eral, ben definida. Contrariament, les teories si que tenen una consisténcia logica
superior. En la cieéncia actual, esta establert que la demostrabilitat de les teories
esta sustentat en el principi de falsabilitat del racionalisme critic de Popper [94].

Utilitzant la teoria figurativa de Wittgenstein [119] es pot caracteritzar clara-
ment aquesta distincié. Segons Wittgenstein el Mén son els fets, dels quals ens
fem figures que estan composades (entre altres coses) de simbols i signes.

Els simbols son entitats conceptuals de les figures, que representen (enla figura)
entitats reals dels fets en qiiestio.

Els signes son la concreci6 dels simbols en la figura.

Aixi, la relacié entre fets del Mén, que el constitueixen, es projecta (de fet
segons Wittgenstein és en el sentit invers) en la relacié o estructura logica dels sim-
bols. En la proposicié de la figura, aquests sén concretats mitjangant una relaci6
sintactica entre els signes.

Enteés en aquestllenguatge, la dicotomia entre modeli teoria és facilment resolta.
Un model té a veure amb una adequada elecci6 de signes i relacions sintactiques.
Un model, per se, no és ni bo ni dolent, ni cert ni fals; es considera millor o pitjor
segons si la figura que ilslustra s’escau millor o pitjor als fets.

Una teoria, per contra, es refereix a la relacié entre simbols, a l'estructuralogica
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subjacent a la figura i de la qual és I'esquelet. Per tant aquesta pot ser refutada, o
no, segons la seva concordanga amb els fets.

Per tancar aquest subcapitol sobre 'esséncia del concepte model cal fer un dar-
rer comentari. Els models no només apareixen en ciéncia, sind en altres espais hu-
mans com lart.

Hi ha, pero, una interessant diferéncia en com s’utilitza aquest concepte. En
ciéncia un model és una representacié d’una realitat, en art s’utilitza com a realitat
que es vol representar. Pensis en un model huma per a una pintura: el model ésla
realitat i la pintura la representacio, contrariament a com és en el cas cientific.

Aquest diferent us de la paraula no és preocupant per a tota I'exposici6 prévia
i és deguda simplement a un fenomen de polisémia. En tota aquesta tesi ens re-

stringirem a models en el sentit cientific.

4.2  MODELITZACIO DE MODELS

Dissertats els limits del concepte i de la definicié proposada, entrem a analitzar
quines en son les parts constituents. Podem esquematitzar la definicié donada en

el segiient diagrama:

, relacio
Situacio _— Fenomen

modelitzar

Inputs mesurables e Output classificable

Figura 4.2.1: Diagrama del procés de modelitzacié
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Comentem alguns aspectes daquest diagrama.

En primer lloc cal remarcar que model i fenomen real sén objectes essencial-
ment diferents i que viuen en diferents plans de realitat . El fenomen que s’esta
modelant pertany al que entenem com a realitat externa, mentre que el model con-
struit pertany a un espai simbolic. Es important remarcar que el fet de ser un espai
simbolic permet que aquest estigui regulat per un conjunt de normes, lleis o regles
finites i controlades pel modelador.

Els ”inputs mesurables” del diagrama s6n mesures d’entitats reals. Aquests in-
puts sén essencialment diferents de les entitats reals en el sentit de I'apuntat al
paragraf anterior, i es corresponen amb aquelles que el modelador entén que estan
relacionades amb el fenomen.

La funcié f del diagrama és una funcié o relacié entre espais simbolics que es
construeix per a que tingui un comportament analeg a la relaci6 real.

L”output classificable” és l'espai d’arribada de f i es construeix a imatge de
lespai de fendmens que es vol modelitzar.

Hi ha un aspecte dels models crucial que encara no ha estat recollit en el dia-
grama: el que en aquesta tesi anomenarem espectre del fenomen i que s’explica a
continuacio.

Consideris la situaci6é en que es pretén modelar la intensitat de senyal d’'un
encefalograma pla, o la difusié interna de la calor en una maquina inactiva i apa-
gada, o l'activitat sexual de l'os bru pirinenc durant I'¢poca d’hivernacié. Tot i que
aquests tres exemples podrien ésser modelats, és immediat tenir la sensaci6 de que
tal activitat és absurda o sense sentit. Aixo és aixi perqué l'espectre d'aquests feno-
mens consta d’un sol element.

Quan es modela un fenomen és perqué aquest pot prendre diferents estats
essencialment diferents. No es modelen situacions estatiques o estables (com les
proposades abans) perqueé el model resultant no aportaria res interessant. Es mo-
delen situacions dinamiques.

Aquesta variabilitat de I'espai d’estats que pot prendre el fenomen és el que
anomenarem espectre. Com es mostrara en el subcapitol segiient, aquest sera el

concepte clau que permetra transportar la teoria d’indistingibilitats a 'analisi de
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models cientifics.

4.2.1 MODEL DE DESENVOLUPAMENT URBA DUNA CIUTAT

Ilelustrem que és I'espectre amb un exemple practic.
El 1933 Le Corbusier proposa [25] el seu model de desenvolupament urba
(Figura 4.2.2). D’acord amb Le Corbusier, tot i que I'evolucié urbana d’una ciutat

és continua i dinamica, es poden distingir 3 etapes diferents.

bis 1900 / jusqu’en 1900 ﬂtlﬂr’m,r"u{}ﬁ_rmﬂrmﬂnnnnn mMHAM

bis 1935 / jusqu’en 1935 .__umm,m%:mﬂnéﬁu* ...... —
morgen / demain ‘ M

Figura 4.2.2: Model de desenvolupament urba segons Le Corbusier [25]

1. Edificis baixos i baixa densitat.

2. Es construeixen gratacels i la densitat de la ciutat augmenta considerable-

ment.

3. Laurbs es discretitza i es concentra al voltant de certs nuclis interns.

Aquests tres estats de desenvolupament urba soén I'espectre que Le Corbusier
detecta en el fenomen de l'evoluci6 urbana i plasma en el seu model grafic de la

Figura 4.2.2
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4.3 REINTERPRETACIO EXTENSIONAL

Tenint en compte I'espectre del fenomen, podem actualitzar el Diagrama 4.2.1

com:

, relacié
Situacio _— (Fenomen,Espectre)

modelitzar

Inputs mesurables ——— Output classificable

Figura 4.3.1: Diagrama del procés de modelitzacié tenint en compte
I'espectre del fenomen

Sense pérdua de generalitat podem suposar que la modelitzacié de I'espectre
del fenomen és una familia de conjunts difusos. La representacié conjuntista és
actualment un estandard en totes les disciplines cientifiques. Aquests conjunts es
poden prendre com a difusos per dos motius. Per unabanda, enlalinia de 'exposat
al capitol primer d’aquesta tesi, per la versatilitat que ofereix el marc difts per a re-
presentar les incerteses propies del procés epistémic i representatiu. Per l'altra, toti
que l'espectre consta d’estats essencialment diferents que pot prendre el fenomen,
en general no son facilment discernibles les frontisses entre estats, situacié que els
conjunts difusos reflecteixen de forma intrinseca. Fins i tot si els diferents estats
de l'espectre fossin clarament disjunts (i per tant una representacié amb conjunts
classics seria suficient), cal recordar que el cas crisp no deixa de ser un cas particu-
lar del cas fuzzy.

D’acord amb aquesta interpretaci, I'espectre indueix una familia de conjunts

difusos ¢; difusos en I'espai de sortida del fenomen.
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0; : Output classificable — [o, 1]

I per composicié amb f queden definits també una familia de conjunts sobre

l'espai de sortida del model

o; o f : Inputs mesurables — o, 1

El darrer i crucial punt d’aquesta reinterpretacié del model, i que justifica el
titol del subcapitol, és que aquests conjunts els podem considerar com una base de
conjunts difusos extensionals d’una certa indistingibilitat. Aquest pas es justifica
en la segiient observacio:

Lamotivaci6 subjacent ala modelitzacié d’'un fenomen és trobar una adequada
representacio teorica que permeti, donades mesures d’algunes entitats, predir-ne
el comportament. Tanmateix, en l'espai real, el que representa el fenomen i de
fet I'tnic realment observable, és I'espectre del mateix; és a dir els diferents estats
que pot prendre. Es natural, doncs, imposar que els conjunts que representen a-
quests estats siguin els observables en 'espai teoric del model. I com s’ha justificat
al'introduir els conjunts difusos extensionals al capitol segon d’aquesta tesi, hi ha
una forta relacié entre observabilitat i extensionalitat respecte una indistingibilitat.
Esatravés d'aquesta relacié que podem relacionar la teoria d’indistingibilitats amb
l'estudi de models cientifics particulars.

El Teorema de Representacié 2.1.7 permet construir una indistingibilitat (4-
nica) a partir d’'una familia de difusos que tingui precisament aquesta familia com
a generadors del conjunt Hy d’extensionals subjacent. Podem construir, doncs,
indistingibilitats E i F sobre I'espai de sortida i d’arribada del model prenent per
base els conjunts f © ¢; i 0; respectivament.

Una indistingibilitat en un conjunt X doéna una estructura a X. Una linia de
recerca interessant que sorgeix aqui es la de com es relaciona I'estructura de I'espai
de sortida i arribada del model donades E i F. Aquesta pregunta ha estat parcial-
ment estudiada a [ 12] i donades algunes condicions sobre com és aquesta relaci6

en funcid de les propietats de f.
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Aixi, lareinterpretacié completa de la modelitzaci6 es concreta en el Diagrama

4.3.2.

. ., relacié
Situacio E— (Fenomen, Espectre)

modelitzar

(Inputs mesurables, o.°f) — (Output classificable,o;)

Figura 4.3.2: Diagrama final del procés de modelitzacié amb la reinter-
pretacié proposada

4.3.1 MODEL DAPRENENTATGE CONDUCTISTA

Ilelustrem tota la reinterpretaci6 proposada en un exemple d’aprenentatge conduc-
tista. Prenem com a model base el classic exemple de I'experiment de Pavlov [89].

Elfenomen en qiiesti6 ésl'existéncia d’'un aprenentatge del tipus estimul-resposta
(so d’'una campana-salivacié del gos) i es vol construir un model per representar
'aprenentatge d’'aquesta relacié donat un cert nombre de repeticions de 'experiment.

Clarament l'espectre del fenomen esta composat per dos elements: aprenen-
tatge, no aprenentatge. En el model aquests dos estats es representarien amb con-
junts difusos que, per exemple, es poden denotar A i A,,.

El model del fenomen sera doncs la segiient funcio:
f: {o,...,1000} —>  [o,1] X [o,1]
n — (Asi(n) , Ao (n))

Lespai de sortida d'aquest model ({0, .., 1000} ) representa el nimero de repeti-
cions de l'experiment. Aixi, aquest model avalua la quantitat d'aprenentatge adqui-

rida pel gos per cada nimero de repeticions entre cap i 1000.
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Els conjunts de subconjunts difusos extensionals H, i Hy sobre els espais de
sortidaid’arribada del model respectivament son els generats per { A, A,, } i { A0

f, Ay © f} d'acord amb la Proposicié 2.1.11.

HE =< AsiaAno >
HF =< Asi OfaAno Of>

Aquests conjunts Hg i Hp defineixen les relacions d’indistingibilitat E i F que
completen la reinterpretacié d'aquest model d’aprenentatge conductista d’acord

amb el Teorema 2.1.7.

4.4 MODELS I DISTANCIES

Una aportacié interessant d’aquesta reinterpretacié en termes de conjunts exten-
sionals és que permet definir funcions distancia associades al model tant a l'espai
de sortida com el d'arribada. A continuacié s’explica com aquestes es poden cons-
truir de forma natural.

Recordem la definicié de funcid distancia.

Definicio 4.4.1. Sigui X un conjunt. Una distancia o métrica d sobre X és una funcié
d: X x X — R verificant

o d(x,x) =0 Vx € X
¢ d(xay) = d(yax) vxvy cX
o d(x,y) +d(y,z) > d(x,z) Vx,y,z € X

A vegades es diferencia entre pseudodistancies i distancies imposant la condi-
ci6 addicional d(x,y) = o <> x = y. En aquesta tesi parlarem de distancies sense
considerar aquesta darrera condicié.

Una funcié d : X X X — [o, 1] verificant les propietats anteriors s'anomena
distancia normalitzada. Considerant una t-conorma S [68], la nocié de distancia

es pot generalitzar a S-distancia [s8] [115] com:
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Definicio 4.4.2. Sigui X un conjunt i S una t-conorma. Una S-distancia o S-métrica
d sobre X és una funcié d : X x X — R verificant

o dlx,x) =0 Vx €X
e d(x,y) =d(y,x) Vx,y € X

« S(d(x,y),d(y,z)) > d(x,2) Vx,y,z € X

El segiient teorema mostra la coneguda equivalencia entre indistingibilitats i

distancies

Teorema 4.4.3. Eésuna T-indistingibilitat amb T > L, sent £ la t-norma de Eukasiewicz.

siinomés sidg(x,y) =1 — E(x,y) és una distancia normalitzada.

La condicié T =L no és en general gaire forta, notis que les 3 t-normes con-
tinues basiques (Lukasiewicz, Producte i Minim) la compleixen. Tanmateix, si el
model tingues una t-norma propia que no verifiqués aquesta condicio el segiient

resultat garanteix que es poden construir S-distancies igualment.

Teorema 4.4.4. [ 58] Sigui ¢ unanegacié involutiva (forta). E és una T-indistingibilitat
si i només si dg(x,y) = @(E(x,y)) és una S-distancia normalitzada, sent S la t-

conorma dual de E i ¢ per la relacié de De Morgan S(x,y) = ¢(T(o(x), ¢(¥))).
Utilitzant els resultats anteriors podem doncs donar una estructura d’'espai métric

(o S-métric) a l'espai d’inputs i al d’'output del model.

(Inputsmesurables, dr) N (Outputclassificable, dr)

Sintetitzant, la distancia associada a un model es concreta en el segiient enun-

ciat.

Definici6 4.4.5. Sigui T > £ una t-norma, M un model amb espectre {0, }ic1. Siguin
E i F les T-indistingibilitats generades en l'espai de sortida i darribada de M respectiva-

ment. Es defineixen les distancies associades al model dg i dg com:
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dE(x7y) =1- E('x’y)
dp(x,y) =1— F(x,y)
Considerant t-normes arbitraries i S-distancies, I'anterior definicio és:

Definici6 4.4.6. Sigui T una t-norma, ¢ una negacid involutiva (forta), M un model
amb espectre {0;}icr. Siguin E i F les T-indistingibilitats generades en l'espai de sortida
i darribada de M respectivament. Es defineixen les S-distancies associades al model dg

idp com:

de(x,y) = ¢(E(x,y))
dr(x,y) = ¢(F(x,))

Aquestes distancies son tniques, llevat de la tria de Ia t-norma, i han estat gen-
erades a partir del propi model i dels diferents estats essencialment diferents que
pot prendre la sortida del mateix.

Quan en algun camp cientific s'empra un model i es necessita mesurar la dis-
tancia entre diverses entitats es sol emprar en la immensa majoria de casos la dis-
tancia euclidiana o la de Manhattan. Es cert que en els darrers anys hi ha hagut un
aprofundiment en la recerca i construccié de noves funcions distancia (algunes
propostes interessants son [40] [92] [98]) pero segueix sent una practica genera-
litzada I'ts de les dues distancies préviament esmentades.

Elmotiu d’aquest fet és que el seu rendiment és en general prou bo. Tanmateix,
aquesta tria és arbitraria en el sentit de que no es té en compte niles caracteristiques
topologiques ni fenomenologiques ni, en general, les caracteristiques propies del
model en qiiestio.

A través de lareinterpretacié del model en termes del seu espectre, representat
com una familia de conjunts observables que defineixen una indistingibilitat, es

pot construir una distancia que no pateix aquest problema d’arbitrarietat.
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4.4.1 MODEL METEOROLOGIC

Considerem un model meteorologic qualsevol i suposem que es realitza tota la
reinterpretacié tal com s’ha proposat en aquest capitol ('espectre estd composat
pels diferents estats climatics).

La distancia associada al model pot ser molt util per la seva sensibilitat en
condicions climatologiques limit. Per exemple, una diferéncia térmicade —10Ca
+10Ciunade +230 Ca+250 Csén equivalents (dues unitats) considerant la dis-
tancia euclidiana la de Manhattan. Tanmateix, és clar que a nivell fenomenologic
el primer cas pot portar a estats climatics molt diferents mentre que el segon cas en
general no. La distancia associada al model, que tal com s’ha definit ha estat cons-
truida precisament a través de I'analisi fenomenologic, sera més sensible a aquestes

situacions i ambdds intervals térmics no seran mesurats amb igual distancia.
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Les paraules elogiients de Beremiz van impressionar profun-
dament als nobles i ulemes que rodejaven el tro. El rei es va
acostar al Calculador, li al¢a la ma dreta i exclama amb deci-
dida autoritat:

- La teoria del cientific somiador ha vengut i vencera sem-
pre loportunisme vulgar de lambicids sense ideal filosofic.
iKetimet—Quallah!

Resolucié final del califa Al Motacén

Reinterpretaci(’) extensional en

neuroimatge MRI

En aquest capitol es mostrara com es pot aplicar la reinterpretacié de models pro-
posada en el capitol anterior a la representacié de la informaci6 en neuroimatge i
concretament en imatge MRI.

Donada una imatge MRI del cervell d'un subjecte és médicament important
poder discriminar les diferents regions anatomiques i teixits que hi son represen-
tats. Per a realitzar aquesta tasca de forma automatitzada en diversos métodes
ressenyats a la literatura [91] s'utilitzen atles estructurals del cervell. Si entenem
un atles com un model del cervell (que, enllagant amb els comentaris del capitol
4, modela el fenomen de l'existéncia de diferents regions anatdmiques) estem en
condicions d’aplicar les idees desenvolupades al capitol 4 daquesta tesi. Podem

per tant, emprar la teoria difusa d’indistingibilitats i generar una sinergia entre les

87



seves aportacions amb els problemes i métodes propis del camp de la neuroimatge.

Sis’apliquen les idees del capitol anterior, un atles cerebral defineix una relacié
d’indistingibilitat sobre I'espai d’imatges MRI. Donada per tant la MRI d’un pa-
cient en un context clinic s’esta en condicié dutilitzar tots els resultats desenvolu-
pats i demostrats en els capitols 1, 2, 3 i 4 d’aquest treball.

Aquesta reinterpretacié extensional d’atles estructurals i imatges MRI cere-
brals s’explicara en el cas més general i posteriorment s’il-lustrara en un exemple
especific amb un atles i una MRI concrets.

S’aprofitara aquest exemple per mostrar algunes possible vies d’aplicacié de
la teoria proposada. Concretament es detallara com els Tissue Probability Maps
(TPMs) de latles poden particularitzar-se sobre la MRI concreta per incorporar
la informacié singular i del subjecte, informacié que per definicié el model no pot
tenir.

Lautor també ha esbossat algunes linies de possible aplicacié futura daquest
marc desenvolupat que s’explicaran en el capitol corresponent de les conclusions.

El capitol s’estructura de la segiient manera:

En primer lloc es donaran alguns conceptes basics de neurociéncia en gen-
eral i de neuroimatge en particular. Es donara també una breu explicacié dels
diferents teixits que es poden trobar en un estudi anatomic del cervell. A con-
tinuacié s’explicara com un atles estructural de neuroimatge MRI defineix un o-
perador d’indistingibilitat sobre I'espai d’imatges MRI. Posteriorment es mostrara
com aquesta indistingibilitat permet particularitzar alguns elements generals del
model (els Tissue Probability Maps) sobre imatges MRI cliniques. Per acabar
sexemplificara tot el treball proposat en un cas practic. Es donaran els detalls téc-
nics de les dades emprades en primer lloc i es mostrara pas per pas com es realitza

la reinterpretacid i la particularitzacié dels TPMs en aquest cas particular.

5.1 PRELIMINARS DE NEUROCIENCIA

La neurociencia és quasi tan antiga com la propia ciéncia. Els primers documents

dels que es té constancia que estudien la relacié i funcié del cervell a I'organisme
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huma sén d’Aristotil. De fet, en el seu llibre "Historia dels animals” [5] el gran

fildsof arriba a aquesta conclusié (sorprenenti curiosa amb el coneixement actual).

El cervell és un organ tou, calent, de textura semblant als excrements. Es impossible
que sigui el substrat d'una funcid tan noble com el pensament huma, per tant ha de ser

el cor qui esta a carrec daquesta funcié. *

S6n molt destacables pel seuimpacte en els segles posteriors els treballs medics
d’estudi anatomic i funcional del cervell de Hipocrates [56] i Galeno [52].

Tot i que entre la Greécia classicaila ciéncia de finals del segle XIX hi van haver
alguns cientifics i filosofs que van fer aportacions a la qiiestié de com funciona
el cervell, el tret de sortida de la neurociéncia actual i de la comprensié real (no
només fenomenologica) del cervell son els treballs de Golgi i Cajal.

Camillo Golgi va idear una tecnica de tintatge amb cromat de plata que va
permetre per primer cop veure neurones al microscopi [53]. Aquest aveng va
permetre Santiago Ramoén y Cajal desenvolupar la seva teoria neuronal [95], que
planteja les neurones com la unitat basica estructural del sistema nerviés i la con-
nexié sinaptica entre elles el principal canal de transmissié d’informacié. Es sor-

prenent i prova de la poténcia d’aquesta teoria la seva vigéncia encara avui.

§.1.1 PRELIMINARS DE NEUROIMATGE

La neuroimatge, entesa com el conjunt de técniques per visualitzar anatomica o
funcionalment el cervell (o altres parts del sistema nerviés) de forma directa o in-
directa és molt més recent.

Dins del conjunt de metodes de neuroimatge no invasives, una de les princi-
pals families de métodes és les Emission computed tomographies (ECT), entre les
que ocupa un lloc especial la Positron emission tomography (PET) proposada el
1983 [111]. Aquests métodes es basen en el monitoratge de la radiacié de certes
particules ingerides, inhalades o introduides d’alguna altra manera en I'organisme

del pacient.

! Aristoteles. Historia dels animals [ 5]
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Una altra técnica molt emprada actualment és la Tomografia Axial Compute-
ritzada (TAC). Esta basada en la irradiacié amb raigs X de la zona anatdmica en
qiiestio i la reconstruccié de la imatge en diferents profunditats o talls. La TAC es
fa servir no sols en estudis neurologics siné també en I'estudi d’ altres parts del cos
huma.

A dia d’avui una de les técniques de neuroimatge més utilitzades, i que sera la
que s'utilitzara en aquesta tesi, ésla visualitzacié per ressonancia magneética (MRI).
Aquests consisteixen en aplicar un intens (no nociu) camp magnétic a la zona
d’analisi que sincronitza algunes propietats dels nuclis atomics i excitar-los mit-
jangant una senyal de radiofreqiiéncia. La imatge es construeix registrant el temps
de recuperaci6 de l'estat d'equilibri que defineix els diferents teixits. Les MRIs
sén molt emprades avui com element de diagnosi i s'utilitzen especialment per
al'estudi anatomic del cervell. *

Un altre métode menys utilitzat avui en dia sén els electroencefalogrames i
magnetoencefalogrames (EEG i MEG). Van ser proposats I'any 1924 per a lestudi
meédic de I'ésser huma [110] i consisteixen en mesurar el potencial eléctric i mag-
neétic respectivament al pericrani. El resultat no és propiament una imatge sin6 una
intensitat de senyal.

Com que la proposta realitzada en aquesta tesi és de caire anatomic és treba-

llara amb imatges MRI.

5.1.2 TEIXITS ANATOMICS DEL CERVELL

El cervell es pot discriminar anatomicament a molts nivells. En el nivell més gen-

eral, sense entrar en les funcionalitats especifiques de diferents zones, es diferen-

cien dos teixits anatomics. *

« Substancia Gris (Gray Matter o GM): Formada principalment pel soma de
les neurones i porcions dels axons neuronals no mielinitzats. La seva funci6

principal és la computacié i processament de la informacié.

*http://www.nlm.nih.gov/medlineplus
3 http://www.nlm.nih.gov/medlineplus
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« Substancia Blanca (White Matter o WM): Format principalment per axons
neuronals mielinitzats. La mielina déna la substancia blanca el seu color. Té

un rol important en la velocitat i transmissi6 del senyal nervids.
A més es reconeix un tercer teixit no neuronal al cervell:

« Liquid cefalorraquidic (CerebroSpinal Fluid o CSF): Es incolor tot i que a
les MRIs es veu negre. Té diverses funcions d’estabilitzacié i proteccié del
cervell. No té cap activitat especifica reconeguda pel que fa al tractament de

la informacié.

Com s’ha comentat abans, es pot estudiar diferents regions anatdomiques del
cervell amb més especificitat tenint en compte les funcions de cadascuna. Com
que aquesta tesi es restringeix a l'estudi dels teixits GM, WM i CSF no aprofundi-
rem en aquestes altres classificacions.

La identificaci6 dels diferents teixits en el cervell és un important problema
médic, ja que moltes malalties neurologiques afecten només un d’aquests teixits, o

son diagnosticables a partir de les anomalies en la visualitzacié d'un d’ells.

5.2 REPRESENTACIO EXTENSIONAL DATLES ESTRUCTURALS I IMAT-
GES MRI

Per aplicar la reinterpretacié proposada en aquesta tesi s’ha de llegir l'atles en ter-
mes de conjunts extensionals. Per a fer-ho, i enllagant amb la linia discursiva més
abstracte i general del Capitol 4, cal abans retrotraure el problema de I'analisi de

neuroimatge al llenguatge dels models i els fenomens.

5.2.1 MODEL

Un atles és un model del cervell. Quan el model fa referéncia a les components
anatomiques del cervell es parla d’atles estructural. A més d’'unaimatge MRImodel
els atles estructurals solen portar incorporats altres imatges com la MRI model en

diferents potenciacions (el treball d’aquesta tesi es restringira només aimatges T1),
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un mapa de les diferents regions anatomiques i d’altres imatges. Entre aquestes
altres es consideren els anomenats Tissue probability maps (en endavant TPMs)

atesa la proposta que presentem en el subcapitol 5.4 .

Figura 5.2.1: Tall axial 80 de I'atles cerebral SRI24 potenciat en T1 que
s'utilitzara en aquest treball.

Els TPMs donen una funcié de distribucié espacial de la probabilitat de cada
voxel de pertanyer a cadascun dels tres teixits: CSF, GM 1 WM, i sén utilitzats per

molts meétodes de tractament de neuroimatge MRI, per exemple en alguns me-
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todes de segmentaci6 [91].

Figura 5.2.2: TPM del teixit csf

En l'exemple practic del subcapitol 5.4 s’utilitzara l'atles SRI24 [100]. Ala
Figura §.2.1 es mostra el tall axial 8oé d’aquest model, i a les Figures 5.2.2 - 5.2.4
els corresponents TPMs.

Hi ha dues assumpcions addicionals que fem a I'hora de considerar un atles
com un model del cervell. La primera és que tots els cervells tenen una distribu-
ci6 espacial dels teixits aproximadament idéntica. Es a dir, tothom té les mateixes
regions més o menys al mateix lloc. Per aixo té sentit utilitzar atles estadistics que
donen funcions de distribucié i densitat d’aquestes localitzacions. La segona és
que aquests teixits son discriminables pel seu nivell de gris o d’altres propietats
que queden recollides en la imatge MRI. Aquest fet justifica que els metges i els
programes automatitzats les utilitzin per distingir i discriminar els teixits. Es a dir,

les MRIs s6n representants valides del cervell.
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Figura 5.2.3: TPM del teixit GM

Figura 5.2.4: TPM del teixit WM



Cal assenyalar que es poden estendre tots aquests resultats tant a altres fonts
de neuroimatge com a daltres components de l'atles mateix. Ltnica condicié
necessaria per a realitzar tot el treball que a continuaci6 es detalla es disposar d'un
model considerat valid i d'una familia de conjunts que modelil'espectre del fenomen

en qiiestio.

5.2.2 REINTERPRETACIO

Una MRI és una aplicacié que a cada voxel li atorga un nivell de gris.

MRI : {1, ..,Dim,} x {1,...,Dim,} x {1, ..., ntalls} — {o,...,NG —1}

on Dim,, i Dim, denoten, respectivament, la resoluci6 en els eixos x i y de la
imatge planai NG el nombre maxim de nivells de gris que s'empren per representar
la informaci6 de la imatge.

Com que el treball que es proposa es restringeix a imatges MRI prendrem com

a univers de discurs I'espai de totes les possibles imatges MRI.

Definicio §.2.1. Lespai de totes les imatges MRI amb nivell de gris discret entre o i

NG, que prendrem com a univers de discurs X en aquest treball, és
X = {1,..,Dim,} x {1,...,Dim,} x {1, ..., ntalls} x {o,...,NG —1}

Cal remarcar que tot el treball que es proposa es realitza sobre aquest univers
X de totes les possibles imatges. Evidentment I'objectiu es refereix i circumscriu a
aquelles imatges que sén MRIs d’un cervell.

Una altra observacié important és que en X les imatges corresponents a cada
tall es poden entendre geometricament com una superficie amb discontinuitats
en els contorns dels objectes. Aquesta interpretacié geometrica és utilitzada per
alguns metodes de segmentaci6 com [10] [83].

Fixadalanotacié, en Xhiha dues MRIs que rebran un nom especial. La primera
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ésla del'atles (Figura 5.2.1) ila segonala del subjecte (Figura 5.4.1). Les anome-
narem “model” i "pacient” respectivament.

Amb aquesta notacié els TPMs defineixen els segiients tres conjunts en X.

Ocsfy Ogrisy Oblanc - X— [0, 1]

csf(x,y,z) si ng = model(x, y, z)

ouf(,y,2,ng) =
o altrament

gris(x,,z) si ng = model(x, y, z)

Ugris(x7y’ z,ng) = o altrament

blanc(x, y, z) si ng = model(x, y, z)

ablanc(xaya z, ng) =
o altrament

Prendre 0., 0gris i Tpianc, tal com s’han definit, com els extensionals del model
seria massa drastic, ja que la MRI model s’ha de entendre com una bona aproxi-
macio6 de la posicié i nivell de gris de cada punt pero no en un sentit absolut.

Il-lustrem els problemes que aixd comportaria amb un exemple.

Suposem que model(50,50) = 500, subjecte(50,50) = 505 i gris(50,50) =
0,7. Tal com hem definit ¢, es tindria agr,-s(so, 50,505) = o1 per tant tot i tenir
un nivell de gris proper al del model, no podriem inferir res en la MRI del pacient.
Seria desitjable que els nivells de gris propers als del model donessin pertinences
(a priori) semblants als dels TPMs. Es a dir, és esperable algun tipus de continuitat
o consisténcia entre les dades i el model.

Una analisi heuristica de les dades permet estimar que el nivell de gris d'un
pixel d’un teixit pot variar en l'interval (model(x, y, z) — NG/s, model(x,y,z) +
NG/s) entre diferents MRIs.

Per tant, redefinim els conjunts o', 0gyis i 01anc COM segueix.

Definici6 s.2.2. Es defineixen els conjunts 0.y, 0gyis i Opiane cOm:

0(:5]‘7 Jgrisy Oblanc - X 7 [07 1]
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esf(x,y,2) - (1 — %) si [ng — model(x,y,z)| < NG/s

JCS x? ] Z7 n =
f( ‘ g) o altrament

gris(x,y,2) - (1 — %d/(:’y’z)') si [ng — model(x,y)| < NG/s

Ugris(% y,2,ng) = o altrament

blanc(x,y,z) - (1 — W) si [ng — model(x,y,z)| < NG/s
Ublunc(x7y7 zZ, ”g) - 5

altrament

Es comenten a continuaci6 algunes propietats importats de la definicié dona-
da. Consideris per exemple el teixit CSF (els altres verifiquen les mateixes propi-

etats).

« Elfactor (1— %) que multiplica csf(, y, z) és el que donala con-
tinuitat i consisténcia entre la similitud en gris al model i la distancia a la

pertinenca donada pel TPM.

e 0.f(x,y,2,model(x,y,z)) = csf(x,y,z), i per cada dues unitats en gris de
diferencia entre cada pixel del subjecte respecte del model la pertinenca
donada pel TPM baixa un 1%.

« Contrariament, si |ng — model(x, y, z)| > NG/s llavors sentén que el pixel
delmodelidel subjecte s6n clarament diferents i per tantla informacié don-
ada pel TPM és zero.

« Sifixem les coordenades espacials x = x,,y = y,, 2 = z, i considerem el
nivell de gris ng com a variable, 0., 0gis i 0p1anc tenen una forma piramidal
com es pot veure ales Figures 5.2.5- §.2.7. També podrien ser considerades
altres formes geométriques (com per exemple les gaussianes) per construir

aquests difusos.

Per completar la reinterpretaci6 cal prendre 0.y, 04 i Tpianc com a base d'un

conjunt d’extensionals dacord amb la Definicié §.2.2
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Figura 5.2.6: Conjunt oy en el pixel (100,100) deixant variar el nivell de gris
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Figura 5.2.7: Conjunt oy, en el pixel (100,100) deixant variar el nivell de
gris

Definici6 5.2.3. Donats 0.y 0gyis i Opianc tal com s’han definit a s.2.2, definim la in-

distingibilitat associada al model E,,,4.1 com

Em ol = inf E,, x,Y)
odel i€{csf,gris,blanc} UI( y)

Hg =< Ocsfy Ogriss Oblanc >

‘model

Recapitulant, donat un atles estructural amb l'espectre donat pels TPMs s’ha
construit una relacié d’indistingibilitat E,,,,4; amb un conjunt de subconjunts di-

fusos extensionals Hg, ,, i base 0., 0gyis i Oplanc.

model

En aquestes estructures borroses s’ha projectat tota la informacié i dades de
l'atles. En resum, s’ha realitzat una completa reinterpretacié de l'atles en termes de
conjunts extensionals i relacions borroses. En els propers subcapitols es mostraran
algunes propostes d'aplicacié d’aquests resultats que poden ser ttils per tal de mil-
lorar els métodes automatitzats que es fan servir actualment pel tractament de neu-

roimatges i la identificacié de teixits.
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Una altra aportacié d’aquesta relectura d'un atles en termes d'operadors d’in-
distingibilitat esta constituida per la possibilitat d'introduir una carrega semantica
al camp. La mateixa prové del fet de que, tal com s’ha justificat als capitols 11 2
d’aquesta tesi, parlar d’indistingibilitats permet introduir nocions com similitud,
proximitat, observabilitat, etc.

Disposar d’ una semantica és important per diverses raons. En primer lloc per-
met verbalitzar i entendre millor el problema i les seves caracteristiques. Al capitol
1 d’aquesta tesi s’ha afirmat que la precisié numerica és el principal punt fort de
l'estadistica, mentre que la comprensibilitat ho és de la logica difusa. Per aixo és
interessant poder donar una semantica difusa en un context tan ric en métodes
estadistics com és el de I'analisi automatitzada de neuroimatges. Tenir una seman-
tica és, doncs, ttil per a poder emprar técniques de caire diferent a I'estadistic. A-
quests metodes estadistics son d"una precisio sense igual en el mon cientific a canvi
de patir de l'efecte black box. Aquesta és la causa de que sigui dificil en general
generar sinérgies entre métodes estadistics i no-estadistics i sovint la possessi6 d’
una semantica subjacent es la clau per a sortir del atzucac. Es a dir, poder tractar
el problema en termes de similitud, observabilitat i distancia permet utilitzar téc-
niques no-estadistiques (com, per exemple, sistemes de regles difuses o daltres)
per a tractar problemes del camp. A través de la semantica proposada es déna un
cami per a confluir 'estadistica que s’utilitza extensament en el camp amb altres

tecniques diferents.

5.3 PARTICULARITZACIO DELS TPMs

Una interessant via d’aplicacié de la reinterpretaci6 proposada és la particularitza-
ci6 dels TPMs. Com s’ha comentat préviament, els TPMs venen donats per l'atles
i son funcions de la distribucié espacial a priori dels teixits en una MRI. Aquest
coneixement a priori donat pel model és utilitzat per diversos metodes de la lite-
ratura, per exemple SPM [91], per a diverses funcions d’analisi de la imatge.
Donat que els TPMs defineixen una noci6 d'observabilitat i una estructura a

lespai X de totes les possibles MRIs, una interessant qiiestié és com aquesta es
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concreta en una MRI clinica. Es a dir, com s’especifica la distribucié de cada teixit
que és té a priori quan aquesta es contrasta sobre una MRI clinica d’un subjecte o
pacient.

En aquest subcapitol s’explicara com es pot realitzar una particularitzaci6 ex-
tensional dels TPMs en una MRI subjecte d’acord amb la reinterpretaci6 proposada.
En el proper subcapitol s’exemplificara en un cas particular.

El primer pas necessari per a poder injectar la informaci6 de l'atles en la MRI
particular és transformar geométricament la MRI subjecte a I'espai normalitzat en
el que esta definit I'atles. Aquesta transformacio s'anomena normalitzaciéialalite-
ratura s’han proposat multiples algoritmes per a realitzar-la [67]. Enl'exemple que
es dona en el subcapitol segiient s’ha utilitzat I'algoritme de normalitzacié donat
pel paradigma Statistic Parametrical Mapping.

Es defineix a continuacié que s'entén per una particularitzacié dels TPMs.

Definici6 §.3.1. Donada una MRI subjecte, i els TPMs d’un atles tal com han estat
definits (Definicié 5.2.2), definim la particularitzacié dels TPMs en la imatge MRI

particular com:
o boy(x,y,2) = ouglx,y, z, subjecte(x, y, z))
o Uyi(%,,2) = 0gus(x,y, z, subjecte(x, y, z))

¢ yblanc(x7y7 Z) = Ublﬂnc(x7y7 Z, Subje‘:te(x7y7 Z))

Hihaun problema de caire semantic en els TPMs particularitzats. Tal com s’ha
definit la indistingibilitat de l'atles, els TPMs s6n conjunts observables. Si volem,
per exemple, desenvolupar o utilitzar algun métode que discerneixi els teixits d'una
MRI (segmentaci) cal que la solucié sigui observable.

Pero tal com s’han definit 4 _ o arier Bplano AQUESES NO sén en general subconjunts
difusos extensionals. El subcapitol 5.4 es en dona un contraexemple, ja que per
exemple, considerant la t-norma Producte y_ » (Figura 5.4.2) no coincideix amb
o (Hcsf) (Figura 5.4. 14) ni vy, (P‘csf) (Figura 5.4.1 7)

Per tal de preservar l'observabilitat cal cercar els conjunts difusos extensionals

que millor aproximen la particularitzacié dels TPMs. Com es pot veure, aquest
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problema és idéntic al tractat en el capitol 3 d’aquesta tesi. Podem per tant uti-
litzar els diversos métodes d’aproximacio per extensionals, considerant diferents

t-normes, con les que s’han proposat en aquesta tesi per a resoldre el problema.

5.4 EXEMPLE

A continuaci6 es dona un exemple de la particularitzaci6 extensional dels TPMs.

Figura 5.4.1: MRI (normalitzada) que s'utilitzara en aquest treball.

S'utilitzara la MRI (Figura 5.4.1), obtinguda d’un subjecte sa que ha cedit lliu-
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rement |'ds de la seva imatge per a aquesta recerca.

Les dimensions de la MRI s6n 256 X 256 X 160 i la informacio es representa
amb 12 bits.

Per a il-lustrar en imatges aquest exemple s’utilitzara la imatge potenciada en

T1iel tall axial 8o de la MRI normalitzada.

Figura 5.4.2: Particularitzacié del TPM del teixit CSF

Latles (Figura 5.2.1) utilitzat ha estat el SRI [100] on es disposa d’ un model
del cervell en diferents potenciacions (T1, T2 i PD) de 12 bits, amb mapes de les
diferents regions anatémiques i TPMs dels diferents teixits (Figures 5.2.2 - 5.2.4).

Les computacions s’han realitzat en un ordinador i7 de 3.40 GHz, 8 GB de
memoria RAM i un sistema operatiu Windows 7 de 64 bits. La programacio i trac-
tament de les dades s’ha fet en la versié R2014b de Matlab.

Com a pre-processament de les dades s’ha normalitzat I'atles i la MRI a l'espai
normalitzat en el que esta definit I'atles. Per a fer-ho s’ha utilitzat la toolbox SPM8

[91] de Matlab, on es disposa d’una funcié de normalitzacié.

103



Figura 5.4.3: Particularitzacié dels TPM del teixit GM

Posteriorment s’ha igualat'escala de gris dambdues MRI escalant-les de forma
lineal entre o (negre) i 1000 (blanc). En aquesta escala de gris el valor de NG /s és
200.

Les Figures 5.4.2 - 5.4.4 mostren la particularitzacié dels TPMs en aquesta
MR, tal com s’ha definit al subcapitol anterior.

Per tal de cercar els subconjunts difusos extensionals que millor aproximen
aquestes particularitzacions s’ha utilitzat el métode basat en mitjanes (subcapitol
3.1), elmétode basat en poténcies (subcapitol 3.2) i el métode proposat pel Minim.
En aquest exemple perd, només es mostren les imatges del primer metode ja que
sOn visualment més acurades que els altres dos esmentats.

Considerant la t-norma de Eukasiewicz i aplicant els operadors d’aproximacié
per extensionals superior i inferior s'obtenen els segiients conjunts extensionals de
les figures 5.4.5 - 5.4.10.

Mitjangant el métode basat en mitjanes ponderades (subcapitol 3.1) la millor
aproximacié déna els conjunts extensionals de les Figures 5.4.11 - 5.4.13.

Considerant la t-norma producte, les aproximacions superiors i inferiors dels
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TPMs particularitzats es mostren a les Figures §.4.14 - §.4.19 i els conjunts resul-
tants del metode a les Figures 5.4.20 - 5.4.22.

En conclusid, aquestes figures il-lustren el métode proposat d'utilitzar la teo-
ria d'indistingibilitats i subconjunts difusos extensionals per a la representacié de
la informaci6 d’'un atles MRI en una imatge particular. Com es pot veure, espe-
cialment amb les imatges obtingudes amb la t-norma Producte (Figures 5.4.20
- 5.4.22), es pot veure una millora visual en la nitidesa de les diferents regions

anatomiques.

Figura 5.4.4: Particularitzacié dels TPM del teixit WM
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Figura 5.4.5: ¢;(u. ) per T=t

Figura 5.4.6: ‘/’E(P‘gn‘s) per T=1t
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Figura 5.4.7: ¢, (u,,.) per T= 1L

Figura 5.4.8: y(u ) per T=1t
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Figura 5.4.9: v (y,,) per T= ¢t

Figura 5.4.10: vy (yy,,.) per T=t
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Figura 5.4.11: Particularitzacié extensional del TPM CSF amb el métode
basat en mitjanes amb la t-norma tukasiewicz
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Figura 5.4.12: Particularitzacié extensional del TPM GM amb el métode
basat en mitjanes amb la t-norma tukasiewicz



Figura 5.4.13: Particularitzacié extensional del TPM WM amb el métode
basat en mitjanes amb la t-norma tukasiewicz



Figura 5.4.14: ¢, (u ) per T =11

Figura 5.4.15: (PE(ygris) per T =11



Figura 5.4.16: ¢,(y,,,,.) per T =11

Figura 5.4.17: wE(ycsf) per T =11
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Figura 5.4.18: y(u,,) per T =1II

Figura 5.4.19: v (y,,.,.) per T =TI
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Figura 5.4.20: Particularitzacié extensional del TPM CSF amb el metode
basat en mitjanes amb la t-norma Producte
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Figura 5.4.21: Particularitzacié extensional del TPM GM amb el métode
basat en mitjanes amb la t-norma Producte
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Figura 5.4.22: Particularitzacié extensional del TPM WM amb el métode
basat en mitjanes amb la t-norma Producte
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6. Conclusions

Lobjectiu inicial d’aquesta tesi doctoral era proposar un nou marc teoric de
recerca en el si de la teoria d'indistingibilitats amb potencials aplicacions en pro-
blemes d’inferéncia automatitzada i analisi d’imatge biomédica. Aixo6 s’ha realitzat
enfocant el problema en un marc molt general de tractament i representacié de
la incertesa i proposant una reinterpretacio en termes difusos de qualsevol model
cientific, en particular de models estructurals cerebrals en imatge MRI. A continu-
acio es sumaritzen les principals contribucions de cada capitoli s’expliciten algunes

linies de futura recerca que s'obren en aquest treball.

6.1 SUMARI DELS PRINCIPALS RESULTATS

Per arealitzar aquest objectiu principal s’ha estudiat en primer lloclaincertesa en el
marc més general del procés epistemologici afitat al sentit que pot tenir incorporar
nocions borroses a la representacié del coneixement i de la imatge medica.

Posteriorment s’ha estudiat el marc de la teoria difusa d'indistingibilitats i s’ha
aprofundit en la teoria dels conjunts borrosos extensionals, justificant la seva uti-
litzacio per a representar els conceptes granulars i els conjunts observables.

En darrerlloc s’ha desenvolupat una interpretaci6 borrosa de models cientifics
en general que permet acostar i utilitzar totes les eines difuses en l'analisi de les
particularitats i l'observabilitat dels models. Com a cas particular s’ha utilitzat tot

aixo en el camp de la neuroimatge medica MRI i els atles estructurals cerebrals.
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Podem concloure que l'objectiu plantejat a I'inici de la tesi ha estat satisfactori-
ament assolit en un pla teoric i il-lustrat com aquest es pot utilitzar en aplicacions
practiques concretes, quedant com a futures linies de recerca el ple desenvolupa-
ment i implementacié d’'aquestes técniques per a I'eventual millora de problemes
propis del camp.

Lobjectiu principal ha estat dividit en cinc objectius secundaris que han estat
treballats respectivament en els cinc capitols d’aquesta tesi, els principals resultats

dels quals es sumaritzen a continuacié.

1. Why Fuzzy?
« Identificaci6 de diferents fonts d’incertesaila sevarelacié amb I'esquema
deles 3 capes de la cognicié de Carnap-Sneed-Seising.

« Especificacié d’algunes aportacions destacades de I'enfoc difus ala re-

presentacié del coneixement en el context de multiples fonts d’incertesa.

« Recull de la dialéctica entre la logica difusa i la probabilitat en la linia
del debat sostingut en la comunitat cientifica especialitzada els anys
801 9o. Especificacié de qué ha de ser esperable d'una teoria i d'una

altra.

« Concreci6 dels punts anteriors en un context d’incertesa medica.

2. Operadors d’indistingibilitat i isomorfismes fonamentals

« Dotacié d’una estructura de reticle complet als conjunts de T-indis-

tingibilitats £, conjunts de subconjunts difusos extensionals H, oper-
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adors d’aproximacié superior per extensionals I/ i operadors d’apro-

ximacid inferior per extensionals L.

« Demostracié de I'isomorfisme entre els reticles £, H, U i £ (Teorema
2.3.4).

o Estudi de I'extensio6 dels resultats del Teorema 2.3.4 considerant mit-

janes quasi-aritmetiques o naturals en un cas finit i infinit.

3. El problema de 'aproximacié per extensionals

« Desenvolupament de tres nous metodes superiors als de la literatura
T 1 ,

per t-normes arquimedianes i d'un nou meétode per la t-norma del

minim pel problema d’aproximar un subconjunt difas per un subcon-

junt difus extensional de forma optima, en un cas finit i infinit.

« Comparaci6 dels métodes desenvolupats.

4. Reinterpretacié extensional de models

« Estudi exhaustiu de les parts constituents d'un model cientific en la

seva definicié més general.
« Definici6 de l'espectre d'un model.

« Reinterpretacié de l'espectre d'un model en termes de subconjunts

difusos extensionals.

« Definicié de la distancia associada a un model (Definicions 4.4.5 i

4.4.6).
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5. Reinterpretacio extensional en neuroimatge MRI

« Relectura d’'un atles estructural cerebral en imatge MRI en termes de

conjunts difusos extensionals i relacions d’indistingibilitat.

« Representacié novedosa delainformacié d'una MRI a través del marc

teoric proposat.

« Proposta d'aplicacié ala particularitzacié dels Tissue Probability Maps

donats per un atles en la MRI d’un subjecte singular.

6.2 PUBLICACIONS

La recerca realitzada en aquesta tesi doctoral s’ha concretat en les segiients publi-

cacions:

6.2.1 PUBLICACIONS EN REVISTES

A la revista Information Sciences, amb Impact Factor de 3,893 el 2014. 82 de 135

(Decil 1) al'area de Computer Science & Information Systems *:

« Mattioli, G. & Recasens, J. (2013): Structural analysis of indistinguishabil-

ity operators and related concepts. Information Sciences, 241, 85-100.

Alarevista IEEE Transactions on Fuzzy Systems, amb Impact Factor de 6,306 el
2014.22 de 121 al'area de Computer Science &Al i 32 de 248 a I'area de Electrical

& Electronic Engineering (Decil 1 en ambdéscasos) *:

*http://www.scimagojr.com/journalsearch.php?q=24242&tip=sid
*http://www.scimagojr.com/journalsearch.php?q=24242&tip=sid
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« Mattioli, G. & Recasens, ]. (2014): Approximating Arbitrary Fuzzy Sub-

sets by Extensional Ones. IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 99, 25-38.

6.2.2 PUBLICACIONS EN CONGRESSOS
Al congrés FUZZ-IEEE (CORE A) celebrat a Taipei (Taiwan), el 2011:

« Mattioli, G. & Recasens, J. (2011, June). Dualities and isomorphisms be-
tween indistinguishabilities and related concepts. Fuzzy Systems (FUZZ),

2011 IEEE International Conference on.
Al congrés ESTYLF celebrat a Valladolid, el 2012:

« Mattioli, G. & Recasens, J. (2012). Isomorfismos entre Indistinguibilidades,
Conjuntos de Extensionales y Aproximaciones Superiores e Inferiores. ESTYLF-

2012.

Al congrés IPMU (CORE C) celebrat a Catania (Italia), el 2012:

« Mattioli, G. & Recasens, J. (2012). Natural Means of Indistinguishability

Operators. IPMU-2012.
Al congrés NAFIPS celebrat a Berkeley (Estats Units), el 2012:

« Mattioli, G. & Recasens, J. (2012). Powers of Indistinguishability Opera-

tors. NAFIPS-2012.

Al congrés ISCAMI celebrat a Malenovice (Republica Txeca), el 2013:
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« Mattioli, G. (2013). Seeing woods and trees. A new algorithm based on

unfocusing. ISCAMI-2013.
Al congrés AGOP celebrat a Pamplona, el 2013:

« Mattioli, G. & Recasens, J. (2013). Comparison of Different Algorithms of

Approximation by Extensional Fuzzy Subsets. AGOP-2013.
Al congrés CEDI celebrat a Madrid, el 2013:

« Mattioli, G. (2013). The WAT Algorithm, an Algorithm to see both Woods

and Trees. CEDI-2013
Al congrés ESTYLF celebrat a Zaragoza, el 2014:

« Mattioli, G. (2014). ;Cuantos clusters hay? El algoritmo WAT. ESTYLF-

2014
Al congrés FSTA celebrat a Liptovsky Jan (Eslovaquia), el 2014:

« Mattioli, G. (2014). Why Fuzzy? FSTA-2014.

Al congrés CCIA celebrat a Barcelona, el 2014:

« Mattioli, G. (2014). Sobre distancies associades a models. CCIA-2014
Al congrés JIPI celebrat a Barcelona, el 2015:

« Mattioli, G. (2014). Fuzzy Interpretation of Scientific Models. JIPI-2015

124



G. Mattioli

6.2.3 ALTRES
S’han realitzat també els segiients seminaris:

« Ala Universitat de Barcelona, el 2012: Aplicacié dels operadors d'indistingi-

bilitat a la diagnosi en imatges médiques

« Al Centro de Investigacién Médica Aplicada (CIMA) de Pamplona, el 2014:
Discusion sobre los conjuntos extensionales. Aplicacién a la modelizacion de un

atlas MRI

« Ala Slovak Techical University (STU) de Bratislava (Eslovaquia), el 2014:

Extensional sets and their usage to model MRI brain atlases and problems related

Per I'article ”;Cudntos claster hay? El Algoritmo WAT” presentat al congrés

ESTYLF-2014, va ser atorgat a l'autor d’'aquesta tesi el:

Premio Granada Excellence Network of Innovation Laboratories (GE-
NIL) al mejor articulo de un joven investigador otorgado por el Campus de

Excelencia Internacional BioTIC de la Universidad de Granada.

6.3 FUTURES LINIES DE RECERCA I CAMPS DAPLICACIO

El treball realitzat en aquesta tesi obre un nou espai on la logica difusa i la teoria
d’indistingibilitats sén objectes utilitzables per al'estudii l'analisi de problemes on

es disposa d'un model. Concretament en el camp de la neuroimatge s’ha mostrat
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com aquestes relacions, operadors i conjunts difusos poden ser emprats per a l'e-
ventual resolucié de problemes del camp.

Aquest nou espai que es proposa i s'obre no marca una direccié especifica de
recerca, sind que serveix de plataforma de llangament per a futures linies de treball
en problemes diversos del camp. Es pot entendre que aquesta tesi no soluciona
un "qué” fer, suggerint en conseqiiéncia "qués” ulteriors; siné un "com” fer a partir
del qual la creativitat dels futurs investigadors pot donar valor a la reinterpretacié
proposada en aquest nou marec.

Tanmateix, arrel del treball realitzat si que es poden identificar algunes linies

de treball especifiques, que es detallen a continuacié:

« Estudi de la interrelacié dels conjunts £, H, U i L tenint en compte al-

tres operadors d’agregacio.

Aquest treball, de caire purament matematic, pot donar una comprensié
major (i eventualment una completa caracteritzacié) d’aquest objectes for-

mals tan intimament relacionats.

« Desenvolupament de millors métodes d’aproximacié d’un subconjunt

difds per un subconjunt difas extensional.

En aquesta tesi s’han proposat métodes millors que els existents a la litera-
tura per a t-normes arquimedianes perd poden haver extensionals més ad-
equats que els que es troben mitjancant el métode basat en mitjanes (sub-
capitol 3.1) o el basat en poténcies (subcapitol 3.2). EL métode QP si garan-

teix que l'extensional trobat és Optim, perd només és utilitzable en conjunts
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finits i amb un alt cost computacional, ja que es basa en trobar la soluci6
per forga bruta. Per la t-norma del minim el métode que s’ha proposat és
superior als de la literatura pero, en opini6 de l'autor, d’altres métodes amb

resultats molt millors poden ser desenvolupats

« Implementacio i testeig sistematic de la proposta de particularitzacié

extensional dels TPMs d’un atles cerebral.

Una de les possibles vies d’aplicacié futura de la reinterpretacié extensional
d’un atles estructural és la particularitzacié dels TPMs, tal com s’ha exposat
al subcapitol 5.3 iil-lustrat al subcapitol 5.4. Per a poder valorar I'aportacié
que pot suposar incorporar conceptes difusos a aquests objectes probabilis-
tics cal implementar i testejar rigorosament aquesta relectura sobre tots els
talls d'una mostra de MRIs. Una possible via de valoracié d’aquesta pro-
posta és aplicar els TPMs particularitzats en métodes de la literatura que ac-
tualment utilitzen els TPMS "raw” (per exemple la segmentaci6 dels teixits
amb el paquets SPM [91]) i comprovar si els resultats obtinguts milloren

en algun sentit algun problema o limitacié d’aquestes técniques.

« Construccidé d’una distancia associada a I’atles.

Al subcapitol 4.4 s’ha mostrat com tot model genera una distancia associada
propia. Per tant, una altra via d’aplicacié possible de la relectura proposada
és la construcci6 d’'una distancia propia de l'atles. A I'annex A s’explora su-

perficialment aquesta via i es justifica la seva possible utilitat.

« Construccié d’un atles estructural propi.
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La clau de la reinterpretacié radica en I'equivaléncia entre model i relacié
d’indistingibilitat. Totes les vies d’aplicacié proposades es basen en con-
siderar un cert model (atles) a priori i utilitzar aquesta equivaléncia per a
incorporar tecniques difoses. Lequivalencia, pero, es pot explotar en sentit
invers: utilitzar les técniques de la teoria d’indistingibilitats per a la con-
struccié del model subjacent a les dades. Aquesta linia de recerca s’esboga a

lannex B.

Estudi de quina és la millor t-norma per a problemes de neuroimatge

Els resultats obtinguts en el subcapitol 5.4 on s’ha aplicat la particularitzacié
dels TPMs proposada a una MRI particular mostren una clara dependéncia
de la tria de la t-norma. Una interessant linia de recerca futura és avaluar
quina és la t-norma que millor s’escau per aquest tipus de problemes, tenint
en compte tant la consisténcia teorica amb alguna interpretacié de la con-
juncié logica com la qualitat dels resultats obtinguts en contextos i prob-

lemes practics.
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Epileg

Al sentir tal sentencia, dictada per la justicia i la rad, el rancuniés Nahun
Ibn-Nahun s’inclina, dirigi un Salam al rei i, sense dir paraula, es retira capcot de
la Sala dAudiéncies.

Quanta rad tenia el poeta a l'escriure:

Deixa volar ben alt la Fantasia

Sense il-lusié, la vida qué seria?
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Distancia associada a l'atles

Al subcapitol 4.4 s’ha demostrat que tota T-indistingibilitat defineix una S-distancia,
i que sota certes condicions bastant generals sobre la t-norma T aquesta S-distancia
és una distancia classica.

D’acord amb l'argumentacié del subcapitol 5.3.2, un atles estructural pot en-

tendre’s com unarelacié d’indistingibilitat E, 4.1, amb un conjunt Hg .. (Definicié

‘model
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5.2.3) de subconjunts difusos extensionals que es corresponen amb la distribucié
espacial probabilistica dels diferents teixits cerebrals..
En conseqiiéncia d'aquests dos fets es té que l'atles defineix una funcié distan-

cia d,0 401, tal com es defineix a continuacio.

Definicio A.o.1. Sigui M un atles cerebral. Fixada una t-norma T sigui Ey la T-
indistingibilitat associada (Definicié 5.2.3). Es defineix la distancia associada al model

dy com:

dy(x,y) =1~ En(x,y)

Com s’ha comentat al subcapitol 4.4, cal imposar certes condicions sobre la t-
norma per a assegurar que aquesta definici6 efectivament és una metrica. En qual-
sevol cas, per qualsevol t-norma és pot trobar una negacié adequada per a poder
construir meétriques o S-meétriques.

Igual que s’ha raonat al subcapitol 4.4, tenir una funcié distancia donada pel
propi model que assumim com a coneixement a priori pot ser util per diverses
raons.

Posi’s per exemple que es vol segmentar una MRI utilitzant un algoritme gen-
eral de segmentacié (no un algoritme especific per a neuroimatge com SPM). La
gran majoria de métodes es basen (a grans trets) en maximitzar alguna distincia in-
terclusters i/o en minimitzar alguna distancia intraclasters. Per exemple I'algoritme
k-Means, que és un dels algoritmes de segmentacié més populars, o la seva versi6
borrosa Fuzzy c-Means computen exactament aixo.

Si s’utilitza per a aquesta fi una funcié distancia estandar (euclidia, Manhat-
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tan...) en cap etapa del procés s’utilitza el coneixement a priori que es té (L'atles)
sobre la distribucié espacial dels teixits. Utilitzar la distancia associada al model, a
part de ser més sensible als casos limit i als voxels dels contorns tal com s’ha raonat
al subcapitol 4.4, permet incorporar aquest coneixement al nostre métode de seg-
mentaci6 i adaptar la informacié donada per un model a un algoritme (pensi’s en

k-Means) no adaptat per a aquest tipus de millores.
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Construccid d'un atles estru¢tural

Una altra possible via daplicacié de la reinterpretacié proposada és la construccié
”de facto” d’'un atles cerebral propi.

Es ben sabut per la comunitat especialitzada que a més de les diferéncies es-
pecifiques de cada persona, es poden detectar diferéncies entre cervells de difer-

ents persones degudes a diferencies més generals com poden ser el sexe biologic
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[66], la procedéncia racial o étnica [24] o la dominancia de la dreta o l'esquerra
[s0].

Té sentit doncs dubtar de la validesa d’utilitzar un model o un altre en una
situacié particular. Latles utilitzat en aquesta tesi (SRI24) esta construit a partir de
24 subjectes (homes i dones, no s’especifica la proporcié) sans: 12 joves (25,5 +
4,34, rang entre 19i 33 anys) i 12 vells (77.67 £ 4.94, rang entre 67 i 84 anys),
tots ells dretans i no fumadors. Tots els detalls tecnics de la mostra i construccié
de l'atles es poden consultara [101].

Tanmateix en un context aplicat es pot tenir una MRI d’'un subjecte esquerra, o
d’un subjecte fumador, 0 d'una donaino es vol treballar amb un atles que inclogui
també homes en la construccié. En tots aquests casos l'atles utilitzat no és de plena
utilitat.

La solucié en aquest cas podria ser cercar un altre atles disponible a la literatura
i que s’escaigui a la mostra particular en qiiestié. Tanmateix és una il-lusi6 esperar
que hi hagi models disponibles per a totes les casuistiques possibles. Amb la rein-
terpretacio proposada és senzill resoldre aquest atzucac ja que permet construir un
atles propi si es disposa d’'una mostra suficient de MRIs etiquetades.

Aixo es pot realitzar emprant el marc tedric desenvolupat en aquesta tesi. Cal
remarcar, pero, que la construccié real d'un atles és quelcom més complicada ja
que cal tenir en compte diversos detalls de caire técnic i estadistic a més de tenir
una mostra de MRIs etiquetades per experts.

Considerem donada una mostra de n MRIs de subjectes amb els diferents teix-

its etiquetats. Es a dir, es disposa de les families de conjunts
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subjecte; : {o, ...,256} X {o,...,256} X {o,...,160} — {o, ..., 1000}

Uy : {o,...,256} X {o,...,256} X {o,...,160} X {o,...,1000} —> [0, 1]

oni € {1,..,n} denotaaquin subjecte pertanyla MRIij € {1 = csf, 2 = gris,3 =
blanc} denota el teixit. Lespai sobre el qual es defineixen els conjunts és I'utilitzat
anteriorment en aquesta tesi amb l'afegit de la tercera dimensié espacial.

En cadapuntp = (x,y, z, ng), yij@) doéna pertinenga de p al teixit j en el sub-
jecte i. Siles MRIs que es consideren donades han estat etiquetades per diversos
experts, llavors 'agregacié dels criteris dels experts sera, en general, borrosa ja que
és esperable que no coincideixin en tot punt.

Aquests conjunts ¢, defineixen uns conjunts ; tal com s’han definitala Defini-
cid §5.2.2.

La construccié a partir d’aqui és idéntica a 'explicada al subcapitol 5.4. Es pre-
nen els conjunts ;; com a base de conjunts extensionals i I'agregacié de tots aquests
conjunts donara l'atles final cercat. Hi ha dos camins per a fer-ho, com s’il- lustra en

la Figura B.o.1

Definici6 B.o.2. Considerem donades n MRIs subjecte; amb els diferents teixits cere-
brals etiquetats y,; que, segons les especificacions d aquesta tesi, defineixen uns conjunts

borrosos 0. Definim els conjunts d'extensionals segons el subjecte Hy, i segons el teixit
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He=<0;, i, 05> —— A =A(H{) i=1,...,n

2

{o;} «

\

© He=<oy, ., 0> T A =AHY) 103

Figura B.0.1: Diagrama de la construcci6 d'un atles propi

H; com segueix:
i _ -
HE =< 0',‘1,0','2,0','3 > HE =< 0'17]', ceny anj >

Esinteressant remarcar la diferéncia entre H: i Hy. El primer conjunt d’extensionals
agrupa els conjunts observables tenint en compte els diferents teixits en la MRI
d’un sol subjecte. El model obtingut, per tant, modela les diferents regions d’un
cervell especific. El segon, per contra, considera tan sols un teixit en les MRIs de
tots els subjectes. Noti's que en la primera opci6 s’agrupen els conjunts o;;segons
I'index i i en la segona segons I'index j. Per acabar de construir l'atles estructural

propi cal agregar segons l'altre index en cada cas

Definicié B.o.3. Donats Hy, i Hj, tal com s han definit a la Definicié B.o.2 i una funcié

d'agregacid A, és defineixen els atles estructurals segiients:
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-/41 :A<HiE)i=1,...,n Az :A(I_I]'E)jzhz,j,

La funci6 d’agregacié emprada A dependra en cada cas d'aquella que millor
s'escaigui i doni millors resultats. Sila t-norma triada és arquimediana i s’utilitza
com a funci6 d’agregacié la mitjana natural m;, associada a la t-norma, s’esta en les
condicions d’utilitzar tots els resultats desenvolupats en el capitol 2 d’aquesta tesi.
Si el lector esta interessat en aprofundir en el camp de les funcions d’agregaci6 es
recomana la lectura de [18].

Una interessant pregunta que suscita aquesta construcci6 i que convida a apro-
fundir-hi en futura recerca és quina ésla relacié entre els atles A, i A, i quin és més

adient en contextos practics.
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