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Abstract

In this dissertation I offer a global and detailed reconstruction of the logic
developed by Gottlob Frege throughout his career. Even though Frege’s logic
suffered profound modifications from his initial formulation in Begriffsschrift
to its revised version in Grundgesetze, the significant differences between
these two works have been rarely taken at face value. I not only argue that
these differences exist, but I also explain how they should be understood in
the light of the evolution of Frege’s thought.

First, I suggest a new reconstruction of Begriffsschrift’s logic, which
amounts to a completely novel reading of its formal system—one that con-
tradicts the core of modern historical studies. In particular, I defend that
this logic is not—as it has been repeatedly said—a second-order logic and
provide the following reasons. (1) The language is not properly a formal
language. For instance, it lacks a definition of the notion of atomic formula.
Frege’s conception of the use of Begriffsschrift’s formal system as a tool—
and not as its own object of study—explain this omission. (2) Contrary to
what might seem, in Begriffsschrift there is only one sort of quantification:
quantification over arguments. (3) Begriffsschrift’s logic does not have a
semantics in the modern sense. Its letters can be read in such a variety
of ways that the formulas that contain them cannot be assigned a definite
meaning. Moreover, its quantifiers are not semantically interpreted: there
is no domain they range over.

Second, I offer an explanation of the reasons that drive the evolution of
Frege’s logic. The transition from Begriffsschrift to Grundgesetze has been
seldom addressed and never fully explained. According to my historical
analysis, the switch from Frege’s position concerning logic in Begriffsschrift
to his later conception—finally established in Grundgesetze—can be artic-
ulated through the adoption of the distinction between concept and object
as the basic element of the formal system. This leads to a formalisation of
the notion of concept, which in the end drives to Grundgesetze’s notion of
function.

Finally, I put forward a global analysis of Grundgesetze’s logic. In this
work, Frege develops a formal system that resembles in many relevant ways
a second-order one. I suggest a reconstruction of this formal system that
allows us to compare it with Begriffsschrift’s. In particular, I formulate
precisely every rule of inference proposed by Frege and especially focus on
the rules of substitution. Moreover, I reflect on several meta-logical results
that can be drawn from this reconstruction; for instance, I justify that the
propositional fragment and the first-order fragment of Grundgesetze’s logic
are equivalent to a complete propositional calculus and a complete first-order
calculus, respectively.
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Resum

Oferim a aquesta tesi doctoral una reconstruccié global i detallada de la
logica desenvolupada per Gottlob Frege durant la seva carrera. Tot i que
aquesta logica va ser objecte de modificacions profundes des de la seva for-
mulacié inicial a Begriffsschrift fins a la versio revisada de Grundgesetze,
rarament s’han considerat adequadament les diferéncies fonamentals que hi
ha entre les dues obres. No només defensem que aquestes diferencies existei-
xen, sind que, a més, expliquem com s’han d’entendre atenent a I’evolucid
del pensament de Frege.

En primer lloc, plantegem una reconstruccio de la logica de Begriffssch-
rift, de que resulta una lectura completament original del seu sistema formal;
una que contradiu la base dels estudis historics moderns. En particular, de-
fensem que aquesta logica no és, com s’ha dit moltes vegades, una logica de
segon ordre i proporcionem les segiients raons. (1) El seu no és propiament
un llenguatge formal. Per exemple, no disposa d’una definicié de la nocié
de formula atomica. La concepcié de Frege de 1'is del sistema formal de
Begriffsschrift com una eina, i no com el seu propi objecte d’estudi, pot
explicar aquesta omissié. (2) Contra el que pot semblar, només hi ha un
tipus de quantificacié: la quantificacién sobre arguments. (3) La logica de
Begriffsschrift no té una semantica en un sentit modern. Les seves lletres
poden llegir-se de tantes maneres diferents que no és possible atribuir un
significat concret a les férmules que les contenen. A més, els quantificadors
no reben una interpretacié semantica: no hi ha cap domini de quantificacio.

En segon lloc, oferim una explicacié de les raons que determinen 1’evolu-
ci6 de la logica de Frege. La transicié de Begriffsschrift a Grundgesetze ha
sigut molt rarament considerada i mai no s’ha explicat plenament. Segons
la nostra analisi historica, el pas de la posicié de Frege a Begriffsschrift re-
lativa a la logica envers la seva concepcié final, establerta a Grundgesetze,
pot articular-se mitjancant ’adopcié de la distincié entre concepte i objecte
com l’element essencial del sistema formal. Aix0 porta a la formalitzacié
de la nocié de concepte, que finalment condueix a la nocié de funcié de
Grundgesetze.

Finalment, proporcionem una analisi global de la logica de Grundgeset-
ze. A aquesta obra, Frege desenvolupa un sistema formal que és similar a
un sistema de segon ordre. Presentem una reconstruccié d’aquest sistema
formal que permet comparar-lo amb el de Begriffsschrift. En particular,
formulem amb precisié cada regla d’inferencia plantejada per Frege i parem
especial atencié a les regles de substitucié. A més, a partir d’aquesta re-
construccié obtenim resultats meta-logics com, per exemple, ’equivaléncia
del fragment proposicional i del fragment de primer ordre de Grundgesetze
amb calculus complets per la logica proposicional i la logica de primer ordre,
respectivament.
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Introduccion

Gottlob Frege: obra y recepcién

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) nacié en Wismar, en la costa
béltica. Tras estudiar en Jena y Gottingen, permanecié en la Universidad
de Jena a lo largo de toda de su vida académica como docente. Se retiré por
razones de salud en 1918 y muri6 siete anos después en Bad Kleinen, cerca
de su ciudad nata][ﬂ Su lugar en la historia de la logica es, sin ninguna duda,
destacado.

Frege escribié multitud de articulos, resenias y tratados de diversas tema-
ticas, incluidas la geometria, la logica o la filosofia de las matemaéticas. Hay
tres textos que destacan especialmente en el conjunto de su obra. El breve li-
bro Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens [Frege, 1879a] (de aqui en adelante, Begriffsschrift) fue pu-
blicado en 1879 y es la primera obra de consideracion del autor. En ella pre-
senta un sistema formal que permite justificar que la demostracion de algu-
nos teoremas aritméticos no exige recurrir a la intuicién. Abandonando mo-
mentaneamente la perspectiva formal, en 1884 Frege publicé Die Grundlagen
der Arithmetik: eine logisch-mathematische Untersuchung tber den Begriff
der Zahl [Frege, 1884] (de aqui en adelante, Grundlagen). Este texto contie-
ne una justificaciéon de carécter filoséfico de la naturaleza légica del concepto
de nimero y de la serie numérica. Tras un relativamente largo periodo de pre-
paracién, Grundgesetze der Arithmetik [Frege, 1893, [Frege, 1903] (de ahora
en adelante, Grundgesetze) fue publicado en dos volimenes en 1893 y 1903,
respectivamente. Esta obra supone la culminacién del proyecto insinuado en
Begriffsschrift y planteado informalmente en Grundlagen: la deduccién por
medio de recursos formales y definiciones puramente légicas del conjunto de
la aritmética.

'Respecto a la vida de Frege, véase ‘Frege’s life and work’ [Thiel; Beaney, 2005], de C.
Thiel y M. Beaney vy, especialmente, Gottlob Frege. Leben - Werk - Zeit [Kreiser, 2001], de
L. Kreiser.
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xiv INTRODUCCION

Es un lugar comin en los estudios actuales mencionar que la obra de
Frege fue objeto de poca atencién académica hasta bien entrado el siglo XX.
El vehiculo de este cambio fue la mencion a Frege y a sus obras por parte de
algunos fil6sofos que si eran verdaderamente influyentes y que establecieron,
por distintos motivos, contacto con él: Bertrand Russell (1872-1970), Ludwig
Wittgenstein (1889-1951) y Rudolf Carnap (1891-1970).

El descubrimiento de Frege en la segunda mitad del siglo XX por parte de
la filosoffa anglosajona marcé el origen de un inabarcable torrente de biblio-
grafia secundaria. Uno de los motores de este descubrimiento, y el més in-
fluyente, fue el libro Frege: Philosophy of Language [Dummett, 1973], de M.
Dummett. Posteriormente, Dummett publicé tres volimenes mas: The In-
terpretation of Frege’s Philosophy [Dummett, 1981a], Frege and Other Phi-
losophers [Dummett, 1991a] y finalmente Frege: Philosophy of Mathematics
[Dummett, 1991b]. La interpretacién planteada por Dummett condicioné los
estudios de Frege, y es posible que los orientara, al menos inicialmente, a la
filosofia del lenguaje. A pesar de que los estudios de origen alemédn han ten-
dido a ofrecer una visién més amplia y mas histéricamente contextualizada
de las obras de Frege, s6lo recientemente otros aspectos de su pensamiento,
ademds de su filosoffa del lenguaje, han sido abordados con justicia. Hoy
en dia, los trabajos de Frege son un elemento ineludible en la filosofia de la
logica y, muy especialmente, en la filosofia de la matematica. Noventa anos
después de su muerte, puede decirse sin gran controversia que Frege fue un
matematico dedicado fundamentalmente a la logica.

Por lo que respecta a la logica, tradicionalmente se ha afirmado que
los trabajos de Frege dan inicio a la légica modernaﬂ Sirva de ejemplo el
siguiente comentario por parte de M. Beaney en The Frege Reader:

“Frege’s most remarkable and indisputable achievement was the revolu-
tion that he effected in logic, which for over 2000 years, ever since its
origins in Aristotle’s Prior Analytics, had been dominated by syllogistic
theory. Propositional logic had indeed emerged at the time of the Stoics,
and been developed in the work of Boole and others on the ‘algebra of
logic’ in the middle of the nineteenth century, but even then it had only
been regarded as one part of Boolean algebra, dependent upon the more
fundamental calculus of classes. One of Frege’s achievements in the
Begriffsschrift was to give a self-contained and rigorously axiomatized

2A esta concepcién ha ayudado en gran medida el papel preeminente que J. van
Heijenoort atribuyé a Frege en su monumental recopilaciéon de textos From Frege to Gédel
[van Heijenoort, 1967a], una obra esencial en el mundo anglosajén para el estudio de la
historia de la légica.
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exposition of propositional logic, in effect relying on just two rules of
inference (modus ponens and an implicit rule of substitution), and six
axioms. But it was in the creation of what we now know as predicate
logic, through his invention of quantifier notation, that the real logic
breakthrough occurred.” [Beaney, 1997, p. 10]

Sin embargo, si bien es innegable el cardcter pionero de su ldgica, es
también justo afirmar que la influencia que tuvo Frege en la légica de finales
del siglo XIX y principios del siglo XX fue practicamente inexistente, a
pesar de que no fuese, al menos en Alemania, un autor desconocido. Los
esfuerzos de Russell por dar a conocer la obra de Frege dieron sus frutos,
aunque no inmediatamente, en ﬁlosofiaﬁ Pero no es en absoluto claro que
Frege influyera de modo notable y substantivo ni en la légica de Russell
ni en la de ningin otro autor de su época. C. Thiel menciona en ‘Gottlob
Frege and the Interplay between Logic and Mathematics’ las razones de esta
circunstancia:

“The neglect of Frege by the contemporaneous scientific community
has two very different reasons. First, there is little doubt that Frege
maneuvered himself out of the mainstream of foundational research
(or rather, never succeeded in joining this mainstream) by his insisten-
ce on using his newly developed “Begriffsschrift,” a logical notation
the sophistication and analytical power of which the experts of the
nineteenth century (as, in fact, most of those of the twentieth and the
early twenty-first centuries) failed to recognize. And second, the double
disadvantage of working in the no-man’s-land between formal logic
and mathematics, and of teaching at the then relatively unimportant
small university of Jena gave Frege a low status in the academic world.”
[Thiel, 2009] p. 196]

3Ya en 1903 Russell dedicé un apéndice de The Principles of Mathematics [Russell, 1903,
pp. 501-521] a la légica y al proyecto de fundamentacién de la aritmética de Frege. Este
apéndice comienza del modo siguiente:

“The work of Frege, which appears to be far less known than it deserves,
contains many of the doctrines set forth in Parts I and II of the present work,
and where it differs from the views which I have advocated, the differences
demand discussion. Frege’s work abounds in subtle distinctions, and avoids
all the usual fallacies which beset writers on Logic. His symbolism, though
unfortunately so cumbrous as to be very difficult to employ in practice,
is based upon an analysis of logical notions much more profound than
Peano’s, and is philosophically very superior to its more convenient rival.”
|[Russell, 1903], §475, p. 501]
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No obstante, esto no significa que la légica de Frege no tenga ninguna
importancia a nivel historico. Todo lo contrario; los esfuerzos del autor por
garantizar una fundamentacién rigurosa de la aritmética se concretaron en
gran medida en el desarrollo del primer sistema formal de la historia de la
légica. La motivacién y la evolucién de este sistema formal, asi como su
particular naturaleza, merecen la atencién de la que ha sido objeto.

Independientemente de la importancia que se atribuye en general a la
obra de Frege, v de las alabanzas de rigor y claridad de sus explicaciones,
son contados los estudios histéricos de su légica disponibles en la actualidad
que no incurren en simplificaciones. Un elemento fundamental de estas sim-
plificaciones es la presentacion casi undnime de la légica de Begriffsschrift
como una version menos desarrollada, pero en esencia coincidente, de la
logica de Grundgesetze. Desde esta perspectiva, la logica de Frege, a lo lar-
go de las distintas versiones en que fue presentada, es concebida como una
totalidad unitaria, que fue modificada tUnicamente en detalles no substan-
ciales. Contrastemos este planteamiento con un ejemplo. Suele mencionarse
sin detenerse a ofrecer explicaciones que Frege reemplaza en Begriffsschrift
la distincién tradicional entre sujeto y predicado por la distincién entre fun-
cién y argumento, y que ésta es la base del andlisis 16gico planteado en este
texto. Dejando de lado la correspondencia cientifica, el autor no vuelve a
recurrir a la distincién entre funcién y argumento hasta 1891, momento en
que la distincién tiene un sentido completamente distinto. Y, sin embargo,
esta omisién no ha sido objeto de practicamente ninguin comentario. A la
mayoria de estudios historicos les parece natural observar que cierta distin-
cién es fundamental en Begriffsschrift y, al mismo tiempo, no preguntarse
la razén por la cual esta misma distincion es completamente ignorada por
Frege inmediatamente después de haberla planteado.

A lo largo de los anos, la interpretacion de la légica de Frege que hemos
mencionado se ha asentado y ha pasado a considerarse un lugar comun. Pero
una lectura atenta de las fuentes muestra que esta interpretacion es, cuanto
menos, problematica. Este trabajo pretende arrojar nueva luz al conjunto de
la 16gica de Frege y, especialmente, presentar fielmente y de forma completa
el sistema formal desarrollado en Begriffsschrift.

Orientacion y metodologia
Independientemente de las multiples posibilidades de investigacion que ofre-

ce la obra de Frege, este trabajo va a dedicarse exclusivamente a estudiar
desde una perspectiva histérica la logica de este autor. Asi pues, se conside-
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raran los sistemas formales presentados en Begriffsschrift y Grundgesetze,
asi como los elementos planteados en el periodo que separa las dos obras
que son relevantes para el desarrollo del sistema formal de 1893-1903.

Dado el estado de desarrollo de la légica contemporanea, no es en ab-
soluto trivial distinguir la reconstruccién histérica de un sistema formal de
su interpretacién en términos de la légica actual. El estudio riguroso de un
sistema formal como el de Begriffsschrift, pionero en aspectos importantes
y planteado en un marco de casi completo aislamiento respecto a trabajos
coetaneos de naturaleza similar, impide dar por sentados paralelismos con
sistemas formales actuales. La reconstruccién historica de un sistema formal
debe ser exhaustiva y fiel con respecto al texto estudiado. Creemos que el
estudio de la logica de Frege, en tanto que muestra de las contribuciones en
la l6gica de finales del siglo XIX, es significativo y relevante en si mismo, y
que no necesita ser conectado artificialmente con la légica contemporanea
para ser tanto interesante como relevante.

La metodologia de este trabajo va a seguir estrictamente este plantea-
miento. La base de nuestra investigacién es el andlisis exhaustivo de las
fuentes. En primer lugar, trataremos de proporcionar una explicacién global
de cada una de ellas, que atienda a sus particularidades y que no sacrifique
su coherencia interna ni renuncie al tratamiento de aquellos elementos que,
al menos en apariencia, la perjudican. En segundo lugar, contextualizaremos
cada uno de los textos que seran objeto de nuestro estudio en el conjunto de
las obras de Frege y localizamos aquellos elementos en los que Frege pudo
haber recibido la influencia de otros autores.

El resultado de nuestro trabajo consistira en la reconstruccién completa
y fidedigna de los sistemas formales desarrollados por Frege. Esta recons-
truccién pretende, en la medida de lo posible, adaptar la presentacion del
autor a los estandares expositivos y de rigor propios de la légica actual. En
particular, presentaremos, por un lado, los elementos bésicos del lenguaje
de los sistemas formales de Begriffsschrift y Grundgesetze, haciendo hinca-
pié en los aspectos en los que se diferencian, y, por el otro, formularemos
detalladamente sus sistemas axiomaticos.

El foco en nuestra investigacion deja fuera de consideracién multiples y
significativos aspectos contenidos en los trabajos de Frege. No pretendemos,
de hecho, ofrecer un estudio de caracter global de su obra. Sin embargo,
puede decirse justificadamente que este autor hizo contribuciones (de mayor
o menor relevancia), ademds de a la légica, a las matemaéticas, a la filosofia
de la logica y de las matemadticas, a la epistemologia y a la filosofia del len-
guaje. La relacion de Frege con estas disciplinas es, en ocasiones, puramente
indirecta, en el sentido de que tratan de resolver aspectos particulares de un
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proyecto de naturaleza légica de mayor envergadura. Si una empresa puede
definir el trabajo de Frege a lo largo de su carrera es su proyecto de funda-
mentacion de la aritmética, conocido como proyecto o programa logicista.
Por ejemplo, sus aportaciones en los campos de la filosofia del lenguaje y de
la epistemologia estdan intimamente ligadas a este proyecto. Sélo entraran
dentro del alcance de esta tesis algunos aspectos instrumentales del progra-
ma logicista de Frege: en particular, sélo consideraremos la légica planteada
por el autor para tratar de realizarlo.

Adun teniendo en consideracién unicamente la l6gica de Frege, debemos
hacer frente a limitaciones. La maés significativa es que no consideraremos
la influencia que esta légica pudo ejercer, directa o indirectamente, en el
desarrollo formal de otros légicos de la misma época. En particular, un
elemento tematico de gran importancia, cuyo estudio deberd ser pospuesto
para una futura investigacién, es la relevancia real que la légica de Frege
tuvo para autores como Russell o G. Peano (1858-1931). No es en absoluto
claro que estos légicos adoptaran algiin aspecto de los distintos sistemas
formales desarrollados por Frege.

Otra limitacién a la que debemos hacer frente es el estudio de la logica
de Frege posterior a Grundgesetze. Tras el descubrimiento en 1902 de que
el sistema formal de Grundgesetze es vulnerable a la llamada paradoja de
Russell y, por lo tanto, inconsistente, Frege no abandoné completamente su
trabajo en légica, aunque no volvié a ofrecer una nueva versién de su sistema
formal. En cierto sentido, la logica fregeana posterior a la publicacién del
segundo volumen de Grundgesetze en 1903 puede verse como una restriccion
de la légica presentada en este textdﬂ Posiblemente por esta razén, esta
légica ha sido objeto de relativamente pocos comentarios histéricos. Aunque
esta circunstancia podria motivar especialmente su estudio, no podemos
ofrecer un tratamiento al respecto en el marco de esta tesis.

Las tres grandes obras publicadas por Frege, Begriffsschrift, Grundlagen
vy Grundgesetze, han sido objeto de reediciones y estan disponibles en la ac-
tualidad como volimenes independientes. El resto de su obra, al menos, la
que hoy en dia se conserva y que posee relevancia filoséfica, puede clasifi-
carse del modo siguiente: articulos y resefias publicados por Frege, trabajos
originalmente no publicados y correspondencia cientifica. En la segunda mi-
tad del siglo XX se editaron volumenes que reflejan esta divisién: Kleine
Schriften [Frege, 1967], Nachgelassene Schriften [Frege, 1969] y Wissens-

4La edicién por parte de E. H. Reck y S. Awodey, en Frege’s Lectures on Logic
[Reck; Awodey, 2004], de las notas que Carnap tomé de algunas clases impartidas por
Frege proporciona una muestra de la légica post- Grundgesetze a la que nos referimos.
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chaftlicher Briefwechsel [Frege, 1976]|ﬂ

Para las citas de Frege incluidas en este trabajo hemos tratado de usar la
traduccion inglesa més reciente o fiable. En el caso de Begriffsshchrift, esta
traduccion es la realizada por T. W. Bynum en 1972 [Frege, 1972] y, en el
de Grundgesetze, la traduccion llevada a cabo por P. Ebert y M. Rossberg
en 2013 [Frege, 2013] (traduccién que, de hecho, es la unica disponible del
texto completo). Los volimenes Philosophical and Mathematical Correspon-
dence [Frege, 1976], Posthumous Writings [Frege, 1979] y Collected Papers
on Mathematics, Logic, and Philosophy [Frege, 1984], que son traducciones
de sendos volimenes en aleman, han sido, adicionalmente, textos de refe-
rencia para las citas. Salvo en algunas excepciones, estas traducciones nos
parecen herramientas adecuadas, junto con el texto original, para el estudio
histérico. Cuando ha sido necesario corregir algin aspecto de las traduccio-
nes, lo hemos mencionado en una nota a pie. Ademas, a lo largo de nuestra
exposicién ha sido conveniente, ocasionalmente, citar directamente el tex-
to aleman. En lugar de incluir la traduccion inglesa de estas citas, hemos
anadido nuestra propia traduccion al castellano.

En general, también hemos escogido traducciones inglesas recientes para
las citas del resto de fuentes a las que hacemos referencia. En algunos ca-
sos muy concretos, cuando hay disponible una traduccién castellana fiable,
hemos preferido esta traduccién.

Todas las interpolaciones y glosas anadidas por nuestra parte en las citas
para ayudar a su comprensién estdn indicadas mediante corchetes [ |.

Estructura

Esta tesis puede dividirse en tres partes. El sistema formal de Begriffsschrift
serd objeto de estudio de la primera parte, “Begriffsschrift (1879)”, que
consta de cuatro capitulos. Dedicamos una segunda parte, “De Begriffs-
schrift a Grundgesetze” , que consta de un tnico capitulo, para establecer un
nexo entre la primera y la tercera parte. La tercera parte, “Grundgesetze
(1893-1903)”, se compone de dos capitulos y se centra en el sistema formal
desarrollado en Grundgesetze.

5La totalidad de los manuscritos de Frege desaparecié a causa de un bombardeo a
finales de la Segunda Guerra Mundial. Se conservan copias de los originales realizadas
por H. Scholz en la Universidad de Miintser, que constituyen tUnicamente una parte
del material original. Los volimenes disponibles de las obras de Frege consisten sélo
en la edicién de las copias conservadas. Véase ‘Auf der Suche nach Freges Nachlaf’
[Wehmeier; Schmidt am Busch, 2000], de K. Wehmeier y H.-C. Schmidt am Busch.
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El primer capitulo, “Funciéon y argumento en Begriffsschrift”, pre-
sentara el lenguaje del sistema formal de Begriffsschrift y prestara especial
atencion a dos de sus elementos mas relevantes, cuya naturaleza ha suscitado
una gran controversia en los estudios contemporaneos de la obra de Frege:
la distincién entre funcién y argumento y la nocién de generalidad. No nos
limitaremos a una perspectiva expositiva, sino que defenderemos nuestra re-
construccion frente a las interpretaciones maés relevantes que se han llevado
a cabo.

En el segundo capitulo, “Légica de Begriffsschrift”, ofreceremos una
reconstruccién del sistema axiomatico de Begriffsschrift. En primer lugar,
presentaremos sus axiomas y formularemos sus reglas de inferencia. En se-
gundo lugar, consideraremos con detalle los procesos de substitucién que
Frege lleva a cabo en las demostraciones del texto de 1879 y valoraremos la
polémica cuestién de si Frege considera implicitamente una regla de subs-
titucién. Finalmente, proporcionaremos una explicacion pormenorizada de
algunas demostraciones de Begriffsschrift de especial importancia.

El tercer capitulo, “Conceptografia y logistica”, proporcionard una
completa exposicion del uso para el cual Frege concibe el sistema formal de
Begriffsschrift. El autor, en oposicién a los logicos que constituyen la llamada
corriente algebrista, defiende un uso instrumental de la légica. Detallaremos
las caracteristicas de este uso y ofreceremos una reconstruccion de la oposi-
cién entre modos distintos de concebir la légica que puede localizarse en la
polémica mantenida por Frege con algunos légicos algebristas.

En el cuarto capitulo, “Interpretaciones de Begriffsschrift”, se con-
sideraran, en primer lugar, los distintos sistemas formales que, desde una
perspectiva contemporanea, pueden derivarse de Begriffsschrift. En segundo
lugar, se hard frente a la posibilidad de interpretar el sistema formal de 1879
como un sistema para la logica de segundo orden. Por ultimo, se valorara la
posibilidad de que el sistema formal de 1879 ya sea vulnerable a la paradoja.

Con el cuarto capitulo termina la primera parte de este trabajo. La
segunda parte contiene inicamente el quinto capitulo, “Transicién de Be-
griffsschrift a Grundgesetze”. En él se localizardn los motivos por los cuales
Frege decide modificar el sistema formal de Begriffsschrift y desarrollar uno
nuevo, y se detallaran los elementos que caracterizan este largo proceso.

La tercera parte de la tesis empieza con el sexto capitulo, “Lenguaje de
Grundgesetze”. Este capitulo estd dedicado, en primer lugar, a caracterizar
el universo de la teoria légica desarrollada en Grundgesetze y, en segundo
lugar, a presentar los componentes bésicos que conforman el lenguaje de su
sistema formal. Destacaremos aquellos aspectos en los que el sistema formal
de 1879 debe distinguirse del propio de 1893-1903.
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Finalmente, el séptimo capitulo, “Logica de Grundgesetze”, propor-
cionard una reconstruccion de la logica de Grundgesetze. Con un procedi-
miento similar al propio del segundo capitulo, listaremos, en primer lugar,
sus axiomas y presentaremos sus reglas de inferencia. Las diferencias en la
presentacién de Frege en 1893-1903 respecto a 1879 nos permitirdn ofrecer
una reconstruccién mas cercana a los estandares de rigor actuales. En segun-
do lugar, consideraremos los distintos fragmentos que, desde una perspectiva
contemporanea, pueden extraerse del sistema formal de Grundgesetze.

Tras unas conclusiones generales, esta tesis termina con un apéndice en
el que se recopilan, con el fin de facilitar la lectura, los elementos béasicos de
los distintos fragmentos que pueden extraerse de la logica de Grundgesetze.






Parte 1

Begriffsschrift (1879)






Capitulo 1

Funcién y argumento en
Begriffsschrift

1.1 Introduccion

En el primer texto de consideracion de Frege, Begriﬁsschriﬁﬂ se desarrolla
un sistema formal constituido por un sistema axiomatico y una serie de reglas
de deduccién. Se trata, sin duda, de un texto fundacional en el desarrollo de
la 1égica formal y ha sido intensamente estudiado a lo largo de las tltimas
seis décadas.

El sistema formal de Begriﬁsschrifﬂ se basa en la distincién entre fun-
cién y argumento, que es presentada por Frege en oposicion a la distincion

6Tal y como G. Gabriel afirma en ‘Frege and the German Background to Analy-
tic Philosophy [Gabriel, 2013 p. 281], es muy probable que Frege tomara el término
‘Begriffsschrift’ del tratado Uber Leibnizens Entwurf einer allgemeinen Characteristik
[Trendelenburg, 1856], de F. A. Trendelenburg. El origen del término ‘Begriffsschrift’ es,
sin embargo, anterior. C. Thiel afirma en ‘,Nichts aufs Gerathewohl und aus Neuerungs-
sucht“: Die Begriffsscrhrift 1879 und 1893’ [Thiel, 1995}, p. 281] que este término ya habia
sido usado por W. von Humbolt en 1824 y que, ademas, es muy dificil determinar quién
fue el primero que usé el término en alemén.

Es relevante mencionar, siguiendo nuevamente a Gabriel, que Frege no escogié para su
tratado el titulo ‘Begriffsschrift’ hasta un momento posterior a la redacciéon del texto:

“It is also known that Frege decided on the title ‘ Begriffsschrift’ comparatively
late: this is indicated by the fact that the publisher (or the typesetter) labelled
the printed sheets using the specification ‘Frege, Formelsprache (formula
language)’, that is, they applied a word from the subtitle.” [Gabriel, 2013 p.
281]

"En lo sucesivo, se reservara el término ‘Begriffsschrift’ al texto de Frege, mientras que
‘conceptografia’ serd usado para referir al sistema formal que se desarrolla en él.

3
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tradicional entre sujeto y predicado. Entre los estudios histéricos de Be-
griffsschrift recientes se ha establecido una interpretacién unitaria, que es
compartida, exceptuando casos particulares, por la mayor parte de los co-
mentarios del texto fregano. Un elemento especifico de esta interpretacion
es una particular comprensiéon de la distincién entre funcién y argumento:
se defiende (o, al menos, se sugiere) una interpretacién seméntica de esta
distincién, de tal manera que se tiende a identificarla con la distincién entre
concepto y objeto, que Frege introduce en obras posteriores a Begriffsschrift.
De acuerdo con la interpretacién tradicional, la conceptografia propuesta
por Frege en Begriffsschrift, a pesar de contener algunas inexactitudes, es
entendida como un sistema formal esencialmente correcto para la légica de
segundo orden: el primero de la historia de la légica.

Una lectura cuidadosa de las fuentes muestra que esta extendida interpre-
tacion de Begriffsschrift posee numerosas inexactitudes y que es, ademas,
esencialmente incorrecta. Nuestra pretensién en este capitulo es exponer
fielmente el planteamiento de Frege respecto a la distincién entre funcién
y argumento desarrollada en 1879, asi como mostrar con el mayor detalle
la relacién que guarda esta distincién con la teoria de la cuantificacion del
mismo texto. Esta tarea incluye, por un lado, analizar tanto el lenguaje de
la conceptografia como la exposicién de Frege de la distincién entre fun-
ciéon y argumento y de la nocién de generalidad. Por el otro, se trata de
evaluar los elementos fundamentales de la interpretacién tradicional de Be-
griffsschrift con el propdsito de reconstruir fructiferamente y de un modo
verdaderamente fiel los aspectos basicos de la conceptografia.

El desarrollo de nuestra exposicién no seguird exactamente el orden de
Begriffsschrift. Tras esta introduccién, en la segunda seccién (1.2)), se tra-
taran los elementos basicos de la conceptografia. Se detallaran, en primer
lugar, los aspectos técnicos del lenguaje de este sistema formal. En segun-
do lugar, se considerard la exposicién de Frege sobre de la distincién entre
funcién y argumento. Por tltimo, se expondran los aspectos basicos de la
nocién de generalidad. Tras ello, abandonaremos el planteamiento expositi-
vo y daremos inicio a la discusién de caracter historico. La tercera seccién
clarificard, en primer lugar, la naturaleza de la distincién entre funcién
y argumento y, en segundo lugar, la relacién que guardan los elementos del
lenguaje de la conceptografia con esta estructura. En la cuarta seccién
se ofrecerd una reconstruccion de la nocién de generalidad y se considerarin
las pautas sintdcticas que Frege proporciona para manejarla. Finalmente, la
quinta seccién , con el objetivo de contrastar la interpretacién habitual
de Begriffsschrift, evaluara la posibilidad de que los cuantificadores de la
conceptografia estén semdanticamente interpretados.
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1.2 Nociones basicas de la conceptografia

Dedicaremos esta primera seccién a exponer, con una orientacién expositiva,
los elementos basicos de la conceptografia de Begriffsschrift. En primer lugar,
presentaremos algunos de los simbolos del lenguaje de este sistema formal:
las barras de juicio y contenido, las conectivas y el simbolo de igualdad de
contenido. En segundo lugar, expondremos cémo se aplica un andlisis en
términos de funcién y argumento: dividiremos nuestra explicacién en casos
y presentaremos los simbolos con los que la conceptografia en su lenguaje la
distincién entre funcién y argumento. En tercer lugar, describiremos de qué
modo Frege presenta la nocién de generalidad. Por ltimo, ejemplificaremos
cémo la nocién de generalidad se vincula con la distincién entre funcién y
argumento en un caso de aplicacién de estos elementos basicos al analisis de
juicios categoricos.

1.2.1 Simbolos del lenguaje

El lenguaje de la conceptografia posee tres tipos de simbolos: los simbolos
légicos, las letras y los simbolos auxiliares (paréntesis) [Frege, 1879al §1, p.
111]. Los simbolos l6gicos se dividen en conectivas, simbolo de generalidad,
de igualdad de contenido, y las barras de juicio y contenido. Las letras, que
recibirdn una exposicién mas detallada mas adelante, expresan generalidad.
En el capitulo III de Begriffsschrift, Frege da un tratamiento especifico a
un grupo concreto de letras, segin el cual la generalidad que expresan, en
algunos contextos, esta restringida. Valoraremos esta cuestion en el apartado
2411

Ademas de estos tres tipos de simbolos, en la exposicién informal de
la conceptografia, Frege recurre al uso de mayusculas griegas A, B, I, A, . . ..
Estos simbolos no forman parte del lenguaje de la conceptografia, por lo que
no son, formalmente, letras. Asi pues, no expresan generalidad, de modo
que pueden ser usados para explicar el significado de los simbolos légicos
de la conceptografia. Las letras griegas mayusculas tienen dos usos, aunque
Frege no establece ninguna distincién: representan en ocasiones un contenido
en concreto cualquiera y a veces desempenan el papel que llamariamos de
metavariables.

A pesar de que en Begriffsschrift la conceptografia se presenta como un
sistema, formal sin simbolos propios, exclusivamente con letras, se despren-
de de la serie de articulos que acompanan la publicaciéon de Begriffsschrift
que este sistema formal estd concebido para ser complementado con otros
lenguajes reglados; tipicamente, el de la aritmética. Asi pues, en ‘Anwendun-
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gen der Begriffsschrift’ [Frege, 1879b] y ‘Uber den Zweck der Begriffsschrift’
[Frege, 1882b], y en los originalmente no publicados ‘Booles rechnende Logik
und die Begriffsschrift’ [Frege, 1880] y ‘Booles logische Formelsprache und
meine Begriffsschrift’ [Frege, 1882c], se presenta una conceptografia apli-
cada, que usa los simbolos propios de estos lenguajes reglados, como se
desarrollara en el apartado En este trabajo, se usaran los simbolos
de la aritmética para complementar los simbolos de la conceptografia y se
supondran dados; asi pues, los numerales y los simbolos de las operaciones
aritméticas se tomaran como constantes, aunque no en sentido actual, sino
como nombres candnicos no reinterpretables.

1.2.2 Barras de juicio y contenido

Hay dos simbolos especialmente significativos y peculiares de la concepto-
graffa: las barras de juicio y de contenido [Frege, 1879a, §2, pp. 111-112].
La barra de contenido, , indica que el contenido de cierta combinacién
de sfmbolos es tomado como una unidad. La barra de juicio, |, expresa el
acto de aseveracion a través del cual los contenidos son afirmados y, por
tanto, convertidos en un juicio. Frege no explica con detalle qué entiende
por ‘contenido’ (Inhalt). Para nuestros propésitos en este punto de la expli-
cacién, basta con establecer que el contenido de un enunciado es aquello que
significa, y que el contenido de un término es su denotacion.

Con las barras de juicio y contenido pueden expresarse formalmente jui-
cios. La férmula:

F—2+3>14

expresa la afirmacién del significado de 2 + 3 > 4. Hay que tener en cuen-
ta que Frege advierte que a una barra de contenido siempre debe seguirle
la expresién de un contenido aseverable (‘beurtheilbarer Inhalt’ en el origi-
nal alemdn), esto es, un contenido susceptible de ser afirmado o negado:
“Whatever follows the content stroke must always have an assertible con-
tent” [Frege, 1879al §2, p. 112]@ De acuerdo con ello, toda expresién que
siga la combinacién de una barra de juicio con una barra de contenido debe

8Frege no aclara qué entiende por ‘contenido aseverable’. El criterio para su distincién
parece ser el de ser expresable por una oracién declarativa. Sin embargo, hay ejemplos, como
veremos mas adelante, que parecen restringir este criterio. La cuestién de la aseverabilidad
es, desde luego, de naturaleza sintactica, pero hay indicios que sugieren que también puede
ser de naturaleza seméntica.

Consideraremos con detalle la cuestién de la aseverabilidad en el apartado vy
discutiremos en el apartado [3:3.2] de qué modo, cuando la conceptografia se complementa
con algun discurso cientifico, esta complementacion proporciona elementos adicionales para
determinar la aseverabilidad de sus expresiones.
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ser un contenido aseverable; no se pueden crear juicios mediante términos.
Asi, las expresiones siguientes:

2 o | 3+1

no son aceptables en la conceptografia.

1.2.3 Conectivas

La conceptografia dispone de dos conectivas basicas: el condicional y la
negacion. Para la expresién del condicional se anade un nuevo simbolo, la
barra de condicionalidad, una barra vertical que une dos barras de contenido:
—4>2

—2+2 =4,

mediante la cual puede expresarse un juicio hipotético [Frege, 1879al §85-6,
pp. 114-120]. La expresion inferior es el antecedente y el superior el conse-

cuente. Asf:
—A

—B

expresa el juicio segin el cual no puede ser negado que A y afirmado que B
0, mas apropiadamente, significa lo mismo que ‘Si B, entonces Aﬂ

Para expresar la negacién se aniade otro nuevo simbolo, la barra de nega-
cién, que se intercala en la barra de contenido [Frege, 1879al §7, pp. 120-124].
Sirve para negar cierto contenido. La expresién siguiente:

—T A

significa que A es negado. Expresa, pues, que A no es el caso.

9En realidad, Frege considera que el significado de la conectiva de condicionalidad y el
de la expresién lingiifstica ‘si ..., entonces ...’ no coinciden plenamente; en su opinién, el
condicional natural contiene una conexién causal entre el antecedente y el consecuente que
la conectiva no captura:

“The causal connection implicit in the word “if”, however, is not expressed
by our symbols, although a judgement of this kind can be made only on the
basis of such a connection; for this connection is something general, but at
this point we do not yet have an expression for generality.” [Frege, 1879a) §5,
p. 116]

El autor considera, en consecuencia, que sélo un condicional cuantificado universalmente
expresa la relacién causal propia del condicional natural.
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Mediante la combinacion de estas dos conectivas puede obtenerse el resto
de conectivas légicas:

expresa lo mismo que ‘B y A’.

— B

expresa lo mismo que ‘B o A’. Por udltimo:

L B
— A
A
—B

expresa lo mismo que ‘B si y sélo si A’.

Un aspecto importante a destacar es que, en las presentaciones de Be-
griffsschrift, los comentaristas suelen afirmar que la definicién de las co-
nectivas logicas es veritativo—funciona]@ El primer elemento relevante al
respecto es que Frege presenta el significado de las conectivas como ciertas
posibilidades de afirmacién o negacién de sus componentes. En 1879, el autor
aun no distingue entre la afirmacién de un contenido y la verdad o falsedad
del mismo; de hecho, en ‘Booles rechnende Logik und die Begriffsschrift’
[Frege, 1880, pp. 11ss|, redactado entre 1880 y 1881, en ocasiones habla en
términos de verdad y falsedad en referencia a los juicios y a sus componentes
mediante una exposicién, por lo demas, equivalente a la de Begriffsschrift.
La distincién entre el reconocimiento de un contenido como verdadero (o

10 Asi 1o atestigua P. Sullivan en ‘Frege’s Logic’ [Sullivan, 2004]:

“Implication and negation are defined by Frege in the now familiar truth-
functional way.” [Sullivan, 2004} p. 664]

Este mismo planteamiento es defendido por, entre otros, J. van Heijenoort, en su intro-
duccién a la traduccién de Begriffsschrift de From Frege to Godel [van Heijenoort, 1967al
p.- 1], y H. Sluga, en Gottlob Frege [Sluga, 1980} pp. 76-82].

Ahora bien, G. Baker y P. Hacker se muestran contrarios, en Frege: Logical Excavations
|Baker; Hacker, 1984] pp. 114-119], a la presencia de definiciones veritativo-funcionales de
las conectivas en Begriffsschrift.
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afirmacién) y la verdad de este contenido por parte de Frege no se produce
hasta ‘Logik’ [Frege, 1882GIE

“The goal of scientific endeavor is truth. Inwardly to recognize something
as true is to make a judgement, and to give expression to this judgement
is to make an assertion.

What is true is true independently of our recognizing it as such. We
can make mistakes.” [Frege, 1882¢| p. 2]

En Begriffsschrift, por tanto, esta distincién no tiene lugar. Puede acep-
tarse que entre 1879 y 1882 Frege identifica, o no distingue claramente, el
reconocimiento de un contenido como verdadero, esto es, su sometimiento a
afirmacién en un juicio, y el hecho de que el contenido sea verdadero. Pero
confundir ambas circunstancias no equivale a atribuir, en sentido técnico,
valores de verdad. La introduccion del concepto de valor de verdad es muy
relevante en légica y se debe a C. S. Peirce (1839—1914)EL Con ello, toda
proposicién toma un valor, de dos posibles, y en virtud de esta atribucion

1T,a datacién de esta obra no es clara. Siguiendo los comentarios de H. Hermes, F.
Kambartel y F. Kaulbach en la edicién alemana [Frege, 1969} pp. 1-2, nota 1], P. Long y
R. White, sitian, en su traduccién inglesa, la redaccién de este texto entre 1879 y 1891.
Sin embargo, la presencia en su indice inicial de la distincién entre concepto y objeto como
anglisis béasico de un juicio (en detrimento del esquema funcién-argumento, vigente en
1879), indican que su redaccién tuvo lugar tras la publicacién de Begriffsschrift. Por tanto,
pertenece, junto a los articulos de 1880-1882, a una etapa de desarrollo posterior, que serd
considerada a lo largo del capitulo |5} Pero, ademads, la distincién entre la afirmacién de un
juicio y la atribucién de verdad que contiene, y que no esta presente, como se ha visto,
en el articulo no publicado de 1880-1881, ‘Booles rechnende Logik und die Begriffsschrift’
[Frege, 1880], asi como tampoco en todos los articulos redactados en 1882, indican que su
redaccion se inicia, como minimo, en la segunda mitad de 1882. En ‘Lotze and Frege: The
Dating of the ‘Kernsatze” [Hovens, 1997, pp. 21-27], F. Hovens ofrece razones adicionales
que apoyan nuestra decisién.

12G. Gabriel comenta en ‘Frege, Lotze and the Continental Roots of Early Analytic
Philosophy’ [Gabriel, 2002} p. 171] que el primer uso del término ‘valor de verdad’ se debe
a W. Windelband (1848-1915), que en en ‘Was ist Philosophie?” [Windelband, 1882, p. 32]
introduce la denominacién ‘ Wahrheitswert’. En este texto, sin embargo, la nocién de valor
de verdad no es tratada como el valor de una funcién.

Propiamente, el primer uso de valores de verdad, como indica A. Church en Introduction
to Mathematical Logic, se debe a Peirce:

“The explicit use of two truth-values appears for the first time in a paper
by C.S. Peirce in the American Journal of Mathematics, vol. 7 (1885), pp.
180-202 (or see his Collected Papers, vol. 3, pp. 210-238). Frege’s first use of
truth-values is in his Funktion und Begriff of 1891 and in his paper of 1892
which is cited in the footnote 5 [Uber Sinn und Bedeutung’ [Frege, 1892a]];
it is in these that the account of sentences as names of truth-values is first
put forward.” [Church, 1956] p. 25, nota 67]
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se determina el valor de verdad de enunciados compuestos. Si Frege hubiese
introducido el concepto de valor de verdad y hubiese proporcionado una defi-
nicion veritativo-funcional de las conectivas en Begriffsschrift, habria podido
mostrar de forma natural que sus leyes bésicas proposicionales son univer-
salmente vélidas. Y, sin embargo, estas leyes bésicas, como se discutira en el
apartado son vélidas en cuanto expresién de leyes del pensamientd ™}

Esta circunstancia pone de manifiesto el segundo elemento a destacar
respecto a la definicién de las conectivas en Begriffsschrift. Cierto contenido
se reconoce como verdadero inicamente en el acto de aseveracion representa-
do por la barra de juicio. Las conectivas, en cambio, afectan al significado de
una expresion, pero no tienen ninguna influencia en la creacién de un juicio.
En este sentido, no puede decirse que los enunciados de la conceptografia
posean un valor de verdad en virtud del valor veritativo de sus componentes;
las conectivas no son funciones que asignan un valor, sea el verdadero o el
falso, a los juicios, sino que son componentes del lenguaje que expresan la
relacion que existe entre la afirmacién de un contenido compuesto y la afir-
macién o negacién de los contenidos que lo componen. En la presentacién
del condicional, Frege no establece que la siguiente férmula:

a4
—B

La introduccién de valores de verdad por parte de Peirce tiene lugar en ‘On the Algebra
of Logic’ [Peirce, 1885]:
“Let propositions be represented by quantities. Let v and f be two constant
values, and let the value of the quantity representing a proposition be v if
the proposition is true and be f if the proposition is false.” [Peirce, 1885 p.
166]

Tal presentacion posibilita formular una definicién veritativo-funcional del condicional:
“A proposition of the form
r—<y

is true if z = f or y = v. It is only false if y = f and = v.” [Peirce, 1885,
p. 181]

13Como paso introductorio al capitulo II de Begriffsschrift, y con la finalidad de clarificar
tanto el contenido de las férmulas como la notacién de las demostraciones, Frege justifica
la evidencia de dos leyes bésicas [Frege, 1879al §14, pp. 137-139], que llamaremos en el
apartado (L1) y (L2). Esta justificacién no es més que una aclaracién de lo que
expresan estas proposiciones y, como el autor indica, no tiene pretensién sistemaética:

“The following derivation would tire the reader if he were to trace it in all its
details. Its purpose is only to keep in readiness the answer to any question
about the derivation of the law.” [Frege, 1879al §13, p. 137]

De hecho, Frege no dedica un razonamiento equivalente al resto de leyes bésicas.
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sea negada si y s6lo si B es afirmado y A negado; plantea que esta férmula
expresa que no se da el caso en el que B es afirmado y A negado. Dicho en
otros términos, si la misma férmula formase parte de la conceptografia, jaméas
sucederia que A fuera negado y B afirmado, porque expresa precisamente
que ese posibilidad no es el caso. En este sentido, no son los valores de
verdad de los componentes de un juicio los que determinan, de acuerdo con
la definicién de las conectivas, el valor de verdad del juicio, sino que la
afirmacién de un contenido (con la presencia de conectivas) informa de qué
combinaciones de afirmacién y negacién de componentes son compatibles
entre si.

1.2.4 Igualdad
Presentacién en Begriffsschrift

Para hacer frente a la necesidad de relacionar simbolos que poseen una
misma denotacion, Frege introduce la relacion de igualdad de contenido. El
autor se refiere a ella mediante el simbolo ‘=’. A diferencia del condicional
y la negacién, el signo de igualdad de contenido se aplica a simbolos, esto
es, a nombres para contenidos, y no a contenidos en si mismos:

“Identity of content differs from conditionality and negation by relating
to names, not to contents. Although symbols are usually only represen-
tatives of their contents—so that each combination [of symbols usually]
expresses only a relation between their contents—they at once appear
in propria persona as soon as they are combined by the symbol for
identity of content, for this signifies the circumstance that the two
names have the same content. Thus, with the introduction of a symbol
for identity of content, a bifurcation is necessarily introduced into the
meaning of every symbol, the same symbols standing at times for their
contents, at times for themselves.” [Frege, 1879al §8, p. 124]

El planteamiento de Frege respecto a la igualdad es oscuro: a pesar de
que en el calculo el simbolo ‘=’ se maneja de forma natural, su explicacion
no es completamente clara. El autor constata que si A y B son contenidos,
una férmula que los identifique es o bien falsa o bien no es informativa. Asi
pues, sin haber desarrollado en 1879 la distincién entre sentido y significado,
Frege se enfrenta a la dificultad de expresar de modo informativo que dos
stmbolos tienen el mismo contenidd™} Dicho de otro modo, su intencién es

“En “Uber Sinn und Bedeutung’ [Frege, 1892a], Frege inicia su exposicién con una
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poner en relacién mediante la igualdad dos formas distintas de presentar un
mismo contenido.

Como el autor indica, esta intencién respecto al tratamiento de la igual-
dad obedece a dos razones distintas [Frege, 1879a, §8, pp. 125-126]. La pri-
mera, la principal, parte del hecho de que un mismo contenido puede ex-
presarse de modos distintos, de forma que no tiene por qué ser vacuo hacer
explicito que las distintas formas de expresarlo denotan en realidad al mis-
mo contenido. Asi, en un caso particular, que dos formas de determinar un
contenido expresen exactamente lo mismo es el contenido de un juicio (de
igualdad de contenido). La segunda razén es puramente pragmatica; Frege
considera que el juicio de igualdad de contenido puede servir para introdu-
cir una abreviacion para una expresiéon larga, como ocurre en el caso de las
definiciones.

Esta atribucién de significado al simbolo de igualdad de contenido con-
lleva una ambigiiedad en la interpretacion de los simbolos del lenguaje, que
no suele ser observada por los comentaristas de Begriffsschrift. En efecto, los
simbolos expresan contenidos excepto cuando forman parte de un enunciado
que contiene el simbolo de igualdad; en tal caso, en tanto que simbolos, son
nombres de si mismos. De este modo, en los contextos en los que aparece
‘=", los simbolos del lenguaje no expresan el contenido que denotan en cual-
quier otro contexto. Esta circunstancia es especialmente patente en casos
concretos. Consideremos la féormula siguiente:

A

—B

—(A=1B)

En ella se producen dos tipos de usos para los simbolos. En primer lugar,
tanto ‘A’ como ‘B’ expresan contenidos cuando aparecen aisladamentd™|
En cambio, estos mismos simbolos, cuando aparecen en el antecedente ‘(A =

B)’, son nombres de si mismos, ya que el contenido (A = B) expresa que
ambos simbolos comparten significado.

discusién acerca de la igualdad y divide el contenido entre sentido (Sinn) y significado
(Bedeutung). Con ello se pone de manifiesto la preocupacién por parte del autor por
resolver la ambigiliedad que conlleva su uso del simbolo ‘=’. En este articulo se resuelve
esta dificultad determinando que la igualdad establece la igualdad respecto a la referencia
de dos simbolos, pero no necesariamente respecto a su sentido. Asi, los simbolos denotan
en todo contexto lo mismo: su significado. Véase el apartado [6.3.2] para un tratamiento
mas detallado de esta cuestion.

15De hecho, esta circunstancia parece implicar que no hay diferencias de significado
entre Ay A. En tal caso, la barra de contenido no anadirfa nada a las capacidades
expresivas del conjunto de simbolos que la sigue, de modo que cabe preguntarse qué utilidad
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Notacion

No consideraremos propiamente la ambigiiedad que introduce el simbolo de
igualdad de contenido ni valoraremos las razones de Frege para introdu-
cir dicho simbolo de este modo particular. En este trabajo, se adoptara la
convencion semantica segtn la cual el simbolo ‘=’ expresara una de dos cir-
cunstancias: bien la igualdad entre términos, bien la igualdad de contenido
entre contenidos aseverables. Asi, el enunciado:

—1+2=2+41

expresa lo mismo, en notacién actual, que ‘1 +2 = 2 + 1’. En cambio, la
férmula:

—22>3=2>1

expresa lo mismo que ‘(22 > 3) <> (2 > 1)".
En el Prefacio de Begriffsschrift, redactado tras la elaboracion del texto,
Frege comenta que dos condicionales, las Proposiciones (31) y (41):

|——n—a y |——a

a a

)

respectivamente, pueden combinarse en una tinica expresién, lo cual parece
apoyar nuestra decisién:

“I noticed only later that formulas (31) and (41) can be combined into
a single formula,

F—(a=a)

which makes even more simplifications possible.” [Frege, 1879a) p. 107]

Sin embargo, esta interpretacion del simbolo de igualdad no esta exen-
ta de dificultades. Hemos considerado inicialmente la ambigiiedad que va
aparejada a este simbolo. Pero, ademas, surge una dificultad técnica: inter-

(—7

pretando del modo propuesto el simbolo ‘=’, se obtienen dos formas distintas

tiene. Ahora bien, en casos como:
_|: A
B,

sin la barra de contenido a la izquierda de la barra de condicionalidad no se dispondria
del significado del condicional, sino inicamente de cada uno de sus componentes. Asi, es
necesaria la barra de contenido para obtener el significado de la expresién completa.
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de expresar un bicondicional:

_(AEB) y T T A

B
— A.

Como veremos en el apartado [£.2.2] no sélo no es posible demostrar en el
célculo de Begriffsschrift que estas dos férmulas son equivalentes, sino que
puede demostrarse que, de hecho, no lo sonlfl Por tanto, a pesar de que,
de entrada, la lectura adoptada parece fiel con el planteamiento de Frege,
resulta problemética.

1.2.5 Funcién y argumento

El modo de estructuracion propio de la conceptografia guarda una estrecha
vinculacion con la concepcién de la logica de Frege y, sobre todo, con el come-
tido que, para el autor, ésta debe llevar a cabo. Tal concepcién se sustenta en
aspectos particulares, y puede decirse que una de las cuestiones particulares
mas relevantes es la distincion que Frege introduce entre funcién y argu-
mento. De inspiracién aritmética, esta distincién se fundamenta en el modo
como el autor considera que se articula el contenido que la conceptografia
transmite. Y ello es esencial hasta el punto de determinar la naturaleza de
la conceptografia en tanto que sistema logico, ya que, segin como se inter-
prete tal distincién, la conceptografia puede ser identificada con un sistema

16G. Landini y O. Chateaubriand afirman (sin incluir la demostracién), en ‘Decompo-
sition and Analysis in Frege’s Grundgesetze’ [Landini, 1996, p. 138] y en Logical Forms
[Chateaubriand, 2001} p. 279], respectivamente, que el siguiente condicional no es demos-

trable en la conceptografia:
L “

L,
L

b)

Qa.

Ademsds, O. Duarte ofrece una demostracién de la independencia de este condicional
respecto al fragmento proposicional de Begriffsschrift en ‘Légica e Aritmetica na Filosofia
Matemaética de Frege’ [Duarte, 2009, pp. 334-340]. Véase una demostracién andloga en el

apartado
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formal de segundo orden, o puede ser considerada independientemente de la
jerarquia de 6rdenes formales.

A un nivel preliminar, hay que tener en cuenta que Frege aplica su dis-
tincién entre funcién y argumento a expresiones formadas, de modo que
tanto funcién como argumento se identifican con componentes o partes de
tal expresion. No se trata de una distincién realizada sobre la denotacion de
las expresiones, sino sobre las expresiones mismaﬂ

Asi, las expresiones de la conceptografia estan estructuradas en la medida
en que se toma un simbolo (o varios simbolos) como la parte reemplazable,
que corresponde al argumento, y el resto de simbolos como la parte que
permanece fija, que es la funcidn [Frege, 1879al, §9, p. 126]. Esta distincién
se aplica tanto a expresiones aseverables como no aseverables.

Antes de desarrollar la discusién referente a la naturaleza de la distin-
cién entre funcién y argumento, es conveniente establecer una simbologia
concreta. Hasta el momento, se han usado letras griegas maytsculas para
representar indeterminadamente contenidos. Estos mismos simbolos pueden
usarse para reflejar la estructuracién de un contenido en términos de funcion
y argumento: A, B, I A,... y @, X W, ... representan argumentos y funcio-
nes concretos, respectivamente. Nuevamente, estos simbolos no son letras
ni forman parte del lenguaje de la conceptografia; se usan como recurso
explicativo y cada uno de ellos representa un contenido concreto, aunque
sin determinar cudl. Una expresién como ‘@(A)’ representa un contenido y,
segun el contexto, puede corresponder a una férmula o a un término.

Primer caso

Implicitamente, Frege considera distintos casos en los que puede aplicarse la
distincién entre funcion y argumento, dependiendo de la complejidad de la
expresion analizada. Como veremos, dichos casos reciben una consideracion
diferenciada por parte del autor. En aras de la claridad, nuestra exposicion
acentuara su separacién, pero hay que tener en cuenta que esta estrategia
explicativa no se corresponde completamente con la exposiciéon de Frege.
El primer caso de aplicacién del esquema funcién-argumento concierne
a las expresiones simples (términos o enunciados atémicos). En este caso,

Discutiremos ampliamente en el apartado si la distincién que Frege introduce en
Begriffsschrift es de naturaleza distinta a la estructura concepto-objeto. Adicionalmente,
en los apartados y veremos que estas dos estructuras no conforman aspectos
distintos de un esquema comun, por lo que, por medio de la distincién entre funcién y
argumento, el autor no pretende reflejar los aspectos lingiiisticos de la distincién ontolégica
entre concepto y objeto.
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lo que caracteriza la distincién entre funcién y argumento es que no hay
ningun criterio preestablecido: cualquier componente puede ser el argumen-
to. Simplemente, hay que tomar una decisién respecto a qué componente de
una expresion se toma como la parte que varia:

“[An expression] divides into [1] a constant component which represents
the totality of the relations and [2] the symbol which is regarded as
replaceable by others and which denotes the object which stands in these
relations (...). This distinction has nothing to do with the conceptual
content, but only with our way of viewing it.” [Frege, 18794 §9, p. 126]

De acuerdo con ello, por un lado, esta distinciéon no transmite la estructu-
ra semantica de la expresién en la que se aplica y, por el otro, puede llevarse
a cabo de modos distintos. Asi pues, el esquema funcién-argumento no afec-
ta al contenido de una expresion; sélo modifica el modo de considerarla. La
caracteristica principal de la distincién entre funcién y argumento es su com-
pleta flexibilidad. Los ejemplos de Frege pueden hallarse en [Frege, 1879al,
§9, pp. 126-127]:

e El enunciado ‘La circunstancia de que el diéxido de carbono es mas
pesado que el hidrégeno’ admite, al menos, dos anélisis distintos:

1. La funcién ‘La circunstancia de que A es mdas pesado que el
hidrégeno’ con el argumento ‘didxido de carbono’,

2. La funcién ‘La circunstancia de que el diéxido de carbono es mas
pesado que A’ con el argumento ‘hidrégenoﬂ

e El enunciado ‘Catén maté a Catén’ admite, al menos, tres andlisis
distintos:

1. La funcién ‘A maté a Catén’ con el argumento ‘Catén’,
2. La funcién ‘Catén matéd a A’ con el argumento ‘Catoén’,

3. La funcién ‘A mat6 a A’ con el argumento (que aparece dos veces)
‘Catén’.

18M4s adelante se discutiran otros posibles analisis, aunque hay anélisis alternativos
que, simplemente, no se van a considerar. Ademads, a diferencia de lo propuesto en nuestra
exposicién, Frege no utiliza letras griegas maytsculas (como ‘A’) para aislar la funcién en
estos ejemplos. En otro pasaje de Begriffsschrift, como se verd a continuacién, empieza a
hacer uso de estos simbolos para indicar el lugar del argumento.
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Frege proporciona una definicion, en cierto modo rigurosa, de este primer
caso de la distincién:

“If, in an expression (whose content need not be assertible), a simple
or a complex symbol occurs in one or more places and we imagine
it as replaceable by another (but the same one each time) at all or
some of these places, then we call the part of the expression that shows
itself invariant a function and the replaceable part its argumenﬂ”
[Frege, 1879al §9, p. 127]

Mediante esta definicién, el autor hace explicito que la distincién entre
funcién y argumento puede ser aplicada incluso a una expresion cuyo conte-
nido puede no ser aseverable. Asi, tanto términos como expresiones simples
pueden ser divididos en funcién y argumento, de tal modo que no se tenga
en cuenta ningun criterio para capturar su estructura semantica.

Una vez desarrollada la exposicion de este primer caso, Frege afiade una
variacién significativa: la posibilidad de descomponer un enunciado en una
funcién y varios argumentos distintoﬂ

“If we imagine that in a function a symbol, which has so far been
regarded as not replaceable, is now replaceable at some or all of the
places where it occurs, we then obtain, by considering it in this way, a
function with another argument besides the one it had before. In this
way, functions of two or more arguments arise.” [Frege, 18794, §9, p.
128]

De este modo, Frege permite funciones de hasta n-argumentos distintos,
cuando, en un primer momento, sélo cabia la posibilidad de que una funcién
tuviese un solo argumento (aunque podia aparecer en ella en varios lugares).

Asi:

‘Catén maté a Catén’ puede verse como la funcién ‘A matéd a
B’ con dos argumentos (que en este caso coinciden), ‘Catén’ y
‘Catoén’.

Esta circunstancia posee una gran importancia histérica, puesto que po-
sibilita, por primera vez en la historia de la légica, un analisis adecuado de
los enunciados relacionales.

¥De aqui en adelante, eliminamos las glosas entre corchetes que T. W. Bynum afiade en
su traduccion. Todas las glosas que se mantengan en las citas obedecen a nuestro criterio.

20De hecho, esta modificacién se encuentra, en Begriffsschrift, al final de la seccién
dedicada a las funciones, esto es, tras considerar el segundo caso. Sin embargo, por
cuestiones expositivas, es mas adecuado situarla en este punto en nuestra discusién.
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Segundo caso

La amplia flexibilidad con la que puede aplicarse la estructura funcién-
argumento en el primer caso no es adecuada para todas las expresiones
en general. Frege advierte del peligro de aplicar la distincién entre funcién
y argumento tomando como guia la estructura gramatical. Este peligro se
pone especialmente de manifiesto en el andlisis de expresiones cuantificadas.
Para mostrarlo, Frege recurre a los siguientes ejemplos [Frege, 1879al, §9, p.
127]:

e “The number 20 can be represented as the sum of four squares.”
e “Every positive integer can be represented as the sum of four squares.”

Estas dos oraciones presentan una diferencia clara: a pesar de compartir
predicado, el sujeto es radicalmente distinto. En opiniéon del autor, a esta
diferencia lingiiistica subyace un elemento relevante:

“(...) “the number 20” and “every positive integer” are not concepts of
the same rank. What is asserted of the number 20 cannot be asserted
in the same sense of “every positive integer”; though, of course, in
some circumstances it may be asserted of every positive integer. The
expression “every positive integer” by itself, unlike “the number 207,
yields no independent idea; it acquires a sense only in the context of a
sentence.” [Frege, 1879a), §9, p. 128]

Es dificil entender claramente qué quiere establecer el autor. Frege indica
que ‘the number 20’ y ‘every positive integer’ no son conceptos del mismo
rango. Esta diferencia de rango esta ligada a lo que puede aseverarse de
un concepto y del otro. El autor parece reconocer la diferencia entre los dos
enunciados en el hecho de que ‘the number 20’ posee una denotacién concreta
e invariable, mientras ‘every positive integer’ no denota nada en concreto,
sino que refiere con generalidad a una serie de entidades que cumplen la
propiedad de ser un niimero entero positivo.

Frege generaliza la diferencia entre estos dos enunciados con la ayuda de
la distincién entre determinacion e indeterminacién:

“For us, the different ways in which the same conceptual content can be
considered as a function of this or that argument have no importance
so long as function and argument are completely determinate. But if
the argument becomes indeterminate (...), then the distinction between
function and argument acquires a substantive significance. It can also
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happen that, conversely, the argument is determinate, but the function is
indeterminate. In both cases, through the opposition of the determinate
and the indeterminate or the more and the less determinate, the whole
splits up into function and argument according to its own content, and
not just according to our way of looking at it.” [Frege, 1879a) §9, p.
128]

A pesar de que Frege no especifica qué significa ser determinado, es ra-
zonable afirmar que un componente indeterminado es o bien un argumento,
o bien una funcién que expresa generalidad y no tiene una denotacion fija.
El contenido de las expresiones indeterminadas no puede ser expresado en
la conceptografia sin ayuda de simbolos que expresan generalidad. Asi, la
indeterminacion de una expresion, o de una de sus partes, se produce cuando
contiene, en términos actuales, variables (en férmulas o términos abiertos) o
fragmentos cuantificados que, como ‘todo entero positivo’, no expresan una
idea independientelﬂ Puede ocurrir que todo el componente funcional, el
argumento, o la expresion entera sean indeterminados. De acuerdo con ello,

2'Hay en Begriffsschrift al menos tres usos distintos de la dupla ‘bestimmt-unbestimmt’,
que se traduce literalmente como ‘determinate-indeterminate’ y a la que nos hemos
referido como ‘determinado-indeterminado’. Estos tres usos dependen de su aplicacién; la
denominacién ‘determinado-indeterminado’ puede referirse a simbolos explicativos como
‘@’ a expresiones o a conceptos, y cada una de estas referencias determina un uso distinto.

Segun el primer uso, un simbolo como ‘@?’; es indeterminado porque representa una funcién
en concreto, pero sin especificar cudl; simplemente indica el hecho de ser el componente
que permanece fijo en una expresién como ‘@(A)’. De este modo, no tiene sentido predicar
determinacion de ‘@’; segin este uso sélo es relevante referirse a la indeterminacion.

En segundo lugar, Frege usa ‘unbestimmt’, segin el modo descrito a partir de la cita
anterior, para referirse a funciones o argumentos que expresan generalidad. Sin una
separacién clara entre lenguaje objeto y metalenguaje, Frege no distingue estos dos
primeros usos, y utiliza simbolos metalingiifsticos (como ‘@’) como variables en casos de
indeterminacién. En nuestra exposicién, tratard de minimizarse esta dificultad, atin a pesar
de contravenir la literalidad del texto fregeano.

En base al tercer y ltimo uso, un concepto es indeterminado si es designado por una
funcién que no permite generar un contenido aseverable junto con cualquier argumento,
sino sélo con algunos. Frege pone el ejemplo de la propiedad de ser un punado de judias
[Frege, 1879al, §27, p. 177]; debido a su vaguedad, no de todo argumento puede afirmarse o
negarse que sea un pufiado de judias. Como veremos en los apartados y este ultimo
uso tendra gran relevancia en las obras posteriores de Frege. En Grundlagen, podemos
hallar una muestra de este tercer uso de determinacién:

“All that can be demanded of a concept from the point of view of logic and
with an eye to rigour of proof is only that the limits of its application should
be sharp, that we should be able to decide definitely about every object
whether it falls under that concept or not.” [Frege, 1884) §74, p. 87]
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es posible distinguir distintos grados de indeterminacién; un simbolo co-
mo ‘A’ representa una expresién completamente indeterminada, pero ‘every
positive integer’ es una expresion sélo parcialmente indeterminada.

Todos los enunciados cuantificados contienen componentes indetermi-
nados. Como Frege plantea, la distincién entre funcién y argumento debe
aplicarse en estos casos teniendo en cuenta el contenido. La razén para esta
variacién respecto al primer caso se debe a la necesidad de evitar analisis
erréneos sugeridos por la estructura gramatical de multitud de expresiones.
La estructura sujeto-predicado, superada explicitamente por Frege, como se
discutira en el apartado es inocua por lo que respecta al primer caso,
puesto que la distincién entre funcién y argumento puede llevarse a cabo
segln el punto de vista que se adopte, y nada més. Sin embargo, ante expre-
siones con componentes indeterminados, la aplicacién de la distincion entre
sujeto y predicado puede resultar problemaética. Esta circunstancia motiva
la propuesta de este segundo caso de aplicacién@ Asi pues, Frege distin-
gue la descomposicion de enunciados cuantificados para imponer un andlisis
l6gico correcto al contenido que maneja la conceptografia. Ahora bien, Be-
griffsschrift no tiene la finalidad de mostrar como llevar a cabo un andlisis
l6gico del contenido, aunque ayude a hacerlo. El objetivo de Begriffsschrift
es ofrecer, una vez el contenido ha sido analizado adecuadamente, un modo
riguroso de expresarlo, libre de las ambigiiedades del lenguaje natural. En
consecuencia, Frege no especifica, en este punto de su exposicién, cémo debe
llevarse a cabo este andlisis particular: inicamente advierte de que la des-
composicion planteada en el primer caso no es adecuada para expresiones
con componentes indeterminados.

De acuerdo con el planteamiento de Frege, ‘the number 20’ es un caso
de expresién determinada, mientras que ‘every positive integer’ es un com-
ponente indeterminado. Es claro que el enunciado ‘the number 20 can be
represented as the sum of four squares’ corresponde al primer caso y, por
tanto, su andlisis inicamente depende del punto de vista adoptado. Por con-
siguiente, ‘the number 20’ puede ser el argumento de la funcién ‘A can be
represented as the sum of four squares’. Sin embargo, como ya se ha sefialado,
no es adecuado aplicar esta misma descomposicién a ‘every positive integer
can be represented as the sum of four squares’, ya que es necesario llevar a
cabo un analisis légico previo.

Destacando la indeterminacién de ‘every positive integer’ y planteando

22F] planteamiento de un segundo caso y la diferenciacién entre los analisis de las
expresiones atémicas y de los enunciados cuantificados avanzan el andlisis semantico de los
juicios categéricos que Frege desarrolla a partir de 1880. Consideraremos detalladamente
esta cuestién en el apartado
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que los dos juicios propuestos requieren andlisis distintos, Frege estd sugi-
riendo las diferencias que subyacen entre ambos. Dado que el predicado ‘can
be represented as the sum of four squares’ estd tomado como si fuese simple
(aunque, en rigor, deberia estar analizado), ‘the number 20 can be repre-
sented as the sum of four squares’ es una expresién atémica, mientras que
‘every positive integer can be represented as the sum of four squares’ es una
expresion cuantificada compleja. Naturalmente, esa diferencia sélo podra
ser propiamente considerada tras la exposicién de la nocién de generalidad
y, por ello, Frege se limita, en este punto de Begriffsschrift, a destacar las
diferencias entre los dos juicios por lo que respecta a la determinacién o
indeterminacién de sus componentes.

Letras

Tras el desarrollo de los casos en los que puede aplicarse la distincién entre
funcién y argumento, Frege introduce los simbolos que usa para representar
genéricamente este esquema. Como se ha planteado, ‘@(A)’ representa una
expresion dividida en dos componentes, funcién y argumento. La lectura ini-
cial que propone el autor es que ‘A’ es el argumento de ‘@(A)’. Sin embargo,
la flexibilidad con la que concibe la distincién entre funcién y argumento
permite variar esta descomposicién inicial:

“Since the symbol @ occurs at a place in the expression
P(A)

and since we can think of it as replaced by other symbols ¥, X—by
which other functions of the argument A would be expresseﬂwe can
consider ®(A) as a function of the argument @.” [Frege, 1879al, §10, p.
129]

En coherencia con lo expuesto para el primer caso, $(A) pasa a ser
el esquema genérico de una expresion, sea simple o compleja. Una una vez
establecido, el esquema @(A) puede representar cualquier expresién dividida
en funciéon y argumento, ya sea un término, una férmula atémica o una
formula compleja.

Frege propone una lectura de expresiones como ‘@(A)’: A tiene la propie-
dad (Eigenshaft) @ [Frege, 1879, §10, p. 129]. Esta lectura proviene de la
oracién bdsica representada por ‘@(A)’, a saber, un enunciado que expresa

Z8No seguimos en este punto la traduccién de T. W. Bynum. En ella consta: “which
then express other functions of the argument A”.
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que un objeto tiene cierta propiedad, sea ésta simple o compleja. Por consi-
guiente, ‘A’ ocupa el lugar del objeto y ‘@’ representa la propiedad. Ahora
bien, dado que ‘@(A)’ es un esquema genérico para toda expresién descom-
puesta en una funcién y un argumento, esta lectura es meramente sugerente.
Por tanto, desde un punto de vista puramente légico, esta lectura no impone
roles preestablecidos a los distintos componentes de la expresion. Dicho en
otras palabras, el andlisis en términos de funcién y argumento no es absoluto
y puede ser modificado: una vez la divisiéon ha sido realizada, lo que ha si-
do tomado como parte reemplazable puede considerarse el componente fijo,
de modo que ambos simbolos pueden ser considerados tanto funcién como
argumento. Segun las herramientas que proporciona la conceptografia, hay
total flexibilidad; ser funciéon o argumento es, en este caso, intercambiable.
De acuerdo con ello, nada impide tomar ‘¢’ como el componente que varia
de ‘©(A)’. En consecuencia, en una expresién como ‘?@(A)’, por un lado, ‘@’
puede ser la funcién para los argumentos‘A’, ‘B’, ‘I, ... y, por el otro, ‘A’
puede ser la funcién para los argumentos ‘@’, ‘X’, ‘W’ ...

Hasta el momento, siguiendo a Frege, hemos usado letras griegas ma-
yusculas en nuestra explicacion. Sin embargo, es conveniente presentar los
simbolos mediante los cuales la conceptografia puede dar cuenta tanto de
funciones como de argumentos. Ya se ha aclarado que las letras griegas
mayusculas no forman parte del lenguaje de la conceptografia, sino que se
usan, simplemente, con fines explicativos. Los simbolos de la conceptografia
destinados a expresar generalidad son aquellos a los que Frege se refiere
con el nombre de ‘letras latinas’, o simplemente ‘letras’: ‘f’,‘g’,‘h’ son letras
funcionales y ‘a’,'b’,'c’,'d’,‘e¢’ son, de acuerdo con nuestra terminologia, le-
tras para argumento. Las letras son facilmente distinguibles al ser siempre
letras cursivas latinas. El hecho de separar las letras en letras funcionales
y letras para argumento debe entenderse exclusivamente como una cuestién
metodoldgica. La préactica de Frege, por lo general, coincide con nuestra ex-
posicién, pero es fundamental tener en cuenta que el hecho de denominar a
las letras de un modo u otro no impone un tnico analisis a las expresiones
en las que aparecen, como se vera en casos concretos de demostraciones de
Begriffsschrift en el apartado Asi pues, habitualmente las letras fun-
cionales seran tomadas como funciones y las letras para argumento como
argumentos, pero el mismo Frege variard esta practica, que no responde a
ninguin aspecto estructural de la conceptografia, a conveniencia.

Podemos representar mediante ‘@(A)’ la estructura de un enunciado co-
mo ‘Socrates es hombre’. Sin embargo, Frege nunca simbolizaria este enun-
ciado como ‘f(a)’, porque las letras expresan generalidad. Consideremos
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ahora la siguiente ecuacion:
r+y=y+uw

Un enunciado de este tipo no puede ser simbolizado como ‘f(a,b) = f(b,a)’,
porque tendria que valer para cualquier expresion que pueda ocupar las po-
siciones de ‘f’, ‘b’, ‘a’, lo cual es claramente falso. Esta dificultad en la sim-
bolizacién de expresiones en el lenguaje de la conceptografia, propiamente,
no va a plantearse; ni ‘@(A)’ ni ‘Sécrates es mortal’ pertenecen al lenguaje
de este sistema formal y, ademds, como veremos en el apartado [3.3.2] un
enunciado de la aritmética como ‘z + y = y + =’ se simboliza usando la
conceptografia de un modo particular.

En muchos casos es conveniente hacer explicito de qué modo una ex-
presién ha sido dividida. La conceptografia dispone un recurso béasico para
expresar esta circunstancia en las expresiones simples: los paréntesis. Asi,
‘f(a)’ es una expresién con dos componentes, un argumento y una funcién.
Los paréntesis aislan uno de los dos componentes; siguiendo la analogia
matematica, el andlisis inicial establece que el argumento sea el simbolo en-
tre paréntesis. Pero, como ya se ha discutido, hay otras formas igualmente
aceptables de dividir la expresién. Recurriremos a letras griegas mintisculas
a, 8,7, ... para poder expresar con claridad las diversas formas alternativas
de dividir una expresién. El siguiente ejemplo nos servird para ilustrar el
uso de estos simbolos. En la férmula ‘2 + 2 > 1’, un posible andlisis pue-
de tomar las dos apariciones de ‘2’ como argumentos. Por tanto, hay dos
posibles funciones, dependiendo de cémo se analicen las apariciones de ‘2’.
Sin embargo, la formula considerada no dispone de paréntesis para aislar
los argumentos, ni es posible distinguir en ella las funciones. Para ambos
cometidos se plantea el uso de letras griegas minusculas. Por un lado, si se
considera que la férmula tiene dos argumentos, y que en este caso son el
mismo, la funcién es ‘a + S > 1’. Por el otro, si se prefiere indicar que un
Unico argumento tiene dos apariciones, la funcién es ‘a+a > 1’. El hecho es
que la formulacion explicita de estas dos funciones, ‘a+8 > 1"y ‘a+a > 1,
debe distinguirse de la siguiente expresion:

F—a+0b>1,

que contiene letras y expresa el juicio (falso) segun el cual la suma de cua-
lesquiera dos argumentos, a y b, es mayor que 1.

Las letras griegas minusculas tinicamente indican el modo relevante en el
contexto de separar la funcion del argumento en una expresién concreta, y
no imponen un andlisis determinado. Hasta ahora, se han usado, siguiendo
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la practica del mismo Frege, letras griegas mayisculas para llevar a cabo una
tarea similar. No obstante, parece que representar un componente particular
no es la misma tarea que indicar cémo llevar a cabo la separacién entre
una funcién y un argumento. En cualquier caso, todas las letras griegas
comparten un aspecto: no son simbolos del lenguaje de la conceptografia,
ya que meramente proporcionan un recurso técnico para poner de relieve un
aspecto sintéctico.

1.2.6 Generalidad

También ligada a la distincién entre funcién y argumento, la teoria de la
cuantificacién que se desarrolla en Begriffsschrift supone uno de los avances
mas significativos por parte de Frege en materia de logica.

El simbolo de generalidad de la conceptografia esta asociado a una letra
y, en palabras de Frege, “delimits the scope of the generality signified by the
letter” [Frege, 18794, §11, p. 131]. Este simbolo, que denominaremos ‘cuan-
tificador universal’, estd formado por dos elementos distinto@ El primero
es una concavidad que se intercala en una barra de contenido (no necesaria-
mente aquella que sucede a la barra de juicio), de tal manera que su posicién
indica el alcance (Gebiet) del cuantificador. El segundo es una letra situada
dentro de la concavidad; se recurre a la tipografia goética para indicar qué
letra esta ligada por el cuantificador. Asi pues, en presencia de un cuantifi-
cador, se usard ‘§’ como letra funcional cuantificada y ‘a’, ‘b’, ‘0’, ‘¢’ como
letras para argumento cuantificadas.

En su misma presentacién en Begriffsschrift, es patente como la nociéon
de generalidad esta profundamente conectada con la distincién entre funcién
y argumento. De acuerdo con el planteamiento de Frege, un simbolo en la
expresién de un juicio (sea una letra funcional o una letra para argumento)
puede ser tomado como argumento y ser reemplazado por una letra cuan-
tificada [Frege, 1879al §11, p. 130]. De hecho, Frege afirma explicitamente
que la funcién es aquella combinacién de simbolos que permanece cuando se
toma un simbolo en una expresién aseverable como argumento y una letra
cuantificada lo reemplaza. Por tanto, no hay un vinculo especifico entre el
predicado de un enunciado cuantificado y el componente que se toma como
su componente que permanece fijo, esto es, como su funcién.

Frege introduce la cuantificacién en Begriffsschrift del modo siguiente:

24Tal y como afirma A. Church en Introduction to Mathematical Logic [Church, 1956]
p. 288], el primer uso del término ‘cuantificador’ se debe a Peirce, que introduce los
cuantificadores (independientemente de Frege) en ‘On the Algebra of Logic: a Contribution
to the Philosophy of Notation’ [Peirce, 1885 p. 164; pp. 178-185].
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“If we replace this argument by a German letter and introduce in the
content stroke a concavity containing the same German letter, as in

He—&(a),

then this stands for the judgement that the function is a fact whatever
we may take as its argument. Since a letter which is used as a function
symbol, like @ in $(A), can itself be considered as the argument of a
function, it can be replaced by a German letter in the manner just
specified.” [Frege, 1879al §11, p. 130]

Hemos afirmado que el siguiente enunciado:
F—a2(4)

puede ser analizado de un modo natural tomando ‘A’ como el argumento y
‘@’ como la funcion. Asi, si el simbolo ‘A’ es considerado la parte variable,
puede ser reemplazado por una letra gotica correspondiente y consecuente-
mente ser cuantificado. El resultado:

H—&(a)

expresa el juicio de que ?(A) es un hecho (esto es, #(A) es verdadero)
para cualquier argumento ‘A’ que pueda situarse en el lugar de ‘a’. Frege
menciona que ‘@’ también puede ser el argumento y que, por tanto, puede
ser reemplazado por una ‘§’ gbética para obtener:

H—3(A).

Consideraremos detalladamente esta cuestién en los apartados y

Aparte de la cuantificacién explicita, hay en la conceptografia una cuan-
tificacién implicita. Puesto que las letras expresan generalidad, toda apari-
cién libre, es decir, fuera del alcance de un cuantificador, puede verse como
cuantificada universalmente de modo implicito. Con este fin se utilizan las
letras latinas, presentadas previamente; se consideran letras cuantificadas,
pero ligadas por una cuantificacién universal implicita. En este caso, se en-
tiende que el alcance de la generalidad que expresan las letras latinas abarca
la totalidad del juicio en el que aparecen [Frege, 1879a), §11, p. 131-132]. La
distincién entre tipografias es fundamental en el tratamiento de las substi-
tuciones en la conceptografia, como se discutird en el apartado [2.3.3]

Asi, todas las letras de la conceptografia estdn cuantificadas. Las letras
latinas estan implicitamente cuantificadas y las letras goéticas estan en el
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alcance de una cuantificacion explicita. De hecho, la férmula:

F—T—"""a>0
—a+b>b+0b

expresa el mismo juicio que:

Fe—t—a>0p
——a+b>b+b.

1.2.7 Analisis de enunciados categéricos

La nueva distincién entre funcién y argumento aporta algunas novedades de
caracter formal respecto a la distincién tradicional entre sujeto y predicado.
La principal es la introduccion de un nuevo modo de analizar los juicios
categoricos basicos. En segundo lugar, como ya se ha mencionado, posibili-
ta el analisis 16gico adecuado de los enunciados relacionales, al permitir que
una funcién tenga distintos argumentos. Y, por dltimo, esta nueva distincién
sintactica abre la posibilidad de una cuantificaciéon multiple. En este apar-
tado, consideraremos, tras haber tratado la exposicién de Frege de la nocién
de generalidad, cémo debe llevarse a cabo la descomposicién en términos de
funciéon argumento de los enunciados cuantificados y, en particular, de los
enunciados categoricos.
Consideremos el siguiente enunciado:

Todo hombre es mortal.

Este enunciado contiene componentes indeterminados, por lo que es ne-
cesario llevar a cabo un analisis 16gico previo. Paralelamente al comentario
de Frege, no puede considerarse que la funcién de la expresiéon ‘Todo hombre
es mortal’ sea ‘a es mortal’, puesto que, asi, podria ser la misma que en la
expresion ‘Sécrates es mortal’, con lo cual el argumento seria en un caso
‘Sécrates’ y, en el otro, ‘Todo hombre’. La novedad del analisis de Frege
consiste en negar que la expresion ‘Todo hombre’ pueda actuar como sujeto
l6gico o, més propiamente, como argumento.

Sin embargo, Frege no indica explicitamente cémo debe llevarse a cabo
el andlisis de enunciados con componentes indeterminados. Unicamente co-
menta que un enunciado como ‘Todo hombre es mortal’ debe ser analizado
del modo siguiente: puedes tomar como argumento de ‘ser mortal’ un hombre
cualquiera, y la proposicién resultante serd siempre verdadera [Frege, 1879al,
§9, p. 128].
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A nuestro juicio, el andlisis implicito en la exposicién de Frege puede
dividirse en dos pasos distintos. En primer lugar, se precisa extraer la forma
légica de la expresion. Como hemos mencionado, éste es un paso que no
corresponde propiamente a la conceptografia, aunque este sistema formal
proporcione herramientas para llevarlo a cabo adecuadamente. En cualquier
caso, se trata de un paso es fundamental, ya que permite distinguir expresio-
nes con una estructura formal aparentemente idéntica, como son ‘Sdcrates es
mortal’ y ‘Todo hombre es mortal’. La apariencia de una estructura formal
comun para ambas expresiones es producto de la ambigiiedad del lenguaje,
y éste es un caso de ambigiiedad similar al que manifiesta Frege evaluando
las razones para la creacién de un lenguaje formal como el de la concepto-
graffa, que consideraremos en el apartado [3.2.2] Puesto que ‘todo hombre’
es un componente indeterminado, su expresién en la conceptografia debe
incluir letras. De acuerdo con el autor, ‘ser hombre’ es una condicién que
debe imponerse a los argumentos, esto es, a las posibles instancias de la le-
tra cuantiﬁcada@ Por lo tanto, dado que, en palabras de Frege: “[a]ll other
conditions that must he imposed upon what may be put in for a German
letter are to be included in the judgement.” [Frege, 18794, §11, p. 130], la
condicién ‘ser hombre’ debe ser incluida en el juicio como antecedente de
un condicional. Podemos concluir, por consiguiente, que ‘todo hombre es
mortal’ es la cuantificacién universal de un condicional. Atendiendo al con-
tenido de ‘todo hombre es mortal’, la cuantificacién universal pertenece al
componente funcional, de modo que es natural entender que ‘todo hombre’
no puede verse como argumento.

La forma légica de ‘Todo hombre es mortal’ es explicita en la siguiente
expresion simbolizada con la ayuda de la conceptografia:

H——a es mortal

—— a es hombre.

Aunque esta reconstruccién en particular puede parecer obvia, al menos
de acuerdo con el punto de vista légico actual, debe reconocerse la enorme
relevancia que posee para la historia de la légicam De hecho, aunque Frege

25 Aunque podria entenderse que, en este aspecto particular del planteamiento de Frege,
hay cierta confusién entre uso y mencion, ésta no tiene ninguna importancia para la
discusién presente.

26F] anlisis de Frege difiere del tradicional en dos aspectos relevantes. En primer lugar,
los juicios categoricos universales habian sido considerados a lo largo de la historia de la
l6gica enunciados simples. Incluso 16gicos prominentes como G. Boole (1815-1864) analizan
segun el modo tradicional este tipo de juicios. Véase su anélisis en términos de sujeto y
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proporciona en Begriffsschrift una simbolizacion como la que hemos incluido,
no indica cémo obtenerla.

Sin embargo, el andlisis en términos de funcién y argumento sigue sin
estar completamente determinado. El segundo paso consiste en dividir la
expresion en funcién y argumento. Dado que la forma légica de ‘Todo hombre
es mortal’ se ha puesto de manifiesto en el primer paso del andlisis, decidir
qué componente es el argumento no requiere apelar nuevamente al contenido.
Hay multiples opciones de divisién, pero consideraremos tinicamente dos de
ellas. En primer lugar, el enunciado ‘Para todo a, si a es hombre, entonces a
es mortal’ puede verse como el resultado de combinar la siguiente funcion:

~—afa)

— B(a).

con los argumentos ‘ser hombre’ y ‘ser mortal’. En segundo lugar, el argu-

predicado de un enunciado andlogo al considerado aqui en An Investigation of the Laws of
Thought:

“In the proposition, “All fixed stars are suns,” the term “all fixed stars”
would be called the subject, and “suns” the predicate.” [Boole, 1854] p. 59]

En segundo lugar, los juicios singulares recibian un anélisis uniforme con el resto de
juicios categéricos. Una muestra del tratamiento tradicional de los juicios singulares, segin
el cual éstos se reducen a juicios universales, puede hallarse en La Logique ou l’art de
penser |[Arnauld; Nicole, 1662] de A. Arnauld (1612-1694) y P. Nicole (1625-1695):

“Pero aunque [una proposicién singular| sea diferente de la proposicién
universal en cuanto que su sujeto no es comun, sin embargo, guarda semejanza
maés bien con la universal afirmativa que con la particular porque su sujeto esta
tomado necesariamente en toda su extensién precisamente por ser singular,
siendo esto lo que constituye la esencia de una proposicién universal y lo
que la distingue de la proposicién particular (...). Esta es la razén por la
que las proposiciones singulares ocupan el lugar de las universales en la
argumentacién” [Arnauld; Nicole, 1662} p. 157]

La perspectiva de reducir los juicios singulares a los restantes tipos de juicio se aprecia
en manuales de légica de la segunda mitad del siglo XIX. Es el caso, por ejemplo, de
System der Logik und Geschichte der logischen Lehren Iﬁberweg, 1857], de F. Uberweg.
En este tratado de légica, coetaneo a Frege, se reducen los juicios singulares a universales
o particulares en funcién de la forma del sujeto; en el primer caso, si el sujeto es definido y
concreto, se consideran juicios universales y, en el segundo, si el sujeto es indefinido, se
consideran juicios particulares:

“For in the first case the predicate is affirmed or denied of the whole sphere of
the subject (which in this case is reduced to an individual), and in the other
case of an indefinite part of the sphere of the subject-notion.” |["Jberweg7 1857,
§70, p. 214]

Véanse también los comentarios al respecto de R. Whately en Elements of Logic
[Whately, 1845| p. 77].
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mento también puede ser el siguiente:

—T—— « es hombre

— «es mortal,

de modo que la simbolizacién del enunciado en cuestién resulta de reempla-
zar ‘ f(«)’ por esta expresion en la siguiente férmula:

He— f(a).

La exposicién precedente puede extenderse con total naturalidad al anali-
sis de todos los juicios categoéricos. De hecho, Frege reserva el dltimo apar-
tado de la seccién dedicada a la nocién de generalidad en Begriffsschrift a
la expresion en la conceptografia de juicios categdricos y existenciales. Es
histéricamente significativo que el autor ofrezca un analisis formal novedoso
y adecuado de estos juicios.

A la luz de la descomposicién ofrecida para el enunciado ‘Todo hombre
es mortal’, en la que la cuantificacion se disocia completamente del sujeto, es
clara la importancia de la distincién entre funcién y argumento en el andlisis
de los juicios categoricos.

Como ya hemos planteado, la expresion ‘@(A)’ puede leerse en algunos
contextos como ‘A tiene la propiedad @’. Esto es especialmente ttil en el
tratamiento de los juicios categéricos. De acuerdo con el planteamiento de
Frege respecto al condicional y la generalidad, la expresién:

H——P(a)
— X(a)

significa que, sea lo que sea a, no sucede que P(a) sean negado y X (a) afir-
mado [Frege, 1879a, §12, p. 134]. Si se consideran ‘P’ y ‘X’ como represen-
tantes de propiedades, este juicio puede ser leido como un juicio categérico
universalZ’}

“We can thus translate: “If something has the property X, then it also
has the property P.”, or “Every X is a P.”, or “All X'’s are P’s.”.”
[Frege, 1879al, §12, p. 134]

2TEs importante observar que un elemento esencial para hacer posible el andlisis fregeano
es el uso de letras para argumento, que expresan generalidad y que, en este contexto se
interpretan como variables individuales. Sin embargo, como veremos, ésta no es la tunica
interpretacion posible de las letras para argumento.

El uso de variables individuales, esto es, de letras que se interpretan exclusivamente
como variables individuales, se debe a Peirce. Véase la nota m
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Por otro lado, mediante la combinacién del simbolo de generalidad y el
de negacion puede darse expresién de la cuantificacion existencial. Asi,

era?2=4

expresa el juicio (verdadero) ‘Hay alguna raiz cuadrada de 4’. Frege afirma
explicitamente que este juicio debe ser entendido como ‘Hay raices cuadradas
de 4 o hay al menos una raiz cuadrada de 4’ [Frege, 1879al §12, p. 134,
notal. Por lo tanto, en el significado de esta construccién del cuantificador
existencial hay asociado un requisito de existencia.

Mediante esta construccion del cuantificador existencial y con la ayuda
de la negacion es posible expresar de modo similar otros juicios categéricos.
Por ejemplo, el juicio:

ke P(a)
— M (a)

niega el caso en el que, sea lo que sea a, P(a) es negado o M (a) es negado.
Dicho en otras palabras, este juicio afirma el caso en el que, para algin A,
M(A) es afirmado y P(A) es afirmado. En consecuencia, puede ser tradu-
cido como ‘Algin M es P’, esto es, como un juicio categdrico particular.
Nuevamente, Frege observa que la particula ‘algiin’ contenga un requisito
existencial [Frege, 1879al §12, p. 135, nota].

1.3 Naturaleza de la distincién funcién-argumento

En los apartados y se ha considerado la exposicién de Frege
en Begriffsschrift relativa a la distincion entre funcién y argumento y a la
nocién de generalidad, respectivamente. Abandonamos ahora este punto de
vista expositivo para contrastar nuestros resultados con los aspectos mas
prominentes de la interpretacién habitual de Begriffsschrift.

El propésito de esta seccidn es examinar si el esquema funcién-argumento
posee o no naturaleza ontolégica. Por un lado, consideraremos la posibilidad
de identificar la nocién de funcién de Begriffsschrift con la nocién matemati-
ca de funciér@ Por el otro, abordaremos los argumentos a favor de tomar
el esquema funcién-argumento como una distincién sobre aquello que las
expresiones denotan, y no como un modo de descomponer expresiones. Es-
ta segunda discusién nos llevard a evaluar la relacién entre las letras de la
conceptografia y la distincion fundamental de este sistema formal.

28 A lo largo de esta seccién, para simplificar nuestra explicacién, siempre que la ariedad
de una funcién no sea explicita, consideramos unicamente funciones unarias.
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1.3.1 Funciones matematicas y funciones de Begriffsschrift

Probablemente por el caricter revolucionario de la obra de Frege de 1879,
numerosos comentarios historicos modernos tienden a identificar la nocién
de funcién de Begriffsschrift con la nocién moderna de funcién, que guarda
estrechas similitudes con la funcién matematica, cuya caracteristica esencial
es atribuir un tnico valor a cada argumento apropiado@ Las muiltiples di-
ferencias entre el modo como Frege presenta las funciones en Begriffsschrift
y las presentaciones modernas son a menudo consideradas meras inexacti-
tudes.

Frege indica que la nocién de funcién desarrollada en Begriffsschrift toma
como guia la nocién matematica de funcién. No obstante, al mismo tiempo
plantea que hay grandes diferencias entre estas dos nociones:

“Since the symbol @ occurs at a place in the expression
P(A)

and since we can think of it as replaced by other symbols ¥, X—by
which other functions of the argument A would be expressed—we can
consider ®(A) as a function of the argument @. This shows quite clearly
that the concept of function in analysis, which I have in general followed,
is far more restricted than the one developed here.” [Frege, 18794l §10,
p. 129]

Si bien Frege ofrece la lectura canoénica ‘A tiene la propiedad ¢’ de una
expresion como ‘@(A)’, que ya ha sido dividida en funcién y argumento,
nunca leerfa la expresién matemética ‘ f(x)’ como ‘x tiene la propiedad f m
Y, contra lo que sucede con ®(A), f nunca podria ser el argumento ma-
temético de f(z). En este sentido, la funcién de Begriffsschrift no puede
verse como una generalizacién de la funcién en andlisis. O, dicho de otro

29G. Baker y P. Hacker defienden repetidamente y con firmeza esta posibilidad en
‘Functions in Begriffsschrift’ [Baker; Hacker, 2003]. M&s recientemente, E. Kanterian, en
Gottlob Frege: A Guide for the Perplezed [Kanterian, 2012 pp. 128-129], contempla la
necesidad de que cada funcién de Begriffsschrift asigne un valor, ya sea un objeto del
universo o un valor de verdad, una vez se combina con un argumento adecuado.

30Precisamente, éste es exactamente el aspecto que Frege enfatiza cuando compara los
dos conceptos de funcién en ‘Booles rechnende Logik und die Begriffsschrift’:

“Use is made here of the generalized concept of a function explained in §§9
and 10 of the Begriffsschrift. According to that, you can render X (A): A has
the property X, or falls under the concept X.” [Frege, 1880} p. 26]
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modo, la mera extensién del dominio de posibles argumentos y valores no
explica las diferencias entre estas dos nociones.

Frege toma del andlisis el hecho de que en cada expresién aritmética de
una funcién, como es, por ejemplo, ‘222 +3’, siempre hay un componente que
toma valores, esto es, ‘x’, mientras que el resto permanece fijo. De acuerdo
con ello, funciéon y argumento en Begriffsschrift s6lo estan indirectamente
relacionados con sus andlogos aritméticog |}

El sentido en el que el esquema funcién-argumento es mas general que
el propio de anélisis es ejemplificado por parte de Frege en ‘Anwendungen
der Begriffsschrift’ [Frege, 1879b]:

“According to the more general conception of function [allgemeinerer
Funktionsbegriff] that I took as a basis, we can regard

u+1l=wv

as a function of u and v and can therefore view it as a particular case
of f(u,v).” [Frege, 1879b| pp. 204-205]

En andlisis, ‘u + 1 = v’ nunca serfa vista como una funcién de dos
variables. No obstante, para Frege es perfectamente natural, de acuerdo con
lo establecido en Begriffsschrift, considerar esta expresién una funcién de ‘u’
y ‘v’ esto es, analizarla como ‘f(u,v)’.

Queremos examinar aun una ultima diferencia entre las dos nociones de
funcién a las que hemos aludido. En andlisis, una funcién asigna un tinico
numero a cada numero. Como matematico, Frege necesariamente conocia
esta circunstancia fundamental y, por alguna razén, decidié no incorporarla
en su concepcion de funcién desarrollada en Begriffsschrift; en este texto,
una funcién no asigna un valor a un argumentﬂ. Sélo a partir de 1891,

31 Es significativo y llamativo que nuestra reconstruccién de las dos nociones de funcién que
consideramos coincida con el comentario de C. Th. Michaélis en su resena a Begriffsschrift
[Michaglis, 1880]:

The form of the function symbols is the same as the usual one of mathematics.
It differs in sense from the mathematical one since it signifies, not the whole
of the dependent expression of magnitude, but, unlike the argument, only
the invariant part of the expression. Also, the logical function symbol allows
interchange of argument and function.” [Michaélis, 1880} p. 215]

No debe ignorarse el hecho de que esta interpretacion proviene de un contemporaneo de
Frege.

32En algunas ocasiones, para ejemplificar en Begriffsschrift su distincién entre funcién y
argumento, Frege recurre a la prictica matemética de considerar f(z) como una funcién de
x: por ejemplo, “we can consider #(A) as a function of the argument @” [Frege, 1879a), §10,
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como es manifiesto en Funktion und Begriff [Frege, 1891, pp. 144-146], Frege
generaliza la nocion matematica de funcién de tal modo que asigne objetos,
y no tunicamente numeros, a objetos.

1.3.2 Distincién funcién-argumento y distincion concepto-ob-
jeto

Uno de los primeros aspectos que hemos destacado acerca de la distincion
entre funcién y argumento es el hecho de que Unicamente se aplica a ex-
presiones; en particular, a aquellas expresiones que han sido presentadas de
la forma adecuada. Defendemos que no hay absolutamente ningtn indicio
en la exposicion de Frege que sugiera que esta distincién puede aplicarse en
un contexto extra-lingiiistico, esto es, que no hay ninguna distincién supra-
lingiiistica con la cual se vincule el esquema funcién—argumentﬂ De hecho,
la analogia entre el analisis en términos de funciéon y argumento, desarro-
llado en Begriffsschrift, y la distinciéon entre concepto y objeto, desplegada
en las obras posteriores de Frege, es problematica. Claramente, estas dos
estructuras estan relacionadas, pero no hay ninguna razén en absoluto pa-
ra identificarlas. En realidad, como veremos, hay poderosas razones para
defender una clara separaciéon entre ellas.

p. 129, cursiva afiadidal]. Sin embargo, estos ejemplos no son de ningin modo concluyentes
respecto a la presencia de valores para las funciones de Begriffsschrift. En primer lugar,
pueden ser leidos en perfecta coherencia, de acuerdo con nuestra reconstruccién, con el
resto de casos en los que el autor se expresa de un modo distinto para ejemplificar la misma
distincién. En segundo lugar, si hay un sentido para el cual la combinacién de una funcién
y un argumento proporcionan un valor en Begriffsschrift, es el resultado trivial de tomar
como valor la expresién que se forma a partir de esta combinacién. Seria extremadamente
dificil explicar el resto de la exposiciéon de Frege acerca del esquema funcién-argumento
asumiendo, para cada funcién de Begriffsschrift, la exigencia de proporcionar un valor no
trivial para cada argumento.

33Sin embargo, en los trabajos histéricos acerca de Begriffsschrift ha tenido lugar una rele-
vante controversia acerca de la naturaleza de la distincién funcién-argumento. M. Dummett,
por un lado, y G. Baker y P. Hacker, por el otro, son contendientes prominentes de esta
polémica. Véase Frege: Logical Excavations [Baker; Hacker, 1984} pp. 104-144] y la sucesién
de resefias y réplicas que generd su publicacién: ‘An Unsuccessful Dig’ [Dummett, 1984],
‘Reply to ‘Dummett’s Dig’, by Baker and Hacker’ [Dummett, 1988]; y ‘Dummett’s Dig:
Looking-Glass Archeology’ [Baker; Hacker, 1987] y ‘The Last Ditch’ [Baker; Hacker, 1989).
Dummett defiende que la distincién entre funcién y argumento en Begriffsschrift no esté
asociada a ninguna estructura supra-lingiiistica. La tesis contraria, segin la cual el esque-
ma funcién-argumento deberia aplicarse al significado de expresiones, ha sido defendida
mas recientemente por Baker en “Function’ in Begriffsschrift: Dissolving the Problem’
[Baker, 2001], por Baker y Hacker in ‘Functions in Begriffsschrift’ [Baker; Hacker, 2003]
y por M. Beaney en ‘Frege’s use of function-argument analysis and his introduction of
truth-values as objects’ [Beaney, 2007].
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Superacion del esquema sujeto-predicado

La estructuracion en términos de funcién y argumento desarrollada en Be-
griffsschrift se contrapone a una distincion previa, establecida en términos
de sujeto y predicado, que es estandar en la légica tradicional, de raiz aris-
totélica. En efecto, Frege rechaza usar indiscriminadamente la distincién
entre sujeto y predicado porque el andlisis que proporciona no es el ade-
cuado en algunos casos. Segun el autor, el andlisis en términos de sujeto
y predicado permite distinguir entre oraciones complejas que expresan el
mismo significado, lo cual, desde una perspectiva légica, es una desventaja
relevante. Siguiendo el ejemplo de Frege [Frege, 1879al §3, p. 112], a pesar
de que los enunciados ‘En Platea los griegos derrotaron a los persas’ y ‘En
Platea los persas fueron derrotados por los griegos’ difieren en su estruc-
tura gramatical, tienen el mismo contenido, por lo que no es conveniente
distinguirlos.

En general, Frege considera que dos juicios se pueden diferenciar de dos
modos distintos: de forma que las posibles consecuencias que se deducen de
ellos (y en conjuncién con los mismos juicios en cada caso) coincidan, o de
forma que estas posibles consecuencias no sean las mismas. Para el contexto
de su conceptografia, sélo es relevante el segundo modo, porque evidencia
una diferencia de contenido o, mas propiamente, de contenido conceptual
(begrifflicher Inhalt) [Frege, 1879al §3, pp. 112-113]. Frege remarca que lo
Unico relevante en un juicio son las consecuencias que pueden inferirse de él;
bajo esta perspectiva, la distincion entre sujeto y predicado, tal y como la
entiende Frege, permite diferenciar otros elementos (como el énfasis que el
hablante quiere transmitir al interlocutor), por lo que carece de interés:

“In [ordinary] language, the subject-place has the significance [Be-
deutung] in the word-order of a special place where one puts what he
wishes the listener to particularly heed (...). Now all aspects of [ordinary]
language which result only from the interaction of speaker and listener—
for example, when the speaker considers the listener’s expectations and
tries to put them on the right track even before speaking a sentence—
have nothing corresponding to them in my formula language, because
here the only thing considered in a judgement is that which influences
its possible consequences. Everything necessary for a correct inference
is fully expressed; but what is not necessary usually is not indicated;
nothing is left to guessing.” [Frege, 1879a), §3, p. 113]

Frege no es contrario, sin embargo, al uso de la distincién tradicional en
casos de enunciados atémicos no relacionales, de la forma ‘a tiene la propie-
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dad P’. Precisamente, no ofrece argumentos que muestren la superioridad de
su andlisis respecto al que resulta de aplicar el esquema sujeto-predicado en
estos contextos atémicos no relacionales. Por ejemplo, veremos que el autor
identifica, por lo que respecta al tratamiento de la conceptografia, ‘Ningtin
M es P’ con ‘Ningun P es M’, porque no manifiestan ninguna diferencia en
su significado.

La explicacion de Frege respecto al abandono de la distincién entre sujeto
y predicado es coherente con la idea fundacional que sustenta la creacion del
lenguaje de la conceptografia: su principal motivaciéon, como se tratard en
la seccién [3.2) es la de permitir la expresion de contenido de naturaleza
cientifica, de modo que sea posible capturar las relaciones légicas que lo
estructuran y posibilitar, con ello, una argumentacién rigurosa. Asi pues,
parece natural que Frege manifieste la voluntad de retener del contenido de
un juicio sélo aquella informacién relevante para tal cometido, ya que es
aquella la que recibe una expresién exacta y completa con la conceptografia.

Ya hemos establecido qué entendemos informalmente por ‘contenido’: en
el contexto de este trabajo, el contenido es o bien aquello que expresan los
enunciados o bien la denotacién de los términos. La tinica marca definitoria
que proporciona Frege es la mencionada, esto es, que el contenido conceptual
de un juicio determina las consecuencias légicas que pueden extraerse de él.

Funcién-argumento y concepto-objeto

Muchos de los argumentos que defienden una estrecha analogia entre los es-
quemas funcién-argumento y concepto-objeto toman como esencial la nociéon
de contenido conceptual. Por ejemplo, autores como G. Baker, E. Kanterian,
M. Textor o J. Weiner argumentan en favor de la presencia de un isomor-
fismo entre la estructura lingiiistica de las expresiones, articulada mediante
la distincién entre funcién y argumento, y la estructura seméntica de este
contenido@ De acuerdo con esta perspectiva, se arguye que el valor de las
funciones de Begriffsschrift es un contenido conceptual. Esta es la posicién
de J. Weiner en Frege Explained [Weiner, 2004]:

“Although the notion of function is not much developed in Begriffschrift,
Frege already identified concepts as functions there and indicated what
their values are. The value of is a planet for the Earth as argument is,

34V éase “Function’ in Begriffsschrift: Dissolving the Problem’ [Baker, 2001} pp. 537-538],
Frege: A Guide for the Perplexed [Kanterian, 2012} p. 139], Frege on Sense and Reference
[Textor, 2011] pp. 76-77) y Frege Ezplained [Weiner, 2004, pp. 76-77], respectivamente.
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according to the views of Begriffsschrift, the conceptual content of the
sentence, ‘The Earth is a planet’.” [Weiner, 2004}, pp. 76-77]

Realizaremos dos comentarios de naturaleza distinta contra esta posi-
cién. Con ellos, discutiremos nuevamente la naturaleza de la distincién entre
funcién y argumento y el papel que juegan las letras de la conceptografia en
un andlisis en términos de funcién y argumento.

En primer lugar, la distincién entre funcién y argumento no demarca
dos tipos de entidades en el mundo, como sucede con la distincién entre fun-
cién y objeto en Grundgesetze. No hay ninguna evidencia en Begriffsschrift
que permita concluir que funcién y argumento son categorias ontologicas.
Es mas, no hay una correspondencia directa entre una descomposicién en
términos de funcién y argumento y la estructura ontoldgica expresada por
un enunciado. En otras palabras, la distincion entre funcién y argumento
no esta determinada por la denotacién de los componentes de una expresiéon
analizadaP?

Ya hemos planteado que la estructura funcién-argumento no es absoluta:
un componente que en un contexto determinado ha sido tomado como fun-
cién puede considerarse el argumento en otra circunstancia. Sin embargo, en
el plano ontolégico, un objeto individual no puede desempenar el rol de un
predicado. Dicho de otro modo, tratar los objetos como propiedades, como
hicieron los logicos algebristas, es tanto como identificar el objeto con la
clase unitaria del mismo. Una consecuencia directa de esta circunstancia es
que el esquema funcién-argumento no puede reflejar la estructura semantica
de los juicios atémicos. La expresion ‘Sécrates es mortal’ puede ser anali-
zada de modo que o bien ‘Sécrates’ o bien ‘es mortal’ sean el argumentﬂ
Sin embargo, ni Sécrates puede verse como una propiedad en el enunciado
‘Sécrates es mortal’ ni la propiedad de ser mortal puede ser su objeto: no
s6lo es imposible, sino que adema&s carece por completo de sentido. Esto
muestra que la analogia entre una propiedad o concepto y una funcién, y

35Un anélisis histérico cuidadoso de las fuentes muestra que, en general, la defensa de
una analogia entre, por un lado, la posicién posterior de Frege acerca de las nociones de
concepto y objeto y, por el otro, su planteamiento de funcién y argumento en Begriffsschrift
(una analogia que se defiende, por ejemplo, con la finalidad de mantener una deseable
uniformidad en el pensamiento de Frege) estd fuera de lugar. Véanse los comentarios
opuestos a esta analogia de H. Sluga en Gottlob Frege. The Arguments of the Philosophers
[Sluga, 1980} p. 139], W. Kienzler en Begriff und Gegenstand [Kienzler, 2009, p. 57] vy,
especialmente, R. Heck y R. May en ‘The Function is Unsaturated’ [Heck; May, 2013| pp.
826-827].

36R. Heck y R. May ofrecen una explicacién equivalente de un enunciado anilogo en
‘The Function is Unsaturated’ [Heck; May, 2013] pp. 830-831].
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entre un objeto y un argumento es, en general, dificil de mantener, aunque
pueda ser 1til bajo ciertas circunstancias. Podria aplicarse un razonamiento
analogo a enunciados relacionales como ‘3 > 2’.

Es significativo que, cuando Frege trata de explicar la distincién en-
tre concepto y objeto o individuo, como hace, poco después de la publica-
cién de Begriffsschrift, en ‘Booles rechnende Logik und die Begriffsschrift’
[Frege, 1880, pp. 16-18], no recurra al esquema funcién—argumentoﬂ Dado
que en Begriffsschrift Frege no se preocupa por la semantica de su sistema,
formal, esta carencia de la distincién entre funcién y argumento no es perju-
dicial, sino que, de hecho, la flexibilidad de su aplicacién supone una ventaja
importante. Pero a partir de 1880, como se discutird en el capitulo[p] el autor
manifiesta una preocupacién creciente por estas cuestiones seménticas y, en
particular, por la necesidad de que la conceptografia sea capaz de expresar
la diferencia entre objeto y concepto, para que ambas entidades no puedan
ser confundidas.

En segundo lugar, un analisis cuidadoso de las demostraciones de Be-
griffsschrift permite apreciar dos caracteristicas fundamentales del lenguaje
formal que son habitualmente ignoradas y que, ademas, son incompatibles
con la defensa de que la distinciéon entre funciéon y argumento es de na-
turaleza ontoldgica: las letras de la conceptografia pueden tener instancias
de naturaleza muy distinta y, lo que es mas importante, las férmulas de
este sistema formal posibilitan una variedad tal de lecturas distintas que
propiamente no se les puede asignar un significado concreto.

Consideremos la expresién ‘f(a)’. Esta expresion representa la forma
basica de toda féormula de la conceptografia. Manifiesta, simplemente, una
divisiéon no absoluta entre sus componentes: tanto ‘f’ como ‘a’ pueden ser
argumento. Tal es la flexibilidad de esta estructura, y la ambigiiedad que
expresan las letras ‘f’ y ‘a’, que puede decirse que toda proposicion de la
conceptografia es una instancia de ‘f(a)’. Esta circunstancia es, prelimi-
narmente, dificil de conciliar con la presuncién segin la cual ‘f(a)’ expresa
necesariamente y en cualquier circunstancia el hecho extra-lingiiistico de que
cierto objeto tiene una propiedad. En realidad, lo inico que puede decirse
de ‘a’ es que es una expresién y de ‘f(a)’ que es una expresion en la que ‘a’
aparece. Desde una perspectiva moderna, determinar a qué expresiones de la
légica actual corresponde ‘ f(a)’ depende de las circunstancias en las que esta

3TEl hecho de que Frege no aluda, en los articulos elaborados inmediatamente tras la
publicacién de Begriffsschrift, a la distincién entre funcién y argumento cuando pretende
explicar la estructura concepto-objeto es una indicacién ulterior contra la posiciéon de
G. Baker y P. Hacker en ‘Functions in Begriffsschrift’, segin la cual “he [Frege] tied his
concept of a function to concept formation” [Baker; Hacker, 2003| p. 283].
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expresion aparece. Asi, por ejemplo, cada una de las siguientes expresiones
de un lenguaje formal actual pueden corresponder a ‘f(a)’:

1. Ft,
- 9(1),
3. p(X
4. (¢),

donde ‘F't’ es un término formado por la variable funcional ‘F’ y el término
‘t’; ‘o(t)" es una férmula en la que aparece el término ‘¢’; ‘¢(X)’ es una
féormula en la que aparece la variable de predicado ‘X’; y ‘®(¢)’ es una
férmula que tiene a ‘¢’ como subférmula.

En los lenguajes formales actuales no existe una distincién analoga a
la estructuracién sintactica fregeana en funcién y argumento. El modo mas
natural de emular parcialmente la distincién de Frege consiste en especificar
el argumento como variable libre, como haremos en otros ejemplos.

Con el propésito de ejemplificar las posibles lecturas de una férmula de la
conceptografia, recurriremos ahora a la Proposicién (52) de Begriffsschrift:

| f(d)

Pr. (52) — f(¢) (1.1)
—(c=4d).

[\)

Esta proposicion es una ley basica de la conceptografia y tiene distintas
lecturas. Expresaremos cada una de ellas, de nuevo, en un lenguaje formal
actual.

De acuerdo con la primera lectura, ‘¢’ y ‘d’ pueden verse como varia-
bles individuales; ésta es la interpretacién habitual cuando se reconstruye la
conceptografia como un sistema formal para la 16gica de primer orden. En
tal caso, ‘f’ se interpretaria como una variable para férmulas y, por tanto,
‘f(e) y ‘f(d) como férmulas en las que ‘¢’ y ‘d’ aparecen como variables
libres. Asi pues, la primera lectura de (52) es la siguiente:

z=y—(o(x) = oY) (1.2)

Un caso particular de esta lectura consiste en tomar ‘f’ como variable
de predicado:
v =y — (Xo— Xy). T2)

38Notese que tanto ‘¢(t)’ como ‘¢p(X)’ pueden ser férmulas atémicas. Asi, ‘Xz’ o ‘Xy’,
respectivamente, pueden ser, si el contexto asi lo indica, instancias adecuadas.
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La segunda lectura para (52) consiste en interpretar proposicionalmente
las letras ‘¢’ y ‘d’. Asi, ‘f’ no puede ser de ningiin modo una variable de
segundo orden. De hecho, no tiene un equivalente en el lenguaje formal: debe
ser vista como una expresiéon en la que una subférmula es reemplazada por
una férmula légicamente equivalente. Asi pues, (52) también puede leerse
como la férmula siguiente:

(¢ < ) = (2(¢) = 2(¥)), (1.3)

que expresa, intuitivamente:

Si ¢ y 1 tienen el mismo contenido, entonces si ®(¢), ®(v).

En las lecturas expresadas por (1.2[) y (1.3) puede apreciarse que el
simbolo de igualdad de contenido ‘=’ tiene dos interpretaciones distintas:

igualdad entre términos o bicondicional. La férmula , que considerare-
mos a continuacion y que procede de un ejemplo tomado de Begriffsschrift,
muestra que la lectura de (52) como se corresponde con la practica de
Frege. Hemos avanzado esta circunstancia en el apartado

Los procesos de substitucién de la conceptografia demuestran la variedad
de instancias de naturalezas distintas que puede tener una letra determina-
da. En la l6gica moderna, hay una total uniformidad en las substituciones:
las variables individuales son reemplazadas por términos, las variables pro-
posicionales se substituyen por formulas complejas, y asi sucesivamente. Sin
embargo, la practica de Frege en Begriffsschrift no muestra la misma uni-
formidad; muchas substituciones involucran, de acuerdo con los estandares
actuales, un cambio de interpretacién de la férmula original. No obstante,
desde el punto de vista de Begriffsschrift, estas substituciones unicamen-
te implican una restriccién en las posibles lecturas que una férmula puede
tener.

Ejemplificaremos este planteamiento con una substitucién llevada a cabo
por Frege en algunas demostraciones. La férmula siguiente:

I d
c (1.4)
—(C = d)7

se obtiene reemplazando en (52) ‘f(c)’ por ‘¢’ y f(d)’ por ‘d’, eso es, me-
diante la substitucién de ‘f(a)’ por ‘«’. Frege recurre a esta substitucién
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solo en aquellos contextos en los que las letras para argumento se interpre-
tan proposicionalmente. De acuerdo con esta interpretacién, ‘f(«)’ es una
expresion en la que aparece ‘a’; en particular, puede ser la misma ‘«

La Proposicién (52) puede leerse como o como (|1.3) y, sin embar-
go, la férmula admite tnicamente una interpretacién proposicional.
A través de la transicién de (52) a , podemos apreciar que es dificil
determinar la naturaleza de las instancias de ‘f’ en (52): esta letra ha sido
eliminada en la substitucién de la que resulta (que, por lo demads, desde
el punto de vista de Frege es un cambio aceptable), de modo que dificilmente
puede tomarse como una letra que refiere a propiedades.

Podemos extraer dos conclusiones a partir de este 1ltimo comentario.
En primer lugar, una letra determinada de la conceptografia no tiene por
qué tener instancias de una tipo particular y fijado. Al contrario, puede ser
interpretada de modos muy diversoﬂ Ademas, las letras no tienen un rol
especifico y fijado en cada una de las posibles descomposiciones. Una letra
funcional puede ser el argumento de una proposicién y una letra para argu-
mento puede tomarse como la funcién en algunos contextos. Naturalmente,
el hecho de que la distincién entre funcién y argumento no sea, en este sen-
tido, absoluta no niega el hecho de que, de acuerdo con un anélisis inicial
de una expresién como ‘f(a)’, ‘f’ sea tomada como la funcién y ‘a’ como el
argumento.

En segundo lugar, la multitud de posibles lecturas que posibilita una letra
de la conceptografia muestra la enorme generalidad que dicha letra expresa,
que Frege no sélo no pretende evitar, sino que, por el contrario, es vista como
una ventaja fundamental. Esta generalidad es una prueba fehaciente de la

)

39La substitucién de ‘f(a)’ por ‘e’ es perfectamente natural cuando se interpreta ‘f(a)
como una férmula que contiene una subférmula, esto es, como ‘@(¢)’. Esta substitucién
tiene lugar en la derivacién de la Proposicién (68), que consideraremos en el apartado m

19Esta conclusién puede reforzarse considerando la férmula siguiente:

|—|:(f(c) = f(d)) (1.5)
d

Esta proposicién no aparece en Begriffsschrift, pero se demuestra facilmente, mediante la
aplicacién sucesiva de Modus Ponens y las Proposiciones (1), (54) y (2) [Frege, 18794 §14,
§21 y §14, p. 137 y p. 162], que es un teorema de la conceptografia. Es posible extraer
lecturas andlogas a y a partir de (|1.5) y, adicionalmente, la letra ‘f’ puede
interpretarse como una variable funcional. En tal caso, ‘¢’ y ‘d’ deben tomarse como
variables individuales. Por tanto, la férmula también podria leerse como sigue:

r=y— Fax=Fy.
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plasticidad que exhiben las letras de la conceptografia, asi como también una
poderosa razén contra la tesis de que las expresiones de la conceptografia
poseen un significado concreto y determinado, cuya estructura es reflejada
por su descomposicion lingiiistica.

Funcién y argumento en la aplicacién de la conceptografia

La discusién acerca de la naturaleza de las funciones en Begriffsschrift esta
basada por lo general casi exclusivamente en la explicacion de Frege de esta
nocién en el capitulo I de este texto. Sin embargo, este capitulo introductorio
no contiene propiamente conceptografia. Frege recurre a ejemplos del len-
guaje natural para asistirse en su explicacién y estos ejemplos son vistos por
los defensores de la interpretacién supra-lingtiistica de la estructura funcién-
argumento como los tnicos representantes y, de hecho, como el tinico objeto,
del andlisis de Frege. Si su posicién fuese correcta, la interpretaciéon semanti-
ca de la distincién entre funcion y argumento que estos ejemplos particulares
sugieren deberia ser reproducible en la conceptografia y, sin embargo, no lo
es. A pesar de que comentadores como G. Baker defienden que la exposicion
de Frege en los parrafos §§9-10 de Begriffsschrift debe aplicarse a juicios
expresados en el lenguaje de la conceptografia, sus argumentos no se aplican
propiamente a la conceptografia pura, sino a cierta complementacién de su
lenguaje con el de una disciplina cientifica en particulaﬂ En este apartado
discutiremos cémo debe entenderse esta complementacion y por qué tnica-
mente en su contexto tiene sentido considerar el significado de las férmulas
de la conceptografia. Evaluaremos, adicionalmente, el modo mediante el cual
la distincion entre funciéon y argumento puede reflejar, en la complementa-
cién de la conceptografia con una disciplina, la estructura seméntica de este
significado.

El lenguaje de la conceptografia no debe verse como un lenguaje for-
mal en el sentido moderno, sino como una herramienta para la expresién
rigurosa de las relaciones légicas que vinculan enunciados de una disciplina
cientifica (paradigmaticamente, la aritmética). Desde esta perspectiva, este
sistema formal, obviando momentaneamente el contenido de los capitulos 11
y 11T de Begriffsschrift, puede ser visto como un medio para desarrollar una
disciplina como la aritmética, sin que ello conlleve realizar una simbolizacion
o una reduccién. La conceptografia, por un lado, permite expresar todas las
relaciones logicas que hay entre enunciados aritméticos y, por el otro, hace
patente que toda demostracién matematica puede ser formulada como una

41yéase “Function’ in Begriffsschrift: Dissolving the Problem’ [Baker, 2001}, pp. 528-529).
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serie regimentada de pasos estrictamente regulados por un pequeno conjunto
de reglas de inferencia. Asi, la conceptografia elimina cualquier rastro de len-
guaje natural de la aritmética. El resultado de esta complementacién, como
consideraremos con detalle en la seccién era conocido como logistica.

En logistica, los simbolos de una disciplina en particular se complemen-
tan con los simbolos 16gicos y las letras de la conceptografia. El resultado es
un lenguaje regimentado al que puede aplicarse de modo natural los recursos
formales de la conceptografia. En particular, todas las expresiones pueden
ser analizadas en términos de funcién y argumento, ya que la conceptografia
permite presentarlas de un modo adecuado, esto es, de tal manera que su
forma légica sea patente. Ademads, dado que el significado de los enunciados
de una disciplina esta estructurado, de acuerdo con su propia seméantica, en
términos de conceptos, propiedades y objetos, no es sorprendente hallar cier-
tas analogias entre la descomposicién en términos de funcién y argumento
y la estructura seméantica de un enunciado de la esta disciplina.

Si consideramos expresiones de conceptografia pura, deberia admitirse
que los unicos simbolos no légicos que aparecen en ellas son letras y que,
por tanto, carecen de interpretacion. Estas expresiones no aparecen en la
aritmética formalizada, puesto que son componentes de una suerte de su-
perestructura o metalenguaje. Dado que, por ejemplo, la Proposicion (52)
no estd expresada en un lenguaje logistico, no hay un vinculo directo entre
sus simbolos y un contenido semantico concreto: esta férmula estd ideada
para complementarse con el lenguaje de una disciplina. Sélo los simbolos
de este lenguaje aplicado y, consecuentemente, sus férmulas, pueden expre-
sar rigurosamente el significado especifico que concierne a esta disciplina.
En este sentido, la relacién que guardan las férmulas de la conceptografia
pura y un significado especifico es meramente indirecta. Un ejemplo puede
clarificar nuestra posicién. Consideremos las siguientes instancias de (52):

I 24+1>0 I 32>1
—3>0 —3>1
—(3=2+1) —3>1=32>1)

Como este ejemplo muestra, la ambigiiedad que exhiben las férmulas de
la conceptografia es una ventaja clave cuando este sistema formal es usado
como logistica. De acuerdo con ello, la posibilidad de aplicar fructiferamente
y con naturalidad los recursos formales de la conceptografia a una disciplina
en particular se debe al hecho de que las expresiones de la conceptografia
pura no tienen un significado concreto y fijado, y pueden ser interpretadas
de modos distintos.
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1.4 Reconstruccion de la nociéon de generalidad

En el apartado[I.2.6|hemos considerado la exposicién por parte de Frege de la
nocién de generalidad. Esta exposicién ha posibilitado completar el andlisis
en términos de funcién y argumento de enunciados complejos y plantear
cémo se expresan en la conceptografia juicios categoricos.

Sin embargo, una vez se ha discutido la naturaleza de la distincién entre
funcién y argumento y se ha defendido su cardcter exclusivamente lingtiisti-
co, es preciso seguir evaluando la nocién de generalidad de Begriffsschrift.
Ofreceremos en esta seccién una reconstruccion que pretende ser fiel a la
exposicién de Frege en el texto de 1879.

1.4.1 Generalidad de las letras

Muchos de los comentaristas actuales defienden que los cuantificadores de la
conceptografia estan interpretados sobre un dominio universal. Ahora bien,
la formulacién explicita por parte de Frege del simbolo de generalidad es la
siguiente:

“In the expression of a judgement we can always regard the combination
of symbols to the right of F——"as a function of one of the symbols
occurring in it. If we replace this argument by a German letter and
introduce in the content stroke a concavity containing the same German

letter, as in
He—a(a),

then this stands for the judgement that the function is a fact whatever
we may take as its argument. Since a letter which is used as a function
symbol, like @ in ¢(A), can itself be considered as the argument of a
function, it can be replaced by a German letter in the manner just
specified.” [Frege, 1879al §11, p. 130]

Tras esta explicacién del significado de los cuantificadores de la con-
ceptografia, que ya hemos considerado, Frege especifica ciertas condiciones
que se aplican a las instancias de una letra cuantificada. Tal y como hemos
defendido en el apartado la generalidad que expresan las letras cuan-
tificadas deberia interpretarse sintacticamente. Las condiciones que plantea
Frege permiten entender como debe manejarse dicha generalidad:

“The meaning of a German letter is subject only to the obvious restric-
tions that [1] the assertibility (§2) of a combination of symbols following
the content stroke must remain intact, and [2] if the German letter
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appears as a function symbol, this circumstance must be taken into
account.” [Frege, 1879a), §11, p. 130]

Desviandonos de la interpretacién tradicional de este elemento funda-
mental de la conceptografia, defendemos que, siguiendo lo establecido por
Frege en estas dos citas, su planteamiento de la cuantificacién en Begriffs-
schrift puede sistematizarse del modo siguiente:

(x) Si ‘f(a)’ es una expresién aseverable en la que la letra ‘a’ es el argu-
mento, el juicio:

= f(a)

expresa que f(A) es un hecho para cualquier argumento ‘A’ que pueda
ocupar la posicién de ‘a’ conservando la aseverabilidad del juicio.

Este modo unitario de reconstruir la cuantificacion puede ser aplicado
con naturalidad a cualquier tipo de argumento. En particular, Frege intro-
duce una nueva letra funcional, ‘F’, que usa tnicamente en el capitulo III de
Begriffsschrift. Como Frege menciona, las letras funcionales como ‘F’ tam-
bién pueden ser tomadas como argumento por lo que pueden ser reemplaza-
das por una letra gética correspondient@ En este sentido, la cuantificacién
sobre letras funcionales debe ser vista como un caso particular de (x). Asi
pues:

(xx) Si‘f(F)’ es una expresién aseverable en la que ‘F” es el argumento, el
juicio:

H—-£(3)

expresa que f(B) es un hecho para cualquier argumento ‘B’ que pueda
ocupar la posicién de ‘§’ conservando la aseverabilidad del juicio.

La transicién de (x) a (**) es simplemente una cuestién de aplicacién.
Por tanto, no es sorprendente que en la derivacién de la Proposicién (77),
Frege proponga aplicar la Proposicién (68):

l f(e)
Pr. (68) 1 (1.6)

— [ f(w) =],

42E] primer uso de la cuantificacién sobre letras funcionales en Begriffsschrift puede
hallarse en la Proposicién (76).
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del modo siguiente:

f(F)
—b (1.7)

— [ @) =]
Es significativo que, a pesar de que Frege prueba propiamente (68), usa
esta proposicion como figura en (1.7)); esto sucede, precisamente, en la de-

mostraciéon de la Proposicién (77), que trataremos con més detalle en el
apartado Al fin y al cabo, la expresién siguiente:

—~=f(a)

tiene como instancia cualquier férmula cuantificada. De acuerdo con ello,
‘a’ representa cualquier argumento y, en particular, ‘a’ puede ser una letra
funcional: esta circunstancia se ha hecho explicita en la transicién de (68)
a @ Discutiremos en el siguiente apartado la relacién que guardan la
cuantificacién sobre letras para argumento y la cuantificaciéon sobre letras
funcionales.

Ya hemos mencionado que la distincion entre funcién y argumento no es
absoluta: un simbolo funcional ‘@’ puede ser el argumento de una expresion
como ‘P(A)’, independientemente del hecho de que, en otros contextos, sea
tomado como su funcién. Dado que la cuantificacién de ‘@’ en una expresion
como ‘@(A)’ consiste en la cuantificacién de una letra funcional, puede ser
expresada en el lenguaje de la conceptografia del modo siguiente:

F\S/—S(a).

Este juicio expresa que ®(a) es un hecho para cualquier argumento ‘@’ que
pueda ocupar la posicién de ‘§’ conservando la aseverabilidad del juicio@
Estamos en disposicién de explicar cémo la reconstruccién propuesta en
() puede articularse con la explicacién de Frege acerca de las restricciones
que deben respetar las instancias de una letra cuantificada. En primer lugar,
Frege introduce un criterio general para limitar las posibles instancias de una
letra cuantificada, segin el cual: “the assertibility (§2) of a combination of

4380lo hemos indicado alguna de las substituciones que afectan a (68) en la demostracién
de la Proposicién (77). En particular, Frege substituye ‘f’ por una instancia compleja.

44Una expresién como ‘f(a)’ consiste en dos componentes distintos, y cualquiera de
ellos puede ser tomado como su argumento para ser cuantificado. El caso (x) representa
genéricamente la cuantificacién de un argumento, sea cual sea su naturaleza. Por lo tanto,
esta tltima forma de cuantificacién es inicamente un caso particular de ().
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symbols following the content stroke must remain intact” [Frege, 1879a) §11,
p. 130]. Por consiguiente, el autor advierte del hecho de que las instancias
aceptables para una cuantificaciéon son exactamente aquellas que permiten
formar un contenido aseverable una vez son anadidos al componente funcio-
nal.

La segunda restriccion, en palabras de Frege, plantea que “if the German
letter appears as a function symbol, this circumstance must be taken into ac-
count.” [Frege, 1879aj, §11, p. 130]. Desde un punto de vista sintéctico, dado
que en estos casos las letras funcionales son tratadas como argumento, esta
cuantificacién es esencialmente equivalente a la cuantificacién sobre letras
para argumento. Pero hay que considerar dos circunstancias particulares que
afectan tnicamente a las letras funcionales: la ariedad de estas letras y la
especial aseverabilidad de la expresién cuantificada para toda instancia de
cuantificacién.

La expresiéon minima de la conceptografia es una letra funcional junto a
una letra para argumento, o junto a varias de ellas, encerrada entre parénte-
sis, ‘f(a)’. Independientemente de su rol como funcién o como argumento,
las letras funcionales figuran junto a letras de argumento entre paréntesis.
El ntimero de estas letras para argumento determina la ariedad de la letra
funcional. Asi, toda instancia de cuantificacién de una letra funcional debe
tener la misma ariedad que la letra funcional cuantificada. De acuerdo con
ello, por ejemplo, una letra funcional binaria no es una instancia aceptable
de una letra funcional unaria cuantificada. Ademads, tal y como veremos en
un ejemplo en el siguiente apartado, el componente funcional de la expre-
sién debe adaptarse bajo determinadas circunstancias al hecho de que la
letra funcional cuantificada figure junto al nimero de letras para argumento
correspondiente a su ariedad. De hecho, esta circunstancia determina ulte-
riores limitaciones con el objetivo de preservar la aseverabilidad de toda la
expresion en la que aparece la cuantificacién.

Un ejemplo va a ser de ayuda para clarificar nuestra exposicién acerca
de esta ultima limitacién. Las instancias aceptables de la letra funcional
cuantificada en el juicio:

H—3(a),

son expresiones unarias como ‘g(a)’, ‘2 4+ a > 3’, ‘si a es multiplo de 4,
entonces « no es primo’ o incluso:

- T«

«,

donde propiamente la conectiva es una instancia de ‘§F’. Ahora bien, ‘a’ no es
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una instancia aceptable de ‘§’. De este modo, la funcién permite que otras
letras funcionales unarias, o incluso expresiones complejas, puedan ocupar
el lugar de ‘§’ como instancias de cuantificacion. Todas y cada una de estas
instancias pueden ser esquematizadas mediante ‘@(«)’.

1.4.2 Elementos sintacticos de la cuantificacion fregeana

Nuestra exposicién de la nocién de generalidad puede complementarse consi-
derando dos aspectos particulares: el cardcter especifico de la cuantificacion
de letras funcionales y la nocién de aseverabilidad.

Cuantificacién de letras funcionales

En primer lugar, debe ser claro que la propuesta de un caso particular de (x)
como es (**) no plantea una jerarquia de cuantificacién. El hecho de hacer
explicito el caso (x%) obedece a la conveniencia de proporcionar un trata-
miento especifico de las letras funcionales. De hecho, el caracter especifico
de estas letras ha sido desarrollado en el apartado anterior, Sin em-
bargo, las particularidades de la cuantificacién sobre letras funcionales no
modifican de ningin modo el planteamiento unitario de Fregﬂ

Un ejemplo permitird mostrar claramente que Frege no contempla que
haya una diferencia substantiva entre la cuantificaciéon sobre letras funcio-
nales y la cuantificacién sobre letras para argumento. En las derivaciones
contenidas en los capitulos II y III de Begriffsschrift, el autor indica las ex-
presiones por las cuales deben substituirse algunas de las letras de las propo-
siciones consideradas. Como expondremos en el apartado los procesos
de substitucion, dado que las letras expresan generalidad, pueden verse co-
mo instanciaciones. Asi pues, considerando las substituciones se dispone de
un testimonio claro y fiable del modo como Frege concibe la cuantificacion.

“*En coherencia con lo que hemos planteado, C. Thiel defiende en ‘From Leibniz to
Frege: Mathematical Logic between 1679 and 1879’ que la cuantificacién de Begriffsschrift
es ambigua [Thiel, 1982] p. 766].

De acuerdo con otra linea de argumentacion, S. Russinoff afirma en ‘On the Brink of
a Paradox?’ [Russinoff, 1987, p. 128], siguiendo parcialmente lo que G. Boolos sugiere
en ‘Reading the Begriffsschrift’ [Boolos, 1985| p. 339], que la cuantificacién sobre letras
funcionales es un caso particular de la cuantificaciéon sobre letras para argumento. Su
posicién parece basarse en el hecho de que (#*) es un caso particular de (). Ahora bien,
de acuerdo con el planteamiento de Russinoff, las instancias de las letras funcionales son
propiedades y relaciones, mientras que las letras para argumento toman valores entre la
totalidad de entidades del universo. Discutiremos la presencia de un dominio preestablecido
para las letras para argumento en el apartado
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En la demostracién de la Proposicién (93), el autor propone ciertas modifi-
caciones a una de las premisas, la Proposicién (60). Para simplificar nuestra
explicacién y, dado que trataremos con detalle esta demostraciéon mas ade-
lante, consideraremos estas substituciones Unicamente en el antecedente de
(60):

< f(a)
—g(a) (1.8)
———h(a).

Frege aplica (1.8) en la derivacién del modo siguiente:

g f(3)
— (%) (1.9)

que resulta de reemplazar ‘a’ por ‘F’.

La cuantificacién de ‘§’ en la férmula debe verse como un ejemplo de
nuestra reconstruccién general. Este cambio, como veremos a continuacion,
tiene implicaciones en las instancias de ‘f’, ‘¢’ y ‘h’.

Aseverabilidad

Las dos condiciones que Frege especifica respecto a las instancias de las le-
tras cuantificadas tienen como elemento central la nocién de aseverabilidad,
de la que nos ocuparemos en segundo lugar. Que un contenido pueda ser
convertido en un juicio y, por tanto, pueda considerarse aseverable, es una
cuestién que merece comentarios. El autor no proporciona explicacion al res-
pecto. En la conceptografia parece haber exclusivamente criterios sintacticos
para evaluar la aseverabilidad de una expresiéon; criterios que, por ejemplo,
establecen la correcta formacién de una férmula compleja o que regulan las
substituciones posibles. La siguiente férmula es un ejemplo de expresién no
aseverable en la conceptografia:

—

— > f(a).

Esta expresion contiene un conflicto en el alcance de dos cuantificadores
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de la misma letra gética, ‘a’lﬂ Frege explicitamente descarta la posibilidad
de un conflicto tal:

“The scope of one German letter can include that of another, as is

shown by the example
FV‘I:“ A(a)
>~ B(a,¢).

In this case, different letters must be chosen; we may not replace ¢ by
a.” [Frege, 1879al §11, p. 131]

Mads alla de esta particular circunstancia, hay considerar qué quiere de-
cir conservar la aseverabilidad en una férmula cuantificada. Recuperemos
las substituciones sobre la férmula que dan lugar a . Desde un
punto de vista sintactico, el cambio de una letra para argumento por una
letra funcional involucra, por un lado, la necesidad de considerar la ariedad
de la letra funcional y, por el otro, adaptar el resto de la expresién a la cir-
cunstancia de que la letra cuantificada es funcional. Se trata de preservar la
aseverabilidad de la expresion tras la especificacién de la letra cuantificada;
al fin y al cabo, cuando se considera ‘§’ como una instancia aceptable de
‘a’, se especifica que, en este caso particular, la parte variable, esto es, el
argumento, es una expresion funcional en sentido matematico. Esta carac-
teristica del argumento condiciona las substituciones adecuadas para ‘ f(F)’,
‘9(F) v ‘h(F)’. En concreto, las instancias adecuadas de estas letras deben
ser expresiones en las que ‘§’ sea usada como se usa una letra funcional
unaria en matemdticas. Ejemplificaremos esta circunstancia con ‘h(F)’ (el
caso de ‘f(F)’ vy ‘g(F)’ es andlogo y serd objeto de nuestra consideracién més
adelante). En , ‘h(ar)’ es substituida por la expresién compleja:

~—a(a)
— f(z,a).
El resultado de la substitucion es el siguiente:
S f(®)
—9(3)
T 3(a)
— f(z,a).

46Egs conveniente destacar que la ocurrencia de cuantificadores en el alcance de un
cuantificador de la misma variable (como en Vz(¢(z) — Vz1)(z))) no hace de una expresion
una férmula mal formada en légica actual.
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Con esta substitucion se pone de manifiesto tanto que se ha preservado la
ariedad de ‘§F en ‘F(a)’ como que se ha adaptado la expresion, escogiendo
una instancia adecuada de ‘h’, con el fin de mantener la aseverabilidad de
tras el cambio de ‘a’ por ‘§’.

La definiciéon de la cuantificacién de la conceptografia hace patente el
hecho de que Frege presenta la generalidad de un modo exclusivamente
sintactico. Contra lo que parecen sugerir sus ejemplos, que analizaremos por-
menorizadamente en el apartado Frege no ofrece una lectura semantica
de los cuantificadores. Asi pues, el cuantificador universal es un simbolo con
un significado determinado por criterios de aseverabilidad y cuyo funciona-
miento en la conceptografia estd fijado tinicamente por las reglas del calculo
que le afectan. Por consiguiente, cuando un cuantificador aparece en una
férmula dada, se consideran tinicamente aquellas expresiones que, de acuer-
do con las reglas de inferencia disponibles, pueden ocupar el lugar de la
letra cuantificada preservando la aseverabilidad de la férmula. Las condicio-
nes sintacticas expuestas condicionan el conjunto de expresiones que debe
considerarse. Llamaremos ‘recorrido’ a este conjunto de instancias acepta-
bles de una letra cuantificada. En la conceptografia considerada como un
sistema formal autéonomo, no hay una definicién de caracter seméantico que
condicione o limite el recorrido de una letra cuantificada: ni el significado de
los cuantificadores ni la interpretacién de las letras estan determinados en
la conceptografia pura por criterios seménticoﬂ

Por razones explicativas, hemos considerado la aseverabilidad como cri-
terio para determinar el recorrido de una letra en una féormula aislada, pero
podriamos con més razén plantearla en un marco concreto. Por ‘marco’ en-
tendemos cierta coleccién de féormulas que se presentan conjuntamente por
alguna razén (paradigméticamente, porque estas férmulas son premisas o
suposiciones en una demostracién). En un marco, la interpretacién de cada
letra debe ser homogénea para que sea consistente con todas las apariciones
de la letra en cada una de las férmulas.

El recorrido de una letra cuantificada, a diferencia del dominio de cuan-
tificacién de una variable de la légica actual, no estd determinado de ante-

4TTal y como hemos reconstruido la nocién de generalidad de la conceptografia, no puede
decirse que la cuantificacién de Begriffsschrift sea substitucional. En particular, el hecho
de que las letras de la conceptografia admitan distintas lecturas y que, en consecuencia,
no pueda determinarse de antemano un recorrido de expresiones que pueden ocupar el
lugar de una letra cuantificada, es completamente incompatible con la posibilidad de
interpretar substitucionalmente los cuantificadores de Begriffsschrift. Sin embargo, L.
Stevenson argumenta en ‘Frege’s two Definitions of Quantification’ [Stevenson, 1973] a
favor de la tesis segun la cual la cuantificacién de este texto es substitucional.
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mano. Depende de la formula en la que aparece la letra y, en mayor medida,
del marco correspondiente. Las letras de la conceptografia expresan tal grado
de generalidad que sin un marco concreto no admiten una tnica interpreta-
cién y, por tanto, no se les puede delimitar un recorrido concreto. Un marco
indica cémo deben interpretarse las letras de las formulas que contiene vy,
por tanto, posibilita especificar instancias aceptables concretas para cada
una de las letras. De este modo, tinicamente en presencia de un marco tie-
ne sentido plantearse el recorrido concreto de una letra en particular. En
cada marco, el recorrido de cada letra se vera delimitado, adicionalmente,
por las condiciones sintécticas planteadas por Frege. Asi pues, en nuestro
ejemplo anterior, el marco que determina parcialmente la demostracién de
la Proposiciéon (93) permite, de acuerdo con todas las condiciones sintacticas
que hemos senalado, indicar una instancia de substitucion concreta de ‘h’ y
descartar lecturas de que no son posibles.

Veamos con un nuevo ejemplo cémo un marco delimita el recorrido de
instancias adecuadas de una letra. Consideremos la Proposicién (53) de Be-
griffsschrift:

Pr. (53) —(c=d) (1.10)

De modo andlogo a la Proposicién (52) (en este capitulo, (1.1)), esta
férmula admite distintas lecturas, por lo que no es posible especificar de
antemano el recorrido de cada una de sus letras. Ejemplificaremos dos mar-
cos distintos siguiendo algunas demostraciones de Begriffsschrift como guia
y veremos no sélo cémo un marco permite delimitar las instancias acecua-
das de una letra, sino también cémo marcos distintos pueden determinar
recorridos de una misma letra que sean incompatibles entre si.

El primer marco se obtiene a partir de la derivacién de la Proposicién
(92), donde se usa la Proposicién (53) como premisa. Frege propone aplicar
ciertas substituciones a (53); en particular, plantea reemplazar ‘d’ por ‘z’.
El resultado de esta substitucién es la férmula siguiente:

| f(x)
—(c=2) (1.11)

Como explicaremos en el apartado la letra ‘z’ se interpreta a lo
largo del capitulo III de Begriffsschrift como una letra que refiere a objetos.
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De hecho, asi lo sugiere su uso aritmético. En consecuencia, ‘¢’ también debe
leerse como una letra que refiere a objetos. En el marco de la derivacién de
la Proposicién (93), (53) se interpreta como ([1.11]).

Puede suceder que en un marco las letras ‘¢’ y ‘d’ tengan una inter-
pretacién proposicional. Hallamos en esencia un ejemplo de este tipo en la
demostracién de la Proposicién (68), en la que interviene la Proposicién (57),
que es similar a (53). El segundo marco estd compuesto por la Proposicién

(63

f(e)
Pr. (68) —d (1.6)

— [ f(a)) =]

y la Proposicién (53). Independientemente del provecho que se pueda sacar
a este marco, la necesidad de interpretar uniformemente las letras de (53) y
(68) implica que las inicas instancias adecuadas para ‘c’ y ‘d’ sean férmulas.
Por lo tanto, ni ‘g’ ni ‘2’, por mencionar dos ejemplos de naturaleza distin-
ta, pertenecen al recorrido de ‘d’. Esta circunstancia es coherente con una
lectura de la Proposicién (53) segun el modo establecido por . Sin una
lectura tal, la transicién de (52) a (|1.4]) no serfa interpretable.

Ninguna instancia de ‘c’ propia de este marco es una instancia adecuada
para la misma letra en el marco anterior: ‘c’ no puede substituirse por una
féormula sin afectar a la aseverabilidad de ([1.11]). De hecho, como estos dos
ejemplos muestran, es incluso posible que los recorridos de una misma letra
en dos marcos distintos sean completamente disjuntos.

1.4.3 Elementos semanticos de la cuantificacién fregeana

En el capitulo II de Begriffsschrift la conceptografia es manejada de un modo
abstracto y aislado. Pero, tal y como se ha discutido en el apartado
la conceptografia esta concebida para complementar disciplinas cientificas.
Desde este punto de vista, la nocién de aseverabilidad que es relevante en
Begriffsschrift no es inicamente sintactica.

A la luz del uso de la conceptografia como base para la logistica, no
es sorprendente que no haya ninguna definicién de formula atémica en Be-
griffsschrift. El lenguaje de cierto ambito de conocimiento proporciona un

“®Hemos substituido en (68) la letra ‘b’ por ‘d’. En la demostracién de esta proposicién es
perfectamente claro que este cambio es meramente notacional y que no afecta en absoluto
a la interpretacién de (68).
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conjunto de simbolos y de reglas sintacticas que permiten formar las ex-
presiones atémicas. Estas expresiones, a su vez, son complementadas con
los recursos formales de la conceptografia. Estos recursos hacen posible, por
ejemplo, formar expresiones complejas o expresar rigurosamente cuantifi-
caciones. En consecuencia, la ausencia de aquellos elementos seméanticos y
sintacticos que deberian ser clarificados en la conceptografia es suplida por
su aplicacién en cierta disciplina.

Un ejemplo particular de esta aplicacion tiene lugar en el capitulo III de
Begriffsschrift. Como veremos en el apartado en este capitulo Frege,
por un lado, introduce nuevas letras, como ‘x’, ‘g’ o ‘z” (que son interpreta-
das tinicamente como letras que refieren a objetos) o ‘EF” (que es interpretada
como letra que refiere a propiedades), y, por el otro, usa la letra ‘f’, que en
el capitulo II es utilizada como letra funcional unaria que expresa generali-
dad, como letra binaria genérica que refiere a procedimientoﬂ Estos nuevos
simbolos no son propiamente letras de la conceptografia pura, sino simbo-
los de logistica, cuya introduccion esta fundamentada por una teoria légica
minima. A pesar de que ‘z’ o ‘f’ son letras, en este contexto no poseen tal
variedad de lecturas posibles como una letra de la conceptografia pura. De
hecho, ‘f” no expresa generalidad en el mismo sentido en el que la expresa
en la férmula , sino en el sentido de ser un procedimiento cualquiera.
Asi, ‘ f” expresa generalidad restringida a expresiones que sélo admiten cierto
tipo de interpretacién. Sin embargo, estas nuevas letras posibilitan formar
férmulas atémicas, como ‘f(x,y)’.

Las disciplinas cientificas a las que se adapta la conceptografia determi-
nan un dominio especifico de entidades. Los simbolos propios del lenguaje
de esta disciplina denotan entidades en este dominio, o relaciones y propie-
dades aplicadas a los elementos del dominio. La conceptografia no altera
la interpretacion de estos simbolos, pero posibilita, no obstante, que sus
propios simbolos se interpreten de acuerdo con esta disciplina. Asi, el signi-
ficado de los términos adquiridos y el ambito de aplicacion de los conceptos
de la disciplina indican como deben manejarse las instancias de las letras
cuantificadas en el cdlculo. De este modo, las condiciones sintacticas de la
conceptografia se complementan con otras de naturaleza seméantica: inica-

49 A pesar de que ‘f’ no es propiamente una letra nueva, ya que Frege ha usado esta misma
letra a lo largo del capitulo II de Begriffsschrift, en el capitulo III ‘f’ posee caracteristicas
especificas que permiten diferenciar su uso respecto al del capitulo previo: es un simbolo
binario que se aplica exclusivamente a objetos. El hecho de que, en la demostracion de
la Proposicién (77), Frege substituya ‘f’ por una instancia compleja que contiene una
aparicién de ‘f(z, a)’ es una muestra clara de que en el cédlculo son tratadas como letras
distintas. Véase nuestra explicacién de la demostracién de (77) en el apartado m
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mente las expresiones con significado de la disciplina en cuestion pueden ser
consideradas instancias aceptables. Cualquier disciplina o discurso cientifico
permite especificar de un modo similar la interpretacion prevista para las
letras de la conceptografia.

En este contexto, la cuantificacién es manejada exactamente del mismo
modo que en Begriffsschrift, esto es, de forma puramente sintactica, a pesar
de que, en términos seméanticos, tenga otro significado. El uso de los cuanti-
ficadores en el calculo no sufre absolutamente ningiin cambio, aunque éstos
hayan sido interpretados para que ciertas condiciones seméanticas se anadas a
las condiciones sintacticas ya especificadas en el apartado Ahora bien,
la posibilidad de leer los cuantificadores del modo usual en aritmética, como
hace Frege en distintas ocasiones en ‘Booles rechnende Logik und die Be-
griffsschrift’ [Frege, 1880}, pp. 21-27], no significa que los cuantificadores de
la conceptografia pura estén interpretados semanticamente. La cuantifica-
cién de una letra en logistica involucra, del mismo modo que en un contexto
de conceptografia pura, un recorrido de expresiones que pueden ocupar el
lugar de la letra. La diferencia entre la cuantificacion en logistica y la propia
de la conceptografia es que las instancias de la ultima sdlo estan determi-
nadas sintacticamente, mientras que en la primera también estan limitadas
por razones semanticas. Retomaremos la cuestiéon de la complementacién
de disciplinas cientificas con los recursos formales de la conceptografia y la
consideraremos en detalle en la seccién [3.3

Las condiciones seméanticas que la complementacién de la conceptografia
con cierto dmbito de conocimiento impone a los cuantificadores afectan de
modo general a la aseverabilidad de las letras y, por lo tanto, a la generalidad
que expresan. En cada contexto de aplicacion de los recursos formales de
la conceptografia hay una restriccién general al recorrido de las letras. Hay
contextos de aplicacién muy generales, como el capitulo III de Begriffsschrift,
donde tinicamente una serie de condiciones sintacticas limita la generalidad
que expresan las letras y, adicionalmente, hay un grupo de letras (como, por
ejemplo, ‘z’ o ‘F’) que tienen una interpretacién unica.

Aunque la nocién de contexto de aplicacién es méas general que la de
marco, ambas estdn estrechamente relacionadas: ambas imponen condicio-
nes que limitan la aseverabilidad de las expresiones de la conceptografia vy,
consecuentemente, la generalidad que expresan las letras. Sin embargo, es-
tas condiciones se aplican de modos distintos. Por un lado, un contexto de
aplicacién impone una restriccion general a las letras de la conceptografia,
segun la cual éstas, en todas sus apariciones dentro del contexto de aplica-
cién, expresan generalidad Unicamente sobre expresiones que conciernen a
una disciplina determinada. Esta circunstancia no impide que una misma
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letra admita distintas lecturas; el contexto de aplicacién exige, sin embargo,
que todas estas lecturas sean compatibles con el &mbito de conocimiento al
que se aplica la conceptografia. Por el otro, un marco, en un contexto de
aplicacién o en conceptografia pura, impone restricciones de tipo local, que
no tienen por qué aplicarse fuera del marco. De hecho, en un mismo con-
texto de aplicacion, por ejemplo, el determinado por la aritmética, puede
haber distintos marcos. Asi, en el mismo contexto, una instancia aceptable
para una letra para argumento puede ser una féormula de la aritmética en
un marco y un numeral en otro marco.

En cualquier caso, determinar los componentes del recorrido de una ex-
presién en un contexto de aplicacién concreto es una cuestion delicada. Por
esta razén, va a considerarse con detalle mds adelante, en la seccién [2.3]

1.5 Naturaleza de la cuantificacion de Begriffs-
schrift

1.5.1 Introduccién

Es posible que las lecturas histéricas de Begriffsschrift estén influenciadas
por las presentaciones modernas de un sistema formal. No sin argumentos,
los comentaristas suelen extraer una semantica de Begriffsschrift, a menudo
coincidente en lo esencial con la propia de un sistema formal de segundo
orden. Siguiendo la interpretacién habitual de este texto, M. Beaney defiende
que Frege ofrece una interpretacion semantica de los cuantificadores:

“In 8§11, he [Frege] introduces his key symbol for the universal quantifier,
which involves inserting in the content stroke a concavity (Hohlung) in
which the letter indicating the argument is placed:

He—&(a).

This is understood as representing the judgement that ‘the function
[P] yields a fact whatever is taken as its argument’, i.e. that everything
has the property @ (for all x, Fx — ‘(Vz)Fz’ as it would be formalized
in modern notation).” [Beaney, 1997, pp. 378-379]

Desde la perspectiva de esta interpretacién tradicional, que es compar-
tida, por ejemplo, por P. Sullivarﬂ es extraordinariamente sorprendente
que Frege hubiese desarrollado, ya en 1879, practicamente todos los elemen-
tos que, de acuerdo con los estdndares actuales de rigor, un sistema formal

"0V éase ‘Frege’s Logic’ [Sullivan, 2004} p. 662].
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debe poseer. Hasta el momento, hemos tratado de mostrar que muchas de
las similitudes que posibilitan esta conclusiéon son meramente aparentes. Sin
embargo, articularemos més adelante, especialmente en los apartados [2.4.2]
N nuestra posicién contra la interpretacion de que la concepto-
grafia es un sistema formal de segundo orden. Especificamente, todas las
demostraciones y substituciones de Begriffsschrift pueden reconstruirse en
coherencia con una interpretacion fiel de la distincién entre funcién y argu-
mento y con la particular teoria de la cuantificacion que se desarrolla en este
texto. Uno de los mayores beneficios de esta perspectiva es que desaparece la
necesidad de salvar a Frege de sus propias imprecisiones: cada demostracion
puede ser explicada con naturalidad sin constrenirse a las herramientas que
proporciona un calculo de segundo orden.

En esta seccion defenderemos que la interpretacion tradicional es errénea
principalmente por su sumisién a una perspectiva moderna en un aspecto
particular: la presencia de semantica en la conceptografia.

1.5.2 Interpretacion de las letras

Hay tres aspectos que se pueden discernir en la interpretacién tradicional
de Begriffsschrift y que son relevantes para la discusién presente: las letras
para argumento son variables individuales; su dominio es absolutamente
universal, esto es, comprende la coleccion de todos los objetos del universo; y
las funciones de Begriffsschrift, siendo identificadas con propiedades, pueden
ser cuantificadas. El primer y el tercer aspecto van asociados a la defensa
de la tesis segun la cual la conceptografia de Begriffsschrift es un sistema
formal de segundo orden. El segundo aspecto, en cualquier caso, forma parte
de la interpretacién comun de los trabajos de Frege.

En lo sucesivo, discutiremos en detalle estos tres aspectos. En primer lu-
gar, nos centraremos en la interpretacion de las letras para argumento. En el
apartado hemos planteado que, dejando de lado el fragmento proposi-
cional de la conceptografialﬂ la interpretacion de las letras para argumento
en una férmula aislada no puede ser uniforme. En este apartado se desa-
rrollard esta conclusion mediante un analisis de cémo la ambigiiedad de las
letras para argumento persiste en la complementaciéon de la conceptografia
con la aritmética.

51Esto es, la presentacién o derivacién de las Proposiciones (1) a (51) de Begriffsschrift.
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Consideremos la Proposicion (58) de Begriffsschrift:

Pr. (58) ) ;EZ)) (1.12)

Esta proposicion es una ley basica de la conceptografia y una de las méas
fundamentales en las derivaciones de Begriffsschrift. Expresa que:

No puede afirmarse que f(a) es un hecho para todo argumento
que pueda ocupar la posiciéon de ‘a’ y, a la vez, negarse que, para
un argumento ‘¢’ aceptable cualquiera, f(c) es un hecho.

Esta afirmacién es extremadamente general: tiene multiples aplicaciones.
La generalidad de (58) puede ser apreciada en los teoremas que se deducen
de esta ley béasica y de la substituciones que se le aplican.

Claramente, las letras para argumento pueden ser interpretadas como le-
tras que refieren a objetos, esto es, como letras cuyas instancias son nombres
de objetos. Asi, podemos considerar una instancia de (58) como la siguiente:

m-0=0

(1.13)
>—n-0=0.
Para la obtencién de ([1.13]), se ha reemplazado ‘a’ por ‘n’, ‘¢’ por ‘m’ y
‘f(a)” por ‘a-0 = 0. En este contexto de aplicacién particular, las tinicas
instancias adecuadas para ‘n’ y ‘m’ son numerale

52Frege ofrece una instancia del mismo tipo, en un contexto no aritmético, a través de
una lectura posible de la Proposicién (59):

I .°‘|_f

Pr. (59)

“For example, let b mean an ostrich; that is, an individual animal belonging
to this species; g(A) mean “A is a bird”; f(A) mean “A can fly”. Then we
have the judgement: “If this ostrich is a bird and cannot fly, then it follows
that some birds cannot fly[”].” [Frege, 18794} §22, p. 163]

En este caso, la letra para argumento cuantificada ‘a’ es interpretada como una letra para
objetos, la letra para argumento ‘b’ como el nombre de un objeto y las letras funcionales
‘f’y ‘g’ como nombres de propiedades.
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Sin embargo, (|1.13)) no ejemplifica la tinica posible interpretacién de (58).
Podemos considerar una instancia de (58) de una naturaleza completamente
distinta:

—n=m
—n=n
. (1.14)
ST 8(m)
La férmula resulta de aplicar a (58) el cambio alfabético de ‘@’
por ‘§’ y las 81gulentes substituciones: ‘¢’ ha sido reemplazada por ‘n = 3’

y ‘f(a) por la expresion:
— 1 a(m)

~

—a(n).

La posibilidad de leer la Proposicién (58) del modo siguiente:
(9)

|_|:f g (1.15)

explica la razoén por la cual pueden admitirse con naturalidad instancias
como El

Es innecesario completar la conceptografia con una ley bédsica como
- las férmulas (1.13) y (1.14]) son instancias de la misma Proposicién
(58). Dado que ambas formulas comparten la forma légica con (58), la tinica
limitacién que se les aplica es la necesidad de ser analizadas en términos de
la funcién del argumento de modo consistente con la lectura que hemos ex-
traido de (58). De hecho, puede leerse exactamente del mismo modo
que (58):

53 A partir de la férmula (T.14)) y con la ayuda de la Proposicién (8) de Begriffsschrift y
del siguiente teorema:

F—n=n,
puede deducirse el resultado siguiente:
n=m
& §(m)
3(n),

que es el principio de identidad de indiscernibles.

54Para la obtencién de se ha substituido ‘a’ por ‘§F’ y ‘¢’ por ‘g’. Hay que tener en
cuenta que la substitucién de ‘@’ por ‘§’ conlleva modificar de la generalidad que expresa la
letra ‘f’. Al fin y al cabo, las instancias de ‘a’, aquellas que preservan la aseverabilidad de
la Proposicién (58), no tienen por qué ser instancias aceptables de ‘F’ en la férmula .
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No puede afirmarse que f(§) es un hecho para todo argumento
que pueda ocupar la posicion de ‘§’ y, a la vez, negarse que, para
el argumento ‘g’, f(g) es un hecho.

De acuerdo con esta lectura, una instancia posible de ‘n’ en es‘m’y
la correspondiente para ‘§’ en es ‘n=p".

La formulacién del ejemplo y, adicionalmente, la extraccién de las
distintas lecturas de la Proposicién (57) que se han discutido en el apartado
son razones poderosas contra la identificacién de las letras para argu-
mento con variables individuales. Nos hemos limitado a seguir la practica
de Frege en Begriffsschrift para formular estos ejemplos. En primer lugar,
la transicién de (58) a es analoga a la que Frege lleva a cabo en la
demostracién de la Proposicién (77), cuando escribe en lugar de (68).
En segundo lugar, en la demostracién de la Proposicién (93), Frege lleva a
cabo ciertas substituciones en una instancia de (58), que son similares a las
que hemos aplicado para obtener . En el apartado ofreceremos
explicaciones detalladas de las demostraciones de las Proposiciones (77) y
(93).

El marco de cada uno de nuestros ejemplos, que ha sido especificado
mediante las substituciones que se aplican a (58), determina el recorrido de
las letras en cada instancia, limitandolo de modos distintos. Las instancias
posibles para una letra cuantificada nunca son objetos, propiedades, rela-
ciones o proposiciones, sino expresiones. Y no hay una forma homogénea de
considerar este recorrido de expresiones.

1.5.3 Ausencia de un dominio universal para las letras

De forma casi unanime, las letras de argumento suelen interpretarse como
variables individuales, con un dominio absolutamente ilimitadolfl Asi lo
plantea G. Boolos en ‘Reading the Begriffsschrift’:

5La posicién de T. W. Bynum respecto al dominio de las letras para argumento en
Begriffsschrift ejemplifica la interpretacion estandar:

“Arithmetic, according to Frege, is the scientific discipline concerned with
numbers; therefore the range of arguments of its functions is the numbers.
Maintaining a strict analogy with this view of arithmetic, one can say that,
if logic is that scientific discipline concerned with anything at all, then the
range of arguments of its functions should be anything at all.” [Bynum, 1972|
p. 62]

Bynum también afirma que este dominio es el universo sin restriccién: “not a limited
“universe of discourse”, but the universe” [Bynum, 1972] p. 64, nota 44].
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“[I]t appears that Frege did intend the first-order variables of the
Begriffsschrift to range over absolutely all of the “objects”, or things,
that there are. In any event even if Frege did envisage applications
in which the first-order variables were to range over some but not all
objects, it seems perfectly clear that he did allow for some applications
in which they do range over absolutely all objects. And because a use of
the Begriffsschrift in which the variables do not range over all objects
that there are can, by introducing new relation letters to relativize
quantifiers, be treated as one in which they do range over all objects,
we shall henceforth assume that the Begriffsschrift first-order variables
do range over all objects, whatever an object might happen to be.”
[Boolos, 1985, p. 339]

Ya hemos argumentado en contra de esta interpretaciéon de la cuantifica-
cién de Begriffsschrift. La presencia de un recorrido especifico de expresiones
aceptables para tomar el lugar de una letra cuantificada, determinado en ge-
neral por un contexto de aplicacion y delimitado en cada caso concreto por
un marco, es una fuente de evidencia contra esta tesis. De hecho, como es
patente con las instancias de la Proposicién (58) propuestas, es posible que
el recorrido de una letra, en un mismo contexto de aplicacién, no contenga
las mismas expresiones en dos marcos distintos. Asi, el recorrido de posibles
instancias para una letra cuantificada es relativo a un contexto de aplicacion
y, en cada contexto, a un marco determinado.

Ademds, la tesis defendida por Boolos obligaria a interpretar uniforme-
mente las letras para argumento. Sin embargo, la posibilidad de interpretar
con total naturalidad una misma letra para argumento de formas incompa-
tibles, que hemos explorado con detalle en los apartados imposibilita
esta interpretacion unitaria.

En dltimo término, podria razonarse que una interpretacién uniforme de
las letras de la conceptografia, como la que propone Boolos, se extrae de una
lectura de los comentarios con los que Frege presenta algunas proposiciones
de Begriffsschrift. Discutiremos esta lectura en el apartado

1.5.4 Imposibilidad de cuantificar sobre funciones

De acuerdo con la interpretacion tradicional de Begriffsschrift, la cuantifi-
cacion de las letras funcionales tiene un cardcter semantico y es asociada a
la cuantificacién sobre variables de predicado en léogicas de segundo orden.
El punto de partida de esta asociacién es una lectura sesgada de pasajes
de este texto, mientras que para su desarrollo se recurre a consideraciones
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parciales acerca de las demostraciones que tienen lugar en los capitulos II y
III de Begriffsschrift. De acuerdo con el planteamiento del Frege respecto a
la nocién de generalidad, cualquier simbolo en un juicio puede ser tomado
como el argumento y ser cuantificado. En particular, las letras funciona-
les pueden ser cuantificadas. Algunos comentaristas modernos toman esta
circunstancia como la evidencia de que las funciones son cuantificadas en
Begriffsschrift y que, por tanto, la conceptografia contiene, o deberia conte-
ner, cuantificaciéon de orden superioﬂ M. Beaney ejemplifica en The Frege
Reader [Beaney, 1997] este planteamiento con un comentario acerca del con-
tenido de la Proposicién (76)@

“It should be noted that (PA) [Proposition (76)] involves quantification
over functions; i.e. presupposes second-order predicate logic. Frege did
not at the time of BS [Begriffsschrift] distinguish between first-order
and higher-order quantification, and his derivation of formula 77 in fact
requires amendment.” [Beaney, 1997, p. 76, nota 52]

Comentaremos pormenorizadamente la demostracién de la Proposicién
(77) en el apartado y valoraremos el intento de reparar (desde el punto
de vista de la 16gica actual) esta misma derivacién en el apartado

Si prestamos atencion a la distincién desarrollada en Begriffsschrift, la
cuantificacién sobre funciones, propiamente, no tiene lugar. Frege establece
claramente que el simbolo que se reemplaza por una letra cuantificada es
siempre el argumento, dado que es tomado como el componente reemplaza-
ble. La funcién, entendida como el componente fijo, nunca es cuantificada.
En consecuencia, no tiene sentido afirmar que las funciones en Begriffsschrift,
tal y como Frege realmente las presenta, pueden cuantificarse.

Seamos claros respecto al planteamiento al que queremos oponernos.
Cuando la posibilidad de cuantificar sobre funciones es defendida, a menudo
conlleva la asociacion entre las funciones fregeanas y las propiedades. Pro-
bablemente, esta perspectiva estd influenciada por la posicién de Frege al
respecto en Grundgesetze. Desde este punto de vista, una letra funcional,

®6E] planteamiento de T. W. Bynum en ‘On an Alleged Contradiction lurking in Frege’s
Begriffsschrift’ [Bynum, 1973 p. 286] es un referente significativo de la interpretacién
a la que nos oponemos. Véase también la afirmaciéon de P. Sullivan en ‘Frege’s Logic’
[Sullivan, 2004} p. 667].

5TLa Proposicién (76) contiene notacién que aun no se ha explicado, y que serd detallada-
mente considerada en el apartado[2:4:1] Sin embargo, para la presente discusién tnicamente
es necesario apreciar en (76) la circunstancia de que contiene una cuantificacién de una
letra funcional.



62 CAPITULO 1. FUNCION-ARGUMENTO EN BEGRIFFSSCHRIFT

siendo vista como funcién en la expresién en la que aparece, expresa ge-
neralidad sobre propiedades o relaciones y es interpretada, en consecuencia,
como una variable de predicado. Por lo tanto, lo que realmente se defiende es
que en Begriffsschrift hay una cuantificacién sobre propiedades, esto es, una
suerte de cuantificacién de segundo orden. Ahora bien, esta interpretacion
no es aceptabld’}

Es cierto que, de algin modo, hay una analogia entre una funcién de
Begriffsschrift y una propiedad: pueden detectarse muestras de ello a lo largo
del capitulo III, como veremos en el apartado Ahora bien, la realizacién
de esta analogia requiere asimilar la nocion de funcion de Begriffsschrift con
la nocién de funciéon de Grundgesetze. El paso de tratar las propiedades
(o conceptos) y relaciones como funciones de cierto tipo no es en absoluto
inmediato. De hecho, la primera elaboracion de este tratamiento aparece
por primera vez en 1891, en Funktion und Begriff [Frege, 1891]. Como Frege
observa en el Prélogo de Grundgesetze, ésta es una diferencia esencial entre
las nociones de funcion de Begriffsschrift y Grundgesetze:

“Moreover, the nature of functions, in contrast to objects, is characteri-
sed more precisely [in Grundgesetze] than in Begriffsschrift. Further,
from this the distinction between functions of first and second level
results. As elaborated in my lecture Funktion und Begriff, concepts
and relations are functions as I extend the reference [Bedeutung] of the
term, and so we also must distinguish concepts of first and second level
and relations of equal and unequal level.” [Frege, 1893 p. x]

Si Frege hubiese explotado, ya en Begriffsschrift, la analogia entre la
nocion de funcién y la de propiedad o concepto, como se defiende tan a
menudo, de tal manera que la cuantificacion de ‘F’ fuese indudablemente una
cuantificacién sobre propiedades o conceptos, no mencionaria la extensién
del significado del término, sino que se referiria inicamente a una cuestion
de detalle. Y, atin mas, Frege nunca habria afirmado que “Begriffsschrift
(...) no longer corresponds entirely to my present standpoint” [Frege, 1893,
§11, p. 5, nota 1] refiriéndose a la nocién de funcién de Grundgesetze. Esta
posibilidad, a la luz de la cita ofrecida, es dificil de aceptaﬂ

58Partiendo de un anglisis comparativo de la presentacién de la cuantificacién en Grund-
gesetze y Begriffsschrift y, adicionalmente, fruto de un comentario acerca del caracter
particular de las substituciones en Begriffsschrift, R. Heck y R. May llegan a la misma
conclusién en ‘The Function is Unsaturated’ [Heck; May, 2013], pp. 831-833].

®Las diferencias entre la perspectiva de Frege en Begriffsschrift y en Grundgesetze,
especialmente respecto a las divergencias entre los esquemas funcién-argumento y concepto-
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Esta completamente fuera de cuestién que si la conceptografia se trans-
formase, sea cual sea la razén de tal transformacion, en un sistema formal
moderno, entre la multitud de cambios significativos que habria que realizar,
toda cuantificacién de una letra funcional deberia interpretarse como una
cuantificaciéon de una variable de predicado. Estos cambios presentan mul-
titud de problemas; por ejemplo, la reconstruccion de algunas derivaciones,
como veremos en el apartado Sin embargo, nuestra voluntad presente
no es discutirlos; estamos defendiendo que esta transformacién no es fiel a
Begriffsschrift.

Ciertamente, hay muchos contextos de aplicacién en los cuales las ins-
tancias de las letras funcionales son predicados. No estamos negando de
esta posibilidad, sino defendiendo que éste no es el Unico contexto en el cual
puede aparecer una letra funcional. En la exposiciéon precedente, hemos ar-
gumentado contra la presencia de una interpretacion homogénea para las
letras funcionales de Begriffsschrift y, en particular, contra la tesis segin
la cual, de acuerdo con esta interpretaciéon, las letras funcionales pueden
ser substituidas unicamente por predicados. De hecho, hay marcos en los
que esta substitucion no es ni siquiera posible, como se ha mostrado en los
apartados y

A lo largo de este apartado se ha defendido, por un lado, que una letra
funcional no tiene dominio de cuantificacion, sino un recorrido de expresiones
por las que puede substituirse y, por el otro, que este recorrido no puede
determinarse de antemano. Aunque en un contexto de aplicacién y un marco
particulares sea posible especificar qué expresiones pueden ocupar el lugar
de una letra funcional, no es en absoluto necesario que estas expresiones
refieran a propiedades. En consecuencia, las letras funcionales no poseen
un dominio de interpretacion general y completamente determinado que
consista en propiedades o relaciones.

1.5.5 Comentarios elucidatorios

Si bien Frege no se ocupa de establecer la seméantica de las letras de la
conceptografia, ofrece algunas indicaciones, por medio de comentarios elu-
cidatorios, para hacer mas comprensible y accesible su explicacién. Estos

objeto, raramente se detectan y, excepto en contadas ocasiones, nunca son consideradas
apropiadamente. Por ejemplo, D. Macbeth entiende en Frege’s Logic que estas diferencias
no son realmente esenciales, y que consisten en una caracterizacién mas precisa a través de
la introduccién de niveles funcionales [Macbeth, 2005 pp. 74-75]. Por contra, R. Heck y
R. May mencionan en ‘The Composition of Thoughts’ [Heck; May, 2011} pp. 129-134] las
razones de las profundas divergencias al respecto que pueden localizarse en Begriffsschrift
v Grundgesetze.
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comentarios son explicaciones informales que aparecen ocasionalmente jun-
to a alguna proposicién en Begriffsschrift.

Los comentarios elucidatorios de Frege suelen considerarse una evidencia
textual en favor de una interpretacién particular de las letras, que habitual-
mente se asocia con la propia de la logica de segundo orderﬂ G. Boolos, en
‘Reading the Begriffsschrift’ [Boolos, 1985], asi lo atestigua:

“If we look at the Begriffsschrift, we find that when Frege wishes to
decipher his relation letters and second-order quantifiers, he uses the
terms ‘property’, ‘procedure’, ‘sequence’; he uses the terms ‘result of
an application of the procedure’ and ‘object’ to tell us what sorts of
things free variables like ‘2’ and ‘y’ denote.” [Boolos, 1985| p. 337]

Estas referencias por parte de Frege son innegables y pueden hallarse sin
dificultad y en repetidas ocasiones a lo largo de Begriffsscrhift. Sin embar-
go, un andlisis detallado muestra que la cuestiéon debe considerarse desde
otra perspectiva. Basicamente, en Begriffsschrift hay dos tipos de comen-
tarios elucidatorios intercalados en el grueso de la exposicién. Por un lado,
Frege propone ejemplos concretos para alguna de las proposiciones de la
conceptografia y, por el otro, ofrece lecturas canodnicas de los elementos de
su simbolismo, sin asistirse por ello de ejemplos concretos, sino recurriendo
a términos abstractos.

Ejemplos concretos

Hay multitud de casos del primer tipo de comentarios, que se concentran
casi exclusivamente en el capitulo II de Begriﬁsschriﬂﬂ Puede decirse que
su finalidad no es tanto explicativa como ejemplificadora: el autor no sélo
traduce algunas de las proposiciones de la conceptografia al lenguaje natural,
sino que propone una interpretaciéon concreta, adaptada al contexto en el
que se hallan, para hacerlas plenamente accesibles. Un buen ejemplo es el
comentario de Frege de la Proposicién (5):

50Puede verse un claro ejemplo en el planteamiento de S. Russinoff en ‘On the Brink
of a Paradox?’ [Russinoff, 1987, p. 129]. La defensa de la autora de la presencia de una
interpretacién particular en Begriffsschrift serd exhaustivamente tratada en el apartado

@Aparecen a lo largo del capitulo II de forma repetida entre los parrafos §14 y §18
[Frege, 1879al, p. 137; pp. 139-140; p. 144; pp. 145-146; pp. 154-155; pp. 157-158], y en
casos puntuales en el capitulo III: en los pérrafos §22, en §24 y §27 [Frege, 1879al p. 163;
pp. 169-170; p. 177].
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“As an example of (5), let

a be the circumstance that the piece of iron F becomes
magnetized,

b be the circumstance that a galvanic current flows through
the wire D,

¢ be the circumstance that the key T is depressed.

We then obtain the judgment:

“If the proposition holds that E becomes magnetized as
soon as a galvanic current flows through D;

if further the proposition holds that a galvanic current
flows through D as soon as T is depressed;

then E becomes magnetized if T' is depressed”.” [Frege, 1879al,
§15, p. 144]

La Proposicién (5) no contiene constantes, sino letras y, sin embargo,
Frege lee cada una de ellas como oraciones concretas. Con ello, el autor
plantea un posible contexto de aplicacién, en el que las letras se interpretan
proposicionalmente: este ejemplo sugiere cémo interpretar expresiones del
mismo tipo. Pero, como es natural, esta interpretacién tiene aplicacién ni-
camente en contextos proposicionales. Un ejemplo, al fin y al cabo, puede
ser indicativo de una manera apropiada de interpretar una féormula si de él
se extrae una regla que se aplica a todos los ejemplos del mismo tipo. De
modo que la cuestion es si, en otro contexto de aplicacion, esta instancia de
(5) es un mero ejemplo o plantea una interpretacién que pueda aplicarse en
general. En (5), las letras para argumento, como Frege indica, se interpretan
proposicionalmente. Ahora bien, esta misma interpretacion no es coherente
con otros contextos en los que aparecen estas letras.

Las letras para argumento de la Proposicién (58):

Pr. (58) ] ;8 (T12)
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pueden interpretarse proposicionalmente, aunque también pueden aparecer
en contextos de aplicacién distintos que exijan otra interpretacion. La férmu-
la ([1.13]), que se ha presentado en el apartado m es un ejemplo en el que
las letras para argumento se interpretan como letras que refieren a objetos.
Ahora bien, si se reemplaza ‘f(«)’ por la expresion:

T«

(%

en (58):

a,

entonces tanto ‘a’ como ‘¢’ tienen interpretacion proposicional.

En consecuencia, este ejemplo para la Proposicién (5), y todos los que le
son analogos, debe verse como indicador de la interpretacion que Frege prevé
para un contexto de aplicacién concreto. Pero este tipo de interpretacién
no puede establecerse como una regla general. Por ello, es conveniente no
tomar estos ejemplos méas que como una complementacion a la exposicién
sistematica del simbolismo de la conceptografia. Es en esta exposicion, por
otro lado, donde es claro que las letras para argumento, entre otras posibles,
pueden tener una interpretacién proposicional.

Traducciones al lenguaje natural

Los comentarios del segundo tipo son de cariz més abstracto; no son, como
los comentarios del primer tipo, ejemplificaciones concretas, sino que propor-
cionan lecturas generales de proposiciones de la conceptografia. Estas lectu-
ras, de caracter informal y expresadas en lenguaje natural, se aplican tanto
a los simbolos 16gicos como, especialmente, a las letras; su particularidad es
que plantean una interpretacién para estos componentes. Normalmente, es-
tas lecturas restringidas se enmarcan en un contexto de aplicacién concreto
en el que hay simbolos que determinan la interpretacién de las letras.

Un caso paradigmaético en Begriffsschrift es gran parte del capitulo III,
en el que la conceptografia es usada como herramienta en un contexto de
aplicacién de caracter logico. Este contexto de aplicacién posee letras es-
pecificas, que tienen una interpretacion particular y que, por lo tanto, deben
diferenciarse claramente de las letras propias de la conceptografia pura. Por
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ejemplo, Frege usa ‘f’ como parametro para un procedimiento, ‘F’ como
letra que refiere a propiedades y ‘x’, ‘y’, ‘2’ 0 ‘m’ como letras que refieren
a objetos. En el apartado [2.4.1] detallaremos el contexto de aplicacién de la
conceptografia presente en el capitulo III y el uso especifico que se hace en
él de estas letras.

Consideremos un ejemplo concreto de comentario del segundo tipo. La
Proposicién (72) contiene algunos de los simbolos que acabamos de conside-
rar:

| F(y)

— f(z,y)

— F(2)
Her(F),

Pr. (72)

Tras su demostracion, Frege proporciona una lectura informal de esta
proposicién®}

“If the property F is hereditary in the f-sequence; and if x has the
property F, and if y is a result of an application of the procedure f to
x: then y has the property F.” [Frege, 1879a), §25, p. 171]

Claramente, tanto ‘f’ como ‘¢’ o ‘y’ determinan la interpretacién de la
formula en conjunto. Sin embargo, este ejemplo, y todos los del mismo tipo,
presenta las mismas dificultades que los ejemplos del primer tipo: de él puede
extraerse una interpretacién aplicable a cualquier representante de su mismo
contexto, pero no generalizable a cualquier otro contexto de aplicacién. No
hay duda de que el significado de la Proposicién (72) indica que el recorrido
de sus letras para argumento contiene expresiones que denotan objetos, y
el de sus letras funcionales, expresiones cuya denotacion son propiedades.

52La Proposicién (72) contiene una mencién a la nocién de propiedad hereditaria, que
tiene gran relevancia en el capitulo III de Begriffsschrift. Esta nociéon se define en la
Proposicién (69):

¢ F(a) 5§ F(a)
Pr. (69 =
r- (69) I— Ef(a,a) = | |
a  f(a),
En la Proposicién (72) abreviamos la notacién fregeana de la nocién de propiedad hereditaria
mediante ‘Her(F)’. Se ofrecera una explicacién detallada de esta nocién en el apartado

BLT
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En esta misma direccién lo plantea Frege en su comentario. Una instancia
adecuada de (72) puede ser la siguiente:

I y+1#y

—a+1=y

—— 2+ 1#zx
Her(a + 1 # «),

donde se ha substituido ‘F(a)’ por ‘a+1# o’y ‘f(a,B) por ‘a+1= 3.
Reproduciendo literalmente la formulacién de Frege, esta instancia puede
expresarse informalmente en un contexto aritmético como sigue:

Si ser distinto del sucesor es una propiedad hereditaria y x es
distinto de su sucesor y ademas y es el sucesor de z, entonces y
es distinto de su sucesor.

No hay que olvidar cuél es el contexto de aplicacién en el que tienen lugar
los representantes de este segundo tipo de comentarios elucidatorios: la gran
mayoria aparecen en el capitulo III de Begriﬁsschrif@ Como discutiremos
en el apartado este contexto de aplicaciéon, aunque de naturaleza abs-
tracta, es el de la definicién l6gica de algunas nociones aritméticas. Asi pues,
es comprensible que la lectura de estas proposiciones esté plenamente ligada
a la interpretacién habitual de los simbolos de la aritmética.

53Los comentarios elucidatorios de este segundo tipo aparecen tinicamente en dos ocasio-
nes fuera del capitulo III. En primer lugar, en la seccién dedicada a funciones [Frege, 18794
§10, p. 129], Frege plantea una lectura de las expresiones analizadas en términos de funcién
y argumento. Segin esta lectura, una expresién como ‘@(A)’ expresa que A tiene la propie-
dad @. Esto parece sugerir que ‘A’ es el argumento y ‘@’ la funcién, y que siempre deberia
ser asi. Pero, asimismo, mdas que imponer una interpretacién tnica para una expresién
con componentes indeterminados, en realidad Frege ofrece una lectura paradigmética de
las expresiones de la forma ®(A), que las haga accesibles y las conecte con la tradicién.
De hecho, a continuacién Frege afirma que en ‘@(A)’, ‘@’ puede ser el argumento, lo cual
es dificilmente conciliable con la lectura propuesta. En Begriffsschrift no se introducen
niveles funcionales, por lo que no tendria sentido, en el contexto de este texto, afirmar que
una funcién es el argumento de otra funcién (de nivel superior).

En la misma linea puede situarse la segunda ocasiéon en la que Frege recurre a este
tipo de comentarios elucidatorios fuera del capitulo III de Begriffsschrift [Frege, 1879a)
§12, pp. 134-135]. En este caso, segiin lo expuesto en el apartado el autor propone
una lectura tradicional, en términos de objetos y propiedades, de los juicios categoricos
bésicos. Probablemente, la finalidad de Frege es mostrar que los enunciados categéricos
son expresables en la conceptografia, de modo que puede probar que su légica contiene
toda la logica tradicional, cosa que, en 1879, no sucede en la légica de tradicién algebraica
originada en Boole.
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Naturalmente, la interpretacion que se desprende de estos ejemplos es
una interpretacién posible para los simbolos de la conceptografia en un con-
texto de aplicacién particular. Pero es importante tener en cuenta que no
es la unica, ni para cualquier contexto ni para este contexto de aplicacion
en concreto. Ya se ha discutido esta cuestién y se han proporcionado ejem-
plos de cémo el contexto de aplicacion modifica las instancias adecuadas
de una misma letra en una férmula de la conceptografia. El simbolismo de
la conceptografia posee una flexibilidad expresiva suficiente como para ser
coherente con distintas interpretaciones.

Ademsds, la lectura que ofrece Frege de las proposiciones de Begriffs-
schrift mediante este tipo de ejemplos, leida desde el punto de vista actual,
contradice en algunos aspectos relevantes su propia exposicién. Dicho en
otras palabras, si los comentarios del autor se entienden como la imposicion
de una interpretaciéon particular del simbolismo, son incompatibles con su
exposicién precedente. Ahora bien, si se toman como lecturas posibles de las
proposiciones, segun las cuales las letras se interpretan en conformidad con
el contexto en cuestién, son perfectamente consistentes. Esta circunstancia
es clara en ejemplos concretos. Una expresién de la conceptografia como la
siguiente:

71— f(a)
—g(a)

puede leerse, entre otras opciones determinadas por el contexto de aplica-
cién, como:

V() = (),
o bien como:

VX (o(X) = (X)),

y cada versién recibiria por parte de Frege un comentario distinto. Prueba
de ello es la Proposicién (68), cuya doble lectura es manifiesta en la demos-
tracién de la Proposicién (77), que a su vez analizaremos en el apartado
y que consideraremos extensamente en el apartado

A diferencia del primer tipo de comentarios elucidatorios, que englo-
ba ejemplificaciones de proposiciones de la conceptografia, el segundo tipo
de comentarios corresponde a traducciones al lenguaje natural del conteni-
do de férmulas de la conceptografia. Frege introduce comentarios de este
segundo tipo mediante un conjunto limitado de expresiones: vincula cada
férmula relevante con el comentario correspondiente por medio de verbos y
expresiones especificos. Un anélisis lingtiistico de este conjunto de expresio-
nes posibilitara considerar con mayor detalle estos comentarios, tanto por
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lo que respecta a su contenido como a las razones de Frege para su uso.
Por lo general, el autor distingue consistentemente dos modos de trasladar
al lenguaje natural expresiones de la conceptografia. En primer lugar, usa
el verbo ‘bedeuten’ (que es traducido al inglés como ‘mean’ o ‘stand for’)
para dar cuenta de la forma logica general de las proposiciones. Asi, tras la

siguiente expresion:
|—|:A
o X(a)

“[Bledeutet, dass der Fall, wo —*— X (a) bejaht und A verneint wird,
nicht eintritt.”@ [Frege, 1964al §11, p. 20]

consta el comentario:

En segundo lugar, Frege usa los verbos ‘dibersetzen’ (traducido al inglés
como ‘translate’), ‘wiedergegeben werden’ (‘be rendered’), ‘besagen’ (‘mean’
o ‘say’), ‘aussprechen’ (‘express’), ‘ausdriicken’ (‘mean’ o ‘express’), o las
expresiones ‘man lesen kann’ (‘can be read’) o ‘ein anderer Ausdrick ist’
(‘another way of expressing it is’) para ofrecer una interpretacién semanti-
ca especifica de las expresiones de la conceptografia. Normalmente, tras el
uso del verbo ‘ibersetzen’, la indicacion semantica figura entre comillas. En
general, por medio de estas expresiones, Frege pretende mostrar que las pro-
posiciones de la conceptografia pueden leerse de un modo natural, y que su
significado puede ser, en algunos contextos, adecuado para una teoria co-
mo la aritmética. Por lo tanto, son estas expresiones las que encabezan el
segundo tipo de comentarios elucidatorios.

En ninguna ocasién en Begriffsschrift Frege ofrece explicaciones semanti-
cas generales, que son las que propiamente corresponden a la conceptografia,
mediante expresiones del segundo grupo como ‘ubersetzen’ o ‘aussprechen’.
Sin embargo, no siempre usa exclusivamente estas expresiones para introdu-
cir lecturas en el lenguaje natural: hay al menos tres ocasiones en las que
el autor usa el verbo ‘bedeuten’ para introducir comentarios semanticos de
cardcter informal®|

64 «[S]ignifica que no sucede el caso en el que —>— X (a) es afirmado y A negado.”
55No parece haber ningtin criterio que justifique esta variacién. Las tres excepciones al
uso consistente del verbo ‘bedeuten’ por parte de Frege son las siguientes:

1. “Dies bedeutet: ,,was auch a sein mag, X (a) ist immer zu verneinen“, oder: ,etwas
was die Eigenschaft X habe, giebt es nicht“; oder, wenn wir etwas, was die Eigens-
chaft X hat, ein X nennen: ,es giebt kein X* [Esto significa: <para cualquier a,
X (a) debe siempre ser negado>, 0: <no hay nada que tenga la propiedad X>; o,
cuando llamamos a algo que tiene la propiedad X un X: <no hay ningin X>.].”
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Por otro lado, hay multitud de casos en Begriffsschrift en los que Frege
usa en un mismo contexto ambos tipos de expresiones, pero respetando el
uso que reserva a cada uno de ellos. Asi pues, cada tipo de explicacion,
sea general o especifica, recibe una introduccién distinta. Tras la expresion
siguiente:

He———P(a)

consta:

“[Bledeutet: ,,dem a kann keine solche Bedeutung gegeben werden,
dass P(a) und ¥(a) beide bejaht werden konnten“. Man kann daher
iibersetzen: ,was die Eigenschaft ¥ hat, hat nicht die Eigenschaft P,
oder ,kein ¥ ist ein P“.”m [Frege, 1964al, §12, pp. 23-24]

Finalmente, en los capitulos II y III de Begriffsschrift, Frege incluye en
multitud de ocasiones comentarios elucidatorios de tipo seméantico sin ningtin
tipo de introduccién, esto es, sin recurrir a expresiones del segundo grupo
que se ha destacado. Por ejemplo, tras la Proposicién (97)@

d %f(x’yayﬁ)
Pr. (97) — ‘ (
a  f(6,a),

[Frege, 1964al §12, p. 23]

2. “(...) bedeutet daher: ,einige M’s sind P’s“, oder ,es ist moglich, dass ein M ein P
sei“ [(...) por consiguiente significa: <algin M es P>, o <es posible que un M sea
un P>.].” [Frege, 1964al §12, p. 24]

3. “(77) bedeutet [(77) significal:

Wenn y in der f-Reihe auf x folgt; wenn die Eigenschaft F' sich in der
f-Reihe vererbt; wenn jedes Ergebnis einer Anwendung des Verfahrens
f auf x die Eigenschaft F hat: so hat y die Figenschaft F [Siy sigue a
x en la secuencia-f; si la propiedad F' es hereditaria en la secuencia-f;
si cada resultado de una aplicacion del procedimiento f a x tiene la
propiedad F': entonces y tiene la propiedad F.).” [Frege, 19644, §27, p.
62]

56 «[Slignifica: <no puede darse a a el significado de que P(a) y ¥(a) podrian ser ambos
afirmados>. Por consiguiente, puede traducirse: <lo que tiene la propiedad ¥ no tiene la

propiedad P>, o <ningin ¥ es P>.”
57La Proposicién (97) contiene, ademds de los simbolos para expresar propiedades
hereditarias, el stmbolo ‘%f(xw, yg)’, que expresa que f es una secuencia. El significado de

este simbolo serd convenientemente explicado en el apartado
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Unicamente figura:

“Die Figenschaft, in der f-Reihe auf x zu folgen, vererbt sich in der
f—Rez’he.”ﬁ [Frege, 1964al §28, p. 71]

Destacan en este analisis lingiiistico tres elementos clave. En primer lu-
gar, el contexto en el que aparece este segundo tipo de comentarios elucida-
torios estd vinculado, mayoritariamente, al uso de un conjunto limitado de
expresiones para introducirlos. En segundo lugar, Frege separa mediante el
uso de expresiones distintas modos diferentes de comentar las proposiciones
de la conceptografia: las explicaciones generales son introducidas mediante
expresiones distintas a las traducciones al lenguaje natural del contenido de
las proposiciones. Por iltimo, el autor no muestra absolutamente ningun
reparo en presentar los dos tipos de explicacién conjuntamente, como parte
de una aclaracién unitaria de su formalismo.

Es cierto que, una vez demostrada en el calculo de la conceptografia una
proposicion, puede garantizarse su rigor y la ausencia en dicha demostra-
cion de pasos intuitivos. Por ello, parece razonable ofrecer una lectura en el
lenguaje natural, como hace Frege, que busque, antes que imponer una inter-
pretacién al simbolismo, hacerlo accesible y comprensible. Muestra de ello es
que, entre este segundo tipo de comentarios elucidatorios, Frege simplifique
en su reformulacién en lenguaje natural la forma légica de una proposicién
recurriendo a una conjuncién, como por ejemplo en la lectura de la Proposi-
cién (72). De modo més llamativo, en ocasiones el autor expresa con palabras
las inferencias completas correspondientes a las demostraciones de algunas
proposicione@ Mediante estas lecturas de derivaciones completas, se pre-
tende mostrar que los procesos deductivos de la conceptografia pueden verse
como demostraciones matematicas comunes. Sin plantearlo explicitamente,
Frege espera que el lector aprecie que la simbologia de la conceptografia
anade rigor, pero que no se separa de la practica matematica habitual.

Bajo esta perspectiva, es posible entender que el autor aparentemente
incurra en inconsistencias con lo expuesto en el primer capitulo de Begriffs-
schrift. Asi lo confirma el hecho de que, aunque en estos comentarios las
letras se interpreten como letras que refieren objetos o a propiedades, en la
conceptografia las letras toman valores en un recorrido de expresiones (fijado
por el contexto de aplicacién y, en determinados casos, por cierto marco), no
en un dominio prefijado de entidades. En particular, la cuantificacion de la

58«La propiedad de sequir a x en la secuencia-f es hereditaria en la secuencia-f.”
59V éanse las Proposiciones (87), (91), (102), (108), (111), (114), (122), (124) y (126) de
Begriffsschrift.
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conceptografia no es referencial, contra lo que sugiere la lectura de Frege de,
por ejemplo, —S—": ‘die Eigenschaft §, was auch § sein mag’ [la propiedad
5, sea lo que pueda ser §|. Esta lectura estd motivada por la teoria légica
que fundamenta el uso de la letra para parametros ‘f’ y de las letras ‘x’, ‘y’
o ‘2’ en el capitulo III de Begriffsschrift. Asi pues, la lectura de ‘F’ como
una letra para propiedades posibilita expresar del modo habitual los cuan-
tificadores en el lenguaje natural, pero no modifica en absoluto su manejo
en el calculo.

En conclusién, los comentarios elucidatorios de Frege a algunas proposi-
ciones de Begriffsschrift, en conjunto, no pueden tomarse como una eviden-
cia textual en favor de una interpretacién unitaria y global del simbolismo
de la conceptografia. En particular, estos comentarios no permiten extraer
una interpretacion general de las letras, sean funcionales o para argumento.
Como tales, los comentarios del autor complementan y hacen accesible el
grueso expositivo de Begriffsschrift. Precisamente, es en la exposicién del
simbolismo de la conceptografia, y a lo largo de toda su aplicacién, donde
debe extraerse la naturaleza de sus elementos bdsicos; no en un contexto

especifico.






Capitulo 2

Loégica de Begriffsschrift

2.1 Introduccion

La conceptografia es un sistema formal con un conjunto de leyes bésicas y
una serie de reglas de inferencia. Dada la importancia que tiene la distincion
entre funcion y argumento en el lenguaje y la sintaxis de este sistema formal,
sus leyes bésicas estdn completamente estructuradas de acuerdo con esta
distincién. Andlogamente, las reglas de inferencia permiten operar tomando
esta estructura béasica como eje vertebrador. El resultado es un sistema for-
mal extraordinariamente singular, cuyas particularidades deben estudiarse
cuidadosamente.

En Begriffsschrift, la conceptografia sirve, en primer lugar, para obtener
las proposiciones légicas necesarias para, en segundo lugar, formular defi-
niciones légicas de nociones aritméticas y deducir, por medio de reglas de
inferencia, algunos teoremas relevantes. Este es el cometido de los capitu-
los II y III de Begriffsschrift, respectivamente. Las proposiciones de estos
capitulos son el resultado de derivaciones en las que intervienen unicamente
las herramientas logicas que proporciona la conceptografia: ademds de teo-
remas légicos, reglas de inferencia que permiten obtener verdades légicas a
partir de verdades légicas.

El objetivo de este capitulo es ofrecer una presentacién completa del
sistema formal contenido en Begriffsschrift. Esta presentacién se apoyard
en la exposicion precedente, especialmente en la explicacién de los simbolos
logicos de la conceptografia, y en nuestra reconstruccién de la distincion
entre funcién y argumento y de la nocién de generalidad. A partir de esta
introduccion, la segunda seccién , detallara los componentes de la con-
ceptografia: leyes bésicas y reglas de inferencia. En la tercera seccion , se

75
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expondran los procesos de substitucién de Begriffsschrift y se discutird si su
sistema formal contiene propiamente una Regla de substitucion. Por ultimo,
la cuarta seccién mostrard cémo Frege pone en funcionamiento estos
elementos en los capitulos Il y III de Begriffsschrift y, en particular, ofrecera
una reconstruccién pormenorizada de algunas demostraciones especialmente
relevantes.

2.2 Sistema axiomatico

La conceptografia, en tanto que sistema formal, dispone de un conjunto de
leyes basicas y de unas reglas de inferencia. En Begriffsschrift, el calculo que
resulta de ambos elementos es usado para expresar algunas proposiciones
de la aritmética por medio de herramientas puramente légicas. Ahora bien,
no es inmediato que este calculo sea equivalente a un sistema formal de la
légica actual. En particular, la tendencia a evaluar la conceptografia como
un sistema formal andlogo a los actuales ha generado cierta controversia
sobre la necesidad de anadir una Regla de substitucién a Begriffsschrift.

Se dedicara esta seccidn a exponer y discutir el sistema axiomatico de la
conceptografia: se desarrollara la nocién de ley basica, y se comentaran las
leyes basicas y las reglas de inferencia de la conceptografia.

2.2.1 Leyes basicas

Frege atribuye un estatuto especial a algunas de las proposiciones de Be-
griffsschrift, a las que denomina ‘leyes basicas’ o ‘fundamentales’ (‘ Grundge-
setze’), o ‘leyes primitivas’ (‘Urgesetze’ o ‘urspringliche Sdtze’)m Forman
el conjunto de proposiciones a partir de las cuales se deduce el resto. Asi

Por su naturaleza puramente légica, las leyes bésicas de la conceptografia no son,
estrictamente, axiomas, y por ello Frege no las denomina asi en Begriffsschrift. En este
texto, las leyes basicas de la conceptografia sélo reciben una denominacién especifica en
el indice, en el que son llamadas ‘Grundgesetze’ [Frege, 1964al, p. xvi]. Ademads de este
localizado uso, los términos ‘ Grundgesetze’, ‘ Urgesetze’ y ‘urspringliche Satze’ (este dltimo
referido, por lo general, al conjunto de leyes bésicas y reglas de inferencia) son utilizados
exclusivamente en ‘Booles rechnende Logik und die Begriffsschrift’ [Frege, 1969, pp. 42-44],
posterior a la publicaciéon de Begriffsschrift. En el periodo que rodea la publicacién de
Begriffsschrift (entre 1874 y 1882), Frege dnicamente utiliza el término ‘Aziom’ referido a
los axiomas de la aritmética o de la geometria, y siempre reserva términos distintos para
referirse a las leyes bésicas de la légica (Véase ‘Rechnungsmethoden, die sich auf eine
Erweiterung des GroBenbegriffes griinden’ [Frege, 1874] p. 50] y la carta de Frege al fildsofo
A. Marty (1847-1914) de 29/8/1882 [Frege, 1976} p. 163] —ambas citas refieren a la edicién
alemana).
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pues, desde una perspectiva moderna, las leyes béasicas son los axiomas de
la conceptografia.

Leyes basicas, leyes del pensamiento y verdad

En Begriffsschrift no hay ningin tratamiento sistemético que posibilite eva-
luar las condiciones de verdad de sus férmulaﬂ De hecho, Frege no consi-
dera ninguna nocién de verdad para las proposiciones de la conceptografia.
Y, sin embargo, no hay ninguna duda de que todas y cada de las proposi-
ciones de Begriffsschrift son universalmente validas: expresan verdades de
la logica. Es patente que, desde el punto de vista del autor, lo que las hace
vélidas es el hecho de que expresen leyes generales del pensamiento. Las
leyes del pensamiento son aquellas leyes que forman el bloque 1égico comun
al conjunto conocimiento cientifico, esto es, al conocimiento propio de las
distintas disciplinas cientificas.

Frege no se molesta en aclarar el proceso de conocimiento o la justifica-
cién del las proposiciones de la conceptografia; simplemente, en la medida
que son expresion de leyes del pensamiento puro, manifiesta que tratar de
aumentar su grado de certeza es innecesariﬂ

"lSiguiendo parcialmente el planteamiento de van Heijenoort en ‘Logic as Calculus
and Logic as Language’ [van Heijenoort, 1967b], J. Hintikka plantea en ‘Frege’s Hidden
Semantics’ [Hintikka, 1979] que el lenguaje formal desarrollado por Frege, asi como la
capacidad de este lenguaje para expresar las leyes de la légica de primer orden, se vio
motivado por su desarrollo de una teoria seméntica. Hintikka opina que, a pesar de ello,
la concepcién por parte de Frege del lenguaje como medio universal le impidié incluir
explicitamente esta teoria semdantica en su sistema formal.

En nuestra opinién, el tratamiento del conjunto del sistema formal por parte de Frege,
al menos en Begriffsschrift, es absolutamente sintdctico y estd enfocado a su aplicacién en
el cdlculo. Defendemos, pues, que la conceptografia no posee una semantica explicita y que
su desarrollo como sistema formal es completamente independiente de que Frege tuviese o
no en 1879 una concepcién semantica concreta.

"2Este planteamiento es perfectamente coherente con el pérrafo inicial del Prefacio de
Begriffsschrift y una muestra del germen de la postura antipsicologista que Frege desarrolla
en sus obras posteriores:

“The apprehension of a scientific truth proceeds, as a rule, through several
stages of certainty. First guessed, perhaps, from an inadequate number of
particular cases, a universal proposition becomes little by little more firmly
established by obtaining, through chains of reasoning, a connection with
other truths—whether conclusions which find confirmation in some other
way are derived from it; or, conversely, whether it comes to be seen as a
conclusion from already established propositions. Thus, on the one hand, we
can ask by what path a proposition has been gradually established; or, on
the other hand, in what way it is finally most firmly establishable. Perhaps
the former question must be answered differently for different people. The
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Las leyes bésicas, en tanto que proposiciones de la conceptografia, expre-
san leyes del pensamiento. Su papel destacado es producto de la posibilidad
de deducir el resto de proposiciones de la conceptografia a partir de ellas:

“Now in this chapter [II], some judgements of pure thought which can
be expressed in the “conceptual-notation” are to be stated in symbols.
It seems natural to deduce the more complex of these judgements from
the simpler ones—not to make them more certain, which generally
would be unnecessary, but to bring out the relations of the judgements
to one another. Merely knowing the laws is obviously not the same
as also understanding how some are implicitly contained in others. In
this way, we obtain a small number of laws in which (if we add the
laws contained in the rules) is included, though in embryonic form, the
content of all of them.” [Frege, 1879al §13, p. 136]

Dejando de lado, pues, la cuestion de la verdad o la justificacion de
las proposiciones, Frege plantea la conveniencia de hallar el conjunto de
proposiciones que, por medio de los recursos formales que proporcionan las
reglas de inferencia, posibilitan obtener el resto de proposiciones:

“And it is an advantage of the deductive mode of presentation that it
teaches us to recognize this kernel. Because we cannot enumerate all of
the boundless number of laws that can be established, we can attain
completeness only by a search for those which, potentially, imply all
the others.” [Frege, 18794, §13, p. 136]

Ahora bien, en Begriffsschrift no se incluyen todas las leyes del pensa-
miento; al menos, no desde el punto de vista de Grundgesetze, segin el cual
del célculo de la conceptografia, junto con las definiciones pertinentes, puede
deducirse toda la aritmética. Ciertamente, como trataremos en el apartado
la conceptografia de Begriffsschrift es insuficiente para mostrar la re-
duccién completa de la aritmética a la logica. En 1879 el autor no planted
globalmente la tesis logicistaﬂ pero obtuvo resultados significativos para su

latter is more definite, and its answer is connected with the inner nature of
the proposition under consideration.” [Frege, 1879a), p. 103]

"En el contexto de este trabajo, entendemos por ‘tesis logicista’ o ‘logicismo’ el plan-
teamiento que consiste en la formulacién, con la ayuda de nociones légicas, de una serie
de definiciones (de naturaleza lgica) junto con unos principios de validez universal y
unas reglas de inferencia (que transforman verdades légicas en verdades légicas) con el
propédsito de demostrar que todos los teoremas de la aritmética son verdades 16gicas. Para
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desarrollo, como la demostracién del caracter 16gico de algunas proposiciones
que se consideraban, hasta el momento, de naturaleza aritmética.

El objetivo de Frege respecto a la creacién del sistema formal de Begriffs-
schrift es formular aquellas leyes basicas a partir de las cuales se obtienen
todas las leyes necesarias para garantizar el rigor en las deducciones. En Be-
griffsschrift se obtienen uinicamente aquellas leyes que son necesarias para
las demostraciones que contiene. Ahora bien, si fuese preciso anadir alguna
ley bésica con el fin de realizar una deduccion adicional, Frege no tendria
ningin inconveniente en hacerlo. En este sentido, no hay ningtin aspecto
esencial que caracterice un conjunto especifico de leyes bésicas. La eleccion
de un conjunto de leyes béasicas determinado es, pues, metodolégica:

“Now, of course, it must be admitted that the reduction is possible
in other ways besides this particular one. Thus, one such mode of
presentation will not elucidate all the interconnections of the laws of
thought. Perhaps there is yet another series of judgements from which
(with the addition of those contained in the rules) all the laws of thought
can be derived.” [Frege, 1879al §13, p. 136]

De la presentacién de Frege destaca globalmente la ausencia de conside-
racién del estatuto semantico de proposiciones de la conceptografia. Todas
ellas expresan leyes del pensamiento y, como tales, son verdaderas, por lo
que no es necesario determinar de qué modo deben considerarse como tales
o cudles son las condiciones para su verdad.

Leyes basicas de la conceptografia

El conjunto de leyes bdsicas que presenta Frege, como él mismo indica, puede
dividirse en cuatro partes diferenciadas [Frege, 1879al §13, p. 136]. Asi, del
total de leyes bésicaﬂ seis de ellas son propias de la légica proposicional,

una discusién del origen histérico de la tesis logicista y de su relevancia en los trabajos de
Frege, véase ‘Frege, Dedekind, and the Origins of Logicism’ [Reck, 2013b|, de E. H. Reck;
y ‘The Road to Modern Logic—An Interpretation’ [Ferreirds, 2001] y ‘Hilbert, Logicism,
and Mathematical Existence’ [Ferreirds, 2009], de J. Ferreirés.

"Véanse las referencias de las leyes bésicas para su localizacién en Begriffsschrift:

L1 P.(1) [§14,p. 137 | L4 P.(28) [§17,p. 154] | L7 P.(52) [§20, p. 161]
L2 P.(2) [§14,p.137] | L5 P.(31) [§18, p. 156] | L8 P.(54) [§21, p. 162]
L3 P.(8) [§16,p. 146] | L6 P.(41) [§19,p. 158 | L9 P.(58) [§22, p. 162]

Dado que los componentes de la conceptografia se han explicado con detalle y que se
ha destacado su genuina particularidad, para simplificar nuestra explicacién y ahorrar
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mientras que de las tres restantes, dos estan dedicadas a la igualdad de
contenido y una a la generalidad:

L1l a— (b— a).

L2 (¢c— (b—a)) = ((c—=b) = (c—a)).
L3 (d—(b—a))— (b— (d—a)).

L4 (b— a) — (—a — —b).

L5 ——a — a.

L6 a — —a.

d) = (f(c) = f(d)).

).

L9 Vaf(a) — f(c), para cualquier argumento c.

L7 (¢

L8 (¢

Il
)

Las seis primeras leyes basicas corresponden a axiomas de la 1égica pro-
posicional, como se discutird con detalle en el apartado [£.2.1], y no precisan
ninglin comentario. En el apartado se han hecho las puntualizaciones
pertinentes a (L7) y (L8), sobre todo por lo que respecta al simbolo de
igualdad de contenido.

La ley bésica (L9), por su parte, requiere un tratamiento detallado.
Desde el punto de vista actual, seria necesario hacer algunas restricciones
de tipo técnico sobre el argumento ‘¢’ de (L9), de las que hablaremos en la
seccién 2.3

Ademsds, hay que recordar que un argumento concreto puede aparecer en
la funcién en los lugares de argumento, pero también dentro del componente
funcional. Dicho de otro modo, distintas apariciones de un mismo simbolo
pueden tomarse como argumento (aquellas que estan en los lugares de ar-
gumento) o como parte de la funcién. Frege indica que todas las apariciones
de ‘a’ deben darse en los lugares de argumento de ‘f’, para evitar que ‘@’
aparezca también como parte de la funcién:

espacio, de aqui en adelante se formularan las proposiciones de la conceptografia en una
notacién hibrida. Las tnicas excepciones a esta practica serdn las citas y algunos ejemplos
muy localizados, en los cuales serd relevante usar la notacién original. En el resto de
férmulas, tanto los cuantificadores como las conectivas de la conceptografia se expresaran
segun los equivalentes disponibles en notacién moderna, pero se respetaran las distintas
tipografias usadas por Frege en Begriffsschrift. Naturalmente, esta circunstancia no implica
que defendamos que la interpretacién de los simbolos de la conceptografia y de la légica
clésica actual sea andloga, pues busca unicamente economizar el espacio.
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“Here a can occur only in the argument places of f because this function
occurs also outside the scope of a in the judgement.” [Frege, 1879a §22,
pp. 162-163]

El sentido de esta restriccién puede apreciarse con un ejemplo. En (L9),
‘f’ aparece fuera del alcance de la cuantificacién de ‘a’. Asi, ‘f’ no puede
substituirse por una expresién como ‘g(a) — h(a)’. En tal caso, la instancia
de ‘f’ contendria una aparicion de ‘a’, que es precisamente lo que Frege
pretende evitar. Por tanto, ‘f’ deberia substituirse por ‘g(a) — h(«)’, y asi
puede aplicarse correctamente la ley bésica (L9) para obtener la férmula:

Va(g(a) = h(a)) = (9(c) = h(c)).

Recordemos que el significado de (L9) es mas general del que una lectura
superficial parece indicar. En realidad, (L9) expresa:

No puede afirmarse que f(a) es un hecho para todo argumento
que pueda ocupar la posicion de ‘a’ y, a la vez, negarse que, para
un argumento ‘c’ aceptable cualquiera, f(c) es un hecho.

Esta lectura es completamente coherente con las explicaciones con las que
Frege presenta la ley bésica (L9):

Pr. (58) I ) j: EZ)) (L9)

“—%— f(a) means that f(a) occurs whatever we may understand by a.
Therefore, if —~>— f(a) is affirmed, f(c) cannot be denied. This is what
our sentence expresses.” [Frege, 1879 §22, p. 162]

Y estas explicaciones son una extension natural de la lectura, por parte del
autor, de la cuantificacién:

“The horizontal stroke situated the left of the concavity in
Fe—a(a)

is the content stroke of [the assertible content] that &(a) holds, whatever
we may put in the place of a. The horizontal stroke to the right of the
concavity is the content stroke of @(a), and here we must think of a as
replaced by something definite.” [Frege, 1879al §11, p. 130]
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En la ley bésica (L9), las letras ‘a’ y ‘¢’ indican el lugar del argumento,
pero no determinan su naturaleza semantica, sino simplemente su rol en el
conjunto de la expresion. Por ello, (L9) puede leerse situando letras funcio-
nales en los lugares de los argumentos. Veremos, en los apartados y
dos aplicaciones de esta ley basica que ponen de relieve esta circuns-
tancia fundamental. El cambio, en definitiva, es importante en cuanto a la
interpretaciéon relevante de la ley basica, pero no exigiria la formulacién de
una nueva ley, puesto que (L9) ya posibilita una lectura tal.

Concluiremos observando una circunstancia particular de (L9). La con-
ceptografia inicamente dispone de letras como simbolos no légicos; no posee
propiamente un lenguaje, de modo que sus férmulas no contienen constantes
propias de ningun tipo. Asi, la letra ‘¢’ en el consecuente de (L9) es indu-
dablemente una letra en el sentido de Frege. Pero, teniendo en cuenta las
limitaciones de la conceptografia, hay que considerar la intencién de Frege
al incluir esta ley bésica, que no es otra que reproducir el dictum de omni:
si una funcién es un hecho con todo argumento, entonces lo es con uno cual-
quiera. Por esta razén hemos incluido la clausula “para cualquier argumento
c’, que no esta presente en el texto de Fregelﬂ

2.2.2 Reglas de inferencia

La conceptografia dispone de reglas de inferencia que permiten obtener nue-
vos juicios a partir de las leyes béasicas. De entrada, Frege parece querer
reducir las reglas de inferencia de la conceptografia al Modus Ponens. Pa-
ra ello, arguye razones metodoldgicas, pues, en su opinién, siempre que sea
posible, es preferible reducir todo modo de inferencia a un tinico modo:

“In logic people enumerate, following Aristotle, a whole series of modes

"5Es ilustrador, en este contexto, comparar el modo de presentacién de Frege de la ley
bésica (L9) con el de D. Hilbert (1862-1943) y W. Ackermann (1896-1962) respecto a un
equivalente de esta ley en Grundzige der Teoretischen Logik [Hilbert; Ackermann, 1928]:

“Dazu kommen jetzt als zweite Gruppe zwei formale Axziome fiir ,alle®, und
»es gibt“ hinzu [Se anaden ahora como segundo grupo dos aziomas formales
para <todo> y <algin=):

e) (x)F(z) = F(y).
Das erste dieser Axiome bedeutet: ,, Wenn ein Pradikat F' auf alle = zutrifft,
so trifft es auch auf ein beliebiges y zu* [El primero de estos axiomas significa:

<Si un predicado F' es aplicable a todo x, entonces también es aplicable a
un y cualquiera>].” [Hilbert; Ackermann, 1928| III, §5, p. 53]
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of inference. I use just this one [Modus Ponens|—at least in all cases
where a new judgement is derived from more than one single judgement.
We can, of course, express the truth implicit in another mode of inference
in one judgement of the form: if M holds and if N holds, then A holds

as well; in symbols:
— A
L

—N.

From this judgment plus ——N and F—M, F— A follows (...). In
this way, an inference using any mode of inference can be reduced to
our case. Accordingly, since it is possible to manage with a single mode
of inference, perspicuity demands that we do so.” [Frege, 18794 §6, p.
119-120]

En Begriffsschrift, Frege reduce a Modus Ponens toda regla de inferencia
que permita obtener un juicio a partir de mas de un juicio. Ahora bien, en el
Prefacio plantea la posibilidad de introducir nuevas reglas de inferencia que
permitan la transicién en un tinico paso de varios juicios a un tnico juicio.
El interés de estas nuevas reglas consiste en el hecho de que permiten llevar
a cabo en un paso deductivo una transiciéon que, de otro modo, exigiria méas
pasos:

“The restriction, declared in §6, to a single mode of inference is justified
by the fact that in laying the foundation of such a conceptual notation
the primitive components must be chosen as simple as possible if
perspicuity and order are to be created. This does not preclude the
possibility that, later, transitions from several judgements to a new one,
which are possible by this single mode of inference in only an indirect
way, be converted into direct ways for the sake of abbreviation. Indeed,
this may be advisable in a later application. In this way, then, further
modes of inference would arise.” [Frege, 18794, p. 107]

Asi pues, el autor prevé que en algunos casos la aplicacién del Modus
Ponens debera complementarse con otras reglas para permitir que la inferen-
cia sea inmediata. Todas estas nuevas reglas de inferencia no se introducen
en Begriffsschrift, sino en textos posteriores que ofrecen ejemplos de apli-
cacion de la conceptografia. Puesto que estas reglas no se introducen en
Begriffsschrift, ni explicita ni implicitamente, no las presentaremos aqui. En
los apartados y analizaremos algunos casos de nuevas reglas de
inferencia que Frege introduce en el curso de una demostracién.
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En Begriffsschrift, en los parrafos dedicados a la Generalidad, Frege in-
troduce nuevas reglas de inferencia, aunque sin hacer explicito que lo son;
todas ellas permiten obtener un juicio a partir de un tnico juicio. Por esta
razén, el autor las omite. En total, en este texto, Frege menciona tres reglas
de inferencia distintas: Modus Ponens, Generalizacién y Confinamiento del
cuantificador. Es debatible en qué sentido la conceptografia requiere una
Regla de substitucion. Méas adelante se tratarad esta regla con detalle.

Modus Ponens

Como se ha visto, el principal método de inferencia de la conceptografia es el
Modus Ponens [Frege, 18794} §6, pp. 117-120], es decir, la regla que permite
concluir el consecuente de un condicional a partir del mismo condicional y su
antecedente. Su motivacién es exactamente la misma que la del condicional:
si la aseveracion de un condicional impide afirmar su antecedente y negar
su consecuente a la vez, una vez se ha afirmado el antecedente, no puede
més que afirmarse el consecuente (de lo contrario, el condicional deberia ser
negado). En lo sucesivo, nos referiremos a la regla de Modus Ponens como
[MP]. La estructura del [MP] es la siguiente:

a4
— B
[MP]
4.

Generalizacién

La Generalizacién es la primera regla de inferencia introducida por Frege que
afecta a la cuantificacién universal. Como regla, permite la inferencia de una
férmula (cuantificada universalmente de modo implicito, es decir, mediante
el uso de, como minimo, una letra latina) a la cuantificacién universal de
la misma férmula [Frege, 1879al §11, p. 132]. Nos referiremos a la regla de
Generalizacién como [G]. La estructura de [G] es la siguiente:

F—a&(a)

—[d]
= &(a),

si ‘a’ sélo aparece en lugares de argumento en ‘@(a)’ (esto es, si la cuantifi-
cacién universal afecta a todas las apariciones de ‘a’ en ‘@(a)’).



2.2. SISTEMA AXIOMATICO 85

En este caso, [G] se ha representado con letras para argumento. Pero la
misma regla tiene aplicacién para letras funcionales; basta tener en cuenta
que las letras ejercen de argumento en sus respectivas apariciones y que,
como tales, son cuantificadas en virtud de la aplicacién de [G]:

F—a(f)
H—a(3),

[G]
si ‘f’ s6élo aparece en lugares de argumento en ‘@(f)’.

Frege sélo hace uso de la regla de Generalizaciéon en dos de las demos-
traciones de Begriﬂ’sschrif@ y en todas ellas se aplica junto a la regla de
Confinamiento del cuantificador. Como ya hemos comentado, el autor no
hace explicito el uso de estas reglas. De hecho, dado el uso convencional
asignado a las letras latinas, desde la perspectiva de Frege, la regla de Ge-
neralizacién no hace mas que hacer explicita la cuantificacién que afecta a
una letra latina. Precisamente por esta razon, por permitir vincular letras
en tipografia gética con su contrapartida en tipografia latina, esta regla serd
relevante para dar cuenta de las substituciones, como se discutirda a conti-
nuacién.

Confinamiento del cuantificador

Otra regla de inferencia introducida es el Confinamiento de la cuantifica-
cién universal [Frege, 1879a, §11, pp. 132-133]. Nos referiremos a la regla
de Confinamiento como [C]. Esta nueva regla permite el siguiente tipo de
inferencia:

F——a(a)
— A
— (]
2 &(a)
_A,

si en la féormula ‘A’ no aparece ‘a’, y ‘a’ sélo aparece en los lugares de
argumento de ‘@(a)’.

Analogamente al caso de [G], [C] se ha representado con letras para
argumento. Téngase en cuenta que la misma regla permite un confinamiento
del cuantificador que ligue letras funcionales; como tales, estas letras son

"6V éanse las demostraciones de las Proposiciones (97) y (109) de Begriffsschrift.
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argumento y, por ello, son cuantificadas. No hay, pues, dos versiones distintas
de [C], sino una tnica que se aplica indistintamente a letras, en contra de los
historiadores que interpretan la conceptografia como una léogica de segundo
orden”"]

Para no alargar innecesariamente algunas demostraciones, Frege formula
una regla derivada de [C] [Frege, 1879al, §11, p. 133], que llamaremos [C']:

d(a)
— A
— B

t=1
S
—~
pa
~—

si en las férmulas ‘B’ y ‘A’ no aparece ‘a’, y ‘a’ sélo aparece en los lugares
de argumento de ‘@(a)’.
El autor justifica esta regla derivada [C'] por la posibilidad de reducirla

a [C]:

“This case can be reduced to the preceding one, since instead of

— a
s

we can put

and

""La perspectiva que aqui se defiende choca frontalmente, por tanto, con el plantea-
miento de T. Bynum en ‘On an Alleged Contradiction lurking in Frege’s Begriffsschrift’
[Bynum, 1973], que propone una regla de confinamiento para funciones, distinta de la
planteada aqui [Bynum, 1973] p. 286].
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can be converted again into

SR

[Frege, 1879al §11, p. 133]

Frege no ofrece ninguna indicacion de esta derivacion en el sistema de
Begriffsschrift. Es posible que llevase a cabo la demostracién y decidiese dar
una explicacion intuitiva en lugar de incluirla en Begriffsschrift, o que, sim-
plemente, considerara que la demostracién podria darse, pero no la llevara
a cabo.

2.3 Substituciones en Begriffsschrift

Las demostraciones de Begriffsschrift involucran dos proposiciones a partir
de las cuales, mediante la aplicacién de las reglas de inferencia disponibles,
se obtiene una nueva proposicion. Es habitual que Frege no use en las de-
mostraciones los teoremas 16gicos necesarios exactamente en la forma en que
éstos han sido deducidos: los somete frecuentemente a una serie de substi-
tuciones. Las substituciones son de naturaleza muy dispar; por ejemplo, se
producen cambios alfabéticos de letras o substituciones de letras funcionales
por expresiones complejas. En lugar de sistematizar de forma pormenorizada
cada tipo de substitucion, como seria de esperar en una presentacion actual,
Frege ofrece una indicacién genérica acerca de su naturaleza.

No obstante, es un hecho que Frege lleva a cabo todas las substituciones
de un modo transparente y sin error. Todas ellas se adaptan a las indicaciones
ofrecidas, por mucho que algunas substituciones sean complejas y requieran
una explicacién detallada.

Esencialmente, en la conceptografia encontramos tres tipos distintos de
substitucion: cambios en el fragmento proposicional de la conceptografia,
cambios alfabéticos de letras y substituciones de letras por otras expresio-
nes. En el transcurso de las demostraciones, Frege lleva a cabo las subs-
tituciones, sean de uno u otro tipo, sin explicacion, y tampoco proporcio-
na procedimientos generales mediante los cuales llevar a cabo los cambios.
Simplemente, indica qué letras deben substituirse y cudl es su instancia de
substitucion.

En esta seccién, ofreceremos una explicacion detallada de cada tipo de
substitucion, asistiéndonos de ejemplos de Begriffsschrift. Finalmente, discu-
tiremos en qué sentido la conceptografia requiere una Regla de substitucién.
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2.3.1 Cambios en contextos proposicionales

Ya hemos mencionado que la conceptografia dispone de un fragmento pro-
posicional. En Begriffsschrift, las Proposiciones (1)-(51) tienen tinicamente
una interpretaciéon proposicional y requieren para su obtenciéon tinicamente
las leyes basicas (L1)-(L6). A pesar de que Frege no ofrece un tratamiento
especifico de las substituciones que afectan a estas proposiciones, en nuestra
exposicién es conveniente separarlas del resto.

Todas las substituciones del fragmento proposicional de Begriffsschrift
consisten en el cambio de una letra para argumento por una férmula (o, en
particular, por otra letra para argumento). Por ejemplo, en la demostracién
de la Proposicién (29), se somete a la Proposicién (5) a una serie de substi-
tuciones para obtener una premisa de la demostracién. El punto de partida
es el siguiente:

Pr. (5) (b—a) = [(c—=b) = (c—a). (2.1)

Un paso en las substituciones propuestas por Frege es cambiar ‘a’ por ‘—a —
=b’. Claramente, ‘a’ se interpreta proposicionalmente y su instancia, que es
una férmula compleja, respeta la aseverabilidad de (5). Simplemente, Frege
ha escogido una instancia concreta para ‘a’ de las instancias adecuadas para
obtener la expresién siguiente:

(b= (ma — b)) = [(c = b) = (¢ = (ma — —b))].

La ausencia de cuantificacion en este contexto hace que, en conjunto,
estas substituciones no conlleven ninguna dificultad.

2.3.2 Cambios alfabéticos

Frege aisla los cambios alfabéticos de letras como un tipo concreto de subs-
titucién. Se producen siempre en el contexto en el que las letras a substituir
figuran en tipografia gética:

“Naturally, it is permitted to replace one German letter throughout its
scope by another particular one provided that there are still different
letters standing where different letters stood before. This has no effect
on the content.” [Frege, 1879al §11, p. 131]

Propiamente, el cambio de una letra gética por otra no deberia verse
como una substitucién; no afecta al significado y se introduce, en general, por
razones pragmaticas, para evitar conflictos entre distintas cuantiﬁcacionesiﬁ

"8Véanse las demostraciones de las Proposiciones (70), (116) y (118) de Begriffsschrift.
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En términos actuales, un cambio alfabético consiste en el reemplazo de
una férmula, que contiene como subférmula ‘Va®(a)’, por una férmula equi-
valente que es el resultado de reemplazar ‘Va®(a)’ por ‘Vb@(b)’ en la férmula
inicial. El cambio puede llevarse a cabo si en ‘@(a)’ no aparece la letra cuan-
tificada ‘b’.

Un caso particular de cambio alfabético es el que se produce entre una
letra para argumento cuantificada, como ‘a’, y la letra funcional cuantifica-
da ‘S@ En Begriffsschrift, este cambio se produce tinicamente cuando las
instancias aceptables de ‘a’ son expresiones funcionaleﬂ por esta razoén,
se reescribe la férmula inicial reemplazando ‘a’ por ‘§F’. Como es natural,
este cambio restringe, independientemente del marco, las instancias posibles
del resto de letras de la féormula en la que tiene lugar. Sintacticamente, sin
embargo, el cambio de ‘a’ por ‘§’ debe verse como un cambio alfabético mas.

Las substituciones proposicionales, como hemos visto, son triviales cuan-
do se producen en el fragmento proposicional de la conceptografia. Fuera del
fragmento proposicional de la conceptografia, en concreto, en la demostra-
cién de las Proposiciones (52)-(133) de Begriffsschrift, Frege lleva a cabo
substituciones de letras por férmulas que exigen realizar cambios alfabéti-
cos. En este contexto, pueden producirse conflictos de cuantificacion en el
proceso de substitucién, aunque Frege no da ninguna indicacién al respec-
to. Puede decirse, sin embargo, que el autor lleva a cabo las substituciones
siguiendo implicitamente la siguiente regla: si hay conflictos de cuantifica-
cion, es preciso unicamente realizar los cambios alfabéticos apropiados para
eliminarlos.

Puede plantearse mediante un ejemplo un caso en el que tales cambios
sean necesarios. Consideremos el siguiente teorema de la conceptografl’a@

Ve[(f(e) = a) = (Vaf(a) — a)],

y supongamos que deseamos substituir ‘a’, que tiene una interpretacion cla-
ramente proposicional, por ‘Ve(c — f(¢))’. De llevar a cabo esta substitucion,
el alcance en la cuantificacién de ‘¢’ en la férmula inicial y en la instancia de

"Véanse las demostraciones de las Proposiciones (77) y (93) y nuestra reconstruccién
de estas demostraciones en el apartado

80En lo sucesivo, y especialmente en lo que queda de capitulo, usaremos ‘expresién
funcional’ para referirnos a una instancia adecuada de una letra funcional. Usaremos letras
griegas minusculas para hacer explicita y comprensible la circunstancia de que las letras
funcionales tienen ariedad y que sus instancias deben mantenerla. El uso de las letras
griegas, ademads, sera especialmente 1til para indicar de qué modo una instancia particular
de una letra funcional debe encajar en la funcién correspondiente.

81Fsta formula se obtiene aplicando [G] a la Proposicién (61).
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‘a’ entrarian en conflicto. Por lo tanto, como paso previo al cambio propues-
to, es necesario realizar un cambio alfabético, por ejemplo, de ‘¢’ por ‘b’, en
la férmula inicial:

Vb[(f(b) = a) = (Vaf(a) = a)],

para poder realizar la substitucién, a partir de la cual se obtiene como re-
sultado:

Vb[(f(b) = Ve(c = f(e))) — (Vaf(a) = Ve(c — f(e)))].

2.3.3 Otras substituciones

El tercer tipo de substitucion engloba cualquier otro cambio que afecta a
las letras de la conceptografia en las demostraciones de Begriffsschrift. A
diferencia de los cambios alfabéticos, estas substituciones no se producen,
en general, entre formulas equivalentes. Globalmente, los procesos de substi-
tucién de este tercer tipo siempre consisten en la derivacién de una férmula
que es el resultado de aplicar ciertas substituciones a una férmula inicial.
Todas estas substituciones conllevan el cambio de un argumento por otro
del mismo tipo, esto es, el reemplazo de una letra, que expresa generalidad,
por una instancia adecuada.

Como hemos discutido en los apartados y determinar qué es
una instancia adecuada esta directamente relacionado con la aseverabilidad.
Cada letra, en un marco concreto y, en caso de haberlo, en un contexto
de aplicacién especifico, expresa generalidad sobre un recorrido de expre-
siones que pueden ocupar su lugar. Todas estas expresiones, para poder ser
consideradas instancias adecuadas, deben preservar la aseverabilidad de la
férmula en la que aparece la letra que debe substituirse. Como ya hemos
comentado, hay reglas sintacticas, tanto generales como especificas de cada
marco, que condicionan la aseverabilidad, asi como condiciones seméanticas
adicionales determinadas por un contexto de aplicaciéon. Por ejemplo, seria
posible plantear substituciones de letras para argumento que sean validas
Unicamente en aquellos marcos y contextos de aplicaciéon en los que estas
letras se interpreten como letras que refieren a objetos..

Los cambios alfabéticos afectan unicamente a aquellas subférmulas que
estan dentro del alcance de la cuantificacion de la letra gética reemplazada.
En cambio, las substituciones que consideramos ahora afectan al conjunto de
la férmula en la que tienen lugar. Para hacer patente esta diferencia, Frege
usa tipografias distintas (letras gdticas y letras latinas, respectivamente),
que ya han sido presentadas en el apartado
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“Other substitutions are permitted only if the concavity follows imme-
diately after the judgement stroke so that the content of the whole
judgement constitutes the scope of the German letter. Since, accor-
dingly, this is a specially important case, I shall introduce the following
abbreviation for it: An italic letter is always to have as its scope the
content of the whole judgement, and this need not be signified by a
concavity in the content stroke.” [Frege, 1879a, §11, pp. 131-132]

Frege no detalla qué substituciones afectan a las letras latinas. Ahora
bien, el hecho de que las letras latinas se consideren implicitamente cuanti-
ficadas es relevante, porque hace manifiesto que las letras expresan genera-
lidad. Asi, una substitucién consiste en tomar una letra como el argumento
de la férmula en la que aparece y reemplazarla por una de sus instancias
adecuadas; en conjunto, pues, una substituciéon consiste en una instancia-
cién. Como veremos a continuacion, este proceso puede producirse en varias
ocasiones en el curso de una misma demostracién: cada letra que se substi-
tuye es tomada como argumento de la férmula en la que aparece y, por lo
tanto, el analisis de la formula cambia con cada substitucion.

A pesar de que son tratadas unitariamente por Frege, las substitucio-
nes que consideramos en este apartado pueden ser significativamente hete-
rogéneas entre si y, por esta razén, nuestra explicacion estara regimentada
en casos: substituciones de letras latinas y substituciones de letras funciona-
les por expresiones complejas. Un caso particular de las substituciones que
afectan a letras funcionales exige, desde una perspectiva actual, tratar las
férmulas como esquemas. Por la particularidad de este caso, le daremos un
tratamiento especifico.

Substituciones de letras latinas

Los cambios de una letra latina por otra, como la substitucién de ‘a’ por ‘¢’
o de ‘f’ por ‘g’, no involucran, en general, cambios en el significado de la
formula en la que se producen. En cierto sentido, se trata meramente de un
cambio tipografico, cuya finalidad, de modo parecido a como sucede con los
cambios alfabéticos de letras goticas, es pragmatica.

No obstante, en rigor, deberian poder llevarse a cabo en el célculo, por
mucho que Frege lleve a cabo estos reemplazos directamente. Y, de hecho,
puede reproducirse en general un cambio de una letra latina por otra me-
diante una demostracién en la conceptografia. El punto de partida es una
expresion como ‘f(a)’, cuyo argumento estd cuantificado universalmente de
forma implicita. La instancia de substitucién de ‘a’ es ‘c¢’. Asi:
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1. f(a).
2. Vaf(a), [G] en (1).
3. Vaf(a) — f(c), Ley bésica (L9).
4. f(e), [MP] en (3) v (2).

)

)

Esta misma deduccién podria servir para justificar la transicién de  f(a)

a ‘g(a)’, esto es, el cambio de ‘f’ por ‘g’. En tal caso, la ley bésica (L9) se
formula del modo siguiente:

VS §(a) — g(a),

donde la funcién en ‘F(a)’ y ‘g(a)’ es ‘a(a)’.

Esta explicacién no procede explicitamente del texto de Begriffsschrift.
En sentido estricto, desde la perspectiva de Frege seria posible proceder
directamente de (1) a (4) sin necesidad de incluir los pasos intermedios;
basta considerar esta transicion como el resultado de la aplicaciéon directa
de (L9). Para el autor no serfa necesario detallar mas este proceso; la inica
dificultad que conlleva son los casos de substitucién particulares, que deben
resolverse individualmente mediante los cambios alfabéticos oportunos. Sin
embargo, el hecho de que las substituciones puedan ser reconstruidas como
el resultado de la aplicaciéon de [G] y [MP] y el uso de (L9) muestra la
coherencia del sistema de Frege.

Hay un tipo de cambio alfabético de letras latinas de naturaleza parti-
cular: el reemplazo de una letra para argumento por una letra funcional,
como por ejemplo de ‘¢’ por ‘F’. Esta substitucién se produce exclusiva-
mente en logistica, y en Begriffsschrift tiene lugar inicamente en el capitulo
H]@ Se trata, en cualquier caso, de un cambio de una letra latina por otra;
técnicamente, no es problematico.

Naturalmente, un cambio como el de ‘¢’ por ‘F” tiene lugar en una férmu-
la cuya aseverabilidad, antes y después de la substitucién, se mantiene in-
tacta. La substitucion de ‘¢’ por ‘F’ conlleva tomar a ‘¢’ como argumento de
una funcién para la que una letra funcional debe ser un argumento adecua-
do. Asi pues, el cambio mencionado puede exigir otros cambios en la férmula
para garantizar que ésta sigue siendo aseverable.

Las substituciones de letras para argumento por términos individuales
son un tipo especifico de substituciones de letras latinas y tienen sentido

82V/¢ase la demostracién de la Proposicién (77) y nuestra reconstruccién de la demostra-
cién (93) en el apartado m
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Unicamente en logistica; es necesario disponer de letras que, en un marco
concreto, se interpreten exclusivamente como letras que refieren a objetos.
En tal caso, la substituciéon de una letra para argumento por un término
individual es completamente natural. Prueba de ello es que este caso de
substitucion se produce en multitud de ocasiones a lo largo del capitulo III de
Begriffsschrift, donde las letras como ‘x’ o ‘y’ se interpretan invariablemente
como letras que refieren a objetos.

Como discutiremos en el apartado [3.3.4] este caso de substitucién se
adapta, cuando la conceptografia se usa como base para la logistica, a las
reglas sintacticas que pueda tener el lenguaje de la disciplina a la que com-
plementa la conceptografia. La tnica dificultad relevante que conllevan la
substitucion de un término individual por otro es la aparicién de conflictos
de cuantificacion.

Las letras de la conceptografia pura, al margen de estos contextos de
aplicacién particulares, pueden leerse de maneras tan diversas que seria im-
posible fijar una interpretacién concreta compatible con la substitucion de
términos por otros términos. Asi pues, este caso de substitucién, simple-
mente, no es aplicable en la conceptografia cuando este sistema formal se
considera aisladamente.

Substituciones de letras funcionales (caso 1)

Las substituciones de letras funcionales por expresiones complejas consisten
en el reemplazo de una letra funcional, que es tomada como argumento de
la férmula en la que aparece, por una de sus instanciaﬁ Por consiguiente,
su justificacion global es equivalente a la substitucién de letras latinas, ya
que puede llevarse a cabo mediante la derivacién que se ha propuesto para
ese caso.

Ahora, bien, la substitucién de letras funcionales por expresiones fun-
cionales complejas puede requerir, en ocasiones, prestar atencién a multitud
de detalles, por el particular encaje de las letras funcionales tomadas como
argumento en la funcién correspondiente. En concreto, la expresion por la
que se substituye una letra funcional debe heredar su ariedad y, también,
respetar la aseverabilidad de la expresién resultante. Y puede no ser tri-
vial adaptar el lugar de argumento correspondiente a una letra funcional al
propio de una expresion compleja.

83Las substituciones de letras funcionales de caso 1 tienen lugar en Begriffsschrift en las
siguientes demostraciones: en §22, Proposicién (65); §25, Proposiciones (70), (72) y (75);
§27, Proposiciones (77) y (83); §28, Proposiciones (92), (97) y (98); §30, Proposiciones
(109) y (110); §31, Proposiciones (116), (118), (120), (131) y (133).
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Un buen ejemplo de este caso de substitucién puede hallarse en la de-
mostracién de la Proposicién (70), en la que interviene la Proposicién (68):

Pr. (68) (Vaf(a) =b) = (b— f(c)). (2.2)

El paso relevante en el proceso de derivacién de (70) consiste en la subs-
titucién contextual en (68) de la letra ‘f’ en la forma ‘ f(«)’ por la expresién
funcional ‘F(a) — Va(f(a,a) — F(a))’, que abreviaremos como ‘(P(a)@

Hay distintos elementos a tener en cuenta en esta substitucién. En primer
lugar, la letra ‘ f’ es unaria y ‘@(«)’ también lo es; por esta razén, en ‘@(a)’
hemos usado unicamente ‘a’ y no varias letras griegas mintsculas distintas.
En segundo lugar, una de las apariciones de ‘ f” en (68) estd dentro del alcan-
ce de un cuantificador de ‘a’ y ‘@(«)’ contiene, asimismo, una cuantificacién
de ‘a’. De llevar a cabo directamente la substitucién, el cuantificador en (68)
entrarfa en conflicto con el cuantificador de ‘@(«)’. Por lo tanto, es necesario
realizar un cambio alfabético previo que resuelva este conflicto. Frege indica
que ‘a’ debe reemplazarse por ‘0’ en (68), fruto de lo cual resulta:

(Vof(®) =b) = (b— f(c)).

Por tdltimo, hay que considerar elementos de naturaleza seméantica, pues-
to que el marco en el que se situa esta substitucion, esto es, la demostracién
de la Proposicién (70), contiene simbolos con una interpretacion fijada. Los
lugares indicados por ‘e’ en ‘@(«)’, esto es, en ‘F(«a) — Va(f(a,a) — F(a))’,
son propios de letras que refieren a objetos. Esta circunstancia es compatible
con una lectura posible de (68), segun la cual las letras ‘¢’ y ‘a’ se interpretan
como letras que refieren a objetos, y, ademas, se adapta completamente al
marco determinado por la Proposicién (70).

Una vez realizado el cambio de ‘a’ por ‘D’ en (68), dado que la ariedad
de la letra substituida y de su instancia es la misma y que (68) permite
una lectura compatible con ‘@(a)’ y con el conjunto del marco de esta de-
mostracién, no hay ningun criterio sintactico ni seméantico que informe de
que la aseverabilidad de (68) se ve afectada por el cambio. Por consiguiente,
la substitucién es correcta. Si (68) es una férmula valida, también lo es el
resultado de substituir ‘f” por ‘@(a)’ en (68):

Vo(F(d) = Va(f(d,a) = F(a))) =b] = [b — (F(c) = Ya(f(c,a) — F(a)))].

84En rigor, en ‘@(a)’ no deberia constar la letra ‘f’, por la que ‘D(a)’ es substituida.
Nétese, sin embargo, que ‘f’ en (68) es una letra unaria, mientras que en ®(«), ‘f’ es
binaria. En este ejemplo particular, la presencia de ‘f’ en ‘@(«)’ no tiene ningun efecto.
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Frege realiza esta substitucion directamente, sin comentarios y sin detallar
las condiciones que, en rigor, deberia cumplir. Ahora bien, aunque el proceso
de substitucion ejemplificado es aplicable a otros procesos de substitucion si-
milares, englobar todas las posibles substituciones del caso en una definiciéon
resulta farragoso, y este es un inconveniente para su formulacién rigurosa.
Sin embargo, a pesar de que la formulacién precisa de la definicién es com-
pleja, su aplicacién practica presenta pocos problemas si se introducen los
cambios alfabéticos adecuados, como es claro en el ejemplo planteado.

Desde una perspectiva actual, las substituciones de letras funcionales
por expresiones funcionales complejas como la que hemos explicado pueden
verse como la aplicacién de la Regla de substitucién en un sistema formal
de segundo orden. Hay multitud de ejemplos de este caso de substitucién en
el capitulo III de Begriffsschrift.

Substituciones de letras funcionales (caso 2)

Algunas substituciones de Begriffsschrift que involucran letras funcionales
no pueden reconstruirse como substituciones de variables de predicado por
formulas. Su particularidad es que las letras funcionales que deben ser subs-
tituidas no admiten ser interpretadas como letras que refieren a propiedades,
porque el marco en el que aparecen lo impide. Asi pues, estas substituciones
no pueden reproducirse en un cédlculo de segundo orden.

En el ejemplo de substitucién que hemos detallado en el apartado ante-
rior, la letra ‘ f’, que ha sido objeto de una substitucién, aparece en (68) junto
a letras como ‘c’ y ‘@’ que, en el marco de la demostracién de la Proposicion
(70), se interpretan como letras que refieren a objetos. Hay, sin embargo,
marcos en Begriffsschrift en los que las letras funcionales a las que deben
aplicarse substituciones aparecen junto a letras que no admiten esta misma
interpretacién, como en ‘f(§)" o ‘g(F')’, o que pueden ser interpretadas de
otros modoﬁ En consecuencia, ni estas letras funcionales pueden ser leidas
como letras que refieren a propiedades ni las substituciones que las afectan
pueden reconstruirse en un sistema formal de segundo orden con una Regla
de substitucién para variables de predicado.

Las ocasiones mas relevantes en las que este caso especifico de subs-
tituciones de letras funcionales tiene lugar se hallan en el capitulo III de
Begriffsschrift. Mas adelante analizaremos las demostraciones de las Propo-
siciones (77) y (93), que incluyen este tipo de substituciones. Consideremos

85V éanse las demostraciones de las Proposiciones (77) y (93), que analizaremos con
detalle en el apartado
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la siguiente aplicacién de la Proposicién (68):

(V8 (F) =) = (b = f(F)), (2.3)

que Frege usa en la demostracién de la Proposicién (77). La tnica lectura
posible en términos modernos de la férmula (2.3)) es la siguiente:

(VX@(X) < 9) = (¥ = ¢(Y)).

Frege indicaria los cambios de la letra ‘ f” en ([2.3)) exactamente del mismo
modo que harfa en la Proposicién (68):

Pr. (68) (Vaf(a) =b) = (b— f(c)).

Ahora bien, estos cambios no se pueden reproducir mediante la Regla de
substitucion de un céalculo de segundo orden.

Dos casos destacados de substituciones de letras funcionales de caso 2
tienen lugar en algunas demostraciones del capitulo III de Begriffsschrift: la
substitucién de ‘f(«)’ por ‘a(y)’ y la substitucién de ‘f(a)’ por ‘aﬁ Este
ultimo caso es de naturaleza esencialmente proposicional y, de hecho, en los
casos en los que Frege lo aplica, podria hacerse independientemente, esto es,
deduciendo independientemente la formula que resulta de la substitucion.
Como veremos, seguir esta estrategia es, en ocasiones, lo méds adecuado.
En conjunto, estos dos casos de substituciones consisten en el reemplazo
de una féormula en la que aparece ‘a’, que indica el lugar que ocupa una
letra funcional, por otra férmula en la que aparece ‘«’. En el caso de la
substitucién de ‘f(«)’ por ‘@’ ‘ f(a)’ es una férmula que contiene a ‘a’ como
subférmula.

Frege no distingue en absoluto los dos tipos de substituciones de letras
funcionales que planteamos, y presenta el tipo particular de substituciones
que estamos considerando exactamente del mismo modo que el resto de
substituciones de letras funcionales: especifica la letra funcional a reemplazar
y su instancia, asistiéndose de letras griegas para indicar el modo en que éstas
encajan en la funcién correspondiente.

No obstante, desde un punto de vista actual, el hecho de que estas substi-
tuciones no admitan el mismo tratamiento que el resto de substituciones que
afectan a letras funcionales es una circunstancia fundamental. La cuestion

86La substitucién de ‘f(a)’ por ‘a(y)’ ocurre en Begriffsschrift tinicamente en la demos-
tracién de la Proposicién (93).

La substitucién de ‘f(a)’ por ‘@’ se produce en Begriffsschrift en las siguientes demostra-
ciones: §22, Proposicién (68); §25, Proposicién (75); §28, Proposicién (89); §29, Proposicién
(100); §30, Proposicién (105).
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no es que Frege no disponga de las herramientas propias de un sistema for-
mal de segundo orden; las substituciones de Begriffsschrift, y en particular
las que se enmarcan en el caso que estamos considerando, son perfectamente
correctas. Simplemente, en este texto Frege lleva a cabo algunas substitucio-
nes que exigen tratar como un esquema la férmula en la que tienen lugar y
son, por tanto, completamente ajenas a las substituciones propias de un sis-
tema formal de segundo orden con una Regla de substitucién para variables
de predicado.

2.3.4 Conclusiones

En los procesos de substitucién no estd involucrada tnicamente una regla
de inferencia, sino también una definiciéon de las substituciones posibles.
Las definiciones especifican cémo deben llevarse a cabo las substituciones,
mientras que las reglas permiten deducir una instancia de substitucién a
partir de una férmula valida.

Estrictamente, la conceptografia deberia disponer de definiciones para
los distintos tipos de substitucion que consideramos ahora. No obstante,
exceptuando una breve indicacién para los cambios alfabéticos, Frege no
proporciona ninguna. Hemos planteado que, en esencia, una substitucién en
la conceptografia consiste en reemplazar una letra por una instancia adecua-
da. Ahora bien, Frege no especifica qué es una instancia adecuada ni explica
cémo resolver en general los conflictos de cuantificacién (que son abordados
en cada caso particular sin comentarios). En sentido estricto, ambos ele-
mentos son imprescindibles en una definicion rigurosa de substitucion en un
sistema formal. Sin embargo, dado que el lenguaje la conceptografia, con-
siderada aisladamente, no es un lenguaje formal, no es posible especificar
claramente y con detalle qué es una instancia adecuada ni indicar con pre-
cision cémo llevar a cabo las substituciones para resolver los conflictos de
cuantificacién que puedan surgir. La plasticidad de las letras, que se pone
de manifiesto en la amplia variedad de lecturas que admiten, impide for-
mular una definicién rigurosa y general de las substituciones. Explicamos,
en cualquier caso, por qué es razonable que Frege no proporcione una de-
finicién tal para la conceptografia. Al fin y al cabo, no puede obviarse que
todas las substituciones de Begriffsschrift son correctas y que, cuando en
alguna demostracién surge un conflicto de cuantificacién, Frege lo resuelve
adecuadamente.

Por lo que respecta a la Regla de substitucion, los estudios histéricos han
discutido extensamente si Frege hace uso de ella en Begriffsschrift sin hacerla
explicita, y por qué motivo no la formula. Lo cierto es que, bajo un andlisis
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preliminar, el autor deberfa haber proporcionado una Regla de substitucion
para el cdlculo de la conceptografia. Una explicacion histérica completa debe,
sin embargo, tratar de ofrecer una justificacién a esta omisién.

Ahora bien, cuando se habla de esta regla de inferencia se refiere uinica-
mente a la regla de inferencia que involucra substituciones de letras funcio-
nales por expresiones funcionales complejas, esto es, para las substituciones
de letras funcionales de caso 1. Si se exige formular una regla para este caso
de substitucion, deberian considerarse también las correspondientes reglas
para el resto de casos: para las substituciones proposicionales, para el resto
de substituciones de letras latinas (en particular, de letras para argumento
por términos individuales) y para las substituciones de letras funcionales de
caso 2. Y, sin embargo, la discusion histérica actual inicamente le reprocha
a Frege haber omitido la regla para las substituciones de letras funciona-
les por expresiones funcionales de caso 1. Esta tendencia se explica por la
lectura tradicional de Begriffsschrift, segin la cual la conceptografia es un
sistema formal de segundo orden.

De acuerdo con esta lectura, el fragmento proposicional del calculo exige
una regla de substitucién, pero se evita especificarla formulando las leyes
bésicas como esquemas, y no como férmulas concretas. Se entiende que las
substituciones proposicionales fuera del fragmento proposicional de la con-
ceptografia pueden realizarse de modo similar resolviendo los conflictos de
cuantificacién que eventualmente puedan aparecer. La regla correspondiente
a las substituciones de letras para argumento, vistas como variables indivi-
duales, por términos se desprende de una interpretacién parcial, en lenguaje
de primer orden, de la ley bésica (L9):

Vad(x) = ¢(t),

donde ninguna apariciéon de ‘x’ en ‘¢’ estd dentro del alcance de un cuanti-
ficador que ligue alguna de las variables de ‘¢’.

Por consiguiente, desde esta perspectiva, sélo se considera necesario for-
mular la regla que denominaremos ‘Regla de substitucion’, que permite de-
ducir, a partir de una férmula vélida, una férmula en la que se ha substituido
una letra funcional, vista como variable de predicado, por una expresion fun-
cional. Esta regla de inferencia es fundamental por su equivalencia con el
Axioma de comprensién, como se discutird detalladamente en el apartado
Todas las dificultades que podria plantear la ausencia de esta regla se
tratardn mds adelante, en el apartado [£.3.1]

En algunas demostraciones de Begriffsschrift se producen substituciones
de letras funcionales de caso 2, en las que la letra funcional reemplazada no
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puede interpretarse como variable de predicado (o no puede determinarse
que ésta sea la tnica interpretaciéon posible). Tal circunstancia exige tomar
la férmula a la que se aplican las substituciones como esquemas. Asi pues, si
unicamente se afiade a la conceptografia una Regla de substitucion para va-
riables de predicado, se obvia que hay derivaciones que no pueden realizarse
mediante una regla tal y, en consecuencia, ni se explica la razén por la cual
Frege no la hace explicita en su exposiciéon ni se pueden reconstruir todas
las substituciones de Begriffsschrift. Ademas, si se ignoran las razones del
autor, se compromete el rigor de su exposicién, tan alabado en otros con-
textos. Por consiguiente, esta estrategia, ante la posibilidad de ofrecer una
reconstruccion global y coherente de las substituciones de Begriffsschrift,
resulta discutible.

2.4 Demostraciones de Begriffsschrift

La division por capitulos de Begriffsschrift refleja una estructuracién de su
contenido. El capitulo I esta dedicado a la presentacion de la los elementos
mas relevantes de la conceptografia, los capitulos II y III contienen casi
exclusivamente deducciones. Asi, la explicacién del simbolismo esté separada,
de la presentacién y la aplicacion del sistema axiomético. Es precisamente
en esta aplicacién, esto es, en la obtencién de teoremas a partir del uso de
las leyes basicas y de las reglas de inferencia, donde nuestra reconstruccion
de la conceptografia puede ser verificada.

Esta seccion se dedicard, en primer lugar, a exponer el contenido de los
capitulos II y III de Begriffsschrift, en los que tienen lugar la presentacion de
las leyes basicas y las derivaciones. Se hara hincapié en el cardcter especifico
de algunos de los simbolos usados en el capitulo III y en la naturaleza de
sus definiciones. En segundo lugar, se reconstruirdn tres demostraciones de
Begriffsschrift, que tienen especial relevancia por contener substituciones
que ponen de manifiesto la singularidad de la conceptografia.

2.4.1 Capitulos IT y III de Begriffsschrift

El capitulo IT comprende las Proposiciones (1)-(68) y contiene la exposicién
de las leyes bésicas y la deducciéon de teoremas légicos que son necesarios
en las derivaciones del capitulo III. La mayor parte de estos teoremas (las
Proposiciones (1)-(51)) son de naturaleza proposicional y no contienen letras
funcionales. En el ultimo apartado de este capitulo (§22), a partir de la de-
mostracién de la Proposicién (62), Frege adopta el uso de nuevas letras para
argumento a las que no habia recurrido anteriormente: ‘x’, ‘4’ y ‘m’. Estas
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letras no pertenecen propiamente a la conceptografia; son letras propias de
un contexto de aplicaciéon de logistica. Probablemente, Frege las introduce
pensando en el uso que se hace de ellas en el capitulo III de Begriffsschrift.
Ahora bien, propiamente sélo la Proposicién (63) es usada en un contexto
logistico: esta proposicién es usada en las demostraciones del capitulo III, y
es posible que por esta razén incluya las nuevas letras. En las Proposiciones
(62) y (64)-(66), el uso de = y y es completamente innecesari

El capitulo IT es una muestra de la conceptografia pura, esto es, del uso
de este sistema formal aisladamente y sin una aplicacién concreta. Sus pro-
posiciones tienen un caracter meramente estructural, puesto que expresan
propiedades de los simbolos 1égicos de la conceptografia.

El dltimo capitulo de Begriffsschrift comprende las Proposiciones (69)-
(133) y estéd dedicado a la demostracién légica de proposiciones de naturaleza
aparentemente aritmética:

“[W]e see in this example how pure thought (regardless of any content
given through the senses or even given a priori through an intuition) is
able, all by itself, to produce from the content which arises from its own
nature judgements which at first seem to be possible only on the grounds
of some intuition (...). The propositions about sequences developed in
what follows far surpass in generality all similar propositions which can
be derived from any intuition of sequences.” [Frege, 1879al, §23, p. 167

Las proposiciones sobre sucesiones (Reihe) a las que se refiere Frege invo-
lucran las nociones de procedimiento, de propiedad hereditaria, de ancestral
fuerte y débil, y de funcién en sentido mateméatico. Todas ellas poseen una
notacion especifica y reciben, salvo la nocién de procedimiento, una defini-
cién formal.

El uso de la nocién de procedimiento supone una novedad muy impor-
tante con respecto a los dos primeros capitulos de Begriffsschrift: la intro-
duccién de simbolos no l6gicos con una interpretacién fija. El autor comienza
a usar la letra ‘f’, hasta el momento usada como letra funcional genérica,
como simbolo para un procedimiento. En palabras de Frege, la siguiente
expresion:

——f(I, 4)

87La Proposicién (62) es un teorema auxiliar que posibilita demostrar (63). Las Proposi-
ciones (64), (65) y (66) no son, en cambio, auxiliares ni tienen ninguna aplicacién en el
capitulo III. Frege ejemplifica con ellas distintos modos de silogismo para familiarizar al
lector de Begriffsschrift con el simbolismo de la conceptografia.



2.4. DEMOSTRACIONES DE BEGRIFFSSCHRIFT 101

“can be rendered, “A is a result of applying the procedure f to I'.”, or
“I" is the object of an application, with the result A, of the procedure
f.7, or “A bears the f-relation to I'.”, or “I" bears the converse of the
f-relation to A.” These expressions are to be taken as equivalent in
meaning.” [Frege, 1879a), §24, p. 169)

En este contexto, la letra‘f’ es un parametro que denota un procedi-
miento cualquiera. En cuanto procedimiento, f es una regla que, aplicada
a un objeto de un ambito determinado, permite obtener uno o mas obje-
tos del mismo ambito. La operacién sucesor o la relacién de paternidad son
ejemplos de procedimientos. Frege utiliza las letras ‘x’, ‘y’, ‘v’, ‘2’ y ‘m’ para
referirse genéricamente a objetos y la letra ‘F” para referirse genéricamente
a propiedades cuando estas letras aparecen en el mismo contexto que ‘f’.
Por consiguiente, ‘f(z,y)’ y ‘F(z)’ deben verse como férmulas atémicas que
expresan lo siguiente, respectivamente: el objeto y es un resultado de aplicar
el procedimiento f al objeto x y el objeto x tiene la propiedad F'. Frege no
considera que el procedimiento f tenga que proporcionar un tnico resultado
para cada objeto, de modo que la nocién de procedimiento no tiene caracter
funcional (en el sentido de una funcién matemética). Las férmulas atémi-
cas sélo pueden aparecer en un contexto como éste, de logistica, y no en
conceptografia pura.

Cabe destacar que el anadido de estos simbolos no modifica la presen-
tacién ofrecida de la conceptografia. Las letras siguen teniendo un recorrido
sobre una coleccién de expresiones. De hecho, la conceptografia puede adap-
tarse perfectamente a las caracteristicas particulares de los simbolos que
Frege introduce en el capitulo III: el uso de ‘f’, ‘F” o ‘x’ esta asociado a un
contexto de aplicacion particular y, por lo tanto, restringe las interpretacio-
nes posibles de los restantes simbolos de las proposiciones donde estas letras
aparecen.

Con la aportacién de estos simbolos no 16gicos al lenguaje de la con-
ceptografia, Frege puede definir las nociones relevantes para su empresa:
obtener por medios puramente légicos teoremas que hagan uso de estas no-
ciones, para cuya justificacién se consideraba necesario, hasta ese momento,
recurrir a la intuicién. Las letras reservadas para designar genéricamente
propiedades u objetos expresan generalidad restringida a cierta interpreta-
cién. En este sentido, la naturaleza légica de la conceptografia en el capitulo
III de Begriffsschrift, a pesar de la modificacién de su lenguaje, se mantiene
intacta.

El capitulo III comienza con la definicién de la nocién de propiedad
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hereditaria, que corresponde a la Proposicién (69)@
Pr. (69) Vo[F(d) — Va(f(d,a) — F(a))] = Her(F).
Informalmente, segtin las palabras de Frege, (69) expresa:

“If from the proposition that 0 has the property F', whatever
0 may be, it can always be inferred that each result of an
application of the procedure f to 0 has the property F,

then I say:

‘The property F' is hereditary in the f-sequence’.” [Frege, 1879al
§24, p. 170]

Dado que aparecen en el mismo contexto que ‘f’ y ‘F’, es natural in-
terpretar ‘a’ y ‘0’ como letras que denotan genéricamente objetos. Natu-
ralmente, esta interpretacién no se aplica en general a ‘a’ y ‘0’, pues estd
determinada por el contexto de aplicacién particular en el que aparecen.
Por esta razén, Frege se expresa en estos términos en su explicacién de la
Proposicién (69).

La definicién de la nocién de ancestral fuerte, que es relativa a un pro-
cedimiento f, tiene lugar en la Proposicién (76)@

Pr. (76) V§[Her(3) — (Va(f(z,a) = §(a)) = F(y))] = (2, 9).
Frege realiza una lectura en lenguaje natural de (76):

“If from the two propositions, that every result of an ap-
plication of the procedure f to x has the property F, and
that the property F is hereditary in the f-sequence, it can
be inferred, whatever F may be, that y has the property F';

then I say:

y follows x in the f-sequence’ or ‘x precedes y in the f-
sequence’” [Frege, 18794l §26, p. 174]

88Geguimos, en lo esencial, la notacién adoptada por Boolos en ‘Reading the Begriffs-
schrift’ [Boolos, 1985| p. 332] para adaptar las proposiciones de Begriffsschrift y facilitar
asf su lectura. Tomamos ‘Her(F')’ como substituto del simbolo fregeano:

0 F(a)
(’1 f(6, ).

89Nuevamente, siguiendo a Boolos, tomamos ‘ f* (z,y)’ como substituto de la expresién
fregeana ‘% (z~,yp)’. Véase la nota
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En términos actuales, el ancestral fuerte de un procedimiento f es la
transitivizacién de f. La analogia con la aritmética puede ser clarificadora:
dado que la operacién sucesor puede verse como un procedimiento concreto,
el correspondiente ancestral fuerte es la relacién <; asi, x < y significa que
x sigue a y en la sucesion determinada por la operacién sucesor.

A partir de la nocién de ancestral fuerte, y con la ayuda de la nocién
de propiedad hereditaria, Frege puede obtener resultados relevantes, como
la Proposicién (81):

Pr. (81) F(x) = (Her(F) — (f*(z,y) = F(y))),
que Frege lee informalmente del modo siguiente:

“If x has the property F' which is hereditary in the f-sequence, and if y
follows x in the f-sequence, then y has the property F.” |Frege, 1879al,
§26, p. 177]

También es un resultado remarcable la Proposicién (96):
Pr. (96) @) = (fly,2) = [7(2,2)).

La nocién de ancestral débil se desprende de la nocién de ancestral fuerte.
Su definicién es la Proposicién (99)@

Pr. (99) [~f*(x,2) > x=z] = fi(x,2).
Frege expresa esta proposicién en lenguaje natural:

“If z is identical with x or follows x in the f-sequence, then I say:
“z belongs to the f-sequence beginning with x”; or, “r belongs to the
f-sequence ending with z.”.” [Frege, 18794 §29, p. 186]

Finalmente, Frege introduce la nocién matemaética de funcién, que se
aplica a un procedimiento f. Su definiciéon tiene lugar en la Proposicion

(1157
Pr. (115) [Vevo(f(0,¢) = Va(f(?,a) = a=r¢))] = Fun(f).

Informalmente, (115) expresa, en palabras de Frege:

99Como ha ocurrido con los simbolos usados en las proposiciones precedentes, recurrimos
a una simplificacién notacional inspirada en las adoptadas por Boolos, segin la cual
‘fZ(x,y) es el substituto de la expresién fregeana ‘%f(acﬂ,, yg)'. Véase la nota

91Giguiendo nuevamente el ejemplo de Boolos, adoptamos una ultima simplificacién
notacional: substituimos el siguiente simbolo fregeano:

5
17(5.0)
por ‘Fun(f)’.
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“If it can be inferred from the circumstance that ¢ is a result
of an application of the procedure f to 0, whatever d may be,
that every result of an application of the procedure f to 0 is
identical with e,

then I say:

“f is a many-one procedure”.” [Frege, 1879al §31, p. 193]

Los simbolos ‘Her(F')’, ‘f*(z,y)’, ‘fi(z,y)" y ‘Fun(f)’ son abreviaturas
de férmulas complejas. Frege lo afirma explicitamente en sus comentarios a
la Proposicién (69):

“[N]othing follows from it [Proposition (69)] which could not also be
inferred without it. The only aim of such definitions is to bring about
an extrinsic simplification by the establishment of an abbreviation.”
[Frege, 1879al §24, p. 168]

Sin embargo, el mismo autor plantea que las definiciones que involucran
estos simbolos pueden verse de un modo alternativo:

“Although originally (69) is not a judgement, still it is readily converted
into one; for once the meaning of the new symbols is specified, it remains
fixed from then on; and therefore formula (69) holds also as a judgement,
but as an analytic one, since we can only get out what was put into
the new symbols.” [Frege, 1879al, §23, p. 168]

Segin una lectura alternativa, los simbolos ‘Her(F')’,  f*(z,y)’, ‘fX(z,y)’
y ‘Fun(f)’ (o, al menos, los simbolos correspondientes propuestos por Frege)
pueden verse como constantes; constantes cuyo significado ha sido estable-
cido mediante definicién. En este caso, tal y como plantea el autor, las
respectivas definiciones de estos simbolos podrian considerarse propiamente
juicios y, desde el punto de vista de Frege, juicios analiticos.

Globalmente, la estrategia de Frege en este capitulo III es clara: se trata
de restringir la generalidad de la conceptografia para poder atribuir a las
féormulas significados concretos y obtener resultados en aritmética.

2.4.2 Demostraciones

En las demostraciones de Begriffsschrift hay algunas substituciones que re-
quieren explicacion; veremos cada caso en el contexto de una derivacién.
En cuanto tales, estas substituciones destacan por la naturaleza de los cam-
bios que plantean, y presentan una dificultad a dos niveles. Por un lado, si
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se pretende reconstruir la conceptografia como sistema formal de segundo
orden, es necesario dar cuenta de ellas y encajarlas dentro de los recursos
deductivos propios de estos sistemas. Pero, por otro lado, exigen una expli-
cacion aislada, porque no es en absoluto evidente que sean legitimas ni que
su aplicacion sea correcta.

Sin embargo, la reconstruccién de ejemplos relevantes de estas substitu-
ciones, efectuadas en el transcurso de distintas demostraciones de teoremas
de Begriffsschrift, puede realizarse en coherencia con la exposicion desa-
rrollada. Asi pues, tratardn de verse como un soporte argumentativo para
nuestra tesis.

Antes de reconstruir tres demostraciones donde estos casos de substitu-
cién tienen lugar, y para facilitar y simplificar nuestra explicacién, se ofre-
cerd una exposicién del recurso metodolégico que denominamos ‘tablas de
substitucion’.

Tablas de substitucién

En las demostraciones, Frege realiza varias substituciones que representa
mediante lo que llamaremos ‘tablas de substitucién’. Con ellas, indica todas
las substituciones que deben realizarse. Asi, es posible obtener férmulas maés
complejas a partir de férmulas mas simples o de esquemas de férmulas; como
el autor plantea, “The little Table (...) serves to make [a] proposition (...)
more easily recognizable in the more complex form in which it appears here”
[Frege, 18794 §15, p. 142].

Hay dos aspectos a destacar en cuanto a la notaciéon que usa Frege y que
variaremos en este trabajo. En primer lugar, el autor presenta las tablas de
substitucion verticalmente, de modo que la letra a substituir y su instancia
de substitucién se sitiian en la misma linea horizontal. Presentaremos, por
razones de espacio, las tablas horizontalmente, por lo que las expresiones a
substituir apareceran encima de su instancia.

En segundo lugar, en los casos en los que una letra funcional debe ser
substituida por una expresién compleja, Frege hace uso de letras griegas
mayusculas para indicar su ariedad y su instancia de substitucién, asi como
para especificar los lugares donde esta expresién encaja en su respectiva
funcién. Este recurso es necesario, puesto que no disponer de él no permitiria,
distinguir con claridad cémo aplicar estas substituciones.

En la demostracién de la Proposicién (65) Frege propone la substitucién
en la Proposicién (61):

Pr. (61) (f(c) = a) = (Vaf(a) = a),
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de ‘f’ por una expresién compleja. El autor indica este cambio del siguiente
modo:
f(A)
(h(A) = g(A))

Observemos que se trata de substituir una letra funcional unaria por una
expresion funcional también unaria. El simbolo ‘A’ indica los lugares que
serdan ocupados por ‘¢’ y por ‘a’ cuando se aplique la substitucién a ‘f(c)’
y ‘f(a)’. En concreto, el resultado de realizar esta substitucién en (61) es el
siguiente:

((h(e) = g(¢)) = a) = (Va(h(a = g(a))) = a).

En el apartado se han introducido las letras griegas mintisculas
para llevar a cabo el cometido que tiene ‘A’ en esta substitucion. Como
se ha discutido, el uso para el cual hemos introducido las letras griegas
mayusculas es, estrictamente, distinto. En cualquier caso, las indicaciones
en los procesos de substitucién mediante letras griegas minusculas seran,
salvando diferencias de notacion, las mismas que las que proporciona Frege.

Respecto al proceso de substitucién, es relevante sefialar que puede darse
de dos modos distintos. Habitualmente, las substituciones son simultaneas.
Sin embargo, algunos casos pueden requerir substituciones ordenadas. Fre-
ge no da indicaciones al respecto, pero es claro que observa ambos modos
de substitucién y su procedimiento exige discriminarlos para llevar a cabo
correctamente las substituciones planteadas.

Demostracién de la Proposicién (68)

Con la demostracién de la Proposicién (68) concluye el capitulo II de Be-
griffsschrift. Se trata de una derivacién de la conceptografia pura, esto es,
sin el anadido de simbolos con interpretacién restringida. Asi pues, en este
contexto la letra ‘f’ es una letra funcional unaria genérica y no un parame-
tro, de modo que las letras para argumento que aparecen junto a ella no
son, necesariamente, simbolos que refieren a objetos. Sin un contexto de
aplicacién especifico, (68) es una proposicién completamente general.

A lo largo de esta demostracion se produce la substitucion de una expre-
sién funcional con interpretacién proposicional por uno de sus componentes.
En el caso que nos ocupa, se produce el cambio de ‘f(a)’ por el correspon-
diente ‘a’:

L [(vaf(a) = b) = (b = Vaf(a))] = [(Vaf(a) = b) = (b= f(c))],
Prop. (67).
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2. (e=d) = (f(d) = f(c)), Prop. (57).
3. (Vaf(a) =b) — (b — Vaf(a)), Substitucién en (2) de:
flay ¢ d
a  Vaf(a) b
4. (Vaf(a) =b) = (b— f(c)), Prop. (68): [MP] en (1) y (3).

Hay dos aspectos relevantes a destacar en esta demostracién: por un
lado, la lectura de las letras para argumento en cada uno de sus pasos y, por
el otro, el proceso de substitucién llevado a cabo en (3).

En ambas apariciones del simbolo de igualdad en (1), uno de los simbolos
puestos en relacién es claramente una férmula, ‘Vaf(a)’. Asi, de acuerdo
con lo explicado, si se quisiera traducir a un lenguaje formal el simbolo de
igualdad, deberia interpretarse como un bicondicional. Y esta misma lectura
debe mantenerse en (2), como hace explicito la tabla de substitucién en (3).
Por ello, las letras ‘b’ y ‘d’ deben interpretarse proposicionalmente a lo largo
de toda la demostracién.

El proceso de substitucién en (3) debe ser ordenado. El punto de partida
es la Proposicién (57):

Prop. (57) (c=d) = (f(d) = f(c)),
y la tabla de substitucién siguiente:

f(@) c d
a Yaf(a) b

Es claro que, en este caso, el orden de substitucién no es arbitrario. Para
obtener el resultado conveniente, es preciso seguir una secuencia ordenada
de pasos en lugar de realizar una substitucién simultdnea. Asi, el primer
paso consiste en aplicar la substitucién siguiente:

f(a)

Q

lo cual permite obtener:
(c=d) — (d— o).

Tras este primer paso, es posible llevar a cabo las siguientes substituciones:
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c d
Vaf(a) b

que llevan a la férmula definitiva:
(Vaf(a) =0b) — (b — Vaf(a)).

Lo relevante en este proceso es la substitucién de f(a)’ por ‘a’, esto es,
de ‘f(c)" por ‘¢’ y de ‘ f(d)’ por ‘d’. Estos cambios no son aceptables a menos
que ‘¢’ y ‘d’ se interpreten o bien proposicionalmente o bien como sentencias
en contextos de légica cuantificada; los cambios correspondientes a ambas
letras asi lo atestiguan. En esta demostracién, (2) debe interpretarse del
mismo modo que en la actualidad se interpreta la férmula siguiente:

(¢ ) = (B(P) = 2(0)),

es decir, en este caso, ‘f(a)’ debe verse como una férmula cualquiera en la
que aparece ‘a’; dicho en otros términos, ‘f(«)’ es una férmula cualquiera
que contiene a ‘a’ como subférmula. Entendida de este modo, es claro que ‘o’
es un caso particular de ‘ f(«)’. Esta substitucién no tiene una contrapartida
dentro de un sistema formal de primer o segundo orden.

El hecho que la Proposicién (57) deba interpretarse proposicionalmente
en (2) provoca que la letra ‘f’ no pueda interpretarse uniformemente en
el marco de esta demostracion. En efecto, la lectura propuesta para ‘f’
en (2), que estd determinada por al substitucién de ‘f(«)’ por ‘a’, no es
compatible con las lecturas aceptables de las apariciones de ‘f’ en (1), (3)
y (4). Preliminarmente, hay dos opciones ante esta dificultad. La primera
consiste en demostrar independientemente la férmula siguiente:

(c=d)— (d—=c),

e introducirla como (2) en lugar de (57). La segunda opcién es introducir
un cambio alfabético previo en la Proposicién (57) que permita preservar la
interpretaciéon de ‘f’ a lo largo de la demostracié

Demostracién de la Proposicién (77)

La demostracién de la Proposicién (77) pertenece al capitulo 111 de Begriffs-
schrift. Contiene el parametro ‘f’, la letra ‘F’, que refiere genéricamente a

927 pesar de que dedica dos apéndices a la reconstruccién en notacién moderna
de las 68 primeras derivaciones de Begriffsschrift en The Philosophy of Gottlob Frege
[Mendelsohn, 2005|, L. Mendelsohn no hace ningiin comentario a la substitucién de ‘ f(a)’
por ‘@’ en la demostracién presente [Mendelsohn, 2005, p. 201].
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propiedades, asi las como letras ‘x’ e ‘y’, cuyas instancias de substitucion
forman parte de un recorrido de nombres de objetos. Ademas, en (77) apare-
ce el predicado ‘Her(F')’. Por consiguiente, (77) es una proposicién propia de
los contextos de aplicacion consistentes con la interpretacion de los parame-
tros. En su demostracion interviene la Proposicién (68), y las substituciones
a las que se ve sometida también restringen su generalidad. Por ello, es-
ta demostracién es, en conjunto, una prueba fehaciente de la influencia del
contexto de aplicacién en el recorrido de las letras de la conceptografia.

La demostracion que se expondra a continuacién tiene una relevancia
especial por ser un punto de discusién clave respecto a la cuestién de las
substituciones en la conceptografia y, sobre todo, respecto al debate sobre la
vulnerabilidad de la conceptografia a la paradoja de Russell, como se vera
en el apartado [£.4.3] En ella hay dos casos de substitucién destacables: en
primer lugar, se produce la substitucién de una letra funcional que hemos
llamado caso 2 y, en segundo lugar, se substituye una letra para argumento
por una letra funcional:

1. V§[Her() — (Va(f(z,a) = F(a)) = F(v))] = f*(z, v} Prop. (76).
2. (Vaf(a) = b) — (b — f(c)), Prop. (68).

3. [v§[Her(§) = (Va(f(z,a) = F(a)) = ()] = f*(z,9)] = [[*(z,y) =
(Her(F) — (Va(f(z,a) = F(a)) = F(y)))], Substitucién en (2) de:

a f(8) b c
§ Her(3) — (Va(f(z,a) = B(a)) = B(y) f*(z,y) F

4. f*(xz,y) — (Her(F) — (Va(f(xz,a) = F(a)) = F(y))), Prop. (77):
[MP] en (3) y (1).

De nuevo, en esta demostraciéon hay aspectos importantes que conviene
subrayar. Todos ellos se hallan en las substituciones planteadas en (3). El
primer paso de estas substituciones, el cambio de ‘@’ por ‘F’, es muy relevan-
te. Es claro, comparando (1) y (2), que Frege propone leer (2) del siguiente
modo:

(V8/(&) =b) = (b= f(c).

93Respecto a la notacién utilizada, véanse las notas [88] y .
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Se trata de la aplicacién de (2) a un tipo especifico de letras cuantificadas.
Al llevar a cabo el cambio entre ‘a’ y ‘§’, se hace explicito que, en este
caso concreto, las instancias aceptables de la letra cuantificada son expre-
siones funcionales. Se distinguen estas lecturas para hacer més perspicuo el
tipo de expresién que resulta apropiado en el marco de esta demostracion.
Ciertamente, en el reemplazo de ‘@’ por ‘§’ hay un cambio. Sin embargo,
este cambio consiste Unicamente en la restriccién de las instancias y, por
lo tanto, no equivale al paso de una cuantificaciéon de primer orden a una
cuantificacién de segundo orden.

El segundo paso en la obtencién de (3) es la substitucién de la letra ‘ f’
por una expresiéon funcional compleja: se reemplaza ‘f(3)’ por ‘Her(5) —
(Va(f(z,a) — B(a)) — B(y))’. La substitucién de una letra funcional por
una expresién funcional compleja es tan natural, dada la ausencia de conflic-
tos en las cuantificaciones, que no precisa de explicacione@ Sin embargo,
esta substitucion no resulta de la aplicacién de la Regla de substitucién en
un calculo de segundo orden, puesto que no es una substituciéon de letras
funcionales de caso 1: consiste en el cambio de ‘f(§)" y ‘f(c)” por férmulas
complejas. En este caso, dado que la interpretacién de ‘f’ debe ser unifor-
me en el marco, ‘¢’ no puede interpretarse como un término individual y,
por otra parte, es obvio que ‘§’ tampoco admite tal interpretacién. En un
sistema formal actual, deberia tomarse (2) como el siguiente esquema:

(VX@(X) < 9) = (¥ = ¢(Y)),

y considerar que la substituciéon de ‘f’ consiste en el reemplazo de ‘¢(3)’
por la instancia propuesta, esto es, una expresion funcional que forma una
férmula cuando se complementa con una letra funcional interpretada como
una variable de predicado.

En tercer lugar, segun propone la tabla de (3), se substituye la letra ‘b’,
que claramente se interpreta proposicionalmente (por una razén similar a la
que, en la demostracion anterior, obligaba a interpretar proposicionalmente
‘v y ‘d’), por ‘f*(x,y)’. Dado que el uso de la letra ‘b’ es proposicional, y

9En ‘f(B8)’, ‘f’ es unaria y, en ‘Her(8) — (Ya(f(z,a) — B(a)) — B(y))’, es binaria. La
ambigiiedad se produce tnicamente por el uso de la Proposicién (68), que contiene la letra
funcional unaria ‘f’, letra que puede confundirse con la letra de procedimientos binaria
‘f(a, B). En rigor, para evitar ambigiiedades, (2) podria ser expresada mediante un cambio
alfabético de ‘f’ por ‘g’:
(Vag(a) = b) — (b g(c))-

Sin embargo, en este caso, Frege no lleva a cabo este cambio por el uso de ‘f(«, 8)’ como
pardmetro, y por la diferente ariedad de las distintas apariciones de ‘f’ (en (2) y en (3)).
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que no hay ninguna cuantificacion que pueda afectar a este cambio, se trata
de un paso trivial en la demostracion.

Por dltimo, se substituye la letra ‘¢’ por la letra ‘F’. Con ello, puede
comprobarse que las letras funcionales son, en ciertos contextos, instancias
de substitucién de letras para argumento. Al fin y al cabo, el rol que estas
letras juegan en la expresioén en la que aparecen es comun: ‘c’ es el argumento
y este rol es heredado por ‘F’. El mismo Frege indica esta circunstancia, al
afirmar que “Here, in accordance with §10, F(y), F(a) and F' (a)ﬁ are to
be considered different functions of the argument F” [Frege, 1879a) §27, p.
175]. Por tanto, una letra funcional que aparece en un enunciado complejo
puede ser tomada como argumento, y ello no hace mas que recalcar el tipo
de expresiones sobre las que tiene aplicacion la proposicién. La substitucion
es legitima en tanto que la estructura de la expresién completa en (3) no
cambia por causa de ella. Muestra de ello es que el cambio no equivale a un
paso de una cuantificacién de primer orden a una de segundo orden; ya se
ha visto que se trata, simplemente, del uso de una convencién sintactica.

Demostracién de la Proposicién (93)

La demostracién de la Proposicién (93) también pertenece al capitulo III
de Begriffsschrift y las férmulas que la componen, como en la derivacion de
(77), contienen simbolos con una interpretacién especifica. De hecho, el uso
de alguno de estos simbolos involucra substituciones que no pueden aplicarse
en general a cualquier expresién de la conceptografia. Discutiremos cémo
estas substituciones estan determinadas por el contexto de aplicacion y por
qué esta circunstancia puede afectar a la aseverabilidad de la expresion en
la que se realizan.

Esta demostracién destaca por contener dos tipos de substituciones a
tener en cuenta. En primer lugar, incluye substituciones de letras funcionales
de caso 2, de las que ya se ha visto un ejemplo en la demostracién de (77).
En particular, se produce en ella la substitucién de la letra funcional por
una expresién funcional atémica: en este ejemplo concreto, se lleva a cabo
la substitucién de ‘f(3)” por ‘B(y)’. Y, en segundo lugar, como sucede en la
demostracién de (77), se produce la substitucién de una letra para argumento
por una letra funcional. Por reunir estos dos tipos de substituciones distintos,
la demostracién de (93), a pesar de tener en comin muchos elementos con
la demostracién (77), es relevante por si misma:

95El sfmbolo ‘a’ forma parte de la notacién que abreviamos aqui como ‘Her(F')’, y no
debe entenderse como un indicador del lugar del argumento. Véase la nota
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L. [e = v§(Her(3) — (Va(f(z,a) = §(a)) = F(y)))] = (¢ = [*(z,v)),
Prop. (90).

2. VF(Va(f(z,a) = §(a)) = (Her(F) — F(v))) — V&(Her(F) —
(Va(f(z,0) = §(a)) = F(¥))] = V3 (Va(f(z,0) = F(a)) =
(Her(§) — §(v))) — f*(x,y)], Substitucién en (1) de:

Cc

V8[Va(f(z,a) = §(a)) = (Her(F) — §(y))]

3. Va[h(a) = (9(a) = f(a))] = [9(b) — (h(b) = f(D))], Prop. (60).

4. VF[Va(f(xz,a) = F(a)) — (Her(F) — F(y))] — VF[Her(F) —
(Va(f(z,a) = F(a)) = F(y))], [C] y substitucién en (3) de:

a fB) 9B h(B) b
§ Bly) Her(8) Va(f(z,a) = B(a)) §

5. Y3 (a(f(x,a) - §(a)) — (Her(3) — §(»))) — f*(@,y), Prop. (93):
MP] en (2) y (4).

Esta compleja demostracion requiere comentarios en casi cada uno de sus
pasos. En primer lugar, hay que destacar una lectura divergente de las letras
‘¢’ y ‘b’. Por un lado, la letra ‘c’ debe interpretarse proposicionalmente, como
hace explicita su substitucién en (2) y el hecho de que sea el antecedente,
en (1), de dos condicionales distintos. Pero, la letra ‘b’ no admite la misma
interpretacién, puesto que es substituida en (4) por una letra funcional.

En segundo lugar, en (2) se reemplaza ‘c’, que se interpreta proposicio-
nalmente, por una férmula compleja. Dado que ‘¢’ no aparece en (1) dentro
del alcance de un cuantificador que afecte a alguna de las letras géticas de
la instancia de ‘c¢’, la substituciéon no produce conflictos de cuantificacién vy,
por lo tanto, no supone ninguna dificultad.

En tercer lugar, hay que prestar atencion a la tabla de substitucién de
(4). Para facilitar nuestra explicacién, detallaremos cada uno estos cam-
bios en orden secuencial. El primer paso de esta tabla consiste en el cambio
alfabético de ‘@’ por ‘§’. Este cambio es andlogo al que ocurre en la demostra-
cién de la Proposicién (77): consiste en hacer explicita la lectura adecuada
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para (3) en el marco de esta demostracién. En esta tltima proposicion, hay
un argumento cuantificado que, para el curso de la demostracién, es mas
conveniente leer como letra funcional que como letra para argumento. Asi
pues, Frege propone leer (3) del siguiente modo:

VE[A(S) = (9(F) = F(&)] = [g(b) = (h(b) = f(b))].

Ninguna de las substituciones que afectan a letras funcionales de esta
férmula puede reproducirse en un sistema formal de segundo orden por me-
dio de una regla de substitucién para variables de predicado. Todas ellas
son ejemplos paradigméaticos de lo que hemos llamado substituciones de le-
tras funcionales de caso 2. Las expresiones ‘f(§F)’, ‘9(F) o ‘h(§)’ no pueden
verse como férmulas atémicas. De hecho, en el marco de la demostracién, y
dada la substitucién que afecta a la letra ‘b’, ni siquiera ‘f(b)’, ‘g(b)’ o ‘h(b)’
pueden verse como féormulas atémicas, como veremos a continuacién. Las
instancias aceptables de ‘§’ y de ‘D’, en este marco, no son, en ninglin caso,
términos, por lo que, en rigor, para reproducir las substituciones indicadas
en (4) habria que tratar (3) como el siguiente esquema:

VX ($(X) = (P(X) = x(X))) = (©(Y) = (¢(Y) = x(Y))),

Y, ademas, ver las substituciones que afectan a ‘f’, ‘g’ y ‘h’ como reemplazos
de ‘¢(8)’, ‘Y(B) y ‘x(B)’, respectivamente, por las instancias propuestas
(expresiones funcionales que, en combinacién con letras interpretadas como
variables de predicado, constituyen férmulas).

Si se sigue estrictamente el orden que propone Frege en la tabla de subs-
titucién de (4), puede analizarse mejor el proceso de substitucién de las
letras funcionales de (3). Si bien las letras ‘f’, ‘g’ y ‘h’ aparecen tanto en el
antecedente como en el consecuente de (3), fijaremos nuestros comentarios
unicamente en el consecuente de (3). El punto de partida es, por tanto:

(1) 9(b) = (h(b) = f(b)).

Como hemos mencionado, el segundo paso en la substitucién es el cambio
de *f(b)" por “b(y)":

(i) g(b) = (h(b) = b(y))-

Pese a que ‘b’, independientemente de su uso proposicional, habitualmente
figura en toda expresién, como en ‘g(b)’, entre paréntesis, esta posicién se
invierte en ‘b(y)’. Naturalmente, esta diferencia no conlleva ningin cambio
en el rol de la letra ‘b’. Esta doble posicidon pone de relieve que esta letra
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serd substituida por una expresién funcional, y que ‘g(a)’ y ‘h(a)’ tienen
como instancias expresiones que se aplican a expresiones funcionales. Lo
verdaderamente significativo es que puede considerarse una expresién como
‘b(y)’, atin a pesar de que aparezca Unicamente en un paso intermedio en una
substitucion. Siendo ‘y’ una letra que se interpreta como variable individual,
las instancias de ‘b’ deberdn ser expresiones funcionales aplicables a objetos;
en particular, predicados o simbolos relacionales. Dado que ‘b’ aparece en
otros lugares en (3), esta circunstancia deberd tenerse en cuentam

El tercer y cuarto paso en la substitucion es el cambio de las letras ‘g’ y
‘h’ por expresiones complejas, esto es, el reemplazo de ‘g(b)’ por ‘Her(b)’ y
de ‘h(b)’ por Va(f(z,a) — b(a))’. De todos estos cambios resulta sucesiva-
mente:

(i4i) Her(b) — (h(b) — b(y)).
(iv) Her(b) — (VYa(f(x,a) = b(a)) — b(y)).

En (iv) destaca ain més claramente el papel reservado a ‘b’. La substitucién
que afecta a ‘h’ modifica el contexto en el que aparece ‘b’, pues este cambio
hace explicito que las instancias adecuadas de ‘b’ son expresiones funcionales
y, en particular, simbolos de predicado o relacionales. Al fin y al cabo, debe
ser aseverable una expresion en la que el ‘Her(a)’ se aplica a ‘b’. Asi lo
atestigua el tdltimo cambio en la substitucién de (4): ‘b’ se substituye por
‘§F’, lo que implicitamente conlleva el anadido de la cuantificaciéon de ‘§”:

(v) V§[Her(§) = (Va(f(z,a) = F(a)) = F(y))]-

Este 1ltimo paso de la tabla de substitucién de (4) es, en parte, de caracter
notacional. Dados los cambios a los que se somete (3) en (i7) — (iv), la subs-
titucién de ‘b’ por ‘§F’ simplemente facilita la lectura de (4), pero no modifica
en absoluto el significado de esta proposicion. Esta tltima es una substitu-
cién andloga a la que se produce en (77) entre ‘¢’ y ‘F’. La substitucién que
nos ocupa tiene, sin embargo, una particularidad: el hecho de que ‘§’ apa-
rezca en tipografia gética indica que, ademas de llevar a cabo el cambio, es
preciso realizar un Confinamiento del cuantificador para indicar el alcance
concreto de la cuantificacion de ‘§’.

96La presencia de substituciones en Begriffsschrift que uinicamente son vélidas en de-
terminados contextos de aplicacién afecta al planteamiento de R. Heck y de R. May al
respecto, que afirman en ‘The Function is Unsaturated’ [Heck; May, 2013| que “[a]pparently,
argument-symbols are being freely substituted for function-symbols and wvice wversa”
[Heck; May, 2013, p. 829]. Hemos comentado otro caso de substitucién que no es vali-
da en general en nuestra reconstruccién de la demostracién de la Proposicién (68).
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Precisamente, el dltimo elemento que hay que destacar en la demostra-
cién es el Confinamiento llevado a cabo en (4). Hemos preferido, reproducien-
do exactamente el proceso que sigue el propio Frege, ofrecer una explicacion
separada de estos distintos pasos, dado el particular papel que juega la letra
‘§’ en el conjunto de la demostracion. El autor no hace explicita la apli-
cacién de [C], pero muestra fehacientemente el resultado en el curso de la
demostracién para disipar cualquier duda. De hecho, las substituciones que
conllevan un cambio en la tipografia (como es el cambio de ‘b’ por ‘F’) estén
asociadas a una convencién de Begriffsschrift: cuando una letra figura en
tipografia gotica en el consecuente, es necesaria una cuantificacion explicita.
Asi pues, se ha incluido, de acuerdo con [C], una cuantificacién de ‘F’ en el
consecuente de (4).

2.4.3 Recapitulacion

La exposicién del sistema axiomdtico de la conceptografia y, especialmen-
te, de algunas demostraciones que tienen lugar en Begriffsschrift, permite
contrastar el planteamiento que se ha desarrollado a lo largo del capitulo
En deducciones concretas es posible apreciar, por un lado, de qué modo
Frege aplica su distincién entre funciéon y argumento y, por el otro, cudl
es su tratamiento de los distintos elementos del lenguaje. Nuestra recons-
truccién ha tratado de enfatizar los aspectos en los que la conceptografia es
genuinamente original y distinta de la légica contemporanea.

El cometido de este apartado es recapitular los componentes basicos de
nuestra exposicion acerca del esquema funcién-argumento en el contexto de
los procesos deductivos de la conceptografia. Se insistira en la extraordinaria
flexibilidad que Frege atribuye a la estructuracién de la conceptografia, y en
c6mo esta circunstancia determina un modo particular de usar el lenguaje.

A lo largo del capitulo [I y especialmente en el apartado [I.3.2] se ha
enfatizado que la distincién fregeana entre funciéon y argumento se aplica
Unicamente a expresiones y se ha explicado que la descomposicién de una
expresion en parte reemplazable y parte fija no es absoluta: la flexibilidad de
la distincion entre funcién y argumento impide diferenciar de modo deter-
minante los elementos del lenguaje segin se consideren componentes fijos o
componentes reemplazables. En determinadas circunstancias (por ejemplo,
en el marco de una demostracién), un componente que inicialmente es fun-
cién puede ser considerado argumento, o una expresién que normalmente es
el argumento puede ser parte del componente funcional.

El esquema funcién-argumento se aplica a todos los niveles del lenguaje.
Una expresiéon como ‘ f(a)’ es en principio indicadora de una divisién y, dado
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que estd compuesta por letras que expresan generalidad, aparece inicamente
en las demostraciones. Para la explicacion de la conceptografia, Frege utiliza
el esquema ‘@(A)’, que es una forma genérica y representa una expresion
compuesta de argumento y funciéon. Hay un andlisis inicial, segin el cual  f’
es funcién y ‘a’ es argumento, pero la misma expresiéon admite ser analizada
de modos distintos. Al fin y al cabo, si hay un analisis inicial es por razones
pragmaéticas, pero no hay ningin aspecto sistemdatico que le atribuya un
papel primordial.

Pero, ademds, cuando una expresién como ‘ f(a)’ no aparece aisladamen-
te, sino en un marco cualquiera, el analisis puede ser completamente distinto.
El rasgo definitorio de las letras, como elementos del lenguaje, es que ex-
presan generalidad sobre las expresiones que pueden ocupar su posicién en
una féormula determinada. No es posible fijar de antemano ni el hecho de
que una letra concreta sea funcién o argumento ni tampoco el conjunto de
expresiones por las que esta letra puede substituirse. En el apartado se
ha observado c6mo una expresién como ‘f(a)’ puede ser considerada, segun
el contexto de aplicacion y el marco en el que se encuentre, una férmula,
compleja o atémica, o un término. El elemento esencial es que no hay mo-
do de determinar, por ejemplo, en qué circunstancias ‘f(a)’ es una férmula
atémica: dada la generalidad de las letras, nada exige que las instancias de
‘f’ sean unicamente simbolos de predicado (o relacionales), ni que las ins-
tancias de ‘a’ sean invariablemente términos. Y, de hecho, aunque dichas
circunstancias pudiesen especificarse, tomar en cada caso ‘f’ y ‘a’ como fun-
cién o argumento dependeria de la expresién en la que apareciesen y de las
substituciones que hubiese que aplicarle, de modo que los posibles analisis
no estarfan, en ningin caso, predeterminados.

Consideremos la siguiente férmula, a la que hemos aludido en el apartado
.o.2

(c=d) = (f(e) = f(d)). (2.4)

En tanto que letras cuya generalidad esta subordinada a la aseverabilidad
en el marco en el que aparecen, las letras ‘f’,'c’ y ‘d’ tienen en cierto
recorrido de instancias.

Por un lado, nada exige que ‘f’ sea la funcién y ‘¢’ el argumento; es-
te analisis se lleva a cabo en el conjunto de y no en cada uno de
sus componentes. Asi pues, si ‘¢’ es el argumento de esta expresién com-
pleja, entonces ‘f’ es una parte de la funcion resultante, que puede ser
tanto ‘(o = d) — (f(¢) = f(d))’, como ‘(¢ = d) — (f(a) = f(d))
o ‘(¢ =d) = (f() = f(d)). También es posible considerar que ‘¢’ y
‘d’ son conjuntamente argumentos. Pero, ademds, ‘f’ puede ser argumen-
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to, de modo que ‘¢’ pasaria a formar parte de la funcion, que podria ser,
en este caso, ‘(¢ = d) — (ac) = f(d), (¢ = d) — (f(c) = a(d)) o
‘(c = d) = (alc) = a(d))’. Incluso es perfectamente posible que en una
expresién funcional, si el marco en el que aparece asi lo indica, sea
el argumento de una expresién compleja; en tanto que componente de una
expresion, puede ser considerada la parte que varia.

Y, por otro lado, las expresiones que pueden ocupar la posicion de ‘o’
en ‘(¢ =d) — (a(c) = a(d))’, que aparece en ([2.4), pueden ser expresiones
funcionales complejas y, en particular, lo que en légica actual llamamos va-
riables funcionales, o variables o constantes de predicado. El hecho de que
un mismo simbolo admita lecturas muy distintas hace imposible delimitar
completamente el recorrido de cada letra. Dicho explicitamente, no puede de-
terminarse si ‘f(c)’ en debe interpretarse como término, como férmula
atémica o como férmula compleja. De hecho, sabemos que incluso es posible
interpretar metalingiifsticamente. Unicamente un marco o un contexto
de aplicacién particular permiten acotar la interpretacion de ‘f(c)’ en .
El modo de presentacién en el que una letra figura entre paréntesis, y la otra
a la izquierda de los paréntesis, remite a una estructuracion inicial, y nada
mas. De hecho, este andlisis inicial es modificado a conveniencia en el curso
de una demostracién. En este sentido, las letras del lenguaje de la concepto-
grafia pueden verse mas como simbolos de metalenguaje que como variables,
puesto que no restringen en absoluto el recorrido en el que toman valores.
Apreciando esta circunstancia es comprensible que la conceptografia pueda
complementarse con total naturalidad con cualquier teoria con un lenguaje
regimentado.

En el apartado se ha planteado que, en el capitulo III de Begriffs-
schrift, Frege introduce simbolos con una interpretacién particular y, por
tanto, determina un contexto de aplicacién especifico, aunque de naturaleza
puramente abstracta. A pesar de que no es posible determinar en general
que ‘f(c)’ sea o no una férmula atémica, ‘f(z,y)’ si lo es y, de hecho, no
admite ninguna lectura alternativa. Esta circunstancia determina de un mo-
do muy especifico un contexto de aplicacién para el conjunto de letras de
la conceptografia, y no unicamente para los nuevos simbolos. Asi, mientras
que ‘g(a)’, considerada como expresién aislada, debe ser vista unicamente
como esquema, la expresion siguiente:

g(a) = f(z,a),

es un esquema que presenta restricciones para las posibles interpretaciones
de sus letras. Dado que, en este contexto, ‘f’ es un procedimiento, ‘a’ es
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una letra que refiere a objetos y, por lo tanto, ‘g(a)’ expresa mas que una

simple divisién entre un componente reemplazable y un componente que
permanece fijo, puesto que el recorrido de instancias adecuadas de ‘g’ y ‘a’
ha sido convenientemente restringido. En consecuencia, en el capitulo I1I de
Begriffsschrift conviven dos perspectivas distintas: por un lado, la propia de
la conceptografia y, por el otro, la determinada por el uso de simbolos con
una interpretacién.

Esta particularidad, sin embargo, no afecta a la flexibilidad con la que
se concibe la relacién entre la estructura basica de la conceptografia y las le-
tras de su lenguaje. De hecho, es habitual hallar ejemplos donde el esquema
funcién-argumento estd aparentemente alterado. Todos ellos se han anali-
zado en el apartado En efecto, en la demostracién de la Proposicién
(77), hallamos ‘f(J)” en un paso intermedio de la deduccién. O, de modo
aun mas llamativo, en el proceso de demostracién de la Proposicién (93),
encontramos una expresion como ‘b(y)’ como parte de una férmula. El mar-
co de la demostracion restringe las posibles lecturas de estas expresiones, y
el hecho de que se presenten de este modo es una forma de indicar qué tipo
de instancias son las adecuadas. Pero la presencia de una divisién entre fun-
cién y argumento se mantiene sin cambios: el argumento es el componente
que se considera reemplazable. En el curso de una demostracion, la division
entre funcién y argumento de una férmula va cambiando a medida que se
realizan substituciones; en cada substitucion, el argumento de la férmula en
cuestion es aquella letra que va a ser reemplazada. Por ejemplo, en el curso
de la demostracion de la Proposicién (93), hemos detallado secuencialmente
las substituciones que afectan al consecuente de una de sus premisas. Este
proceso consiste en los siguientes pasos:

(i) g(b) = (h(b) = f(b)).
(i1) g(b) = (h(b) = b(y)).
(ii) Her(b) — (h(b) — b(y)).
(iv) Her(b) — (Ya(f(z,a) = b(a)) — b(y)).
(v) V§[Her(§) — (Va(f(z,a) = F(a)) = F(y))]-
Cada uno de estos pasos muestra la substitucién de una de las letras de
(i): “f',‘g’, ‘' y ‘b, respectivamente. Por consiguiente,  f’ es el argumento de

la funcién ‘g(b) — (h(b) — «(b))’ en (i), mientras que en (iii) el argumento
es ‘h’ y la funcién es ‘Her(b) — (a(b) — b(y))’.
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Por lo tanto, es comprensible la presencia de expresiones cuyo andlisis
ha sido aparentemente alterado: fruto de substituciones previas, hallamos
expresiones como ‘f(F)” o ‘b(y)’ como componentes de férmulas complejas.
En estas expresiones, es claro que ‘7 y ‘b’ van a ser tomadas como argumento
de la féormula en la que aparecen, respectivamente, para ser reemplazadas
por instancias més adecuadas para el marco en el que se encuentran.

En dltimo término, la gran libertad que atribuye Frege a la distincion
entre funcion y argumento esta intimamente ligada a los procesos deducti-
vos que involucran a la conceptografia. Es en las demostraciones donde se
pone de manifiesto la potencia deductiva que posibilita una estructuracion
sintactica como la propia de este sistema formal; el elemento central son las
substituciones que hemos presentado pormenorizadamente en la seccién [2.3]






Capitulo 3

Conceptografia y logistica

3.1 Introduccion

Frege dedico los anos inmediatamente posteriores a la publicacién de Be-
griffsschrift ala elaboracion de articulos que tratan de explicar y profundizar
en las capacidades de la conceptografia. Entre 1879 y 1882, Frege se esforzo
en mostrar como los recursos formales de la conceptografia pueden aplicar-
se para garantizar el rigor deductivo en la obtencién de nuevos teoremas de
disciplinas cientificas. Cuando se usa de este modo, la conceptografia desem-
pena el papel de herramienta auxiliar: los enunciados atémicos significativos
de los que carece este sistema formal son aportados por una disciplina.
Adicionalmente, Frege observa la posibilidad de considerar la 16gica des-
de otro punto de vista: como sistema formal puro y abstracto, desvinculado
de cualquier discurso cientifico. De acuerdo con ello, un conjunto de leyes
basicas y reglas de inferencia sirven para la formulacién de principios légicos
de naturaleza abstracta. Aunque Frege usa en ocasiones la conceptografia de
modo abstracto (por ejemplo, en el capitulo I de Begriffsschrift), rechaza la
perspectiva general de usar la logica inicamente de este modo. Este rechazo
sienta las bases del enfrentamiento que tiene lugar tras la publicacion de
Begriffsschrift entre la posicion de Frege y la propia de la légica algebrista.
Este capitulo pretende evaluar los usos que pueden darse a la concepto-
grafia, y que Frege valord en sus obras. Se trata, en tultimo término, de poner
en relacién el planteamiento fundacional de Frege en Begriffsschrift con el
desarrollo de nuevas perspectivas en cuanto al uso de la conceptografia, que
son objeto de consideracion en los articulos elaborados en los anos siguientes
a su publicacién en 1879. Asi pues, a partir de esta introduccion, la segunda
seccion analizard el objetivo que se propone Frege con respecto a la
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redaccion de Begriffsschrift, v cémo este objetivo lleva a la creacién de la
conceptografia. En la tercera seccion , se discutird de qué modo Frege
concibe la conceptografia como logistica, esto es, de qué modo su sistema
formal puede aplicarse a otras disciplinas cientificas. Esta aplicacién conlleva
tener en consideracion aspectos tanto sintacticos como seménticos. Por lti-
mo, la cuarta seccién tratara de articular histéricamente la distincién
entre légica abstracta y légica concebida como base para la logistica. En pri-
mer lugar, se discutird qué caracteriza esta distincion y el aspecto histérico
que la motiva. En segundo lugar, se consideraran los motivos por los cuales
Frege no manifiesta ningun interés por el desarrollo de la conceptografia en
s misma maéas alld de su posible uso instrumental como herramienta para
garantizar el rigor deductivo de las demostraciones.

3.2 Contexto de creacién de la conceptografia

En los apartados[2.2.1] [2.2.2]y [2.3]se han presentado con detalle los elementos
del sistema formal de Begriffsschrift. También se han ofrecido muestras, en
el apartado del modo como estos elementos entran en funcionamiento
con la explicacién de algunas demostraciones de Begriffsschrift.

Sin embargo, a pesar de que se han ofrecido algunas indicaciones en
los apartados y no se han considerado aun, propiamente, los
posibles usos de la conceptografia. En cuanto sistema formal, es obvio que
la conceptografia permite obtener leyes de naturaleza légica, pero es preciso
evaluar el objetivo de Frege al considerar su creacion.

Las explicaciones de Frege referentes a la creacién de su conceptografia
derivan hacia dos puntos de vista distintos, no plenamente contrarios, pero
no exactamente coincidentes. Cada uno de ellos plantea una relacion dis-
tinta entre la légica y la aritmética. Sin embargo, debe destacarse en ellos
un elemento comun y vertebrador: la necesidad de que las féormulas de la
conceptografia adquieran un significado especifico.

3.2.1 Dos perspectivas respecto a la relacion entre aritmética
y légica

En las primeras lineas del Prefacio de Begriffsschrift, Frege apunta a su
objetivo fundamental: la caracterizacion de teoremas aritméticos de especial
relevancia como puramente légicos. No en vano, afirma que:

“(...) T had first to test how far one could get in arithmetic by means
of logical deductions alone, supported only by the laws of thought,
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which transcend all particulars. The procedure in this effort was this:
I sought first to reduce the concept of ordering-in-a-sequence to the
notion of logical ordering, in order to advance from here to the concept
of number.” [Frege, 1879a), p. 104]

Por tanto, la cuestién fundacional consiste en evaluar hasta qué punto
puede desarrollarse la aritmética desde una perspectiva exclusivamente 16gi-
ca. El desempeno de Frege no consiste tanto en tratar de proporcionar una
fundamentacion logica de la aritmética en su conjunto, sino en mostrar la
naturaleza logica de algunas nociones de cardcter aritmético, como son las
de propiedad hereditaria o de orden asociado a una sucesién. Asi pues, la
tentativa de Frege acaba consistiendo, desde un punto de vista practico, en
definir en términos légicos algunos elementos aritméticos relevantes y justi-
ficar rigurosamente con estas definiciones algunas proposiciones légicas cuya
naturaleza aritmética parece requerir, para su demostracién, la influencia de
la intuicién. Por consiguiente, en Begriffsschrift no se despliega propiamen-
te la tesis logicista: sus resultados, de acuerdo con la finalidad que Frege
reconoce, son parciales.

No obstante, Frege concede una capital importancia al hecho de poder
demostrar algunos teoremas aritméticos apelando Unicamente a principios
l6gicos. Asi lo demuestra el parrafo inicial del capitulo III de Begriffsschrift.
En primer lugar, el autor destaca que puede haber otros modos de manejar
la conceptografia, modos que pueden complementarse con el que propone en
este capitulo:

“The following derivations [those contained in chapter III] are meant
to give a general idea of how to handle this “conceptual notation”,
even if they do not suffice, perhaps, to entirely reveal the advantage
it possesses. This would only stand out clearly with more complicated
propositions.” [Frege, 1879a) §23, p. 167]

Y, a continuacion, Frege pone de manifiesto la relevancia que tiene mos-
trar que no es preciso apelar a la intuicién para demostrar algunas proposi-
ciones aritméticas:

“Besides, we see in this example how pure thought (regardless of any
content given through the senses or even given a priori through an
intuition) is able, all by itself, to produce from the content which arises
from its own nature judgements which at first seem to be possible
only on the grounds of some intuition (...). The propositions about
sequences developed in what follows far surpass in generality all similar
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propositions which can be derived from any intuition of sequences.
Therefore, if one wishes to consider it more appropriate to take as a
basis an intuitive idea of sequences, then he must not forget that the
propositions so obtained, which might have somewhat the same wording
as the ones given here, would not state nearly so much as these because
they would have validity only in the domain of the particular intuition
upon which they were founded.” [Frege, 1879a, §23, p. 167]

Frege destaca dos ventajas respecto a la posibilidad de demostrar propo-
siciones aritméticas a partir del pensamiento puro, esto es, por medios ex-
clusivamente 16gicos. En primer lugar, es posible justificar que no hace falta
apelar a la intuicién, ni siquiera a una intuicién a priori, para demostrar
estos teoremas. Y, por esta razon, en segundo lugar, dado que su contenido
no estd restringido a un dominio particular, estas proposiciones expresan
una generalidad mayor a la que expresarian las proposiciones analogas, de-
mostradas mediante principios no légicos.

Frege adopta la terminologia kantiana para dar cuenta de su plantea-
miento. De acuerdo con ello, puede demostrar que algunas proposiciones
aritméticas no son, por un lado, a posteriori y, por el otro, que tampoco son
sintéticas, como se consideraba tradicionalmente. Independientemente de
qué suponga este resultado para el proyecto logicista, es importante apre-
ciar su relevancia histérica. En Grundlagen, el autor insiste en esta misma
cuestion refiriéndose a la conceptografia de Begriffsschrift:

“In this way I have, without borrowing any axiom from intuition, given
a proof of a proposition which might at first sight be taken as synthetic
which I shall here formulate as follows:

If the relation of every member of a series to its successor
is one- or many-one, and if m and y follow in that series
after x, then either y comes in that series before m, or it
coincides with m, or it follows after m.

From this proof it can be seen that propositions which extend our
knowledge can have analytic judgements for their content.” [Frege, 1884,
§91, pp. 103-104]

Frege se refiere a la Proposicién (133), con la que concluye Begriffs-

schrif@
Pr. (133)  Fun(f) = [f*(z,m) = (f*(z,y) = (=f*(y,m) = fZ(m,y))].

97Para una explicacién de la notacién de la Proposicién (133), véanse las notas y

b1l
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La Proposicién (133) no es usada como premisa para la demostracién de
ninguna otra proposicion a lo largo de Begriffsschrift. A partir de este hecho,
G. Boolos observa que Frege cree haber demostrado concluyentemente que
una proposicién que en apariencia es sintética (como (133)) es, sin embargo,
genuinamente analiticg’>}

Sin embargo, ésta no es la tinica perspectiva que plantea Frege respecto
a la relacién entre la légica y la aritmética. Ciertamente, el desarrollo por
medios puramente logicos de esta disciplina matemaética puede verse desde
otra perspectiva. En ‘Uber den Zweck der Begriffsschrift’ [Frege, 1882b],
Frege manifiesta su voluntad de anadir a la logica los elementos del lenguaje
de la aritmética:

“I wish to blend together the few symbols which I introduce and the
symbols already available in mathematics to form a single formula
language. In it, the existing symbols [of mathematics] correspond to
the word-stems of ordinary language; while the symbols I add to them
are comparable to the suffixes and formwords that logically interrelate
the contents embedded in the stems.” [Frege, 1882b] p. 93]

El autor pretende complementar el lenguaje aritmético con un simbolis-
mo logico que permita representar con rigor las relaciones légicas que vin-
culan los enunciados aritméticos. El caso de la aritmética es paradigmatico
y, como se ha visto, responde a la pretensién fundacional de Frege de que
sea la disciplina por antonomasia a la que la conceptografia complemente.
No es, por descontado, un caso tnico.

Por contra, el intento de obtener por los medios puramente légicos que
proporciona la conceptografia algunos teoremas de la aritmética, que cons-
tituye la idea fundacional de Begriffsschrift, no es propiamente considerado
en los textos de 1880-1882. Asi pues, como se planteaba a modo de introduc-
cién, hay cierta tension entre ambos puntos de vista, dado que prevén una
relacién significativamente distinta entre légica y aritmética. Sin embargo,
el trasfondo de un desarrollo parcial de la tesis logicista permite explicarlos
ambos a la vez, como se discutira en el apartado

La perspectiva que plantea una complementacion entre los lenguajes de
la l6gica y la aritmética es confirmada en ‘Booles logische Formelsprache
und meine Begriffsschrift’ [Frege, 1882¢]. Segin este texto, el fruto de la
complementaciéon de ambas disciplinas es la garantia de rigor, en términos
formales, que posibilita integrar los recursos de la légica a la aritmética:

9%BVéase ‘Reading the Begriffsschrift’ [Boolos, 1985 p. 333ss].
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“I wanted to supplement the formula-language of mathematics with
signs for logical relations so as to create a concept-script which would
make it possible to dispense with words in the course of a proof, and
thus ensure the highest degree of rigour whilst at the same time making
the proofs as brief as possible.” [Frege, 1882¢] p. 47]

Por tanto, parece que la voluntad inicial de explorar qué conceptos arit-
méticos son definibles exclusivamente mediante términos logicos pasa a un
segundo término. En lugar de ello, Frege enfatiza la necesidad de crear un
lenguaje formal capaz, por un lado, de expresar con rigor los procesos deduc-
tivos propios de la aritmética y, por el otro, de formular explicitamente las
relaciones légicas entre férmulas aritméticas. Pero, con ello, el autor no pre-
tende substituir los simbolos propios aritméticos por constantes légicas con
el propdsito de evitar que el significado de las férmulas de la conceptografia
sea abstracto.

3.2.2 Creacion del lenguaje de la conceptografia

Precisamente, es el desarrollo de la complementacién entre aritmética y 16gi-
ca lo que lleva a Frege a considerar la insuficiencia del lenguaje natural. Para
el autor, el lenguaje natural es completamente inadecuado para dar cuenta
de las cadenas de inferencias, en las que cada paso debe estar perfectamente
justificado. En ‘Uber die wissenschaftliche Berechtigung einer Begriffsschrift’
[Frege, 1882a], Frege proporciona un ejemplo de inadecuacién del lenguaje:
se trata de la ambigiiedad mediante la cual una misma palabra puede referir
a un objeto o a un concepto:

“Generally, no strong distinction is made between concept and indi-
vidual. “The horse” can denote a single creature; it can also denote
the species, as in the sentence: “The horse is an herbivorous animal”.

9

Finally, horse can denote a concept, as in the sentence “This is a horse”.
[Frege, 1882al, p. 84]

En opinién de Frege, un lenguaje propiamente riguroso debe evitar am-
bigiiedades en cuanto a la designacién de objetos y conceptos, asi como, en
realidad, cualquier tipo de ambigiiedad. En Begriffsschrift, planteandose el
desarrollo puramente légico de la aritmética, Frege manifiesta la necesidad
de garantizar el rigor deductivo en la ejecucién de esta tarea. Y ésta es, de
hecho, la motivacion de la creacion del lenguaje de la conceptografia:

“As T endeavoured to fulfil this requirement [to keep the chain of reaso-
ning free of gaps] most rigorously, I found an obstacle in the inadequacy
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of the language; despite all the unwieldiness of the expressions, the more
complex the relations became, the less precision—which my purpose
required—could be obtained. From this deficiency arose the idea of the
“conceptual notation” presented here. Thus, its chief purpose should be
to test in the most reliable manner the validity of a chain of reasoning
and expose each presupposition which tends to creep in unnoticed, so
that its source can be investigated.” [Frege, 18794, p. 104]

Asi, lo que lleva a la creacion de la conceptografia aparece indirectamen-
te subordinado al principal objetivo de Frege en los pasos introductorios
de Begriffsschrift, que no es otro que la deduccion mediante herramientas
exclusivamente 1égicas de ciertos teoremas de naturaleza aritmética. El desa-
rrollo de esta tarea lleva a la creacién de esta conceptografia, y no al revés.
Su principal cometido, como senala Frege, es el de ofrecer un sistema formal
apropiado para la expresién sin ambigiiedades de las relaciones que vinculan
proposiciones y que, ademas, permita un control riguroso de las cadenas de
inferencia, sacando a la luz los pasos implicitos dados a partir de presupo-
siciones. Y, con ello, manifiesta que el foco de su atencién se centra, en este
contexto, exclusivamente en el contenido conceptual:

“For this reason, I have omitted the expression of everything which is
without importance for the chain of inference. In §3, I have designated
by conceptual content that which is of sole importance for me. Hence,
this must always be kept in mind if one wishes to grasp correctly the
nature of my formula language.” [Frege, 1879a], p. 104]

Esta afirmacion es completamente coherente con el breve tratamiento de
la nocién de contenido conceptual que Frege realiza en el parrafo §3 de Be-
griffsschrift, a la que hemos aludido en el apartado El autor se refiere
mediante ‘contenido conceptual” a todo aquello (y sélo aquello) que es rele-
vante para determinar las posibles consecuencias légicas de una proposicién.
A nivel preliminar, como planteamiento de objetivos, ésta parece ser una de
las pretensiones del autor, la de expresar con precisiéon las relaciones légicas
entre proposiciones.

3.3 Logistica: Aplicaciéon de la conceptografia

3.3.1 Introduccion

Hemos planteado que Frege decide crear la conceptografia para disponer
de una herramienta que permita mostrar que la intuicién no juega ningin
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papel en la derivacion de algunos teoremas aritméticos, y que éstos pueden
mostrarse por medios exclusivamente l6gicos. En el proceso de realizacién
de este objetivo, la conceptografia garantiza el rigor en la expresién de las
relaciones légicas que vinculan las proposiciones y en los procesos deductivos.

Ya desde un inicio Frege contempla que esta herramienta puede usarse
en otros contextos, ademds del aritmético. Asi lo plantea en el Prefacio de
Begriffsschrift:

“I am sure that my “conceptual notation” can be successfully applied
wherever a special value must be placed upon the validity of proofs, as
in laying the foundation of the differential and integral calculus.

It appears to me to be still easier to extend the area of application of
this formula language to geometry. We should only have to add a few
symbols for the intuitive relations that occur there.” [Frege, 1879al, p.
106]

Como veremos a continuacién, el uso de la conceptografia como logistica,
esto es, su aplicacién a una disciplina cientifica, es un proceso complejo que,
en rigor, no conlleva inicamente anadir algunos simbolos apropiados. A lo
largo de esta seccién discutiremos con detalle la naturaleza de este proceso
y las implicaciones que tiene en el lenguaje, la cuantificacion y los procesos
de deduccion de la conceptografia.

Esencialmente, sin embargo, Frege captura con exactitud en qué consis-
te la aplicacion de la conceptografia a una disciplina cientifica: el uso de la
l6gica como herramienta para garantizar la validez de las deducciones. Pre-
cisamente por ello, este uso contrasta con la concepcién de la légica como
l6gica abstracta.

En el marco de esta dicotomia entre légica abstracta y légica instrumen-
tal, resulta reveladora la distincién que plantea C. I. Lewis entre la légica
simbdlica y la logistica en A Survey of Symbolic Logic [Lewis, 1918]. En
primer lugar, Lewis define la logica simbdlica como la disciplina que busca
el descubrimiento de principios légicos, cuya generalidad excluye cualquier
aplicacién particular:

“Symbolic Logic is the development of the most general principles of
rational procedure, in ideographic symbols, and in a form which exhibits
the connection of these principles one with another. Principles which
belong exclusively to some one type of rational procedure—e. g. to
dealing with number and quantity—are hereby excluded, and generality
is designated as one of the marks of symbolic logic.” [Lewis, 1918 p. 1]
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Como veremos en el apartado la concepcion de Frege respecto a
la légica abstracta coincide con lo sugerido en esta definicién. En segundo
lugar, Lewis presenta la logistica como logica simbdlica aplicada y, como tal,
mas como un método que como una disciplina:

““[L]ogistic” is commonly used to denote symbolic logic together with
the application of its methods to other symbolic procedures. Logistic
may be defined as the science which deals with types of order as such.
It is not so much a subject as a method.” [Lewis, 1918 p. 3]

En opinién de Lewis, los trabajos de Frege, en tanto que enfocados a la
obtencion de teoremas aritméticos por medios exclusivamente l6gicos, deben
ser considerados logistica:

“Frege’s works, from the Begriffsschrift of 1879 to the Grundgesetze
der Arithmetik (Vol. I, 1893; Vol. II, 1903) provide a comprehensive
development of arithmetic by the logistic method.” [Lewis, 1918 p. 4]

Esta division general de la légica puede vincularse, como hemos mencio-
nado, al planteamiento de Frege respecto a la conceptografia. En Begriffs-
schrift, y especialmente en su capitulo III, se obtienen teoremas de natura-
leza aritmética a partir de nociones definidas légicamente. Ahora bien, la
naturaleza aritmética de estos teoremas la proporcionan simbolos que no
pertenecen a la aritmética. En cualquier caso, probablemente por este uso
instrumental de la 16gica, Lewis considera Begriffsschrift (y también Grund-
gesetze) un tratado de logistica.

3.3.2 Meétodo logistico

Frege plantea que cada disciplina con la que se complementa la concepto-
grafia proporciona un significado especifico, expresado mediante simbolos
propios que forman férmulas atémicas. Hemos considerado brevemente esta
circunstancia en el apartado Propiamente, en la conceptografia pura,
en tanto que sistema formal, no hay ninguna nocién de férmula atémica.
En general, la expresién bésica de la conceptografia, ‘f(a)’, en virtud de la
generalidad que expresan las letras, no tiene una nica lectura. Asi pues, no
puede determinarse de antemano que ‘f(a)’ sea una férmula atémica y no
cualquier otro tipo de expresion.

Pero los discursos cientificos disponen de simbolos con denotacién fija.
A través de ellos puede expresarse que cierto objeto del dominio tiene una
propiedad o que varios objetos del dominio guardan entre si cierta relacion.
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Todas estas circunstancias pueden vincularse entre si por medio de relaciones
l6gicas, que son expresadas por los simbolos 16gicos de la conceptografia.

De acuerdo con ello, es posible comprender por qué Frege no ofrece nin-
guna indicacién, en la presentacion del lenguaje de la conceptografia, de sus
simbolos propios, o por qué no especifica los procesos de creacién de férmulas
atémicas. Por un lado, la aritmética, o cualquier otra disciplina, proporciona
las férmulas atémicas: aquellos de sus enunciados que no presentan ninguna
complejidad légica, esto es, que no contienen conectivas o cuantificadores.
Por el otro, a partir de las férmulas atémicas se construyen férmulas comple-
jas usando los recursos técnicos de la conceptografia. Estas formulas, tanto
atémicas como complejas, expresan los contenidos aseverables que pueden
ser precedidos por la barra de juicio.

En una primer aproximacion, puede decirse que el resultado de comple-
mentar una disciplina con la conceptografia adopta los simbolos propios del
lenguaje de la disciplina y los recursos deductivos de la conceptografia. Asi
pues, un sistema de logistica adquiere los términos de la disciplina (junto
con su interpretacién), asi como sus férmulas atémicas.

La conceptografia aporta todos los recursos deductivos en su comple-
mentacion con una disciplina de un modo que requiere explicacién, porque
un sistema de logistica no es exactamente una teoria formalizada a la que
se anaden los recursos formales de la logica. Esto se debe principalmente a
dos motivos: en primer lugar, en la conceptografia no estan permitidas las
deducciones con premisas y, en segundo lugar, no es posible determinar de
antemano una unica lectura para las formulas de la conceptografia pura.

Nuestra aproximacion se ve confirmada por multitud de ejemplos toma-
dos de la aplicacién de la conceptografia y no de su exposiciéon. En estos
casos, se mezcla notaciéon aritmética con la propiamente légica. En ‘Boo-
les rechnende Logik und die Begriffsschrift’ [Frege, 1880], puede hallarse un
ejemplo especialmente significativo. Frege ofrece una tentativa de traduccién
a conceptografia de una oracion de contenido aritmético:

“If every square root of 4