cAPiToL 4

Conclusions generals

L’objectiu central de la nostra recerca ha estat i esta dirigit a analitzar i a entendre
els camins a través dels quals pot emergir complexitat en el comportament dels
sistemes dinamics no lineals. No ens hem interessat en el caos, d’una banda perquée
ja esta prou estudiat i, de l'altra, perque la complexitat que hi resulta associada
sembla massa subtil per a ser rellevant en el comportament dels sistemes del moén
real. El que ens ha interessat és com i de quines maneres podem anar complicant un
sistema no lineal a fi i efecte que vagi incorporant més i més graus de llibertat en la

seva dindmica efectiva. Aix0 ens ha dut a considerar dos tipus de situacions.

En primer lloc, hem considerat el problema de generacié del maxim nombre de
freqiiencies d’oscil-lacié en un mateix sistema i de com la seva barreja no lineal pot
produir evolucions temporals complexes. Aixo ho hem fet amb sistemes dinamics
de dimensié arbitraria pero relativament senzills. Des del punt de vista matematic
aquests sistemes estan definits per camps vectorials que tenen la part no lineal uni-
direccional i aix0 permet simplificar el problema en considerar només una parella

sella—node de punts fixos. Les conclusions més rellevants en aquest sentit sén:
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e Hem mostrat com sistemes dinamics de dimensié N poden aprofitar al maxim

les seves possibilitats de patir bifurcacions de Hopf, és a dir, realitzar N — 1

bifurcacions de Hopf sobre una parella sella—node de punts fixos.

Els mecanismes no lineals poden barrejar tots aquests N —1 modes d’oscil-lacié
donant lloc a evolucions temporals complexes; és el que hem anomenat compor-
tament d’inestabilitat completa. La complexitat dels senyals acostuma a pre-
sentar també un cert grau d’autosimilaritat a diverses escales temporals, fet
que pot indicar una organitzacié jerarquica en l'actuacié dels mecanismes no

lineals que hi intervenen.

El comportament complex observat és independent del grau de caoticitat.
Les simulacions numeériques proporcionen evolucions temporals estrictament
periodiques en el cas de frequencies prou diferents i els comportaments cadtics

son més habituals a mesura que les diverses freqiiéncies es fan més properes.

El mecanisme de generacié i barreja d’oscil-lacions dinamiques és gruixut i ro-
bust i sembla relacionat amb la proposta de Landau d’explicar 'origen de la
turbuléncia en fluids a través de susccessives inestabilitats oscil-latories super-
posades. En aquest sentit nosaltres entenem que el comportament d’inestabi-

litat completa es desenvolupa, de fet, en un escenari de Landau generalitzat.

El comportament d’inestabilitat completa es pot considerar general, ja que es
pot extrapolar a qualsevol sistema que sigui capag de fer que els seus punts

fixos hagin patit o estiguin propers a patir les diferents bifurcacions de Hopf.

El segon aspecte considerat es centra en acoblar diversos sistemes dinamics que

puguin presentar inestabilitat completa. L’acoblament aporta la possible presencia

de molts més punts fixos i, per tant, una riquesa afegida en 'estructura de ’espai

de fases. Des d’un punt de vista matematic, 'acoblament implica la preséncia d’un

camp vectorial la part no lineal del qual és multidireccional, fet que és el responsable

de I'aparicié de I'estructura relativament complexa. de punts fixos. En aquest aspecte

ens hem centrat en ’estudi d’alguns fenomens concrets especialment rellevants:

e Hem iniciat I'estudi de 'acoblament de dispositius no lineals tipus BOITAL

d’igual dimensid, dels quals hem caracteritzat els diversos comportaments en
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funcié de ’acoblament i de la dimensié dindmica de cada un dels dispositius.
L’acoblament considerat ha estat del tipus difusiu i ens hem restringit al cas
més senzill de només dos dispositius. Tant al laboratori com en les simulacions
numeriques hem estudiat dispositius amb una dimensié dinamica menor o igual

a 3.

Pel que fa a la solucié estacionaria hem pogut observar ’aparicié d’un segon
cicle d’histeresi en funcié de I'acoblament i 'augment de la complicacié de la
solucié estacionaria (nous punts fixos, multiplicitat de branques estacionaries),
que només es reflecteix en els cicles d’histéresi per ’aparicié del nou cicle.
L’estudi s’ha realitzat per a dispositius unidimensionals i els resultats sén ex-

trapolables a sistemes acoblats de dimensié superior.

Hem caracteritzat la dinamica d’oscil-ladors acoblats, que poden presentar di-
versos fenomens en funcié de la intensitat de ’acoblament, els quals es poden

esquematitzar de la manera segiient:

— Per a acoblaments molt forts la dindmica és simple i molt similar a la

d’un sol oscil-lador no acoblat.

— Per a acoblaments forts el fenomen més rellevant és I’anomenada mort
d’amplitud, la qual hem observat i caracteritzat experimentalment per
primera vegada. L’analisi parametrica mostra la relacié d’aquest efecte

amb les bifurcacions de Hopf dels dos subsistemes i del sistema global.

— Per a acoblaments mitjans continuen existint els efectes sobre 'amplitud
pero prenen especial protagonisme els fenomens basats exclusivament en
la relacié de fase entre els subsistemes. S’observen tant oscil-lacions en fase
com en contrafase, aixi com transicions entre ambdds estats, que es poden
produir a través d’un desplacament continu de la fase, a través d’una
duplicacié de la frequiéncia d’oscil-lacié o a través d’altres bifurcacions

més complicades.

— Per a acoblaments febles els efectes més importants sén els relacionats
amb la diferencia de fase entre els oscil-ladors. En aquest cas les solucions
periodiques poden exhibir miltiples valors en la fase relativa, i apareixen

també solucions quasiperiodiques estables.
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— En aquest darrer cas el fenomen més rellevant és el de la sincronitzacio
de fase que hem observat tant per a acoblaments d’oscil-ladors periodics
(bicapa) com d’oscil-ladors cadtics (tricapa). Per a ambdds casos s’ha
observat també la transicié cap a ’estat de sincronitzacié de fase tant per
la via de salts de fase, predita teoricament, com per la via de bifurcacions

de Hopf de segon ordre.

Aquestes conclusions ens porten també a considerar les possibles linies futures de
recerca. L’acoblament de sistemes ens proporciona una eina molt potent per poder
ampliar les potencialitats del comportament d’inestabilitat completa. L’acoblament
difusiu de només dos dispositius BOITAL de dimensié relativament alta (N = 6, 7
o 8) pot donar lloc a un enriquiment considerable de les evolucions temporals que
hem caracteritzat al capitol 2. La dinamica es pot enriquir encara més considerant
altres tipus d’acoblament, com 1’acoblament no lineal, que es pot aconseguir, per
exemple, mitjancant la llum reflectida pels propis dispositius i que, a més, permet

acoblar dispositius BOITAL de dimensions dinamiques diferents.

Es d’esperar que una investigacié experimental, numeérica i teorica d’aquests te-
mes proporcioni resultats significatius sobre 1'aparicié de complexitat en sistemes
dinamics i pugui generalitzar els resultats obtinguts en el present treball, especial-
ment en el cas d’acoblament de sistemes. Cal també remarcar la relacié que pot tenir
el comportament d’inestabilitat completa, convenientment generalitzat, amb el que
presenten diversos sistemes naturals, entre els quals caldria remarcar el fenomen de

la turbuléncia o la dindmica del cervell.



APENDIX A

Funcions no lineals utilitzades en les

simulacions

En les diverses simulacions numeériques del capitol 2 hem utilitzat les segiients

funcions no lineals.

La gaussiana

(T-po)?

9(¥) =p1 +e = (A.1)

amb g1 = 0.11 pg = pg = 10 per a la figura 2.1; la funcié periodica

p1 + po cos ¥
U)="—-"°>-"— A2
g( ) /J,3—{—COS\I/ ( )
amb puy = —1.25, o = 1.06 i u3 = —1.86 per a les figures 2.10-2.13 i 2.16a; i
finalment, la funcié sinusoidal
g(¥) =sin ¥ (A.3)

per a les figures 2.14, 2.15 i 2.16b.
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Aquestes tres funcions no lineals estan representades a la figura 2.3, perd per
comoditat també les presentem aqui a la figura A.1. Els diagrames també presenten
els diagrames d’embrancament i la distribucié dels valors de p. Els diagrames que
representen ¥ i p en funcié de (dy/cn)pe sén independents d’/N i dels coeficients ¢;
idj. Sicy = dy llavors els diagrames estan totalment i exclusivament determinats

per la funcié no lineal.

g(v) |
(a)
g(l)
(b)
g(l)
! (c)

Figura A.1: Funcions no lineals utilitzades en les simulacions numériques, juntament amb els
seus corresponents diagrames d'embrancament i distribucions del valor de p. Com a la figura 2.2,
representem la recta les interseccions de la qual ens donen les solucions estacionaries per a un
cert valor del parametre ..

La funcié gaussiana (A.1) produeix un diagrama d’embrancament en forma d’S
amb un sol cicle d’histeresi i amb un rang de valors de p relativament limitat. La
funcié periodica (A.2) és gairebé sinusoidal i sempre positiva i es una bona apro-

ximacié a la funcié interferomeétrica A(¥) que descriu les interferéncies de la llum
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en les cavitats dels dispositius BOITAL [78]. La periodicitat produeix successives S
amb una distribucié de valors de p cada vegada més ampla, de manera que qualsevol
valor de p és accessible anant a branques prou elevades (i augmentant, per tant, sufi-
cientment el parametre de control u.). La funcié sinusoidal (A.3) té la particularitat

de donar una bifurcacié en forquilla i bifurcacions sella-—node addicionals.



APENDIX B

Sistemes per al comportament

d'inestabilitat completa

Si introduim les equacions (2.15) en les (2.18) i (2.19) podem obtenir els valors de
pr 1wy de les interseccions de la recta amb {+iw} per a un cert conjunt de coeficients
c¢j id;, pero aconseguir el comportament d’inestabilitat completa d’aquesta manera és
bastant dificil. També és possible treballar en sentit contrari, seleccionant préviament
(i adequadament) els valors py i wy de les N — 1 bifurcacions de Hopf i determinant
llavors el corresponent conjunt de ¢; i d;. Aixod déna dos conjunts desacoblats d’N —1
equacions, les quals involucren coeficients amb indexs parells i senars respectivament.
El nombre total d’incognites és 2N i, per tant, calen dues condicions addicionals.
Normalment prenem dy = cy i escollim un valor per a ¢;. La primera condicid
no és cap restriccid, perque sempre es pot fer amb un canvi d’escala adequat i té
I’avantatge de fer que el diagrama de branques de la solucié estacionaria depengui
només de g(¢). La segona condicié respon al fet que quan considerem dy = cy

el sistema d’equacions amb coeficients senars té N incognites i una d’elles s’ha de
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predeterminar. Escollim ¢;, perd qualsevol altre coeficient senar seria equivalent,
ja que el sistema d’equacions presenta invariancia d’escala respecte a les incognites.
D’aquesta manera, els valors seleccionats de py i wy determinen els coeficients senars
amb un factor d’escala lliure que queda definit pel valor d’un d’ells. Aquest factor
d’escala és important perque afecta la divergencia del camp vectorial. En efecte, la
divergencia del sistema canonic (2.2) amb una funcié no lineal de la forma (2.5),
(2.6) i (2.7) és donada per

divF = —ey +p<¢>%d1 = k1 () (B.1)

on p i ki estan definits tal com ho hem fet al capitol 2, perd per a qualsevol punt de
I’espai de fases. En particular, per a sistemes que tenen una de les frequeéncies wy

clarament major que la resta, es pot veure que

c
€= PHFﬁdl (B.2)

on prr correspon a la frequencia rapida, i la dissipacié efectiva al llarg d’una tra-

jectoria donada es pot caracteritzar per

(divF) o < L >

~
~

WHF WHF

- (B.3)

on els paréntesis indiquen la mitjana sobre la trajectoria. Aixi, per a una certa funcid
no lineal g(1)), l'eleccié de ¢; ens permet ajustar el grau de dissipacié de la familia
e de sistemes que, en lespai k; interseccionen la superficie {+iw} amb els valors

preseleccionats de wg i pg.

La seleccié dels valors de wyy i pyr s’ha de fer adequadament. Una orientacié 1til per
obtenir sistemes amb comportament d’inestabilitat completa és escollir la seqiiéncia
ordenada de freqiiencies wy associada alternativament bé amb py < 0 bé amb py >
1, és a dir, bé amb el punt node o bé amb el punt sella. La condicié pg < 0 en lloc
de py < 1 facilita que el punt de coordenades (cj) amb p = 0 aparegui en la regié
de zero dimensions inestables i que les bifurcacions d’autovalor zero involucrin punts
fixos amb zero i una dimensions inestables. Per altra banda, la seleccié dels valors de
pm ens permet obtenir situacions particulars. Per exemple, es pot obtenir una recta
que travessi la degeneracié {+iw,...,%iw,} tot imposant ¢ bifurcacions de Hopf al

mateix valor de p.
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