CAPITOL 2

Comportament d'inestabilitat completa

en sistemes dinamics

2.1 Introduccio

En aquest capitol ens dedicarem a analitzar el primer dels aspectes relacionats
amb I’aparicié de comportaments complexos, el que hem anomenat comportament
d’inestabilitat completa. Com ja hem dit al capitol 1, els sistemes dinamics no exhi-
beixen, normalment, comportaments gaire complexos en el sentit que ja hem estat
comentant. Un sistema en un estat caotic descriu un moviment en ’espai de fases
que, malgrat que és diferent cada vegada, involucra un nombre baix de freqiiencies
sorgides de bifurcacions de Hopf. En altres paraules, el seu grau de complexitat apa-
reix normalment associat a la irregularitat del caos i no a una estructura complicada

d’oscil-lacions.

Un punt de vista diferent de I’anterior és el contingut en el mecanisme fisic que
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Lev Landau va proposar per explicar I’aparicié de la turbuléncia en fluids [36] i que
hem comentat al capitol anterior. El procés es basa en una sequencia d’inestabilitats
oscil-latories (el que avui en dirfem bifurcacions de Hopf) que, tot partint del flux
laminar estacionari, produirien evolucions quasiperiodiques d’estructura cada vegada
més complexa a causa del gran nombre de freqiiéncies caracteristiques diferents. El
paper de les no linealitats en aquesta analisi és simplement el d’estabilitzar el movi-
ment oscil-latori que sorgeix de cada inestabilitat, mentre que els successius modes
d’oscil-lacié es combinen de forma directa i amb fases relatives arbitraries. Sota la
llum de la teoria de bifurcacions dels sistemes dinamics, la sequencia de Landau es
pot interpretar com la bifurcacié de Hopf d’un punt fix seguida de bifurcacions se-
cundaries generadores de torus invariants de dimensions successivament majors. Aixo
ens duu a una orbita quasiperiodica sobre un torus-n i amb n graus de llibertat cor-
responents a les n fases inicials amb que cada nova freqiiencia s’incorpora al sistema.
En realitat aquesta cadena infinita de bifurcacions no té sentit com a ruta cap al
caos perque actualment és ben sabut que petites pertorbacions d’un flux triplement
periodic en un torus tridimensional donen lloc a atractors estranys [44, 45]. A més a
més no queda clar el paper de les n fases inicials en una orbita quasiperiodica, ja que
aquesta és Unica independentment de les fases realtives de les seves n oscil-lacions.
Malgrat aix0, no hi ha res que prohibeixi que aquest escenari pugui romandre com
un mecanisme per a la incorporacié de graus de llibertat addicionals (i freqiiéncies
caracteristiques) en la dinamica de sistemes d’alta dimensi6, independentment del

fet de 'aparicié o no de comportament caotic.

En aquest capitol mostrarem ’aparicié de comportament dinamic complex a través
de la superposicié no lineal de diferents freqiiéncies caracteristiques generades a par-
tir de bifurcacions de tipus Hopf qualitativament diferents. En relacié a ’escenari
de Landau que acabem d’exposar el nostre problema és més senzill ja que tracta
amb sistemes de dimensié finita, com és habitual en el camp dels sistemes dinamics,
i amb una sola funcié no lineal. Per altra banda nosaltres prenem una perspectiva
més amplia en considerar una parella sella—node de punts fixos i la possibilitat de
successives bifurcacions de Hopf sobre ambdds punts, mentre que I’escenari de Lan-
dau involucra només un sol punt node i una sola seqiéncia de bifurcacions. El fet
de considerar més d’un punt fix és per la raé que els mecanismes no lineals poden

barrejar la dinamica oscil-latoria sorgida de punts veins. Per altra banda sembla
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necessari considerar més d’un punt fix ja que hem de recordar el fet basic que un sis-
tema no lineal en té més d’un, aportant d’aquesta manera la possibilitat de barrejar
les respectives dinamiques. En el cas de sistemes amb una sola funcié no lineal, els
punts fixos apareixen en ’espai de fases alineats en una seqiiéncia alternada de tipus
sella—node, i els fenomens dinamics basics sén associats amb un atractor que sorgeix
d’un dels nodes i creix sota la influencia del punt sella més proper. Per altra banda,
una seqiiencia de bifurcacions torus iniciades en un punt fix esta intrinsecament rela-
cionada amb les successives bifurcacions de Hopf d’aquell punt i, possiblement, amb
altres seqiiéncies de bifurcacions torus. Finalment, en relacié amb la idea de Landau,
un sistema dinamic no pot exhibir relacions de fase arbitraries entre els diferents mo-
des d’oscil-lacid, sin6 que la superposicio té lloc de forma no lineal i els processos de
barreja dels diversos modes poden ser responsables d’evolucions dindmiques bastant

complicades.

Més concretament, considerem sistemes dindmics N-dimensionals amb una sola,
pero relativament arbitraria, funcié no lineal. Mostrarem com certs sistemes son
capacos d’explotar completament les possibilitats d’inestabilitat d’una parella sella—
node de punts fixos, amb un total d’N — 1 bifurcacions de Hopf sobre aquests punts'.
Inicialment, els punts tenen varietats estables de dimensié N —1 i N respectivament,
i després de les N —1 bifurcacions de Hopf un d’ells ha esdevingut totalment inestable
i laltre manté només una direccié estable. Un conjunt d’N — 1 cicles limit hauran
sorgit d’aquests punts i possiblement també s’hauran creat alguns torus invariants
a través de bifurcacions de Hopf secundaries. La majoria d’aquests cicles limit seran
selles i alguns atractors? viuran entremig de I’entortolligament de les estructures in-
estables de la sella. L’evolucié temporal associada a un dels atractors pot manifestar
la influencia de selles properes i, sota aquestes circumstancies, el fet més destacable
a observar en dimensié N és l'aparici6 d’N — 1 modes d’oscil-lacié combinats de
forma no lineal en la dinamica temporal. Aixo és el que nosaltres anomenem com-
portament d’inestabilitat completa del sistema dinamic N-dimensional. La figura 2.1
presenta un exemple numeric per a N = 6. En aquest cas les diverses bifurcacions

de Hopf han generat freqiiéncies d’oscil-lacié considerablement diferents i el senyal

1Si N és senar la meitat de les bifurcacions tenen lloc a cada punt, mentre que si N és parell una

bifurcacié més té lloc en el punt inicialment estable.
2De fet, només un atractor pot sorgir de les bifurcacions de Hopf d'una parella sella-node, perd

atractors addicionals poden apareixer de processos secundaris.
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Figura 2.1: Evolucié temporal que mostra el comportament d’inestabilitat completa d'un sistema
hexadimensional en el qual una parella sella-node ha patit dues i tres bifurcacions de Hopf respec-
tivament. Notem la preséncia d'oscil-lacions a cinc freqiieéncies caracteristiques. La funcid no lineal
és la gaussiana (A.1) donada a I'Apéndix A, i els altres parametres sén: wg, = 0.1,0.7,4, 35, 250,
pg =—0.7,3,-1,3.2,-2.2i ¢; = 600 = 2.4wp,. Notem també la clara autosimilaritat entre les
dues ampliacions, amb un factor 40 en I'escala temporal

temporal mostra una evolucié amb una clara distincié dels N — 1 modes. Aquesta
figura es comentara detalladament a la seccié 2.5, juntament amb altres simulacions
numeriques, i de moment només volem remarcar ’aspecte general del senyal, amb
una estructura de gran complexitat i robustesa. Es també significatiu que en el cas
que ens ocupa el senyal és estrictament periodic i posa de manifest la independeéncia
entre la complexitat i el caos. Un altre fet a destacar d’aquest senyal és la clara
autosimilaritat que podem veure entre les dues ampliacions successives. L’estructura
a les freqiiencies més lentes de la primera ampliacié és idéntica a la de les rapides de
la segona ampliacié. Recordem aqui el fet que els sistemes autoorganitzats presenten

molt sovint estructures autosimilars.

La consecucié del comportament d’inestabilitat completa és associat tant amb 1’a-
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paricié de les diverses bifurcacions de Hopf sobre els punts fixos com amb el treball
eficient dels mecanismes no lineals per tal de barrejar les freqiiéncies. La clau sembla
ser la participacié adient de totes les variables dinamiques dins de les no linealitats.
Nosaltres considerarem funcions d’una sola variable que sén combinacié lineal de les
N variables dinamiques, i mostrarem que, en aquest cas, el comportament d’inesta-
bilitat completa no és un fenomen gaire subtil i que, en principi, pot ser detectat
mitjancant una analisi lineal d’estabilitat dels punts fixos. En altres paraules, si els
punts fixos han patit, o estan a punt de patir, les N — 1 bifurcacions de Hopf, el
sistema exhibira llavors un senyal del tipus mostrat a la figura 2.1. Els processos se-
cundaris poden ser molt complexos i dependre de les circumstancies particulars, pero
no introdueixen frequiéncies caracteristiques addicionals, que és el que ens interessa,
i la barreja no lineal de modes produeix evolucions temporals amb caracteristiques
qualitativament generiques. Algunes d’aquestes caracteristiques estan associades als
valors relatius del conjunt de freqiencies d’oscil-lacié. Les estructures de les evo-
lucions temporals semblen robustes i repetitives en el cas de freqiiencies realment

diferents, pero esdevenen més irregulars per a freqiiéncies més properes.

El problema basic de bifurcacions en un sistema N-dimensional esta associat a la
degeneraci6 zero d’ordre N (0V) dels autovalors, I'analisi de la qual requereix des-
plegaments 3 amb N parametres com a minim. Del corresponent punt de codimensié
N es pot esperar que sorgeixin una gran varietat de bifurcacions locals i globals. El
problema ha estat totalment solucionat per a N = 2 [51, 88], i alguns resultats s6n
coneguts per a N = 3 [46]. Les degeneracions dels autovalors (0, +iw) i (+iw, Tiws),
involucrades en els problemes per a N > 3 i N > 4, respectivament, també han estat

caracteritzades en detall [21, 47].

En definitiva, a continuacié investigarem el comportament d’inestabilitat completa
de sistemes N-dimensionals basant-nos en l’analisi lineal d’estabilitat dels punts
d’equilibri i intentarem generalitzar al maxim les eines d’analisi. Desenvoluparem
un metode que proporciona informacié global sobre totes les bifurcacions que poden
fer els diversos punts fixos d’un sistema. L’objectiu és tenir controlada l'aparicid
del maxim nombre de bifurcacions de Hopf en una parella sella—node de punts fixos.
L’analisi no la realitzem en I’espai de parametres on, de fet, seria impossible, siné que

considerem ’espai definit pels coeficients de I’equacié caracteristica dels autovalors.

3Utilitzem el terme “desplegament” per Pangles unfolding.
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Cada punt d’aquest espai N-dimensional es pot associar al corresponent conjunt d’/N
autovalors i, d’aquesta manera, s’obté una representacié universal per a les diverses
degeneracions dels sistemes dinamics de dimensié N. L’analisi lineal d’estabilitat
d’un sistema donat s’obté localitzant els seus punts fixos en aquest espai. La situacio
més simple i tractable correspon a sistemes els punts fixos dels quals estan localitzats
sobre una recta i s’hi mouen al damunt quan es varien els parametres. Tal situacid
s’aconsegueix quan els sistemes tenen una sola funcié no lineal que depén d’una sola
variable que, al seu torn, és una combinacié lineal de les N variables dinamiques
i, a més, quan el pardmetre de control és simplement un factor multiplicatiu de
la funcié no lineal. En aquest cas és possible dissenyar el sistema dinamic per tal
d’obtenir les N — 1 bifurcacions de Hopf sobre una parella sella—node amb un conjunt
predeterminat de valors per a les frequencies d’oscil-lacié i per al valor del parametre
de control. Aquesta és la situacié que hem estudiat en detall, i a ella corresponen els

exemples numeérics que presentarem més endavant.

En la part experimental de I'estudi utilitzem sistemes basats en la biestabilitat
termooOptica amb absorcié localitzada (BOITAL) [78, 39], sistemes que ja han estat
ampliament estudiats pel nostre grup de recerca. Un dispositiu BOITAL consisteix
en una cavitat Fabry-Pérot en la qual el mirall d’entrada és parcialment absorbent
i 'espaiador estd compost de materials transparents amb coeficients termooptics
alternativament oposats. La dinamica sorgida als dispositius BOITAL es basa exclu-
sivament en la propagacié de la calor des del mirall absorbent a través de I’espaiador,
mentre que la llum proporciona una realimentacié instantania cap a la font de calor.
La llum comprova la temperatura de D'espaiador gracies al seu propi canvi de fase
i transfereix aquesta informacié a la font de calor a través dels efectes interferen-
cials. La no linealitat es deu exclusivament a 'interferometre. La periodicitat de la
seva funcié interferometrica és la responsable d’una solucid estacionaria multiple,

que produeix successius cicles d’histeresi definits per parelles de punts sella—node.
2.2 Sistemes N-dimensionals amb un camp vectorial no
lineal unidireccional

Considerem sistemes N-dimensionals continus amb una sola funcié no lineal o,

en altres paraules, sistemes en els quals la part no lineal del camp vectorial té una
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direccié uniforme a tot ’espai de fases i es pot escriure com
F=AZ+b- f(Z[0) (2.1)

on Z(t) representa el vector d’estat, f(Z;/i) és una funcié escalar no lineal en 2, ji
descriu el conjunt de parametres involucrats en la funcié no lineal, A és una matriu
N - N de coeficients constants i b és un vector columna de coeficients constants
que defineix la direccié del camp no lineal. Una diversitat considerable de sistemes
dinamics de baixa dimensié prou coneguts estan precisament basats en una sola
funcié no lineal: els oscil-ladors de Duffing [55] i van der Pol [71], el model de Lotka-
Volterra [89], el model de Rossler [80] i el circuit i oscil-lador de Chua [53]. El model
Brusselator [72] té també una sola no linealitat perd no es pot escriure en la forma
(2.1). El model de Rossler generalitzat a N dimensions [49, 69] estd escrit en la
forma (2.1) i és particularment rellevant perque és capag de produir un gran nombre
de modes d’oscil-lacié i d’exhibir dindmica hipercadtica amb un nombre creixent

d’exponents de Lyapunov a mesura que creix V.

Es pot veure facilment que els punts d’equilibri del sistema (2.1) apareixen en
lespai de fases localitzats sobre una certa recta determinada per A i b. Aquesta és
la caracteristica més peculiar dels sistemes N-dimensionals amb un camp vectorial
no lineal unidireccional i suggereix una transformacié de coordenades de tal forma
que la recta que conté els punts fixos sigui un dels nous eixos. Es particularment
util la transformacié del sistema (2.1) a la forma canonica basada en la matriu

acompanyant* que deixa el sistema tal i com segueix [5]

N
:E'lz—ZCjZEj-I-f(:El,...,(L‘N;ﬁ) (2.2)
j=1
Tj=1Tj_1 (2.2")
que, amb la definicié zx = y, es pot escriure en 'anomenada forma classica
y M ey b ey oy ey +evy = f(y(N_l), oy ysiE) o (23)

on els superindexs denoten 'ordre de diferenciacié respecte al temps. Notem que en

aquesta representacié la part no lineal del camp vectorial esta dirigida al llarg de la

*Traduim companion per “acompanyant”
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coordenada z1 0 y(x_1), mentre que els punts d’equilibri es localitzen sobre I'eix zx
o y. Notem també que la divergencia del camp vectorial és
N 4.
o o 0% of
VE=Y L =_¢ + > 2.4
jzl (%] ! 8ac1 ( )

de tal forma que un sistema del tipus (2.2) és conservatiu si i només si ¢; = 01 f
no depén de z;. Al llarg d’aquest treball tractarem amb sistemes prou dissipatius
com perque l'existéncia d’un atractor estigui generalment garantida. La influéncia

del grau de dissipacid es discutira a la seccié 2.5.

Ara introduirem un parametre de control explicit tot assumint que la funcié no

lineal inclou un factor d’escala com segueix

f($17---,$N;ﬁ):Ncg($la---a$N;ﬁ) (25)

on . se suposa independent dels coeficients c¢; de la part lineal. Tot i que aquest
tipus de parametre pot no ser accessible en certs casos concrets, és realment util
per a tasques analitiques, ja que simplement modifica el pes relatiu de les parts
lineal i no lineal del camp vectorial sense alterar llur estructura. Aquesta propietat
ens permetra considerar D'estabilitat lineal del diagrama de bifurcacions de l'estat
estacionari en funcié de ., sense altres assumpcions sobre la funcié no lineal que la

continuitat i la diferenciabilitat.

Com ja veurem a la secci6 2.4, les inestabilitats d’autovalor zero del sistema (2.2)
tenen sempre el subespai central dirigit en la direccié z, és a dir, la direccid de la
linia. de punts fixos. Per altra banda, també veurem que el comportament d’inesta-
bilitat completa requereix que totes les variables siguin presents dins la funcié no
lineal i la situacié més simple és aquella en la qual la funcié no lineal actua sobre una
combinacié lineal de les variables. En altres casos també sera possible aconseguir el
comportament d’inestabilitat completa, perd segurament serd més dificil; aixi, com
a exemple particular i potent, considerem funcions no lineals d’una sola variable tal

com especifiquem a continuacio

on

N
U = Zd]‘(l}j (27)
j=1
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Notem que els coeficients d; de fet es poden traspassar a la part lineal del camp
vectorial tot definint les djz; com a noves variables. Els papers de la part lineal i
de la no lineal es poden distingir clarament amb aquest tipus de funcié no lineal.
En particular, permet ajustar la participacié relativa de les diverses variables dins
I’anell de realimentacié independentment de la propia funcié no lineal. E1 model de
Lotka-Volterra [89], els oscil-ladors de Duffing [55] i van der Pol [71], el circuit de
Chua [53] i els sistemes BOITAL [39] sén exemples de sistemes amb una sola funcié

no lineal d’una sola variable en la forma (2.7).

2.3 Solucio6 estacionaria

L’estat estacionari de (2.2) i (2.5) queda determinat per

zj =0 peraj=1,...,N—1 (2.8)

eNIN = (G (ZN; ) (2.8")

on la barra denota els valors de I'estat estacionari i G(zn; i) = g(z;zn = 0,2nN; ji).
Aixi doncs, el nombre de punts fixos i llur posicié sobre I'eix zn depén només de
les no linealitats que involucren exclusivament z . La condicié (2.8) es pot analitzar
graficament tal i com es veu a la part esquerra de la figura 2.2, on es representa una
certa funcié no lineal en funci6 de z, junt amb la recta (cy/pc)z N . Les interseccions
d’aquesta linia amb la funcié no lineal determinen les solucions zy per al valor
considerat de . i canviant el pendent de la linia hom obté el diagrama de branques
en funcié de p. (part dreta de la figura 2.2). Per a una funcié no lineal afitada existeix
una sola solucié per a u. = 0, com correspon a un sistema lineal, i apareixen solucions
addicionals a mesura que augmenta pu. i cada vegada que la recta esdevé tangent a
la funcid no lineal. El contacte puntual a la tangencia implica una degeneracié de la
solucié estacionaria i ’existéncia de més d’una solucié a una banda del contacte. El
cas generic correspon a la bifurcacié sella-node il-lustrada a la figura 2.2a, mentre que
condicions addicionals sobre la funcié no lineal ens duen a bifurcacions transcritiques
(figura 2.2b) i bifurcacions en forquilla (figura 2.2¢) [18]. Per a una funci6 continua

el diagrama, de branques en funcié de . apareix sempre connectat i sense illes.

®També anomenades sovint isolae, o isola en singular
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Figura 2.2: |l-lustracié de com la funcié no lineal G(zn) = p1 + tanh(zny — po) origina bi-
furcacions estacionaries del tipus sella-node, transcritica i en forquilla. A la columna esquerra
representem la funcid i la recta G(zn) = (en/pe)xn per a diferents valors de p. i les intersec-
cions indiquen les solucions. La columna dreta presenta els corresponents diagrames de branques
(o d'embrancament) en funcié de p.. La magnitud p definida a (2.9) s'usa per caracteritzar
I'estabilitat. Les fletxes indiquen els llocs on p = 1.

A la secci6 2.4 veurem que la relacié entre els pendents de la funcié no lineal i la
recta a llur interseccié és util per caracteritzar 1’estabilitat lineal de la corresponent
solucié estacionaria. El quocient de pendents es defineix com el valor

i e W ol I

i els diagrames de branques de la figura 2.2 indiquen els valors de p sobre les diferents
branques. Notem en particular que p = 1 correspon als punts no hiperbolics de les

bifurcacions d’autovalor zero.

Per a funcions no lineals d’una sola variable és 1util caracteritzar la solucid esta-
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cionaria mitjancant aquesta variable. En el cas d’'una combinacié lineal de variables
com a (2.7), les funcions g i G s6n equivalents i (2.8) i (2.9) es poden escriure de la

segiilent manera

dniy = T = 1N gy (2.10)
CN
T\ :U*ch 89
() =2 2] 2.11)

Si el parametre de control es reescala a p.dy/cy resulta que tots els sistemes
basats en una funcié no lineal donada g(¥), perd que tenen una dimensié arbitraria
i també arbitraris coeficients c; i dj;, estan associats al mateix diagrama de solucié
estacionaria que descriu ¥ en funcié de p.dy/cy. A més a més la distribucié dels
valors de p sobre aquest diagrama és la mateixa per a tots aquests sistemes. Aquesta
és una situacié particularment util per analitzar sistemes de dimensié gradualment
creixent. No obstant aix0, cal notar que en I’espai de fases els punts fixos apareixen

situats en punts que si depenen del coeficient dy .

2.4 Analisi lineal d’estabilitat

La matriu jacobiana del sistema (2.1) esta en la forma acompanyant i I'equaci6
caracteristica és

AV AN BN ARy =0 (2.12)

que té els coeficients donats directament pels elements del jacobia. Per a funcions no

lineals en la forma (2.5) els coeficients sén, per a un punt fix determinat z,

ki(z) = =Jij = ¢j — pie [8879] peraj=1,...,N (2.13)
ilz

La simplicitat d’aquestes relacions ens permet desenvolupar una representacio poc
convencional de ’analisi lineal d’estabilitat. En lloc de I’espai de parametres habitual
considerarem un espai intermedi definit pels coeficients ;. En aquest espai, allo que
representen les equacions (2.12) i (2.13) es pot representar de forma independent.
Per una banda associem cada punt de I'espai de les k; amb el corresponent conjunt
d’autovalors determinats per ’equacié caracteristica. Aixo és una representacié uni-
versal aplicable a qualsevol equacié caracteristica en la forma (2.12) i descriu tota

la varietat possible de punts fixos N-dimensionals en el régim lineal. Realment és
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molt facil localitzar en aquest espai els loci ocupats pels punts no hiperbolics i les
degeneracions dels autovalors. Per altra banda, per a sistemes dinamics en la forma
canonica (2.1), les equacions (2.13) identifiquen la posicié dels punts fixos del sistema
en 'espai de les k; i d’aquesta forma podem saber com sén. La variacié d'un dels
parametres del sistema mou els punts fixos sobre determinades corbes i sén les seves
interseccions amb els loci dels punts no hiperbolics el que indica les bifurcacions
estacionaries de la familia de sistemes considerada. Es a dir, (2.12) ens divideix Des-
pai en diverses zones segons lestabilitat lineal del punt associat, mentre que (2.13)
ens localitza en aquest espai els punts fixos del nostre sistema. Aixi, la combinacié
d’ambdues ens déna tota la informacié necessaria de ’analisi lineal. En particular, si
e €és el parametre que es varia, tots els punts fixos es mouen sobre la mateixa corba i
aix0 permet associar la familia de sistemes de parametre u. (0 pc-parametrics) amb
aqueixa corba en l'espai de les k;. Notem que, de les equacions (2.13), ky es pot
escriure com

kn(Z) = cen (1 —p) (2.14)

amb p definida a equacié (2.9). Aix0 significa que I'eix ky es pot relacionar direc-
tament amb el valor de p dels punts fixos i, com la distribucié de valors de p sobre
la solucié estacionaria en funcié de u. és coneguda, suggereix 1’is de p, en lloc de
e per relacionar la corba d'una familia de sistemes p.-parametrics en 'espai de k;
amb el diagrama de bifurcacions “tradicional”. Recordem que la solucié estacionaria
apareix sempre organitzada en branques amb p < 1 0 bé p > 1 i que la connexié de
les diferents branques té lloc a p = 1 (vegeu les figures 2.2 i 2.3). L’equacié (2.14)
localitza els dos tipus de branques en costats oposats del subespai ky = 0 i les solu-
cions amb p = 1 en aquest subespai. En particular, per a ¢y > 0, les solucions amb

p < 1 apareixen a ky > 0 i a la inversa.

El metode és realment 1util per a sistemes amb una funcié no lineal d’una sola
variable en la forma (2.7), perqué en aquest cas les equacions (2.13) es poden escriure

com

ki (W) = ¢j — pe [89]

]

amb p donada per l'equacié (2.11). La corba associada a una familia de sistemes

c
~ dj =Cj —pd—Ndj (2.15)
b N

pe-parametrics és ara una recta que passa pel punt de coordenades (¢;) i que té com
a vector director un de determinat pel conjunt de coeficients d; (vegeu l'exemple

de la figura 2.8). Per a dy i ¢y # 0, el valor de p d’un punt fix determina la seva
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Figura 2.3: Funcions no lineals utilitzades en les simulacions numeriques, juntament amb els
seus corresponents diagrames d'embrancament i distribucions del valor de p. Com a la figura 2.2,
representem la recta les interseccions de la qual ens donen les solucions estacionaries per a un
cert valor del parametre ..

posicio sobre la linia i, per tant, determina el tipus de punt que és en el régim lineal.
En altres paraules, tots aquells punts fixos amb el mateix valor de p tenen idéntic
comportament pel que fa a U'estabilitat lineal. Per exemple, el punt de coordenades
(¢;) correspon a p = 0 i descriu, o bé la solucié tinica del sistema lineal, quan p. = 0,
o bé qualsevol altra soluci6 per a la qual dg/0¥ = 0 . La interseccié de la recta amb
el subespai ky = 0 correspon a p =1 i, com es veura més endavant, descriu un punt
no hiperbolic d’autovalor zero. La recta pot patir un cert nombre d’interseccions amb
els loci dels punts no hiperbolics de A1 = +iw i el conjunt corresponent de valors
de p indica on tenen lloc les diferents bifurcacions de Hopf sobre el diagrama de

bifurcacions estacionaries. D’aquesta forma el metode proporciona una caracterit-
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zacio global de 'estabilitat lineal de la solucié estacionaria de la familia de sistemes
pe-parametrics amb un conjunt donat de valors de N, ¢; i dj. Notem que la recta

que defineix 'equaci6 (2.15) no depén de la funcié no lineal.

En resum, els sistemes amb un camp vectorial no lineal unidireccional que depen
d’una sola variable en la forma (2.7) i un pardmetre de control com a (2.5) tenen

dues caracteristiques peculiars:

e la funcié no lineal g(¥) determina el diagrama de bifurcacions de la soluci6
estacionaria describint ¥ en funcié de p. aixi com la distribucié de valors de p

sobre aquest diagrama, independentment de N, ¢; i d;.

e la dimensié N i el conjunt de coeficients c¢; i d; determinen I'estabilitat lineal
de la solucié estacionaria i es pot caracteritzar mitjancant la recta definida per
I'equacié (2.15) en l'espai N-dimensional de les k;. Els punts fixos apareixen
localitzats sobre aquesta linia d’acord amb Ilurs valors de p, tal i com expressa
lequacié (2.14). La posicié de la recta respecte als loci dels punts no hiperbolics
determina les diverses zones d’estabilitat. Les interseccions de la recta amb les
superficies que defineixen aquests loci determinen els valors de p requerits per a
la bifurcacié corresponent i, d’aquesta manera, I’estabilitat lineal del diagrama

de bifurcacions es pot caracteritzar globalment.

2.4.1 Loci dels punts no hiperbolics en I’espai de les k;

Es pot fer una classificacié simple dels punts fixos continguts en I'espai de les k;
d’acord al nombre de llurs dimensions inestables, cosa que implica N + 1 tipus de
punts qualitativament diferents, és a dir, de 0 a N dimensions inestables. Com els
autovalors varien de forma continua en aquest espai, les diferents classes de punts
apareixen organitzades en N + 1 regions diferents delimitades pels loci dels punts no
hiperbolics. El locus dels punts no hiperbolics d'un tipus donat en ’espai de les k; és
una superficie m-dimensional, que anomenarem com els punts. La codimensié de les
superficies m-dimensionals és N —m i ens déna el nombre d’equacions independents
necessaries per definir la superficie o bé el nombre d’autovalors amb part real zero

en el punt no hiperbolic considerat.

Tota la diversitat de superficies emergeix del punt de codimensié N a l’origen de

I'espai de les kj, i la seva interseccié amb qualsevol hiperesfera que contingui 1’ori-
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gen produeix estructures qualitativament equivalents. Aquesta propietat autosimilar
funciona d’acord amb la invariancia de ’equacié (2.12) respecte a I’escala temporal,
aixo és, d’acord a la transformacié A — o '\ i ki — ol k; essent « el factor d’escala
temporal. La superficie d’un tipus donat de punt no hiperbolic es pot caracteritzar

imposant la condicié d’autovalors adient a 'equaci6 (2.12), del qué es pot veure que:

e La superficie {0"} és el subespai lineal de dimensié N — n definit per
by =kyo1=...=ky_np1 =0 (2.16)

En particular, {0"} és lorigen, {0V 1} és leix ki, {0V 2} és el pla ky ko, etc.
fins el subespai {0} de dimensié N — 1 definit per ky = 0. La resta de valors

propis per als punts de {0"} queden determinats per ’equacié
AV e AN kN, =0 (2.17)

de tal manera que l'estructura espacial dels autovalors dins de {0™} és ideéntica

a la del problema de dimensié N — n pero amb l'afegit d’'n autovalors zero.

e {+iw} té dimensi6 N — 1 i es determina parametricament en funcié de w

mitjancant

k1 (iw)V 72 + k3 (iw)V T+ 4+ kv 3(iw)? + ky o1 =0

(2.18)
(iw)N + ko(iw)V 2+ . 4+ Ey 2(iw)? + ky =0
si IV és parell, o bé
k()N =1 + k3 (iw)V 3 + o+ ko (iw)? + ky =0 219)

()N ko (iw)V B+ 4+ Ey 3(iw)? + kyo1 =0

si N és senar. La superficie {+iw} sorgeix amb w = 0 a partir de {0?} i
intersecciona els diversos subespais {0}, amb n < N — 2, per produir les
degeneracions {0", +iw}. A més, per a N > 4, {+iw} també intersecciona amb

ella mateixa i déna lloc a les degeneracions del tipus {+iw;, tiws,...}.

e El semieix ko > 0 és {0V 2, +iw}, amb wy = ko, i correspon a {0, +iw} per a
N =3ia{tiw} pera N =2.
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e La superficie bidimensional definida per kxy = ky—1 = ... = ks =01 k3/ky =
ko = wo és {0V 73 +iw} i esdevé {0, +iw} per a N =4 i {+iw} per a N = 3.

o La regié del pla koky amb ky > 2ki/? > 0 és {0V, Liwy, +iwy}, i esdevé
{tiw, Liws} per a N = 4.

e La condicié de dos autovalors reals iguals, A1 = Ao = )\, determina el locus
dels punts fixos amb una varietat bidimensional en transicié de node a focus.
Correspon a la superficie N —1-dimensional definida parametricament en funcié
de X per

kn_1=— E,];f:z g kN
by = = X0l la = DAy

on ky = 1, i consisteix en dues lamines, associades a A < 0 i A > 0 respectiva-

(2.20)

ment, que emergeixen amb A = 0 de {0?}. Aquesta estructura de doble lamina
envolta la superficie {£iw} i defineix la regié on els punts fixos linealitzats
involucren moviments espirals. Per a N = 2 les equacions (2.20) esdevenen
k? = dky = 402

Ara ja estem en disposicié de donar una visié qualitativa de 'organitzacié regional
d’autovalors en I'espai N-dimensional de les k;. L’espai es particiona en N + 1 regi-
ons, contenint cada una punts amb un nombre diferent d’autovalors amb part real
positiva. La particié es realitza mitjancant les dues superficies N — 1-dimensionals
de punts no hiperbolics, la {0} ila {£iw}, i per llur interconnexié al llarg de les de-
generacions {0,0} i {0, £iw}. La primera degeneraci6 es pot considerar com ’origen
de {+iw} enmig de {0}, mentre que la segona descriu el pas de {+iw} per {0}, és a
dir, el pas de {£iw} entre els semiespais kxy > 01 ky < 0. Els punts fixos de regions
contigiies estan relacionats per inestabilitats unidimensionals o bidimensionals asso-
ciades a les superficies no hiperboliques {0} o {+iw}, respectivament. El semiespai
kx > 0 (< 0) conté regions amb un nombre parell (senar) d’autovalors inestables. La
superficie {+iw} també apareix dividida en N — 1 zones qualitativament diferents
alla on separa parelles de regions amb nombres diferents de dimensions inestables
(sempre amb una diferéncia parella, ja que {fiw} involucra necessariament dues

dimensions), com ara 0/2, 1/3, 2/4, etc.

Tot aixd queda més clar amb alguns exemples concrets. Les figures 2.4 1 2.5 mostren

les superficies no hiperboliques en I'espai de les k; per a N =2 i N = 3, respectiva-
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Figura 2.4: Estructura d'autovalors en I'espai de les k; per a N = 2 que mostra els loci dels
punts no hiperbolics i altres condicions rellevants. Notem la particié de I'espai en tres regions
amb nombres diferents de dimensions inestables

ment. El cas N = 2 correspon al conegut problema d’un sistema lineal bidimensional
i la mateixa estructura, amb un autovalor zero de més, és la que trobarem al cas
N = 3 per al pla k3 = 0. La figura 2.5 també descriu ’estructura d’autovalors del
subespai {0} per a N = 4 si afegim un autovalor zero a tot arreu. En aquest cas la
hipersuperficie tridimensional {+iw} sorgeix del pla {0,0} cap a la quarta dimensié
i intersecciona el subespai {0} un altre cop a la superficie bidimensional {0, fiw}.
D’aquesta forma queden definides les cinc regions de I'espai de les k;j pera N = 4. A
més, {+iw} intersecciona amb ella mateixa per produir la degeneracié {+iw, +iwo}
continguda en el pla kok4. Aquest tipus d’interseccié implica una estructura complexa

en les regions veines pero no introdueix regions addicionals.

Una visié més accessible de 'estructura de les superficies no hiperboliques la podem
obtenir si considerem plans de secci6 en l'espai de les kj, tals com els que mostrem
a les figures 2.6 i 2.7 per a N = 3 i N = 4 respectivament. Les seccions no sén
necessariament paral-leles a cap dels eixos kj;, pero estan dibuixades projectades
sobre el pla ky_1ky i els nimeros indiquen el nombre de dimensions inestables a
cada regié diferent. També es mostra el valor d’w sobre la superficie {+iw} en el pla
de seccid. A la figura 2.6 ambdues seccions tallen la degeneraci6 {0,0}, perd només el

segon pla conté la degenarci6 {0, iw}. L’aparicié d’ambdues degeneracions implica
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la presencia de totes les possibles regions per a N = 3. De fet es pot demostrar que,
per a una dimensi6 arbitraria NV, un pla de secci6 de ’espai de les k; pot interseccionar
fins a N — 1 vegades amb les superficies {0} i {+iw} simultaniament, una vegada al
subespai {0,0} i la resta a la superficie {0, tiw}. Tota la diversitat de punts fixos i
d’N — 1 zones diferents de {+iw} apareixen en el pla de secci6 si i només si també
apareixen N — 1 interseccions puntuals de {0} amb {+iw}, Aixd és el que passa en
els dos casos per a N = 4 de la figura 2.7, on el segon conté, a més, la degeneracid
{%iw;, tiws}. La transicié d’(a) a (b) de la figura 2.6 té lloc quan el pla de seccié
talla la degeneracié {0,0,0}, de la qual sorgeix {0, +iw} amb w = 0 (vegeu figura
2.5). A la figura 2.7 la transicié d’(a) a (b) s’esdevé quan el pla talla la degeneracié
{0,0, +iw}, de la qual sorgeix la {+iw;,+iws} i amb una de les freqiiéncies igual a

Zero.

Per simplicitat, els plans de secci6 representats a les figures 2.6 i 2.7 s’han escollit
de tal manera que interseccionen la superficie {+iw} de forma continua, pero per a
una orientacié arbitraria del pla la interseccié segurament apareixera desconnectada
en diverses parts, relacionades entre si per dobles divergencies. En qualsevol cas val
la pena remarcar que la superficie d’'una determinada classe de punts no hiperbolics

és Unica i continua en I'espai de les k;.

A k3
) 2 0001 4,
3 Y
(vio)  (0.Fi0)
AN
{0}

Figura 2.5: Superficies dels punts no hiperbolics en I'espai de les k; per a N = 3, La mateixa
estructura amb un autovalor igual a zero afegit arreu descriu el subespa k4 =0 pera N =4
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Figura 2.6: Superficies dels punts no hiperbolics en dos plans de seccié diferents de I'espai de les
k; pera N = 3. Ambdds plans sén paral-les a k3 i tallen els altres eixos amb k; i k < 00 > 0 als
casos (a) i (b) respectivament. Les representacions es realitzen projectades al pla kx_1kn i les
etiquetes numeriques denoten el nombre de dimensions inestables a les diverses regions. També
mostrem el valor de w sobre la superficie {£iw} en el pla de seccié

2.4.2 Autovectors per a la matriu jacobiana en forma acompanyant

L’estructura de I’espai de fases dels punts fixos linealitzats ens és donada pels cor-
responents autovectors. A diferéncia del que passa amb els autovalors, 'organitzacio
d’autovectors en ’espai de les k; no és universal perque depen de la matriu jacobiana
a través de ’equacié de valors propis. Nogensmenys, les matrius de forma acompa-
nyant tenen la propietat peculiar que els autovectors només depenen de 'autovalor

associat de la manera segiient
iy = (AVTHANTZ 00 (2.21)

de tal manera que tota la familia de sistemes de la forma (2.2) tenen la mateixa

estructura d’autovectors en I'espai de les ;.

L’autovector d’autovalor zero (0,0,...,0,1) esta dirigit al llarg de l'eix zy arreu
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Figura 2.7: El mateix de la figura 2.6 perd pera N =4

del subespai {0}. L’autoespai bidimensional de A1 = {£iw} depen del valor de w i

es determina mitjancant els vectors reals

e = (L, —w5, 0,00, —w?,0,1) (2.22)
B (80—, 0,0,0) |

El valor d’w és igual a zero a la degeneracié {0, 0} i creix indefinidament a mesura
que ens n’allunyem i ens movem per la superficie {£iw}. Per tant, l'orientacié de

l’autoespai bidimensional canvia al llarg de la superficie.

Notem que l'equacié (2.21) implica que 1'autoespai associat amb un autovalor és
sempre unidimensional, independentment de la seva multiplicitat. En particular, el
subespai central de la degeneracié {0"} es defineix amb el vector (0,0,...,0,1),
independentment d’n; i {+iw, tiw,...} es desenvolupa en el subespai central bidi-

mensional definit per les equacions (2.22), independentment del nombre de parelles
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d’autovalors amb parts imaginaries iguals. Aixd potser és sorprenent, perd no és
un problema perqué la varietat central no lineal pot tenir la dimensié adient. No
obstant aixo, la dinamica al voltant d’aquestes situacions tan degenerades podria

exhibir caracteristiques molt peculiars.

L’autoespai unidimensional dels autovalors miiltiples també implica que la condicid
de dos autovalors reals iguals esta associada necessariament amb un node d’inflexi

i no pot involucrar un punt d’estrella.

2.4.3 Punts fixos de sistemes no lineals en 1’espai de les k;
Bifurcacions estacionaries

L™inic punt fix d’un sistema lineal es pot trobar arreu de I'espai de les k; i es pot
moure lliurement amb una variacié dels parametres. El creuament transversal d’una
superficie de punts no hiperbolics indica una bifurcacié en la qual el flux al voltant
del punt fix es modifica qualitativament mitjancant I'intercanvi d’estabilitat dins de
I’autoespai afectat. Justament a la bifurcacid el sistema lineal exhibeix un nombre
indefinit de solucions que cobreixen completament I'autoespai central. D’aquesta

manera el domini d’inestabilitat s’estén il-limitadament en ’espai.

En presencia de no linealitats els processos de bifurcacié d’un punt fix involucren
normalment conjunts limit addicionals que esdevenen degenerats sobre el punt no
hiperbolic i que defineixen regions limitades de ’espai de fases on tenen lloc els
canvis qualitatius. Aix0 permet la coexisténcia de regions de l'espai de fases amb
estructures de flux qualitativament diferents. A I'espai de les kj, els encrenaments
transversals de les superficies {0} i {fiw} estan associats, tipicament, amb les bi-
furcacions sella-node i Hopf, respectivament, ja que les condicions corresponents s’hi
compleixen de forma generica [18]. En una bifurcacié sella-node una parella de punts
fixos s’aproxima al subespai ky = 0 des de costats oposats, els dos punts esdevenen el
mateix punt no hiperbolic i llavors desapareixen (de la mateixa forma, també té lloc
el procés invers). El nom “sella-node”s’utilitza per conveniéncia, pero cal adonar-se
que la hipersuperficie {0} apareix dividida en N parts on la bifurcacié involucra
diferents tipus de punts fixos que normalment sén una parella de selles i la bifurcacid

en si només afecta a una de les N dimensions de 1’espai, mentre les altres no modi-
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fiquen llur estabilitat®. Per altra banda, el creuament de {0} també es pot associar
a les bifurcacions transcritica o en forquilla, sempre i quan les condicions requerides
s’hi compleixin. En aquests casos un conjunt diferent de punts fixos s’hi veu invo-
lucrat. Les bifurcacions de codimensié dos del tipus vertex (anomenades cusp en la
terminologia anglosaxona) es manifestarien també com un encontre de punts fixos al

subespai {0}.

En el creuament de {+iw} probablement sorgira un cicle limit al voltant del punt
fix a un canté de la superficie de bifurcacié. Si considerem nomsés el subespai central,
aquest pot ser o bé un cicle estable al voltant d’un focus divergent o bé un cicle
inestable al voltant d’un focus atractiu. En altres paraules, la bifurcacié de Hopf pot
ser supercritica o subcritica en funcié de certes caracteristiques de la no linealitat
[18]. En qualsevol cas, fora del subespai central el cicle limit manté les mateixes pro-
pietats d’estabilitat que ja tenia el punt fix. Aixo vol dir que una bifurcacié de Hopf
supercritica (subcritica) que tingui lloc entre regions amb 0 (N) i 2 (N — 2) dimen-
sions inestables produird un cicle limit estable (inestable), pero en qualsevol altre
cas es creara algun tipus de cicle sella. La diversitat de cicles apareixera orientada
en 'espai d’acord als corresponents subespais centrals definits pels seus autovectors
que, en el cas de sistemes en la forma canonica (2.2), depenen de les freqiiencies

d’oscil-lacid, tal i com expressen les equacions (2.22).

Un exemple il-lustratiu

Considerem ara les families u.-parametriques de sistemes pentadimensionals en la
forma (2.2), (2.5) i (2.6) que corresponen a la situacié representada esquematicament
a la figura 2.8. Aixi, considerem sistemes per a un conjunt de parametres c; i d; i
que els punts fixos dels quals es mouen en la recta representada quan variem .
La funcié no lineal g(W, 1) és arbitraria pero determina el nombre de punts fixos i
llurs posicions sobre la recta en funcié de p.. El punt de coordenades (c;) descriu
I"inica solucié per a p. = 0 i se suposa dins la regié amb 0 autovalors inestables.
Els coeficients d; s’han escollit de tal manera que la recta jeu en un pla com el
projectat a la figura 2.8 i talla les N — 1 zones diferents de {+iw}. El creuament

de {0} indica que qualsevol bifurcacié amb un autovalor real zero involucrard punts

Per tant només en el cas unidimensional una bifurcacié sella-node afecta globalment a tot I’espai

de fases.
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fixos amb 0 i 1 dimensions inestables. L’escala vertical de la banda dreta descriu el
valor de p dels punts fixos d’acord amb 'equacié (2.14). Els valors p = 1ip =0
corresponen a ky = 01 ky = cy, respectivament, i com cy > 0, el semieix ky > 0
(kny < 0) esta associat a p < 1 (p > 1). Les fletxes amb les etiquetes psy i pm,,
amb ¢ = 1,2, 3,4, indiquen les possibles bifurcacions estacionaries per a les families
descrites per la recta. Recordem el comportament d’w sobre la superfice {+iw} i
estard clar que en aquest exemple les bifurcacions de Hopf estan ordenades per ¢
d’acord a la frequeéncia w. Notem també que les bifurcacions tindran lloc en la parella

sella-node de punts fixos alternativament ordenades per ¢. La figura 2.9 il-lustra com
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Figura 2.8: Exemple de com es pot caracteritzar |'estabilitat lineal de families u.-parameétriques
en la forma 2.2, 2.5 2.7 en I'espai de les k; per a N = 5. El pla de seccié conté la recta on es
poden moure els punts fixos de la familia definida per uns conjunt donat de coeficients c; i d;.
La funcié no lineal determinara el nombre de punts fixos i llurs posicions sobre la linia en funcié
de p.. Les interseccions de la linia amb les superficies dels punts no hiperbolics (punts negres)
indiquen les possibles bifurcacions estacionaries. La magnitud p ofereix una bona connexié amb
el diagrama de branques de la figura 2.9

es pot caracteritzar globalment 1’estabilitat lineal del diagrama de bifurcacions de
lestat estacionari, amb l'ajuda de la figura 2.8. L’escala comuna de valors de p
d’ambdues figures ens permet veure com apareixen i es mouen els punts fixos sobre
la recta de la figura 2.8 quan variem ., i ens permet també localitzar els llindars de
bifurcacié sobre el diagrama de bifurcacio. Es facil imaginar-se situacions semblants
per als diagrames de les figures 2.2b i 2.2c, on apareixen les bifurcacions transcritica o

en forquilla en lloc de la bifurcacié sella-node. La. no linealitat ha de produir els punts
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fixos coexistents amb una distribucié adient de valors de p per tal que les diverses
bifurcacions de Hopf tinguin lloc dins d’un cert rang de valors de p.. Si assumim
bifurcacions de Hopf supercritiques, es creara un cicle limit estable a Hy i sorgiran tres
tipus diferents de cicles sella a Ho, H3 i Hy4. Sens dubte, es poden produir una gran
diversitat de processos secundaris en aquestes orbites periodiques, pero les evolucions
temporals que s’observen tipicament en aquestes condicions mostren formes d’ona
caracteristiques, basades en la combinacié no lineal de quatre modes d’oscil-lacid, i

amb propietats qualitatives que semblen independents dels detalls particulars.
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Figura 2.9: Estabilitat lineal del sistema pentadimensional descrit en I'espai de les k; per la recta
de la figura 2.8 i que té una certa funcié no lineal. Les corbes representen el diagrama de branques
i la corresponent distribucié de p per a la funcié no lineal donada. Els llindars pg,, derivats de la
figura 2.8, ens permeten determinar les posicions de les bifurcacions de Hopf sobre el diagrama
de branques. EI nombre de dimensions inestables s'indica sobre les branques estacionaries

Bifurcacions secundaries i mecanismes de mescla

L’analisi lineal d’estabilitat indica la preséncia de successives bifurcacions de Hopf
sobre la parella de punts fixos i la no linealitat del sistema normalment garantira la
generacié de successius cicles limit amb les corresponents orientacions i freqiiéncies
d’oscil-lacié. Per altra banda, les simulacions numeriques indiquen que les evolucions
temporals estan basades en la combinacié no lineal d’aquests modes d’oscil-lacié.
Aixi doncs, tot i que la seqiiéncia de processos que donen lloc a Iatractor pot ser
bastant complexa i dependre de les circumstancies, sembla que alguns mecanismes
generics son responsables de la mescla de modes observada en la dinamica temporal,
com a minim en el cas d’una sola funcié no lineal d’una sola variable en la forma

(2.7).
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Coneixem tres formes de mescla de modes, dues de les quals sén rellevants en
aquest treball. La tercera es basa en bifurcacions globals que produeixen el contacte
d’atractors i que comentarem a la subseccié 2.4.3. El mecanisme basic de mescla és
simplement ’entortolligament de I'atractor al voltant de la varietat inestable d’un
conjunt limit sella proper i en el decurs d’un possible procés homoclinic, és a dir, la
varietat inestable de la sella es dirigeix cap a ’atractor, mentre que el creixent atrac-
tor s’aproxima (i atreu) la varietat estable de la sella. D’aquesta manera la dindAmica
temporal de I'atractor pot incorporar de forma natural oscil-lacions a les freqliencies
de la sella sense que tingui lloc cap bifurcacié’. Aixd succeeix, per exemple, en els
atractors del tipus Shil’'nikov que es formen quan un cicle limit estable s’aproxima
a un focus o cicle limit sella exterior. De forma més general, considerem que aquest
mecanisme pot funcionar amb la diversitat de conjunts sella sorgits d’ambdés punts
fixos de la parella sella-node i que és responsable de les estructures de les evolucions

temporals en el comportament d’inestabilitat completa.

Una combinacié més profunda de modes d’oscil-lacié pot tenir lloc mitjancant I’a-
nomenada bifurcacié de Naimark-Sacker, o bifurcacié de Hopf secundaria, en la qual
sorgeix un torus-2 invariant a partir d’un cicle limit o bé, en general, un torus-(g+1)
sorgeix d’un torus-q. En aquest cas el torus invariant manté veritables oscil-lacions a
diverses frequencies i és possible una dindmica complexa associada a les ressonancies,
aixi com problemes de trencament o destruccié dels torus. Cada punt fix de la parella
sella-node pot generar una familia de torus amb oscil-lacions multimode relaciona-
des amb les frequeéncies de Hopf d’aquell punt i, en principi, el nombre d’aquestes
bifurcacions determina la dimensié del torus de més alt ordre de la familia. Per
altra banda, un cicle limit donat pot generar successius torus-2 amb freqiiéncies se-
cundaries diferents, de la mateixa manera que un punt fix pot fer successius cicles
limit; el mateix succeeix amb els torus d’ordres més elevats. Tot aixo significa que,
per a una dimensié arbitraria N, la familia de conjunts limit associada a 'origen
per un punt fix donat pot ser molt gran i que alguns d’aquests conjunts limit poden

coexistir.

En I'espai de parametres la bifurcacié del tipus torus-q sorgeix a partir de la de-

generaci6 {+iwi,...,+iw,} dels autovalors del punt fix. En particular, la bifurcacié

"Quan DP’ens sella compleix certes condicions [85] es poden produir seqiiencies complicades de

bifurcacions, pero la mescla de modes té lloc igualment
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torus-2 sorgeix de {4iwi,+iw,} i s’han investigat en detall els corresponents des-
plegaments universals [47, 21]. S’ha demostrat que, en certs casos, aquesta degene-
racié tetradimensional pot produir una bifurcacié addicional torus-3 amb la tercera
frequencia sense relacié directa amb les bifurcacions del punt fix. Igualment, la de-
generacié tridimensional {0, +iw} pot produir una bifurcacié torus-2 on la segona
freqiiéncia també sembla independent dels punts fixos [21]. Aquests torus no es poden
associar a un punt fix especific i una generalitzacié cap a degeneracions d’autovalors
d’ordre més elevat suggereix la possibilitat de torus de dimensié6 fins a N — 1 (’ordre
més alt possible en N dimensions). No obstant aixd, quan s’observen numeéricament
[59, 90], aquests torus apareixen molt fragils i en zones de l'espai de parametres

extremadament reduides.

En conclusié, ens sembla raonable sospitar que el comportament d’inestabilitat
completa tindra lloc en regions de ’espai de parametres amb una relativa abundancia
de bifurcacions torus i que els torus possiblement involucrats corresponguin a os-
cil-lacions a moltes freqiiencies basades en les bifurcacions de Hopf dels punts fixos.
La famila de cicles i torus del punt node conté com a minim un atractor®, mentre que
la resta d’aquesta familia i la familia del punt sella sén selles. Variant un parametre
de control 'atractor creix i es transforma mentre que els conjunts sella propers mouen
d’acord llurs varietats estables i inestables, en un procés que es basa en una diversitat
de possibles processos homoclinics i heteroclinics. La dinamica temporal de I'atractor
incorpora els moviments oscil-latoris de les diverses selles a un nivell molt sensible
a la proximitat respecte a 'homoclinica. Per altra banda, poden també tenir lloc
complexes i denses seqiiencies de bifurcacions que duen cap al caos homoclinic [85].
No obstant aixo les bifurcacions de duplicacié de periode i la sella-node de cicles no
sén capaces d’introduir frequéncies caracteristiques independents i, per tant, no sén
essencials per explicar el comportament d’inestabilitat completa, com a minim en
primera aproximacié. El que és més rellevant és la possibilitat de la destruccié de

I'atractor després d’una connexié homoclinica.

Condicions per a la inestabilitat completa i conjunt basic de punts fixos

Deixant de banda la possibilitat de la destruccié de 'atractor en una bifurcacié

homoclinica, les situacions d’inestabilitat completa es poden identificar, en principi,

8Sempre i qun el sistema posseeixi un un punt fix sense cap dimensié inestable en algun moment.
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mitjancant ’analisi lineal d’estabilitat de la solucié estacionaria. Aixd no obstant, no
és facil, en general, d’establir les condicions corresponents per a un sistema donat, fet
que probablement explica perque aquest comportament no s’havia observat encara.
L’analisi sembla realitzable per a sistemes en la forma (2.2), (2.5) i (2.7), els estats
estacionaris dels quals estan localitzats en 1’espai de les k; sobre la recta definida
per (2.15). Les condicions necessaries per a 'estabilitat completa sén dues, una que
implica la posicié i orientaci6 de la recta per tal que interseccioni la superficie {+iw}
de forma adient i I'altra que involucra les capacitats de la funcié no lineal per produir
el diagrama de bifurcacié estacionari. De les equacions (2.18) i (2.19) es pot veure
que el nombre maxim d’interseccions entre la recta i {£iw} és igual a N — 1. El
comportament d’inestabilitat completa es pot aconseguir si aquestes interseccions
tenen lloc amb N — 1 zones qualitativament diferents de {+iw}, en cas contari dues
de les interseccions correspondran a la mateixa bifurcacié de Hopf pero en direccions
contraries. Per altra banda, la funcié no lineal ha de produir punts fixos que creuin
efectivament la superficie {+iw} quan variem p., és a dir, que cal un diagrama de
bifurcacions estacionaries amb una distribucié de valors de p que abasti ambdéds

costats de p = 1 i que cobreixi els valors pg de les bifurcacions de Hopf.

Volem remarcar per que considerem precisament una parella sella-node de punts
fixos. Obviament hi ha sistemes no lineals que posseeixen només un punt fix i la ines-
tabilitat completa en aquest cas correspon a N/2 bifurcacions de Hopf sobre aquest
punt si N és parell, o a (N —1)/2 si N és senar. No obstant aixo, la coexisténcia
d’estats estacionaris és una de les caracteristiques més significatives de la dinamica
no lineal i, per tant, és convenient considerar la possibilitat d’un enfocament més
general. Quin conjunt basic de punts fixos cal considerar depén en esséncia de 'es-
tructura direccional de la part no lineal del camp vectorial, és a dir, del nombre
de components linealment independents de direccié uniforme en les quals el camp

vectorial no lineal es pugui descomposar.

Per a camps vectorials no lineals unidireccionals els punts fixos apareixen en 1’espai
de fases alineats en una recta i en una seqiiencia alternada de tipus sella-node. Les
separatrius de les selles determinen les conques d’atraccié dels nodes i els fenomens
dinamics basics estaran associats a un atractor que sorgeix d’un dels nodes i creix en
presencia de la sella més propera. El flux en aquesta regié especifica de I’espai de fases

podra incorporar moviments oscil-latoris a través d’una diversitat de bifurcacions de
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Hopf que tindran lloc a ambdés punts. Aquests moviments, a més, es podran barrejar
entre ells gracies als mecanismes no lineals. Les situacions d’inestabilitat completa
s’aconseguiran quan tots dos punts hagin patit (o estiguin a punt de patir) el maxim
nombre de inestabilitats de Hopf que poden suportar en N dimensions (aix0 és,
N —1).

Es clar que hi ha mecanismes per produir atractors associats a un major nombre
de punts fixos. Per una banda és possible que 'atractor creixi sota la influéncia de
dues selles veines situades a costats oposats. Per altra banda, es pot produir la unié
de dos (o més) atractors sorgits als dos cantons d’una separatriu de la sella, mit-
jancant successives bifurcacions homocliniques que destrueixen els atractors previs i
en creen de nous de tipus hibrid. Aquest tipus d’unié és ben conegut per a sistemes
amb bifurcacions en forquilla simetriques, en els quals les homocliniques tenen lloc
simultaniament als dos costats de la sella [62], pero pot succeir també en situacions
més generals, com les bifurcacions de contacte” [41]. Per a sistemes els punts fixos
dels quals estan situats sobre una recta en I'espai de les k;, els diversos punts node
(knx > 0) isella (kx < 0) generaran les mateixes freqiiencies d’oscil-lacié i les evoluci-
ons temporals estaran sempre basades en N —1 modes d’oscil-lacié, independentment
del nombre de punts fixos. En general, les frequiéncies d’oscil-lacié generades a par-
tir de nodes o selles diferents poden ser diferents i les evolucions temporals podran
incorporar llavors modes addicionals a mesura que s’incrementi el nombre de punts

fixos.

La situaci6 esdevé més complexa per a camps vectorials amb parts no lineals multi-
direccionals com els definits per la superposicié d’n camps vectorials no lineals basats
en funcions escalars i direccions linealment independents. En aquest cas els punts
fixos es poden escampar en l'espai de fases distribuits en un subespai de dimensié
n i relacionats entre si mitjancant n bifurcacions sella-node orientades de diferent
forma. El conjunt basic de punt fixos pot incloure fins a 2" punts, un dels quals és un
node estable mentre que la resta son selles que defineixen una de les cantonades de
la conca d’atraccié del node. Aquest conjunt de punts pot suportar una gran quan-
titat de bifurcacions de Hopf pero no és evident fins a quin punt els corresponents
moviments oscil-latoris es poden manifestar en la dinamica temporal. Aquest és el

cas dels sistemes acoblats difusivament, als quals dedicarem el capitol 3.

9També conegudes amb el seu nom angles, gluing bifurcation
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Diagrama de bifurcacions en ’espai de parametres

Per tal de copsar els avantatges de I’espai de les k; respecte de I'espai de parametres,
per desenvolupar-hi ’analisi lineal d’estabilitat dels estats estacionaris, n’hi ha prou
de considerar la familia de sistemes en la forma (2.2), (2.5) i (2.7) corresponent a una
funcié no lineal donada g(¥) i a un conjunt donat de coeficients ¢;, i llavors trac-
tar d’imaginar com podria ser el diagrama de bifurcacions estacionaries en ’espai
de parametres N-dimensional definit per di/dy,...,dy-1/dn, 1 ptc. Assumint uns
pocs punts fixos coexistents que pateixen successives bifurcacions de Hopf, és clar
que s’obtindrd un conjunt extremadament complex de bifurcacions. El que és més
significatiu, pero, és el fet que el diagrama sera particular per a la funcié no lineal i

el conjunt de coeficients c;.

Obviament, I’avantatge de ’espai de parametres és que es pot utilitzar per repre-
sentar qualsevol tipus de bifurcacio i, com la nostra analisi en l'espai de les k; esta
limitada a les bifurcacions estacionaries, potser val la pena anomenar les estructures
de bifurcacié addicionals que poden apareixer en el conjunt de bifurcacions d’una

familia de sistemes dindmics.

Les bifurcacions estan interrelacionades en el sentit que unes sorgeixen de degene-
racions d’unes altres. Les propietats generiques de les estructures de bifurcacié que
sorgeixen de bifurcacions degenerades especifiques de punts fixos o cicles limit han
estat obtingudes i estudiades mitjancant la técnica dels desplegaments universals o
deformacions versals [47, 21, 18]. Un resultat especialment destacable és Iexistencia
segura d’una bifurcacié global en els desplegaments de certes degeneracions dels au-
tovalors dels punts fixos, com la {0,0} i la {0, +iw}, i que probablement es poden
extrapolar a degeneracions d’ordres superiors. La localitzacié de les bifurcacions ho-
mocliniques normalment és dificil, perd cal remarcar que també s’hi poden produir
degeneracions i, de fet, s’han investigat ja una serie de casos [52]. Les degeneracions
homocliniques poden ser ’origen d’un gran nombre de bifurcacions locals i globals, i
probablement estan relacionades amb les denses seqiiéncies de bifurcacions d’orbites
periodiques que podem trobar en les rutes cap al caos homoclinic. Per altra banda,
la bifurcacié de Naimark-Sacker que sorgeix de la degeneracié {+iw;, tiws} conté les
anomenades ressonancies, de les quals també sorgeixen una diversitat de bifurcacions
locals i globals [47]. Igualment, és probable que situacions similars tinguin lloc amb

les bifurcacions torus-q que sorgeixen de degeneracions d’ordre més elevat.



