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capiToL 1

Possibles camins cap a la complexitat

1.1 Introduccid i1 motivacio del treball

Dins del camp dels sistemes dinamics un dels problemes més importants i que
encara no ha rebut una resposta satisfactoria és el de I'emergencia de comporta-
ments complexos observats en molts fenomens naturals. Els fenomens oscil-latoris
sén realment abundants a la natura i sovint mostren la coexisténcia de processos a
diverses escales temporals, les quals estan interrelacionades de manera que 1’evolucio
temporal pot arribar a ser molt complexa i, certament, molts fenomens qualificats de
complexos semblen implicar un gran nombre de freqiiéncies barrejades. Entre aquests
fenomens en destaquen diversos relacionats amb processos fisiologics; un d’ells, molt
estudiat a nivell experimental malgrat ser bastant concret, és el del sistema nerviés
estomatogastric de diversos mol-luscs [1]; a nivell més general podem citar els estu-
dis sobre la dinamica del cervell [2, 3]. També cal destacar les evolucions temporals
de diversos indicadors econdmics que sovint mostren periodes més o menys repeti-

tius a diferents escales temporals 'origen de les quals no és clar si estd relacionat
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amb influéncies externes o és provocat per la propia dindmica interna del sistema
[4, 6, 7, 8]. Les oscil-lacions en el clima terrestre mostren també coexisténcia de
freqiiéncies, moltes de les quals semblen estar determinades pels diversos parametres
orbitals terrestres, perod diversos estudis suggereixen que per explicar-les correcta-
ment és necessari suposar un origen intern a través de cicles de realimentacié [9, 10].
Finalment, entre altres exemples, també s’observen evolucions d’aquest tipus en les

variacions del flux d’energia d’estrelles variables d’oscil-laci6 rapida (tipus roAp) [11].

Quan fa uns anys es va comencar a estudiar allo que s’anomena “teoria del caos” i
es van observar comportaments caotics en sistemes simples, va semblar que aquest era,
un cami per a explicar el fenomen de la complexitat basant-se en la teoria de sistemes
dinadmics dissipatius. Els sistemes dinamics conservatius tenien ja una llarga historia,
basicament a nivell matematic, iniciada amb els treballs pioners de Poincaré [12] que
ja va observar ’existencia de caos en el problema de tres cossos i continuada amb tots
els posteriors estudis, entre els quals cal destacar els de Birkhoff [13], Kolmogorov
[14], Arnold [15] o Moser [16]. En sistemes dinamics dissipatius, en canvi, la preséncia

de caos no es va fer evident fins al ja classic treball de Lorenz [17].

No obstant aixd, de mica en mica es va veure que l'aparicié d’una dinamica
caotica no explicava els comportaments complexos ni, en general, eren fenomens
necessariament lligats. En definitiva, doncs, els models que podien explicar el caos
de pocs graus de llibertat no aconseguien explicar satisfactoriament molts fenomens
complexos, normalment d’alta dimensié i no necessariament caotics. Per aix0 van
anar apareixent altres “teories” més o menys ad hoc: criticitat autoorganitzada, xar-
xes neuronals, etc. que, algunes amb forca éxit, podien reproduir certs aspectes de la
complexitat. Malgrat tot molts fendmens complexos segueixen sense explicacié satis-
factoria; citem, per posar només dos exemples classics el fenomen de la turbuléncia

i la dinamica del cervell, ja anomenada.

Convé en aquest punt fer alguns aclariments sobre els conceptes de “caos” i de
“complexitat”. Matematicament un sistema dinamic de dimensié n el definim com
I’equacid

i(t) = f(z,t; 1) (1.1)

on f:U CR" - R” és un camp vectorial definit a la regio U, ion z € U C R”,
essent R” D’espai de fases, i p € V C RP, essent RP I’espai de parametres, amb p la

seva dimensid. S’entén per solucié del sistema una funcié ¢, : I C R — R" definida
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a linterval I que verifica 'equaci6 (1.1) i que té = per condicié inicial. El conjunt de

totes les solucions ¢, s’anomena flux ¢ del sistema dinamic.

Per sistema dinamic cadtic entenem, seguint Wiggins [18], qualsevol sistema (1.1)

el flux ¢ generat pel qual compleixi les segiients condicions:

1. té sensibilitat a les condicions inicials en un cert conjunt compacte A invariant

sota ¢,
2. és topologicament transitiu en A,

3. les orbites periodiques de ¢(xz,t) sén denses en A.

En realitat, pero, es pot demostrar que les condicions 2 i 3 impliquen la 1 [19]. La
condicié 1, pero, és especialment significativa i és la rad de la manca de predictibili-
tat a nivell practic que presenten els sistemes caotics. Diem que el sistema dindmic
és sensible a les condicions inicials quan, donats z, y € U tals que |z — y| < 0,
Navors |f(z,t) — f(y,t)| > € per a un cert t; en altres paraules, dos punts qualsse-
vol arbitrariament propers divergiran sota 'accié de (1.1). L’objecte geomeétric en
I’espai de fases on sén atretes les solucions d’un estat caotic s’anomena atractor es-
trany i es caracteritza per tenir dimensié fractal. Cal tenir en compte, pero, que
matematicament el problema de determinar I'existencia d’un atractor estrany per a
un sistema donat és especialment delicat i en realitat només s’ha demostrat per a
molt pocs [18, 20]. D’aquesta manera la majoria de sistemes es classifiquen com a

caotics basant-se més en resultats numerics que en resultats analitics.

Es important recordar que un sistema dinamic pot ser caotic ja amb n = 3, és a dir,
amb només tres graus de llibertat. El descobriment de la dinamica caotica ha estat
sorprenent i ha canviat les idees establertes sobre el comportament i la modelitzacio
dels sistemes. La sensibilitat a les condicions inicials i les evolucions temporals irregu-
lars que presenten els sistemes caotics fou el que va dur a considerar el caos de pocs
graus de llibertat com un possible cami per explicar 'aparicié de comportaments
complexos com els que hem citat més amunt. Aquests comportaments complexos, en
canvi, semblen implicar una dimensionalitat més alta i una coexistencia de diverses
escales temporals caracteristiques. Un sistema dissipatiu que evoluciona en un estat
caotic descriu un moviment recurrent basat en unes poques trajectories basiques que,

tot i apareéixer lleugerament diferents cada vegada, segueixen una seqiiencia definida
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sense cap ordre regular aparent i extremadament sensible a canvis de les variables i
dels parametres [21, 18]. Malgrat tot, les trajectories basiques sén d’una estructura
forca simple i involucren un nombre molt petit de freqiiencies caracteristiques. Per
exemple, el sistema de Rossler presenta caos, perd normalment estd basat en una
sola freqiiéncia caracteristica; té un periode basic que es repeteix amb variacions
en 'amplitud. Es clarament irregular, pero el seu grau de complexitat és baix. El
problema és que, a diferéncia del concepte de “caos”, no hi ha una definicié uni-
versalment acceptada de “complexitat”; a vegades fins i tot es diu que un sistema
complex és aquell per al qual la ciéncia no té una explicacié satisfactoria. S’han
proposat diverses definicions, moltes de les quals tenen en comu la idea d’un estat
que no és totalment ordenat ni completament desordenat i que és lluny de I’equilibri
[24, 25, 26, 27]. En la discussié que segueix podrem donar algunes caracteristiques

tipiques dels comportaments complexos.

1.2 Com ens aproximem a la complexitat

Com hem dit, si bé la teoria de sistemes dinamics pot arribar a explicar alguns
fenomens associats a la complexitat, encara esta lluny de poder reproduir moltes
de les caracteristiques basiques que s’observen repetidament en els comportaments
complexos; raé per la qual han anat sorgint altres maneres de modelitzar aquests

comportaments.

Un fet observat innegable és que molts sistemes de la natura tendeixen cap a 'au-
toorganitzacié i presenten comportaments complexos aperiodics molt lleugerament
caotics: “estan a la frontera entre 'ordre i el caos” repetint una frase que s’ha fet molt
tipica. Ara bé el que sembla realment destacable és la capacitat de certs sistemes
de produir complexitat gracies a la barreja de freqiiéncies i aquesta caracteristica és
la més adient per tal que els sistemes dinamics hi puguin dir alguna cosa, ates que
son uns excel-lents productors d’oscil-lacions a través de bifurcacions de Hopf. Altres
aspectes de la complexitat, com ’autoorganitzacié, semblen més allunyats i menys
evidents de modelitzar amb la teoria dels sistemes dinamics. Un altre enfocament
habitual a I'hora d’intentar reproduir el fenomen de ’autoorganitzacié és a partir de

models estadistics. Com diu Prigogine,

Se han destacado dos disciplinas que, en nuestra opinién, han modi-
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ficado la visién de lo complejo de forma muy dramética. La primera de
ellas es la fisica de los estados de no equilibrio. El resultado inesperado es
aqui el descubrimiento de nuevas propiedades fundamentales de la ma-
teria que se encuentra muy alejada de las condiciones de equilibrio. La
segunda disciplina es la moderna teoria de los sistemas dindmicos. Aqui el

descubrimiento central es el papel dominante de las inestabilidades [24].

Els sistemes dindmics sén continus en l’espai i el temps, perd hi ha una apro-
ximacié consistent en discretitzar-ho tot: espai, temps i estats possibles. Sén els
automats cel-lulars [22]. Cada punt de D’espai, o cada unitat del sistema interacci-
ona amb els seus veins seguint una llei determinada. Malgrat que sén poc tractables
analiticament, llur implementacié numerica és molt senzilla i per aixo han tingut con-
siderable éxit a ’hora de plantejar models de fenomens reals (de fet la seva historia
comencga amb l'aparicié dels primers ordinadors electronics als anys 1940 [23]). El
comportament que mostren els automats és en la majoria de casos comparable al
dels sistemes dinamics, pero una classe particular (I’anomenada Classe IV') s’aparta
una mica i pot donar comportaments semblants als dels sistemes al voltant del que

s’anomena, punts critics.

A la natura hi ha molts fenomens que es poden donar passant per aquests punts
critics. Un exemple ja classic és el de les transicions de fase de segon ordre. Quan una
transicié d’aquest tipus té lloc passant pel punt critic el sistema adquireix unes pro-
pietats forga curioses, la més significativa de les quals és I’aparicié de lleis d’escala,
és a dir, la independencia del sistema respecte a les escales temporals i/o espaci-
als. En altres paraules, el sistema presenta fenomens espacials i temporals que es
repeteixen a moltes escales diferents. Matematicament aixo es tradueix en lleis po-
tencials. En molts casos, per trobar aquest comportament cal variar externament
algun parametre del sistema, com per exemple en la transicié liquid—gas de l'aigua.
Molts altres sistemes, en canvi, tendeixen naturalment a trobar-se al voltant d’aquest
punt critic. Sén el que s’anomenen sistemes critics autoorganitzats. A partir d’aixo
s’ha format una teoria basada en aquest fet [29]. El quadre basic que es proposa és
que el comportament complex a la natura reflecteix la tendéncia natural d’aquests
sistemes per evolucionar cap a l’estat critic i en el qual petites pertorbacions poden
donar lloc a esdeveniments (anomenats allaus) de qualsevol mida. Aquest fet porta

de manera natural a les lleis potencials i a la invariancia d’escala. El primer model



8 Possibles camins cap a la complexitat

de criticitat autoorganitzada (que no és més que un automat cel-lular) fou el del
“pilonet de sorra” [29]; perd malgrat tot, els experiments no han deixat clar si un
pilonet de sorra real compleix les propietats autoorganitzatives del model: alguns
resultats porten a lleis potencials, altres no (vegeu [32] per a una extensa revisio).
Igualment, molts sistemes naturals, com ara els terratremols, les allaus, les extincions
o fins i tot la turbuléncia han estat modelats seguint aquesta idea [30, 31]. Els resul-
tats son interessants perd no concloents; el que si és cert és que en aquests casos hi
ha una clara distribucié potencial que relaciona la freqiiéncia d’un esdeveniment de
grandaria determinada, N, amb aquesta grandaria, A, de tal manera que N ~ A™%,

essent & ~ 1, com a minim en un cert interval d’escales.

Es en aquest ambient on s’ha forjat el concepte avui ja classic de “limit del caos”,
que déna a entendre que aquests sistemes es troben en un estat a mig cami entre
Pordre total i el caos més irregular. Aix0, que pot semblar una frase gairebé pu-
blicitaria, és prou significatiu, ja que duu naturalment a les propietats d’invariancia
abans descrites i a fer que aquests sistemes siguin els processadors ideals d’informacid
equilibrant la seguretat i la redundancia amb la variacio. Es aquest un concepte que
es relaciona de manera molt natural amb ’evolucié dels éssers vius, que mantenen
un delicat equilibri entre les mutacions necessaries per a la variabilitat de ’especie i
la redundancia per a la transmissié segura de la informacié. Per aix0o molts models
d’aquest tipus intenten simular I’evolucié biologica, com les anomenades zarzes de
Kauffman, ideades en el seu origen precisament com a model de sistemes genétics
[33].

Una qiiestié relacionada amb ’anterior és la presencia de fractalitat. Les lleis po-
tencials, la invariancia d’escala i 'autosimilaritat impliquen un estructura fractal, ja
sigui a nivell espacial o a nivell temporal. Darrerament s’han publicat molts treballs
en que es descobreix fractalitat en un determinat fenomen, pero el cert és que la
majoria d’estudis només poden observar aquesta fractalitat en uns dos ordres de
magnitud (espacials o temporals), cosa que no aporta cap evidéncia definitiva [35].
El maxim que es pot dir és que existeix fractalitat en un cert interval d’escales. Els
models, per la seva banda assumeixen fractalitat a totes les escales de magnitud.

Una vegada més, doncs, la qiliestié no és clara.
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El paper dels Sistemes Dinamics

Com veiem, doncs, hi ha diverses formes d’aproximar-se als comportaments com-
plexos. Com encaixen en aquest marc els sistemes dinamics i queé hi poden aportar?
En pimer lloc els sistemes dindmics estan molt estudiats a nivell estrictament ma-
tematic i es disposa de nombrosos estudis que estableixen amb seguretat els tipus
de comportaments possibles a diverses dimensions i a través de quines possibles
seqiiencies de bifurcacions s’hi arriba. Els sistemes dindmics han anat progressant
a poc a poc, afegint cada vegada més dimensionalitat, de manera que es coneixen
forca bé els diferents tipus de bifurcacions i comportaments possibles a baixes dimen-
sions. Aixi, una aproximacié a la complexitat a través dels sistemes dinamics donaria
una fonamentacié matematica molt potent. Entre altres coses, es podria seguir tota
la sequencia de bifurcacions que duen cap a la complexitat, aclarint com sorgeixen

aquest tipus de comportaments.

Per altra banda els sistemes dinamics sén excel-lents productors d’oscil-lacions a
través de bifurcacions de Hopf i sembla, doncs, raonable poder introduir un grau
de complexitat més elevat que el del caos de baixa dimensié augmentant el nombre
de graus de llibertat i el d’oscil-lacions a diverses escales temporals. Per tot aixo
és important saber amb claredat si la teoria dels sistemes dindmics és capa¢ o no
de descriure comportaments complexos. La qiiestid és doncs saber com un sistema,
dinamic no lineal pot produir diferents freqiiéncies i com barrejar les oscil-lacions
resultants per donar lloc a evolucions complexes. Fixem-nos, finalment, que parlem
sempre de comportaments complexos i no de sistemes complexos. Cal tenir present
que un sistema pot ser molt complex perd comportar-se de forma molt senzilla i,
obviament, no és aix0 el que ens interessa, sind més aviat el cas contrari: sistemes

relativament simples que exhibeixen comportaments molt complexos.

En aquest sentit cal que parlem d’un sistema amb comportament complex per ex-
cel-léncia, i ja classic: la turbuléncia. Durant anys els fisics han intentat saber quin
procés segueix un fluid en passar del régim laminar al turbulent, pero les equacions
que descriuen el fluid (les equacions de Navier-Stokes) es fan intractables abans de
poder arribar a cap resultat analitic i els experiments no aconsegueixen aclarir la
qiiestié, donat que el procés d’aparicido de turbuléncia sembla ser massa “rapid” al
variar el parametre de control, és a dir, no permet observar amb claredat quines bi-

furcacions (si és que té sentit aquest concepte aplicat a la turbuléncia) es produeixen.
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Per aixo els sistemes dindmics per als quals, com hem dit, aquest aspecte és un dels
seus punts forts podrien donar bons resultats. Fins ara, pero, ningi ha aconseguit
obtenir una bona descripcié de la turbuléncia amb els sistemes dinamics i segueixen
sent només una de les diverses maneres d’atacar el problema. La realitat és que avui

en dia no existeix cap model totalment satisfactori de la turbuléncia i del seu origen.

Ja Landau [36] va intentar explicar l'origen de la turbuléncia a partir d’un meca-
nisme d’inestabilitats que té una gran relacié amb la teoria dels sistemes dinamics
dissipatius. En essencia considerava n successives inestabilitats, que actualment s’a-
costumen a associar a bifurcacions de Hopf, iniciades en un punt estacionari inicial
(el régim laminar) que donarien lloc a un torus—n i a una orbita quasiperiodica amb
n freqiiencies. Aquesta orbita tindria n graus de llibertat ja que segons Landau cada
bifurcacié incorpora un element d’arbitrarietat: la fase relativa entre aquesta nova
oscil-lacié i les anteriors'. Avui en dia sabem que és un cami que cal descartar com
a via cap al caos: el teorema de Ruelle-Takens—Newhouse [44, 45] ens assegura que
un flux triplement periodic damunt d’un torus no és estable i déna lloc a un atractor
estrany, pero aixo no és rad per descartar el fet que una successié de bifurcacions de
Hopf ens pugui incorporar successives freqiiéncies al sistema (vegeu la seccié 2.1),
encara que no es trobi en un torus—n, siné en un cert atractor, sigui caotic o no,
en espai de fases. Aquesta successié de freqiiéncies, combinades per mecanismes no
lineals de mescla poden donar pistes de com arribar a comportaments més comple-
x0s a partir de sistemes dinamics de baixa dimensié. Aqui és on comenca el nostre

treball.

1.3 Objectius del treball

L’objectiu del present treball és investigar i caracteritzar amb un cert detall dos as-
pectes del comportament dels sistemes dinamics que hem desenvolupat, numericament
i experimental, amb una determinada familia de sistemes no lineals pero que es po-
den considerar forgca generals. Aquests aspectes, adequadament combinats podrien

ser l'origen de comportaments considerablement complexos.

En concret, nosaltres pretenem estudiar com aquests dos possibles aspectes dels

LAixd, perd, és dubtés ja que una orbita quasiperiddica en realitat és tinica i no depén de les

fases inicials.
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comportaments complexos es poden presentar en sistemes dinamics de baixa di-
mensio. El primer aspecte es relaciona amb el que nosaltres anomenem comportament
d’inestabilitat completa. Considerem sistemes amb una parella sella-node de punts
fixos que fan totes les possibles bifurcacions de Hopf que poden fer en N dimensions.
Aix0 aporta N — 1 freqiieéncies caracteristiques d’oscil-lacid, que sén convenientment
barrejades pels mecanismes no lineals del sistema. Per estudiar aquest comporta-
ment ens centrem en els sistemes més simples que el presentin, de manera que altres

possibles fonts de comportament complex quedin reduides al minim.

L’altre aspecte es basa en la possibilitat dels sistemes dinamics de tenir molts
punts fixos, qualitativament diferents. En altres paraules, el que volem es crear el
maxim nombre de punts fixos possibles i, en canvi, només algunes bifurcacions de
Hopf, les minimes possibles, que generin els corresponents cicles limit. Seguint amb la
idea de simplificar al maxim les caracteristiques basiques de cada via, en aquest cas
una configuracié possible seria la de sistemes no lineals de baixa dimensié acoblats
difusivament, cada un dels quals incorpora una o més funcions no lineals al sistema.
Es a dir, en aquest segon cas el que fem és obtenir el maxim nombre de punts
fixos amb el minim nombre de bifurcacions de Hopf, mentre que en el primer cas
tenim la situacié inversa: obtenir el maxim nombre de bifurcacions de Hopf amb
el minim nombre de punts fixos. La idea que volem destacar és que la combinacid
dels dos aspectes que acabem de comentar pot ser un cami possible per obtenir
comportaments amb un alt grau de complexitat. Aquests dos aspectes sén els que
estudiarem, progressivament i per separat, per tal d’analitzar com sorgeixen i com

es relacionen.

La segiient qiiestié és, doncs, com generar en cada cas les diferents bifurcacions
(Hopf en un cas, sella-node en l'altre). Aixo es pot aconseguir “manipulant” la o
les funcions no lineals del sistema. Si incrementem el nombre de funcions no lineals
linealment independents (concepte que precisarem més endavant) aconseguirem ob-
tenir una gran quantitat de bifurcacions estacionaries, mentre que si incrementem
el nombre de variables involucrades en una sola funcié no lineal podem trobar-nos
amb una sola parella de punts fixos que pateixen successives bifurcacions de Hopf,
ortogonals entre si en I’espai de fases. En el primer cas les bifurcacions estacionaries
hauran creat un gran nombre de punts fixos distribuits en un subespai d’alta di-

mensié de 'espai de fases, i subsegiients inestabilitats d’aquests punts, combinades



12 Possibles camins cap a la complexitat

adequadament, poden donar lloc als comportaments complexos. En el segon cas les
diverses frequencies d’oscil-lacié es podran combinar entre si i podrem control-lar
bastant bé cada una per separat, ja que només tindrem una parella de punts fixos,

de la qual han sorgit les oscil-lacions.

Experimentalment, utilitzem un cert tipus de dispositius termooptics la dimensid
dinamica dels quals és realment facil de controlar, de manera que podem disposar
a voluntat de sistemes de dimensié 1, 2, 3, etc. Aquests dispositius sén anomenats
BOITAL (acronim de Biestabilitat Optica Induida Térmicament amb Absorcié Lo-
calitzada) i es basen en cavitats interferométriques en les quals un dels miralls és
parcialment absorbent a la llum incident i ’espaiador és fet de materials termooptics
transparents [37]. Més concretament, utilitzem cavitats amb espaiadors multicapa
de materials amb coeficients termooptics alternativament oposats. En aquest cas la
dindmica es pot descriure tal i com segueix: la llum incident escalfa el mirall d’en-
trada i la calor es propaga a través del dispositiu provocant canvis en el cami optic
i per tant en la fase interferometrica de la llum. Aixo, al seu torn afecta l’estat in-
terferencial del dispositiu, i per tant 'absorcié del mirall d’entrada, a través de la
funcié interferometrica. Aquest és ’anell de realimentacid. La posicid relativa de les
diverses capes respecte a la font de calor introdueix retards temporals capacos de
generar autooscil-lacions. Un fet molt destacable d’aquests sistemes és que la seva
dimensié dinamica efectiva és igual al nombre de capes de materials dins I’espaiador,

fet del qual prové la facilitat per modificar la dimensié del sistema.

Els dos aspectes que hem comentat anteriorment es tradueixen experimentalment
de la segilient forma: per una banda, les miltiples funcions no lineals (molts punts
fixos, poques bifurcacions de Hopf) es poden aconseguir acoblant difusivament di-
versos sistemes BOITAL de baixa dimensid; per altra banda, I'increment del nombre
de variables en una sola funcié no lineal (pocs punts fixos, moltes bifurcacions de
Hopf) s’aconsegueix augmentant la dimensié dinamica del dispositiu BOITAL, és a

dir, augmentant el nombre de capes en ’espaiador.

1.4 Organitzacié del present treball

El nucli del present treball sén els capitols 2 i 3, que corresponen a les dues possibles

vies cap a comportaments complexos que hem comentat. Més concretament, el treball
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s’organitza de la seglient manera:

El capitol 2 descriu el comportament d’inestabilitat completa. En aquest capitol
considerem sistemes N-dimensionals capacos d’explotar totes les seves possi-
bilitats d’inestabilitat dels seus punts fixos, és a dir, de fer el maxim nombre
possible de bifurcacions de Hopf. La combinacié dels diferents modes d’os-
cil-laciéd que sorgeixen produeix evolucions forca complexes, independentment
del grau de caoticitat. L’analisi la desenvolupem utilitzant sistemes dinamics
amb una sola funcié no lineal d’una sola variable que és una combinacié lineal
de les N variables dinamiques. Experimentalment utilitzarem sistemes BOI-
TAL d’N capes i veurem com també sén capagos d’exhibir el comportament
de maxima inestabilitat. En concret arribarem, numericament a dimensié 10,
mentre que a nivell experimental només arribarem a dimensié 6, per raons que

explicarem en el seu moment.

El capitol 3 descriu 'acoblament de sistemes amb I'objectiu d’augmentar el nom-
bre de solucions estacionaries. En aquest cas considerem n sistemes N dimensio-
nals acoblats difusivament, capacos de produir xarxes relativament complicades
de punts fixos a través de bifurcacions sella—node. En aquest cas la complexitat
no apareixera a causa de molts modes d’oscil-lacié, siné per ’estructura més o
menys complicada de punts fixos en 1'espai de fases. Per aix0 fem servir sistemes
amb diverses funcions no lineals que sén linealment independents entre si. Cada
un d’ells és un sistema com els usats al capitol 2, perdo amb una N relativament
petita (1, 2 0 3). A nivell experimental utilitzarem diversos sistemes BOITAL
amb un espaiador format per poques capes i acoblats difusivament mitjancant
la propagacié de calor d’un a l'altre. En concret investigarem sistemes formats
per dos dispositius unidimensionals o bidimensionals que ens oferiran una gran
quantitat de fenomenologia per estudiar. En el cas bidimensional ens centra-
rem especialment en dos fenomens que han rebut darrerament una considerable
atencié: la mort d’amplitud induida per ’acoblament [42] i la fenomenologia

relacionada amb el comportament relatiu de la fase dels oscil-ladors [43].

El capitol 4 |, finalment, esta dedicat a presentar les conclusions més rellevants del

treball i a proposar possibles linies de recerca d’interes futur.





